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Capitulo 1

Introducao

Estudos longitudinais sdo, de uma forma geral, estudos nos quais cada unidade experi-
mental (individuo, planta, animal, etc.) é observada em mais de uma ocasido (tempo, distincia,
dosagem, etc.). Em geral, a ocasiao tem o tempo como sendo sua forma mais utilizada e por-

tanto, a menos que seja especificado, a ocasido que uttlizamos é o tempo.

Exemplos de tais estudos sao muito comuns na pratica bem como na literatura. Plewis
(1985}, Andrade & Singer (1986}, Landis et al. (1988}, Dall’Agnol (1990) entre outros, descrevem
varias situagdes que conduzem a estudos longitudinais nas mais diversas dreas. Vamos agora
descrever um exemplo extraido de Koch et al. {1986) que serd uti} para uma melhor compreensao

das questoes que serao colocadas no decorrer dessa introdugio.

EXEMPLO 1.1: 72 pacientes foram submetidos a um exame clinico para avaliar ¢ desem-
penho de um tratamento na cura de uma enfermidade de pele. Os 72 pacientes foram
divididos em dois grupos de mesmo tamanho. O grupo que recebeu um determinado
tratamento fol denominado ativo e o outro que nao recebeu tratamento foi denominado
placebo. Cada paciente fol avaliado aos 3, 7, 10 e 14 dias apds a aplicagdo do tratamento.
Em cada dia de avaliag&o o paciente foi classificado conforme o estado da pele em uma das

quatro categorias: 0- excelente, 1- bom, 2- satisfatério ou 3- ruim.



Esse experimento conduz a wm estudo longitudinal pelo fato de cada umdade expe-
rimental (paciente) ter sido observada em quatro diferentes ocasiGes (3, 7, 10 e ¥ dias apés

aplicagdo do tratamento).

Basicamente as respostas a serem analisadas sao divididas em dois tipos: aquelas que
representam classes ou categorias como por exemplo, auséncia ou presenga de sintanas de uma
certa doenca, ou ainda a classificacao de um individuo de acorde com o escore ohido através
de um teste psicolégico, que sdo denominadas respostas categéricas ou categorizadss e aquelas
representando medidas como peso, altura, pressio sanguinea, idade, denominadss respostas

continuas. No exemplo 1.1, ternos um caso onde as respostas sao do tipo categérice.

Trabalhos como os de Kowalski & Guire (1974), Cook & Ware (1983), Ware (1985),
Andrade & Singer (1986), Zeger & Liang (1986), entre outros, discutem métodos pera analise e
fornecem levantamentos bibliograficos para o caso de respostas do tipo continuo. Um trabalho
bastante interessante que discute uma série de questdes técnicas e conceituais encentradas no
desenvolvimento de métodos para andlise de dados longitudinais com respostas categorizadas e
revisa a metodologia existente sobre o assunto é o de Ware, Lipsitz & Speizer (1948). Outros
trabalhos importantes na 4rea sao o de Koch et al. (1977} que descreve uma metodologia para
estudos longitudinais com respostas categorizadas e o de Stram, Wei & Ware (1988) gue descreve
uma metodologia para comparar respostas em grupos de individuos observados no mesmo con-
junto de ocasides, quando a resposta & categorizada ordinal. No trabalho de Dali’Agnol (1990)
esses dois métodos para analise de dados em estudos longitudinais com respostas categorizadas

sdo enfocados e discutidos através de exemplos.

O que determma fundamentalmente os métodos para a analise de dados longitudinais
é o tipo de resposta avaliada, e de acordo com o tipo, quals as questoes de interesse a serem
analisadas. Segundo Andrade & Singer (1986), Koch et al. (1986) e Dall’Agnol (1990), os

seguintes objetivos podem ser de interesse em uma analise de dados longitudinais:

1. Comparacao dos diferentes tratamentos quanto ao padrdo de variagio das respectivas

distribuigdes de respostas ao longo das ocasides, isto é, verificar a existéncia de efeito da



interagdo entre tratamento e ocasido;

2. Comparagao dos diferentes tratamentos quanto as respectivas distribui¢des médias de res-

postas, isto é, verificar a existéncia de efeito de tratamento;

3. Comparagéo das diferentes ocasiGes quanto as respectivas distribuigées médias de respos-

tas, isto é, verificar existéncia de efeito das ocasices;

4. Descrigao da distribuigdo das mudangas individuais de categoria nas ocasides e os efeitos

das caracteristicas individuais ou fatores de risco nessas mudangas.

Questdes relacionadas aos objetivos (1}, (2} e (3} podem ser respondidas utilizando-se
as metodologias descritas nos trabalhos citados anteriormente, por exemplo, no caso de respostas
categorizadas, ver Dall’Agnol {1990}. Os modelos utilizados com essa finalidade s&o denomina-
dos, segundo Ware, Lipsitz & Speizer, modelos marginais, isto é, modelos cujo objetivo é o estudo
da distribui¢ao marginal da resposta e cada ocasido. O objetivo (4) é estudado acompanhando-
se o comportamento das mudancas de categoria da unidade experimental ao longo das ocasides.
Os modelos que dio respostas as questoes relacionadas a esse objetivo sdo denominados mode-
los de transigac. Esses modelos tém como finalidade o estudo das probabilidades de transigio
entre as categorias em ocasioes sucessivas. Eles podem ser representados como distribuigoes de
probabilidade para a categoria no futuro dada a histéria passada da unidade experimental de

interesse. Por essa razao, sao também conhecidos como modelos condicionais.

Para o exemplo 1.1 descrito anteriormente, questdes relacionadas aos objetivos (1), (2)

e {3) e que podem ser respondidas através da utilizagao de modelos marginais sao:

(m1) a partir de que dia houve uma melhoria sensivel no estado da pele dos pacientes

do grupo ativoe?

(m2) os pacientes do grupo placebo apresentaram melhorias em relagio ac estado

da pele?



(m3)
(ma)

(m5)

como o estado da pele se altera com o passar dos dias?
a maneira como o estado da pele se modifica é diferente nos dois grupos?

a distribuicao dos pacientes nas categorias, em cada dia de avaliagdo é a mesma

para os dois grupos?

Ainda para o exemplo 1.1, questSes relacionadas ao objetivo (4), que podem ser res-

pondidas utilizando-se modelos de transiggo, sdo, por exemplo:

(t1)

(t2)
(t3)

(t4)

(t5)

(t6)

gual é a probabilidade de pacientes que tinham uma pele com estado satisfatério

nc décimo dia passarem a ter um bom estado de pele no décimo-quarto dia?
como essa probabilidade ¢ influenciada pelo tratamento?

quanto tempo, em média, os pacientes do grupo ativo vac permanecer com o

estado da pele ruim?

em gue grupo a probabilidade de passar do estado de pele satisfatério para bom

é maior?
essa probabilidade se altera com © tempo?

existe uma tendéncia de que a pele atinja um estado excelente num pertodo

razoavel de tempo para os pacientes do grupo ativo?

A distingao entre modelos marginais e de transigdo € muito importante metodologi-

camente. A dicotomia conceitual e técnica entre os modelos temn produzido uma divisao na

literatura no que diz respeito aos métodos de anilise. Em fungéo disso, é importante observar

que a escolha do modelo a ser utilizado é feita basicamente de acordo com os objetivos que se

tém quando do planejamento do experimento.

Os modelos marginais nio utilizam toda a informagio contida nos dados gerados por

estudos longitudinais. Em particular, eles nao estdo aptos a modelar as mudangas individunais



no tempo ou os efeitos de varidveis exégenas nessas mudancas, por exemplo, como um tipo de
tratamento ou a cidade onde reside, podem influenciar nas mudancas ocorridas para as unidades
experimentais em estudo. Nesses casos, os modelos de {ransigdo, isto €, modelos para mudangas
individuais, devem ser utilizados. O estudo desses modelos é baseado na teoria de processos
estocasticos, uma vez que o interesse se concentra na estimagao das probabilidades de transigao,
isto €, as probabilidades de passar de uma categoria para outra em ocasiGes sucessivas, que s3o

os pardmetros que caracterizam esse tipo de modelo.

De acordo com o tipo de processo estocdstico envolvido na anéalise, podemos dividir os
modelos de transicao em dois grupos: aquele para processos ocorrendo em tempo discreto e outro
para processos em tempo continuo. A diferenca entre esses dois grupos deve ficar bem definida.
Os processos em tempo discreto sao aqueles onde as respostas sao obtidas somente na ocasido
da observagao, por exemplo, através de um questiondrio sem o qual néo é possivel a obtengio
de resposta. Os processos em tempo continuo sdoc aqueles que ocorrem a qualquer instante. O
exemplo 1.1 constitui um caso de processo com tempo continuo, porém as observagdes foram
feitas em ocasides pré-determinadas, que na pratica, é 0 caso mais comum. Um exemplo de
processo ocorrendo em tempo discreto pode ser visto e Ware et al. (1988), onde as respostas
sao obtidas através de um exame anual, de modo que a observagao referente a cada crianga
consiste de uma série de estados definidos em intervalos de um ano. Kalbfleisch & Lawless
(1985) fornecem um exemplo de processo em tempo continuo onde sao discutidas mudangas com
relagao ao habito de fumar entre criangas. O processo nesse caso é caracterizado como sendo de
tempo continuo porque uma mudanga de estado pode ocorrer a qualquer momento dentro do

periodo delimitado para o estudo.

Uma maneira de analisar tais dados é modelar as probabilidades de transigao, ou seja,
modelar as probabilidades de mudangas de uma categoria para outra em ocasides sucessivas.
Frequentemente a analise de transigoes comega com a suposicao que observagoes da mesma uni-
dade experimental formam uma cadeia de Markov, isto &, a probabilidade de estar em uma
determinada categoria em um tempo especifico depende somente da categoria no tempo imedia-

tamente anterior. Esse tipo de modelo tem sido utilizado satisfatoriamente em muitas aplicagoes,



frequentemente como uma base a partir da qual desenvolvem-se modelos mais elaborados e ade-

quados.

A maioria dos métodos para andlise de dados longitudinais baseados em cadeias de
Markov, utiliza modelos saturados com a suposigao que a amostra em estudo forma um grupo
homogéneo, ou seja, todos os seus elementos tém as mesmas probabilidades de transicao. Esse
é o caso, por exemplo, de Goodman (1962) e Bishop et al. (1980) que mostram como conjuntos
de dados representando mudangas de categoria de um periodo de tempo para outro podem
ser analisados de forma bastante razodvel através de técnicas estatisticas utilizadas em tabelas
de contigéncia quadradas, testando as hipéteses de interesse através do ajuste de modelos log-
lineares. OQutro trabalho cldssico sob o mesmo enfoque é o de Anderson & Goodman (1957)

sobre inferéncia em cadeias de Markov.

Geralmente a amostra nao pode ser tratada como sendo um grupo homogéneo, pelo
fato de haver variaveis exdgenas atuando de forma diferenciada dentro da mesma. Por exemplo,
podemos considerar uma amostra na qual um grupo é composto por fumantes e outro por
nao fumantes e a partir dela estudar a evolugao de uma enfermidade pulmonar. O que pode
ser feito é uma estratificagdo da amostra em subgrupos que sio homogéneos com relagao aos
valores assumidos pelas variavels exdgenas presentes no estudo e utilizé-la para investigar se
as probabilidades de transi¢ao da cadeia de Markov diferem entre os subgrupos. Pode-se ainda
verificar se a subdivisao é necessédria, testando-se a hipétese de que as probabilidades de transigao
para os diferentes subgrupos sdo as mesmas. No caso de respostas binarias, Cox {1970) propés
o uso da regressao logistica para quantificar os efeitos das varidveis exégenas nas probabilidades
de transi¢do de uma cadela de Markov com dois estados. Korn & Whittemore (1979) e Muenz
& Rubinstein (1985) utilizam esse enfoque na area biomédica. Esses trabalhos s&o voltados para
respostas bindrias, apesar do segundo permitir a generalizagdo para mais de duas categorias com
a desvantagem de aumentar muito o niimero de pardmetros. No trabalho de Korn & Whittemore,
o estado ocupado pelo individuo no tempo imediatamente anterior € utilizado como sendo uma
covaridvel. A mesma idéia foi utilizada por Ware, Lipsitz & Speizer (1988) no desenvolvimento

de uma metodologia para modelar as probabilidades de transigzo utilizando-se um modelo de



transigao para o caso de respostas ordinais.

Para muitos dos processos estocdsticos analisados como estudos longitudinais, as tran-
sigoes ocorrem em tempo continuo e ndo em tempo discreto. Os modelos de Markov em tempo
continuo sdo conhecidos como processos de Markov e tém tido uma grande aplicabilidade na 4rea
de ciéncias socials, epidemiologia entre outras. Um caso especial é quando se tem disponivel o
nlimero, tempo e sequéncia de todas as mudancas ocorridas em tma varidvel categorizada, para
toda a amostra em estudo. Dados gerados dessa forma sao conhecidos na literatura como “histé-
ria do evento”. Para esse tipo de dados, métodos para anélise de processos estocdsticos em tempo
continuo sao diretamente aplicaveis. O trabatho de Tuma et al. (1979), por exemplo, discute o
uso de modelos de Markov em tempo continuo tanto para processos que dependem do tempo de
ocorréncia como para processos independentes desse tempo, isto é, onde 80 interessa o tamanho
do intervalo, descreve métodos para inclusdo de varidveis exdgenas nos modelos e ainda compara
a analise da histéria do evento com outros tipos de estudos longitudinais existentes, concluindo
que ela tem vantagens substanciais sobre os outros enfoques., Entretanto na prética, a obten-
¢ao dos dados dessa forma é muito dificil, j4 que nem sempre é possivel um acompanhamento
detalhado de cada unidade experimental em estudo. O que se faz para contornar esse problema
é coletar os dados periodicamente e aproximar o processo real, continuo, por um modelo discreto
no qual as mudancas sao assumidas como ocorridas na ocasido da observagio. Essa cadeia em
tempo discreto utilizada para explicar o processo em tempo continuo é denominada a “cadeia

embebida”.

Nos tltimos anos tem sido crescente a utilizagao desses modelos, e isso fez com que
se criasse uma necessidade de desenvolvimento de métodos de estimagdo dos pardmetros dos
modelos continuos através de observacdes discretas. Enquanto para os processos em tempo
discreto, os parametros de interesse sao as probabilidades de transicao, nos processos em tempo
continuo o interesse se concentra nas taxas ou intensidades de transigéo, também conhecidos
como parametros infinitesimais, uma vez que esses parametros caracterizam um processo de
Markov. A utilizagio de cadeias embebidas acarreta alguns problemas relacionados a estimagao

das intensidades de transi¢ao. Algumas vezes, dados longitudinais categorizados nao podem ser



embebidos no modelo, ou seja, descritos por um processo de Markov. Além disso, a variabilidade
amostral e erros de medida podem tornar os dados nao embebiveis mesmo que eles tenham
sido originalmente gerados por um processo de Markov. OQutro problema é que mesmo que
os dados possam ser descritos por um processo de Markov, é possivel que existam mais de
uma matriz de intensidades de transigao que descrevem o mesmo processo, € para cada matriz
diferentes conclusdes podem ser tiradas. Temos ainda, que pequenas mudangas em uma matriz
de probabilidades de transicdao observada podem provocar mudangas radicais nas intensidades
de transicdo estimadas. A estimagdo das intensidades de transi¢io via dados longitudinais é
sensivel ao tamanho do intervalo de tempo entre observagdes. De acordo com Plewis (1985),
observagdes que nio se ajustam ao modelo de Markov em tempo discreto néo se ajustarao ao
modelo de Markov em tempo continuo, porém se os dados sfo consistentes com uma cadeia
de Markov, nao h4 nada que garanta a consisténcia deles com um processo de Markov. Esses

problemas foram resumidos por Singer & Spilerman (1976) em duas questdes basicas:

(a) “embeddability” ou como determinar se observag¢des oriundas de um processo
empirico podem ter sido geradas via a evolugao de uma estrutura de Markov

em tempo continuo;

(b) identificagdo ou o que fazer se as observagdes sio consistentes com mais de uma
estrutura de Markov em tempo continuo e como selecionar a estrutura especifica

de uma lista de alternativas que estariam associadas com o processo empirico.

Entretanto, segundo Kalbfleisch & Lawless (1985), apesar da caracterizagio desses
problemas ser matematicamente muito interessante e intrigante, do ponto de vista estatistico é
irrelevante. Nesse trabalho, os autores explicamn porque estimativas podem ser obtidas mesmo
que os dados sejam nao embebiveis e a matriz de covaridncia estimada da a precisdo dessas
estimativas. O interesse entao é obter estimativas para os pardmetros do modelo, ou seja, as

intensidades de transi¢io, bem como a estimativa da matriz de covariancia dos estimadores.

Métodos para anélise de modelos em tempo continuo s8o discutidos por Albert (1962),

Singer & Spilerman (1976), Singer & Cohen (1980), Wasserman (1980), Bartholomew (1983)



entre outros. Porém um problema existente é que grande parte da metodologia proposta tem

sérias limitagoes tais como:

1. os tempos de observagdo tém que ser igualmente espagados;

2. nao se tem como fazer inferéncias sobre todas as caracteristicas

de interesse para o processo em questio;

3. nao permitem a inclusdo de varidveis exogenas no modelo.

Kalbfleisch & Lawless (1985) descrevern um método para estimagao das intensidades
de transigiao do processo em tempo continuo a partir de dados obtidos através de observagoes
periédicas, que nao tem as limitagdes citadas acima. Para a estimagao dos parametros, eles
utilizam maxima verossimilhanga e consideram o processo como sendo de tempo homogéneo,
isto é, onde as probabilidades de transi¢do nao se alteram com o tempo. No trabalho de Phelan
(1988), é descrita uma metodologia nac paramétrica que permite a ndo homogeneidade do
processo bem como a introdugdo de alguns esquemas de censura (saida ou entrada de unidades

experimentais no decorrer do estudo).

Neste trabalho temos como objetivo a descricdo de técnicas para andlise de dados
longitudinais através de modelos de transicdo quando a resposta é categorizada. No capitulo 2
fazemos um apanhado geral dos resultados de processos estocdsticos que sao necessiarios para
o desenvolvimento dos capitulos posteriores. No capitulo 3 descrevemos o método de Ware,
Lipsitz & Speizer para modelos de transi¢do quando temos respostas ordinais obtidas através de
um processo em tempo discreto. No capitulo 4 é discutido o método de Kalbfleisch & Lawless
para analise de dados longitudinais, utilizando processos de Markov em tempo continuo com
observagoes em tempo discreto. No capitulo 5 sio apresentados, através de um exemplo, os

programas computacionais desenvolvidos.

O leitor interessado somente no que diz respeito & metodologia utilizada para analise
de modelos de transigio, ou aquele que estd familiarizado com a teoria de processos estocasticos,

pode omitir a leitura do capitulo 2 sem perda da sequéncia.



Capitulo 2

Resultados de Processos
Estocasticos para Analise de Dados
Longitudinais

2.1 Definigoes Preliminares

Vamos neste capitulo apresentar alguns conceitos e resultados bdsicos da teoria de
processos estocasticos que sao uteis no desenvolvimento do nosso trabalho. Deve-se observar
que os resultados aqui expostos sio apenas aqueles que de alguma forma serdo utilizados no
decorrer do trabalho. Um enfoque mais abrangente da teoria de processos estocdsticos pode ser
encontrado, por exemplo, em Hoel, Port & Stone (1972), Karlin & Taylor {1975}, Cex & Miller

(1977) e outros textos basicos.

A teoria de processos estocasticos lida com sistemas aleatérios ocorrende no tempo
ou espaco de acordo com certa distribuigdo de probabilidade. Aplicagées da teoria podem ser

utilizadas em uina grande variedade de fendmenos em muitos ramos da ciéncia e tecnologia.

Um processo estocdstico pode ser definido de uma forma bem geral, como uma colegéo
de variaveis aleatérias {X(t); ¢ € T} definidas no mesmo espaco de probabilidades, indexadas

por um conjunto arbitrario ndo vazio 7, onde T é frequentemente um subconjunto dos numeros

10



reais. A menos que seja especificado, esses nlimeros representam os tempos de ocorréncla do
processo gue se esta estudando. Se T € um conjunto de pontos finito ou infinmto enumeravel
{t1,t2,...,tr} ou {t1,12, ...} respectivamente, dizemos que o processo é de tempo discreto, se
por outro lado, T é composto por elementos ¢ formando um intervalo continuo nio enumeravel
por exemplo, 0 < ¢t < 4 ou t > 0, temos um processc em tempo continuo. No nosso estudo
levamos em consideragao dois casos especificos: processos em tempo discreto e processos em
tempo continuo, porém observados em apenas alguns pontos pré-determinados, os quais sio

discutidos com detalhes nos capitulos 3 e 4 respectivamente.

O valor assumido por X (t) é denominado o estade do processo e o conjunto de todos os
possiveis valores que as varidveis aleatérias {X(t); ¢ € T} podem assumir é chamado o espago de
estados do processo e é denotado por S. Se § = {1,2,...} ou § = {1,2,...,k} referenciamo-nos
ao espago de estados como sendo discreto, casc contrdrio, se § é um conjunto nao enumera-
vel contido no conjunto dos reais (§ C R), o espago de estados é continuo. Neste trabalho
abordamos somente problemas onde o espaco de estados § é discreto e finito representando as

possiveis categorias de resposta.

Vamos considerar processos satisfazendo a seguinte propriedade:

Pr{a < X(s) <b| X(t1) = z1,..., X(tn) = zn, X(u) = z} -
21
=Pr{a < X(s) < b| X(u) = z}

onde t; < --+ < t, < u < s. De acordo com essa propriedade, temos que {X(¢); ¢t € T} é um
processo estocastico com a propriedéde que conhecido o estado ocupado em um especifico tempo
u, X(s) onde s > u, ndo depende dos valores assumidos por X(t1),..., X(tp}, 81 <--- < &, < 1,
isto €, a probabilidade de qualquer particular comportamento futuro do processo, quando seu
presente estado é conhecido exatamente, ndo é alterada pelo conhecimento adicional relacionado
a0 seu comportamento no passado. Deve ser observado contudo, que se o conhecimento do estado
presente do processo é impreciso, entdo a probabilidade de algum comportamento futuro sera,
em geral, alterada pela informagéo adicional relacionando o comportamento passado do sistema.
A propriedade (2.1) é conhecida como propriedade de Markov, ¢ os processos estocisticos que

possuem essa propriedade sao denominados processos de Markov.
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Os processos de Markov em tempo discreto e espago de estados discreto sdo denomina-
dos cadetas de Markov. No caso de processos de Markov em tempo continuo e espago de estados
discreto temos o que se chama na literatura um processo de Saltes. Os processos de Markov com
espago de estados e tempo continnos sao denominados processos de difusd@e. Nao vamos lidar
com processos de difusao. Exposighes detalhadas sobre o assunto sao encontradas por exemplo,

em Karlin & Taylor (1975) e Basawa & Prakasa Rao (1980) entre outros.

No ambito deste trabalho o termo cadeias de Markov é utilizado para denominar os
processos de Markov em tempo e espago de estados discretos, enquanto que para os processos de
Markov em tempo continuo e espago de estados discreto usamos a denominagao geral, processos
de Markov. Dessa forma, os termos processos de Markov, processos de Markov em tempo
continuo e processos de Saltos sdo utilizados indistintamente. Na sec@o 2.2 sio discutidas as
cadeias de Markov, através de defini¢es de alguns conceitos basicos. O mesmo é feito na
secao 2.3, para os processos de Saltos. A secio 2.4 é dedicada a descrigao de alguns resultados

relacionados & inferéncia estatistica em cadeias de Markov.

2.2 Cadeias de Markov

Vamos considerar um sistema {X(t); ¢ € T} onde § é um subconjunto finito dos
inteiros ¢ T = {0,1,...,T}. Nesse caso, temos um processo estocastico com tempo e espago
de estados discretos, onde a varidvel aleatdria X () denota o estado desse sistema, no tempo .
Além disso, é imposta a esse sisterna uma estrutura de forma que os estados presente e passado
tenham influéncia na distribuicac de probabilidades do estade futuro. Conforme definido na
segdo anterior, os sistemas comn essas caracteristicas sao conhecidos como cadeias de Markov. A
propriedade de Markov é definida precisamente, nesse caso, como:

Pr{X(t+1) = 7| X(0) = z0, X(}) = z1,..., X(t — 1) = z¢_1, X(¢) = ¢}
(2.2)
=Pr{X(t+1)=j| X(t) =i}

paratodot € T e valores zg,z;,...,2¢-1,7€ j € §. A interpretagdo de (2.2) é que a distribuigéo

de probabilidade do future X{t + 1), condicionada ao passado e presente X(0),...,X(t), s6
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depende do presente X(¢).

As probabilidades condicionais Pr{X(t+ 1) = 5 | X(t} = 7} sdo denominadas as proba-
bilidades de transicdo da cadeia de Markov e sdo denotadas por p;;(t,t+1). Essas probabilidades

tém que satisfazer as seguintes condigoes:

1) py(t,t+1)>0 Vi,jeSeVte T
k

2) Y opy(tt+1)=1 YieSeVteT.
=1

E mais elegante matematicamente arranjar as probabilidades de transigao na forma

matricial:
pult,t+1) - pu(t,t+1)
palt,t+1) - pult,t+1
P(t,t+1) = _ _ . )
pra(t,t+1) - pu(t,t+1)

e essa matriz é denominada a matriz de probabilidades de transigdo da cadeia de Markov.

Se pi(t,t +1) = 1 temos que o estado ¢ é um estado absorvente, isto é, uma vez
alcangado, é impossivel mover-se para um estado diferente. Caso contrério, ele é um estado nao

absorvente.

Quando se trabalha com cadeias de Markov, o que se estd fazendo é descrevendo em

termos de probabilidades condicionais, as mudangas ou transigbes observadas entre os tempos.

‘

E importante fazer uma observagao relacionada ao termo “transicado”. No contexto
que estamos estudando, uma transicio n&o necessariamente implica que os estados ocupados em
ocasioes sucessivas sejam distintos, ou seja, é possivel que exista uma probabilidade positiva do
individuo que estava em um determinado estado no tempo ¢, permanecer no mesmo estado no
tempo ¢t + 1 e ainda assim consideramos que houve uma transigdo, apesar de nao ter ocorrido
uma mudanga de estado. Portanto, uma transigao esta relacionada com o tempo, ou seja, o que

ocorre de uma ocasjao para a outra.
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Vamos agora descrever um exemplo com a finalidade de ilustrar a utihzagao de uma

cadeia de Markov em um caso prético.

EXEMPLO 2.1: Suponhamos um componente eletronico sujeito a falhas. Vamos considerar
que o componente seja inspecionado diariamente e classificado em uma das trés categorias
a seguir: 0 - satisfatério, 1 - insatisfatério ou 2 - inutilizado. Temos portanto, um processo
estocastico {X(t); ¢ € T} onde T é um conjunto discreto, composto pelos dias de inspegio
e § = {0,1,2}. O componente estar insatisfatério significa que apesar dele ainda estar
funcionando, nao passa pelo controle de qualidade, indicando que em pouco tempo vai
falhar e ser inutilizado. Um possivel modelo para esse sistema seria inicialmente supor que
no tempo t, o processo esta no estado 0, ou seja, X(¢) = 0, de modo que as probabilidades
de no tempo ¢ + 1 o sistema passar para o estado 0,1 ou 2 sdo respectivamente pyp(t,t +
1), por(t, ¢ +1) e poalt, t+1), com poo(t, t+ 1)+ poa {t, -+ 1) + poz(t, 1 +1) = 1. Se o processo
estd no estado 1 no tempo t, isto é, se X(¢) = 1, as probabilidades de no tempo ¢t +1 o
sistema passar para o estado 0,1 ou 2 sdo respectivamente 0,p1;(t,t + 1) e pra(t, ¢t + 1),
com py1(t,t+ 1)+ p12{t,t + 1) = 1. Note que é impossivel o componente passar do estado
insatisfatorio para o satisfatério. Finalmente assume-se que se o sistema esti no estado 2
no tempo t, certamente permanecera no mesmo estado no tempo ¢ + 1, ou seja, o estado 2
é absorvente. A propriedade de Markov, nesse caso, é caracterizada pelo fato do estadeo do
componente no dia seguinte, depender somente do estado no dia imediatamente anterior.
Temos entao uma cadeia de Markov cuja matriz de probabilidades de transicao pode ser

representada por:

pooft,t+1) por(t,t+1) poa(t,t+1)
P(t,t+1) = 0 pu(t,t+1) piftt+1)
0 ) 1

Quando as probabilidades de transi¢ao sdo independentes do tempo, isto é, quando sao

independentes do valor de ¢, dizemos que a cadeia de Markov tem probabilidades de transigao es-
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taciondrias. Nesse caso, as probabilidades de transigdo e a matriz de probabilidades de tramicao
sao denotadas respectivamente por p;; e P. No caso do exemplo 2.1, supor que as probabiliades

de transigao sao estacionirias, € considerar a seguinte matriz de probabilidades de transigo:

Doo pPor Po:
P = 0 P11 P12
0 0 1

que significa que as probabilidades de transi¢do sio mantidas, independentemente do da da
mspegdo, por exemplo, para qualquer dia, a probabilidade de passar do estado O para o etado

1 no dia seguinte serd sempre pgp, € assim para todas as transicGes.

A cadeia de Markov é completamente caracterizada estocasticamente se as probahdida-
des de transigdo e a distribuicdo de probabilidades (ou valor) do estado inicial, sdc especificados.
Dessa forma, se #; ¢ o vetor coluna de probabilidades marginals no tempo ¢, temos:

2-1
n.=mngd x HP(t—l,t) {2.3)
t=1
e se P(t — 1,1) é independente do tempo, isto €, se o processo é estaciondrio, ] = 5] x Pl

A demonstragao desse resultado é dada em Karlin & Taylor (1975). Utilizando o exemple 2.1,

para o caso estacionirio, temos:

Pr{X(t) = 0}
n,= | Pr{X(t)=1}
Pr{X(t} = 2}

As probabilidades marginais no tempo ¢t = 2, por exemplo, sdo obtidas através de:

Pr{X(2) = 0} Pr{X(0) = 0}
n, =1 Pr{X(2)=1} [ =P x| Pr{X(0)=1}
Pr{X(2) = 2} Pr{X(0) = 2}

Utilizando-se a notagao matricial, P é a matriz de probabilidades de transicao esta-
clonarias considerando tempos sucessivos. Denotamos a matriz de transi¢do em n etapas, como

P uma matriz quadrada de ordem k, cujos elementos sio:

Pl = Pr{X(m+n) = 7 | X(m) =1} ijES. (2.4)
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A condigdo Markoviana permmte-nos expressar p("l) em termos de p;; de acordo com a equegdo

12

de Chapman-Kolmogorov:

pf?"'") = Ep,{:)pg‘) i,7€§. (2.5)
z2E$

ou em termos matriciais P(™t? — p(ml p(n)

Um importante conceito que definimos agora é o de distribuicdo estaciondrie ou dis-

tribuicdo de equilibrio de uma cadeia de Markov, denotada por #;:
k
Ty = Z TiPis Yye s (26)
i=1

k
onde 7; > 0 e Zﬂ_,-:l.
j=1

Qualquer conjunto {x;; j € $} satisfazendo (2.6) é chamado a distribuigdo de probabi-

lidade estactondrig da cadeia de Markov.

Vamos assumir que exista uma distribuigdo de probabilidade estaciondria {x;; 7 € §}
e que

im g\ = #, i,jes.

n—oo
Entdo, independentemente da distribuicdo inicial, {X(f); ¢ € T} tem distribui¢do aproximada-
mente igual a {7;; 7 € §} quando n — oco. A distribuigao da cadeia de Markov é independente

de ¢ se e somente se a distribuicdo inicial é uma distribuigao estaclonaria, ou seja,
Pr{X(t) = j} = nj & n; = Pr{X(0) = 5}.

Podemos concluir que

;1_1.12_, Pr{X{(t) =3} =n; Jes.

Isso implica que a distribuigdo estacionaria é tinica. Em termos gerats, um sistema possuir
essa caracteristica significa que apés um longo periodo de tempo ele terd um comportamento

estatisticamente estavel.
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Em muitas aplicagoes, a distribuigao estacionaria é o aspecto de maior interesse no pro-
cesso. Isso ocorre principalmente porque € mais interessante para o pesquisador trabalhar com
um processo estavel, uma vez que alcangada essa estabilidade os resultados sao mais confidveis.
Por exemplo, no caso do exemplo 2.1, suponharnos que na fabricagao do componente eletrénico
esteja envolvido um determinado equipamento que leva um certo tempo para atingir uma tem-
peratura ideal. Podemos supor que os componentes fabricados fora da temperatura ideal tém
uma maior probabilidade de tornarem-se insatisfatorios ou serem inutilizados, podendo levar-
nos a concluses erréneas quanto & sua durabilidade, enquanto que na temperatura ideal, os
resultados obtidos serao mais condizentes com a realidade. A distribuigio de probabilidade es-
tacionaria pode ser interpretada, nesse caso, como as probabilidades de transigio considerando

os componentes fabricados com o equipamento na temperatura ideal.

2.3 Processos de Markov ou de Saltos

Na secéo 2.2 consideramos processos em tempo e espage de estados discretos. Vamos
agora discutir os casos onde o espago de estados é discreto, porém o tempo é continuo, também

conhecidos como processos de Markov ou processos de Saltos.

Vamos constderar um sistema que esta no estado zg inicialmente. Suponhames que o
sistema permaneca no estade xq até algum tempo positivo e aleatdrio r; no qual ele salta para
um novo estado xy # zg, permanece em x; até algum tempo aleatdrio r; > 7 quando salta
para o estado rs # z;. Note que nao necessariamente z; 7 z¢. Esse procedimento é repetido
indefinidamente. Deve-se observar que pode ocorrer do sistema alcancar um determinado estado
e dele ndo mais sair, isto é, para algum [, = oo. O estado no qual o sistema se encontra no

tempo t, denotado por X(t) € definido por:

ey OSt(Tl
x ‘:"15?.<T2

X(t) = xz T X 1<y (2'7)
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O processo definido em (2.7) é denominado um processo de Saltos, Vamos considerar
processos de Saltos com a propriedade definida em (2.1) de modo que neste trabalho, processos
com espaco de estados discreto e tempo continuo sdo denominados processos de Markov {ou de

Saltos). Um processo desse tipo pode ser representado graficamente como:

X(t)

}
ok —
a8 — —
T3l -— 5
0 L L L 1 1

71 7 73 7 75 Rl
t

Assumimos que em um intervalo de tempo finito, o processo de Markov tem um nimero
finito de saltos ou equivalentemente, nli.rgorn = oo. Vamos especificar uma estrutura proba-
bilistica para tais processos. A cada estado £ nao absorvente, existe associada uma fungao
distribui¢do F(t), —oo < t < 0o, que assume valor 0 quando ¢ < 0 e probabilidades de transigao
pri;, £,7 € §, ndo negativas e tais que:

pri; =0

k
Zpru =1.

=1

Um processo iniciado em z; permanece nesse estado por wm intervalo de tempo a-

leatério r; com fungdo distribuigdo 7,,(t) e entdo salta para o estado z; com probabilidade
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Pryz,; 0,71 € S. E assumido que 7y e X (7)) séo escolhidos independentemente um do outro,
ou seja,

Pry,{n < t, X(n) = &1} = %2, (t)pryy., - {(2.8)
A notagao Pr,,{.} denota a probabilidade de um evento definida em termos de um processo

inictado em zo. Sempre que o processo salta para um outro estado, ele atua como se o protesso

estivesse comegando nesse estado, por exemplo, se zp e 1 sao estados nao absorventes
Prﬁa{ﬁ < 3’X(T1) =, 1—n < t,X(Tg) = 12} = ?-20 (s)prznm ?zl(t)prz] z5"

Férmulas semelhantes sao obtidas para eventos definidos em termos de trés ou mais saltos. Se
¢ é um estado absorvente, pr;; = §;, onde

1 seg=17
5,-}:{ !

0 caso contrério

As probabilidades pr;; sao as probabilidades de transigio de uma cadeia de Markov
conhecida na literatura como cadeta “embedded” e que nds demominamos cadeia embebida. Essa
cadeia pode ser utilizada para aproximar um processo continuo no tempo, através de um processo
em tempo discreto. Esse tipo de cadeia é importante quando se tem um processo continuo onde

as observacgoes sdo realizadas em tempos discretos.

As probabilidades de transi¢ao do processo de Markov em tempo continuo sao definidas

por:
pij(s,t) = Pr{X(t) = 5| X(s) =1} ,J€8, s<t. (2.9)
Em termos matriciais .
p1(s,t) -+ puls,t)
P(s,2) = pule,t) - pals) (2.10)
P1 (.8, t) --- Pkk(s, t)

Vamos assumir daqui em diante que as probabilidades de transigdo sio estacionarias,
isto é,

pij(t) = PriX(t +5) = j | X(s) = i}
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ou na notagdo matricial P(t) = P(0,t) = P(s,s t+ t), o que significa que p;;(s,t} sé depende do

intervalo de tempo, ou seja, da diferenca t — s.

A propriedade de Markov garante as seguintes afirmagoes com respeito as probabilida-

des de transicao:

(i) pii(s,t) > 0;
k
(i1) _ZP:‘:‘ (s,8)=1;

k

(iii) pi;(0,54+1¢) = Zp,-;(o, s)pi;(s,t) parat,s>0;
) =1

1 set=3

(iv) Ali’l‘o”"f(t’”m):{ 0 sei#

A afirmacio (iii) representa a equagio de Chapman-Kolmogorov, para o caso de processos de

Markov e pode ser escrita na forma P(t + s) = P(t) x P(s), t,5 > 0.

Pode ser demonstrado que um processo de Saltos é Markoviano com fungao de proba-
bilidade de transicio estaciondria se e somente se todos os estados ndo absorventes z s3o tais
que:

Prp{r > t+ 8| > s} = Pr{n >t}

onde s,¢ > 0, ou em termos da fungao distribuigao:

1- ?x(t+s)
Y - F >
1= 7.(s) 1 +(t) coms,t>0. (2.11)

Uma funcio distribuigdo 7(t) satisfaz (2.11) se e somente se ela é uma fungdo distribuicdo
exponencial. Conclui-se portanto, que um processo de Saltos é Markoviaro se e somente se 7 (t)

é uma distribui¢io exponencial para todos estados nio absorventes z.

Seja {X(2); t > 0} um processo de Saltos Markoviano, ou seja, um processo de Markov.

Se z é um estado ndo absorvente, entdo 7;(t) tem uma densidade exponencial f,(t). Denotamos
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gz, 0 pardmetro dessa densidade, consequentermnente

| g%t set >0
fz(t)_{ 0 set < 0.

Se z é um estado absorvente assume-se que g, = 0. Para o caso estacionario, é demonstrado

que a probabilidade de transigdo p;;(t) satisfaz a seguinte equagao:

t
pii(t) = Sije " + /(; gie” ¥ Zpr,-;pgj(t — 3} | ds, (2.12)
15

onde ¢ > 0 (ver Hoel, Port & Stone (1972) - Cap. 3). De (2.12), temos que p;;{t) é continua e

diferenciavel em t para ¢ > 0 ¢ a derivada de p;;(t) em relacdo a ¢ é dada por:

Opi;(t
#() = —gipii(t) + & ) prapi;(t), (2.13)
£
onde t > 0. Em particular,
Ipy;{t)

ot | —gibi; + ¢ipry;.

Seja ¢:;(t) = (9pis(t)/0t)],o» ¢, 7 € §, entdo

) @ sej=i
gi; () = { g:pr;; caso contrario. (2.14)

Segue de (2.14) que
| > gii(t) = ¢ = —gis.

J#
As quantidades ¢i;{t), ¢,7 € § sdo denominadas pardmetros infinitesimais ou intensidades de

transigio do processo de Markov. Outra forma de defini-las é através de:

pii(t, 1+ At) sei£i=1,.. k

%;(t) = gﬂlo At ’
(2.15)
gi(t) = —Z ¢i5(t), sei1 € S.
I

Esses pardmetros determinam ¢; e pr;; e portanto determinam o processo de Saltos Markoviano.

Denotamos por Q(t), a matriz quadrada de ordem k, cujo (¢, j}-ésimo elemento cor-

responde a g;;(t), que por sua ver é denominada mairiz de intensidades de transicdo. Para
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processos estacionarios ¢;;{t) = ¢;; e @(t) = Q. As intensidades de transi¢io podem ser inter-
pretadas como taxas de transigao num periodo muito pequeno de tempo e satisfazem ¢;;(t} > 0
parai1 # j e Ele gi;(t}) =0. E interessante observar que a intensidade de transicao de f para j
ser igual a 0, nao implica que a probabilidade de transi¢do pi;(s,t) seja igual a 0. Entretanto,
se p;j(s,t) = 0, a intensidade de transi¢io ¢;;(¢) certamente é nula. Em termos préticos o que
essa afirmacao quer dizer é que as vezes, apesar de ser possivel a transicdo do estado ¢ para
o estado 7, essa passagem hao ocorre de forma instantinea, isto é, em um intervalo de tempo

muito pequeno.

Qualquer caracteristica do processo pode ser definida utilizando-se as intensidades de

transigao, alguns exemplos sao:

—gii(t): taxa, no tempo t, de saida do estado 1

—g;!(t): tempo médio de permanéncia no estado ¢;

— ;i1 e C g . .
??_(J?()—): probabilidade que um individuo no estado ¢ mova-se para o estado j,
11
dado que houve uma transicéo.

A equag8o (2.13) pode ser escrita em termos das intensidades de transi¢io como:

k

(2

6”—;(_) = 3" qupi; (t), t>0. (2.16)
i=1

Essa equacdo é denominada equagdo retrospectiva { “backward”). Em termos matricials e assu-

mindo estacionaridade, ou seja, P(s,t) = P(t — s), temos

dP(s.t
9P(s1) = Q(t}P(s,1). (217)
ot
Esse sistema de equacgdes diferenciais para o caso estacionario tem a seguinte solugao:
o0
Qm(t — s)m t—s
m=

onde Q° é a matriz identidade (para obtengio desse resultado ver Karlin & Taylor(1975)). Para
processgos ndo estacionarios, ndo existe uma solugéo simples para P(s,t) em termos de @(i) e

essa é uma das razdes para supormos inicialmente a estacionaridade do processo.
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A distribuigio estacionaria para processos de Markov, é obtida através das intensidades
de transigac como a solugao Unica para o sistema de equagdes Ef‘:l %igi; = 0, 3 = 1.,k

Utilizando-se notagdo matricial, @'z = 0, onde & = (x1,...,m) € Z?:l m; = 1.

Se X(0) tem uma distribuigdo # como sua distribuigéo inicial, entdo
k
Pr{X(t)=3}=) mpy(t)=m; Vje$
=1

de modo que X(t} tem distribuicio & para todo ¢ > 0. A idéia por tras da distribuigde esta-
ciondria, no caso de processos ocorrendo em tempo continuo, é a mesma descrita no caso de

cadetas de Markov.

2.4 Inferéncia Estatistica Para Cadeias de Markov
2.4.1 Introducio

A teoria de inferéncia estatistica em processos estocasticos é bastante ampla. Uma
referéncia sobre o assunto é o texto de Basawa & Prakasa Rao {1980). Uma outra mais espexifica,
dedicada 3 inferéncia estatistica para processos de Markov de um modo geral é a monografia
de Billingsley (1961a). Os trabalhos de Anderson & Goodman (1957) e Billingsley (1961b}

discutem inferéncia estatistica para cadeias de Markov.

Como foi mencionado na segdo 2.1, neste trabalho lidamos com dois tipos de processos:
processos em tempo discreto € processos em tempo continuo, porém observados em pontos
discretos no tempo. No primeiro caso estamos lidando com cadeias de Markov diretarnente.
Todavia, no segundo ndo temos uma cadeia de Markov e sim um processo de Saltos e obviamente
a forma de se fazer inferéncias sobre os pardmetros de interesse nesse caso, nao pode ser baseada
diretamente em uma cadela de Markov. Entretanto, considerando a teoria descrita na segae 2.3,
podemos mostrar gque o comportamento do processo em tempo continuo pode ser estudado
através de um processo em tempo discreto, justificando assim, a utilizagio de cadeias de Markov

para fazer inferéncias, mesmo que tenhamos um processo de Markov em tempo continuo.

Vamos supor {X(t); ¢ > 0} um processo de Markov em tempo continuo com espago de
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estados § = {1,2,...,k}, definido de acordo com a segio 2.3. As quantidades ¢; e ¢; conforme
definidas em (2.14) t&m o seguinte importante significado probabilistico. O processo inicia em
algum estado o = t, escolhido aleatoriamente de acordo com uma certa distribuigio inmicial,
permanece em ¢ por um periodo p; = 11, onde p; é uma varidvel aleatéria exponencialmente
distribuida com parametro ¢;. No tempo 73 o processo salta para um diferente estado 7, escolhido
de acordo com a distribuigio ¢;;/¢; (7 # 1) e permanece nesse estado por um periodo g3 = 12— 1
de tempo, que é exponencialmente distribuido com parametro g;. No tempo 72 = p; + p2
o processo dé um novo salto para um estado ! # j conforme a distribuigiio ¢;;/g; e assim
sucessivamente. Seja zj,22,..., a sequéncia de estados pelos quais o processo {X(t);t > 0}
passa e g, pg, ... 08 perfodos de tempo que o processo permanece em cada um desses estados.
Se v; é o ndmero de saltos que ocorrem até o tempo ¢, isto é, se v, = max(m : p1+ -+ py, < ),
entdo X(t} = z,,. O fato importante é que o processo definido pelo par {(zp, pm); m=1,2,...}
que denominamos na se¢ac 2.3 como a cadeia embebida, € um processo de Markov em tempo
discreto com espago de estados definido no eixo cartesiano X(t) x (0, 00) e probabilidades de
transigao

Pr{zms1 = 5, pm+1 2> & | 2m = t,pm = B} = (q_”") e 4% = pry; (1 - Fi(a)),

'l

conforme pode ser visto em Billingsley {1961h).

Conclui-se portanto, que a estrutura do processo de Saltos {X(t});¢ > 0} pode ser
determinada pela estrutura do processo em tempo discreto {(zm,pm); m = 1,2,...} (cadeia
embebida). Se temos disponivel uma amostra {(z1,21),.--,(2m, pm)} extraida de uma cadeia
embebida, é possivel fazer inferéncias sobre os pardmetros de interesse, baseando-se na teoria

para cadeias de Markov.

Em vista do que fo1 exposto, neste trabalho para fins de inferéncia estatistica, preci-
samos apenas da teoria relaciocnada com cadeias de Markov, cuja descrigao é o objetivo desta
se¢do, que por sua vez é dividida em duas partes: estimagao e testes de hipoteses. As duas
primeiras subsegoes estao relacionadas & parte de estimagio, enquanto que as demais tém como
objetivo principal descrever de uma forma sucinta, vérios testes de hipdteses para uma série de
caracteristicas da cadeia de Markov que podem ser de interesse do pesquisador. As referéncias

citadas no infcio desta segfio constituem a base para o desenvolvimento da mesma.
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2.4.2 Estimacio
Estimacdo dos Parametros

Nesta subsegao, discutimos a teoria de estitnagao do vetor de probabilidades iniciais e

da matriz de probabilidades de transicao baseada no trabalho de Anderson & Goodman (1957).

Vamos assumir que o espago de estados da cadeia de Markov tenha k elementos, ou
seja, § = {1,...,k}. Sejam t = 0,1,...,T os tempos de observaciao da cadeia de Markov
{X{t);te T} e X(0)=20,X(1)=12,...,X(T) = 2r. Assumimos que existam n;(0) unidades
experimentais no estado ¢ no tempo { = 0. Vamos considerar ainda que a cada n;{0) existe
associada uma probabilidade de ocorréncia £;. Podemos pensar entdo nos n;{0)’s como sendo
variaveis aleatdrias distribuidas multinomialmente com probabilidades £;. Suponhamos que
s3o feitas observagdes de N unidades experimentais, onde N = 3%, n;(0), de modo que uma
observagdo de uma particular unidade experimental consiste da sequéncia de estados por ela
ocupados em cada um dos tempos ¢ = 0, 1,..., T denotada por (zg, ), - .., zr). Dessa forma, a
distribuicao marginal do conjunto {n;(0)} é: '

N!
T

k

o L Heﬂf(") (2.19)

Temos que cada observagio corresponde a uma cadeia de Markov e que dado o estado
inicial zo, existem kT possiveis sequéncias. Denotamos n;;(t), o numero de unidades experi-
mentais no estado ¢ no tempo ¢ — 1 e em j no tempo t. Pode ser facilmente demonstrado que
o conjunto dos n;(t)’s (1,7 € §,¢ =1,...,T) com k*T componentes, forma um conjunto de

estatisticas suficientes para as sequéncias observadas. Devemos notar que
k k
ns(t) = Y nii(t) = ni(t) e ni(t) =D nii(t) = mift - 1).

Sendo pi;(t — 1,%) a probabilidade condictonal de estar no estado § no tempo t, dado que estava
em ¢ no tempo ¢ — 1, conforme (2.2) da segéio 2.2, temos entdo, que para um valor fixa de ¢, a

distribuigdo condicional de n;(t) para j = 1,...,k, dado n;. = m{t — 1) ¢

nft - 1) 3 Hpu(r—l ) (2.20)

HJ lni.‘.' t
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que corresponde a n;(t — 1) observagfes de uma distribui¢io multinomial com probabilidades
pij{t — 1,t} e com frequéncias n;;(t). Se todas as transigdes sdo mutuamente independentes,

entdo a distribuigdo de probabilidade conjunta de n;(0) e ny;(t) é

[“—NWH '(D}XH I | Hpu S|t @

k
sy n t=1 | i=1 ;_1 J(t)I
A fungBo de verossimilhanca de {e;} e de {pi;j (£ — 1,t)} é portanto,

T k k

L= [ﬁ 5*‘“‘[0)}  \ITTT I pii(t - 1,8y}, (2.22)

t=1§=14=1
um produto de duas fun¢des, uma envolvendo somente &; e a outra somente p;; (¢ — 1,¢}. As

estimativas de maxima verossimilhanga para os pardmetros sao:

s = n;!O!
i A

e | (2.23)
pit — L,t) = n:;;j(—t)l) - ::Jg;

Formalmente essas estimativas sio as mesmas que seriam obtidas se para cada ¢ e ¢ tivéssemos
n; (t—1) observagdes provenientes de uma distribuigio multinomial com probabilidades p;;{t—1,%)

e frequéncias ng;(2).

Para uma cadeia de Markov com probabilidades de transicac estacicnarias, um resul-
tado mais forte sobre suficiéncia é que o conjunto n;; = ZL n;;(t} forma um conjunto de
estatisticas suficientes. Para probabilidades de transigio estaciondrias pi;{t), o conjunto dos
ni;(t) forma um conjunto minimal de estatisticas suficientes. Nesse caso, p;;(t — 1,1) = p;; para

t=1,...,T, e o segundo fator da fungao de verossimithanga reduz-se a

kok
i
H H P,’jja {2.24)
e as estimativas das probabilidades de transigdo estacionarias s3o:

T
Lo X ma(t) 2 5
pij=-"==g3 (2.25)

R g ni{t — 1)
As estimativas de maxima verossimilhanga para as probabilidades inicials permanecem as mes-

mas dadas em (2.23).
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Podemos descrever essas estimativas da seguinte maneira: Na estrutura mais geral,
quando as probabilidades de transicdo sdo nao estacionérias, as transigdes observadas podem
ser representadas em termos do conjunto de estatisticas suficientes {n;;(t)}, e podem ser tratadas
como se fossem as frequéncias observadas z;j; = n,;(t) em uma tabela de contingéncia k x k x T,
onde o total para cada nivel da terceira variavel é igual ao tamanho N da amostra. Quando
as probabilidades de transigio sao estacionirias, podeinos reduzir a tabela & x k x T' para uma

T
tabela k x k com frequéncias n;; = z;;. = injg.
t=1

Para facilitar a compreensao dessa 1déia, vamos mostrar um exemplo extraido de Bishop
et al. (1980). O experimento consistiu em fazer com que estudantes fechassem os olhos, e apés
um sinal escrevessem em uma folha de papel um dos mimeros 1, 2 ou 3, o que viesse & sua cabega.
O procedimento fol repetido 7 vezes, dessa forma cada estudante escreveu uma sequéncia de 7
numeros, Para esse exemplo k=3¢t =0,...,6. A tabela 2.1 mostra a tabela de contingéncia
3 x 3 considerando a suposi¢ao de estacionaridade, enquanto que a tabela 2.2 mostra a tabela

de contingéncia 3 x 3 X 6 para o mesmo exemplo, considerando o caso ndo estaciondrio.

Tabela 2.1: Nimerc de transigoes no experimento de geracao de niimeros aleatérios
(Probabilidades de transi¢do estimadas para o caso estaciondrio)

L (i + 1)-ésimo |
1~ésimo 1 2 3 Total

1 111 131 165 | 407
(0.273) (0.322) (0.405)

2 165 80 119 | 364
(0.453) (0.220) (0.327)

3 143 140 68 | 351

(0.407) (0.399) (0.194)
Total | 419 350 352 | 1122
(0.374) (0.312) (0.314)

Podemos notar que na tabela 2.1 as probabilidades de transicdo correspondendo a
diagonal principal da matriz de probabilidades de transi¢io, s&o todas menores que 0.333, o
que significa que nimeros iguais aparecemn menos frequentemente em ocasices sucessivas do

que o esperado. Ji na tabela 2.2, pode-se observar que existe uma considerivel variagio entre
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as matrizes de probabilidades de transi¢io para cada intervalo de tempo. Isso pode ser um

indicativo para a rejeigac da hipétese de estacionaridade nesse experimento.

Tabela 2.2: Numero de transigoes no experimento de geragado de nimeros aleatérios
(Probabilidades de transigio estimadas)
a. 2° B b. 39
1° 1 2 3 Total || 22 1 2 3 Total
1 10 16 34 60 1 23 18 40 81
(0.167) (0.267) (0.567) (0.284) (0.222) (0.494)
2 42 10 21 73 2 16 11 15 42
(0.575) (0.137) (0.288) (0.381) (0.262} (0.357)
3 29 16 9 54 3 22 26 16 64
(0.537) (0.296) (0.167) (0.344) (0.406) (0.250)
Total | 81 42 64 187 | Total | 61 55 71 187
(0.433) (0.225) (0.342) (0.326) (0.284) (0.380)
¢ 4° d. 59
30 1 2 3 Total || 42 1 2 3 Total
1 11 33 17 61 1 20 21 26 67
(0.180) (0.541} (0.279) (0.299) (0.313) (0.388)
2 22 10 23 55 2 32 18 20 70
(0.400) (0.182) (0.418) (0.457) (0.257) (0.287)
3 34 27 10 71 3 24 17 9 50
(0.479) (0.380) (0.141) (0.480) (0.340) (0.180)
Total | 67 70 50 187 || Total | 76 56 55 187
(0.358) (0.374) (0.267) (0.406) (0.299) (0.294)
e. 8¢ f. 79
59 1 2 3 Total || 62 1 2 3 Total
1 25 26 25 76 1 22 17 23 62
(0.329) (0.342) (0.329) (0.355) (0.274) (0.371)
2 24 13 19 56 2 29 18 21 68
(0.429) (0.232) (0.339) (0.426) (0.265) (0.309)
3 13 29 13 55 3 21 25 i1 57
(0.236) (0.527) (0.238) (0.368) (0.439) (0.193)
Total | 62 68 57 187 || Total | 72 60 55 187
(0.332) (0.364) (0.305) (0.385) (0.321) {0.294) J
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Propriedades Assintéticas dos Estimadores

Em fungao desses estimadores nao terem uma distribuigio exata, é necessario conhecer
suas propriedades assintoticas com a finalidade de obter a distribuigao aproximada para amostras

suficientemente grandes, isto é, sua distribuigdo assintdtica,

Consideramos {X(t);t € T}, onde T = {0,...,T}, uma cadeia de Markov estacionéaria
com espago de estados § = {1,2,...,k}, probabilidades de transigio p;;, probabilidades iniciais
g; = Pr{X{0) =1{}, 1 € § e distribui¢do de probabilidade estacionaria {n;;j € §}. Consisténcia
e normalidade assintdticas dos estimadores de méxima verossimilhanga podem ser deduzidas
usando a analogia com a distribuigdo multinomial conforme demonstrado em Anderson & Go-
odman (1957) e descrito na se¢do 2.4.2. Vamos assumir por simplicidade que o processo ocorre
por um periodo muito longo de tempo, de modo que ele seja estaciondrio (conforme segao 2.2).
Entao podemos assumir que & = ;. Consequentemente Pr{X(t) = {} = n; para qualquer .
Deve ser notado que a suposicio ¢; = #; contém informagio sobre as probabilidades de transicao

pi; uma vez que {#;;j € 5} satisfaz a equagio (2.6).

Temos entdo um importante resultado relacionado & distribuicdo assintdtica de pij.
Seja
!
¥ = (p11,P12:- -, P1ks - - -, DkL, - - - > Pik)

o vetor k? x 1 de parametros e
¢ = (ﬁll,ﬁl%---a.ﬁlkh;---:Iﬂ)klg--wf)kk)f
o vetor k% x 1 de estimativas dos parametros, onde p;; = n,;/n;. conforme equagio (2.25). Entdo
VN ($-9) 5 N (0, 2) (2.26)

onde os componentes da matriz ¥ siao dados por

1
onde
{00t
1 u=uw
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Para demonstragao desse resultado, ver Basawa & Prakasa Rao (1980) - Cap. 2.

Vamos considerar agora o caso onde p;; sao fungoes conhecidas de um certo vetor
de pardmetros desconhecidos, # = (8y,...,8,) de modo que p;;(#) assume valores em R°, que
denominamos caso paramétrico. O estimador de maxima verossimilhanga # de # pode ser obtido

através da solugao do sistema de equagdes

dlog L{6) _ B
393 _01 u—l,...,b, (227)
.onde .
log £(8) = 3 nijlogpi;. (2.28)
i,5=1

Derivando (2.28) em relagdo a 8, temos que (2.27) pode ser escrito como

k
Oyl 1 |
> fnij x o0 % )| 0 (2.29)

i,j=1
simultaneamente para 6y,0s,...,8,. Seja # uma raiz de (2.29). A distribuigdo assintésica do
estimador de méaxima verossimilhan¢a no case paramétrico pode ser especificada através do

seguinte teorema:

TEOREMA 1 : Suponha que as seguintes condigbes de regularidade sdo satisfeitas:

(1) pi;(8) = pi;(¢) para todo ¢ e 7, implica que # = ¢,

(ii) pi;(#) admite derivadas segundas continuas com relagio a &

para o verdadeiro valor do parametro #g,

(iii) pelo menos um (9p,;(0}/80)[g_g ¢ diferente de zero.
Temos entao que
VN (6 - 8,) 5 M0, F 7Y (2.30)

onde F ¢ a matriz quadrada de ordem b com elementos

_ aiogpzoﬁl (6) alogpmu:n (8] }
auu-——Eg{ a0, X a9,

onde Ey denota a esperanga matemaética em funcao de @, denominada a matriz de in-

formacgio de Fisher assumida ser ndo singular.
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24.3 Testes de Hipsteses

Os resultados da segao anterior podem ser utilizados para derivar testes de significancia

para varias hipdteses relacionadas i cadeia de Markov em quest&o. Vamos descrever alguns deles.

Teste para urna matriz de transicdo especifica

Considere a hipétese X : p;; = p?j, 1,7 € §. Para qualquer ¢ fixo, {p?j; J€ 8} éuma
distribuicao de probabilidades. Sob a hipdtese nula, a estatistica E?:l (ni; — m.p?j)z/ng‘p?j é, de
fato, a estatistica qui-guadrado para adequabilidade do ajuste para a distribui¢io multinomial

com valores n,; e probabilidades n;. p?j. Consequentemente, a estatistica

(nf.‘? n;. ps_',l)
6= ig ~ MPi) (2.31)
JZ_I ;. P,J

é a soma de k estatisticas qui-quadrado independentes correspondentes as k linhas da matriz de
transi¢do. Usando a analogia com a distribui¢ac multinomial, temos que ¢ tem, assintoticamente,
distribuigdo x? com k(k — 1) graus de liberdade, assumindo p;; > 0, V7,5 € §. No caso mais

geral, consideraremos o conjunto 2 de pares (1, 7) tais que p;; > 0. Entdo, sob a hipétese nula,

2
Q” Z ﬂ'U . ps;) (2-32)

;. Pg;
tem assintoticamente distribuicio x? com d — k graus de liberdade.

Utilizando-se o critério de Neyman-Pearson, temos como estatistica da razio de veros-

similhanga para o teste,

= _QZn,j log ( p") (2.33)

que, sob ¥ tem assintoticamente distribuigio x® com d — k graus de liberdade.

As estatisticas ¢ e A s@o critérios bastante razodveis para se testar a hipdtese sobre
probabilidades de transigao especificas. O teste rejeita ¥y sempre que o valor de ¢ ou A é maior
que o valor de x? tabelado para o nivel de significAncia « especificado. Pode ser demonstrado

que as estatisticas ¢ e A sao assintoticamente equivalentes.
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Teste para independéncia

A hipétese de independéncia das varidveis aleatérias {X(t); ¢+ € T} baseada na su-

posigao de dependéncia de Markov e estacionaridade, assume a seguinte forma:
Mo : pi; = m; = Pr{X(t) = 5} 1,7€ 8,

onde as probabilidades estacionérias n; sao desconhecidas. Sob essa hipétese, temos apenas k—1

parametros gue sao (a3, 73,...,T) sujeitos & restrigao 2;5:1 ;= 1.

O estimador de méxima verossimilhanga de #;, sob ¥p é n.j/n, onde n; = 37, ny;. O
estimador de maxima verossimilhanga de p;; é n;; /n;. (ignorando o estado inicial). Os critérios

qui-quadrado e razido de verossimilhanga para testar Xy sao respectivamente:

k 2
ng; —ngni/N
¢ = Z ( 3 n,-_n.-J/ ) (234)
£,i=1 N

A= -2 f: ni; log (3%/—1‘:) . (2.35)
i,§=1 H

Novamente utilizando a analogia com a distribui¢do multinomial, temos que a estatistica ¢ tem
distribuigio assintotica x2 com (k* — k) — (k- 1} = (k— 1)? graus de liberdade, e valores grandes
da estatistica ¢ correspondem 4 rejeicdo da hipétese nula, o mesmo ocorrendo com A. Ambas

as estatisticas podem ser utilizadas como critério para o teste.

Teste para homogeneidade em varias amostras

Suponha que temos m amostras independentes provenientes de m cadeias de Markov
com probabilidades de transi¢ao p;j(), 1,7 =1, ...,k e h =1,...,m. Cada amostra tem sua
frequéncia de transigdes n;j(z), 2 = 1,...,m. Entdo o estimador de maxima verossimilhanga de

Pij(r) obtido a partir da amostra correspondente & n,-j[k)/n,-_(h).

Sob 3o : pij(1) = Pij2) = ' = Pij(m) = Pijs $:J € §, isto é, as m matrizes de transicéo

sao idénticas, O estimador de méxima verossimilhanca da probabilidade de transi¢ao comum a
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todas as amostras p;; €
by = =LAl
D DT

Suponha que as amostras tém tamanhos Nj, Na,...,Np,, onde 3 3, N, = N. Os critérios

(2.36)

qui-quadrado e razao de verossimilhanga para testar Hp sdo respect;ivamente:

h—-l‘lj 1 nl h]pi.?

= -2 Z Z n;j(n) log (n’ (h)p") (2.38)

h=144=1 L
Essas estatisticas, sob ¥p, tém assintoticamente distribuigiio x* com mk(k - 1) - k(k~ 1) =

(m — 1)k(k — 1) graus de liberdade.

Teste para a ordem da cadeia

Uma cadeia de Markov foi definida na segdo 2.2 considerando tempos sucessivos, isto
é, o estado no tempo t dependia apenas do estado no tempo ¢ —1, porém isso nem sempre Ocorre.
As vezes a probabilidade do sistema estar em um determinado estado no tempo ¢ depende dos
estados nos z tempos anteriores, ou seja, nos tempos t—1,¢-2,...,1— 2. O nimero z de estados
prévios necessarios para se determinar a probabilidade de transigao é denominado a ordem da

cadeia de Markov.

Uma cadeia de Markov de ordem z é definida pela seguinte propriedade:

Pr{X(t) =ap11 | X(t-1)=a.,...,X{t - 2) = ay,...,X(1) = z;, X{0) = zo}

=Pr{X(t) = a1 | X(t - 1) =a,,---, X{t — 2) = a3} (2.39)

= pﬂ_]'"d'-z}az-f—l!
que significa que a probabilidade do estado atual, dado os estados passados, depende somente

dos dltimos z estados.

Quando z = 1, temos o caso usual de dependéncia de primeira ordem, isto é, uma

cadeia de Markov de 12 ordem. Qualquer cadeia de Markov de z-ésima ordem, contudo, pode
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ser transformada em uma cadeia de Markov de 12 ordem equivalente. Vamos considerar primei-
ramente o caso de uma cadeia de Markov de 22 ordem, de modo a tornar mais clara a notagao
quando no caso de z-ésima ordem. Considere o par de estados sucessivos ¢ e j definindo um
estado composto (i, 7). Entdo a probabilidade do estado compaesto (J,1) dado o estado composto
(¢,7) é piji. Obviamente, a probabilidade de (A,1), b # j, dado (7,7) é igual a 0. Os estados
compostos sdo facilmente vistos como formando uma cadeia de Markov de primeira ordem com

k? estados e com algumas probabilidades de transi¢do nulas.

Para o caso geral, seja {Y'(t)}, o processo com espago de estados z-dimensional $* com

elementos y(t) = (a;, as+1, - - . Ge42—1). Entdo
Pr{Y(t) = (a1,...,a:) | Y(t — 1) = (b, ..., D)}
=Pr{X{t)=ar,.... X({t+z- 1) =a, | X(t -1} =b1,..., X(t+2—2)=b,}

=Pr{X(t+z-1)=a, | X(t-1)=b,X(t)=b2=10y,...,X(t+2-2)=b;=a,_1}

. { pblbz"'bz;ﬂz 8€ ay = Oy, 3.: 1,...,2— 1

0 caso contrario.
(2.40)
Dessa forma, {Y (t}} forma uma cadeia de Markov de 12 ordem com probabilidades de transicio
dadas por
) Pyybga. SO =by1,0=1,...,2—1 (241)
Ploy,.bedar, e} = 0 caso contrario. )

O ntimero de elementos positivos em cada linha da matriz de transi¢do P para {Y ()} é
k e o nlimero total de elementos positivos é k**!, uma vez que existem k* linhas em P. Denota-
mos a frequéncia da cadeia a;, . ..,a, como ng, ... e portanto, n, .., corresponde a frequéncia
de transigdes de (ai,...,a.) para (as,...,az+1). LoBO, fig,.q, © Ray--a,,, COrTespondem a ny e

n;; na cadeia de 1% ordem. Suponha que queremos testar a seguinte hipotese:

Xo: o processo é de w-ésima ordem,
¥1: o processo é de z-ésima ordem (z > w).

A hipétese nula pode ser representada como Pa,--a ;0,0 = Payouir--azia,4, 1560 €, as probabili-

dades de transigio sio especificadas por k¥*? parametros {Pa. . ..a.: . Esses parametros
g p .p —wil 2 8z+1 p
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contudo, sao restritos por k* somas de linhas que sdo iguais a unidade, de modo que temos

kw+l — gw = k¥(k — 1) pardmetros independentes.
Sob ¥y, o estimador de méxima verossimilhanga é dado por

= Darmwiyter (2.42)

Paj-aziez41
naz_w_i_l A .

A estatistica qui-quadrado apropriada para testar Xy é dada entao por

- 2
¢ — Z (nﬂl'"ﬂz+1 - nﬁl"'ﬂz+1pa1"'ﬂz;ax+1) (243)

Tig, ... T
T S Y ay -az+1Pe; GziGri1

e para o critério da razao de verossimilhanca, a estatistica apropriada é:

A=-2 Y ngpa,,log (n“""“‘“p ‘”"'“’;“zﬂ) . (2.44)

Ng,...
s Y A a1 Gz

Essas estatisticas tém, sob ¥,, assintoticamente distribuicio ¥ com k*(k — 1) — k®(k — 1) =

kE¥(k — 1)(k* ™ — 1) graus de liberdade.

Teste de hipéteses sobre os parametros

Suponha que queremos testar a seguinte hipétese nula:
Ho : pi; = pi;(0)

onde # = (#1,...,0) é um vetor de pardmetros desconhecidos € R, As estatisticas apropriadas

para essa situagio sao:

_ 3~ (s — @)
- i§=:1 n; pi;(6) (2.45)

k . . F;
A=-23" nylog (n—‘?i‘i(—ﬂ) , (2.46)

g n
t1=1 i

onde 8 é o estimador de méxima verossimilhanca de # obtido resolvendo-se (2.29).

Assumindo que a matriz de dimensio k% X b com elementos (3p;;(#)/89,), tem “rank”

b e que p;;(#)} tém derivadas parciais continuas de primeira e segunda ordens com relagdo a 4,
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u=1,...,b, pode ser feita a analogia com a distribui¢io multinomial e ver que a distribuigio
assint6tica das estatisticas em questdo, sob a hipétese nula, é x* com k(k — 1) — b graus de

liberdade.

Isso ocorre quando todos os p;;’s sao positivos. Se houverem apenas d elementos
pi; > 0, os graus de liberdade tornam-se d — k — . Utilizando-se o critério de Neyman-Pearson,

a estatistica da razio de verossimilhanca para o teste é:

¥

_ o n.pi; ()
A= 2%: i g(——m ) (2.47)

Sob a hipdtese nula, a estatistica temn distribuicao assintética x? com d —k—r graus de liberdade.

Teste de hipétese de estacionaridade

Até o momento, sempre foi feita a suposigdo de que as probabilidades de transigao sao
independentes do tempo, o que nem sempre é verdade. Uma alternativa para essa suposigao é
que ¢las dependem do tempo. Denotamos as probabilidades de transigdc dependentes do tempo
como p;;{t). A hipétese que se quer testar é Ny : py{¢) = py;, ¢t = 1,...,T. Esse teste é muito
semelhante aquele para homogeneidade em varias amostras, descrito anteriormente. O numero
de transi¢des do estado 1 para o estado 7, entre os tempos t — 1 e ¢ é denotado por n;;(t) e o
numero de individuos no estado ¢ no tempo ¢t ~ 1 é denotado por n;{t — 1} = ij:l n;;{t). Sob
a hipétese alternativa, as estimativas das probabilidades de transi¢ao no tempo ¢ sao

" ny;(f

pii(t) = ;ﬁg—}l)-
Para um dado ¢, o conjunto p;;(t) tem a mesma distribuigio assintética que as estimativas das
probabilidades multinomiais p;;(¢) para T' amostras independentes. Uma tabela k£ x T, que tem
a mesma aparéncia formal de uma tabela de contingéncia, pode ser usada para representar as
estimativas conjuntas P;;(¢) para um ¢ dado, 3 =1,..., ket =1,...,T, conforme a tabela 2.3

a seguir:
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Tabela 2.3: Representagdo tabular para as estimativas
das probabilidades de transigao

T j
t 1 | 2 -] k|
pia(1) | Pia(1) | -+ | Pir(1)
Pir(2) | Pizf(2) | -+ | Pir(2)
T pa(m) | () |- | paim)

A hipétese de interesse é que as varidveis aleatorias, representadas pelas T linhas, tém
a mesma distribuigdo, de modo que os dados sejam homogéneos nesse aspecto. Isso é equivalente
a hipdtese que existam k constantes pi1,pia,- .. ,Pik com E§=1 pij = 1 tais que a probabilidade
associada com a j-ésima coluna seja igual a p;; em todas as T linhas, isto é, queremos testar a
segulnte hipétese nula:
o : pis(t) = pij
parat=1,...,7T.

A estatistica qui-quadrado adequada para esse teste é:

2

4 = éé ni(t — Dipi(t) — pis]” (2.48)

Bij
Sob a hipétese nula, ¢; tem distribuigao assintética x® com (k — 1){7 — 1) graus de liberdade.

Utilizando o critéric de Neyman-Pearson, temos como estatistica da razdo de verossi-

milhanga

& ﬁij
Ai=-2)" > "ny(t)log (f),-j(t)) , (2.49)

t=14=1
que tem distribuicdo assintética y* com (k — 1){T — 1) graus de liberdade. O teste acima lida
com um valor fixo de { e portanto a hipdtese pode ser testada separadamente para cada valor

de ¢.

Considerando a hipétese geral ¥p : p;j{t) = pi; paratodoi=1,... k;j=1,... ket =
1,...,T, temos que um teste dessa hip6tese segue diretamente do fato que as varidveis aleatérias

fii{t) e piy para dois valores distintos de ¢, s8o assintoticamente independentes. Portanto, sob
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¥o, os valores de ¢; calculados para cada 1 = 1,2,...,k sdo assintoticamente independentes e o

somatdrio
k T

k - _'\“2
¢ = Z¢‘ - Z Z nf(t — 1)[p,3(t) pf.?] (250)

i=1 t=1{j=1 Pij

tem distribuigio assintética x® com k(k — 1}(T ~ 1) graus de liberdade.

Da mesma forma,

Aii/\,‘ = —ZZT: i n,'j(t)log(f?)) (251)

t=114=1

tem distribuicao assintética x? com k(k ~ 1){T - 1) graus de liberdade.
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Capitulo 3

Analise Utilizando Modelos para
Processos em Tempo Discreto

3.1 Introducao

De uma forma geral, quando se tem dados obtidos longitudinalmente e o interesse
estd concentrado em estudar as mudancas individuais (transigdes) no tempo, estamos lidando
com modelos de transigdo. Neste capitulo estudamos esses modeles quando o tempo é discreto
e as varidveis resposta sdo categoricas ordinais. O que determina o fato do tempo ser discreto
é a forma como a resposta foi obtida, por exemplo, um questionario aplicado mensalmente ou
um exame realizado em pacientes cujo resultado é obtido trimestralmente e assim por diante.
E importante notar que para se ter respostas em tempo discreto, elas sé podem ser obtidas na
ocasiao especificada, ou seja, definem-se os tempos de observagao de modo que fora deles nio

existe resposta.

Para o estudo de transigdes, o enfoque mais utilizado é baseado na suposigao de Mar-
kov, conforme descrito na segao 2.2 do capitulo 2. Se a amostra utilizada no estudo é assumida
como sendo homogénea, isto é, se temos um 1inico grupo com as mesmas probabilidades de
transigdo, as estimativas dadas na se¢ido 2.4.2 podem ser utilizadas diretamente. Todavia, em

casos praticos, nem sempre a amostra pode ser considerada homogénea. Se varidveis externas
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ou exégenas que influenciam na resposta sao imtroduzidas na anilise na forma de tratamentos,
blocos ou covariaveis, caracterizando a formagéo de diferentes grupos de acordo com os valores
assumidos por essas varidveis, podemos utiliza-las considerando cada grupo em separado, assu-
mindo homogeneidade dentro de cada grupo. As probabilidades de transi¢do para cada um dos

grupos sao estimadas conforme descrito na segfio 2.4.2.

Vamos supor por exemplo, que foi realizado um experimento para verificar a influéncia
da poluicdo atmosférica na incidéncia do cancer no pulmio em uma determinada cidade. A
amostra consistiu de individuos selecionados aleatoriamente de varios bairros dessa cidade e a
varidvel de interesse foi dividida em categorias de acordo com o estigio cancerigeno do individuo.
Essa divisdo foi determinada pela equipe responsavel pela pesquisa. Definiu-se uma medida
representando a distancia entre o bairro e a indfistria mais préoxima, que fol considerada nesse
caso uma covariavel. Claramente a amostra corno um todo nao pode ser considerada um grupo
homogéneo, porém pode-se assumir a homogeneidade dentro de cada bairro. Dessa forma,
conforme exposto anteriormente, podemos obter estimativas para as probabilidades de transigao

dentro de cada grupo (bairro) e através de testes especificos, tirar as conclusdes desejadas.

Entretanto, a medida que aumenta o ndimero de varidveis exdgenas envolvidas na
andlise, ocorre uma diminuicao de observagbes dentro dos grupos e consequentemente para
alguns deles, o tamanho de amostra pode ser insuficiente para obtengao de estimativas consis-
tentes dos parametros. No caso do exemplo descrito, se além da distincia acrescentarmos uma
outra covariavel representando o hébito de fumar do individuo, cada bairro serd subdividido de
acordo com o valor assumido por essa covaridvel e assim teriamos amostras cada vez menores

para cada variavel exdgena inserida na anilise.

Neste capitulo abordamos o enfoque no qual o interesse é estudar o efeito das varidvels
exdgenas nas probabilidades de transigao através de modelos que permitem descrever as proba-
bilidades de tramsi¢ao, conforme os valores assumidos pelas variaveis exdgenas. Esses modelos
tém a vantagem de geralmente trabalhar com um nimero menor de pardmetros. Sob esse enfo-

que, para a analise do exemplo anterior, em vez de estimar todas as probabilidades de transicao
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para cada grupo, fazemos uma modelagem das probabilidades de transigdo baseada nas varidveis
exogenas. Dessa forma, o que se esta fazendo é estimando um pardmetro para cada variivel
exdgena, que pode ser interpretado como o peso que a variavel tem na estimacio da probabili-

dade de transigao,

Para tal propésito, utilizamos o método descrito em Ware, Lipsitz & Speizer {1988},
que ¢ uma extensdo do método desenvolvido por Stram, Wei & Ware (1988) para modelos

marginais com respostas ordinais.

Este capitulo estd dividido em trés secbes. A secdo 3.2 & dedicada & descrigiio, em
uma forma resumida, do método de Stram, Wei & Ware para modelos marginais com respostas
ordinais categorizadas. Na segao 3.3 descrevemos o método adaptado para modelos de transigao
desenvolvido em Ware, Lipsitz & Speizer (1988). Na 1ltima se¢io vamos através de um exemplo

extraido da literatura, dar uma idéia de como esses métodos podem ser utilizados na pratica.

3.2 Meétodo de Stram, Wei & Ware para modelos marginais
com respostas ordinais

Vamos assumir que as respostas sao do tipo ordinal com valores entre 1 e k onde
1<2<---<k,ou seja, o nosso espago de estados é § = {1,...,k}. O objetivo é modelar as
probabilidades marginails para esse tipe de resposta levando-se em conta a existéncia de varidveis
exdgenas influenciando na resposta, Os autores assumem que as probabilidades acumuladas da
resposta em cada ocasiio seguem o modelo de “odds” proporcionais, que ¢ um membro da familia
dos modelos lineares generalizados descrita por McCullagh (1980). Os parametros desse modelo
sao assumidos especificos para cada ocasido e sao estimados maximizando-se as verossimilhangas

de cada uma das ocasides em separado.

Para a t-ésima ocasido com ¢ = 0,1,...,7T, a resposta para o v-ésimo individuo é
da pelo vetor Z,,, = (Zy40,, & Ziey)', onde Z; =1 k} denot iavel
representada pelo vetor Z;, = (Zy4y, Zat, - - ., Zieo)', onde Zyy,, (§ = 1,. .., k} denotam variaveis

indicadoras para a categoria da varidvel resposta, isto é, Zj, = 1 se o individuo v estd na j-
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ésima categoria no tempo t e Z;, = 0 caso contrario. As variiveis exdgenas de interesse
sdo representadas pelo vetor Wy = (Wisy, Wy, ..., Wps,)' onde p é o nimero de varidveis
exdgenas na anéalise, que por sua vez, podem variar no tempo. A probabilidade marginal da
ocorréncia de Zj,, é denotada por £;{(w), onde 7 = 1,..., k e as probabilidades acurmuladas por
vre(w) = Ers{w), yae{w) = Exe(w) + Ear(w), . .., Ye1,6(w) = En{w) 4 -+ Ex—12(w) € e (w) = 1,
onde w = (wy, ws,...,w,)" é o vetor de valores assumidos pelos componentes do vetor Wy,. O

modelo de “odds” proporcionais especifica que:
Tie(w) = ¢(Ase — B{w) J=1. k-1, (3.1)

onde @(y) = e¥/(1 + e¥), Aj+ é o pardmetro de perturbagio do modelo e que denominamos
“intercept” e B, = (Bit,...,0p)' é um vetor de pardmetros desconhecidos que representam o
efeito das variaveis exGgenas nas probabilidades £;;(w). Caso existam apenas duas categorias,

o modelo reduz-se a wma regressio logistica para a probabilidade da primeira resposta.

Em fungao dos pardmetros y;¢(w) serem obtidos acumulando do menor estado para o
maior e os termos envolvendo as varidveis exdgenas em (3.1) terem sinal negativo, um coeficiente
positivo para uma variavel exégena indica que a probabilidade de estar no estado maior aumenta

4 medida que o valor dessa vaniavel aumenta.
Vamos definir uma varidvel que indica a presenga de valores perdidos { “missing values” )

nas observacdes, da seguinte forma:

5o — 1 se Z;, e Wy, sdo observados
u = .
v 0 casc contrario.

E assumido que dado W, Ziy, € 8y, 530 independentes.

A proposta de Stram, Wet & Ware consiste em maximizar a fun¢ao de verossimilhanga
para cada ocasiio em separado, utilizando-se o modelo (3.1) para modelagem das probabilidades
marginats. Os pardmetros do modelo sao assurnidos serem especificos para cada ocasiao. O
logaritmo da fung¢éo de verossimilhanga no tempo ¢ é proporcional a

N k
Li=)_ 6w Zio {log [#(Aj ~ WiiB) ~ $(Aj-1e — WilB)]} t=0,...,7,  (32)

v=1 j=1
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onde ¢p{Aor—W B} = 0 e ¢{Ar: —W!B;) = 1. Desse modo, os pardmetros B, e A;; sdo estimados
através da maximizagdo da equagdo (3.2}). Devido & ndo existéncia de solugdo explicita para
esse problema, deve-se utilizar um método iterativo, por exemplo o método de Newton-Raphson,
para obtengio de B, e A jt- A partir dessas estimativas, pode-se obter as estimativas para as

probabilidades marginais como segue:

E1(w) = J1e(w) = p(A1: — Blw),
2:'2: (w) = ‘?2;(11}) - éu(w) = t;é(j\z: - ﬁ;’w) - élt(w]:-

Sk—l,:(ﬂ-") = ’?k—l,t(“’) - Elt(w) - é2t(w) = ék—z,:(w)
= ¢(:\k—1,t - ﬁtfw) - éu(w) - EZt(w) — e ék—z,t(ﬂ"):
':ckt(w) =1- ’?k—l,r("}) =1- ¢(:\k~1,: - 3;’"’)-

No seu trabalho, os autores demonsiram que ,@c, = (Bcg, f?cl, e ,Bcr)' tem assintotica-
mente uma distribui¢do normal multivariada com vetor de médias (Bco,Be1, . . ., Bcr) e matriz
de covaridncia X. Eles ainda descrevem como obter um estimador consistente ¥ de ¥. Para
o célculo das varidncias assintoticas das estimativas das probabilidades marginais, utiliza-se o
método § multivariado (ver Apéndice B-1}. Aos leitores interessados em uma descricdo mais

detalhada do método,. recomenda-se o trabalho de Dall’Agnol (1990} - Cap. 3.

3.3 Adaptacao do método de Stram, Wei & Ware para mo-
delos de transigao

Como ja fol citado no capitulo 1, os modelos marginais nio utilizam toda a informagio
contida nos dados obtidos longitudinalmente. Em particular, através deles n&o é possivel modelar
as mudangas individuais no tempo, nem os efeitos de possivels varidveis externas influenciando
nessas mudancas. Os modelos que lidam com mudangas individuais sao os que denominamos

modelos de transicio.
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Nesta se¢iio descrevemos uma adaptagio do método descrito na segao anterior, cujo
objetive é modelar as probabilidades de transicdo entre pares de estados, que representam as

mudangas individuais no tempo.

Uma observacio consiste na sequéncia de respostas individuais no tempo, por exem-
plo, supondo § = {1,2,3} et =0,1,2,3, a observagao v consistiria na classe a qual o v-ésimo
individuo pertence nos tempos 0,1,2 e 3 respectivamente. O conjunto das N observagoes indi-

viduais pode ser disposto, por exemplo, conforme mostrado na tabela 3.1 abaixo:

Tabela 3.1: Exemplo de um possivel conjunto de N observagoes
em 4 tempos e 3 categorias

Tempo \
| Individuo ) 0 |12 |3
1 111712
2 3333
v 33|22
L N 2111 ﬂ

Dessa tabela pode-se observar, por exemplo, que a v-ésima observagio indica que o individuo
v estava Inicialmente na categoria 3, na ocasido seguinte continuou na categoria 3, passou para
a categoria 2 na terceira ocasiac e manteve-se em 2 na quarta ocasiao. A resposta para esse
individuo no tempo 1 é representada por Zy, = (0,0,1) e no tempo 2 por Z3, = (0,1,0),

conforme notagao definida na se¢do anterior.

A suposigio inicial é que cada observagao forma uma cadeia de Markov de 12 ordem
e o interesse principal é encontrar estimativas consistentes para as probabilidades de transicao

em cada intervalo de tempo.

De acordo com o trabalho de Ware, Lipsitz & Speizer (1988), a suposigdo de Markov
pode ser operacionalmente caracterizada no modelo, através da inclusao da categoria no tempo

anterior como varidvel exégena correspondendo a uma variavel independente em um modelo de
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regressao. A partir dessa 1déla, os autores desenvolveram um método para estimar as probabili-
dades de transi¢ao influenciadas por varidveis exégenas, quando o tempo é discreto e a resposta

¢ ordinal, o qual discutimos nesta segao.

Utilizando a notagdo da secao anterior comt = 0,1,...,T, podemos escrever as pro-
babilidades de transigdo levando-se em consideragéo a existéncia de variaveis exogenas influen-

ciando na resposta como:

pim(t — 1,t) =Pr{Zmy | Zit-1,0, Wtu} Im=1,.. k,t=1,...,T. (3.3)

O método descrito na segéo 3.2 pode ser utilizado para a modelagem de (3.3) paraas T
transigGes em separado, ou seja, de t = O parat = 1,det = 1 parat = 2, e assim sucessivamente
até de t = T — 1 para t = T. Para o modelo de transi¢io, o vetor de varidveis exigenas €
denotado por:

Wi = (Wiw, Waros ... Wpi1e0)'
onde Wy, é o valor assumido por Zj¢_1,, ou seja, o vetor W, tem um elemento a mais que
W, definido na se¢ao 3.2, elemento esse que corresponde ao indicador da categoria no estado
anterior. A probabilidade de transigao pym{t — 1,t) = Pr{Zy,, | W}, } é denotada por £,:(w*),
onde I,m=1,... ke as probabilidades de transigao acumuladas por:

yw") = Lue(w”),

Yzefw™) = Gue(w”) + Ea(w*),

Ye-1{w7) = Gue(w®) + Gze(w*) + - - + Ga—re(w)

Tike(w*) = 1,
onde w” = (w], w3, ..., w; ;) éo vetor de valores assumidos pelos elementos do vetor W, . Essas
probabilidades de transicdo acumuladas, especificadas pelo modelo de “odds” proporcionais

definido em (3.1), nesse caso sao definidas como:
7lmt(w*):¢(;\lmt‘" :rw»&} m=1,... .k~ 1.
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Nesse modelo, Apm: € 0 “mtercept” considerando que a varidve] aleatéria assume valor I no tempo
anterior ¢ 8; = (Bs...,08;414)' é um vetor de pardmetros desconhecidos que representam o
efeito das varidvels exdgenas nas probabilidades & (w*). A varidvel que indica a presenga de

valores perdidos ¢ definida da seguinte maneira:

tv 0 caso contrario.

v _ { 1 se Zy, e W}, sio observados

Os parametros sao estimados através da maximizagao da seguinte fungdo de verossi-

milhanga:

N k
Lo=2_8,D_ Zjtw {log [¢(Mime ~ Wi B;) ~ d(Mim—1,e — WiiB)]} t=1,...,T, (3.5)

v=1 =1
onde (Ao — Wiofy) =0e (A — WiiBy) = 1.

A maximizagio de (3.5) pode ser feita através de um método iterativo, por exemplo
Newton-Raphson, obtendo-se dessa forma as estimativas A = (:\m, . ..,:\m]' e f’t de Ay e 8

respectivamente. As estimativas das probabilidades de transicdo podem ser obtidas como segue:
Se(w”) = Aue(w”) = ¢{hie — Bw”),

Got(w*) = Juze(w™) — Enslw) = A Aane - 3:'“’*) - &y(w”),

&l,k—l,:(w*) = ’An,k—l,t(w*) - &u(W*) - él?t(w*) -t Et,k—-Q,t(w-)

= ¢(Aik-14 — B w") — Gue(w”) — Ginp(w™) — -+ - él,k—z,t(ﬂa’*),

Eue(w) = 1= Appag(w) =1 - (dpors — Blw').
As variincias assintdticas para essas estimativas podem ser calculadas através do método 8
multivariado {ver Apéndice B-1). A matriz de covaridncia assintética entre (ig,,fi:)' e (;\u,ﬁ:)'

com (1 < r <t < T) é estimada utilizando-se 0 mesmo procedimento descrito em Stram, Wei

& Ware (1988).
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3.4 Exemplo

Vamos 1lustrar os métodos descritos nas segoes anteriores, através de um exemplo
extraido de Ware, Lipsitz & Speizer {1988). Os dados originais sio provenientes de um estudo
desenvolvido por Ware et al. (1984), sobre os efeitos da poluigdo atmosférica em doencas respi-
ratdrias. Criangas foram examinadas anualmente dos 9 aos 12 anos de idade e de acordo com
os exames, foram classificadas em uma das 3 categorias: 1- sem chiado, 2- chiado com resfriado
ou 3- chiado independente de resfriado. Observe que este exemplo lida na verdade com um pro-
cesso em tempo continuo com observagoes periddicas, porém os autores a titulo de ilustragéo,
utilizaram-no como sendo em tempo discreto. Uma anélise considerando o tempo continuo se-
ria mais apropriada, entretanto como nao tivemos acesso aos dados originais, isso nio nos foi

possivel.

Foram consideradas duas varidveis exdgenas: cidade de residéncia, que sdao Kingston-
Harriman, TN e Portage,WI que assume valores 1 e 0 respectivamente, e nivel de fumante da
mae medido em magos por dia a qual foi atribuida trés possiveis valores:

0- menos que 1/2, 1- entre 1/2 e 13 ¢ 2- mais que 13.

As regressdes para as 4 idades em estudo, quando utilizado o modelo marginal, sio
dadas na tabela 3.2, Todos os resultados expostos nesta secao foram extraidos do trabalho de

Ware et al. (1988).

Tabela 3.2:  Estimativas dos coeficientes da regressao
para cada idade em separado (erro padrao)

Idade
9 10 11 12

“Intercept”
Categoria 2+ 3 | -1.27 (0.075) -1.39 (0.072) -1.46 (0.075) -1.71 (0.088)
Categoria 3 -2.32 (0.091) -2.33 (0.086) -2.32 (0.088) -2.56 (0.088)
Varidveis Exdgenas

Cidade 0.26 (0.10)  0.27 (0.10}  0.30 (0.10)  0.45 (0.11)
Nivel de Fumante | 0.015 (0.004) 0.014 (0.004) 0.018 (0.004) 0.025 (0.004)
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A tabela 3.3 mostra as estimativas das probabilidades calculadas através das ob-
servagbes (O) e através do modelo (E) para as criangas filhas de maes ndo fumantes nas
duas cidades, a fim de observar a adequabilidade do ajuste. E importante fazer uma ob-
servagao com respeito a este exemplo. O modele de “odds” proporcionais foi especificado com
vjt(w) = ¢(Aj: + B{w}. Note que o sinal no argumento da fungéo é positivo. Essa formulagao
nao altera as conclusdes, porém enquanto nesse caso, 71:(w) é a probabilidade marginal para
a categoria 3 e v, (w) é a probabilidade acumulada das categorias 2 e 3, se fosse utilizado o
sinal negativo no argumento 7;:(w) seria a probabilidade marginal para a categoria 1 e va:(w)
a probabilidade acumulada das categorias 1 e 2 conforme definido em (3.1), desde que mantida

a ordem das respostas nos dois casos.

Tabela 3.3: Estimativas das probabilidades marginais para as criangas
de maes nio fumantes via modelo marginal

O- pelas observagoes E- pelo modelo

i Kingston-Harriman,TN
Idade
9 10 11 12
N 514 547 540 503
Categoria | O E O E O E 0 E
1 0751 0.734 0.761 0755 0.787 0.760 0.785 0.779
2 0.134 0.153 0.141 0.132 0.115 0.121 06.119 0.113
\» 3 0.115 0.113 0.099 0.113 0.098 (0.117 0.096 0.108
Portage,WI
Idade
9 10 11 12
N 760 918 875 730
Categoria | O E O E O E 0 E
1 0.764 0.784 0.802 0.801 0.802 0.812 0.845 0.847
2 0.136 0.129 0.107 0.110 0.089 0.098 0.070 0.081
3 0.100 0.090 0.092 0.0890 0.109 0.080 0.085 0.072

Para se calcular as probabilid ades marginais, o procedimento é o seguinte: por exemplo,
a probabilidade de uma crianca fitlha de mae nao fumante estar na categoria 3 aos 12 anos de

idade, na cidade de Kingston-Harriman, TN, denotada por ps(12), é igual a ¢(As 12 + B;hw),
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com gy = —2.56, By, = (045 0.025) e w = (1 0). Substituindo os valores, temos
ps(12) = ¢ 2567045 /(]  ¢~2.864048) oy geja, a probabilidade de uma crianga que mora em
‘Kingston-Harriman, TN aos 12 anos ter chiado, independente de estar resfriada é igual a 0.108.
J4 a probabilidade de estar na categoria 2 ou na categoria 3 é igual a p(2+3)(12) = ¢(A{2+3)’12 +
Briw), com Apygyaz = —L71, By = (045 0.025) ew = (1 0)', ou seja, poya)(12) =
171045 /(1 - ¢~171+0.45) — 0.221 e portanto, pa(12) = p(a43)(12) — ps(12) = 0.221 — 0.108 =
0.113, consequentemente p;{12) = 1 - p(244){12) = 1 — 0.221 = 0.779. Dessa forma, todas as

probabilidades marginais para as 4 ocasites podem ser calculadas.

Para o modelo de transi¢io, foram obtidas as regressoes para as 3 tramsi¢oes ocorridas
durante os 4 anos do estudo. Essas regressoes estao na tabela 3.4. Note que enguanto na tabela
3.2 temos 4 colunas (9, 10, 11 e 12}, na tabela 3.5 temos 3 colunas (10, 11 e 12) nas quais a
primeira representa a transi¢do entre 9 € 10 anos de idade, a segunda entre 10 e 11 anos e a
terceira entre 11 e 12 anocs.

Tabela 3.4: Estimativas dos coeficientes da regressao
para 0 modelo de transigdo (erro padrio)

Idade
1G 11 12
“Intercept”

Categoria 2+ 3 | -2.27 {(0.11) -2.23 (0.11) -2.51 (0.12)
Categoria 3 -3.63 (0.14) -3.40 (0.13) -3.61 (0.14)

Varidveis Exdgenas
Cidade 0.05 (0.13) 0.21(0.12) 0.33 (0.13)
Nivel de Fumante | 0.01 (0.01) 0.01 (0.01) 0.01 {0.01)
Ix(i-1)=2 217 (0.14)  2.00 (0.15) 2.13 {0.16)
Ix(i—1)=3 3.54 (0.18) 3.42(0.17} 3.27 (0.18)

As varidvels exogenas Ix(;—1)=2 © [x(¢—1)=3 530 varidveis indicadoras para a categoria no tempo
imediatamente anterior definidas da seguinte maneira;

7 )1 e X(t-1)=1
X(#-1)= 73 g caso conbrério i=20u3.

Para a obtengdo das estimativas das probabilidades de transigdo, basta utilizar os
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coeficientes da regressao da tabela 3.4 em comjunto com o vetor de variaveis exdgenas. Por
exemplo, a probabilidade de estar na categoria 3 aos 10 anos de idade, dado que estava na
categoria 2 acs 9 anos, é calculada através de ¢(—3.63 + 0.05w; -+ 0.01w;y + 2.17). Onde wy
e wy recebem valores conforme a cidade e em que nivel de fumante se encontra a mae da
crianca respectivamente. A probabilidade de estar na categoria 2 aos 10 anos de i1dade, dado
que estava na categoria 1 aos 9 anos, é calculada através de ¢(—2.27 + 0.049w; + 0.014w,) —
&(—3.63+0.049w;+0.014ws). A tabela 3.5 mostra as estimativas das probabilidades de transigéo
calculadas através dos valores observados (O) e através do modelo {E) de 9 para 10 anos de idade
nas duas cidades, para as criangas cujas maes sao nao fumantes. Pode-se observar nessa tabela
que essas probabilidades ndo sdo tao proximas quanto no modelo marginal, o que mostra que o

ajuste ndo foi tdo adequado quando utilizou-se modelos de transigao.
Tabela 3.5: Probabilidades de transigao entre 9 e 10 anos
para filhos de maes nao fumantes
O- pelas observagoes E- pelo modelo

Kingston-Harriman, TN

10 anos
1 2 3
Categoria O E O E O E N
1 0.889 0902 0.068 0.070 0.043 0.027 324
Sanos | 2 0.458 0.514 0492 0.200 0.051 0196 59
3 0391 0211 0174 0.298 0.435 0491 46
Portage WI
10 anos
1 2 3
Categoria 0 E O E O E N
1 0935 0907 0046 0.067 0019 0.026 523
Qanos | 2 0.430 0527 0440 0.285 0.130 ©0.189 100
3 0200 0219 0187 0302 0633 0479 60

Apesar do modelo de Markov de primeira ordem ndo ter sido muito adequado nesse exemplo,
podemos constatar, verificando os resultados expostos na tabela 3.6, que as formas condicional e
nao condicional do modelo de McCullagh dao estimativas das probabilidades marginais bastante

semelhantes,
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Tabela 3.6: Probabilidades marginais estimadas pelos modelos marginal (M) e
de transigdo (C) para criangas filhas de mées néio fumantes

Kingston-Harriman, TN
Idade
9 10 11 12
Categoria M C M C M C M C
1 0.734 0.734 0.755 0.765 0.762 0.762 0.779 0.775
2 0.153 0.153 0.132 0.130 0.121 0.119 0.112 0.110
3 0.113 0.113 0.113 0.105 0.117 0.119 0,109 0,115
Portage, W1
Idade
9 10 11 12
Categoria M C M C M C M C
1 0781 0.781 0.801 0.796 0.812 0.804 0.847 0.834
2 0.126 0.129 0.110 0.116 0.099 0.103 0.081 0.087
L 3 0.0950 0.000 0.086 0.088 0.089 0.093 0.072 0.079

De posse desses resultados, testes de hipoteses, conforme descritos na se¢ao 2.4.3, po-
dem ser feitos a fim de tornar o modelo mais adequado. Podemos testar por exemplo, se a
utilizacdo de uma cadeia de Markov de 22 ordem melhoraria as estimativas das probabilidades
de transicdo. Devemos enfatizar ainda que esses modelos sao usados de forma ilustrativa e nao
definitiva, ou seja, sido modelos exploratérios, em ocutras palavras, eles servem para dar uma
rléia de como estao acontecendo as mudangas de estado no decorrer do tempo em termos das

probabilidades de transigao.
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Capitulo 4

Analise Utilizando Modelos para
Processos em Tempo Continuo

4.1 Introducao

Na maioria dos processos estocasticos que se deseja estudar, as transicoes ocorrem em
tempo continuo e ndo em tempo discreto. Apesar disso, na pratica frequentemente é impossivel
observar tals processos continuamente por diversos motivos, por exemplo, escassez de recursos
financeiros, uma vez que um acompanhamento dessa natureza pode ser muito dispendioso. O
que se tem disponivel geralmente, sao processos em tempo continuo observados periodicamente
e o que se quer é utiliz-los de forma apropriada no sentido de tentar explicar o processo real
através de um modelo discreto no qual as mudangas sao tratadas como se tivessem ocorrido nos
tempos das observagdes. Surge entic a necessidade de se desenvolver métodos para estimagao

dos parametros de modelos continuos a partir de observagaes discretas,

Neste capitulo descrevemos o método desenvolvido por Kalbfieisch & Lawless, que
fornece uma maneira muito eficiente de obter os estimadores de maxima verossimilhanga para
os pardmetros. Na secao 4.2 descrevemos o algoritmo utilizado pelos autores, bem como a forma
de obter a matriz de covaridncia assintética dos estimadores dos parametros. O mesmo é feito

para outras caracteristicas de interesse no processo. A segao 4.3 é dedicada a generalizacio
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para o uso de varidveis exégenas no modelo. Na segdo 4.4 sdo discutidos exemplos a titulo de

ilustragao, com a finalidade de facilitar a compreensac das técnicas descritas.

4,2 Método de Kalbfleisch & Lawless

Vamos supor que as unidades experimentais movem-se independentemente entre k&
estados ou categorias denotadas por 1,...,%, de acordo com um processo de Markov em tempo
continuo. Inicialmente consideramos que as probabilidades de transicdo sdo estaciondrias, ou
seja, o processo de Markov em quest@o € estaciondrio. Dessa forma, conforme foi descritc na
se¢ao 2.3 do capitulo 2 (ver equagio (2.18)), temos que a matriz de probabilidades de transigao

para o intervalo (s,t) com 0 < & < t, para processos de Markov € dada por:
P(s,t) = tt-9Q (4.1)

onde Q é a matriz de intensidades de transigao, cujos elementos sao definidos em (2.15). Vamos
supor ainda que as intensidades de transi¢dc g;; dependam de b pardmetros funcionalmente
independentes #1,...,8,, isto é, gi; = ¢i;(#) com @ = (#,,...,6) paracadai,j = 1,...,k,
consequentemente p;;(t) = pi;{t;8). Como ilustragio usemos o seguinte exemplo: supor um
processo cujo espago de estados é composto por trés estados 1, 2 ¢ 3. Uma possivel matriz de

intensidades de transicao seria

— (8, + 82) B b2
Q= 65  —(6s+0) 04 ,
B f6 ~ (85 + 8s)
e portanto teriamos # = (fy,...,0), b=6ed,7=1,2,3 onde 0s §;’s ({ = 1,...,8) nilo tém

qualquer relagio funcional entre si. O problema passa a ser estimar o vetor 8, e como Tazé-lo é

descrito nas subsegGes que se seguem.

4.2.1 Estimacido por méixima verossimilhanga

Para o desenvolvimento do método, vameos inicialmente supor que todos as N unidades

experimentais sac observadas nos tempos tg,%1,...,¢{7, ou seja, por enquanto ndo levamos em
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consideragdo a possibilidade de existéncia de dados perdidos (“missing values”). Denotamos o
numero de unidades experimentais no estado § no tempo ¢; que estavam no estado ¢ no tempo ;.1
como ni;{l). A fungao de verossimilhanga para @ é baseada na distribuigao multinomial, conforme
descrito na segdo 2.4.2 (ver equagdo (2.28)) e na suposigdo de que as unidades experimentais

movem-se independentemente entre os k estados. Ela pode ser representada por:

T k
£0) =11 § II peiltica, 1)@ % . (4.2)
i=1 lij=1
No caso estacionério com y =& —#;_3,1 =1,...,T, e aplicando o logaritmo em (4.2), temos:

T k
log £(0) = Y > ni;(D) logpsj (). (4.3)

I=1i,j=1
Deve-se notar que em p;;{y) estd implicitamente embutida a dependéncia de #. Em outras

palavras, p;;(y:) representa p;;{w; 8).

O estimador de maxima verossimilhanga f de 0 ou, equivalentemente, o estimador de
méaxima verossimilhanga @ = Q(@) de @, é obtido através da maximizagdo de (4.3). Em geral,
nao existe solu¢do explicita para esse problema e métodos iterativos devemn ser utilizados para
resolvé-lo. Vérios algoritmos podem ser usados, um deles é o de Newton-Raphson. Os autores
sugerem o método denominado “Scoring” de Fisher que consiste numa pequena modificagao do
Newton-Raphson. No primeiro, as derivadas primeira e segunda de {4.3) tém que ser calculadas
explicitamente enquanto que no segundo, a derivada segunda é substituida por sua esperanca,
de modo que quando da implementagao do algoritmo para a maximizagao de (4.3), somente a
primeira derivada é efetivamente calculada, o que é, em termos computacionais, um bom motivo
para a escolha do método. Ainda, segundo Kalbfleisch & Lawless, a convergéncia, caso ocorra,
¢ mals rapida € o método di2 uma estimativa para a matriz de covaridncia assintética de 8

diretamente.

O célculo da primeira derivada de (4.3) requer as derivadas de P(s,t) com relagao a 8.
E necessario portanto, construir um algoritmo eficiente para o célculo de P(s, ) e suas derivadas

com relagdo a #. A matriz P(s,t) pode ser escrita conforme equagéo (4.1). A matriz @ pode ser
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decomposta em: @ = ADA™!, com D = diag(d;, . .., dx) onde dy, . ..,d sio seus autovalores
e A a matriz quadrada de ordem & cuja j-ésima coluna ¢ um autovetor correspondente a d;.
Entao,

P(s,t) = Adiag(e (=9 ., (=801 471 (4.4)
onde a dependéncia de @, P(s,t), A e dos d;’s com relagdo a # é suprimida por conveniéncia
notacional. E importante observar que esse resultado é vilido para autovalores distintos. Caso
a matriz ¢ tenha autovalores repetidos utiliza-se uma decomposicdo de Jordan para a matriz
(ver Strang (1980) - Apéndice B), porém isso raramente é necessdrio, uma vez que para a quase
totalidade dos modelos de interesse, @ tem autovalores distintos para quase todo €, e por 1sso
ndo levamos em conta esse caso. A forma de obtengdo do resultado (4.4) é dada no Apéndice

A-1.

As derivadas podem ser calculadas de uma forma semelhante. Em particular, a matriz

com elementos 8p;;(s,t; #}/38, pode ser obtida por:
3P(s t) —1
GINY _ qv,4 =1,...,b, 45
aﬁu A u + L 1: ( )
onde V, é uma matriz quadrada de ordem & com (¢, §)-ésimo elemento dado por:
g:(;*)[ed;(f—a} ) it
(d!' - dj)

gt s)eh=)  sei=j,
onde gi(;J é o (1, §)-ésimo elemento de ¢(*) = 471(3Q/30,)A. A descri¢io de como esse resultado
¢ obtido estd no Apéndice A-2. As derivadas 3Q /98, sio geralmente muito simples e o calculo
de (4.5) é facil quando se tem 4 e D. Para o exemplo citado anteriormente, a derivada de @ em

relagao a #, é
-1

(3) = ©

Uma das vantagers do método descrito € que ele dispensa o uso da representagao

0D e
oo o

explicita dos elementos p;;(s,t) como fungdes de 8, que em geral é bastante complicada para se

trabalhar, como pode ser notado no primeiro exemplo da segao 4.4, exposto com essa finalidade.
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4.2.2 Utilizacdo do procedimento “Scoring” de Fisher

De (4.3) temos:

S.(0) = ak’g ﬁ(ﬂ) Z Z é”i;-%)‘a—gi‘-, wu=1,...b, (4.6)
I=113=1 v

22log £(8) o %pij () /99408, Bpis(w)/00.0pi;(w) /38,
aefae ZZ u(a’)x{ - P::(y:] e v (w) ! }

Como fol mencionado na segdo 4.2.1, o método de “Scoring” de Fisher requer o célculo da

I=14,5=1

esperanca da segunda derivada de {4.3) que pode ser feito da seguinte forma:
Seja n;.(I) = Zle n;;({) o nmimero de individuos no estado i no tempo #;-;. Assumindo a
esperanca de n;;({} condicional em Ni(ti—} e usando o fato que 3.5, (8%pi;(w)/36,08,) = 0,

temos que

g (8 log L(0) :ZT: S Eln ()] 9palu) | Opilw)
aﬂuaﬂv =1 i,_f:l Pij(yi) aé'u Bﬁ,, ’

gue pode ser estimada por

T & n(l)  Bpii(w)  Opis(w)
X X . . (4.7)
I=144=1 P{j(yl) a6y at, f,—0,ed, =8,

M, (6) =

O célculo de (4.8) e (4.7) para qualguer 8 dado é simplificado utilizando-se os resultados (4.4)
e (4.5).

Seja @0 uma estimativa inicial de #, $(#) o vetor b x 1 com ¢-ésimo elemento dado
por S,(#), e M(#) a matriz b x b com (u, v)-ésimo componente dado por M,,(#). Uma nova

estimativa para # é obtida através de
81 =05+ M(8,) " s(0p), (4.8)

onde é assumido que M{8y) é ndo singular. O processo é repetido com &, no lugar de
gerando #;, e assim sucessivamente, até alcancar a convergéncia desejada, por exemplo, quando
(| 81— 80| /|| 80 ||) <1073, onde || z || denota a norma do vetor . O algoritmo produz uma

estimativa 8 de # ¢ M(8)~! é uma estimativa da matriz de covarifincia assintética de #. Se o
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verdadeiro valor de # é um ponto interior do espago paramétrico, v N (é—a) tem assintoticamente
distribuigao normal multivartada conforme Teorema 1, descrito no capitulo 2. Esse resultado é
fundamental para a realizagio de inferéncias sobre os parametros. £ aconselhével parametrizar
o modelo fazendo ¢;; = exp(ay;),¢ # 7, uma vez que a;; pede assumir qualquer valor real,
enquanto que g;; > 0. Essa reparametrizagio garante que o resultado de uma iteragao ndo caira

fora do espago paramétrico e, consequentemente, contorna problemas que podem surgir quando

uma iteracao resulta em vetores de pardmetros fora do espago paramétrico.

Frequentemente, caracteristicas especificas do modelo sdo de interesse para o pesqui-
sador, por exemplo, —¢;;(8)"!, o tempo médio de permanéncia no estado ¢. Nesses casos, tais
quantidades sdo estimadas substituindo # por 8, e a varidncia assintGtica € estimada pelo te-
orema delta multivariado (ver Apéndice B-1). O tempo médio de permanéncia no estado 1 é

estimado por —¢;;(#)~! e sua varidncia assintética estimada é

aqﬂ 69':'1' ¢ "y
q“ XZZ agi)XM (ﬂ)ﬂg

u=1p=l
onde M*(8) é o {u,v)-ésimo elemento de M(#)~!. No Apéndice B-2 damos alguns exemplos

de estimagao de outras caracteristicas que podern ser de interesse do pesquisador.

4.2.3 Algumas extensdes para o modelo

Muitas vezes, alguns dos individuos sao observados somente sobre parte do periodo
determinado para o estudo. Se os individuos que entram apés o estudo ter iniciado ou saem
antes do término do mesmo, sao iguais aqueles que permaneceram durante todo o periodo, isto
é, mesmas probabilidades de transigao, entao a metodologia pode ser aplicada sem alteragoes.
Deve-se notar apenas que, n;.({) de (4.7} é o niimero de individuos no estado ¢ no tempo #_;

para o qual o estado ocupado no tempo #; é conhecido.

Da mesma forma, é desnecessdrio que todos os individuos sejam observados sobre o
mesmo conjunto de pontos no tempo. Porém nao é aconselhavel esse procedimento, uma vez

que a algebra requerida aumenta significativamente com o nimero de intervalos distintos de
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tempo y na amostra.

Esses métodos podem ser extendidos de uma forma simples para o ajuste de certos
modelos de Markov ndo estacionédrios. Suponha por exemplo, que {X(t);¢ =0,...,T} é um
processo de Markov com matriz de intensidades de transicdo dependentes do tempo Q(t) =
@, x g(t; 1), onde @y é uma matriz de intensidades fixada, com elementos desconhecidos ¢;;
e g{t; A) é uma fungdo conhecida do tempo a menos do parametro néo especificado A. Nesse
caso, g(t; A) define para um dado A, um tempo operacional. Para dado A, seja s = foi g(u; A)du
e defina Y (s) = X(t). O processo {¥(s); 0 < s < oo} & portanto, um processo de Markov
estacionario com matriz de intensidades de transigdo Q,. Para um dado A, t; serd substituido
por 5 = [{1g(u; A)du e y por y} = 8; — s;-1. Os parametros de @, sio estimados pelos métodos
descritos anteriormente. Além disso, o logaritmo da verossimilhanga maximizado pode ser obtido
para aquele A dado. Variando A, esse parametro adicional pode ser estimado observando o efeito

dele no maximo do logaritmo da verossimilhanca.

Segundo Kalbfleisch & Lawless, o enfoque para estimagao da variancia e intervalos
de confianga é considerar A como sendo fixo, geralmente o valor A que maximiza o logaritmo
da verossimilhanga maximizado e usi-lo para estimar a matriz de covaridncia M(f#) ! para a

correspondente estimativa é de .

Uma outra maneira de se trabalhar com modelos dependentes do tempo é permitir
que a matriz de intensidades de transicao mude para cada tempo de observagao, porém seja

constante entre os tempos de observagao. Por exemplo,

@, sel0<t < i,
t) = t
Q) {Q2 setm, <t <ip,

para algum especifico m; menor que m. A estimagao de Q4 e (J2 é feita considerando os primeiros

my intervalos de tempo e os m — my subsequentes respectivamente, em separado.

58



4.3 A incorporagio de varidveis exdgenas

Na grande maioria das aplicagdes praticas, as intensidades de transigao sao fungoes de
variaveis exdgenas que tém influéncia na resposta. Por exemplo, o fato de um paciente de uma
doenga pulmonar passar de um estagio pior para um melhor dessa doenga pode estar diretamente
ligado aos niveis de poluigio atmosférica do lugar onde reside, a2 quantidade de cigarros que ele
fuma diariamente, a aplicagdo de um determinado tipo de tratamento, e assim por diante.
Uma caracteristica importante dos métodos desenvolvidos por Kalbfleisch & Lawless é que eles
permitem a incorperagao dessa informagao na estimagio das intensidades de transi¢do, o que
até entdo nenhum outro método havia feito. O que se faz é modelar a matriz de intensidades de
transigio @ através de regressdes onde as intensidades sdo as varidveis dependentes e as varidvels
exdgenas sao as varidveis regressoras. Desse modo estamos quantificando a relagao entre as
varidvels exdgenas e as intensidades de transi¢do no modelo de Markov. Uma restricao deve ser
observada: muitos valores distintos para as varidveis regressoras torna a tarefa computacional

quase que invidvel. A implementacao pode exigir que as varidveis regressoras sejam grupadas.

Supenhamos que cada individuo tenha assoctado a ele um vetor de ¢ variaveis exdgenas,

a 1avel = ', ond = 1. Not dad
que s30 as variavels regressoras w = (wq, ws,...,w,) , onde wy = 1. Note que na verdade temos
¢ — 1 varidvels regressoras, j& que a primeira € sempre igual a 1, por isso deve ficar claro que
quando dizemos que temos ¢ variavels exogenas, estamos dizendo ¢ — 1 varidveis mais uma com
valor 1. Para um dado w, vamos supor que o processo é de Markov estacionario com matriz de

intensidades de transigao

Q(w) = (gi;(w)),

onde , .,
gi;(w) = exp(w'B;;) sei#j

| (49)
q,','(w) = —Z q,‘j(w) para Vi € S

I#
Em (4.9), 8;; = (B1ij, - - -5 Beij)’ € um vetor composto pelos ¢ parametros que relacio-

nam as intensidades de transicdo do estado ¢ para o estado j &s varidveis regressoras w. Note
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que By corresponde ao “intercept” da regressao. Conforme a aplicagio, outros tipos de parame-
trizagao podem ser mais apropriados. Esse modelo tem a caracteristica interessante de produzir
intensidades de transicdo ndo negativas qualsquer que sejam w e B:;, e tem sido sugerido por

diversos autores (ver Tuma & Robins (1980}).

O algoritmo da secdo 4.2 requer uma decomposi¢do de @(w) para cada um dos r vetores
distintos compostos pelos valores assumidos pelas variaveis regressoras w na amostra. Yamos

denoté-los por wy, = (wyn,..., W) com wyp =1, € seja

Qn = Qws) = (g;(wn)), h=1,...,m

conforme definido em (4.9). Por exemplo, no caso de 2 variaveis regressoras com valores 0 e
1 teriamos wy = (1,0,0),w; = (1,0,1), w3 = (1,1,0) e wy = (1,1,1) de modo que seriam
necessarias no maximo 4 decomposigOes diferentes, uma para cada @, com h=1,...,4. Obvi-
amente se algum dos vetores ngo estiver presente na amostra, néo serd computado. Seja ngf) (1)
o ndmero de individuos que estavam em ¢ no tempo #;_, € em j no tempo ¢; para o vetor wy, A
verossimilhanga é entdo um produto de termos como em (4.2), onde o k-ésimo termo surge dos
dados coletados no modelo estacionério com matriz de intensidades @,. Portanto o logaritmo

da verossimilhanga ¢

r T Kk
log £(8)=_>" > “,{;“]U) log piy (ye; wa), (4.10)

h=11=14,j=1
onde
Pp(s,t}) = exp(@4(t — 5)) = (pi; (t — s;wa)).
O pardmetro # ser4 utilizado para representar o vetor de parametros 3;; (f # j) a ser estimado.
As equagdes de méaxima verossimilhanga envolvem a soma de r termos, um para cada w,. Temos

entao

sm:ime (4.11)

onde 8{*)(#) é calculado como na secio 4.2 (ver equagdo (4.6)). Da mesma forma,

r

M(o) = >~ MH(a), (4.12)
h=1
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¢ calculada com M (" (8) para cada r usando (4.7) e as férmulas {4.4) e (4.5). O algoritmo
necessita das derivadas de Py(s,t) com respeito aos elementos de #. Note que G(*) em (4.5)
exige o calculo das derivadas de @(w,) com respeito a #,. Nesse caso, como #, = f,; para

algum p=1,...,¢,2,7=1,...,k, essas derivadas sdo facilmente calculadas:

3] wy
gﬁg ..‘) = wyngij(wh) L, (4.13)
pij
onde L é uma matriz ¥ X k com todos os elementos iguais a 0 exceto L;; = 1e Ly = —1. A

especificagdo e ajuste de modelos utilizando varidveis exdgenas serao exemplificados no Exemplo

4.3 da préxima segdo.

4.4 Exemplos

Vamos nesta se¢do, através de alguns exemplos, discutir alguns aspectos relacionados
aos métodos descritos nas secbes anteriores. O objetivo é usa-los como um auxilio para uma me-
lhor compreensao das idéias expostas anteriormente sem a preocupagao de desenvolver analises

detalhadas dos dados, o que é feito no capitulo 5 com outro conjunto de dados.

EXEMPLO 4.1: Vamos considerar um experimento sobre evoluggo da renda no estudo das

mudancas no “status” conjugal discutido em Tuma et al. (1979).

O objetivo desse exemplo € mostrar como as probabilidades de transigao escritas explicita-
mente como fun¢io dos pardmetros de # tornaria o trabalho de estimagao extremamente
mais arduo. O espaco de estados para esse estudo é composto por: 1- solteiro, 2- casado

e 3- saiu do estudo. O estado 3 é um estado absorvente. A matriz de intensidades de

transicdo € tem a seguinte forma:

~(61 + 02) 1 fy
Q = 63 *(33 + 94) 94
0 0 0

Sendo assim, ¢ = (8,82,03,6,4), onde (§; > 0,i = 1,...,4). E importante observar que
&1,0;,05 e 84 na2o tém qualquer relagdo funcional entre si, ou seja, sao funcionalmente

independentes.
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Sem utilizar a metodologia descrita anteriormente, podemos escrever a matriz P(s,t) como

fungdo de #. Através de técnicas para solugao de sistemas de equagbes diferenciais, temos:

1
piils,t) = W[(ak + 81)ef1(t=) — (o + 6p)efalt=9)]

95 — —&
Pislost) = Tt e [enlte) — alim)

1
pisls,t) = 1+ ———[(gs3 + 82)e™=%) — (g3 + 81)e2(t79))
(61— 62)

pa1(s,t) = paa(s,t) =0

pas(s,t) =1
onde j=1ou2 k=38—7 6 #6b, ap=Ap+ pr, Ay = 01,2 =03, 7 = 0, 3 = by,
& = -[al + g + \/(0:1 - a2)2+ 4)\1/\2]/2

b2 = —[ay + oz — Vg — ag)? + 4A1X2)/2.
E fécil perceber que o cdlculo das derivadas de P(s,t) em relagiio a # seria bastante traba-
lhoso. Por outro lado, através da metodologia descrita, dariamos valores iniclais para & e
obteriamos a matriz @, fariamos a decomposigao € encontrariamos A e ). Posteriormente

substituiriamos na equagdo (4.4). As derivadas seriam facilmente encontradas através de

(4.5).

EXEMPLO 4.2: Vamos ver agora um outro exemplo, extraido de Kalbfleisch & Lawless
(1985), o qual serd utilizado para aplicar a metodologia descrita. Nesse exemplo foi estu-
dado o comportamento com relagio ac habito de fumar em criangas de duas cidades do
Canada (Waterloo e Oxford). Foi considerado como o inicio dos estudos a entrada no 6°
ano colegial e denotou-se ¢ = 0. As ocasides de observacao (em anos) foram ¢, = 0.15,
t; = 0.75, t3 = 1.10 e ¢4, = 1.90. O objetivo do estudo foi comparar um grupo controle
de cada cidade com um grupo que recebeu material didatico sobre o fumo durante os dois
primeiros meses do estudo nas duas cidades. A resposta obtida foi classificada em trés ca-

tegorias: 1- nunca fumou, 2- é fumante ou 3- fumou, mas parou. Assumindo um processo
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de Markov estaclonério, teriamos a seguinte matriz de intensidades de transigao:

- & 0
Q = 0 __92 92 s
0 8z —05

onde 6; > 0(i = 1,2,3). Observe que ps(s,t) = pai(s,t) = ps1(s,t) = O e portanto g3, ¢21
e ¢31 tém valor 0. Queremos estimar ¢ = (8),8s,0s) para cada uma das combinagoes de

tratamento e cidade.

A tabela 4.1 mostra os nimeros de transigdes n;;(!) para o grupo tratamento na cidade de
Oxford, e as frequéncias esperadas €;; = niupi;{y), onde niy = Ele niji, que sdo usadas

para responder questdes relacionadas ao ajuste do modelo (ver se¢do 2.4.3}).

Tabela 4.1: Numero de transigoes {Frequéncia esperada}

r {to, 11) (t1,t2)

1 2 3 Total 1 2 3 Total

1|93(96.0) 3(1.7) 2(0.3) 98 | 89(85.7) 2(4.2) 2(3.1) 93

2| 0(0.0) 8(12.9) 10(5.1) 18 0(0.0) 7(4.0) 5(8.0) 12

ﬂ 0(0.0) 1(0.5)  8(8.50) 9 0{0.0) 5(2.8) 15(17.2) 20 |
(t2= t3) ‘ (t3) 34)

1 2 3 Total 1 2 3 Total
h 83(84.9) 3{(2.9) 3(1.2) B9 | 76(74.5) 3(4.3) 4(4.3) 83
2| 0(0.0) 9(68) 5(7.2) 14 | 0(0.0) 6(3.7) 8(10.3) 14
30 0(00) 2(23) 20(19.7) 22 | 0(0.0) 0(a.3) 28(23.7) 28

As equacgdes (4.4) e (4.5) foram utilizadas para obter (4.6) e (4.7) que por sua vez, séo
necessérias para o uso de {4.8) e isso é feito até que seja alcancada a convergéncia desejada,
no nosso caso, até que {(|| 81 — @ ||)/ || #1 ||) < 0.001. Foi implementado um programa
computacional para aplicac@o do algoritmo, através do médulo CM do “software” SOC,
desenvolvido pela EMBRAPA. Maiores detalhes relacionados a utilizagdo do programa sao

descritos no capitulo 5.

Dessa forma para esse conjunto de dados encontramos

) ~0.136 0.136 0
Q= 0 -2.280 2.280
0 0470 D470
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A convergéncia fol bem rapida (6 iteragdes) e utilizamos a sugestao dada pelos autores
para o “chute” inicial, ou seja, escolheu-se um dos intervalos, no nosso caso escolhemos
o intervalo (tz,t3) e assumiu-se que cada individuo fez no méaximo uma transigdo nesse
intervalo. Um valor inicial para g¢i; é obtido por exp(g;i(ts—t2)) = nsi(3}/n:.(3). Os valores
0.20, 1.26 e 0.27 para 6; (i = 1,2,3) obtidos dessa forma foram adequados. A matriz de
covaridncia assintGtica para § pode ser obtida por {4.7) e usada para dar intervalos de
confianca aproximados para os £’s. Hipéteses de interesse podem ser testadas de acordo
com a segao 2.4.3 do capitulo 2, utilizando as estimativas das probabilidades de transigao

e da matriz de covariancia assintética.

Geralmente encontrar-se-4 que modelos de Markov estacionérios nao sao estritamente apro-
priados. O ajuste desses modelos, contudo, ¢ um primeiro passo Util e frequentemente

necessarto para se desenvolver um modelo adequado.

EXEMPLO 4.3: Para ilustrar a utilizagao da metodologia para incorporar varidveis exégenas
no modelo, vamos considerar o8 dados gerados pela simulagao feita por Kalbfleisch &

Lawless de um processo de Markov com trés estados. A matriz de intensidades de transigao

¢ dada por:
qll(w) elriatwefarztwsfarz Pus
Q = eﬁlzl+w25221+w3}9321 o2 (w) eﬁlzs
8] C 0

que é uma extensic do Exemplo 4.1 desta secao. Note que assumiu-se que o fato do
individuo sair do estudo, representado na 32 coluna da matriz @, nao depende das variiveis
exdgenas envolvidas na simulagdo, o que parece ser bastante razoavel. Para a simulacao,
os pardmetros foram fi13 = P11z = Pz = —2.30, f121 = -1.90, 8212 = P21 = Bz =
0.50 e #3132 = —0.50. Foi assumido que 15 individuos inwciaram nos estados 1 e 2 no
tempo ty = 0, para cada um dos quatro grupos com vetores de regressio (w1, ws,ws) =
(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0) e (1,1, 1) respectivamente. Assume-se ainda que as observagdes
foram feitas em 6 ocasides tg, ..., 5. Os dados simulados estao apresentados na tabela 4.2

a seguir:
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Tabela 4.2: Dados gerados pela simulaggo

r {to, 1) (t1,t2) (t2, t3) (ts,t4) (t4,5)
Wy 1 2 3|1 2 3(1 2 3|1 2 31 2 3
00 118 2 0|14 1 2|12 2 1|11 0 2|1l 12 0O

2 4 8 3/1 9 0|1 6 3,1 7 0(0 6 1
3|0 0 0;y0 0 3!/0 0 5|10 0 90 0 11
(101) 1714 1 016 0 1|19 0 0|17 2 1{16 1 2
213 1 1,3 8 111 55 2|2 3 0| 3 2 0
2{0 O O0/'0 O 1,0 0 370 O 530 0 6
(1,1,0) 1711 4 010 2 2|10 2 3j10 2 210 1 0
2(3 11 115 9 1|4 7 ¢|1 6 2|3 5 8]
3/0 0 00 0 110 0O 4]0 0 7|0 0 11
(LLY) 1|11 3 1]12 1 1[17 1 0|17 O 1|13 1 3
213 11 116 6 211 5 110 6 01 5 0
2/¢ O O/O0 O 2|0 O 5|0 0 86/0 0 L

O pardmetro a ser estimado € ¢ = (B112, Fa1z, B312, P11, 121, P21, Fa21, Fr23)’. Por exem-

plo, para h = 2 temos wy = (1,0,1) e a matriz de intensidades correspondente é:

g11{ws) efLiatfary s

Q(w:,) — eP12118321 9'22("-’2) efras
0 4] O
onde gy (ws) = —(efr1ztFs1z 4 efiiz) e goy(wy) = —(ef1211Fs21 4 eF123). Temos ainda que a
derivada
0 0 0
M = efimthar  _Pithan
aﬂ]?l 0 0 0

é calculada da mesma maneira, ou seja, conforme a equagio (4.13), para todos os outros
pardmetros. Para cada Q(wy) & obtido s (8) ¢ M?)(8). Temos entdo s(0) = 4, 8™ (8)
e M(8) = Yi_, M(*)(8). Utilizando (4.8) obtemos estimativas para #. Para o “chute”
inicial utilizamos um critério semelhante ao utilizado no Exemplo 4.2. Partindo do vetor
incial # = (0.17,1.24, —2.08,-2.82, —1.27,2.03, —0.24, 0.52)' foi alcangada a convergéncia
apds 8 iteragoes e as estimativas de maxima verossimilhanga e seus respectivos erros padrao

sao dados na tabela 4.3 a seguir:

65



Tabela 4.3: Estimativas dos parimetros e respectivos erros padrao

Erro
Valor Valor Padrao
Parimetre | Verdadeiro | Estimado { Estimado

P12 -2.30 | -2.18 0.356
Ba1z 0.50 0.70 0.406
Bz12 -0.50 -0.77 0.406
B113 -2.30 -2.66 0.235
Bia1 -1.90 -1.39 0.278
Ban1 0.50 0.28 0.307
Baz21 0.50 0.11 0.304
B123 -2.30 -2.25 0.254

Pode-se observar que o resultado foi bastante satisfatorio. Esses resultados permitem
expressar de forma simples, intervalos de confianga para os parametros. Teste estatisticos
para adequabilidade do ajuste bem como outros testes de interesse podem ser construidos
com base na razao de verossimilhanga ou na estatistica qui-quadrado, conforme descrito

na se¢ao 2.4.3 do capitulo 2.

Para o caso de incorporacao de varidvels exdgenas, também for implementado um

programa computacional cuja utilizagdo é discutida mais detalhadamente no capitulo 5 .

66



Capitulo 5

Apresentacao dos Programas
Computacionais Desenvolvidos

5.1 Introducgao

Neste capitulo apresentamos os programas computacionais desenvolvidos para anilise
de dados longitudinais com respostas categorizadas seguindo a metodologia apresentada no
capitulo anterior. Para esta apresentagao foi utilizado um conjunto de dados extraido de Landis
et al. {1988) o qual é mostrado na tabela do apéndice C. Esses dados sdo provenientes de um
experimento realizado com o objetivo de testar a eficicia de uma droga na condicdo da pele
do individuo. Os pacientes foram aleatoriamente escolhidos de modo que alguns receberam o
medicamento e outros nao tiveram qualquer tlipo de tratamento especial. O grupo que recebeu
o medicamento fot denominado grupo tratamento e o outro, grupo placebo. Antes da aplicagao
do tratamento foi determinada a condigio inicial da pele de cada individuo em estudo. Sub-
sequentemente, o estado da pele foi avaliado em 3 ocasides diferentes. No estudo original as
respostas sao compostas por 5 categorias. No nosso caso, reduzimos para 3 categorias a fim de
facilitar a compreensao dos resultados obtidos e elas foram definidas da seguinte formas:

1- melhorando, 2- sem alteragdo e 3- piorando.

O nimero de transigbes ocorridas em cada um dos dois intervalos de tempo estd na

tabela 5.1 a seguir:
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Tabela 5.1: Numero de transigoes entre categorias
para cada intervalo de tempo

11213
16412 |0
12 Intervalo [ 2 | 11 {18 | 4
32 |16 18
1733 1

29 Intervalo | 2 |1 |29
3 2 |20

Podemos ver nessa tabela, por exemplo, que 11 pacientes que estavam ha categoria 2 no tempo
1, passaram para a categoria 1 no tempo 2, enquanto que apenas 1 paciente foi da categoria 2

para a categoria 1 no segundo intervalo de tempo.

Na segdo 5.2 vamos descrever os programas e mostrar como os dados citados podem
ser analisados através deles e na se¢do 5.3 farermos algumas consideragdes finais a respeito dos

programas bem como propostas para trabalhos futuros.

5.2 Programas Computacionais Desenvolvidos

Foram desenvolvidos dois programas, um que denominamos KALBLAW1, que estima
as intensidades de transi¢io baseado na metodologia descrita na se¢ao 4.2 e um outro denominado
KALBLAW2 que modela as intensidades de transigao pelas varidvels exdgenas envolvidas no
estudo, e foi baseado na metodologia descrita na segdo 4.3. Ambos os programas fornecem
as matrizes de probabilidades de transigio estaciondrias e respectivas variancias assintdticas,
obtidas a partir da matriz de intensidades de transigao, bem como as probabilidades marginais
para cada ocasido. Esses programas foram implementados na forma de “macros” utilizando o
modulo CM do SOC, “software” estatistico desenvolvido pelo NTIA/EMBRAPA. Para matores
detalhes sobre o SOC ver NTIA/EMBRAPA (1989).

Nos dois programas a entrada dos dados pode ser feita de duas maneiras. Ou na forma
individual, isto ¢, cada individuo com as suas respostas em cada ocasiio (veja exemplo na tabela
3.1), ou na forma resumida, isto é, como contagens do nimerc de transigdes ocorridas entre os
tempos de observagdo (ver tabela 5.1). No exemplo que discutiremos neste capitulo, os dados

estdo na forma individual conforme mostrado na tabela do apéndice C.
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Vamos primeiramente descrever a utilizagao de KALBLAW1. A matriz de dados para
o caso individual deve ser inicializada com a denominagio Y. Neste exemplo Y consiste das
colunas denotadas por 1, 2 e 3 da tabela do apéndice C. Esse programa é utilizado para estudar
as intensidades de tramsi¢cdo para cada grupo em separado, neste exemplo os grupos placebo e
tratamento. Assim devemos usid-lo duas vezes, uma para cada um dos grupos. Dessa forma,
para cada conjunto é necessirio uma matriz Y. Para o grupo placebo, Y tem dimensao 61 x 3
que corresponde aos individuos que tém valor 0 na coluna denotada por T no apéndice C. Para o
grupo tratamento, a dimensac de Y é 74 x 3. Para a forma resumida a matriz Y nao é necessiria.
Nessa situagao, a matriz que tem que ser inicializada é denominada N e representa as contagens
do nimero de transigtes ocorridas em cada intervalo de tempo. Quando os dados estao na forma
individual essa matriz ¢ gerada automaticamente pelo programa. Para este exemplo, os valores
que formam a matriz N tém a mesma disposicao da tabela 5.1, ou seja, 2 matrizes 3 x 3 dispostas
uma embaixo da outra gerando no final uma matriz 6 x 3. Outros valores devem ser inicializados,
porém a forma de fazé-lo & direta bastando para isso digitd-los no local apropriado. Esses locais

estdo indicados no programa. Um exemplo é o vetor de pardmetros iniciais denominade TETAQ.

Para a execugio correta do programa é fundamental a definicio da matriz de intensi-

dades de transi¢do que se quer estimar. No nosso exemplo ela foi definida da seguinte forma:

-8, #1 0
Q= B —(02+063) 63 |,
0 94 “64

onde 61 = ¢13, 82 = @21, f3 = g2z e 04 = ¢s2. A suposicio bdsica é que um paciente que estava
melhorando nao vai em um espago de tempo muito pequeno passar para o estado piorando e
vice-versa, consequentemente ¢13 = ¢z = 0. Observe porém que, conforme citado na seg¢ao
2.3, isso ndo implica que as probabilidades de transicdo da categoria 1 para 3 e de 3 para
1 sejam nulas. Em outras palavras estamos assumindo que apesar de ser possivel que um
individuo melhorando (piorando) em uma determinada ocasiao, esteja piorando (melhorando)
na ocasiao imediatamente posterior, 1880 nao ocorrerd instantaneamente. Considerando a matriz
de intensidades de transi¢do exposta anteriormente temos # = (8, 8,, 83, 84)' para cada grupo,

ou seja, um total de 8 parametros.

N3o existe uma forma padrao para a matriz de intensidades de tramsicdo, ou seja,
cada exemplo tem um tipo particular de matriz de intensidades. Neste exemplo foi feita a

suposigao que g3 = 31 = 0. Se essa suposigao nio fosse razodvel, teriamos uma outra matriz
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de intensidades. Portanto é essencial que para cada problema seja especificada adequadamente
a forma definida para essa matriz. Em KALBLAWI a matriz de intensidades é denotada por
Q. No programa existe uma indicacdo de onde e como especifica-la corretamente utilizando
o vetor dos pardmetros. Para que o programa possa ser executado adequadamente, a matriz
D@ = (8Q/86,), utilizada para calcular (8P(t)/88,) conforme descrito na equagzo (4.5), deve
ser inicializada. A matriz DQ tem bk linhas e & colunas onde & é o mimero de paridmetros em
cada execucdo do programa e k o nimero de categorias, que corresponde a b matrizes k x k

dispostas uma embaixo da outra. Para o exemplo temos, b =4, k = 3,

-1 10 0 00
9 _ 000!, 99 _ 1 -1 01,
96, 000 06, 0 00
0 00 00 0
°Q _ 0 -1 1 Q9 _ 00 0
s 0 00 984 01 -1
Consequentemente
[ -1 1 0\
0 0 0O
0 0 0
g 0 0
1 -1 0
0 0 o©
DR = 0 0 0
0 -1 1
0 0 O
0 0 0
0 0 O
\ 0 1 -1/

Apés a inicializagao de todos os valores necessdrios, estamos em condigao de executar
o programa e obter os resultados de interesse. Com a execugdo de KALBLAWI1 obtivernos as
seguintes estimativas para as matrizes de intensidades de transigao:
-0.193  0.193 0 -0.012 0.012 0

Q,=| 0022 -0273 0251 | e Q, 0.717 -0.89 0.179 |,
0 0.519 -0.519 0 0163 -0.163

para os grupos placebo e tratamento respectivamente. A partir desses valores, algumas carac-

teristicas do processo podem ser estudadas. Vimos por exemplo no capitulo 2, que —gi;(¢)™?
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é o tempo médio de permanéncia na categoria i. Podemos cobservar neste exemplo, que o
tempo médio estimado de permanéncia na categoria 1 {melhorando) no grupo tratamento é 83,
enquanto que no grupo placebo é 5, ou seja, em termos relativos o paciente val permanecer
melhorando em um periodo de tempo aproximadamente 16 vezes maior se receber o medica-
mento. Outras caracteristicas baseadas nas intensidades de transi¢do podem ser estudadas mais
detalhadamente conforme o interesse do pesquisador. O programa ainda fornece a estimativa
da matriz de covaridncia assintdtica dos estimadores. Nao temos evidéncia de que o modelo de
Markov estacionério de primeira ordem nio seja adequado para essa situagao. O teste para a
adequabilidade do ajuste baseado na subsecao que trata de teste de hipéteses sobre os parametros
descrita no capitulo 2, é fornecido automaticamente pelo programa. Neste caso, obtivernos como
estatisticas de teste e respectivos niveis descritivos ¢ = 16.041 (0.040) e A = 13.871 {0.085) para
o grupo placebo e ¢ = 8.086 (0.424) e A = 8.895 (0.351) para o grupo tratamento, ambos com
8 graus de liberdade. Pode-se perceber que o ajuste para o grupo tratamento foi um pouco
methor. A partir das estimativas obtidas para as intensidades de transi¢ao o programa calculou

as seguintes matrizes de probabilidades de transigzo:

) 0.826 0.156 0.018 , 0.991 0.008 0.001
Pyty=1 0018 0809 0173 | e Py{t)={ 0473 0418 0109 |,
0.004 0.358 0.638 0.042 0.099 0.859

para os grupos placebo e tratamento respectivamente. Devermnos notar que neste exemplo con-
sideramos os tempos de observacao como sendo igualmente espagados e portanto, todos os
intervalos de tempo tém o mesmo tamanho. Como consequéncia foi gerada apenas uma matriz
de probabilidades de transi¢ao para cada grupo, caso contrario, para cada intervalo de tempo de
tamanho diferente, uma matriz de probabilidades de transigio seria gerada. Pode-se observar
através dessas matrizes que a probabilidade de estar melhorando no tempo seguinte dado que
o paciente estava melhorando no tempo anterior é bastante alta, quase 1, no grupo tratamento,
dando um indicativo de que o medicamento esta sendo eficiente na melhoria da condi¢ao da pele
do individuo. Porém, curiosamente a probabilidade de continuar piorando dado que estava pio-
rando é mais alta no grupo tratamento. Esse tipo de questio pode ser melhor interpretada com
o auxilio das probabilidades marginais. O programa fornece essas probabilidades diretamente
utilizande a equagio (2.3} dada no capitulo 2. As estimativas das probabilidades marginais

calculadas pelo programa est@o na tabela 5.2 a seguir:
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Tabela 5.2: Estimativas para as probabilidades marginais

PLACEBO TRATAMENTO
t=1]t=2]t=3|t=1]t=2]t=3
Pr{X(t) = 1} | 0.246 | 0.209 | 0.182 || 0.689 | 0.812 | 0.866
Pr{X(t) = 2} | 0.229 | 0.412 | 0,501 || 0.270 | 0.123 | 0.064
Pr{X(t) = 3} | 0.525 | 0.379 | 0.317 [ 0.041 | 0.065 | 0.070

Podemos notar nessa tabela que a probabilidade de estar piorando {(Pr{X(t) = 3}) é muito
pequena no grupo tratamento o que reforga a idéia da eficacia do tratamento. Pode ser visto
alnda que as probabilidades de estar melhorando sao sempre matores no grupo tratamento e
aumentam com o tempo. Essas observagGes parecem confirmar que realmente a aplicagao do

medicamento é satisfatéria na melhoria da condigdo da pele.

Vamos considerar o mesmo exemplo, s6 que utilizando o programa KALBLAW2 desen-
volvido com o objetivo de modelar as iniensidades de transi¢ao conforme as varidveis exdgenas
de interesse. Sua utilizagao é muito semelhante 3 de KALBLAW1. Na forma individual a matriz
Y deve ter suas primeiras colunas reservadas para as varidveis exdgenas. Vamos trabalhar por
enquanto apenas com a variavel exdgena tratamento que corresponde 3 primeira coluna de Y.
Desse modo a matriz Y completa é formada por todas as linhas e as colunas denotadas por T,
1, 2 e 3 da tabela do apéndice C. Para a forma resumida, as contagens devem ser feitas em
cada grupo separadamente. A matriz Y nesse caso nao é necessaria. A matriz a ser inicializada
é a matriz de contagens denotada por N_h. Para o exemplo, considerando apenas a varidvel
exdgena tratamento, a matriz a ser inicializada para utilizacao de KALBLAW?Z2 com entrada de

dados na forma resumida seria:

(51 0 ¢
11 6 2
1 1 2
62 1 0
1 5 1
0 0 4

N-h= 13 2 0
0 12 2

1 15 16

i1 2 1

0 24 5

\ 0 2 16)

-]
[ ]



Essa matriz é composta por 4 matrizes 3 x 3 onde a primeira matriz corresponde s contagens
no primeiro grupo no primeiro intervalo, a segunda as contagens no primeiro grupo no segundo

intervalo e assim sucessivamente até a quarta matriz.

As matrizes de intensidades de transigdo sido modeladas conforme as equagdes (4.9) de
modo que
91(1.0) — ew15112+w25212’ ﬂz(w) — ew1,6121+w25221’

33(1!)) — ew1ﬁ12s+w2.3223 e 34(11.?] — ew;ﬁlgz—f—w?ﬁ?sz’

onde wy = 1 e wq assume valor O para o grupo placebo e 1 para o grupo tratamento. Temos

entao
B = (Biiz, a1, Bizs, Praz, Ba1z, Bazi, 223, Bosa)'-

Observe que temos o mesmo ntumero de parametros do caso anterior, entretanto o programa sé
precisa ser executado uma vez com todos os dados juntos. E de se esperar que os resultados
obtidos com a execugao de KALBLAWI! para cada grupo e KALBLAW?2 sejam os mesmos, uma
vez que estamos estimando exatamente os mesmos parametros utilizando as varijveis exodgenas

de forma diferente em cada um deles.

Considerando todas as combinagdes dos valores da variével exégena (0 e 1), categoria
anterior (1, 2 e 3) e categoria posterior {1, 2 e 3), o vetor completo dos parametros a serem

estimados neste exemplo seria composto por 18 elementos:

(B111, Baiz, Br1s, P11, Pr2z, Pres, Pist, Piaz, Piss, Bai, B2, Bais, Baan, Beza, Be2s, Bazt, Posz, Posa)’.

Entretanto, como citado anteriormente, apenas 8 parametros sio necesséarios para a modelagem
sugerida. O programa KALBLAW2 exige a criacio de um vetor denominado AUX que indica
quais parametros estao envolvidos no modelo. Esse vetor é composto por 0’s e 1’s de modo que
os pardmetros a serem estimados recebem o valor 1 e os outros recebem valor 0. O nimero de
elementos nesse vetor, que tem a mesma dimensao do vetor com todos os parametros, é sk?,
onde s é o nimero de varidveis exégenas e k o nimero de categorias. A ordem desses valores
em AUX € determinada pelas combinagoes dos indices dos pardmetros. Para o exemplo que

estamos discutindo, o vetor AUX apropriado para indicar 8 é
AUX = (0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0),

indicando que os parémetros a serem estimados sao: ﬁ112,,6121, ﬁug,ﬂ]gz,ﬁzu, ﬁggl,ﬁzgs € ﬂgsg

(observe os indices dos elementos no vetor completo dos parametros).
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Em KALBLAW?2 a matriz de intensidades de transigio é denotada por Q.h. Deve ser
observado que para cada grupo formado conforme os valores assumidos pelas variaveis exdgenas,
uma diferente matriz Q_h é gerada. No programa ¢ mostrada a forma de inicializa-la correta-
mente. Em KALBLAWZ2, a matriz das derivadas {0Q /84, néo precisa ser fornecida pelo usuério

pois ela é calculada automaticamente para cada vetor de varidveis exdgenas.

As estimativas para os parametros e seus respectivos erros padrao, obtidos com a

execugao do programa sao dadas na tabela 5.3 a seguir:

Tabela 5.3: Estimativas para os pardmetros e erros padrao

Parametro | Estimativa | Erro Padrao
P12 -1.645 0.447
Beiz -2.755 1.094
By -3.794 1.005
Ba21 3.462 1.045
P23 -1.382 0.379
Br23 -0.334 0.704
Braz -0.657 0.257
Basz -1.149 1.048

Substituindo os valores correspondentes em wq, isto €, 0 para o grupo placebo e 1 para o grupoe
tratamento, em 3 obtemos os mesmos resultados para @ e P obtidos anteriormente, que como
foi mencionado, era de se esperar. O teste de adequabilidade do ajuste fornecido pelo programa
nao acusou evidéncia muito forte de que o modelo de Markov estacionario de primeira ordem
nao seja adequado. As estatisticas para o teste sio ¢ = 24.098 (0.09) e A = 22.766 (0.12) com
16 graus de liberdade. Note que esses valores sao nada mais do que a soma dos valores obtidos

para cada grupo em separado da anlise anterior.

Como foi mencionado no inicie desta segdo, cada paciente teve o estado da pele clas-
sificado antes da aplicagao do tratamento. Os valores estdo apresentados na coluna denotada
por 0 na tabela do apéndice C. Como os pacientes tinham diferentes estados de pele no inicio,
esta informagao adicional foi incorporada & analise na forma de blocos. Bloco 1 formado pelos
pacientes com condigao inicial 2 (sem alteragio) e bloco 2 formado pelos pacientes com condigdo
inicial 3 (piorando). A matriz Y é composta por todas as linhas e as colunas denotadas por T,

0, 1, 2 e 3 da tabela do apéndice C, com os valores da coluna denotada por 0 subtraides de 2,
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isto €, valor 0 para o bloco 1 e valor 1 para o bloco 2. Com a inclusao da informagao adicional,
um niimero maior de grupos € formado e consequentemente a dimensio de N_h aumentari. Para
o exemplo, sua dimensao € 24 X 3 porque temos 4 diferentes grupos e para cada um, 2 intervalos

de tempo, ou seja, 8 matrizes 3 X 3. Os parametros a serem estimados sao:
po, ja,
91(""] — ew15112+w25212+w353’ 92("’) — ew1ﬂ9121+w2:9221+1ﬂ3;33,
93(“’) — wifizatuwafaratwify o Bs(w) = eW1braztwabasetwsfs

onde w; = 1, w, corresponde ao tratamento e w3 ao bloco. Note que assumimos F312 = Fs301 =
Bazs = Baza = B3, ou seja, o efeito de blocos é 0 mesmo para todas as intensidades de transiggo.

Dessa forma o vetor de pardmetros a ser estimado é:

B = (B2, Br21, P23, P13z, Barz, Bazt, Boas, Bass, Bs)'
que ¢ indicado pelo vetor
AUX = (0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1,0,0,0,0,0,0,0).

Uma observagao importante deve ser feita com relago a esse vetor. Neste exemplo, AUX nao é
tinico devido & suposigdo de igualdade do efeito de bloco. Outros trés diferentes vetores poderiam

ser utilizados obtendo-se as mesmas estimativas. Esses vetores sao:

AUX = (0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,6,1,0,1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),
AUX = (01 1?0’130!1}0311030!1’0’1}05130’1?05010’05010’1!0)010)
ol

AUX

(0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0).

As estimativas dos parametros com respectivos erros padrao obtidas através da execu-

gao de KALBLAW2 estdo na tabela 5.4 a seguir:
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Tabela 5.4:

Parametro | Estimativa | Erro Padrao
B112 -1.443 0.519
P21z -2.681 1.108
Brzs 3513 0.999
Ba21 3.416 1.041
B123 -1.024 0.375
Bans 0.443 0.708
B132 -0.344 0.261
Bass -1.181 1.019

B3 -0.551 0.874

Estimativas para os pardmetros e erros padrao
levando-se em consideragio os blocos

Substituindo os valores para as variaveis exdgenas wy e ws, tratamento e bloco respectivamente,

e utilizando as estimativas da tabela 5.4, obtivemos as matrizes de intensidade e probabilidade

de transicdo estimadas para cada grupo formado que sao as seguintes:

1) Grupo placebo, inicialmente sem alteragao
) -0.236  0.236 0 ) 0.792
Q=] 0030 -038 0359 | e P(t)=1] 0.023
0 0709 —0.709 0.607
2)  Grupo placebo, inicialmente picrando
-0.136 0.136 0 0.873
Q= 0.017 -0.224 0.207 e P(t)=| 0.015
0 0409 —-0.409 0.003
3) Grupe tratamento, inicialmente sem alteragao
-0.016 0.016 0 0.989
Q=1 0907 -1.137 0230 | e P(t)=| 0544
0 0218 -0.218 0.066
4) Grupo tratamento, inicialmente piorando
-0.009 0.009 0 A 0.993
Q= 0.523 —-0.656 0.133 | e P(t)=| 0.385
0 0125 -0.125 0.026

0.180
0.759
0.430

0.115
0.831
0.304

0.010
0.333
0.116

0.007
0.523
0.087

0.028
0.218
0.562

0.011
0.154
0.693

0.001
0.123
0.818

0.000
0.092
0.887

Comparacdes entre os grupos sao feitas baseando-se nessas matrizes e nas probabilidades mar-

ginais obtidas conforme citado anteriormente, cujos valores sao fornecidos pelo programa auto-

maticamente e estao mostrados na tabela 5.5 a seguir:

76



Tabela 5.5: Estimativas para as probabilidades marginais
levando-se em consideragdo os blocos

CONDICAO
GRUPO INICIAL | TEMPO || Pe{X() =1} | Pr{X(t) = 2} | Pr{X(t) = 3}
2 1 0.310 0.207 0.483
Placebo 2 2 0.254 0.421 0.325
2 3 0.213 0.505 0.282
3 1 0.188 0.250 0562 |
Placebo 3 2 0.169 0.401 0.430
3 3 0.155 0.483 0.362
2 1 0.647 0.294 0.059
Tratamento 2 2 0.804 0.111 0.085
2 3 0.861 0.055 0.084
3 1 0.725 0.250 0.025
Tratamento 3 2 0.817 0.138 0.045
3 3 0.865 0.082 0.053

Podemos observar que a probabilidade de estar melhorando na primeira ocasido apés o inicio
do estudo é bem alta e a probabilidade de estar piorando na mesma ocasido é bem baixa,
ambas para o grupo tratamento. Analisando as probabilidades marginais em conjunto com
as probabilidades de transigao, podemos concluir que o medicamento é bastante eficaz, uma
vez que pacientes que o receberam tém uma probabilidade alta de melhorar ainda no primeiro
intervalo de tempo e probabilidades muito altas (praticamente 1) de se manterem melhorando.
Isso néo ocorre no grupo placebo. Sem a aplicagao do medicamento é mais provavel que no
primeiro intervalo haja uma piora na condigao da pele do paciente. Note ainda, que para o grupo
tratamento a probabilidade de estar piorando dado que estava piorando ne tempo anterior é alta,
indicando que apesar de pouco provivel, se o paciente piorar apés a aplicagdo do medicamento,
muite provavelmente eie continuara piorando, dando um indicativo de que é melhor suspender

o tratamento, pois ele nao adianta para esse caso.

A incorporacao da condigao inicial melhorou o ajuste do modelo. Como estatisticas
para o teste de adequabilidade do ajuste fornecide pelo programa foram obtidas ¢ = 42.632
(0.318) e A = 38.308 {0.501) com 39 graus de liberdade.

Deve-se observar que nesse caso se considerarmos cada grupo em separado vamos obter
resultados diferentes devido a suposigao de igualdade do efeito de blocos para todas as intensi-

dades de transigao.
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Deve-se destacar que para a implementacio da metodologia de Kalbfleisdi & Lawless
é imprescindivel a2 decomposigao da matriz de intensidades de transicio para a ebtengao de
seus autovalores ¢ autovetores. Em geral, os “softwares” estatisticos disponiveis n&e fazem essa
decomposigac para matrizes nao simétricas, que é o nosso caso em particular. A partir de
algoritmos descritos em Smith et al. (1976}, foi desenvolvida uma fungido com esa finalidade
no moédulo CM do SOC, de modo que através dessa funcdo qualquer matriz mal pode ser
decomposta em seus auvtovalores e respectivos autovetores. Outra fungdo criada especificamente
é a fungao “contagem”, que como o préprio nome diz, conta o nimero de transigies ocorridas
no intervalo de tempo indicado. No exemplo, as colunas de Y indicam os tempos de observacao.
Caso sejam indicadas as colunas 1 e 2, serd feita a contagem para o primeiro intesvalo e se as
colunas indicadas sao as colunas 2 e 3 faz-se a contagem para o segundo intervalo. Essas fungoes

ainda ndo estdo implementadas na iiltima versdo do CM (1989}.

Outro fato que merece destaque esta relacionado ao algoritmo utilizade. O método
“Scoring” de Fisher nao garante que a fungdo de verossimihanga seja aumentada em cada
iteragdo do processo. Jennrich & Schluchter (1986) sugerem que em cada iteragie seja verifi-
cado se houve efetivamente um aumento da fungdo. Caso isso nao tenha ocorride, os autores
recomendam a divisdo do incremento por poténcias de 2 até que ocorra um aumente na fung¢ao.
Passa-se entao para a proxima iteragao. Utilizamos em KALBLAW1 ¢ KALBLAW2 o incre-
mento dividido por 4 e obtivemos bons resultados, apesar do ndmero de iteragbes ter crescido
consideravelmente. Os interessados em obter uina cépia dos programas e respectivos manuais
devern enviar um disquete de 541” para:

Antdnio de Queiroz Noleto

Rod. D. Pedro I (SP65) - Km 143,6
NTIA/EMBRAPA

CEP: 13081

Campinas, SP

5.3 Conclusoes Finais e Sugestdes para Trabalhos Futuros

Como pudemos constatar através da utilizagao de um exemplo para descrever os
programas desenvolvidos, a metodologia de Kalbfleisch & Lawless pode ser utilizada satisfato-

riamente no estudo das transigbes quando temos dados obtidos longitudinalmente e respostas
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categorizadas. Uma anélise mais detalhada deve ser feita em conjunte com o pesquisador da

irea da qual os dados foram obtidos.

Foram utilizados nesse exemplo observagdes completas, isto é, aquelas onde todos os
individuos foram observados nas 3 ocasides determinadas para o estudo. No estado atual os pro-
gramas nao estao aptos a trabalhar com valores perdidos, porém ja estao sendo feitas adaptagoes
para tornar possivel a inclusio desse tipo de dados. Ainda com respeito aos programas desenvol-
vidos, a preocupagéo inicial foi ter os resultados de uma forma simples de se trabalhar, porém a

sua execugio de uma forma geral estd muito lenta. Uma idéia é tentar torna-los mais eficientes.

Temos ainda a intengac de dar prossegutmento a esse trabalho de duas formas: im-
plementagdo de programas para ¢ caso de tempo discreto e desenvolvimento de metodologias
para respostas continuas. No caso em tempo discreto, wm programa computacional desenvol-
vido por Dall’Agnol(1990) para o modelo marginal pode ser adaptado e utilizado para modelos
de transicdo. No entanto para respostas continuas, a teoria de processos estocdsticos é muito

complexa e requer um nivel de conhecimento tedrico que estd além dos objetivos deste trabalho.
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Apéndice A
A-1 Obtencgio de (4.4)

Vamos primeiramente expor um resultado importante na teoria deequagoes diferen-
ciais ordindrias (ver Coddington & Levinson (1955)):

Se

oX(t) _ _
T —-AX(t) e X(O)—C,

Entao
X (1) = Al (A.1)

De acordo com as equagdes retrospectivas (2.18), vistas na se¢ao 2.3 do capitlo 2, temos

9—253 _QP(t} e PO)=1, (A.2)

onde I dencta a matriz identidade.

Qualquer matriz quadrada pode ser decomposta da seguinte forma: @ = ADAY,
onde D = diag(dy,...,di) (di # dj,Vi,5 = 1,...,k). Vamos fazer P(t) = AY(t). Logo,
Y(t) = A1 P(t). Entio

W) - 4 2R - 4m1qp() < A1gav ()
D

ay(t)

:>at__

DY(t) ¢ Y(0)=AL

Portanto, por (A.1) temos:
Y (1) = ePta!
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Retornando & varidvel original, temos:

ATIP(t) = Dt 41 P(t) = 4eDE41.

— (Dt)™
Dt = Z m!
m=0

m MM
-(—LDtI = diag (-L—dmt' o, JL ﬂ )
m! m.

Portanto,

P(t) = Adiag(e®*, ..., %) 471,

Dessa forma é obtida a equagio (4.4) do capitulo 4.

A-2 Obtencio de (4.5)

Suponhamos que @ tem autovalores distintos dj, . .., d, para tode 8. Por (4.4) e pelo

fato de Q = ADA™!, temos

APt A = 848 o 1% 90°
—aé:l:aagu ZZQ_(L):Z%_&L
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E portanto, substituindo adequadamente, temos:

- @) el(@)er o6

Temos entao,

g 81

o« oo 8—1 2
BP(t) Etzqt( )31: 3 ADGDS]IA—lt

s=11=0 !

onde G, = A~1{8Q/38,)A. Portanto, temos a equagdo (4.5), isto é,
3P oo a=-1
(ZEDG p+1-tt ) A l=4av, 471
8=11=0 _
V. é uma matriz k % k, cujo (i, j)-ésimo elemento é dade por:
)oo =1 . [ ) .
g=11=0 d:
oo s—1

Zde 1t '—g“ Wyedit sei=j,

§=1 {=0

onde g( ) & o (1,7)-éstmo elemento em G,.
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Apeéndice B

B-1 Meétodo § Multivariado para Distribuicoes Assintéticas

Seja 8, um vetor b-dimensional de estimativas dos parametros e seja ¢ um vetor b-

dimensional de parametros, isto &, § = (61, . .., @b) e #=(#,...,0;). Assumimos que
Va (b —0) 5 40, 3), (B.1)
onde ¥ & a matriz b x b de covariincia assintética de #.

Suponhamos f um vetor definido em um intervalo aberto do espago b-dimensional

assumindo valores no espago {-dimensional, isto é,

f(a) = (fl(e)rsfl(ﬂ))

Assumimos que f tem uma diferencial em 8, ou seja, a fungdo f tem a seguinte expansio a
medida que z — #:

1a)= 10)+ (- 0) (22) +oliz -0 ), (B2

onde (0f/88) dencta a matriz [ X b cujo (i, j)-ésimo elemento é a derivada parcial de f; com

respeito a j-ésima coordenada de z = (24, ..., 23) calculada para z = 8, ou seja,

(20),= 25

z=0

quando * — 8.
Se (B.1) e (B.2) ocorrem, a distribuigio assinttica de f(8) ¢ dada por:

Vatr® - 160) % 4 (0, (55) 2 (5)). (B.3)

Em termos de coordenadas individuais de f(@), temos que, baseado em (B.3) ¢ com

Ouy representando o (u, v)-ésimo componente da matriz ¥, a varidncia assintdtica de f;(6) é

250 (51) (58)

u=1y=]

87



e a covariancia assintética de f; (ﬁ) e fj-(a) é
Zb Zb (afl) (afg)
u=1w»=1 ¢

Para maiores detalhes ver Bishop et al. (1980) - Cap. 14.

B-2 Utilizacdo do Método § Multivariado

Como foi mencionado na segao 4.2, caracteristicas especificas do modelo podem ser de
interesse e foi mostrado que elas podem ser facilmente estimadas utilizando-se a estimativa ]
de @ e varidncias e covariancias assintéticas sdo obtidas através do método & multivariado. No
capitulo 4 foi dado como exemplo o tempo médio de permanéncia no estado 1, ~g;;(#)} . Vamos
agora mostrar outros exemplos de utilizagdo do método para encontrar a matriz de covaridncia

assintética que é utilizada para construgdo de testes de hipétese.

Podemos utilizé-lo, por exemplo, a fim de estimar a variancia assintética da proba-
bilidade de transi¢do p;;(t; 8} para ¢,j e t fixos. Através de (4.4) tem-se as probabilidades de

transi¢ao como fungdo de #. A variincia assintética de pq;(t; 6) é

Z Z BP‘J(t B) 6p".f(t;a) x Muu(o)
u=1p=1 agu aav 026

onde M"“*(#) é o (u, v)-ésimo elemento de M ™' () e as derivadas sdo obtidas utilizando-se (4.5).

Uma caracteristica importante desses modelos é a distribuigdo estacionéria
a' = (my,...,7), definida como a solugdo dnica da equagio Q'm = O satisfazendo 3°F | m; = 1.
O vetor @ nao é uma fungao simples de #, porém para a utilizacao do método § multivariado

s8o necessarias as derivadas d7/88;, as quais mostraremos como podem ser encontradas.

O vetor #' = (my,...,mg_1,1 — 73 — -+« — 7x_1) pode ser obtido como a solugio tnica

do sistema de equagdes

Qix=0 (B4)
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onde @, = Q,(#) é a matriz k x &£ — 1 obtida eliminande-se a dltima coluna de @(f). Dessa

forma,
qum+ gauna+ -+ gr-11Me—1 + qe{l — w1 — - — mp_q)
gra71 + g2ama + o+ qr—1 27k—1 + qaz(l — A1 — - — wp_y)
Qfﬁ' = .
Q-1+ @2 h-1T2 + -+ Gre1 k—1Tk-1 + e p—1{1 — 71 — - — Tp_y)
=B{8)x* +Q",

onde B(#) é uma matriz (k — 1) x (k — 1) cyjo (7, j)-ésimo elemento é

By;(0) = g;i(0) — a(9), L,j=1,...,k-1,
= (ry,..,me-1) e Q@ = (g p—1)
Portanto,
Q7= B(8)x" + Q" (B.5}

Denotando @, w por F(8,n), isto é, a fungio definindo #y, ..., 7, implicitamente em termos

de #y,...,0;, temos
dF(8,7) (3B(6) om*\ 0@
- "+ B [ ) + T :
a6, ( a0, | ™ T B0\ 55 )+ %0, (B:6)
Mas como
d I G
gqgl;ﬁ*}“--%- %‘gjllm—ﬁ-%qu(l"ﬂl—'“*ﬁk—l)
aB(# ., 09" _ :
(5 5= ; -
k-1 Fi—1.k-1 Tk~
4ot PRI £ 1%, Sul N R S
a8, ™ a0; "1t —gp (1-m Te-1)
Q. \'
— (X1
- (aaj,-) i
temos de (B.6) e (B.4) que:
ot
oF(8,7) an* 3Q,\' 7
— =BO)| - |+ |5~ #=B(#) : +C;(0) =0, (B.7)
36, 36, 30, 5
Tp-1
39,
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onde C;(#) é o vetor (k ~ 1) x 1 dado por

C;(8) = (%) x

De (B.7) temos que as derivadas dn;/38; (i = 1,. ..,k — 1) sio obtidas através de

om Ok
o8;’ " o a6,

)' = —B(#)"'C;(6). (B.8)

A matriz com todas as derivadas de #y,...,7k—; com respeito a 6;,..., 8 pode ser encontrada

através de

W(8)=-B(8)"'C(8), (B.9)
onde C(#) é a matriz (k — 1) X b com j-ésima coluna €;(#).
Uma estimativa da matriz de covariancia de &™ = (fy,..., ;) é
5, =w(e)Zw(sy, (B.10)
onde 3 = M(#)~! é a estimativa da matriz de covariancia assintética de 8.

Podemos agora, partindo desse resultado obter a matriz de covarincia assintética de

#' = (#1,..., 7). Sabemos que
a1
1
2
Ty
T = =
. Fi—1
I—my— = 1
Temos entao que:
0 1 0 0 0 .
0 0 1 0 0 !
Ly
=1t U S IO I . (B.11)
0 0 Q 1 '
1 ~1 -1 -1 - k-1
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Portanto, de (B.10} e (B.11) temos que:

i 0 g 0 1 0 0 0
0 1 «-- 0 O 0 1 0 0
Be=1 0o I xEBex ] n s ] (B.12)
0 o - 0 1 0 0 0 1
-1 -1 - -1 -1 -1 -1 -+ -1 -1

cnde ¥, é a estimativa da matriz de covariancia assintdtica de 7.

91



Apéndice C

Dados para o exemplo do capitulo 5

o S0 v e o P e e e e e e PR e e e g e ot el 2N e pmn v et O] pe ] e e rem
[y | L I I T T e I T T T e B B I B T e B B I o (R T I |
b | 00 6 v vl vl pe e e v e G = o 5 o O] D] e e N T vl ] oy VD pe e e e el
& e BT o I B B TR ot I O oo S I B~ B - B~ [ Bt TR o [ S S [ A B S 2 B e I I -~ I -
[l C v e v ol | o g el i e P o el e e e b oy pee P o ped e prel e oy T et e
M DB IREC B REEETIRRRERERERIRLIEERBR
o - B B~ B I - B T - - B~ I~ -t B o [ N o - B B T B o O st [ T B T o I T T B I R <
[ ] o T - I B~ T B A I e T T o s I e A B R e TR T o I I ot I~ Bt Bt I T - o T - (R - T~
| &Y i 80 o0 09 = 03 80 00 80 00 03 00 O 0D o e o e B0 G 0N O e &3 0D oD D
o [5C B e T B -~ B S B B R e B B S T It B B = St I o B A B - T I~ I~ o B - B - T
[ [ R e I e Y o B e T v Y e O e S e e Y v N e e ) s e T o Y e T o T s TR e Y v Y e O s I o T e O o I o T R s S e
Ml SEIRIBSSBEIFTIIISESESIIZTRIBIREERES
o] Cq &2 89 &0 o0 &0 &0 &% o0 O &0 o or= O 00 B D O =l NS O T 8 Y 8 8D NN
™ [ B - I T T~ T - - S TR T - I T T e o e B B T~ B I~ T~ TS I |
i I AP I~ B B B~ B e - B B I T o B I~ B - T T T T o T B A B - I I I
= C O3 o0 S 09 0% 02 8 O 0 0% O 0T 00 O 8 8D N T S N MY O M N
= [ i o I o B o B o B = Y o I con I e Y e Y o B e Y e B e B o T . T o B s S o T o R e Y e I e B o B o T - B o O e I
B TSRO ®o NN IR RARIBRRRRR

92



o L B T I R B T - o T T e B B I B
[ | v g oy o ] o o o ] e = T e s
- LR~ I T RS I e e e e ]
=] ar I~ - T T B R o B R I I B L
- Ll T T T T T B I I I B T R
BN I T I e o R e B - B T T

By o I I~ B T TS B - - - - B R -~ I
LT T T e B T B e e e et i/

oY C1 r— = v 00 = v D e o e o o e
[ | C w0 e v 0D e o o T o o we
| G = O] v O = e 0F o v D o e red e
=] CrIE~ I T - B T - T S
=t Ll B R e I
o= a0 O D o= 0o o o WD = 00 S O

P [ B T T s SR e B T I I iy 1
L I I I I T e T e T I e T o B e B B |

o L I I B A T T B~ IR R o |
™ A B B T T T T A T T T T o I B B |
| C1 & = 8] e e o o 8 O v N e D B2
= A 0% I DN & 69 & 01 O 0D oD o oD O N
B o e el e o e e e o e e e o~
el e W WO = O QO N oD

=1 SRR IHO OO0 O
o e B TR R R

AO

~~

NOTA

P - Paciente

T - Tratamento

0 - Condigao Inicial

1 - Condigao na 12 ocasiao

2 - Condigao na 22 ocasido

2 - Condigao na 32 ocasido

93



