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Resumo

Esta dissertacao é um estudo do artigo Unique ergodicity for horocycle foliations, de
Rufus Bowen e Brian Marcus [BM77]. O objetivo é apresentar a constru¢ao de medidas
invariantes pelas folheacoes estavel e instavel de pecas basicas de difeomorfismos Axioma
A. Mostraremos que essas medidas sdo tnicas em certo sentido, e para isso usamos uma
conjugacao com um espago de simbolos e uma dinamica de deslocamento para traduzir o
problema para algo mais tratavel. A conjugacao existe gracas a existéncia de parti¢oes de
Markov.

PALAVRAS-CHAVE: sistemas dindamicos; teoria ergddica; medidas invariantes.



Abstract

This master’s thesis is a study of the article Unique ergodicity for horocycle foliations,
by Rufus Bowen and Brian Marcus [BM77]. The objective is to present the construction
of invariant measures of the stable and unstable foliations of basic sets of Axiom A
diffeomorphism. We show that these measures are unique in a certain sense, and for that
we make use of a conjugacy to a symbolic space and a shift dynamics to translate the
problem to something more manageable. The conjugacy exists thanks to the existence of
Markov partitions.

KEYWORDS: dynamical systems; ergodic theory; invariant measures.
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Introducao

Na secao 1, definimos o que é um sistema dindmico tanto no caso continuo como no
discreto, e tanto revertivel como irreversivel. Definimos alguns conceitos basicos como
periodicidade, invariancia e conjugacao.

Na se¢ao 2, discutimos aspectos da categoria de sistemas dinamicos topologicos, sistemas
dinamicos em que existe informagao topoldgica Definimos conceitos analogos aos da
categoria de sistema dindmico, como conjugacao topoldgica, minimalidade e portos nao-
errantes (‘topologicamente periédicos’). Além disso, definimos os conceitos de conjuntos
estavel e instavel.

Na secao 3, discutimos aspectos de medida e probabilisticos de sistemas dindmicos.
Sao brevemente apresentados os conceitos de conjugacao que preserva medida, ergodi-
cidade e sistemas misturadores. Como o foco deste relatério é estudar o artigo [BM77]
especificamente, esses conceitos sao somente definidos.

A secao 4 apresenta um dos principais objetos de estudo deste trabalho, o espago de
simbolos e a dinamica de deslocamento. Esse sistema dinamico é introduzido com detalhes,
e sao apresentados em subsegoes sua estrutura topoldgica, métrica e de medida. A ultima
subsegao reproduz um teorema enunciado e um lema demonstrado em [BM77].

Na secao seguinte, 5, o outro objeto principal de estudo é apresentado, os difeomorfismos
axioma A, através da linguagem da dindmica hiperbodlica. Os principais conceitos sao o de
um conjunto hiperbdlico — e, a partir dele, de difeomorfismos axioma A e Anosov —, o de
particdo de Markov, que nos permite construir uma conjugacao com o espaco de simbolos,
e o de variedades estavel e instavel.

As variedade estavel e instavel nesse contexto formam uma folheagao da variedade
estavel /instével de cada peca basica. O conceito de folheagao é apresentado na segao 6, e
reproduz-se a demonstracao de que essas variedades sao folheagoes, achada em [BM77]. A
secao seguinte apresenta os conceitos de medida invariante por folheacoes e de unicidade
ergddica, que sao o principal foco de [BM77] e também deste relatério. A definigdo de
medida invariante é muito dificil de trabalhar, e portanto alguns lemas que permitem
construi-las sdo reproduzidos. Finalmente, na subsecao final, reproduzem-se os teoremas e
lemas de [BM77] que levam a e unicidade ergédica. De fato, a medida unicamente ergédica

nao é construida, somente mostra-se sua unicidade.
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1 Sistemas Dinamicos

O conjunto dos ntimeros inteiros serd denotado Z e o conjunto dos nimeros naturais, ou
inteiros positivos incluindo o 0, serd denotado Z* (ou N). O conjunto dos niimeros reais
serd denotado R e o conjunto dos niimeros reais positivos, incluindo o 0, serd denotado

Rt.

1.1 Sistemas DinAmicos, Orbitas e Periodicidade
Definigao 1.1. Um sistema dindmico é uma dupla 8 = (X, f) em que
1. X é um conjunto, o espaco de estados do sistema;

2. [+ T ~ X é uma acdo de monoides em X, a dinamica do sistema, e T é um
monoide, o espago temporal do sistema, que pode ser' (ZT,+,0), (R*, +,0), (Z,+,0)
ou (R, +,0).

Um sistema dinamico é
(a) revertivel se T' é um grupo, ou seja, se T' = (Z,+,0) ou T' = (R, +,0);
irreversivel caso contrario, ou seja, se T = (Z*,+,0) ou T = (R, +,0).
(b) discreto se T = (Z*,+,0) ou T = (Z,+,0);
continuo se T = (R*,4,0) ou T = (R, +,0).
Estudaremos principalmente sistemas dinamicos discretos, ou seja, sistemas cujo
espaco temporal é Z ou Z. Nesse caso, identificamos a dindmica f: T ~ X com a funcao

fli X — X, j4 que todas funcoes da acao podem ser representadas como composicoes

de f1, e também de (f1)~! caso o sistema seja revertivel.

Definigéo 1.2 (Iterados, Orbitas e Periodicidade). Seja 8§ = (X, f) um sistema dinamico.
1. O t-ésimo iterado de um ponto x € X, para t € T, é o ponto f*(x);
2. A orbita de um ponto x € X é o conjunto

O(x) == {(x) [t T},

'Pode-se se considerar a acio de monoides/grupos mais gerais, mas ndo abordaremos esses casos aqui.
O grupo considerado pode ou nao ter uma relagdo de ordem, e nesse caso o que sera discutido aqui sobre
tempo positivo e negativo ndo procedera.
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a Orbita de z sob a agdo de f; a (semi)drbita positiva de x é o conjunto O (z) :=

{fYx) |t € TT} (em que T" é o monoide positivo associado a Z ou R);

3. Um ponto periddico é um ponto z € X que satisfaz, para algum t € T, f'(z) =z, e
t é um periodo de x; sua 6rbita é uma drbita periddica (ou t-periddica). O conjunto
dos pontos periédicos é denotado? P e o conjunto dos pontos t-periddicos é denotado

P;.

Quando um sistema ¢ irreversivel, cada érbita de um ponto do sistema é igual a sua
(semi)érbita positiva. Se o sistema é revertivel, pode-se definir a (semi)drbita negativa
de & como o conjunto O~ (x) := {f~*(z) | t € T"}, mas ndo faremos uso dessa estrutura

nestas notas.

1.2 Conjuntos Invariantes

Defini¢ao 1.3. Seja 8§ = (X, f) um sistema dindmico. Um conjunto invariante de § é
um conjunto C' C X tal que f/(C') C C para todo t € T. Um conjunto positivamente
invariante de 8 é um conjunto C' C X tal que f*(C) C C para todo t € TF. Um conjunto
negativamente invariante de 8 é um conjunto C' C X tal que f~*(C) C C para todo

teT™.

Para estudar melhor o conceito de conjunto invariante e entender a diferenca entre os

conjuntos positivamente e negativamente invariantes, definimos os seguintes objetos.

Defini¢ao 1.4. Sejam 8§ = (X, f) um sistema dindmico e C' C X. O fecho positivamente

invariante de C' é o conjunto

07(C):= U f1(0),

teT+

o fecho negativamente invariante de C' é o conjunto

0~(C):= U (0

teT+
e o fecho invariante de C' é o conjunto O(C') := 01 (C)U O~ (C).

Primeiro justificamos a nomenclatura de fecho para esses operadores. As propriedades

valem para os trés operadores O, O~ e O.

2Denotam-se P(8) ou P(f) caso se queira ressaltar o sistema ou a dindmica, respectivamente.
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Proposicao 1.1. Seja 8§ = (X, f) um sistema dindmico.

1. Os operadores OF,07,0: p(X) — p(X) sao operadores de fecho que preservam

uniao qualquer;
2. OH(C)E C O+ (Ch).

Demonstracao. 1. Demonstraremos as propriedades somente para o operador O, pois

para os outros as contas sao analogas.
(C C O7(C)) Basta notar que f°(C) = C, portanto C C OF(C).

(OT(OT(C)) = 0F(C)) Basta notar que

07 (07(C)) =07 ( U ft(C))

teT+

seT+ teT+

— U U fs—i-t(c«)

seT+ teT+

= U ()

teT+

= 0%(0).

=y r ( U ft(C))

(CCD = 0O C)CO"(D)) Para todot € T, f1{(C) C fYD), portanto
OF(C) C OF(D).

(0T (D) = 0) Segue de f*(0) = 0 para todo t € T™.

(O (Uier Cs) = Uier O7(C;)) Basta notar que

o (Ua) = U r(Ue)=U U rer-yYorc,

i€l teT+ i€l il teT+ i€l

2. Segue de
X =0F(X) =0 (Cuct) =0rC)uot(ch). |

A proposicao a seguir da um significado mais facil de imaginar para os fechos invariantes.

Proposicao 1.2. Sejam 8§ = (X, f) um sistema dinamico e C' C X.
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1. O conjunto OF(C) é o conjunto das drbitas positivas dos pontos de C':

07(C) = | 07(x);

zeC

2. 0 conjunto O~ (C) € o conjunto dos pontos cujas orbitas positivas passam por C':
0 (C)={re X |07 (@) NC £0};
Demonstracao. 1. Para a primeira igualdade, basta notar que

o) = U ro=U Uif@r=U U{f=}=U 0.

teT+ teT+ zeC zeC teT+ zeC

2. Para a segunda igualdade, basta notar que

ze |J fC)eHeT ze f7Y(C)

teT+

sHeTt ffr)yeC

& 0T (@)NC £ 0.

Agora, relacionamos os fechos invariantes com conjuntos invariantes.
Proposicao 1.3. Sejam 8§ = (X, f) um sistema dinamico e C C X.

1. C é positivamente invariante se, e somente se, OT(C) C C (as drbitas positivas dos

pontos de C estao em C');

2. C ¢é negativamente invariante se, e somente se, O~ (C) C C (os pontos cujas orbitas

positivas passam por C' estio em C');

3. C' ¢é positivamente invariante se, e somente se, ct ¢ negativamente invariante:

ofCycc — o (Y cct

4. O menor conjunto positivamente invariante que contém C é O (C);
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5. O menor conjunto negativamente invariante que contém C é O~ (C).

6. C ¢ invariante se, e somente se, para todot € T, f~4C) = C;

7. Se C ¢ invariante e, para todo t € T™, f' é sobrejetiva, entao f*(C) = C;

8. Se, para todo t € T, f' € injetiva e f*(C) = C, entio C é invariante.
Demonstragdo. 1. Segue diretamente da defini¢ao.

2. Anélogo ao item anterior.

3. Se C é positivamente invariante, entdo para todo t € T* vale f'(C) C C, logo
fHfHC)) € f7HC). Como C C fH(fHC)), segue que C C f~(C). Portanto
FHC)E € ¢t Como f7H(C) = f74(CT), segue que f~*(CY) C CP. Isso significa

que CP ¢ negativamente invariante.

Se C' é negativamente invariante, entdo para todo ¢ € T vale f~/(C) C C, logo
Ct C fHC)E = f74(CY), portanto fH(C) C fH(fH(CP)) C CP. Isso significa que

CC ¢ positivamente invariante.

4. Como OT(OT(C)) = OF(C), ele é positivamente invariante. Para notar que é
o menor, suponhamos que D C X é positivamente invariante e C' C D. Entao

OF(D) C D e OF(C) COM(D), logo OT(C) C D.
5. Analogo ao item anterior.

6. (=) Como C ¢ positivamente invariante, para todo t € T+ vale f/(C') C C, logo
F7HSHC)) C f7YC). Mas para qualquer fungao vale que C' C f(f*(C)), portanto
C C fH(fHC)) C f4C). Como C é negativamente invariante, f~*(C') C C, o que
mostra que f~¢(C) = C.
(<) Como para todo t € T vale f~1(C) = C, segue que C' é negativamente invariante.
Também dessa relacao segue que f'(C) = f{(f~4(C)) e, como fi(f~*(C) C C para
qualquer fungdo, segue que f*(C') C C, portanto C' é positivamente invariante, o que

mostra que ele é invariante.

7. Como, para todo t € Tt f' é sobrejetiva, f'(f~%(C)) = C. Da invariancia negativa
de C, segue que f71(C) C C, portanto f*(f7*(C)) C f4(C). Mas entao C' C f4(C).
Da invaridncia positiva de C, segue que f*(C) C C' e, portanto, f(C) = C.
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8. Como f(C) = C, segue que f~H(C) = f~(f4(C)) e, como f~*(f(C)) = C para
fungao injetiva, segue que f~¢(C) = C, portanto C' é invariante pela proposi¢ao

acima. u

Essa proposi¢ao mostra, basicamente, que invariancia positiva quer dizer que orbitas
nao saem do conjunto e que invariancia negativa quer dizer que orbitas nao entram no
conjunto.

No caso de sistemas dinamicos discretos, pode-se mostrar por inducao que invariancia
positiva e negativa sdo respectivamente equivalentes a exigir que f(C) C C e f~1(C) C C.

Além disso, valem mais algumas propriedades.

Proposicao 1.4. Sejam 8§ = (X, f) um sistema dinamico discreto e C C X.
1. Se f(C) C C, entao C € positivamente invariante;
2. Se f~HC) C C, entdo C é negativamente invariante;

Demonstragao. 1. Mostraremos por indugdo que, para todo t € Z*, f(C) C C. Para
t =0, temos que fO(C) = C C C. Agora seja t € Z} e suponha que f=1(C) C C.
Entao, como f(C) C C,

fHC) = f7Yf(C) C f(O) C O,

2. A mesma demonstraciao vale ao substituir f* por f~.

Definigao 1.5. Sejam 8§ = (X, f) um sistema dindmico e C' C X. Definem-se

e = ) (0 e I(0):= ) SO

teT+ teT+

Proposicao 1.5. Seja 8 = (X, f) um sistema dindmico.

1. O operador I~ : p(X) — p(X) ¢ um operador de interior; se [ ¢ injetiva, o
operador IT: (X)) — §(X) é um operador de interior.

2. Se C' € positivamente invariante, entao It (C) € positivamente invariante.

3. Se C € negativamente invariante, entao 1 (C) € invariante.
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também é.

Demonstracao. 1. Como C é positivamente invariante, para todo t' €T vale que

F(C) € C, logo NE_, f1(C) = £¥(C), o que implica

f* ( N ft(C)) c N e =N o).

teT+ teT+ teT+

2. Como C é negativamente invariante, para todo #' €* vale que f~*(C) C C, logo

N0 /7€) = F7(C), 0 que implica

teT+ teT+ teT+

f ( N ft(C)) =N @0 =N o)

Definicao 1.6. Um conjunto invariante minimo é um conjunto invariante que nao tem

subconjuntos invariantes proprios e nao vazios.

O espago de estados sempre pode ser particionado em partes invariantes, embora o
conjunto dessas partes possa ter qualquer cardinalidade. Para ver que isso ¢ verdade, basta
considerar o conjunto de drbitas {O(z) | z € X'}. Cada érbitas é um conjunto invariante.

Ressaltamos na proposicao a seguir algumas equivaléncias para um conjunto bem

importante na teoria de sistemas dinamicos.

Proposicao 1.6. Sejam S = (X, f) um sistema dinamico discreto e C C X . O limite supe-
rior de {f~(C)}iez+ € o conjunto dos pontos cujas drbitas positivas passam infinitamente

por C':

limsup f(C) = U FC)= ) 0 (FC) ={ze X |07 ()nC| =N}
teZ+ n=0t=n teT+
Demonstragio. O conjunto limsup,.,+ f~*(C) é o conjunto dos pontos que pertencem a
infinitos dos conjuntos f~*(C'), ou seja, os pontos cujas Orbitas intersecionam C' infinitas

vezes. [ |
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1.3 Conjugacao de Sistemas Dinamicos

Definigao 1.7. Sejam 8§; = (X1, f1) e 83 = (Xb, f2) sistemas dindmicos. Uma semi-
conjugagdo (morfismo de sistemas dindmicos) de 8; para 8y é uma funcdo sobrejetiva

¢ : X1 — X, que satisfaz ¢ o fi = fo 0 ¢ (0 diagrama comuta).

X, h X,
¢ o
b

Denota-se ¢ : 8§ — 83. Uma conjugagdo (isomorfismo de sistemas dindmicos) de 8; para

89 é uma semiconjugacao ¢ : 81 — Sy que é invertivel.

Sempre que temos uma fungao sobrejetiva ¢ : X7 — Xs, para todo y € X, existe
z € X tal que y = ¢(x). Assim podemos induzir a dindmica de (X1, fi) em Xs, definindo
fo(y) == o(fi(z)), de modo que a dindmica f; é uma funcao de X, para X, e vale
faod = ¢o fi. Isso faz com que os sistemas (X7, f1) e (Xa, f2) sejam semiconjugados.

A partir das propriedade da conjugacao, vamos deduzir alguns resultados imediatos.
Podemos notar que as fungoes compostas fi" e fy" ainda satisfazem a propriedade
comutativa que f; e fy satisfazem. Isso basicamente diz que em sistemas discretos,

preservar a fungdo f é preservar a agdo da dinamica. Segue a proposicao.

Proposicao 1.7. Sejam (X1, f1) e (Xa, f2) sistemas dinamicos e ¢ : X1 — Xy uma

semiconjugacdo. Entdo, para todo natural n > 1, vale ¢ o fi" = fo" o ¢ (o diagrama

comuta).
Ik
¢ ¢
X Xo

Demonstragcao. Vamos provar a proposicao acima usando indugao. Primeiro, notamos que

a propriedade vale para n = 1 por definicdo. Agora, supondo que valha ¢o f;" ' = f," Tog,
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temos que

o que conclui a indugao. |

Ainda, podemos ver que a semiconjugacao preserva Orbitas periédicas, no sentido em
que, se algum elemento do conjunto inicial tem 6rbita periddica, entdao sua imagem pela

semiconjugacao tera, também, orbita periddica.

Proposicao 1.8 (Semiconjugagao preserva periodicidade da 6rbita.). Sejam (X1, f1) e
(Xa, f2) sistemas dindmicos e ¢ : X1 — Xy uma semiconjugacio. Para todo x € X, se x
¢ um ponto n-periédico, entao ¢(x) é um ponto n-periédico. Ainda, o periodo minimo de

¢(x) divide o periodo minimo de x.

Demonstragio. Seja x € X tal que x = fi"(z). Pela propriedade da semiconjugagao,

Como ¢(z) é n-periddico, segue que seu periodo minimo divide n. [ |

2 Dinamica Topolégica

Definigao 2.1. Um sistema dinamico topoldgico é uma dupla 8§ = (X, f) em que X ¢é

um espago topologico, (X, f) é um sistema dindmico e f é uma agdo continua em X.
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2.1 Conjugacao Topologica

Definigao 2.2. Sejam 81 = (X7, f1) e 82 = (Xy, f2) sistemas dindmicos topolégicos. Uma
semiconjugacao topoldgica (morfismo de sistemas dindmicos topoldgico) de 8; para 8z é
uma semiconjugacao ¢ : 81 — 8o que é uma funcao continua de X; para X5. Denota-se
¢ 81 — 8. Uma conjugacao topoldgica (isomorfismo de sistemas dindmicos topologicos)
de 8¢ para 8, é uma semiconjugacao topoldgica ¢ : 8§ — 82 que é um homeomorfismo

de X, para Xo.

2.2 Transitividade Topolégica e Minimalidade
Proposicao 2.1. Seja 8 = (X, f) um sistema dinamico topoldgico. Sao equivalentes

1. Nao existe particio X = P U P’ cujas partes tém interior vazio e umas delas é

positivamente invariante;
2. Para todos abertos nio vazios A, A’ C X, existe t € Z* tal que f*'(A)N A" # 0,

3. Para todo aberto ndo vazio A C X,

OF(A) = X;

4. Para todo aberto nao vazio A C X,

0-(4) = X.
Essas propriedades sao importantes e recebem o nome de transitividade topolégica.

Definicao 2.3. Um sistema dindmico topologicamente transitivo é um sistema dindmico
topologico 8 = (X, f) tal que, para todos abertos nao vazios A, A’ C X, existe t € Z7" tal
que f{(A)N A" £ 0.

Proposicao 2.2. Seja 8§ = (X, f) um sistema dinamico topoldgico revertivel. Entdo

(X, f) € topologicamente transitivo se, e somente se, (X, f~1) o é.
Demonstragdo. Segue diretamente das ultimas equivaléncias da proposicao anterior. M

Proposicao 2.3. Sejam X wum espago métrico sem pontos isolados ¢ 8 = (X, f) um

sistema dinamico topologico.
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1. Se x € X tem drbita densa, entao, para todo t € Z*, f'(x) também tem;
2. Se existe x € X cuja orbita é densa em X, entdo 8 € topologicamente transitivo.

A propriedade de érbita densa nem sempre é equivalente a transitividade topolégica, e

recebe o nome de transitividade por érbitas.

Definicao 2.4. Um sistema dinamico transitivo por orbitas é um sistema dinamico

topolégico 8 = (X, f) em que existe ponto z € X cuja 6rbita é densa em X.

Em um caso classico, pode-se mostrar que transitividade por érbitas implica transitivi-
dade topoldgica. Esse teorema foi provado por Birkhoff para R?, mas pode ser enunciado

COomo segue.

Proposicao 2.4. Sejam X um espago métrico completo separdvel e 8 = (X, f) um
sistema dinamico topoldgico. Se 8 € topologicamente transitivo, entao é transitivo por

orbitas.

Definicao 2.5. Um sistema dindmico minimo é um sistema dinidmico topoldgico 8 =

(X, f) cujos pontos tém érbita densa em X.

Proposicao 2.5. Seja G um grupo topologico, o« € G e E,: G — G a translagdo a

esquerda por «. Se o sistema (G, E,) € topologicamente transitivo, entdo ele é minimo.

2.3 Pontos Errantes, Conjuntos Limites e Pontos Recorrentes

Definic¢ao 2.6. Seja 8§ = (X, f) um sistema dindmico topolégico. Um ponto errante do

sistema é um ponto p € X para o qual existe vizinhanca V' C X de p satisfazendo

vn lJ ff(v)=0.
tezt
Um ponto nao-errante do sistema é um ponto p € X que nao ¢é errante: para toda

vizinhanga V' C X de p,
vn lJ fi(v)#£0.

tezt
O conjunto dos pontos nao-errantes do sistema 8 é denotado Q(8) (ou 2, ou ainda Q(f),

de acordo com o que for mais relevante ressaltar).



23

Um ponto errante ¢ um ponto para o qual, em alguma vizinhanga, nenhuma semiérbita
positiva da vizinhancga retorna para a vizinhanca, e um nao-errante é um ponto para o qual,
em toda vizinhanca, alguma semiorbita positiva da vizinhancga retorna para a vizinhanca.

Essa propriedade é, de certa forma, um tipo de periodicidade topoldgica. Por isso,

pode-se esperar que pontos periddicos sejam nao-errantes.

Proposicao 2.6. Seja 8 = (X, f) um sistema dinamico topologico. Todo ponto periédico

do sistema € nao-errante:

P(f) € Q(f).
Demonstragio. Seja p € X um ponto t-periédico. Para toda vizinhanca de V' de p, segue
que VN fY(V) # 0, pois p = f(p) € f4(V), logo p é nao-errante. [

Proposigao 2.7. Seja 8 = (X, f) um sistema dinamico topoldgico.

1. O conjunto dos pontos nao-errantes 2 € fechado;

2. O conjunto dos pontos nao-errantes §) é positivamente invariante (f(Q) C Q);

3. Se 8 € revertivel, Q(f~1) = Q(f) e Q é invariante (f~1(2) = Q).

Demonstracao. 1. O conjunto de pontos errantes é aberto, pois se p é um ponto nao-

errante, existe vizinhanca V' de p tal que

vn Yy f(v)=o,

tezt

logo todo ¢ € V° também é nao-errante. Isso implica que o complementar desse

conjunto, o conjunto €2, é fechado.

2. Sejam p € Q. Para toda vizinhanca V de f(p), V' := f~}(V) é vizinhanga de p.

Como p é nao-errante, existe t € ZF tal que V' N f1(V') # (). Disso segue que
O fV' O (V) CFV)NFV)) = FV) NPV SVn V),

portanto f(p) é nao-errante, o que mostra que f(€2) C €.

3. Seja p € Q(f). Para toda vizinhanca V' de p, existe t € Z} tal que V .N f1{(V) # (.

Assim, segue da injetividade de f(usada na segunda contengao) que

0# (S V)INV) S AVYN V) SVn V),
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logo p € Q(f~1). A contencio contraria segue ao trocar os papéis de f e f~!, portanto
Q(f1) = Q(f). Dessa igualdade, tem-se do item 1 que f(Q2) C Qe f~1(Q) C Q.

Usando essa segunda contencao, segue da sobrejetividade de f que

Q=f(f1(Q) < £,

portanto Q = f(€2), e conclui-se da injetividade de f que 2 é invariante. [ |

Definigao 2.7. Sejam 8 = (X, f) um sistema dinamico topolégico e p € X. O conjunto

limite positivo® de p é o conjunto de pontos limites? de O (p), dado por

Li(p):= () {f'(p) [t >t}

tezZ+
Se 8 é revertivel, entdo o conjunto limite negativo® de p é o conjunto Ly (p) == L]f,l(p).

O conjunto limite positivo do sistema é o conjunto

L(f) == U Li(p).

peX

o conjunto limite negativo ¢ o conjunto L™(f) := LT(f™!) e o conjunto limite é o conjunto
L(f) :==L7(f) UL (f).

Ou seja, os pontos de L (p) sdo aqueles que sao limites de (f™(p))nen para alguma

sequéncia (t,)nen € (Z1)N que tende ao infinito.
Proposicao 2.8. Sejam 8 = (X, f) um sistema dindmico topoldgico e p € X. Entao
1. O conjunto limite positivo L' (p) é ndao-vazio, fechado e positivamente invariante

Proposicao 2.9. Seja 8§ = (X, f) um sistema dinamico topologico. Todo ponto periédico

do sistema ¢ um ponto limite e todo ponto limite é um ponto nao-errante:

P(f) € L{f) € Q(f).

3Chamado comumente de w-limite e denotado w(p).
40 conjunto de pontos limites de um conjunto é as vezes chamado de o derivado do conjunto.
®Chamado comumente de a-limite e denotado a¢(p).
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Demonstracao. Para a primeira inclusao, seja p € X um ponto periédico. Entao existe
t € Z* tal que f'(p) = p. Tomando a sequéncia (nt),en, segue que f™(p) = p, logo
f™(p) = p, o que mostra que p € L(f).

Agora, seja ¢ € L(f). Consideraremos o caso em que ¢ € LT(f). Existe p € X tal
que q € L}r(p). Assim, para toda vizinhanca V de ¢, existem ¢, € Z*, t' > t, tais que
ftp) € Ve f'(p) € V. Como f't(fi(p)) = ft(p), isso implica que

VN V) £0,

logo q € Q(f). [ |
Proposicao 2.10. Seja 8 = (X, f) um sistema dinamico topolégico.

1. O conjunto dos pontos limite L(f) é fechado;

2. O conjunto dos pontos limite L é positivamente invariante (f(L) C L);

3. Se 8 ¢é revertivel, L é invariante (f~'(L) =L).

Definicao 2.8. Seja 8§ = (X, f) um sistema dindmico topologico. Um ponto (positiva-
mente) recorrente é um ponto p € X tal que p € L*(p). O conjunto dos pontos recorrentes

do sistema é denotado R(f).

2.4 Conjuntos Estavel e Instavel

Defini¢ao 2.9. Sejam 8 = (X, f) um sistema dindmico topoldgico e C' € X um conjunto

positivamente invariante. O conjunto estdvel de C' é o conjunto
Wi(C):={peX|f(p)—C, t— o0}

Se o sistema é revertivel, o conjunto instdvel de C' ¢ W; (C) := W, (C). Quando p € X
¢ um ponto fixo, denotam-se W (p) := W/ ({p}) e W; (p) := W; ({p}).

Os superindices ‘4’ e ‘=’ podem gerar certa confusao, pois o indice ‘+’ poderia tanto
indicar que a distancia entre os pontos ¢ e o ponto p aumenta ou que no tempo futuro os
pontos ¢ tendem ao ponto p; problema analogo ocorre para o indice ‘— " Escolhemos aqui
a segunda opg¢ao porque ela segue o padrao que de outras notagoes, em que ‘+’ indica a

evolugdo positiva (futura) do sistema e ‘—’ indica sua evolugao negativa (passada).
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Proposigao 2.11. Sejam 8 = (X, f) um sistema dinamico topolégico e C C X um

conjunto positivamente invariante. Entao W (C) € invariante.

Demonstragio. Seja p € WT(C). Para todo s € T, temos que f'(f*(p)) = f**5(p) —» C
quando t — oo, portanto f*(p) € WT(C'), o que mostra que o conjunto é positivamente
invariante. Para mostrar que é negativamente invariante, basta notar que se ¢ € f~*(p),

entao f*(q) = p, logo f'(q) — C. |

Defini¢ao 2.10. Sejam 8 = (X, f) um sistema dindmico topoldgico, X metrizavel, com

distancia d, e p € X. O conjunto estdvel de p é o conjunto

Wi(p) = {a€ X |d(f'(p). f'(a)) = 0, t = oo}

Se o sistema é revertivel, o conjunto instdvel de p é o conjunto Wy (p) := W (p).

Em geral, denotamos somente W+ (p) e W~ (p). As e-bolas estdvel e instdvel sao
as e-bolas em W (p) e W~ (p) induzidas pela métrica, e sdo denotadas B (p) e BZ (p),

respectivamente.

Definigao 2.11. Sejam 8 = (X, f) um sistema dindmico continuo metrizavel e p € X. O

conjunto estavel fraco de p é o conjunto

Wit(p) == U W/ (fw) = U F (W (p).

teR teR
Se o sistema ¢ revertivel, o conjunto instdvel fraco de p é o conjunto Wy~ (p) = W;F_JE (p).

Em geral, denotamos somente W+ (p) e W~ (p). As e-bolas em WT(p) e W~ (p)
induzidas pela métrica, e sdo denotadas BI " (p) e B-~(p) e chamadas e-bolas estavel e
instavel fracas, respectivamente. Note que os conjuntos estavel e instavel fracos sdo o fecho

invariante dos conjuntos estavel e instavel.

3 Dinamica com Medida

Definigao 3.1. Um sistema dindmico que preserva medida é uma dupla 8§ = (X, f) em
que X é um espago de medida, (X, f) é um sistema dindmico e f é uma ac¢do que preserva

medida em X.
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Como estudaremos somente o caso discreto, a fungdo f é no caso um morfismo de
medida, uma funcao que preserva a medida do espacgo. Ainda, estudaremos somente espa-
cos de probabilidade. Introduzimos agora nogoes de morfismo de sistemas dindmicos
de probabilidade. Em geral, quando tratamos da teoria da medida, podemos considerar

fungoes que sao iguais a menos de um conjunto de medida nula.

3.1 Conjugacao que Preserva Medida

Definigao 3.2. Sejam 81 = (X7, f1) e 82 = (Xa, f2) sistemas que preservam medida.
Uma semiconjugacao de medida de 81 para 85 é uma semiconjugacao ¢ : C; — Cy que
preserva medida, definida em conjuntos mensuraveis C; € M; e Cy € My que satisfazem
f1(C1) C C1, fo(Cs) C Cy e my(C) = ma(Cy) = 1. Nesse caso, o sistema 8 é um fator do
sistema 8. Uma conjugacio de medida de 8; para 8¢ é uma semiconjugacao de medida

que ¢ uma conjugacao.

X, h X,
¢ o
A

Como comentado anteriormente, podemos considerar ¢ como definida de X; para X,

sem problemas, pois s6 nao esta definida em um conjunto de medida nula.

3.2 FErgodicidade

Nesta secao, introduziremos o conceito de ergodicidade. A definicao de transformacao
em sistemas ergodicos vira seguida de uma proposicao que mostra varias equivaléncias de
propriedades que caracterizam a ergodicidade. Essas equivaléncias sao importantes nao sé
como resultados tedricos interessantes e importantes ferramentas da teoria, mas também
como embasamento intuitivo da ideia de ergodicidade. Relembramos que um conjunto é

quase vazio quando tem medida 0 e quase total quando seu complementar tem medida O.

Definicao 3.3. Um sistema dinamico ergddico é um sistema dindmico que preserva medida

8 = (X, f) tal que todo conjunto mensuravel invariante de 8 é quase vazio ou quase total:



28

para todo M € M tal que f~1(M) =M, m(M) =0 oum(M)=1. A dinAmica f é uma

dinamica ergodica.

3.3 Sistemas Misturadores

Nesta secao consideraremos duas nog¢oes de um sistema misturador: a de misturador e
de fracamente misturador. Um sistema misturador também é conhecido como fortemente
misturador para distingui-lo dos fracamente misturadores. Existem, de fato, outras nogoes
de misturador, que generalizam a ideia de misturador, como misturador de ordem k [EW11],
mas aqui consideraremos apenas essas duas. Antes de introduzir a defini¢ao, vale ressaltar
uma outra definicdo equivalente de sistema ergddico, enunciada abaixo, cuja demonstracao
pode ser achada em [EW11]. Essa classificacdo é uma consequéncia do teorema da média

ergbddica.

Proposicao 3.1. Um sistema 8 = (X, f) € ergddico se, e somente se, para todos M, N €
M,

i
L

m(M 0 f7(N)) = m(M)m(N)

S
-
I
(=)

quando n — 0.

A defini¢do a seguir, de um sistema misturador, destaca a seguinte ideia. Em alguns
sistema, se tomamos dois subconjuntos mensuraveis quaisquer dos espacos, notamos que
sempre ocorre que um deles é independente da n-ésima imagem inversa do outro quando
n é grande. O sentido de independéncia empregado é que, em espagos de probabilidade,
eventos sao pensados como conjuntos mensuraveis e dois eventos E, F' sao independentes
quando m(E N F) = m(E)m(F); ou seja, a probabilidade dos dois ocorrerem é o produto
das probabilidades de cada um deles ocorrer separadamente. Pensando em conjuntos,
e agora considerando uma ideia geométrica que motiva o nome misturador, essa ideia é
equivalente a pensar que os conjuntos, quando iterados, estao muito bem separados no
sistema, misturados, de modo que se fixamos um deles, o primeiro, a medida das imagens
inversas do segundo que estao nesses primeiro conjunto dividida pela medida desse primeiro
é igual a medida do segundo; ou seja, a quantidade do segundo que estd no primeiro é
proporcionalmente igual a quantidade desse segundo no espaco todo. A defini¢ao a seguir

formaliza o que foi aqui explicado.
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Defini¢ao 3.4. Um sistema misturador é um sistema 8 = (X, f) que preserva medida

tal que, para todos M, N € M,
m(M N f7"(N)) = m(M)m(N)

quando n — oo

4 Dinamica Simbdlica

Adotaremos a convencao de que o natural N € N é o conjunto dos naturais menores que
ele, seguindo a construgao de ordinais do Von Neumann. Isso simplificard a notagdo. Assim
temos que N = {0,--- , N — 1}. Nesta se¢do consideraremos duas dindmicas semelhantes,
pois ambas agem em sequéncias, mas diferentes, pois uma considera sequéncias unilaterais

e outra, bilaterais.

4.1 Deslocamento Unilateral

Consideremos o conjunto
. z+
Y= N = {(xi)iGZ+ | Viez+ x; € N}
das sequéncias unilaterais em N simbolos, as fungoes do tipo

x: 7T — N

Definigao 4.1. O deslocamento unilateral® em ¥ F é a funcio

oYt — 9t

(zi)iczt = (Tit1)iezt-

Basicamente, a dindmica desloca cada entrada de uma sequéncia (xg, z1,zg,...) &

esquerda, levando-a para sequéncia (x1, T2, r3, . ..). Claramente essa fun¢ao nao é invertivel,

6Essa dindmica é conhecida como ‘deslocamento de Bernoulli’ em homenagem ao mateméatico suico
Jacob Bernoulli (27/12/1654 — 16/08/1705). https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli_scheme.



30
logo o sistema dindmico formado por ela nao é invertivel. Ressaltamos isso na proposicao
a seguir.

Proposigao 4.1. A dupla (X1,0) é um sistema dindmico discreto irreversivel.

Proposigao 4.2. Seja k € Z*. Uma sequéncia unilateral (x;);ez+ € X € um ponto

k-periddico de (X1,0) se, e somente se, para todo i € Z*1, vale x; = Ty

Demonstragio. Se vale x; = x4 para todo i € ZT, a sequéncia (z;);cz+ claramente serd
k-periddica, pois

Uk((xi)ieZ+) = (Tith)iez+ = (Ti)iez+-

Por outro lado, se (z;);ez+ tiver érbita periddica, valerd o*((z;)iez+) = (%)iez+ para

algum k. Nesse caso, teremos que x; = x4 para todo i € Z*. [ |

Proposigao 4.3. A funcao
p: 2T — T!

Z;
= 3|

1</

(xi)z‘eZJr —

¢ uma semiconjugagio de (X7, 0) para (T, Ey).

Demonstragio. Seja (x;)iez+ € 7. Entao

¢ o o((wi)icz+) = P((Tit1)icz+)
- |z w]

Licz+

1EZT

ez,

i€Z+\{0}

Z;
= |N Z Ni+1]

1€LT

Tit1
=N > N:m]

= Ex 0 ¢((%4)iez+)-

Somamos xy na quarta linha pois é um inteiro, nao altera a classe de equivaléncia. [ |
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Notemos que a funcao ¢ nao é uma conjugacao porque nao é invertivel — existe mais
de uma representagdo N-dria para alguns ntimeros reais em [0, 1], portanto mais de uma
sequéncia em X1 que o representa. No entanto, veremos mais a frente que isso nao serd
problema quando considerarmos sistemas dinadmicos de medida, pois o conjunto desses
pontos probleméaticos terd medida nula e, portanto, a conjugacao podera ser definida. Isso
serd importante pois significa que os dois sistemas sao o mesmo sob a 6tica de sistemas

dindmicos de medida.

4.2 Deslocamento Bilateral

Consideremos o conjunto
Y= Nt = {(z:)icz | Viez xi € N}
das sequéncias bilaterais em N simbolos, as fungoes do tipo

v:Z — N

Nesse contexto, os elementos x € X, quando restritos a X1, sao denotados z7 € X1, e
para x,y € X tais que xy = 1), escrevemos z = y .o para z; = xg para i > 0 e z; = y;

para ¢ < 0.

Definicao 4.2. O deslocamento bilateral (a esquerda) em Y é a fungao

oY — 2

(%3)icz — (Tig1)icz-

O deslocamento bilateral a direita é o~ '.

Proposicao 4.4. A dupla (X,0) é um sistema dindmico discreto revertivel.

4.3 Subdeslocamentos

Os deslocamentos definidos anteriormente sao deslocamentos completos, no sentido de que

todas as sequéncias sao consideradas no sistema. E possivel, porém, selecionar subconjuntos
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dessas sequéncias tal que o deslocamento ainda esta bem definido nelas. Definimos que cada
entrada de uma sequéncia (z;);ez € ¥ tem entradas em {0, ..., N —1}. Esses subconjuntos
sao escolhidos a partir de uma regra que indica qual entrada de uma sequéncia pode ser
seguida de qual outra entra — por exemplo, para N = 9, sequéncias em que uma entrada
4 s6 pode ser seguida de uma entrada 2 ou uma entrada 8. Para ter toda a informacao
necessaria, essas sequéncias sao definidas a partir de uma matriz de adjacéncia, uma matriz

que indica qual entrada pode ser adjacente a qual outra.

Definigao 4.3. Uma matriz de adjacéncia de ordem N é uma matriz A € My (Z) tal que,

para todos (i,7) € N x N, a;; € {0,1}.

A matriz de adjacéncia tem entradas 0 ou 1 de tal forma que a; ; = 0 se uma entrada
com valor 7 da sequéncia nao pode ser seguida de uma entrada com valor j e a; ; = 1 se

uma entrada com valor ¢ da sequéncia pode ser seguida de uma entrada de valor j.
Defini¢ao 4.4. Sejam N € Z* \ {0} e A uma matriz de adjacéncia de ordem N. O
conjunto das sequéncias de > admissiveis por A é o conjunto

Y= {x = (Ti)iez €2 ‘ Viez Quyoiy = 1}-
O conjunto das sequéncias de X7 restritas por A é o conjunto

Xh = {(%‘)ie% ‘ Viez+ Qgp 20y = 1}-

O subdeslocamento bilateral com matriz de adjacéncia A é a fun¢do o|a = oy, € 0
subdeslocamento unilateral com matriz de adjacéncia A é a fungdo o|s = 0]22. Os
sistemas (X4,0(4) e (X4, 0]a) sdo sistemas de deslocamento parcial bilateral e unilateral,

respectivamente’, e a matriz A é a matriz de adjacéncia dos sistemas.

Nesse contexto, para ag---a,1 € [N]|" admissivel e 2T € XT  escrevemos z" =

ag -+ a,_12% quando z; = a; para todo i € [n] e z; = x;_,41 para i > n.

Proposicao 4.5. Sejam N € Z* \ {0} e A uma matriz de adjacéncia de ordem N. A

inclusao v : ¥y — X € uma semiconjugacao do sistema (X a,0|a) para o sistema (X4,0]4).

"Esses sistemas também sao conhecidos como ‘cadeias de Markov’, em homenagem ao matematico russo
Andrei Andreyevich Markov (14/06/1856 — 20/07/1922). https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_
chain.
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Demonstragio. Queremos mostrar que ¢ o |4 = o ot. Seja (x;);ez € Xa. Entdo

voola((i)iez) = v(ola((2i)icz))
= t((is1)iez)
= (Ti+1)iez
= o((%i)iez)
= o (u((i)icz))

= 0 0 ¢((@;)iez)-

O mesmo vale para os sistemas unilaterais. A partir da matriz da matriz de adjacéncia

podemos determinar quantos pontos periédicos de um determinado periodo existem.

Proposigao 4.6. Sejam p € Z \ {0} e (X4,0|a) um sistema de subdeslocamento com

matriz de adjacéncia A. A quantidade de pontos p-periddicos de (X 4,0|4) € tr(AP).

Demonstragio. Sabemos que (x;);ez é p-periédico se, e somente se, para todo i € Z vale

x; = Tiyp. Sendo assim, procuramos os pontos da forma

(...7.fL'i0,Z'i1,...,l'ip_Q,l'p,l,...>

e portanto devemos achar as sequéncias finitas (i, ...,7,—1) € NP tais que a sequéncia de
entradas

i0—>’i1 —>"'ip_2"'ip_1

é uma sequéncia permitida pela matriz de adjacéncia, ou seja, para todo k € [p — 1],

Qi igyr = 1. Isso é equivalente a termos

p—2
>< Wiy i1 = Qigyiz Aiqyig " Qiyy_z.ip o @iy 0,0y 1 = 1>
k=0

pois esse produto é 1 se, e somente se todos os fatores sdo 1. Assim, a quantidade de
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pontos periddicos é a soma de todos esses produtos

p—2
|PP<JA)| = Z >< Qi it

(405 sip—1)ENP k=0

N-1 p—2

= Z Z >< Qi yigg1
10=0 (i1,...,ip—1)ENP~1 k=0
N-1

= Z (Ap)ioﬂ'o = tl"(Ap).

i0=0

4.4 Topologia dos Deslocamentos

Queremos definir uma topologia para os espacos de sequéncias ¥t = NZ" e ¥ = NZ de
modo que os deslocamentos ¢ neles definidos sejam continuos. Para isso, vamos induzir o
espago produto X com a topologia discreta de N, pois essa é uma abordagem bem natural.
A principio, ndo sabemos se isso garantira que o deslocamento o é continuo, mas veremos
que ele de fato serd. Construiremos a seguir a topologia de ¥, mas o caso de X é andlogo.

A topologia discreta em N é a topologia em que todo subconjunto de N é aberto.
Uma base para essa topologia é o conjunto dos conjuntos da forma {k}, com k € N =
{0,...,N — 1}. Essa topologia é o conjunto p(N) A topologia induzida em X é a
topologia produto (também descrita como topologia inicial com respeito as projegoes).

Essa ¢é a topologia puxada pelas proje¢oes na t-ésima entrada m;: X — N |, ou seja,

(U ®).

teEL

Uma sub-base da topologia produto de X sdo os conjuntos
Cik] =m '({k}) ={z €2 | 2, = k}

para cada t € Z e k € N (chamados as vezes de cilindros abertos). Uma base para essa

topologia sao interse¢oes finitas de conjuntos da sub-base, ou seja, conjuntos da forma

Cto,...,tn[koa cee kn] = ﬂ Ctl[kz} = {.T S by ‘ Tty = ]f(), ey Ly, = k’n}
=0
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para cada tg,...,t, € Z e kg, ..., k, € N, chamados de cilindros.

Definigao 4.5. Vamos nos referir aos cilindros Cy, ;. [ko, . .., k| da base como cilindros

bdsicos, ou cilindros, e aos cilindros Cy[k] da sub-base como cilindros geradores.
Estando assim definida a topologia de Y, vamos agora mostrar que ¢ é continua.
Proposigao 4.7. Os sistemas (£7,0) e (£,0) sao sistemas dindmicos topologicos.

Demonstragio. Seja Cilk] um cilindro gerador. Entao

“HCR]) = o m T ({k}) = (meo o) T ({R}) = meoa T ({K}) = Calk],

que ¢é aberto pois é um cilindro gerador. Isso mostra que o é continua. [ |

Essa demonstracao deixa claro, em particular, que
O-ia(Cto,...,tn {kOJ ) kn]) = Ctofa,...,tnfa[k07 ceey kn]

4.5 Distancia no Espacos de Simbolos

Uma distancia pode ser definida em X% e ¥ de modo a gerar a mesma topologia definida

na se¢ao anterior. Com essa distancia, esses espacos sao compactos.

Definicao 4.6. A distancia em ¥ é a fungao

d: ¥ x ¥ —[0,00]

|z — x|
Z alil -

4.6 Medida dos Deslocamentos

Definimos nos conjuntos X* = N Z* ¢ 3 = N% uma topologia, a topologia produto, de
modo que os sistemas (X7, 0) e (X, 0) se tornaram sistemas dinamicos topolégicos. Temos
agora dois modos de definir uma o-algebra nesses conjuntos. A primeira é definirmos
uma o-algebra de conjuntos mensurdveis em X1 ou ¥ da mesma forma que definimos
sua topologia, usando a o-algebra discreta em N, que é gerada pelos conjuntos da forma
{k} com k € N, e tomando a o-dlgebra produto. A segunda maneira é consideramos

a o-algebra gerada pela topologia de X" ou X, a o-dlgebra topoldgica ou o-algebra de
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Borel. Esse dois métodos, a principio, nao sdo equivalentes, pois ser gerado pelos cilindros
geradores ¢ ser uma uniao qualquer de intersecoes finitas de cilindros geradores, enquanto
que conjuntos mesuraveis gerados pelos cilindros geradores nao sdo unides quaisquer e
sua forma é mais delicada de se descrever. Nao discutiremos por ora mais detalhes sobre
essa o-algebras, mas o que podemos dizer é que a o-dlgebra produto estd contida na
o-algebra topologica. Adotaremos, no momento, a primeira construcdo, pois estudaremos
somente a estrutura mensuravel desses sistemas a principio. Como anteriormente, a seguir
consideraremos o conjunto X, mas a construgao é analoga para .

Para definirmos uma probabilidade no conjunto ¥ com a o-algebra produto, conside-
ramos antes um vetor de probabilidade p = (pg, -+ ,py_1) € AV~1 (ou seja, p; € [0,1] e
>ien Pi = 1), e definimos a medida m, na o-dlgebra de N como m({k}) := py para todo
k € N. Essa medida é uma probabilidade em N. A partir dessa probabilidade, definimos
uma probabilidade em > como a medida produto, que ¢ dada da seguinte forma. Para

cada cilindro Cy, . +,[ko, - - -, kn], definimos

(Croranlhi - Knl) = mp({ko}) -+ - mp({n}) = Pro - i, = ><p

A partir dessa defini¢do, a medida produto estd definida para todo conjunto mensuravel

do jeito candnico.
Proposigao 4.8. Os sistemas (X7,0) e (X,0) sao sistemas dindmicos de medida.

Demonstragcio. Vamos mostrar que a fun¢do o preserva medida. Primeiro, notemos que

ela é mensuravel. Seja Ci[k] um cilindro gerador. Entao

o (Cilk]) = o~ (m ({k}) = (e 0 0) T ({k}) = moy ™ ({k}) = Cia[K],

que é mensuravel pois Cy_1[k] é um cilindro gerador. Isso mostra que o é mensurdvel.

Agora, notemos que m preserva medida. Seja Cy, 4, [ko, ..., k,] um cilindro. Entao

portanto m preserva medida. [ |
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4.7 Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius

Nesta subsecao, enunciamos um importante teorema, o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius,
e reproduzimos o enunciado e demonstragao de um lema de [BM77].

Seja A uma matriz de adjacéncia de ordem N. A partir de agora, denotaremos 4 e
¥ simplesmente como ¥ e X7, respectivamente. Quando escrevemos A™ > 0, queremos
dizer que todas entradas de A™ sao estritamente positivas.

O conjunto F4 denotara a familia de func¢des continuas p: > — R para as quais
existem ¢ € |0,00[ e a € ]0, 1| tais que, para todos z,y € ¥ tais que x; = y; para todos
i €[—n,n],

n

p(x) = e(y)] < ca™
Note que essas fungoes sao, de certa maneira, fungoes Holder: entendendo 2" como uma

distancia d (z,y) no espago de simbolos, temos

logy

lp(z) — p(y)| < ca” =cd(z,y)

O conjunto F} C F4 é entendido como definido para XT com g(z) = o(z™).

Teorema 4.9 (Ruelle-Perron-Frobenius). Seja A uma matriz de adjacéncia de ordem N

tal que, para algum m € N, A™ > 0. Para todo ¢ € F}. Defina

L:E(ET) — E(2T)
g— ZLg: X7 — R

zt— > e?Wg(y™).

yteo H{zt}

Existem \ € )0, 00|, fungdo positiva h € € (XT)t e medida de probabilidade v sobre X

nao nula em abertos tais que
Zh = \h, v = Ay, v(h) =1

e, para toda g € €(X7),

A medida p = hrv é uma medida de probabilidade sobre ¥ e é o-invariante, porque

@ define uma probabilidade o-invariante i sobre ¥. Em [Bow74], mostra-se que fi é
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misturadora (e Bernoulli).

Lema 4.10. Sejam M C X1 mensurdvel tal que o™|y € injetiva, e g € € (XT). Entdio

v [ gav = [ o g7

em que Snp(2") i= Yyep (0" (21)) e 07" € a inversa de o™: M — o™ (M).

Demonstragao. Por inducao, segue que

Loty = 3 S g(yt),

yteo ot}

Entao

0, zt ¢ o™(M)
LM gly)(ah) =
3w g(yt), xt =a"(yh), yt € M.

Segue do teorema 4.9 que

O caso em que = 0 é de maior interesse neste trabalho. Seja V' o subespago
N-dimensional de fungoes g € €' (XT) tais que g(z*) = ¢g(y*) para xy = yo. Entdo
ZL(V) CV eentao h € V. Esse é um caso classico do teorema de Perron-Frobenius
(que segue de assumir que p(z") depende somente de g e 7). Defina p, := h(z™)
para xg = a e ¢, ‘= v({zt € X1 | g = a}). Para toda sequéncia admissivel aqg---a, e

M:{:ﬁez#

Viejon)Ti = ai}, segue do lema que (¢ =0, g =1)
AN'v(M) =v(c"(M)) = qa,,

logo

PapYa
M:/hd:#. 1
p() = [ hay = P 0
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5 Dinamica Hiperbdlica

5.1 Estrutura Hiperbdlica

Definicao 5.1. Um sistema dindmico diferencial é uma dupla 8 = (X, f) em que X é

uma variedade diferencial, (X, f) é um sistema dindmico e f é uma agao diferencial em X.

Defini¢ao 5.2. Seja 8§ = (X, f) um sistema dindmico diferencial discreto e revertivel

em que X é uma variedade diferencial compacta, conexa e métrica®. Um conjunto

(uniformemente) hiperbélico de 8§ é um conjunto invariante H C X para o qual existem
constantes reais ¢ € ]0,4o00[, A € |0,1] e uma decomposi¢ao de TX |y em subfibrados
vetoriais ET e E~, isto é,

TX|y = E* + E,

invariantes por D f, isto é, para todo p € X,
Df|p<E+’_|p> = E+’_|f(P)7
tais que, para todo p € H, todo t € Z* e todos vt € E*|,, v~ € E~|,,

s < exfor] e D] < ex o]

Os fibrados vetoriais E* e E~ sdo os fibrados tangentes estdvel e instdvel’® de X,
respectivamente, e, para todo p € H, os espagos Et|, e E~|, sdo os espagos estdvel e

instavel tangentes a p, respectivamente.

Pode-se escolher uma métrica em que ¢ = 1.

5.2 Axioma A e Anosov

Definigao 5.3. Um sistema dindmico Azioma A é um sistema dindmico diferencial discreto

e revertivel 8 = (X, f) tal que

8Tem métrica riemanniana.

9A notagdo D f! ndo é ambigua, pois D(f*) = (Df)’.

100s superindices podem novamente gerar confusdo. A mesma definicdo para os conjuntos estével e
instavel é usada.
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1. P(f) = Q(f); isto é, o conjunto dos pontos peridédicos de f é denso no conjunto dos

pontos nao-errantes;
2. Q(f) é um conjunto hiperbdlico.

Teorema 5.1 (Decomposigao Espectral de Smale). Seja 8 = (X, f) um sistema dindmico
Axioma A. O conjunto nao-errante €2 pode ser particionado em uma quantidade finita n

de conjuntos compactos (£2;);en topologicamente transitivos:

=) Q.
1€[n]
Para cada i € [n], §; pode ser particionado em m; conjuntos compactos (£ ;) jeim, tais
que f(€;;) = Q41 (com j+ 1 interpretado mod m;) e Q; ; topologicamente misturador

com respeito a [,
Os conjuntos €2; sao chamados de pecas basicas.

Definicao 5.4. Um sistema dinamico de Anosov é um sistema dindmico diferencial discreto

e revertivel 8§ = (X, f) em que X é hiperbdlico.

5.3 Particao de Markov

Essa subsegao é baseada no artigo [BM77]. Descrevemos o que é e em que caso se
aplica uma particao de Markov. Essas partigoes sao importantes para se construir uma
semiconjugacao entre pecas basicas de difeomorfismos axioma A e sub-deslocamentos, o
que nos permitira resolver os problemas complexos que emergem para difeomorfismos
desse tipo passando-os para o espaco de simbolos.

Para uma pega basica 2, de um difeomorfismo axioma A, podemos achar uma cobertura
finita de €2, por conjuntos fechados que se intersecionam somente em suas fronteiras.
Essa cobertura é uma particio de Markov. Como a cobertura ¢é finita, seja N € N
sua cardinalidade. Entao escolhemos uma bijecao desse conjunto com N e a partir de
agora o tratamos como [N] ={0,..., N — 1}. Podem-se definir uma matriz de transigao
A: [N]x[N] — {0, 1} e uma sobrejecao continua 7: ¥ — € tal que 7 é uma conjugagao
e {m(2)} = Niez ["(x;). Garantindo que f|q, seja topologicamente misturadora (para

abertos nao vazios U,V C Qy, f"(U) NV # () para todos n suficientemente grandes),
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tem-se que A™ > 0 para algum m > 0. Essa é uma condigdo necessaria no teorema de

Ruelle-Perron-Frobenius (4.9).

5.4 Variedade Estavel e Instavel

Lembremos que, dados 8 = (X, f) um sistema dindmico metrizével e p € X, o conjunto

estavel de p é o conjunto

Wi(p):={qe X |d(f'p), f'(q) > 0,t — oo}

e, se o sistema ¢ revertivel, o conjunto instdvel de p é o conjunto W (p) := W;Cl(p).
No caso em que X ¢é uma variedade riemanniana e a dinamica é discreta, esses conjuntos
sao subvariedades de X para p €  [HCP69] cuja dimensao é constante em cada pega

basica [HPPS70]. Para dindmica continua isso também ¢ verdade [PS70].
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6 Teorema Principal

6.1 Folheacoes

O conjunto B™ é a n-bola fechada:
B" :={z e R" ||| <1}.

Definicao 6.1. Sejam X uma variedade topoldgica d-dimensional, z € X e F uma
particao de X em subvariedades conexas de X. Um conjunto k-transversal a F em x é

uma vizinhanca compacta K de x (de dim® x(K) =n=d — k) satisfazendo que

1. Existe uma funcdo continua injetiva ¢: K x B" — X tal que ¢(K x B") é uma

vizinhanca!! de z;
2. Para todo y € K, existe folha F' € F tal que ¢(y,0) =y e ¢({y} x B") C F.
Denota-se K M F.

Definicao 6.2. Seja X uma variedade d-dimensional. Uma folheacdo k-dimensional de X
¢ uma particao F de X em subvariedades conexas de X tal que, para todo x € X, existe
uma vizinhanga compacta K de x (d — k)-transversal a F em z. As folhas de F sdo as

partes de F e, para cada x € X, denotamos a folha a que x pertence como F,.

A proposicao a seguir apresenta as folheagoes com que trabalharemos, as folheagoes
estavel e instavel de um conjunto hiperbélico. Reproduzimos aqui a demonstracao de
[BM77]; ela se baseia em resultados anteriores de [HCP69], [HPPS70], [Bow71], [Bow75] e
[Nit71].

Proposicao 6.1. Sejam (M, f) um sistema dindmico azioma A e consideremos o espago
X = W Q) = Upea, W (p) com a topologia induzida. Os conjuntos {W*(x)}ex e

{W=(2)}rex sao folheagoes de X, as folheagoes estavel e instéavel.

Demonstrag¢io. Vamos demonstrar para W, pois o caso para W~ segue de W, = Wi,
Ainda, basta achar transversais para pontos de {2, pois elas sdo transversais em vizinhancas
desses pontos e, como a dinamica leva os pontos de X para (2, as transversais podem ser

puxadas para os outros pontos de X através da dinamica.

1 Aqui aparece a dimensdo n = d — k das subvariedades.
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Seja x € ;e € € ]0,00[ tal que a teoria de variedade estéavel [HCP69] valha. Mostra-
remos que K = B (z) N, é uma transversal em . Da teoria de variedade estavel existe
fungdo continua injetiva p: K X B" — X (n = dim W (z)) tal que o({y} x B") = B (y)
e ¢(y,0) = y. Precisamos saber que a imagem de ¢ é uma vizinhanca de x em X, e para

isso basta mostrar, para algum ¢ € |0, oo[ e alguma vizinhanga U de Q) em M, que
WH(Q)NU C BX ()

(BF (%) = Uyea, B:ﬂ(y)), pois disso segue que da estrutura de produto local [HPPS70]

que, para algum 0 € ]0, oof,
{y e M |d(y,x) <8} N BI,y() C B (K).

Para demonstrar 6.1, primeiro note que em [HPPS70] mostrou-se a existéncia de
um compacto D C W~(Q) \ Q tal que, para toda vizinhanca N de D, o conjunto
BT () UlUnez f™(N) é vizinhanga de € em M. Se D = (), entdo 6.1 vale. Se D # ()
e 6.1 nao vale, entao W+ () N N # () para qualquer vizinhanca N de D. Entéao existe

x € WH(Q) N D e, por definigao de D, x € WH(Q2) N W~ (%) \ Q. Mas isso contradiz

WH( Q) N W () =

que pode ser provado como segue: pelo teorema de decomposicao basta provar que

WH(Q) N W () € Q. Se V é uma vizinhanca de um ponto de W+(€) N W~ (),

entdo do teorema de especificagdo de Bowen [Bow71], [Bow75] podemos assumir que

existem pontos periddicos p, ¢ € {2, na mesma Orbita tais que

WHp) NV £0 e W ()NV #0D.

Um argumento do lema da nuvem [Nit71] termina a demonstragao. [

No caso de um sistema dinamico continuo, as variedades estavel e instavel também
sdo folheagOes, mas as transversais sdo as e-bolas estével e instavel fracas, BT (p) e
B~ (p). As folheagoes estavel e instavel fracas, por sua vez, também sao folheagoes, cujas

5

transversais sao BZ () N Q e B (x) N Q, respectivamente, mas elas ndo admitem medida
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invariante [BM77] como definiremos a seguir.

6.2 Medida Invariante

Definicao 6.3. Sejam X uma variedade d-dimensional e F uma folheacao k-dimensional

de X. Uma medida F-invariante é uma familia {mx }{xtg compacto} tal que

1. Para todo compacto K transversal a F, my é uma medida (positiva) finita sobre a

o-4lgebra topoldgica!? de K;

2. Para todos compactos K, K’ transversais a F e todos A C K, A’ C K’ abertos em
K e K', respectivamente, e todo isomorfismo mensurdvel h: A — A’ que preserva

folhas!® (para todo = € A cuja folha é F, h(z) € F),

’ITLK(A) = mK/(A’);

3. Existe compacto K transversal a F tal que

mK(K) > 0.

Duas medidas F-invariantes {mg }xngy € {m'c }{xng) sdo equivalentes se existe ¢ € |0, oo

tal que, para todo compacto K transversal a F,

my = cmp

Isso basicamente quer dizer que uma medida invariante pela folheagdao é uma familia
nao trivial (condi¢do 3) de medidas definidas nos compactos transversais a folheacao
que sao finitas (condigao 1) e que s@o invariantes por isomorfismos que preservam folhas

(condicao 2).

Definicao 6.4. Uma folheagao unicamente ergodica é uma folheacao que admite somente

uma (classe de equivaléncia de) medida invariante por folheagao.

Essas defini¢oes sao dificeis de trabalhar e parece inviavel construir medidas invariantes

12De Borel.
130s conjuntos A e A’ sdo chamados F-conjugados.
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assim. Alguns lemas de [BM77] ajudam nessa tarefa, reduzindo a casos mais simples as
definicdes e condicoes. Reproduzimo-os abaixo.
Para uma transversal K, seja K* := {r € K | z € (K x B")°}. Entdo K* nao depende

de uma ¢ particular e, por definicdo, K # ().

Lema 6.2. Seja A uma subfamilia de compactos transversais a folheagio F com X =

U{F: | 2 € Ugea K*}. Entao

{mk }kag — {mkfxea

¢ uma bijecio entre medidas F-invariantes e familias de medidas em {K € A} satisfazendo

as condigcoes de medida invariante nesses conjuntos.

Demonstracio. Como a injetividade é direta, pois basta restringir a medida invariante,
devemos mostrar a sobrejetividade. Seja {mg}xes uma dessas familias de medidas.
Queremos definir my para um compacto K M F qualquer. Seja z € K. Entdo xz € T,/
para algum 2/ € K* com K € A. Seja v: [0,1] — J, um caminho continuo com
v(0) = z e y(1) = 2/. Para cada t € [0,1] pode-se achar compacto K; th F tal que
v(t) € K; e homeomorfismo ¢;: Ky x B" — X com v(t) € K. assumimos que Ky contém
uma vizinhanca de z em K e que K; = K. Pela compacidade de [0, 1] podem-se achar

0=ty <---<t,=1e {s;u;} satisfazendo
b < Sip1 < up <tip

tais que 7y [s;, ui] € o ({7(t)} x B™)° (interior relativo a F,). Existem vizinhangas U; e V;
de y(t;) e ¥(ti+1), respectivamente, e homeomorfismo F;: U; — V; tal que Fi(z) € F,. Por
inducéo, temos vizinhancas U de z em Ky e V de 2/ em K e homeomorfismo F: U — V.
com F(z) € F,, e entao homeomorfismo F,: U, — V, com F(z) € F,, em que U, é
vizinhanca de z em K e V, mensurdvel em K. Por compacidade, sejam Ug,,..., U,
cobertura de K e escolha mensurdveis L; C U, com K = Ly U---U L,,. Defina (em que

K; é K* para x;)

mg = Zij_l(ijlFZj(Lj))'
j

E direto conferir que {mg} é uma medida F-invariante. A F-invaridncia garante a definigao

acima de mg e portanto temos uma bijecao. [ |
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Lema 6.3. Sejam K; e Ky compactos transversais a F e my, mg medidas finitas (borelia-

nas) sobre Ky, Ky, respectivamente. Suponha que existe conjunto Ny C K tal que
1. my(Ny) =0;
2. ma(Ugen, Tz N K3) = 0;
3. v € Ky \ Ny implica F, N Ky = {F,(x) | B, > x};

em que {F,: B, — C,}nez+ uma familia contdvel de isomorfismo de medida, B, C Kj,
C,, C Ky. Entdo qualquer isomorfismo mensurdvel T' entre um subconjunto de K; e um

de Ky que preserva folhas (T'(z) € F,) preserva medida.

Demonstragdo. Seja T: A — A’ tal isomorfismo. Definamos
An) ={xr € ANB, |T(z) = F,(z)}

A*(n) = A(m)\ U A(k)

k<m
O conjunto A(n) (e portanto A*(n)) é mensuravel ji que a o-algebra de Borel de K; tem

base contavel {D;} e

Entao, finalmente,

Zml (A*(n) N (K71 \ Ny))
_ng N (K1 \ N)))
_ Zm2 N (K \ M)
= my(T(AN (K1 \ V1))

= mQ(‘A,)?

em que a tltima igualdade vale porque mo(T(A N Ny)) = 0. |
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6.3 O Caso dos Difeomorfismos

Teorema 6.4. Seja (), uma pega basica topologicamente misturadora de um difeomorfismo

Azioma A. As folheacoes estavel e instdvel de )y, sdo unicamente ergodicas.

Antes de demonstrar o teorema, vamos restringi-lo um pouco, ressaltar alguns fatos
e provar alguns lemas. Primeiro, notemos que, como f ¢ um difeomorfismo, podemos
restringir nossa atencao para a folheagao estavel W™, pois Wy = W;ﬁl.

Para todo z € ¥, definimos os conjuntos
Y ={yex|y =27},

Yot ::{yGZ‘er:er}

E;roz{y+ez+‘y0:$0}~

Existe uma bijecao

fi¥e — F

y=a .y —y".
Assim, temos uma sobrejecao

.oyt
Tyt Zxo —)Qk

yr (e yh),

em que w: X — ) é a projecao da particio de Markov tal que too = form e
{m(x)} = Niez f(x;). Disso segue que a imagem de 7, é W~ (7wx,x0) := BZ (7x) N (),
em que (o) indica a parti¢ao de Markov de (. Esse conjunto é uma vizinhanga compacta,
em BZ (mx) Ny, portanto uma transversal da folhea¢ao W.

Agora, pelo teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, obtemos uma medida v, ao tomarmos
¢ = 0. Ruelle and Sullivan [RS75] construiram uma medida W *-invariante no sentido aqui
definido, e sua medida, quando restrita a uma transversal apropriada, é 7’ (v). Assumamos,
portanto, que pu*{ug} é uma medida W -invariante e mostremos que ela é essa medida

de Ruelle-Sullivan.
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Ainda, notemos que se, para todo j > n, y; = z;, entdo y e z sdo positivamente
assintéticos sob o, logo 7(y) € W (7w (z)). Agora, mostraremos em lema que restringe a

forma que uma medida pode ter em 3.

Lema 6.5. Existe uma unica medida m, em X7 para a qual o sequinte é verdade: se

MCXY!, z€X comxy=a erl|y €injetiva, entio
ma(M) = 1 (M),

Demonstragdo. A projecdo m: ¥ — () leva finitos valores para um, isto é, existe n € Z
tal que, para todo x € Q, |7 '(x)] < n. Portanto, para um simbolo a € [N] =
{0,..., N — 1}, o mapa 7,: X — W~ (7x,a) também leva finitos para um. Seja x € X}
Podem-se achar conjuntos mensuraveis disjuntos {C}};cpm) que cobrem X1 com 7/, um

homeomorfismo em cada C; ([Bou66]). Seja M mensuravel em X} ¢
Mz Z pH(ml (M N Cy)).

Vé-se que, se 7’ |y € injetiva, mg, (M) = pt (7. M), e essa propriedade caracteriza mg .
) x ) a,r x ) a,r
Mostremos que essa medida independe de x: para todos z,y € X, m, , = ma,. Sejam
C.}ici conjuntos mensuraveis disjuntos que cobrem X com 7’ e 7/ homeomorfismos
jJi€lr] a x y
em cada C; (basta refinar adequadamente as coberturas que existem para z e y). Para
cada 2zt € XF, temos

m (=) € W, (7).

Logo, para cada M C X7, os conjuntos 7, (MNCj) € W~ (rx,a) e m,(MNC;) € W™ (7y, a)

sao W*-conjugados pelo mapa 7, o 77;_1. Portanto
M (M Zu (M NCy) Zu (M N Cy)) = mgy(M).

Isso mostra que existe definida uma medida m, e, como comentado antes, m,(M) =

pt(ml. M) se wl |y é injetiva. |

Definigao 6.5. Definimos a medida m em X7 por

m = Zma.
a
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Lema 6.6. Suponha que n >0 e que C e D sdo subconjuntos mensurdveis de X% para os

quais o"|¢, o"|p sdo injetivos e " (C) = o™ (D). Entao m(C) = m(D).

Demonstrag¢io. Tome z, € 3,, sendo a € [N] um simbolo, tal que, para todo a’ # a,
W™ (rxg,a) "W (mxy,d') = 0.

Construimos o mapa w: ¥* — W = U, W™ (7z,, a) por w|g+ = m, . A medida p* =
>a ,u+|W7(ma,a) estd definida em W. Considere a bijecao a: C — D definida por
a:= (0"|p)~t 0 06™|¢. Para todo zT € C e todo j > n, temos a(z1); = z;, o que implica
que w(a(z%)) € WH(w(z")). Como w é finita para um, existem conjuntos mensuraveis
disjuntos {C;}ic) que cobrem C' com w|c, € w|ac, homeomorfismos. Entao a bijecao
Bi: w(C;) — w(aC;) definida por fiw(z") = w(az™) satisfaz B;(p) € W (p). Como u't é

W-invariante, temos putw(C;) = ptw(aC;) e
m(C) = m(C) = ¥ it (€)= X it (wlaCh)) = ¥ m(aCy) = m(D).

Por fim, mostramos a unicidade de m. A medida v é a medida do teorema de Ruelle-

Perron-Frobenius para ¢ = 0.
Lema 6.7. m = yv para algum v > 0.

Demonstrag¢io. Para a* = ag---a,_1 € [N]™ uma sequéncia admissivel, consideremos o

cilindro

Cla™] :== Co,..n1lao, + an-1] = {Z+ ext ‘ Viemzi = a,-}.

Pelo lema anterior, para todas sequéncias a*,b* € [N]" admissiveis tais que a,—1 = b,,_1,
m(Cla*]) = m(C[b*]). Sejam m,,(s) := m(C|a*]), para a* € [N]" admissivel com a,,—1 = s
e

wy(r,s) == |{a* € [N]" | a* admissivel com ay =r, a,_1 = s}|.

Para todo b* = by - - - b, temos

C[b*] = U C[bo cee bt_lao s an_l]

a*€[N]radmissivel, ag=b¢



20

e entao, para todo n,

m(Cb']) = Z Wi (br, $)Mini(s).

sSE[N]
Seja = hv e A como no teorema de Ruelle-Perron-Frobenius para ¢ = 0. Entao, da
equagao (1), tem-se

W(Clbo -+ by_rao - - an_1)) ::1§131i317

€ segue que

w(CH N o ™ COs]) = u ( U Clbo -+ br1ag- - an—l])

a*€[N]"admissivel, ag=b¢

o wn(bta S)pbo qs
- Antt—1 ’

entdo igualando as duas expressoes envolvendo w,, (b, s),

n+t—1

m(Cb]) = >

p(CH* N o™ s pa(s).
s€[N] DPbods

Quando n — oo, u(CH*] N o™ 1C[s]) — u(C[b*])u(C[s]), pois p é misturadora, entao

B L N (O] ()
m(C[b ]) B pbO 7’71—)00 562[]:\/'] qS '

Esse limite existe, portanto, e nao depende de b*; Denotando-o v; e reescrevendo a equagao

anterior, temos, para todo b* € [N]"*! admissivel,

p(Cb])

m(c) ="

v = v(Cb*]) -

Como X1 é unido finita de cilindros C[b*], segue que

logo v; nao depende de t. Denotando como ~, segue que, como a o-algebra é gerada pelos

cilindros C'[b*],
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Demonstrag¢io do Teorema 6.4. Seja x € ¥ e definamos os conjuntos

H* = {y" e nf

w, (m )| > 1},

H = {ye Yo

y+ c H*}

H ={yex||r(n)|>1}.

Entao H C H*. Em [Bow70b], mostra-se que fi( H*) = 0, logo u(H") = i(H) = 0 e, como
p~ v, v(H") =0. Segue disso que

p{y € W(ma o) |yt € HY} <m(HY) = yw(HY) =0,

e entao

PJ+|W*(7rr,mo) = /777-;(”|E:{0)'

Da construcao das partigoes de Markov ([Bow70b], [Bow70a]) segue que para cada p € €y,

K, = |J W (rz, z)
zen—1(p)
¢ uma vizinhanga compacta de p em B_ (p) N Q. Mas entdo K, é uma transversal em
p. Isso mostra que qualquer medida W *-invariante é unicamente determinada pelas
transversais K, a menos de uma constante, e pela caracterizagao de medidas invariantes

por familias de transversais, segue a unicidade. [

6.4 O Caso dos Fluxos

Nesta subsecao expomos alguns resultados sobre como estender a construcao para o caso
de fluxos. Nao serd feita a construcao completa, somente alguns lemas principais.

Lembremos que denotamos por F4 o conjunto das fungoes Holder continuas ¢: ¥ — R.
O conjunto F} C F4 é entendido como definido para XT com g(z) = o(z™).

Dada ¢ € F4 positiva, podemos construir o conjunto

{(z,t) |z €t €[0,6x)} CT xR
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e podemos identificar os pontos (z, ¢(x)) do extremo superior da transversal baseada em
x do conjunto com os pontos (o(x),0) do extremo inferior da transversal baseada em o(x),

através da equivaléncia
(x,t) ~ (2, 1) <= 2'=o0o), t'=0,t=¢x).

Fazendo o quociente, obtemos o espago de suspensao da dindmica (X, o).

Para definir o fluxo, primeiro lembremos que definimos!*

Spd(x) = > ¢(a"(z)).

ke[n]

Sendo assim, para todo x € ¥, o conjunto de intervalos

{[Sn—1¢(x)v Sn¢(x) [}neN

¢ uma partigao de [0, oo[. Isso significa que, dados x € 3, s € [0, ¢(z)[ e t € [0, 00|, existe

tinico n € N tal que s +t € {[S,-1¢(), Sp¢(x)[}. Definimos o fluxo g} , nesse ponto por

hs(r,5) = (0"(2), 5+t = Sp10(@)).

Pode-se verificar facilmente que o espaco e o fluxo estao bem definidos.

Defini¢ao 6.6. Sejam N € Z* \ {0}, A uma matriz de adjacéncia de ordem N e ¢ € Fu
positiva.

O espago de suspensdo é o conjunto
A(A, ¢) =t 0) [z € Xt € [0,0(2)[} /(2 ¢(2)) ~ (0(x),0)
O fluxo de suspensao giw nesse espacgo ¢ obtido por
gl gl,5) = (0" (@), 5+ = Sum16(x)),

em que n € N ¢ o natural tal que s+t € {[S,_10(x), Spo(z)[}.

O sistema (A(A, ¢), g% 4) ¢ a suspensdo do sistema (3, 0) e, quando possivel, denotare-

4Entende-se que o somatério para n = 0 é vazio e, portanto, seu resultado é 0.
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mos por simplicidade (A, ¢).

Para uma peca bésica Q;, de um fluxo f* de axioma A, existe uma particao de
Markov ([Bow73]), uma matriz A, uma fungao positiva ¢ € F4 e uma sobrejegido continua,
p: AM(A, ¢) — Qi que conjuga os sistemas: po g’ = f' o p. Além disso, pode-se assumir
([BR75]) que, para algum m € N\ {0}, A™ >0 e que ¢ € F.

Analogamente, define-se AT como o quociente
AT(A, ¢) = {(z, 1) |z € ZF,t €0, ¢(x)[}/(x,¢(x)) ~ (o(2),0)

e g%y 4(x, s) ignorando as coordenadas da esquerda. Dado a € [N], os espagos A, e A} sdo
os espacos das sequéncias  de A e AT, respectivamente, tais que o = a. Ainda, definimos

E, == pA, e, para x € E,,

W~ (z,E,) := BZ~(x) N E,,

)

e entao temos a sobrejecao continua

P;: A;— — qu(p(x>0)>Ea)

(y*,s) — (p(z™y™,9)).

Supondo que temos uma medida W ~-invariante, temos uma medida ™ em cada transversal

W= (z, E,).

Lema 6.8. Existe uma tunica medida m, em A" para a qual o sequinte é verdade: se

M C A, x €A comazg=a ep,|y €injetiva, entio
ma(M) = p*(pl, M).

Demonstragio. A demonstragio desse lema é andloga a do lema 6.5 ao notar que pl, (7, s) €

W*(p, (27, 5)) para 20 = yo = a, ji que ¢ € F4.

Definigao 6.7. Definimos a medida m em A1 por

mi=Y_ mg.
a



54
Lema 6.9. Suponha quet >0 e que C e D sdo subconjuntos mensurdveis de A para os
quais ¢'|c, ¢'|p sao injetivos e g*(C') = ¢g"(D). Entio m(C) = m(D).

Demonstragio. A demonstragao desse lema é andloga a do lema 6.6 ao notar que f{(W(x)) =

WE(f!(x))- u

Para mostrar a unicidade de m como no lema 6.7, precisamos primeiro construir a
medida v* em AT. Para isso, para cada 7 € R, do teorema de Ruelle-Perron-Frobenius 4.9

aplicada ao funcional 7¢ € F}, obtém-se A\, € |0,00[, h, € € (1) " e v,.

Lema 6.10. 1. Para todosn € Zt, 7,7 € R tais que 7' <17 e h € €(X1)T,

on(T=")(inf ) (L)"h < (L)"h < (7= (sup §) (Z)"h.

2. Para todos T,7" € R tais que 7' < T,

eT=TIIEd) N <\ < (T7T )P ) )\

T/

3. Eziste unico T € |—00,0] tal que A, = 1.

Demonstragao. 1. Lembremos que segue indutivamente que

L) = Y S pyh).

yteo " {zt}

Como inf¢ > 0 e 7/ < 7, para todo y*© € T vale que

n(r —7)(inf ¢) < D (1 = 7)d(0"(y")) = Sul(T — )y ™),

keln]

o que implica que

(7 = 7)n(inf ) + Su[7'd)(y™) < Sulrel(y™),

portanto
(7= In(inf §)+Sn 7' ¢l(y ") < eSnlrel(y™)
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e, entdo, para todos h € €(X1)" eyt € I,

en(TfT/) (D%T/>nh(y+) — Z e(TfT/)TL(il’lf ¢)+T/Sn¢(y+)h(y+)

yteo {zt}

Z eTS"¢(y+)h(y+)

yreo{at}

= (Z)"h(y").

IN

A demonstragao é andloga para sup ¢.

. Tomando h = h, no item anterior, temos

e Tt (N yrp = en(r=T) ) (g ynp

S (gT)nhT’ .

Como

AYE )\ / " (3 ()\ /)n
(t—7")(inf ¢) 7’7" ho — n(t—7")(inf ¢) \"' 7 he
¢ ) e o

(ZT)”hT,

>~ ()\T)n VT(hT’)hTy

entao devemos ter

0 que é equivalente a

e(T—T’)(inf ¢)/\T, < )\T‘
A demonstragao é andloga para sup ¢.

. Para isso, notemos alguns fatos. Primeiro, do item anterior segue que A\, é uma
~ , . . ~ AYE

funcao continua e estritamente crescente de 7, pois se 7 < T, entao e(T=m)nf @) ~ 1

logo

PRI D W W
Além disso, \; — 0 quando 7 — —o0, pois do item anterior segue que

pr(inf )y 6(27—7)(inf¢))\T < Xor,

T
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Também temos que A\g > 1, pois como hy > 0, entao

Noho(z7) = Loho(a™) = Y ™ ho(y") = 3 ho(y) > ho(zt).

yreoHat) yreo—Hat)

Assim, segue da continuidade que existe 7 € |—o00,0] tal que A\; = 1 e segue da

monotonicidade que esse 7 é tinico.
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