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RESUMO 

TESE DE DOUTORADO 

Rogerio Mendes Carvalho 

Opc;oes Reais e urn metodo utilizado para a avaliac;ao de projetos. Esta tecnica e originada da area de 

Financ;as. Na sua forma mais comum, a metodologia incorpora o modelo de Black e Scholes para 

representar o valor de urn projeto como urna equac;ao diferencial. Esta tese descreve os principios do 

metodo de fluxo de caixa descontado (FCD) e apresenta como a metodologia de Opc;oes Reais 

incorpora incerteza e flexibilidade gerencial na avaliac;ao. 

Ap6s urna introduc;ao abordando investimentos em multiplos estiigios, sao estudados tres modelos de 

investimentos sequenciais: 1. modelo de investimento irreversivel sob incerteza com valor de projeto 

estociistico, 2. modelo de investimento irreversivel sob incerteza com valor de projeto estociistico e 

considerac;ao de condic;ao de optimalidade, 3. modelo de decisoes de investimento irreversivel com 

valor de projeto e investimento estociisticos, e sujeito a dois tipos de incerteza sobre o custo de 

conclusao (incerteza tecnica sobre a quantidade de tempo, esforc;o, materiais e incerteza econ6mica 

sobre prec;os, quantidades de trabalho e materiais ). 

Esta tese apresenta regras de decisao que calculam o valor de neg6cios, mostra como os tipos de 

incerteza tern efeitos diferentes na decisao de investir e como os mesmos afetam o valor da 

oportunidade de investimento. A magnitude do premio de opc;ao derivado da flexibilidade gerencial 

depende das caracteristicas fundamentais do ativo subjacente que, nesse caso e a estrutura econ6mica 

e financeira da propriedade mineral que serii gerenciada. Nos exemplos estudados, obteve-se premios 

de opc;ao oscilando entre os niveis de 20 a 40%. Pode-se observar a possibilidade de obter valores 

expandidos (incluindo o premio de opc;ao) bern superiores aos val ores mensurados por VPL. As 

dispersoes de valores de opc;ao obtidas a partir dos modelos de investimentos sequenciais revelam 

indices de risco entre 10 e 16%, val ores efetivamente muito superiores ao patamar de 5%, capturado 

pela variac;ao de resultados de VPL. 
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THE JOINED UTILIZATION OF REAL OPTIONS TECHNIQUES AND 

GEOSTATISTICAL SIMULATION: A METHODOLOGY TO INTEGRATE 

GEOLOGICAL MODELS IN THE MINING EVALUATION PROJECTS 

ABSTRACT 

DOCTORAL THESIS 

Rogerio Mendes Carvalho 

Option Pricing is a method used for evaluating projects. This technique comes from the world of 

finance. In its most common form it incorporates Black and Scholes model for spot prices and 

expresses the value of the project as a stochastic differential equation. Starting out from the NPV 

(Net Present Value) method, this thesis shows how Real Options builds uncertainty and managerial 

flexibility into the evaluation methodology. 

After an introduction of multiple stage investments, three models of sequential investments are 

studied: 1. model of irreversible investment under uncertainty with stochastic project value, 2. model 

of irreversible investment under uncertainty with stochastic project value and consideration of 

optimality condition, 3. model of irreversible investment decisions with stochastic project value and 

investment, and subject to two types of uncertainty over the cost of completion (technical uncertainty 

over the amount of time, effort, materials and economical uncertainty over the prices and quantities 

oflabor and materials). 

This thesis derives decision rules that calculate the business value and presents how the different 

types of uncertainty have very different effects on the decision to invest, and how they affect the 

value of the opportunity to invest. The magnitude of the option premium derived from managerial 

flexibility depends on the fundamental characteristics of the underlying asset that, in this case, is the 

economical and financial structure of the mineral property that will be managed. In the examples 

under analysis, it was obtained option premiums varying from 20 to 40%. Those figures show the 

possibility of obtaining expanded values (including the option premium) higher than the values 

measured by NPV. The dispersions of option values obtained from sequential investment models 

reveal risk indexes between 10 and 16%, values indeed higher than the level of 5%, captured by NPV 

variation. 

xxxiii 



INTRODU~AO 

1 A motivac;ao 

0 desenvolvimento da Geoestatistica e de tecnicas de estimativa de reservas minerais forneceu aos 

profissionais de minera9ao a possibilidade de realizar estimativas de reserva de forma precisa. De 

outro !ado, tais tecnicas oferecem a analistas financeiros instrumentos excelentes para avalia9ao 

economica e financeira de depositos minerais e minas. 

A estimativa de recursos ou reservas minerais constitui urn passo fundamental na an{!lise economica 

de projetos. Os prop6sitos das empresas sao a sobrevivencia em urn contexto de industria de 

minera9ao global e competitiva e a mitiga9ao dos riscos inerentes a atividade. 

As novas regras na determina9ao ou defini9ao de reservas minerais nao se limitam a ferramentas para 

planejamento e projetos de mina, mas sao tambem fatores criticos na area financeira e na avalia9ao de 

mercado de empresas de minera9ao. 

Os desafios atuais sao, principalmente, a minimiza9ao de recursos alocados em explorayao, enquanto 

demonstrando mais reservas e a quantifica9ao e otimiza9ao do risco associado com as reservas. 

Estudos conduzidos por Glacken (1996) provaram ganhos 23% superiores em fluxo de caixaquando 

da aplicayao adequada de novas metodologias nas atividades de avalia9ao de reservas e planejamento 

de lavra. 

A maioria das aplicayoes publicadas limitam-se a estudar o valor adicional derivado das op9oes de 

gerenciamento da mina para parar, iniciar ou postergar as atividades de minera9ao. Na realidade, as 

empresas de minera9ao tern a seu dispor urn intervalo muito maior de op9oes. 



Existe urn interesse crescente no uso de Ops;oes Reais para avaliar investimentos sujeitos a incerteza, 

como minas e campos de petr61eo. 

0 desenvolvimento dos estudos apresenta uma conceps;ao de metodologia para integrar modelos 

geo16gicos e tecnicas financeiras de avalias;ao que reconhecem a existencia e efeitos de ciclos de 

pres;o e a habilidade da empresa para responder a mudans;as inesperadas. A contribuis;ao adicional 

fomece subsidios suficientes para influenciar decisoes baseadas em amilises por fluxos de caixas 

tradicionais. 

A finalidade da realizas;ao do projeto de pesquisa pode ser sumarizado como urn instrumento para 

integrar inovas;oes tecno16gicas no campo de avalias;ao de reservas atraves de tecnicas de 

Geoestatistica e metodologias e modelos utilizados na area de Finans;as, visando melhorar o 

conhecimento das minas e depositos minerais e gerar projetos mais rentaveis. 

2 Enunciado do problema 

Os metodos atuais de avalias;ao economico-fmanceira sao estaticos e nao levam em consideras;ao 

atuas;oes gerenciais e evolus;oes tecno16gicas. 

3 Objetivos 

3.1 Objetivo Geral 

0 objetivo geral do projeto de pesquisa e o estabelecimento de uma metodologia, conjunto de 

procedimentos e interfaces, visando a geras;ao de mode los geo16gicos por Simulas;ao Geoestatistica e 

a integras;ao de incertezas geol6gicas e incertezas economico-financeiras. 
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3.1 Objetivos especfficos 

Como objetivos especificos tern-se a discussao das potencialidades do uso de Sirnulavao 

Geoestatistica e sua utili dade como base ou fonte de informa<;ao para analise financeira eo estudo de 

evolu<;5es nos rnodelos de Op<;5es Reais, visando a avalia<;ao de minas ou campos de petr6leo e 

levando ern considera<;:ao aspectos tecnicos e praticos inerentes as Ciencias da Terra. 

Como a rnetodologia basica subjacente as tecnicas de Op<;:5es Reais e baseada ern processos 

estocasticos de pre<;os e equa<;:5es diferenciais parciais, ambos familiares a geoestatisticos, e ern 

fun<;:ao de que a heterogeneidade espacial dos recursos ou reservas nao e considerada nos rnodelos 

atuais, tern-se urn vasto campo de pesquisa para a evolu<;ao das tecnicas propostas. 

3.2 Areas da Ciencia envolvidas e interfaces entre as disciplinas de 

Avalia<;ao de Reservas e Finan<;as 

0 termo Precifica<;:ao de Op<;5es ( OptionPricing) 
1 
refere-se a urn rnetodo para avaliar op<;:5es e outros 

derivativos. E urna rnetodologia quase universalrnente aceita no rnundo das Finan<;as. Na sua forma 

usual, que e devida a Black e Scholes (1973), o rnodelo proposto por Brennan e Schwartz (1985) 

apresenta lirnita<;:5es e as unicas op<;5es consideradas sao de natureza parar I reiniciar a opera<;ao. De 

fato, os responsaveis pel as tornadas de decisao tern acesso a urn nurnero rnuito rnaior de op<;5es tais 

como variar o teor de corte ern resposta a tendencias percebidas a Iongo prazo. 

A Precifica<;ao de Op<;:5es tern se tornado mais acessivel a usuarios nos ultirnos anos e tern sido 

rnotivo de estudos de casos. Como exemplo pode-se citar a utiliza<;:ao desta metodologia pela 

ernpresa sul-afiicana JCI- Johannesburg Consolidated Investments para avaliar suas reservas de ouro 

a grandes profundidades. Essas aplica<;5es vern confirmar que a Precifica<;ao de Op<;5es e urna 

rnetodologia prornissora para avaliar projetos de rninera<;ao e reservat6rios de petr6leo. 

1 0 tenno original em Ingles (Option Pricing), bern como a tradus:ao literal Precificas:ao de Op9iles, sao utilizados 

rotineiramente e de forma equivalente. Assim, optou-se por utilizar o nome em Portugues ao Iongo deste texto. 
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Esta tese contempla a cria<;ao de urn conjunto de procedimentos e interfaces que permitem criar e 

analisar mode los geol6gicos definidos por Simulas:ao Geoestatistica. Desta forma, do is importantes 

fatores que degeneram as curvas de tonelagem x teor, o efeito de suporte e o efeito de informas:ao 

estarao sendo tratados sob a 6tica da Geoestatistica. Tais informas:oes servirao de base para o modelo 

de Precifica<;ao de Op<;5es que deveni incorporar inovas:oes no senti do de possibilitar a considera<;ao 

de depositos nao homogeneos e de reservas nao exatamente conhecidas. Esses ultimos aspectos 

constituem limitayoes na metodologia de Brennan e Schwartz, e seu tratamento conjugado com 

tecnicas de Simula<;ao Geoestatistica constituem o ponto principal da pesquisa. 

0 trabalho de pesquisa discute os objetivos e pontos principais da avalia<;ao de urn projeto, metodos 

de avalia<;ao e os tipos de respostas dos investidores ao interpretar os resultados de avalia<;ao. Sao 

descritos os procedimentos requeridos para avaliar urn projeto, bern como os erros potenciais que 

analistas podem cometer em cada estagio crucial da investiga<;ao. 

De forma geral, modelos mais sofisticados dao melhores resultados de avalia<;ao que modelos 

simplistas. Mode los complexos fomecem estimativas mais precisas do valor real das oportunidades 

de investimento sob determinadas condi<;5es. Adicionalmente, modelos complexos tambem permitem 

urn melhor conhecimento da intera<;ao de fatores complexos que determinam a viabilidade do projeto 

e dao aos investidores mais informa<;oes, sobre as quais as decisoes serao baseadas. 

0 desenvolvimento de uma metodologia conjugada de tecnicas de Op<;oes Reais com Simula<;ao 

Geoestatistica visa fomecer urna metodologia para melhoramentos na precisao dos resultados de 

avalia<;ao. 

4 Formula9ao das hip6teses 

Se o Modelo de Brennan e Schwartz (1985) e valido para taxas de juros constantes, custos 

conhecidos, minerio perfeitamente homogeneo e quantidades de minerio conhecidas, entao pode-se 

extrapolar conceitos para estimativas de custos passiveis de varias:oes, corpos de minerio 
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heterogeneos e quantidades de minerio dependentes de pari'unetros geol6gicos, economicos e 

tecnol6gicos, os quais nao sao estaticos. 

5 Organizar;ao da tese e metodologia 

Durante os ultimos anos a simula9ao estocastica de depositos minerais tern sido urn t6pico de rapido 

desenvolvimento nas pesquisas. 0 Capitulo 1 descreve a utilidade da Simula9ao Geoestatistica e 

introduz os conceitos de op9oes financeiras e precifica9ao de op9oes. 

A abordagem de op9oes para a decisao de investir e os conceitos de irreversibilidade e incerteza sao 

tratados no Capitulo 2, assim como a formula9ao matematica de modelo para investimentos em urn, 

dois ou em multiplos estagios. Uma serie de exemplos numericos e processada a partir de rotinas 

computacionais desenvolvidas em MATLAB® 2• Os graficos apresentados ilustram a correlayao entre 

valores de projetos, valores de op9oes e pre9os para diversos cenarios financeiros. Adicionalmente, 

os conceitos de op9oes imbricadas e o diagrama de espa9o de op9oes sao tratados. 

0 Capitulo 3 apresenta a conceitua9ao de mode los de investimentos sequenciais em Op9oes Reais e 

tres aplica9oes praticas sao introduzidas. Valores de projetos obtidos por metodo convencional, 

premios de op9ao e indices de risco sao quantificados e comparados para cenarios economico­

financeiros diferentes. As aplica9oes foram estruturadas explorando-se a utiliza9ao dos seguintes 

modelos: 

modelo para valor do projeto estocastico e investimento deterministico, 

modelo para valor do projeto estocastico e investimento deterministico com incorpora9ao de 

condi9ao de optimalidade, 

modelo para investimentos de custos incertos (valor do projeto estocastico e investimento 

estocatico ). 

2 MATLAB® The Language of Technical Computing, Release 12.1, Copyright 1984-2001 The Mathworks, Inc. 
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Para a avalia9ao dos modelos de investimentos sequenciais como urn metodo de avalia9ao, 

considerou-se urn con junto de dados reais de urna mina de minerio de ferro. 0 processo e conduzido 

seguindo as seguintes etapas: 

organiza9ao das bases de dados, 

analises estatisticas e geoestatisticas, 

simula9ao geoestatistica para produzir diversas realizayoes possiveis (modelos) do deposito 

mineral utilizando-se o software ISA TIS® 3, 

projetos de mina e sequenciarnentos das opera9oes para cada urn dos modelos gerados por 

simula9ao, 

valora9ao dos projetos com seus respectivos hist6ricos de investimentos atraves dos mode los de 

investimentos sequenciais. As analises, interpreta9oes e ilustra<;oes forarn conduzidas atraves de 

implementa<;oes de rotinas em MATLAB® que sao parte integrante dos desenvolvimentos desta 

tese. 

Os parametres necessaries para o processarnento dos tres modelos sao exemplificados nas figuras 

abaixo (na sequencia dos modelos apresentados) e sao descritos detalhadarnente no Capitulo 3. 

3 
!SA TIS® [Bleiner eta!. (2000)] e urn software de Geoestatistica desenvolvido pela Ecole des Mines de Paris e 

Geovariances (Franva) e distribuido pela Geovariances. 

6 



As aplica9oes desses modelos, discutidas nesse capitulo, pertencem a industria de minera9ao. 

Entretanto, os metodos propostos sao genericos e podem ser aplicados para qualquer setor de 

neg6cio. 

0 Capitulo 4 descreve as questoes referentes a estrategias de Op9oes Reais em projetos. A teoria das 

op9oes financeiras fomece urn metodo que pode lidar com projetos com niveis de risco variaveis e 

contingencias. Este capitulo apresenta urn hist6rico das aplicayoes dos metodos de Op9oes Reais e as 

evolu9oes propostas por diversos autores. 

Em todos os capitulos deste trabalho, admite-se que o leitor esteja familiarizado com a avalia9ao 

economica de projetos de minera9ao. 
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CAPITULO 1 

1 CONSIDERA<;OES SOBRE SIMULA<;AO E PRECIFICA<;AO DE 

OP<;OES 

1.1 Breves consideragoes sobre Simulagao Geoestatistica 

0 atual ambiente competitivo de neg6cios requer pensamentos inovadores e atitudes dinfunicas das 

empresas e dos profissionais. 

Em minerac;:ao, urn importante elemento para alcanc;:ar a realizac;:ao com sucesso dos projetos e 

garantir que as tomadas de decisao sejam baseadas em modelos apropriados. Este objetivo e 

suportado pela crenc;:a das empresas de que, atraves de lideranc;:a tecnol6gica, alcanc;:arao seus 

objetivos. 

Como todos os envolvidos sao forc;:ados a extrair o maximo de rendimentos num minimo de recursos 

aplicados nos atuais mercados de commodity, os processos de decisao tomam-se vitais. 

A simulac;:ao pode ser entendida como uma realizac;:ao possivel de uma realidade desconbecida. Se os 

dados de amostras de urn jazimento sao disponiveis, urn modelo de simulac;:ao deste jazimento 

condicionado aos dados tern as mesmas caracteristicas matematicas que o deposito. 

Quando se esta fazendo simulac;:oes, a primeira preocupac;:ao e determinar as caracteristicas 

estatisticas e geoestatisticas do campo que se quer gerar, e entao ajustar urn algoritmo matematico 

que levara as especificac;:oes requeridas. 
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Uma simulayao pode ser descrita de acordo com diversos criterios, como as caracteristicas do campo 

resultante, o modelo ao qual ela corresponde, o algoritmo usado para ger;i-la, a capacidade de honrar 

os dados. 

Simulayao Geoestatistica e largamente usada e aceita como urn metodo de gerayao de modelos 

estocasticos de depositos minerais. Essa tecnica e usada para a analise e soluyao de problemas nos 

quais a variabilidade e urn fator critico. Durante os ultimos dez anos a simulayao estocastica de 

depositos minerais tern sido urn topico de desenvolvimento continuo nas pesquisas, e existem muitas 

aplicay5es descritas na literatura usando urn ou mais dos metodos atualmente disponiveis. Aspectos 

teoricos e aplicay5es podem ser encontrados em Armstrong e Dowd (1993), Chiles e Delfiner (1999), 

Armstrong et a!. (2000), entre as varias publicayoes. 

A maioria das aplicay5es descreve a simulayao de urna ou mais variaveis quantitativas, tais como 

teores ou uma sequencia de variaveis categoricas, como as litologias. Entretanto, muitas aplicay5es 

requerem a simulayao simultanea de urn nlimero de variaveis quantitativas e qualitativas. 

Mode los simulados de depositos minerais devem incorporar todas as fontes de variabilidade, a! em de 

simplesmente a variabilidade modelada pelo variograma da variavel de principal interesse. 

Em termos de definiy5es matematicas tem-se os seguintes conceitos: 

• Uma variavel aleatoria (R V) x e urn principio para atribuir a toda realizayao I; de urn experimento 

p urn numero x(i;). 

• Urn processo estocastico e urna familia de funy5es temporais dependendo do parametro I; ou, 

equivalentemente urna funyao de t e I;. 0 dominio de I; e o conjunto de todas as realizay5es 

experimentais e o dominio de t e o conjunto R de numeros reais. 

Atualmente, existe urna grande variedade de algoritmos de simulayao estocastica disponiveis que 

diferem em suas hipoteses basicas, campo de aplicayao, dados requeridos, implementayao pcitica, 

complexidade e eficiencia computacional. 
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A escolha de urn metodo de simula91io estocastica deve se basear na disponibilidade de tempo, 

recursos, bern como na complexidade requerida pelo estudo. 

1.2 Considerac;oes iniciais sobre Precificac;ao de Opc;oes 

A Precificayao de Op9oes e usada em Finanyas para avaliar op9oes para comprar ( ou vender) ayoes 

em alguma data futura, porque fomece uma metodologia conveniente para quantificar valores sujeitos 

it incerteza. Como uma das principais fontes de incerteza em minerayao e o pre9o de venda do metal 

( ou do minerio ), esta tecnica pode tambem ser usada para avaliar projetos de minerayao. 

Atualmente, a maioria das aplicayoes publicadas limitam-se a estudar o valor adicional derivado das 

op9oes de gerenciamento da mina para parar, iniciar ou postergar as atividades de minerayao. Na 

realidade, as empresas de minera9ao tern a seu dispor urn intervalo muito maior de opyoes. A 

Precificayao de Op9oes fomece urn interessante conjunto de metodos para a avaliayao de projetos, 

mas a forma na qual as aplica9oes estao atualmente desenvolvendo nao reflete integralmente a pratica 

na industria. Esta promissora metodologia necessita, portanto, ser adaptada para permitir outros tipos 

de opyoes de tomadas de decisao, incluindo aquelas mais realistas. 

Antes de descrever o que sao opyoes, breves considera9oes devem ser apresentadas sobre outros 

metodos para avaliar projetos. 0 mais conhecido e, indubitavelmente, a analise por fluxo de caixa 

descontado (discounted cashjlow analysis). Smith ( 1995) fomeceu uma revisao sobre o assunto. Este 

autor salientou que urn ponto importante e a se!eyao de uma taxa de desconto apropriada e notou que, 

apesar de os textos entrarem em detalhe no ca!culo do custo de capital, pouco e dito na literatura 

sobre como avaliar este parametro-chave para projetos de minerayao. 

Copeland et a!. (1990) mencionam que "uma empresa que tern a opyao de paralisar e reiniciar 

opera9oes ou abandonar as mesmas e mais flexivel e consequentemente tern mais valor que a mesma 

empresa sem estas op9oes". Fluxo de caixa descontado (discounted cash flow- DCF) nao e capaz de 

calcular esse valor que pode ser determinado quando usando Precifica9iio de Opyoes. Esses autores 
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abordam que o adicional de flexibilidade pode acrescentar de 30% a 40% ao valor presente (VPL) da 

empresa. 

A regra simples em VPL e investir quando o valor do projeto ( V) e maior que o custo do 

investimento (I), mas como McDonald e Siegel (1986) demonstraram, este procedimento e 

incorreto. Devido ao fato de que os futuros valores de V sao desconbecidos, existe urn custo de 

oportunidade para investir hoje. A regrade investimento 6tima e, portanto, investir quando V e pelo 

menos tao alto quanto urn valor critico v· que excede I . Para valores de parfunetros usuais, este 

valor critico pode ser duas ou tres vezes maior que I . Entao, a simples regra de VPL pode nao 

somente estar incorreta, mas frequentemente ser bastante errada. 

Estas cita9oes mostram que existe urn crescente interesse no uso de Precifica9ao de Op9oes para 

avaliar investimentos sujeitos a incerteza, como minas e campos de petr61eo. 

1.2.1 0 que sao opt;:oes 

Op9oes sao contratos que conferem o direito (mas nao a obriga9ao) de comprar ou vender urn ativo 

que lhe esta subjacente por urn dado pre9o nurna ou ate urna determinada data. 

Classificarn-se em op9ao de compra (call), onde o comprador adquire o direito (mas nao a obriga9ao) 

de comprar urn ativo que !he esta subjacente por urn determinado pre90 numa ou ate urna 

determinada data e op9ao de venda (put), onde o comprador adquire o direito (mas nao a obriga9ao) 

de vender urn ativo que !he esta subjacente por urn determinado pre9o numa ou ate uma determinada 

data. 

0 ato de conduzir a transa9ao e charnado exercicio da op9ao; o pre90 citado no contrato e charnado 

pre9o de exercicio. 0 pre9o de exercicio (exercise price ou strike price) e aquele segundo o qual o 

detentor de urna posi9ao longa nurna op9ao tern direito a comprar ou a vender, dependendo sese trata 

de urna op9ao de compra ou venda. 
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Em resumo, pode-se definir tres estilos de exercicio de ops;oes: opr;ao Americana, onde o exercicio 

pode fazer-se ao Iongo da vida da ops;ao; opr;ao Europ(!ia, onde o exercicio s6 pode realizar-se no 

vencimento da ops;ao e opr;oes Mistas, onde o exercicio pode fazer-se em algumas datas ate a 

maturidade. 

A data de expiras;ao (Expiry date, Expiration date ou Maturity date) refere-se a data limite para o 

exercicio (ops;oes Americanas) ou de exercicio (ops;oes Europeias) da ops;ao. 0 prazo ate a 

maturidade (Time to Maturity) refere-se a vida remanescente da ops;ao e corresponde ao tempo 

remanescente para a data de maturidade da ops;ao. 

0 Premio (Premium) e o pres;o de uma ops;ao, pago pelo comprador ao vendedor, normalmente no 

momento em que o contrato de ops;ao se estabelece. 

A Margem (Margin) eo montante exigido em deposito ao vendedor de uma ops;ao como garantia da 

execus;ao do seu compromisso. Esta quantia pode ser entregue em dinheiro ou titulos especificados 

pela Camara de Compensas;ao. 
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Tabela 1-1 - Exemplos de cemirios de op9oes de compra e op9oes de venda 

COMPRA DE OPCAO DE COMPRA 

Pretto de exercicio (X)= 35 
Premioc = 8 

Cenarios-Pretto da attao (valor do ativo subjacente) 25 30 35 40 45 50 55 
Premio - Gusto da Call 8 8 8 8 8 8 8 
Pa off da 0 ao 0 0 0 5 10 15 20 
Ganho/Perda Llquida Potencial -8 -8 -8 -3 2 7 12 

VENDA DE OPCAO DE COMPRA 

Pretto de exercicio (X)= 35 
Premio c = 8 

Cenarios-Pretto da attao (valor do ativo subjacente) 25 30 35 40 45 50 55 
Premio - Receita da Call 8 8 8 8 8 8 8 
Pa off da 0 ao 0 0 0 -5 -10 -15 -20 

8 8 8 3 -2 -7 -12 

COMPRA DE OPCAO DE VENDA 

Pretto de exercicio (X)= 35 
Premio p = 5 

15 20 25 30 35 40 45 
5 5 5 5 5 5 5 

20 15 10 5 0 0 0 
15 10 5 0 -5 -5 -5 

VENDA DE OPCAO DE VENDA 

Pretto de exercicio (X)= 35 
Premio p = 5 

Cenarios-Pretto da attao (valor do ativo subjacente) 15 20 25 30 35 40 45 
Premio - Receita da Put 5 5 5 5 5 5 5 
Pa off da 0 ao -20 -15 -10 -5 0 0 0 

-15 -10 -5 0 5 5 5 
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Figura 1-1 - Gnificos exemplificando cenarios de op9oes de compra e op9oes de venda 

Dependendo dos valores assumidos pelo pre<;o do ativo subjacente e do pre<;o de exercicio pode-se 

ter a seguinte classifica<;ao para as op<;oes: 

In-the-Monel: Pre<;o do exercicio (X) abaixo do pre<;o do ativo subjacente. 

At-the-Money: Pre<;o do exercicio (X) proximo ao do ativo subjacente. 

Out-of-the-Money: Pre<;o do exercicio (X) acima do pre<;o do ativo subjacente. 

4 
Os termos originais em Ingles (in-the-money e out-of-the-money) podem ser traduzidos, respectivamente, pelas 

expressoes "dentro do pre9o" e "fora do pre9o". Para preservar a integridade dos conceitos optou-se pur utilizar a 

terminologia em Ingles ao Iongo deste texto. 
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1.2.2 Os aspectos de tempo e op<;oes de investimento 

Dois aspectos importantes em investimento sao (1) estar apto a responder a flutuayoes de pre9os 

atraves de postergas:ao de investimentos e (2) estar apto a exercer flexibilidade operacional. Pres:os 

ciclicos e flutuantes de bens minerais sao frequentemente considerados como fonte indesejavel de 

risco em investimentos em projetos de mineras:ao, mas eles dao aos investidores oportunidades para 

ganhar grandes recompensas. 

1.2.3 Levando em considera<;ao as oscila<;oes ciclicas 

Preyos de bens minerais, especialmente aqueles para metais, sao sujeitos a varias:oes. Desde que os 

preyos foram ciclicos no passado, e razoavel acreditar que esse padrao continuara no futuro. 

Flutuas:oes de preyos esperadas apresentam dificuldades particulares ao usar metodos de avalias:ao 

convencionais, como a analise por fluxo de caixa descontado (discounted cash flow - DCF). Urn 

problema e que o avaliador pode nao saber onde os pres:os atuais estao no ciclo ou onde o proximo 

ciclo ira ocorrer. Analise por fluxo de caixa descontado (FCD) necessita prever pres:os, e a previsao 

dos pre9os durante os primeiros I 0 anos afeta fortemente o valor presente (VPL ). Se a estimativa do 

ponto atual no ciclo de pres:o e incorreta, a analise de avalias:ao pode ser fatalmente falha e 

imperfeita. 

Outro problema com analise por FCD convencional e que ela nao faz nenhuma consideras:ao para a 

possibilidade de fechar uma operayaO OU trOCar metodos de operayaO durante tempos de preyOS 

baixos. lgnorar esta possibilidade na analise por fluxo de caixa descontado pode causar valores de 

projetos subestimados. 
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1.2.4 A importancia do tempo 

Independente do metodo usado para avaliar urn projeto de minera<;ao, nao existe melhor maneira de 

garantir sucesso do que fazer investimento corretamente definido no tempo. A obtenvao de urn 

crescimento do pre<;o de urna commodity logo ap6s a realizavao de urn investimento pode causar 

imprecisoes no fluxo de caixa relativamente pouco importantes. A razao, naturalmente, e que os 

fluxos de caixa mais altos nos anos iniciais do investimento sao os mais significantes na 

deterrninavao do valor presentee na rentabilidade do projeto. 0 contrario e tambem verdadeiro- urn 

investimento mal definido no tempo produz resultados desastrosos. 

0 exato efeito que o tempo tern sobre o FCD depende da taxa de crescimento e decrescimento no 

ciclo, bern como da amplitude e frequencia do ciclo. 0 aumento da taxa de desconto amplifica os 

efeitos da definivao do tempo do investimento. 

Desde que os prevos dos bens minerais podem ser ciclicos, o metodo usado para avaliar urn projeto 

mineiro e talvez de menor importancia que a habilidade de reconhecer corretamente as quedas e pi cos 

no ciclo de pre<;o. 0 fator tempo nao representa urn criterio de decisao tlnico a ser usado na avaliavao 

de urn investimento, mas e urn entre vitrios que urn investidor deve considerar. 

1.2.5 Aplicando Opc;:oes Reais a minerac;:ao 

Brennan e Schwartz (1985) desenvolveram uma metodologia para valorar projetos de mineravao 

atraves da valoravao das op((iles gerenciais de iniciar a lavra, paralisar a lavra ou manter as opera<;:oes 

em nivel minimo ou de manuten<;:ao. Eles usaram o modelo de Black e Scholes ( 1973) para modelar o 

pre<;:o do ativo subjacente da commodity e, seguindo o procedimento padrao de Precifica<;:ao de 

Op<;:oes, desenvolveram urn portfolio ficticio para o valor da mina. Esses autores ilustraram estas 

ideias via urn estudo de caso para urna mina de cobre hipotetica. 
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1.2.6 Comentarios sobre a metodologia de Brennan e Schwartz (1985) para a avalia<;:ao 

de minas 

Apesar da metodologia de Brennan e Schwartz ser extremamente interessante, sua utilidade na 

pnitica e limitada por dois fatores: 

as hip6teses consideradas sobre o corpo de minerio sao irreais; 

poucas opera9oes de minera9ao podem realmente parar e iniciar quando se deseja, devido a 

preyos desfavoniveis da commodity. 

Ao definir o modelo, Brennan e Schwartz (1985) assumiram quatro hip6teses para tomar o 

tratamento matematico mais facilmente controlavel ou trabalhavel: as taxas de juros sao constantes; 

todos os custos sao conhecidos; o minerio e perfeitamente homogeneo; as quantidades de minerio sao 

conhecidas. Sob o ponto de vista de minera9ao, as ultimas tres hip6teses nao sao razoaveis. 

Norrnalmente, trabalha-se com estimativas de custos passiveis de varia9oes. Com raras exce9oes, 

corpos de minerio sao sempre heterogeneos. As quantidades de minerio sao dependentes de 

parfunetros geol6gicos, economicos e tecnol6gicos, os quais nao sao estaticos. Estas sao as razoes 

porque cuidado e aten9ao sao requeridos na avalia9ao de reservas e na escolha de teores de corte. 

Existe, assim, uma natural indica9ao da necessidade de trabalho de pesquisa para tomar este !ado do 

modelo mais realista. 

Poucas opera9oes de lavra podem realmente ser paralisadas e reiniciadas para acompanhar flutua9oes 

no pre90 de commodity. Grandes minas a ceu aberto associadas a altos investimentos de capital e a 

maioria das minas subterraneas nao sao flexiveis para parar e iniciar opera9oes. A! em disto, os custos 

de paralisa9ao e retomada sao muito altos. E necessano, portanto, urn trabalho criterioso para 

deterrninar estes custos de forma a incorpora-los no modelo de Brennan e Schwartz. 
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A politica de paralisar I reiniciar as opera<;oes encontra graves problemas. As rela<;oes trabalhistas 

tomam-se mais dificeis. Nao e facil recrutar pessoal qualificado rapidamente, particularmente se os 

profissionais tern conhecimento que podem ser afastados a qualquer tempo. Se as opera<;oes sao 

suspensas por Iongo tempo, os organismos reguladores podem requerer dispendiosos trabalhos de 

recupera<;ao das areas, tomando impossivel o reinicio das opera<;oes. A! em disto, licen<;as ambientais 

podem nao mais estar validas. Algumas opera<;oes apresentam Iongo tempo de retomada antes que 

qualquer venda seja realmente realizada. Minas com contratos de vendas de Iongo prazo tern que 

cumprir estas obriga<;oes mesmo que elas prefiram nao faze-las. De forma similar, durante o periodo 

de payback, opera<;oes nao podem parar devido ao pagamento dos emprestimos. Mesmo que uma 

mina esteja com fluxo de caixa negativo, a maioria das institui<;oes financeiras prefere que ela 

continue produzindo de forma a gerar fluxo de caixa colateral5 e honrar o servi<;o da divida 

(pagamento dos juros e amortiza<;ao do principal). 

5 Ativos com valor monetario, tais como ay5es, titulo de divida (bonds), hens im6veis, que sao usados para garantir urn 

empr6stimo sao considerados colaterais. Se o tomador de empr6stimo falha no cumprimento dos tennos do acordo do 

empnistimo, o co lateral, ou algurua parte do mesmo, toma-se propriedade do emprestador. 
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1.3 UM GUIA PARAAVALIA<;AO 

1.3.1 lntroduc;:ao 

Em suporte a toda decisao de aloca9ao de recursos, urna empresa deve realizar calculos para saber se 

aquela posi9ao ou postura e valida. Independentemente se a decisao e lan9ar urn novo produto, entrar 

em urna parceria estrategica, investir em pesquisa e desenvolvimento ou construir novas facilidades, a 

forma de como a empresa estima valor e urn determinante critico de como ela aloca recursos. A 

aloca9ao de recursos, por sua vez, e o direcionamento chave da performance global da empresa. 

A maioria das empresas usa urn con junto de metodos para estimar valor. Algumas metodologias sao 

formais, compreendendo urna teoria e urn modelo; outras sao informais, operando por sistemas sem 

rigor cientifico. 

Apesar de os administradores estimarem valor de muitas formas diferentes, nota-se, a partir dos 

anos 80, uma clara tendencia em dire9ao aos metodos que sao mais formais, explicitos e 

institucionalizados. Nos anos 70, analises por FCD surgiram como a melhor pratica para avaliar 

ativos corporativos. Uma versao particular de FCD tomou-se padrao. De acordo com este metodo, o 

valor de urn neg6cio e igual aos seus fluxos de caixa futuros descontados ao valor presente pelo custo 

de capital medio ponderado (WACC: weighted-average cost of capita[). Esse marco no tempo 

coincidiu como crescimento da utiliza9ao de derivativos ap6s o colapso da fixa9ao da taxa de cfunbio 

ouro-d6lar de Bretton Woods
6

, o primeiro choque do petr6leo da OPEP (Organiza9ao de Paises 

Exportadores de Petrol eo) em 1973 e a eleva9ao abrupta na volatilidade das moedas, taxas de juros, 

bolsas de valores e de mercadorias. 

6 
A "United Nations Monetary and Financial Conference" aconteceu em julho de 1944 em Bretton Woods, New 

Hampshire, Estados Unidos da America. Os acordos de Bretton Woods procuraram retomar as vantagens do padriio ouro 

- moedas que fossem troc3veis em taxas estiveis e previsiveis em ouro e entao em taxas esuiveis e previsiveis umas nas 

outras. 0 padriio ouro e urn sistema monet\rio, ha muito abandonado pelo mundo todo, em que cada unidade da moeda 

corrente de urn pais tinba urn Iastra equivalente em ouro, podendo ser resgatada em especie. 
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Atualmente, a pnitica baseada em WACC nao e tao utilizada como antes, ja que os avanc;os 

tecnol6gicos, em conjunto com novos conhecimentos te6ricos, possibilitaram a adoc;ao de outros 

metodos. Urn efeito da reduc;ao dos custos de computac;ao e a realizac;ao de muito mais analise por 

parte das empresas. Outro efeito e a possibilidade de usar metodologias de avaliac;ao que sao mais 

bern ajustadas aos tipos de decisao com que as empresas se deparam. 

0 processo de alocac;ao de recursos apresenta nao somente urn, mas tres tipos basicos de problemas 

de avaliac;ao. Os gerentes necessitam estar aptos para valorizar operac;oes, oportunidades e direitos de 

posse. A pratica comum e aplicar o mesmo conjunto de avaliac;ao a todos os problemas. Apesar de 

que a avaliac;ao e sempre uma func;ao de tres fatores fundamentais - jluxo de caixa, tempo e risco 

cada tipo de problema tern caracteristicas estruturais que os mantem separados uns dos outros e 

apresentam desafios distintos. Os computadores fazem com que uma metodologia que se ajusta a 

todos os casos seja desnecessaria. Tres ferramentas complementares - uma para cada tipo de 

problema de avaliac;ao- darao melhores resultados que uma ferramenta linica ( eg. WA CC- baseada 

emFCD). 

1.3.2 Valoractao de operactoes: Valor Presente Ajustado 

0 problema mais basi co de avaliac;ao e a valorac;ao de operac;oes ou ativos reais. Frequentemente se 

faz necessaria estimar o valor de urn neg6cio em andamento ou de alguma parte do mesmo - urn 

produto particular, mercado ou linha de neg6cio. Ou pode-se estar considerando a compra de urn 

novo equipamento, uma troca de fornecedores, uma aquisic;ao. Em cada caso, independente se a 

operac;ao em questao e grande ou pequena, see urn neg6cio completo ou somente parte do mesmo, a 

empresa ja investiu na atividade ou esta decidindo se deve faze-lo. A questao e: quanto vale os 

futuros fluxos de caixa esperados, sea empresaja realizou todos os grandes investimentos (dezenas 

ou centenas de milhoes de d6lares) necessarios? 
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Este e precisamente 0 problema para 0 qual OS metodos de :fluxos de caixa descontado (FCD) sao 

projetados. Uma analise por FCD trata neg6cios como uma serie de :fluxos de caixa com risco 

estendendo-se no futuro. A tarefa do analista e, primeiramente, prever os futuros :fluxos de caixa 

esperados, periodo por periodo. A seguir, descontar as previs5es para valor presente, considerando 

urn custo de oportunidade7
• 0 custo de oportunidade eo retorno que uma empresa poderia esperar 

ganhar em investimento alternativo envolvendo o mesmo risco. 

0 custo de oportunidade consiste parcialmente de valor do tempo o retorno sobre investimento livre 

de risco. 0 custo de oportunidade tambem inclui urn premio de risco o retorno extra que se pode 

esperar correspondente ( ou proporcional) ao risco que se escolhe ter. As previs5es de :fluxo de caixa e 

o custo de oportunidade sao combinados na rela<;ao de FCD (Figura 1-2). 

Metodologias de avalia<;ao por FCD sao 

construidas baseadas em uma rela<yao entre 

valor presente e valor futuro 

Fluxo de caixa e Risco 

" E(FC) 
valor presente = L --

r=o (1 + k)' 

Tempo 

~ 

Figura 1-2- Metodologias de FCD: a rela<;ao entre valor presentee valor futuro e a 16gica basica da avalia<yao 

7 0 custo de oportunidade de capital (opportunity cost of capital) e o retorno que poderia ser feito se o capital tivesse sido 

investido no melhor projeto alternativo. 0 custo de oportunidade de capital e a escolha correta para uso como uma taxa de 

desconto em calculos de VPL, mas pode ser dificil de ser deterrninado. 
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A melhor altemativa atual para avaliar uma opera9ilo e aplicar a rela9ao basica de FCD ao fluxo de 

caixa de cada urna das vfuias unidades de neg6cio e, entao, adicionar os valores presentes. Esta 

metodologia e mais frequentemente chamada de valor presente ajustado (adjusted present value­

AP0). Ela foi primeiramente sugerida por Myers (1974), que focou sobre duas categorias principais 

de fluxos de caixa: fluxos de caixa "reais" (receitas, custos operacionais e desembolsos de capital) 

associados com a opera9ao e "efeitos laterais" associados a seu programa de financiamento. Mais 

genericamente, APV baseia-se no principio de aditividade de valor, isto e, o correto e dividir urn 

projeto em partes, valorar cada parte e, entao soma-las de volta. 

APV ajuda quando se deseja saber mais do que meramente a questao "0 VPL e maior que zero?". Ja 

que a ideia basica atras de APV e a aditividade de valor, pode-se usa-la para fragmentar urn problema 

em partes que fazem sentido gerencial. Neste caso, pessoas diferentes serao responsaveis porrealizar 

valorayao individual das partes. 

1.3.3 Valorac;:ao de Oportunidades: Precificac;:ao de Opc;:oes 

Oportunidades - o segundo tipo de problema de avalia9ao comumente encontrado - podem ser 

entendidas como possiveis opera9oes futuras. Quando se decide quanto desembolsar em pesquisa e 

desenvolvimento, ou por qual tipo de pesquisa e desenvolvimento, esta se avaliando oportunidades. 

Realizar o desembolso agora nao cria, de fato, fluxo de caixa a partir de opera96es, mas a 

oportunidade de investir outra vez mais tarde, dependendo dos resultados obtidos. Muitas despesas de 

marketing tern as mesmas caracteristicas. A realiza9i'lo de investimento para criar urna marca nova 

provavelmente acarreta algum lucro imediato. Tal investimento tambem cria oportunidade para 

futuras expansoes posteriores. A oportunidade pode ou nao ser explorada posteriormente; mas apesar 

disto, ela tern urn valor. Empresas com novas tecnologias, ideias de desenvolvimento de produtos, 

posi9oes de defesa em mercados de rapido crescimento ou acesso a novos mercados potenciais 

possuem oportunidades de valor. Para algumas empresas, oportunidades sao os produtos de maior 

valor que elas possuem. 

8 APV e tambem chamada valora9ao em partes ou valora9ao por componentes. 
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Como as corpora<;oes tipicamente avaliam oportunidades? Urn metodo comum e nao valoriza-las 

formalmente ate que atinjam o ponto onde uma decisao de investimento nao possa mais ser protelada. 

Nesse tempo, elas se juntam a fila de outros investimentos sob considera<;ao para emprestimos. Esta 

pratica tern sido considerada "miope" pelos criticos. 0 argumento e de que ela conduz as empresas a 

sub-avaliar o futuro e consequentemente, a sub-investir. 

Algumas empresas usam urn processo baseado em fluxo de caixa descontado formal, mas avaliam 

projetos estrategicos com regras especiais. Uma dessas regras e a atribui<;ao de taxas mais baixas do 

que aquelas utilizadas em investimentos de rotina para compensar a tendencia do fluxo de caixa 

descontado de sub-avaliar op<;oes estrategicas. lnfelizmente, em muitos casos o vies negativo do 

fluxo de caixa descontado nao e somente ultrapassado, mas tam bern envolvido por tais ajustes. Pode 

ocorrer, portanto, um sobre-investimento onde a teoria preliminarmente, sugeria sub-investimento. 

Em geral, o direito para iniciar, parar ou modificar uma atividade de neg6cio em algum ponto no 

futuro e diferente do direito de opera-lo agora. Uma decisao importante especifica- se explorar ou 

nao a oportunidade- tern ainda que ser feita e pode ser adiada. 0 direito de tomar a decisao de forma 

otimizada, isto e, de fazer 0 que e melhor no tempo apropriado, apresenta um valor. 

A decisao crucial para investir ou nao sera feita ap6s alguma incerteza ser resolvida ou quando o 

tempo se extingue. Em termos financeiros, uma oportunidade e analoga a uma op<;ao. Com uma 

op<;ao tem-se o direito (mas nao a obriga<;ao) de comprar ou vender algoa urn pre<;o especificado na 

data ou ate uma determinada data no futuro. 

Uma op<;ao tern um valor, e seu valor claramente depende do valor do ativo subjacente: o pre<;o da 

a<;ao. A posse da op<;ao ainda nao e o mesmo que a posse da a<;ao. Uma deve ser avaliada 

diferentemente da outra. 
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Ao considerar oportunidades, os itens jluxo de caixa, valor do tempo e risco sao importantes, e cada 

urn destes fatores entra na analise de duas formas. Do is tipos de fluxo de caixa sao relevantes: caixa 

advindo do neg6cio e caixa necess:irio para entrar no mesmo, no caso de escolha de faze-lo. 0 tempo 

contribui de duas formas: tempo dos fluxos eventuais e o total de tempo que a decisao de investir 

pode ser postergada. Similarmente, o risco contribui de do is modos: a exposio;;ao ao risco do neg6cio, 

assumindo que invista-se no mesmo, e o risco de mudano;;as (para melhor ou para pior) antes da 

decisao. Mesmo em casos simples, os modelos de Precificao;;ao de Opo;;oes devem conterpelo menos 

cinco ou seis variaveis para capturar a informao;;ao sobre fluxo de caixa, tempo e risco e organiza-la 

para manipular as contingencias com que os responsaveis pelo gerenciamento se deparam durante a 

evoluo;;ao do neg6cio. 

A Figura 1-3 sintetiza a difereno;;a de enfoque na avaliao;;ao de ativos e de oportunidades e mostra para 

cada cen:irio os momentos e altemativas de decisao e as consequencias. 
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0 que faz Oportunidades serem diferentes ? 

Ativos: 

fluxo de caixa 
boas noticias 

('\ 

investe mas noticias 
fluxo de caixa 

fluxo de caixa 

nao investe 
boas notlcias 

mas notfcias 
fluxo de caixa 

Aqui toma-se a decisao, e entao descobre-se o 

que acontece. Fluxos de caixa tradicionais silo 

projetados para este tipo de questilo. 

Oportunidades: 

fluxo de caixa 
investe 

ii 
boas noticias 

nao investe 
fluxo de caixa 

fluxo de caixa 

mas noticias 
investe 

~ 

' 

nao investe 
fluxo de caixa 

Aqui descobre-se o que acontece antes de se 

tamar a decisiio. Fluxes de caixa tradicionais 

trabalham de forma pobre neste tipo de questi!o. 

Estes dais ceruirios devem ter valores diferentes; eles devem ser gerenciados de forma diferente. 

Figura 1-3- Diferen9a de enfoque na avalia9iio de ativos e de oportunidades 

A tecnica de Precificaylio de Opyoes tern sido referenciada desde os anos 70 como urna metodologia 

promissora para avaliar oportunidades de neg6cio. Isto se deve ao fato de que esta tecnica considera 

contingencias simples de uma forma melhor que os modelos de FCD padrao. Entretanto, os neg6cios 

reais sao muito mais complicados do que simples opyoes de compra e venda. Uma combinaylio de 

fatores - competidores grandes e ativos, incertezas que nao se ajustam a distribuiyoes de 

probabilidades precisas e o grande nlimero de variaveis relevantes - torna dificil a analise de 

oportunidades reais formalmente. 0 simples fato de ajustar o problema de avaliavlio, nao importa se 

com objetivo de resolve-lo, pode se tornar desencorajador. 

0 interesse em Precificayao de Opyoes tern crescido nos ultimos anos pelo fato de que computadores 

mais potentes permitiram a construyao de mode los sofisticados. Enquanto os especialistas buscam a 

verdade absoluta - eles querem a resposta "correta", os generalistas, com urn neg6cio para 

administrar, querem simplesmente fazer urn trabalho melhor a partir das tecnicas disponiveis. Chegar 

mais proximo da verdade e born, mesmo que nao se esteja estritamente !a. Desta forma, a analise de 

valor baseada em opyoes nao necessita ser perfeita para melhorar a pratica atual. 
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A chave para avaliar uma oportunidade de investimento corporativo como uma opyao e a habilidade 

para discernir a correspondencia entre as caracteristicas de projeto e as caracteristicas das opyoes. 0 

investimento potencial a ser feito corresponde ao pre9o de exercicio da opyil.o (exercise price). Os 

ativos operacionais que a empresa possuiria, assumindo que ela realizou o investimento, sao como o 

ativo que ela teria ap6s exercer a op9il.o de compra. 0 total de tempo que a empresa pode esperar 

antes que ela tenha que decidir assemelha-se ao tempo de expira9il.o da op9il.o de compra. 

A incerteza sobre o valor futuro dos ativos operacionais e capturada pela variancia dos retornos sobre 

os mesmos, isto e anitlogo a varifmcia dos retornos do ativo para opyoes de compra. A tittica analitica 

e realizar este "mapeamento" entre o projeto real e urna opyil.o, tal como uma op9il.o de compra 

Europeia (uma opyil.o de compra Europeia pode ser exercida somente na data de expiravil.o, fazendo a 

mesma sera mais simples de todas as op9oes). Sea op9il.o simples capta a natureza de contingencia 

do projeto, ganha-se ao determinar o valor da opyil.o, compreensil.o adicional do valor do projeto. 

Para ilustrar, suponha que urna empresa esteja considerando a possibilidade de investir $ 1 milhil.o 

para modificar urn produto existente para urn mercado emergente. Uma analise por (FCD) dos fluxos 

de caixa esperados mostra que eles val em somente $900 mil. Entretanto, como o mercado e volittil, o 

valor e passive! de mudan9a. Uma combinavil.o de patentes e know-how protegeril.o a oportunidade da 

empresa para realizar este investimento, pelo menos por mais dois anos. Ap6s este prazo, a 

oportunidade pode ser perdida. Sob o ponto de vista convenciona1, este FCD proposto e negativo e de 

valor igual a $100 mil, mas a oportunidade de esperar alguns anos e verificar o que acontece tern 

valor. Como resultado, a empresa possui urna opyao de compra com prazo de expira9il.o de do is anos, 

com urn pre90 de exercicio de $1 milhil.o sobre urn ativo subjacente que vale $900 mil. Necessita-se 

somente mais duas informayoes para valorizar esta oportunidade como uma op9il.o de compra 

Europeia: a taxa de retorno livre de risco (suponha-se 7%); e algurnamedidade risco sobre os fluxos 

de caixa. Suponha-se que as mudan9as anuais no valor destes fluxos de caixa tenham urn desvio 

padril.o de 30% por ano, urn numero moderado para fluxos de caixa de neg6cios. Urn modelo de 

Precificayil.o de Opyoes, tal como Black&Scholes, da o valor desta op9il.o de compra como sendo de 

cerca de $160 mil (Figura 1-4). 
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DADOS DE ENTRADA RELATIVOS AO ATIVO SUBJACENTE 

Prec,:o do ativo subjacente it op9ao-Net Stock PriceS ->900000 

Prec,:o do exercicio-Exercise Price X ->1000000 

Prazo ate ao Vencimento-Time to maturity (days)->730 

Taxa de Juro sem risco-Interest rate (in %)->7 

Volatilidade-volatility (in %)->30 

Valor da OP<;:AO DE COMPRA 

Valor da OP<;:AO DE VENDA 

= 1.6443e+005 

= 1.3379e+005 

Figura 1-4 - Exemplo da valoraviio de op9iio de compra utilizando o rnodelo de Black&Scholes 

0 que a empresa aprendeu a partir do modelo de Precificac,:ao de Opc,:oes? 0 valor da oportunidade e 

positivo, ao contnirio do valor demonstrado por VPL. Este resultado e valido desde que os aspectos 

de tempo e incerteza sejam mantidos. A empresa nao deveria investir $1 milhao agora- se o fizesse 

perderia $ I 00 mil - mas tambem nao deveria esquecer do investimento para sempre. De fato, as 

vantagens sao boas para urn investimento dois anos no futuro. Ao Iongo deste tempo, a empresa 

monitora o desenvolvimento. 0 foco de atenc,:ao nao e, portanto, somente o VPL, mas tambem o 

momento apropriado de se efetuar o investimento. Altemativamente, sea empresa nao quer esperar, 

ela pode pensar em como capturar o valor da oportunidade agora. 0 valor da opc,:ao fomece uma ideia 

do valor a ser pago agora pela licenc,:a de introduzir o novo produto. Da mesma forma, o valor da 

opc,:ao pode ajudar uma empresa a pensar sobre quanto pagar para adquirir tallicenc,:a ou adquirir urn 

pequeno neg6cio, cujo ativo de interesse maior e uma oportunidade. 

Oportunidades de longa durac,:ao em ambientes de neg6cios volateis sao consideradas de forma tao 

pobre por metodos de avaliac,:ao por FCD que uma analise por Precificayao de Opc,:oes nao precisa ser 

muito sofisticada para produzir contribuic,:oes positivas. Uma forma pragmatica de usar Precificayao 

de Opc,:oes e como suplemento, nao uma substituic,:ao, para a metodologia de avaliac,:ao ja em uso. A 

contribuic,:ao extra pode ser suficiente para mudar, ou desafiar, decisoes sugeridas pelas analises 

tradicionais por FCD. 
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Normalmente, o que os usuarios finais necessitam e de uma ferramenta de facil utilizac;ao que pode 

ser usada para sintetizar e avaliar opc;oes simples. Alem disto, visto que o objetivo principal e 

complementar, e nao substituir os metodos existentes, urna ferramenta que compartilhe dados com 

analises por FCD ou ainda use parametros de saida de FCD como pariimetros de entrada para urn 

modelo de Precificac;ao de Opc;oes pode ser de grande utilidade. As habilidades cruciais para o 

usuario sao saber como reconhecer opc;oes reais e como sintetiza-las em opc;oes simples, e nao 

particularmente resolver modelos complexos. 

1.3.4 Valorac;:ao de Titulos de Propriedade 

Os titulos que as empresas emitem com relac;ao as suas operac;oes e oportunidades constituem a 

ultima categoria de problema de avaliac;ao. Quando uma empresa participa de joint ventures, 

parcerias, alianc;as estrategicas, ou realiza grandes investimentos usando financiamento, ela 

compartilha o direito de posse com outras partes. E necessario compreender nao simplesmente o 

valor da participac;ao como urn todo, mas tambem o valor do interesse da empresa sobre o mesmo. 

Este entendimento e essencial para decidir se se participa ou nao e tam bern estruturar os direitos de 

propriedade e escrever bons contratos. 

Uma forma direta para valorar os direitos de uma empresa e estimar sua participac;ao em fluxos de 

caixa futuros esperados e, en tao, descontar esses fluxos a urn custo de oportunidade que compensa o 

risco envolvido. Isto e normalmente referenciado como o metodo equity cash flow (ECF) ou fluxo de 

caixa aos acionistas. Ele e, ainda, urna metodologia de FCD, mas os fluxos de caixa e a taxa de 

desconto sao diferentes daqueles usados em APV ou metodo baseado em WACC. 
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As defini<;oes basicas das parcelas que compoem o fluxo de caixa sao dadas na Figura 1-5. 

V endas Liquidas 

(-) Custos e despesas operacionais (*) 

• 0 Fluxo de Caixa Operacional e o decorrente exclusivamente da atividade operacional. 

• (*) Os custos e despesas operacionais nao incluem deprecia<;ao, amortiza<;ao, despesas e receitas 

financeiras. 

• (**)Eo investimento no ativo permanente (menos participa<;oes societarias) e no capital de giro, 

no periodo, deduzido do valor recebido pela venda de imobilizado. 

Figura 1-5 - Parcelas de composit;ilo de urn fluxo de caixa 

0 fluxo de caixa livre (FCL) ou fluxo de caixa aos acionistas pode ser definido simplificadamente 

como: 

FCL = Fluxo de Caixa Operacional (FCO)- Investimentos- FC para pagamentos de empnistimos , 

onde: 

FC para pagamentos de empnistimos corresponde ao fluxo de catxa para pagamentos das 

institui<;oes de financiamento. 
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A Tabela 1-2 ilustra urn exemplo de estruturas;ao de urn fluxo de caixa apresentando as parcelas de 

composis;ao do mesmo. 

Tabela 1-2 - Exemplo de estruturas:ao de urn fluxo de caixa 

Equa9ao FLUXO DE CAIXA CASH FLOW STATEMENT 

1 Receitas Operacionais Liquk:las Net Operating Revenues 

2 Gusto de produtos e serviyos Cost of goods sold and services 

3 Depreciayao e Amortizaryao Depreciation and Amortization 

4 =(1-2-3) Lucro Bruto Gross Profit 

5 Despesas de Vendas Sales Expenses 

6 Despesas administrativas Administrative Expenses 

7 Outras despesas operacionais Other Operaf1ng Expenses {Incomes) 

8 =(4-5-6-7) LAIR (Lucro antes lmposto de Renda-JR) EBIT 

9 Impasto de Renda sabre Luera Operacional Income tax on Operating Income 

10 ltens extraordin8rios Extraordinary Items 

11 =(8-9+10) Luera operacional ap6s IR Operating Income after Income Tax 

12 Depreciayao e Amortizayao Depreciation and Amortization 

13 =(11+12) Fluxo de Caixa Operacional Gross Cash flow 

14 L (14.1 a 14.5) lnvestimentos Investments 

14.1 ReduQao (Aumento) em Capital de Giro Decrease (Increase) in Working Capital 

14.2 lnvestimentos Investments 

14.3 lnvestimento de Capital Capital Expenditure 

14.4 Aumento em Ativos Operacionais Increase in Operating Assets 

14.5 Redw;Oes em outros passivos Decrease in Other Current Liabilities 

15 =(13-14) Fluxo de Caixa Livre (FCL) Operating Cash Flow 

16 l: (16.1 a 16.3) Fluxo de Calxa nio operacional 

16.1 Redm;:ao em atlvos nao operacionais Decrease in Non Operating Assets 

16.2 Fluxo de caixa de receitas nao operacionais Cash Flow of Non Operating Revenues 

16.3 Impasto sabre receitas nao operacionais Tax on Non Operating Revenues 

17 =(17.1-17.2+17.3) Fluxo de Caixa de flnanciamento Financing Cash Flow 

17.1 Emprestimos e financiamento Loans and Financing 

17.2 Despesas com juros Interest Expenses 

17.3 Beneficios fiscais Tax Benefits 

18 Aporte de capital/ Valor Hquido Change in Capital/ Net worth 

19 Reserva de 8gio I Valor lfquido Goodwill Reserves 

20 =(15+16+17+18+19) Fluxo de Caixa liquido sem dividendos Net Cash Flow without dividends 

21 Oividendos Dividends 

22 =(20-21) Fluxo de Caixa liquido Net Cash Flow 
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Os fluxos de caixa do neg6cio devem ser ajustados para direitos financeiros fixos (por exemplo, 

pagamentos do principal e dos juros ), e a taxa de desconto deve ser ajustada para o risco associado 

em manter os direitos de emprestimos financeiros (ex.: compra de uma empresa feita com recursos 

emprestados segurados pelos ativos da companhia comprada). 
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1.4 EXPLICITA<;AO DO QUADRO TEORICO 

1.4.1 Valorac;:ao de um recurso natural atraves de Precificac;:ao de Opc;:oes: um prot6tipo 

de um sistema computadorizado 

Para ilustrar as implicayoes da teoria de Opyoes de investimento e OS problemas inerentes ao metodo 

de valor presente tradicional, apresenta-se urn caso hipotetico de tomada de decisao de investimento 

de capital na industria de minerayao. 

Suponha-se que uma empresa considere o desenvolvimento e a produyao a partir de urn novo 

deposito mineral. Os custos e as receitas advindas da venda dos produtos sao altamente incertos. Os 

custos dependerao, entre outros parfunetros, da qualidade final requerida para os produtos. As receitas 

dependerao da habilidade da empresa para encontrar urn mercado principal, da possibilidade de se 

descobrir urn mercado secundario e da conjuntura em relayao it atuayao de competidores. 

Essa empresa deve decidir pela realizayao ou nao de urn investimento inicial de $ 1 milhao para o 

desenvolvimento da area. De forma a simplificar o problema considere-se que exista somente urn 

cenario possivel para os custos de produyao e receita, os quais totalizam $ 1 milhao e $ 2,25 milhoes 

respectivamente. 

Analisando a questao de como a incerteza e os valores de opyao modificam as analises usuais por 

VPL, duas situayoes serao apresentadas: 

I. A primeira situayao considera que o intervalo de tempo em que o projeto se desenvolvera e 

pequeno o suficiente para que a taxa de desconto que reflete o valor do dinheiro no tempo possa 

ser ignorada. 

2. A segunda situayao leva em considerayao o valor do dinheiro no tempo e utiliza urna taxa de 

desconto de 8%. 
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Deve-se realizar o investimento de $ 1 milhao para o desenvolvimento de deposito? 

Ora, o valor esperado de lucro operacional e $ 1,25 milhao, o que justificaria o desembolso de 

$ 1 milhao em investimento, se o valor do dinheiro no tempo nao fosse considerado ( situa<;ao 1 ). 

Entretanto, ao admitir-se urna taxa de desconto de 8%, conforme apresentado na situayao 2, obtem-se 

urn valor negativo de VPL de$ 161 mil. Por questoes de simplifica<;ao o exemplo apresentado na 

Tabela 1-3 nao considera tributa<;ao. 0 pensamento convencional poderia, assim, descartaro projeto 

no seu primeiro estagio de desenvolvimento. 

Tabela 1-3- Exemplo de um fluxo de caixa hipotetico 

Entretanto, suponha que, com a realiza<;ao do investimento para desenvolvimento, tenha-se estreitado 

a incerteza sobre os custos de produ<;ao. Apos aprender mais sobre a estmtura de custo, poder-se-ia 

tomar a decisao de ir em frente e continuar o projeto, ou desistir do mesmo. A quantia de $1 milhao 

investida cria, portanto, urna opr;fio, o direito sem obriga<;ao de continuar com a produ<;ao e 

comercializa<;ao. Nesse caso, o investimento poderia ser justificado (por exemplo, por efeito da 

redu<;ao de custo ou eventual incremento de reserva). 

A logica mostra que urna a<;ao para criar urna op<;ao deveria ser valorizada em urn patamar mais alto 

do que 0 metoda de VPL sugeriria. A lacuna entre OS valores obtidos a partir dos dois calculos 

aparece porque a propria op<;ao tern valor. Pode-se exerce-la seletivamente quando se tern uma 

vantagem e pode-se abandona-la no caso de nao ser lucrativa. 0 adicional de valor da op<;ao em 

rela<;ao ao lucro operacional esperado de $ I ,25 milhao depende do tamauho e das probabilidades de 

perdas que se pode evitar. 
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Suponha que se possa postergar a decisao de produs:ao ate que se tenha descoberto o verdadeiro 

potencial de mercado. Em funs:ao da espera, pode-se escolher ir adiante somente sea receita e alta, 

evitando perdas, no caso em que a receita tende a ser baixa. 

A oportunidade para prosseguir com a produs:ao e como urna ops:ao de compra. Tomar a decisao de 

continuar ou nao consiste em exercer aquela ops:ao. See possivel identificar algumas eventualidades 

que causariam a reamilise da decisao de continuar (tal como uma queda na demanda pelo produto ), 

entao a habilidade para esperar e evitar tais eventualidades tern valor. 

A ops:ao tern urn "valor de tempo" ou urn "premio de espera" (holding premium). 0 fato da ops:ao ser 

"in the money" ( continuar o projeto levari a a urn VPL positivo) nao significa, necessariamente, que a 

ops:ao deveria ser ex ere ida (nesse caso, continuar com a produs:ao ). Ao contrario, deve-se esperar ate 

que a ops:ao seja "deeper in the money", isto e, ate que o valor presente liquido de continuar a 

produzir seja alto o suficiente para a perda do valor da ops:ao. 

A Figura 1-6 apresenta os resultados de valores de ops:ao obtidos a partir do modelo de 

Black-Scholes em funs:ao do tempo de expiras:ao e para urn dado cenilrio economico hipotetico. 

Valor da Op~o 

600000 

500000 

400000 

(fl 300000 

200000 

100000 

0 

0 2 6 10 12 

tempo de expira98o (anos) 

i-+-Valo; da 09i!o ($) 1 

Figura 1-6- Grafico do Valor da Op9iio obtido a partir do modelo de Black-Scholes em fun9iio do tempo de 

expira9iio 
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1.4.2 A utilizagao da Equagao de Black-Scholes 

A aplica<yao da equa<yao de Black-Scholes (1973) tern os seguintes pressupostos: 

1. Op<;ao de compra Europeia. 

2. Nao ha pagamento de dividendos ate a maturidade. 

3. Pre<;o do ativo subjacente e uma variavel continua que segue urn processo estocastico. 

4. Os mercados nao tern custo de transa<;ao e existem em permanencia. 

5. Emprestimos podem ser feitos sem limite a taxa sem risco. 

6. A taxa de juros e a volatilidade sao supostas constantes ate a maturidade. 

7. Existe livre acesso a toda a informa<yao. 

8. Pre<;o nao depende do perfil de risco do investidor. 

As variaveis independentes do modelo sao: 

I. S- Pre<;o do ativo subjacente (Price of the underlying asset) 

2. X- Pre<yo do Exercicio (Exercise Price) 

3. T-t- Tempo de expira<;ao ou tempo de maturidade (Time to maturity) 

4. r- Taxa livre de risco (Riskless rate) 

5. cr- Volatilidade (Volatility) 

Pela equa<yao de Black-Scholes o valor te6rico de uma op<yao de compra Europeia e: 

(1-1) 

onde: 

d _ln(SI X)+(r+o-
2 

I 2)(T-t) 
1

- a-JT-t 
(1-2) 

e 
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(1-3) 

e N ( d1 ), N ( d 2 ) sao as respectivas funs:oes de distribuis:ao acumuladas ( cdf- cumulative distribution 

function). 

0 valorte6rico de uma ops:ao de venda Europeia pode ser obtida pela Relas:ao de Pari dade Put-Call: 

(1-4) 

e para ops:oes Americanas: 

(1-5) 

A Figura 1-7 apresenta urn exemplo de dados de entrada e de saida de urn prograrna de valoras:ao da 

ops:ao de urn recurso natural atraves do modelo de Black e Scholes. A partir dos valores adotados na 

Tabela 1-2 e de parfunetros assumidos para as variaveis economico-financeiras independentes (taxa 

livre de risco, taxa de dividendos, volatilidade e tempo de expiras:ao) pode-se determinar o valor da 

ops:ao. 

As Figuras 1-8 e 1-9 ilustrarn o efeito da data de expiras:ao e da volatilidade sobre o valor da ops:ao 

de urn recurso natural. Pode-se verificar o evidente crescimento do valor da ops:ao em funs:ao do 

aumento de valores nas variaveis tempo de expiras:ao e volatilidade. 
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This program calculates the value of a natural resource option 

Assumptions 

I. All the assumptions underlying the Black-Scholes model apply 

2. The estimated reserves of the natural resource are known 

THE USER HAS TO INPUT THE FOLLOWING VARIABLES 

I. Present value of estimated reserves, current price and marginal costs 

2. Variance in the price of the natural resource 

3. Present value of the cost of developing the natural resource 

4. Expected annual AFTER-TAX cashflow from resource after it is developed 

5. Riskless interest rate that corresponds to relinquishment period 

6. Length of the relinquishment period on resource/reserve 

INPUTS RELATING THE UNDERLYING ASSET 

Enter the estimated reserves of the natural resource (in units) ->I 00000 

Enter the current price of the natural resource, per unit (in currency) ->22.50 

Enter the marginal cost per unit of extracting the natural resource (in currency) -> 10.00 

Enter the standard deviation in the price of the natural resource (in %) -> 30 

Enter the estimated annual after-tax cashflow after developing resource (in currency)->50000 

INPUTS RELATING TO THE OPTION 

Enter the present value of the cost of developing the resource option (in currency) ->I 000000 

Enter when the rights to resource will be relinquished (in years) ->10 

GENERAL INPUTS 

Enter the riskless rate that corresponds to the option lifetime (in%) ->8 

VALUING A LONG TERM OPTION/WARRANT 

Stock Price 

Strike Price 
Expiration (in years) 

T.Bond rate(%) 

Variance in price 

Annualized dividend yield (%) 

Value of the natural resource option 

= 1250000 

= 1000000 

= 10 

=8 

=0.09 

=4 

= 4.7262e+005 

Figura 1-7- Dados de entrada e de saida de urn programa de valorayao da op9ao de urn recurso natural atraves do 

modelo de Black&Scholes 
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Figura 1-8 - Gn\fico ilustrando o efeito da data de expira9iio e da volatilidade ( cr = dp = desvio padriio) sabre o valor 

da op9iio de urn recurso natural 

5 

5~,1~0-----------------------~----, 

Figura 1-9- Gn\fico ilustrando o efeito da volatilidade e da data de expira9iio sabre o valor da op9iio de urn recurso 

natural 

1.4.3 A utilizac;:ao da Simulac;:ao de Monte Carlo 

A Simula91io de Monte Carlo e a tecnica que consiste em simular por tentativas o comportamento do 

ativo subjacente ou deste e de outra varia vel que nao se assuma constante durante o processo. 0 valor 

do instrumento derivado e, pois, o resultado do valor atual do seu valor esperado no vencimento. 

Considere-se urn instrumento derivado que paga /T no momento T. 
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0 seu valor no momento t e: 

E = a expectativa num mundo livre de risco, 

r = taxa de juros instantanea sem risco media entre t e T. 

A equa91io anterior pode simplificar-se em: 

0 procedimento pode ser assim simplificado: 

1. Simular urn caminho aleat6rio em urn mundo livre de risco para a variavel aleat6ria 

correspondente ao ativo subjacente (usar como declive a taxa sem risco J1 = r1 ). 

(1-6) 

(1-7) 

2. Determinar, caso tivesse sido este o verdadeiro percurso da variavel aleat6ria, qual o valor no 

vencimento do instrumento derivado ( fr ). 

3. Repetir os passos 1 e 2 N vezes (v.g. 10000 vezes). 

4. Calcular o V a! or Esperado do instrumento derivado no vencimento (em T) atraves de uma 

media aritmetica simples. 

5. Atualizar para t o valor encontrado em 4. 

As vantagens desta tecnica sao as seguintes: 

1. E uma tecnica numerica bastante eficiente. 

2. Pode ser usada com mais que uma variavel aleat6ria. 

3. Permite apurar o erro padrao das estimativas realizadas. 

4. Permite avaliar op96es com pressuposto de volatilidade estocastica. 

5. Pode-se calcular os parametres para cobertura dinamica. 

A principal desvantagem e que a tecnica so pode ser usada para opyoes de padrao Europeu. 
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A Figura 1-10 apresenta urn exemplo de dados de entrada de urn programa de valoravao da opyao de 

urn recurso natural atraves da Simulavao de Monte Carlo. Utilizou-se os mesmos pariimetros 

adotados na Tabela 1-2 e Figura 1-6. 0 programa desenvolvido em MATLAB® solicita pariimetros 

relativos ao ativo subjacente, ao tempo de expirayao, a taxa livre de risco e ao nillnero de simulavi'ies 

a serem realizadas e representadas de forma gratica. 

A Figura 1-11 mostra os dados de saida do programa para calculo do valor de uma opyao de compra 

de padrao Europeu, conforme referenciado acima. 0 processo e realizado tantas vezes quanto o 

numero de simulavi'ies requeridas pelo usuano. Ap6s o processamento de todas as simulavi'ies e 

possivel calcular o valor medio da opyao na data de expiravao bern como o VPL do valor medio da 

opyao. 

A Figura 1-12 ilustra a variavao do prevo do ativo ao Iongo do horizonte de tempo simulado. Oprevo 

inicial corresponde ao valor de 1250000, que e o prevo atual do ativo informado na Figura 1-9. A 

representayao e feita para as simulavi'ies I, I 0, 100, 200, 300, 400 e que correspondem aos numeros 

de simulavi'ies solicitadas para representayao. 

A Figura 1-13 mostra o comportamento do prevo do ativo na data de expiravao da opyao para as 500 

simulavi'ies realizadas. 

A Figura 1-14 surnariza o valor da opyao na data de expiravao para as 500 simulavi'ies realizadas. 
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This program calculates the value of an option by using Monte Carlo simulation 

INPUTS RELATING THE UNDERLYING ASSET 

Enter the current stock price (in currency) -> 1250000 

Enter the exercise price (in currency) -> 1000000 

Enter the volatility (in% per year) ->30 

INPUTS RELATING TO THE OPTION 

Enter time to maturity (in working days)->2500 

GENERAL INPUTS 

Enter the number of working days per year ->250 

Enter the number of simulations ->500 

Enter the maximum step size (in days) ->50 

Enter the simulation number to be plotted (max 6)-> 1 

Enter the simulation number to be plotted (max 6)-> 10 

Enter the simulation number to be plotted (max 6)-> 100 

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->200 

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->300 

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->400 

Enter the riskless rate that corresponds to the option lifetime (in %) ->8 

Figura 1-10- Dados de entrada de urn programa para citlculo do valor de uma op9iio de coropra de padriio Europeu 

VALUING A CALL OPTION 

Running simulation # 1 

Running simulation# 499 

Running simulation # 500 

Average Stock Price value 

NPV of Average Stock Price value 

Average Value of the option= 

NPV of Average Value of the option 

= 1.3858e+006 

= 6.4187e+005 

= 4.1153e+005 

= 1.9062e+005 

Figura 1-11 - Dados de saida de urn programa para citlculo do valor de urna op9iio de coropra de padriio Europeu 
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Simula~ao de Monte Carlo do pre~o do ativo 

X 10
6 

2~~--~--~--~r=~~ 

I. 

I 
10 

100 

:roo 
300 
400 

o.R---~~o -~,.----~,.--~-~--'60 

x50 dias 

Figura 1-12- Gnifico da varia9ao do pre9o do ativo ao Iongo do horizonte de tempo simulado 

Simula~ao de Monte Carlo do pre~o do ativo 

50 100 !50 200 250 300 350 400 450 500 

Numero da simula~ao 

Figura 1-13 - Gnifico do pre9o do ativo na data de expira9ao da op9ao para 500 simulayoes realizadas 

Simula~ao de Monte Carlo do valor da op~ao 

Ntimero da simula~ao 

Figura 1-14- Gnifico do valor da opyao na data de expira9ao para 500 simulayoes realizadas 
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CAPITULO 2 

2 INVESTIMENTOS EM MULTIPLOS ESTAGIOS 

0 objetivo deste capitulo e apresentar a terminologia, os modelos e mostrar como a abordagem de 

op<;:oes permite que a amilise se beneficie de urn conjunto de informa<;:oes mais amplo. 

Os exemplos e discussoes sao uteis para introduzir os principais conceitos, mas a analise de projetos 

requer urn instrumental mais sofisticado. 

2.1 A abordagem de opc;oes para a decisao de investir e os 

principais conceitos 

Irreversibilidade, incerteza e possibilidade de adiamento sao tres caracteristicas importantes das 

decisoes de investimento. Na pnitica, as decisoes dos investidores levam em conta cada uma destas 

caracteristicas e as suas intera<;:oes. A abordagem de op<;:oes e urna tentativa de modelar teoricamente 

as decisoes, e seu entendimento requer uma analise cuidadosa dessas caracteristicas (Dixit e Pindyck, 

1993). 

Uma despesa de investimento e urn custo afundado e, portanto, irreversivel. Investimentos 

especificos de uma empresa ou de urna industria sao, em grande parte, custos afundados. Sao 

especificos de cada firma e irrecuperaveis nesse sentido. Mesmo investimentos nao especificos de 

empresas sao parcialmente irreversiveis, e a irreversibilidade pode ser produzida pela regula<;:ao ou 

por arranjos institucionais. 
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A incerteza sobre o futuro e a segunda caracteristica importante da decisao de investir. Os valores do 

projeto e da op<;:ao de investir e a propria decisao de investir sao afetados pela incerteza associada a 

variaveis relevantes, como o pre<;:o do produto, o custo dos insumos, a taxa de juros, a taxa de 

cfunbio, a oferta de credito e a regula<;:ao. 

A terceira caracteristica e a possibilidade de adiamento do investimento. As empresas nem sempre 

tern essa possibilidade. Considera<;:i'ies estrategicas podem for<;::i-las a antecipar investimentos para 

inibir o crescimento dos competidores efetivos ou a entrada de competidores potenciais na industria. 

0 adiamento dos projetos e, entretanto, factivel. A empresa deve sempre comparar o custo de adiar 

com os beneficios de esperar informa<;:ao nova para subsidiar a decisao de investir. 

Estas caracteristicas - irreversibilidade, incerteza e possibilidade de adiamento - podem ser 

sintetizadas na seguinte analogia entre a oportunidade de investimento e a op.;:ao financeira (Dixit e 

Pindyck, 1993): uma empresa com uma oportunidade de investimento irreversivel carrega uma op.;:ao 

de investirno futuro (ou de esperar); ela tern o direito- mas nao a obriga.;:ao- de comprarum ativo (o 

projeto) no futuro, a urn pre.;:o de exercicio ( o investimento ). Quando a empresa investe, ela exerce a 

op<;:ao e paga urn custo de oportunidade igual ao seu valor. 0 exercicio da op.;:ao ( o investimento) e 

irreversivel, mas a firma sempre tern a possibilidade de preservar o valor de sua op.;:ao ( adiar o 

investimento) ate que as condi<;:5es de mercado se tom em mais favor:iveis. 

2.2 Determinantes da opc;ao de investir 

0 valor da op.;:ao de investir e afetado por variaveis como o pre.;:o do produto, a taxa de juros, a taxa 

de cfunbio, o custo do investimento, a oferta de credito e a regula.;:ao. A incerteza sobre o 

comportamento dessas variaveis no futuro tambem afeta o valor da op.;:ao. Neste capitulo, alguns 

exemplos serao apresentados para mostrar como o valor da op.;:ao ( F ) e a decisao de investir 

dependem do comportamento do pre<;:o do produto, do custo do investimento e da incerteza associada 

com essas variaveis. 
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2.3 Modele para investimentos em urn estagio 

0 modelo usado nas apresentas;oes desta ses;ao e baseado em Dixit e Pindyck (1993) e as inovas;oes 

no modelo original, descritas nas equas;oes, sao a inclusao das variaveis de financiamento de Iongo 

prazo ( B e E) e os ajnstes requeridos para o estudo de projetos com horizonte finito (incorporas;ao 

da variavel A). 

0 pres;o P ( equas;ao 2-1) e uma varia vel aleat6ria que segue urn movimento Browniano geometrico, 

com tendencia a e desvio padrao <J . 

on de: 

dP aPdt + <JPdz, 

on de dz s, .Jdi , 

r taxa de juros do ativo sem risco, 

¢ppm <7 premio de risco , 

¢ pres;o de mercado do risco , 

ppm correlas;ao do valor do projeto como portfolio de mercado, 

iS j.J-a, 

n(P) max[P- C,O], 

V(P) K,PP' +B,seP<C, 

V(P) = B
2
Pp, +PI( iS +A)- Cl(r+ A)+ B ,seP > C, 
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(2-2) 

(2-3) 

(2-4) 

(2-5) 

(2-6) 

(2-7) 



onde: B
2
Pp, valorda opc;ao de suspender a produc;ao, 

PI ( 8 + /l) prec;o descontado , 

C l(r + /l) custo descontado, 

V(P): (P- C)/(8 + /l), sea= 0, 

1 2 /3, =- -(r -8)1 a + 
2 

1 2 /32 =- -(r -8)1 a -
2 

c'-P· 
K,=---1 

/3,-/32 

[<r-8)/o-' -~]' +2rla
2

, 

[<r-8)/o-
2 -~]' +2r/o-

2
, 

/32 -1) 
+/l 8+/l , 

B- -'- -'-c'-P' ( fJ fJ -1) 
2 - /3

1 
- /3

2 
r + /l 8 + /l ' 

F(P) = A,PP', 

(/3,- fJ,)B,(P')P' + (/3, -1)P' /(8 + /l)- fJ,[C /(r+ /l) +I- Ej = 0, 
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(2-9) 

(2-10) 

(2-11) 

(2-12) 

(2-13) 

(2-14) 

(2-15) 



Na equac;:ao (2-1), o prec;:o P e uma variavel aleatoria que segue um movimento Browniano 

geometrico, com tendencia a e desvio padrao rr. dz, o incremento de um processo de Wiener em 

tempo continuo, e dado pelo produto de Ei
1 

, uma variavel aleatoria retirada de uma distribuic;:ao 

normal padrao, nao correlacionada serialmente, e da raiz quadrada de dt , o diferencial do tempo. Isso 

faz com que as variac;:oes dz sejam independentes, normalmente distribufdas e com variancia que 

aumenta linearmente com o tempo. 

Para investir no projeto, a empresa requer uma taxa de retorno pelo menos igual it taxa de desconto 

f.J. Na equac;:ao (2-3), f.J e definida como a soma da taxa dejuros do ativo sem risco (r) e de um 

premio de risco que depende do prec;:o de mercado do risco ( ¢ ), da correlac;:ao do valor do projeto 

com o portfolio de mercado (ppm ) e do desvio padrao rr . f.J tambem e igual it soma dos ganhos de 

capital (a) e da taxa de dividendos ( 8) ( equac;:ao 2-4). ¢ e ppm sao tratados como parl'imetros 

estruturais dados pelo mercado. Desse modo, nao hanecessidade de conhece-los separadamente. Para 

verificac;:ao em detalhes sobre a taxa de desconto e sua determinac;:ao de acordo com a teoria do 

Capital Asset Pricing Model (CAPM), ver Dixit e Pindyck (1993), Brealey e Myers (1992) e 

Blanchard e Fischer (1989). A condic;:ao fundamental de equilfbrio do modelo CAPM diz que 

f.J = r+¢Ppmrr (equac;:ao 2-3). De acordo como modelo CAPM f.J deve refletir o risco (nao 

diversificavel) sistematico do ativo. 0 custo do capital proprio ( f.J) pode ser obtido a partir do 

modelo de avaliac;:ao de ativos financeiros em equilfbrio (CAPM) atraves da relac;:ao 

f.J = r + fJ(rm - r), onde fJ e 0 indice de risco da ac;:ao da empresa e rm e a taxa de juros media do 

mercado. 

As unidades de medida sao escolhidas de modo que o projeto, uma vez conclufdo, produza uma 

unidade de produto por ano, a urn custo operacional anual C . Por hipotese, a produc;:ao podera ser 

temporariamente suspensa, sem custos, se P ficar abaixo de C, e reativada posteriormente, 

igualmente sem custos, quando P voltar a ultrapassar C. Consequentemente, o lucro do projeto em 

cada instante t(tr) e dado pela equac;:ao (2-5). 
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As equa9oes (2-6) e (2-7) mostram o valor do projeto, V, nas regiOes de lucro zero ( P < C) e de 

lucro positivo ( P > C). A funyao V e continuamente diferenciavel no ponto P = C e, portanto, 

ambas as equayoes sao va!idas nesse ponto. Na equa91io (2-6), V e uma fun91io de P, o pre9o do 

produto, de B , o valor presente criado pela introdu91io dos financiamentos de Iongo prazo, e de uma 

combinayao de parfunetros. Na regiao de lucro zero, uma parte do valor do projeto K,PP' se deve 

inteiramente a possibilidade de reativar a produyao no futuro. As expressoes dos parfunetros {31 e K1 , 

necessarios para calcular V , estao explicitados, respectivamente, nas equayoes (2-9) e (2-11 ). 

Na equayao (2-7), V e igual a soma dos lucros futuros descontados P /( 5 + A) - C /(r + A) , do valor 

presente criado pelos financiamentos (B) e do valor da opyao de suspender a produyao ( B,PP' ). As 

expressoes dos parfunetros {3
2 

e B
2

, necessarios para calcular V, estao descritas, respectivamente 

nas equayoes (2-10) e (2-12). 

0 parfunetro A , que aparece nas expressoes dos lucros futuros descontados- equayoes 2-7 e 2-8 -, e 

urn artificio que permite tratar projetos de horizonte finito como se fossem de horizonte infinito. Em 

Dixit e Pindyck ( 1993), ele e apresentado como uma taxa de deprecia91io capaz de igualar os val ores 

presentes do projeto sob as hip6teses de horizonte finito ou infinito. Com A incorporado na taxa de 

desconto, 0 modelo se aplica integralmente a analise de projetos com horizonte finito. 

As equa9oes (2-13) a (2-15) definem o valorda op91io de investir e a regrade investimento 6tima. Na 

equa91io (2-13), o valor da op91io de investir F e uma funyao de P, o pre9o do produto, e de uma 

combinayao de parfunetros. A equa91io (2-14) e a regrade investimento 6tima. Ela permite calcular o 

pre9o critico p' como uma fun91io implicita do valor do investimento I, do custo operacional C, 

dos financiamentos (E), da taxa de juros r e de uma combina91io de parfunetros. Dado p', a 

equa91io (2-15) define o valor do parfunetro A,, necessario para calcular a trajet6ria de F. 
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Urn exemplo nurnerico ajuda a ilustrar a soluvao. Admita-se urn projeto que tern urn horizonte de sete 

auos. A produvao de uma unidade de produto por auo requer urn investimento I = 113 no auo. 0 

custo operacional auual C e igual a 208. A empresa espera que o prevo P diminua it taxa de 

0,8% a. a .. A taxa de desconto do projeto ( Jl) e igual a 12% a. a. e tern dois componentes: os gauhos 

de capital (a) e a taxa de dividendos 8. Tem-se que a e igual a tendi'mcia de reduvao de 

P (-0,8% a.a.), o que faz com que 8 JJ- a seja igual a 12,8% a.a .. A taxa de juros do ativo sem 

risco ( r) e de 8%. 

A produvao podera ser temporariamente suspensa, sem custos, se P cair abaixo de C, podendo ser 

reativada depois, igualmente sem custos, se P voltar a ultrapassar C . Portauto, o lucro anual sera, no 

minimo, igual a zero (quando P for menor do que C) e, no maximo, igual a P - C . 

A incerteza bitsica se refere ao comportamento da demauda pelo produto. Dada a escalade produyao, 

essa incerteza se reflete inteiramente no comportamento do prevo P . Consequentemente, o valor do 

projeto ( V) eo valor da opyao de investir (F) sao determinados pela trajet6ria esperada para P. Urn 

parametro importaute dessa trajet6ria e a ' 0 desvio padrao auual de p. 0 outro e a tendencia ou 

deriva a. 

A Figura 2-1 mostra o valor do projeto ( V) como funviio de P. 0 valor esperado do fluxo de lucros 

do projeto ( V) e monotonicamente crescente em P. Quauto maior for a incerteza sobre o 

comportamento de P no futuro (maior for a), maiores serao os lucros esperados no futuro e maior 

sera o valor do projeto. 

51 



VALOR DO PROJETO 

Figura 2-1- Valor do projeto (V) em funyao de P (C~208, !~113, a.~-0,8%, ;t~12% a.a., r8% a.a., A.~18%, 

sem financiamento) 

A irreversibilidade do investimento e a incerteza sobre o futuro criam uma op91io de investir no 

futuro. A decisao de investir agora ou esperar depende da compara9ao entre o valor da op9ao de 

investir (F) eo valor presente liquido do projeto (V-I). A Figura 2-2 representa Fe V-I como 

fun9oesde P ,para a= 0, a= 0,2 (20% a.a.), a= 0,4(40% a.a.) e r = 8% a.a. Opre9ocritico(P') 

para a = 0,2, acima do qual a firma deve investir imediatamente, e igual a 280,4. Para P < 280,4, 

F e maior do que V -I e a melhor estrategia e adiar o investimento. Para P = 280,4, F = V - I e e 

indiferente para a empresa esperar ou investir imediatamente. Finalmente, para P > 280,4, V-I 

eventualmente ultrapassaria F . 0 beneficio marginal de investir agora ( V -I) e maior do que o 

beneficio marginal de esperar (F). Neste caso, a empresa deve investir imediatamente e se apropriar 

do VPL do projeto. 

A op9ao de investir introduz uma cunha entre o valor do projeto ( V) eo custo do investimento (I). 

Isto significa que a empresa s6 deve investir quando V for pelo menos tao grande quanto urn valor 

critico v· = V(P'), que e estritamente maior do que I. No exemplo da Figura 2-2 e para a= 0,2, 

v· = 286, mais de duas vezes e meia o investimento I . Em contraste, a regra tradicional do VPL 

induziria a empresa a investir assim que V fosse maior do que I = 113, ou seja, acontentar-se com 

urn valor do projeto e com uma taxa intema de retorno substancialmente menores. 
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Os efeitos da incerteza sobre a decisao de investir estao sintetizados nas Figuras 2-2 e 2-3. A Figura 

2-2 mostraque a decisao de investir depende do comportamento de F(P) e V(P)- I paradiferentes 

valores de a. Quando a = 0, p' = 242,8 eo valor do projeto V e igual ao investimento I (nesse 

caso, que nao leva em conta a incerteza, a regra tradicional do VPL se aplica). Quando a aumenta, 

ascurvas F(P) e V(P)-I sedeslocamparaaesquerda.Masodeslocamentode F emaiordoque 

o de V-I, o que resulta em aumentos significativos de p' e v· . 

Com a = 0,4 , p· = 327 e v· = 555,6, a empresa s6 deve investir se o valor do projeto for igual a 

pelo menos cinco vezes o investimento I . Esses efeitos da incerteza sobre a decisao de investir estao 

representados na Figura 2-3, que mostra os val ores de p' e de v· para a variando de zero a urn (de 

zero a 100% a.a.). 

OPCAO PARA JNVESTIR E PRECO CRITICO 

'"' '" '"' Preoo 

---- V(P)-1 

F(P) 

"" 

Figura 2-2- Valor da Op9iio e de V-I em fun9iio de P (C~208, !~113, a~-0,8%, 1-'~12% a.a., P8% a.a., A.~J8%, 

sem fmanciamento) 
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Figura 2-3- Pre90 e Valor Criticos em fun9iio de a (C=208, !=113, a=-0,8%, 11=12% a.a., r=8% a.a., ],_=18%, 

sem financiamento) 

A Figura 2-4 mostra os efeitos de varia<;oes da taxa de juros do ativo sem risco ( r) sobre o pre<;o 

critico p' do projeto estudado para a = 0,2 e 0,4. Nas vizinhan<;as do pre<;o critico, uma redu<;ao na 

taxa de juros aumenta o valor do projeto ( V) e diminui o valor da op<;ao de investir (F). 0 resultado 

e uma redu<;ao do pre<;o critico p' (acima do qual a empresa decide investir) e urn estimulo ao 

investimento. Por exemplo, para a = 0,2 , uma redu<;ao da taxa de juros real de 8% a.a. para 

5% a.a. diminui o pre<;o critico de 280para265. Jacom a = 0,4, amesmaredu<;ao da taxadejuros 

diminui o pre<;o critico de 327 para 298,5. Quanto maior for a incerteza, maior sera o impacto da 

redu<;ao da taxa de juros no investimento. Os incentivos dessa politica serao menos eticazes se 

persistir uma incerteza elevada sobre o nivel da taxa de juros no futuro. 
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TAXA. LNRE DE RISCO E DECISAO 0€ INVESTlR 
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Figura 2-4- Pre9o critico emfun91io da taxa livre de risco (C~208, I~! !3, a~-0,8%, Jl~l2% a.a., F8% a.a., ;!.~18%, 

sem fmanciamento) 

No que diz respeito aos impactos dos finauciamentos de Iongo prazo na decisao de investir, ha dois 

efeitos que devem ser considerados. Por urn !ado, dadas as condi<;oes de credito (niveis da taxa de 

juros e do spread, prazos de carencia e de amortizas:ao, participa<;ao dos finauciamentos no 

investimento total) e a taxa de desconto, os finauciamentos aumentam o valor presente do projeto 

( V ). Esse aumento sera tauto maior quanto mais favoraveis forem as condi<;oes do credito. Mas, por 

outro !ado, os finauciamentos tambem aumentam o valor da op<;ao de investir no futuro (F). Esse 

efeito, isoladamente, incentiva o adiamento do investimento. Portauto, as expectativas da empresa 

sobre a disponibilidade do credito de Iongo prazo no futuro sao importautes para determinar em que 

medida V e F serao afetados. 

No exemplo apresentado, foi adotada a hip6tese de que a empresa continuaria a ter acesso aos 

finauciamentos no futuro nas mesmas condi<;oes. Os efeitos da introdu<;ao dos finauciamentos podem 

ser visualizados pela compara9ao entre as Figuras 2-2 e 2-5. No primeiro caso, nao ha finauciamento 

(o projeto e finauciado integralmente com recursos pr6prios). No segundo, os emprestimos 

participam com 29% do investimento total. 0 aumento de V , devido a introdu<;ao dos 

finauciamentos, e igual a 1,4 vezes. 0 aumento de F depende dos niveis de P e de a , mas e sempre 

inferior ao aumento de V. 0 resultado e que, na Figura 2-5, as curvas V-I sao deslocadas para a 
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esquerda vis-a-vis a Figura 2-2. Mas, como o deslocamento da curva V I e maior, ha uma redu91io 

dos pre9os criticos para diferentes niveis de a . 

Quando a = 0,2 , a introdu9ao dos financiamentos permite uma redu91io do pre9o critico p' ( acima 

do qual a firma deve investir) de 280,4 para 276,2. Quando a = 0,4, p' diminui de 327,1 para 

313,3. A capacidade de incentivo ao investimento tambem depende das condi9oes dos 

financiamentos. Quanto maior for a participa9ao dos financiamentos no investimento total, por 

exemplo, maior sera o estimulo ao investimento. Defina-se a variavel S como a participa9ao dos 

financiamentos de Iongo prazo no investimento total. A Figura 2-6 mostra o pre9o critico p' como 

fun91io de S para diferentes niveis de incerteza. Quando a = 0,2, urn aumento de S de 30% para 

70% reduz p' de 276 para 270, 1. Quando a = 0,4, o mesmo aumento de S permite que p' caia de 

312,8 para 292,9. Assim como no caso da redu91io de juros, o incentivo dos financiamentos ao 

investimento aumenta com a incerteza: a elasticidade de p' com rela91io a S passa de 0,05 (quando 

a = 0,2) para 0,15 (quando a = 0,4).9 

OPCAO PARA INVESTIR E PRECO CRITICO 
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Figura 2-5- Valor da Opyao e de V-I emfunyao de P (C=208, I=ll3, a=-0,8%, J.t=l2% a.a., r=8% a.a., A.=18%, 

com financiamento) 

9 
Isso significa que um aumento de um ponto percentual em S reduz o pre;:o critico em 0,05% quando a = 0,2 , mas 

essa reduyao passa para 0,15% quando a = 0,4. 
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FJNANCIAMENTO DE LONGO PRAZO E OECISAO DE INVESTlMENTO 

% de financiamerrto de Iongo prazo 

Figura 2-6- Pre90 critico em fun91io do percentual de fmanciamento de Iongo prazo (C~208, !~113, a~-0,8%, 

fL~12% a.a., F8% a.a., ic~18%) 

Uma simula.yao euvolvendo as principais variaveis que afetam a decisao de investir e uti! para 

conferir uma perspectiva dini'unica a discussao. Suponha-se que o horizonte relevante de decisao da 

empresa se inicie no mes 1 do ano 1. Dado urn pre<;o inicia1 P
0

, a trajetoria do prec;:o P depende da 

tendencia (a) e do desvio padrao a. No exemplo apresentado, a = -0,8% a.a .. Considere-se 

a = 20% a.a .. Dados esses pari'unetros, a Figura 2-7 mostra tres trajetorias possiveis para P entre o 

mes 1 do ano 1 eo mes 6 do ano 8, a partir de urn P0 igual a 243. 
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TRAJETORIA DE PRECOS 
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Figura 2-7- Resultados da trajetoria de pre,os para 3 simulayoes (a~O,S%) 

A Figura 2-8 descreve o comportamento da op91io de investir F(P) e do valor presente liquido 

V ( P) -I entre o mes 1 do ano 1 e o mes 6 do ano 8, para uma taxa de juros real r de 8% a. a. e uma 

participa91io dos financiamentos no investimento S de 29%. Como F(P) e sempre maior do que 

V ( P) - I, a empresa nao tern incentivo a investir nesse periodo. 

TRAJETORIA DE F(P) E V(P)-1 

tempo 

Figura 2-8- Trajet6ria de F(P) e V(P)-I para 3 simulayoes (C~208, !~113, a~0,8%, fl~l2% a.a., F8% a.a., :A.~l8%) 
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A Figura 2-9 mostra os resultados da trajetoria de pres;os obtidos a partir de 100 simulas;oes. A 

Figura 2-10 apresenta os resultados da trajetoria do valor da ops;ao F(P) e V(P)-I obtidos a partir de 

100 simulas;oes. 
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Figura 2-9- Resultados da trajet6ria de pre9os obtidos a partir de 100 simu1a9oes (a~-0,8%) 

tempo 

Figura 2-10- Resultados da trajet6ria de F(P) e V(P)-1 obtidos a partir de 100 simu1aviles (C~208, 1~113, a~-0,8%, 

11~12% a.a., F8% a.a., t-~18%) 
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A Figura 2-11 mostra os efeitos de urn aumento de S de 29% para 50%. 0 pr~o critico e reduzido, o 

que incentiva a empresa a investir e faz com que V(P)- I seja superior a F(P). 

TRAJETORIA DE F(P) E V(P)-1 
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Figura 2-11- Trajet6ria de F(P) e V(P)-I (C~208, !~113, a~0,8%, 11~12% a.a., r=8% a.a., A.~18% e participayiio 

dos financiamentos no investimento S de 50%) 
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2.4 Modelo de investimentos em dois estagios 

0 produto pode ser vendido a urn pres:o P, o qual segue urn movimento Browniano geometrico: 

dP = aPdt + aPdz . (2-16) 

0 projeto e urn ativo derivado 10
, cujos lucros dependem do valor do ativo basico P. Pode-se entao 

derivar o valor do projeto como urna funs:iio V ( P) do pres:o do ativo basi co. Constroi-se urn portfolio 

livre de risco tomando-se combinas:oes satisfatorias do ativo a ser avaliado ( o projeto) e do ativo 

basico P. Desde que esse portfolio e livre de risco, ele deve ter urna taxa de retorno livre de risco. 

Esta condiviio leva a urna equas:ao diferencial para o valor desconhecido do projeto. A equas:ao pode, 

entiio, ser resolvida dadas as condis:oes apropriadas de fronteira. 

Admita a construs:ao de urn portfolio no tempo t que contenha uma unidade do projeto, e urna 

posiviio curta de n unidades de produs:ao, onde se escolhe n para tomar o portfolio livre de risco. 

Considera-se a propriedade desse portfolio em urn intervalo de tempo pequeno ( t, t + dt ). 

0 proprietario do projeto obtera o fluxo de receita ou lucro Pdt em urn intervalo de tempo de dt . 

Tambem, o proprietario de cada unidade de posis:ao curta deve pagar ao proprietario da 

correspondente posis:ao de Iongo prazo urna quantidade igual a taxa de dividendos ou convenience 

yield, isto e, o P dt. A manutens:ao do portfolio resulta urn dividendo liquido (P- no P) dt eproduz 

urn ganho de capital ( estocastico) igual a 

dV- n dP = dV- n(aPdt + aPdz). 

10 Diz-se de opera<;8.o financeira baseada em expectativas quanta ao comportamento futuro de um dado mercado; 

derivativo. 
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Utilizando-se o Lema de Ito para expressar dV em termos do processo de pre9o tem-se: 

Substituindo dV em ( dV - n dP) tem-se 

= { aPV' (P) + ~a- 2 
P'V" (P) }dt- naPdt + PV' (P) a-dz- na-Pdz 

Escolhe-se n = v· (P) de forma que os termos em dz desapare9am e o portfolio se tome livre de 

risco. 0 retorno total para 0 portfolio e entao 
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Igualando a ultima expressao ao retorno livre de risco r[V ( P) - nP] dt e simplificando os termos 

tem-se a equa9ao diferencial 

I_CT 2 
P'V"(P) + (r -o)PV'(P)- rV(P) + P = 0. 

2 

0 valor do projeto V(P) deve, entao, satisfazer a seguinte equa9ao diferencial: 

cuja solu9ao e 

I_CT, P'V"(P) + (r -o)PV' (P)- rV(P) + 1r(P) = 0, 
2 

{

A pfl, 
V(P)= 

1 

B
2
Pp,+Pio-Cir 

seP<C 

seP>C 

(2-17) 

(2-18) 

As constantes ~ e ~sao as solu9oes da equa9ao quadnitica fundamental e sao fun9oes de r, o, CT . 

As constantes A1 e B2 sao determinadas a partir da continuidade de V ( P) e v· ( P) em P = C e sao 

1gums a: 

(2-19) 

(2-20) 
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0 2° Estagio do Investimento 

~a 2 P2 F2V"(P)+(r -8)PF2' ( P) rF(P) 0, 

f;( P) = D
2
Pp,. 

A partir das equa9oes de fronteira determina-se que: 

D = (J2B2 (P•)IP>P J +-1-(P•)o-M 
2 (J, 2 8(J,2' 

e P; e a soluvao para a equa9ao 

{

D pP, 
F p - 2 

2
( )- V(P)-1

2 

0 1 o Estagio do Investimento 

paraP< P; 

para P <: P;• 

(2-21) 

(2-22) 

(2-23) 

(2-24) 

(2-25) 

Dado F;( P) e ?;•, pode-se voltar ao primeiro estagio do projeto e encontrar o valor da op9iio de 

investir, F; ( P) , e o pre90 critico ~· . 

Atraves dos passos usuais, pode-se determinar que F, ( P) satisfara tambem a equa91io diferencial do 

segundo estagio do investimento, mas agora sujeita as condi9oes de fronteira: 

F; (0) = 0' 

r-;uf) = F,un-11' 

F," ( ~·) = p;· ( ~·). 
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A soluc;;ao tern a forma usual: 

FJP) D pP, 
I ' 

(2-29) 

fJ B I 
D = _2_2 (P'j!PrM + -(P')!I~p,; 

I /31 I 0/311' 
(2-30) 

e que P; e a soluc;;ao para a equac;;ao 

A titulo de exemplo, admita-se urn investimento I = 113 sendo realizado em dois est<igios, de 

val ores iguais a I 1 =I 2 = 56,5. As Figuras 2-12 e 2-13 representarn F e V - I como func;;oes de P , 

respectivarnentepara G' = 0,2 (20% a.a.) e G' = 0,4 (40% a.a.) com r = 8% a.a .. Opreyo critico (~·) 

para (]' = 0,2, acima do qual a firma deve investir imediatarnente, e igual a 280,4. Para P < 280,4, 

F e maior do que V - I , e a melhor estrategia e adiar o investimento. Para P = 280,4, F = V -I , e 

para a empresa e indiferente esperar ou investir imediatamente. Finalmente, para P > 280,4, V - I 

eventualmente ultrapassaria F . 0 beneficio marginal de investir agora ( V - I ) e maior do que o 

beneficio marginal de esperar (F). Neste caso, a empresa deve investir imediatarnente e se apropriar 

do VPL do projeto. A realizac;;ao do investimento em do is estagios flexibiliza a realizayao do segundo 

estagio e acarreta urna reduc;;ao do prec;;o critico para a implementac;;ao do mesmo. 0 prec;;o critico 

( P; ) para G' = 0,2 , acima do qual a firma deve continuar a investir , e igual a 24 7,3. 
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Quando a aumenta, as curvas F(P) e V(P)- I se deslocam para a esquerda. Mas o deslocamento 

de F e maior do que o de V-I, o que resulta em aumentos significativos de p' . Com a = 0,4 , 

I>,'= 327 e P; =274,9. 

Precos criti(;Qs e "'llores de Opcoes Projeto 2 estaQios 
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Figura 2-12- Valor da Op9iio e de V-1 em fun9iio de P (C~208, 1 1 ~56,5, 1 2 ~56,5, a~-0,8%, o=20% a.a., 11~12% a.a., 

r=8% a.a., 'A=18%, sem financiamento) para investimentos em dais estagios 

Pmc::os erit\ctls e wlores de Opcoes - Projeto 2 es!agios 
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Figura 2-13- Valor da Opyiio e de V-I em fun9iio de P (C~208, 1 1 ~56,5, ! 2 ~56,5, a~-0,8%, cr=-40% a.a., 11~12% a.a., 

r=8% a.a., /..=18%, sem financiamento) para investimentos em dois estigios 
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2.5 Modelo de investimentos em multiples estagios 

Os conceitos e equa9oes apresentados no caso de investimentos em dois estagios podem ser 

generalizados para urn nfunero qualquer de estagios. 

As Figuras 2-14 e 2-15 exemplificam urn cenario com I 0 estagios, onde os investimentos tern o 

mesmo valor para todos os estagios e sao iguais a ! 1 ,= ! 2 , ••• , ! 10 = 11,3. 

Precos Cliticxls e Opc:oes para urn Projekl Multklstagio 

"' ~'oor·········c·········'··········c··········c······ ., 
IE 

50 100 

P1e00 

Figura 2-14- Valor da Op91io e de V-1 em fun9iio de P para urn projeto com 10 estagios (C=208, 11, . 10=11,3, 

a=-0,8%, cr=40% a.a., Jl=l2% a.a., r=8% a.a., A=l8%, sem fmanciamento) 

67 



' ' ' ' 

'"" 
~~--~-----!- ---- --'--------'--------'--------1--

•••••••••••• 

a.,jo,4 

=.~~~~--~--~,--~,L_~~~--~--~ ... 
Ntlmero 00 est31,1kl 

Figura 2-15- Pre9o Critico em fim91io do nfunero do estigio para nm projeto com 10 estagios (C~208, 11, ... 10 ~11,3, 

a=-0,8%, cr=40% a.a., J..t=12% a.a., r=8% a.a., A=18%, sem financiamento) 

2.6 Op<;oes imbricadas em uma estrategia de neg6cios 

Desde que se permita que opyoes em urn portfolio influenciem diretamente outras opyoes, existe a 

considerayiio de estrategias: serie de opyoes explicitamente projetada para afetar umas as outras. 

Pode-se usar redes de opyoes para representar uma sequencia de contingencias em uma estrutura de 

neg6cios. A estrategia consiste de uma sequencia particular de oportunidades de decisoes. 

Luehrman ( 1998) descreve que, em termos financeiros, uma estrategia de neg6cios e muito mais uma 

serie de opyoes que uma serie de fluxos de caixa estaticos. 

Uma estrategia pode, entao, ser representada em urn diagrama de "Espayo de Opyoes", conforme 

apresentado na Figura 2-16. Cada circulo representa uma opyao cuja localizayao no espayo e 

determinada pela relayiio valor I custo e vo1atilidade metrica. 0 espayo de opyoes e caracterizado por 

duas metricas de valor. A primeira e chamada valor I custo metrico e e definida como o valor dos 

ativos subjacentes (S) dividido pelo valorpresente do investimento (X). A segundametrica e chamada 

volatilidade metrica e e expressa pela equayao: volatilidade metrica = (J'Ji. 
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A dirnensao de cada circulo solido e proporcional ao valor do ativo subjacente (S) para cada opyao. A 

area dentro do circulo tracejado e proporcional aos desernbolsos requeridos (X). Desta forma urn 

circulo tracejado dentro de urn circulo solido representa urna opyao "in-the-money" (S >X). Urn 

circulo tracejado extemo a urn circulo solido rnostra uma opyao "out-ofthe-money". Os segmentos 

de linha no diagrama indicarn que as opyoes sao irnbricadas. A opyao para expandir e adquirida se, e 

sornente se, a opyao para introdu9ao do produto e exercida. Desta forma, o valor do ativo subjacente 

para a opyao de introdu9ao do produto inclui o valor dos fluxos de caixa operacional associado ao 

produto e ao valor presente da op9ao de expansao. Da rnesrna rnaneira, a opyao para expandir a 

segunda vez e adquirida sornente se houver a decisao para se exercer a prirneira opyao de expansao. 

baixa 

alta 

valor I custo 
1.0 

Op~ode2' 

ex pan sao 

~ 
::: 

()=X 

valor I custo 
1.0 

I Opyao "in the money" I 

"'0 Op~ao de introdu~ 

: \ 
•

'-' do produto 

, .... - ... , ' ... _.,/ 

: • ', ~aode I' 
\ , ' expansao ... __ ... 

Op~ao de2' 
expansao 

·~ ~ ...... -_ ............ _ ...... iiiliiii ____ ..... __ """"'i' 

0 valor da opyao de compra mais intemo deve ser 
estimado primeiramente porque seu valor e parte do valor 

do ativo subjacente (S) para a proxima opyao na rede. 

alta 

Figura 2-16- Diagrama "Espac;o de Opcyoes" e representac;ao de estrategia de opc;oes imbricadas [Luehrman (1998)] 

0 valor da estrategia global pode ser expressa conforme a seguinte equayao: 

{

introduc;iio do produto + } 

VP N opc;lio da primeira expanslio + . 
+ valor da opc;ao 

[ + valor da opriio( opriio da segunda expansiio)] 

(2-32) 

De fato, o que se tern e urna opyao de cornpra (call option) sobre urna outra opyao de cornpra. 

69 



A opyaO para introduzir 0 produto e opyaO "in-the-money" e proxima da data de expirayaO (a 

empresa podeni perder a oportunidade se nao for adiante com o projeto ). Tao logo esta opyao e 

exercida, o cemirio muda. 0 circulo superior desaparece, e os dois circulos inferiores permanecem 

conectados e comevam a mover-se para cima. Urn dos mais importantes fatores que determinam se os 

circulos inferiores movem para a direita ou para a esquerda em seu caminho e quao bern a empresa se 

posiciona no mercado. Entretanto, existem tambem outros fatores. Qualquer ayao que aumenta o 

valor da segunda opyao de expansao aumenta o valor da primeira tambem, porque o valor da segunda 

opyao constitui parte do valor do ativo subjacente para a primeira opyao. 

Suponha-se, por exemplo, que o risco associado com os ativos ou produtos da empresa aurnente. 0 

efeito direto mais evidente e sobre a opyao da segunda expansao, que move para baixo no espayo de 

opyoes, porque sua volatilidade metrica aurnenta. A segunda expansao toma-se mais valiosa. 

Adicionalmente, o aurnento do risco afeta tambem a opyao da primeira expansao. Sua relayao 

valor I custo metrico cresce porque a opyao da segunda expansao e parte dos ativos subjacentes (S) da 

primeira expansao (Figura 2-17). De fato, a mudanva de qualquer metrica da opyao da segunda 

expansao deve mudar pelo menos a relayao valor I custo metrico da primeira expansao. 

valor I custo 
0.0 1.0 

Se a volatilidade do produto fmal aumenta, a 
opyao da segunda expansao move para baixo. 
lsto faz com que a op9ao da 1 a expansao mova 
para a direita porque a 2a op9ao e parte do ativo 

subjacente para a 1a. 

Figura 2-17 - Representa9ao do efeito de aumento de volatilidade no valor das op<;oes em um 
diagrama de "Espa<;o de Op<;oes" 

Como urn outro exemplo, suponha que urn competidor introduz urn produto substituto no mesmo 

mercado que a empresa atua. A localizayao das opyoes e as dimensoes dos circulos mudarao. 0 

circulo solido ou valor do ativo (S) da opyao da segunda expansao podeni reduzir, e as opyoes da 

primeira e segunda expansao irao deslocar-se para a esquerda. Alem disto, o valor do ativo subjacente 

da primeira expansao tambem deve diminuir. 
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A representa9ao dos circulos no espayo de opyoes permite a comparayao de estrategias. No exemplo 

citado, admitiu-se que a segunda expansao nao seria introduzida sem a realizayao da primeira. 

Em uma terceira situayao hipotetica, a empresa pode realizar qualquer uma das duas expansoes 

primeiramente ou ambas simultaneamente. Neste caso, urn investimento maior seria requerido para 

realizar a segunda expansao se a primeira expansao nao fosse executada primeiramente. Pode-se 

assumir que as margens de lucro na segunda expansao seriam maiores se a empresa primeiramente 

ganhasse mais experiencia com a primeira expansao. 

Estas opyoes, apresentadas como uma estrategia altemativa, nao sao imbricadas e nao estao mais nas 

mesmas localizayoes. 0 diagrama da Figura 2-18 representa esta nova estrategia. Pode-se no tar que a 

segunda opyao, a op9ao da 2a expansao, localiza-se mais a esquerda. Seu circulo solido ou valor do 

ativo subjacente (S) e menor, e seu circulo tracejado ou desembolso (X) e maior que seu valor 

original. A segunda opyao e claramente "out-ofthe-money ",mas esta agora conectada diretamente a 

opyao de introduyao do produto. Dado que a opyao da 2a expansao esta mais a esquerda sob esta nova 

estrategia e seu circulo solido e menor, deve-se preferi-la? Sim, desde que ela tambem mova para 

baixo no espayo, isto e, se sua volatilidade aumenta. A precificayao da opyao no ambiente de Opyoes 

Reais pode dizer o quanto a volatilidade deve crescer para compensar qualquer movimento para a 

esquerda ( diminuiyao da rela9ao valor I custo ). Finalmente, pode-se no tar que, para a estrategia nao 

imbricada, o valor de ambas as op9oes de expansao aumenta diretamente o valor do ativo subjacente 

associado a introduyao do produto. Neste cenario nao se tern mais o caso de que qualquer mudanya 

na opyao da 2a expansao deve afetar a localiza9ao da opyao da 1 a expansao: cada uma delas, de fato, 

move independentemente. 

Embora as opyoes sejam nao imbricadas, elas sao muito correlacionadas. Suponha, por exemplo, que 

a opyao da 2a expansao se posicione como "in-the-money" e desta forma seja exercida 

primeiramente, antes da opyao da 1 a expansao. 0 valor da 1 a expansao seria aumentado, porque o 

ativo subjacente associado a ela deveria produzir melhores margens - a relayao valor I custo da 1 a 

expansao cresce. 

p 
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Op~iio de introdu iio 
do produto 

~-)=X 

Figura 2-18 - Diagrama "Espa<;o de Op<;oes" e representa<;ao de estrategia de op<;oes nao imbricadas 

Para comparar diferentes estrategias, deve-se calcular o valor de cada op9ao de introdu9ao do 

produto. Isto pode ser feito quantitativamente, utilizando-se as metodologias de Op9oes Reais. Em 

termos visuais, prefere-se a op9ao de introdu9ao do produto que esteja o mais a direita possivel e que 

tenha o maior circulo solido. A estrategia que mais realiza esta fun9ao e a que tern mais valor 

(Figura 2-19). 

baixa 

alta 

valor I custo 

Op~i!ode2" 

expansiio 

1.0 

Op~iio de introdu iio 
doproduto 

••• s 

• Em termos visuais, prefere-se que a 

op<;ao de introdu<;ao do produto esteja 

o mais a direita possfvel e que tenha 

um circulo solido o maior possivel. 

•Qnanto mais a estrategia realiza este 

efeito maior o sen valor. 

Figura 2-19- Diagrama "Espa<;o de Op<;oes" e visualiza<;ao do resultado da estrategia 

0 

Uma aplicayaO do uso do EspayO das Opyoes e apresentada por Carvalho et al. (2000). 

Os conceitos apresentados de op9oes imbricadas sao importantes para o entendimento dos 

investimentos sequenciais e seus respectivos modelos apresentados no Capitulo 3. 
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, 
CAPITULO 3 

3 INVESTIMENTOS SEQUENCIAIS 

3.1 Modele para valor do projeto estocastico e investimento 

deterministico 

Este capitulo apresenta uma revisao do modelo de investimentos sequenciais em Op9oes Reais e suas 

aplica9oes para a avalia<;ao de projetos e mostra as diferens:as deste metodo em rela<;ao aos metodos 

tradicionais adotados usualmente por empresas e bancos de investimento. 

Urn projeto de minera9ao e caracterizado por ser unico, visto que uma jazida e uma anomalia natural, 

localizada ( especifica em termos de localiza<;ao ), com reservas limitadas e, geralmente, com grau de 

conhecimento nao satisfat6rio. 

As principais caracteristicas de avalias:ao economica na industria de mineras:ao, conforme Gentry e 

O'Neil (1984) sao: 

- Alto investimento na fase inicial; 

- Op<;oes de investimento; 

- Criterios de avalia<;ao; 

- Altemativas de financiamento do projeto; 

- Espiral inflacionana; 

- Longo periodo de vida do empreendimento (flutuas:oes); 

- Quantificas:ao do risco. 
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Como definis;ao tem-se: 

- Risco: refere-se a uma situas;ao onde o resultado e incerto, mas onde a probabilidade de cada 

resultado possivel e conhecida ou pode ser estimada; 

Incerteza: refere-se a uma situas;ao onde essas probabilidades sao desconhecidas. 

Afirmas;oes quantitativas sobre risco e incertezas sao dadas como probabilidades nurnericas ou 

probabilidades de ocorrencia. Probabilidades sao fras;oes decimais no intervalo entre zero e 1. Urn 

evento ou resultado certo de ocorrer tern uma probabilidade de ocorrencia de 1 (urn). Quanto mais a 

probabilidade se aproxima de 0 (zero) mais o evento ou resultado sera menos provavel de ocorrer. 

Urn evento que nao pode ocorrer tern urna probabilidade de ocorrencia zero. 

Segundo Dowd (1994), o risco tern dois aspectos basi cos: incerteza e consequencia. A relas;ao entre 

eles pode ser expressa na forma da equas;ao: 

Risco = Incerteza x Consequencia . (3-1) 

A consequencia pode ser medida pelo efeito de urna variavel de projeto. Combinando consequencia e 

incerteza pode-se medir o risco. 

Em urn projeto de mineras;ao, o risco geologico esta associado as estimativas de recurso e reserva, em 

termos de tonelagem e qualidade. 0 grau de conhecimento geologico aurnenta a medida que se 

incrementa o nivel de informas;ao ou amostragem, subsidiando a modelagem numerica e, 

consequentemente, reduzindo os riscos. 

Os riscos economicos estao associados as expectativas futuras do pres;o da commodity, aos custos 

operacionais e a avalias;ao acurada da tonelagem de minerio a ser produzida, ou seja, estao associados 

a probabilidade de realizas;ao do fluxo de caixa previsto. 
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Os nscos financeiros estao associados a capacidade de investimentos da empresa (capital 

exploratorio ), ao numero de prospectos disponiveis, as ayoes nao tecnicas (poJiticas, SOCialS, 

ambientais) que pod em embargar o processo exploratorio, ao risco da probabilidade de sucesso 

estimada estar errada, etc. 

A novlio de risco varia de urna empresa para outra e de urn individuo para outro em funvlio de sua 

capacidade de assimilar perdas. 0 mesmo projeto pode ser "arriscado" para urna firma e atrativo para 

outra. 0 mesmo individuo pode avaliar urn projeto de maneiras distintas, dependendo das 

circunstilncias. A apresentavlio do parilnletro risco pode ser expressa como urn nllmero que representa 

a probabilidade de ocorrencia do valor mais provavel de urn evento. 

As decisoes de investimento pod em ser avaliadas utilizando o retorno esperado e o desvio padrao da 

distribuivao de retorno, em que o desvio padrao e visto como uma medida de risco. 0 indice de risco 

seria medido em funvlio da divisao do desvio padrao pela media obtida do valor presente liquido 

(VPL). 

Portanto, para a analise de risco, e clara a necessidade de alimentar as decisoes exploratorias com os 

seguintes elementos: 

Risco geologico: avaliavlio de parilnletros associados ao insucesso geologico; 

Risco econ6mico: avaliavlio dos parametros associados as possiveis variav5es econ6micas 

(potencialidade, prevos, custos). 

A quantificavlio da incerteza pode criar oportunidades e aumentar valor ao avaliar ativos e otimizar 

operav5es. 

A explota<;:ao de recursos naturais envolve tipicamente diversos estagios, cada urn com uma 

programavlio de investimento e com probabilidades associadas de sucesso e fracasso. Uma 

representavlio den estagios de explotavlio e apresentada na Figura 3-1 com a seguinte notavao: 
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Xi Valor do projeto de explota<yao no ponto inicial no estagio j. 

Ii Valor presente do investimento durante o estagio j. 

Ti Tempo de explota<;ao do estagio j. 

Pi Probabilidade de sucesso do estagio j. 

V Valor do projeto no final dos estagios de explota<;ao, condicionado ao sucesso . 

........ I~<J 
! 1-pn i 
: I 

._--------~------~------~--------+---~! ..... i Estagio n Estagio 1 Estagio 2 

Figura 3-1 - Ilustrayao dos n est.\gios do projeto de explotayao 

Pode-se entender o projeto de explota<;ao X como uma op<;ao composta que pode ser continuamente 

exercida a medida que os investimentos de explota<yao sao conduzidos. 0 modelo assume que, em 

qualquer ponto no tempo, o investimento pode ser paralisado ou reiniciado dependendo do valor 

esperado do projeto, que, por sua vez, depende dos dados geol6gicos e tecnicos. 

Utiliza-se o modelo desenvolvido por Majd e Pindyck (1987) e apresentado em Dixit e Pindyck 

(1993) no qual uma empresa investe continuamente ( cada d6lar gasto compra uma op<yao para gastar 

o proximo d6lar) ate que o projeto seja completado. 0 investimento pode ser parado e reiniciado, 

mais tarde, sem custo. Existe uma taxa maxima na qual os investimentos e a constru<yao podem 

prosseguir, portanto, a solu<yao do modelo fornece uma regra para investimento sequencial6timo que 

leva em considera<;ao o tempo requerido para realizar o investimento. 

As equa<yoes basi cas que regem o modelo sao detalhadas em Dixit e Pindyck (1993) e apresentadas de 

forma sumarizada a seguir. 
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Neste modelo nao ha recebimentos ate que o projeto esteja completo. 0 pagamento apos conclusao e 

V, o valor do projeto em operac;ao. Assurne-se que V siga urn processo de movimento Browniano 

geometrico dado pela equac;ao (3-2). 

dV aVdt + aVdz. (3-2) 

A taxa de investimento I(t) deve se dar na forma 0 $ I(t) $ k onde k e a maxima taxa na qual a 

empresa pode investir produtivamente. Define-se como K o investimento total remanescente 

requerido para completar o projeto. A dinamica de K e dada por: 

dK=-Idt. (3-3) 

Tem-se, entao, duas variaveis de estado que afetam a decisao de investimento otima. 

A primeira eo investimento remanescente requerido para completar o projeto, K, que segue a 

equac;ao (3-3). 

A segunda e o valor de mercado atual do projeto completo, V, que segue a equac;ao (3-2). 

0 problema e encontrar a regrade investimento otima, I' (V,K). A regrade investimento otima se 

reduz a urn valor critico para o projeto completo, v· (K), tal que quando V > v· (K) a empresa 

investe a maxima taxa k. Do contrario, nao ha investimento. 

Pode-se derivar urna equac;ao diferencial para o valor da opc;ao F(V,K). Considere urn portfolio 

contendo a opc;ao para investir e uma posic;ao Fv em unidades de V. 0 valor deste portfolio e 

t/J = F(V,K)- FvV, e uma mudanc;a instantfmea neste valor e: 

(3-4) 

dt/J (3-5) 

(3-6) 
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A posic;ao curta requer um fluxo de pagamento de 5Fv V dt , e como o investimento estii sen do 

realizado, urn fluxo adicional de Idt. 0 retorno total sobre o portfolio e d¢- Idt- 5Fv Vdt. Como o 

portfolio e livre de risco, deve igualar a rrfxit 

d¢ Idt 5FvVdt = rrfxit, (3-7) 

(3-8) 

Dividindo todos os termos por dt : 

(3-9) 

(3-10) 

112a-
2
V

2
Fvv +(r-o)VFv -rF-IFK -I=O. (3-11) 

Quando nao existe investimento, isto e, I= 0, 0 termo FK desaparece, e a equac;ao e simplificada 

para uma equac;ao diferencial ordiniiria que pode ser resolvida analiticamente. 

Entretanto, quando I= k, a equac;ao deve ser resolvida numericamente para F(V,K) e a fronteira 

critica V' (K). 

A soluc;ao da equac;ao (3-11) deve satisfazer as seguintes condic;oes de fronteira: 

F(V,O) = V, 

F(O,K) 0, 

lim Fv (V,K) = e-lfKrk. 
v-.oo 
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Quando K chega a zero, o projeto est:i completo, e a empresa recebe o pagamento V . 

Adicionalmente, quando V toma-se muito grande em relas;ao ao total do investimento K toma-se 

muito improv:ivel que o investimento seja paralisado antes da conclusao. Entretanto, o projeto ainda 

levar:i o tempo K I k para ser completado, e, durante este tempo, a taxa esperada de crescimento em 

V e a= fl o. Desta forma, para valores muito altos de V, urn aumento de $1 em V leva a urn 

aumento em F(V,K) igual a: 

(3-15) 

A soluvao e, portanto: 

Quando V < v' e I = 0, a equas;ao (3-11) tern uma solus;ao analitica 

(3-16) 

on de: 

/31 =112 (r-o)lu' +~[(r-o)lu 2 -112]2 
+2rlu

2
• (3-17) 

A vari:ivel A deve ser encontrada em conjuns;ao com a fronteira V' = V' (K) e varia com K. 

Quando V > V' e I = k a equavao (3-11) e uma equas;ao diferencial parcial do tipo parab6lica que 

deve ser resolvida numericamente. 

Uma equavi'lo diferencial parcial (EDP) e uma equas;ao envolvendo funs;oes e suas derivadas parciais. 

Em geral, equavoes diferenciais parciais sao mais dificeis de resolver analiticamente que as equavoes 

diferenciais ordin:irias. Elas podem algumas vezes ser resolvidas usando metodos tais como 

transformas;ao de Backlund, funyaO de Green, separas;ao de vari:iveis, ou quando OS metodos falham 

( o que frequentemente ocorre), metodos numericos tais como metodos de diferens;as finitas (MDF). 
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As equas;oes diferenciais parciais lineares de segunda ordem sao classificadas de acordo com as 

propriedades da matriz 

como eliptica, hiperb6lica ou parab6lica. 

Se Z e uma matriz definida positiva, i.e., possui todos os autovalores (eigenvalues) positivos, a EDP 

e chamada eliptica. 0 autovalor (eigenvalue) e o autovetor (eigenvector) de uma matriz Z sao 

respectivamente urn escalar it e urn vetor nao nulo v que satisfazem Z v = it v. Uma matriz Z e 

definida positiva, see somente se para qualquer vetor nao nulo v a forma quadnitica vr Z v > 0. A 

transposta vr da matriz v e obtida pela inversao da sequencia de indices, tal que as linhas de v 

tomam-se as colunas de vr. 0 produto dos autovalores (eigenvalues) e igual ao determinante da 

" 
matriz det(Z) = fl itP . Tem-se, entao, det(Z) > 0 para uma EDP eliptica. 

p=l 

Se det(Z) < 0 a EDP e chamada hiperb6lica e se det(Z) = 0 a EDP e chamada parab6lica. 

De forma a introduzir alguns parfunetros, e uti! fazer uma analogia com uma ops;ao de compra. Se V 

fosse o pres;o de uma as;ao, 8 seria a taxa de dividendo da as;ao 0 retorno esperado total sobre a ayao 

seria 11 = 8 +a , isto e, a taxa de dividendo mais a taxa esperada de ganho de capital. Se a taxa de 

dividendos fosse zero, a ops;ao de compra da as;ao seria sempre segura ate a maturidade e nunca 

exercida prematuramente. Neste caso, nao existe nenhum custo para manter a ops;ao viva. Sea taxa 

de dividendos e positiva, existe urn custo de oportunidade de manter a ops;ao viva ao inves de exerce­

la. Este custo de oportunidade e o fluxo de dividendos que se renuncia ao manter a ops;ao ao inves da 

as;ao. Como 8 e uma taxa de dividendos proporcional, quando mais alto o pres;o da as;ao, maior eo 

fluxo de dividendos. Para urn pre9o suficientemente alto, o custo de oportunidade de dividendos 

futuros toma-se alto o bastante para faze-lo valioso e justificar o exercicio da ops;ao. 
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Para o modelo de investimento, f.! e a taxa de retorno esperada deter o projeto completo. Ela e a taxa 

de equilibria estabelecida pelo mercado de capital e inclui urn premia de risco apropriado. o e urn 

custo de oportunidade de postergar a constru<;ao do projeto e manter viva a op<;ao de investir. Se o 

fosse zero, nao existiria custo de oportunidade para manter a op<;ao viva, e nao haveria investimento. 

Esta e a razao porque assurne-se que o > 0 . Por outro !ado, se o e muito alto, o valor da op<;ao sera 

muito pequeno, porque o custo de oportunidade de esperar e alto. Quando o ~ oo, o valor da op<;ao 

vai para zero. As !'micas escolhas sao investir agora ou nunca investir e, desta forma, a regra do VPL 

padrao se aplica. 

Tem-se que: 

O=f.!-a, (3-18) 

onde: 

o e o custo de oportunidade de esperar ao inves de investir ou o custo de oportunidade de 

postergar a conclusao do projeto. 

f.! e a taxa de desconto. 

a e a taxa de crescimento do projeto ou deriva. 

Pode-se deduzir as seguintes rela<;oes a partir de (3-18): 

0 crescimento de o, traduzido como abundiincia da commodity acarreta a eleva<;ao de f.! e a 

redu<;ao do valor do projeto. 

0 decrescimento de o , traduzido como escassez da commodity acarreta a redu<;ao de f.! e a 

eleva<;ao do valor do projeto. 
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Como a = p- 8 pode-se verificar: 

0 crescimento de 8 , traduzido como urn custo de oportunidade de esperar, acarreta a redus;ao do 

crescimento antecipado de V , redus;ao do valor critico v· que justifica o projeto e, 

consequentemente, urn incentivo para investir no projeto. 

0 decrescimo de 8 , traduzido como urn custo de oportunidade de esperar, acarreta o aumento do 

crescimento antecipado de V, elevas;ao do valor critico v· que justifica o projeto e, 

consequentemente, urn incentivo para nao investir no projeto. 

0 modelo considera urna taxa de distribuis;ao de dividendos 8 relativa ao projeto e que pode tambt\m 

ser definida como convenience yield. Os detentores de urna commoditypercebem que sua posse fisica 

pode gerarvantagens impossiveis de ser obtidas pelo detentor de urn contrato futuro. Essas vantagens 

podem incluir a capacidade de obter lucro de escassez temporaria ou a de manter o processo de 

produs;ao em andamento. Refere-se a tais vantagens como convenience yield do produto. 

0 convenience yield mede simplesmente as expectativas do mercado quanto a disponibilidade futura 

de uma commodity. Quanto maior a possibilidade de ocorrer escassez durante a vida do contrato 

futuro, maior o convenience yield. Se os usuarios da commodity possuirem estoques elevados, sera 

pouco provilVel a ocorrencia de escassez em urn futuro proximo, e o convenience yield tendera a ser 

baixo. Por outro !ado, baixos estoques resultarao em urn convenience yield elevado. 

0 que se propoe, en tao, eo calculo e a construs;ao do espas;o de ops;oes para urn determinado cenario 

economico-financeiro e o estabelecimento do valor do projeto completo ( V ). A partir dai, e 

conforme ilustrado nas Figuras 3-2 e 3-3, pode-se efetuar a determinas;ao dos valores de ops;ao em 

diversos momentos associados a forma como ocorre a realizas;ao do investimento (I ). 
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Espaco de Opcoes e Fronteira livre 

lnvestimento remanescente 

Figura 3-2 Determinayao dos valores de opyao em urn diagrama de espayo de opyoes 

$ 

V a! or ex pan dido no 

Anol 

Valor no momento zero + VPL 
dos Incrementos na Opv~o: 

Maximo valor se todas as 
flexibilidades pndessem ser 
implementadas 

Gerente de projeto 

obtem sucesso ern 

implementar todas 

as flexibilidades ao 
Iongo da vida do 

projeto 

Anon 

Figura 3-3- Diagrama de valores de VPL (Valor Presente Liquido) e os fatores de adi91io de valor pelas Op9oes 
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3.1.1 Estudo de caso 

De forma a avaliar a atua<;ao do modelo de investimentos sequenciais como urn metodo de avalia<;ao, 

considerou-se urn conjunto de dados reais de uma mina de minerio de ferro. 

A Figura 3-4 apresenta os principais passos usados na metodologia e a conexao entre o estagio de 

simula<;ao geoestatistica e o modelo de Op<;oes Reais. 0 primeiro passo e produzir diversas 

realiza<;oes possiveis, necessarias para estimar as incertezas da reserva e que servem de entrada para o 

modelo de Op<;oes Reais. A simula<;ao foi realizada atraves de tecnicas de Geoestatistica 

Multivariavel (Wackernagel (1995), Carvalho (1995), Ribeiro et al. (1996)) e com utiliza<;ao do 

algoritmo de Bandas Rotativas (Turning Bands), apresentado no Anexo 1. 

:· .............................................................................................. . . . . . 
; Parametros Modelo de Varilivel ; 
; Financeiros Op~oes Reais tempo : . . . . . . . . 
: lncerteza Financeira ~ 
: ................••••.....••••••.....•••••......••••.•.••.........•••••••••••....••••••••..•. : 

Multiplas 

Respostas 

Figura 3-4 - Fluxograma simplificado da metodologia empregada para a obten91io de multiplas respostas 

Para cada urna das imagens geradas via simula<;ao geoestatistica urn projeto e gerado, e a defini<;ao do 

sequenciamento da extra<;ao e dos investimentos e estabelecida (Figura 3-5). 
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topografia 

+ 

Se9ao vertical 

Ii = investimento no estagio i 

Irn-i investimento remanescente no estagio i 

n = numero de estagios 

Figura 3-5 Se<;ao vertical ilustrando o sequenciamento de extra<;ao e a sequencia de investimento 

A Figura 3-6 ilustra os histogramas da reserva lavravel e dos quantitativos de esteril dos projetos de 

cava final obtidos a partir dos modelos simulados. A reserva ficou entre 135,8 Mt e 172,7 Mt, com 

urn valor medio de 163,9 Mt e com uma diferen9a maxima de 36,9 Mt. A variancia e 92,5 (Mti eo 

coeficiente de varia9ao 
11 

e 5,9%. 0 esteril ficou entre 137,7 Mt e 178,3 Mt, com urn valormedio de 

164,5 Mt e com umadiferenyamaximade40,6 Mt. A varianciafoi de 125,5 (Mt)2
, o que implicaem 

coeficiente de varia9ao de 6,8%. 

Histograma 

m m ~ ~ • • ~ rn m w 
Esteril (MilhOes t) 

Figura 3-6- Histogramas da reserva lavnivel e do quantitativa de esteril dos projetos de cava fmal obtidos a partir 

dos modelos simulados 

II coeficiente de varim;ao = ( ..J variancia I media) x 100 
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A Figura 3-7 ilustra urn formato para representac;ao do valor da opc;ao de investirnento F(V,K) para 

urn dado cenario financeiro. Quaisquer valores de opc;ao podern ser determinados para projetos nos 

intervalos [0,1800] e [0,220], respectivarnente para valor de projeto cornpleto (V) e investirnento 

rernanescente (K). Para cada par (V,K) o valor da opc;ao de investirnento e dado pela cor do pixel. 

A regra do investirnento 6tirno reduz-se a determinac;ao do valor de cutoff critico para o valor do 

projeto cornpleto, V* (K), tal que, quando V 2:: v• (K), a ernpresa investe a maxima taxa, e caso 

contrario nenhurn investirnento e realizado. A definic;ao da fronteira livre (free boundary) e ilustrada 

nas Figuras 3-8, 3-9 e 3-10. 

Espaco de Opcoes 

lnvestimento remanescente 

Figura 3-7 - Exemplo numerico da Regra de Investimento Otimo. 0 gratico mostra o valor da ops;ao de investimento 

F(V,K), onde V = valor do projeto completo; K = investimento remanescente 

Urn parfunetro irnportante na definic;ao da fronteira livre e a incerteza sobre o investirnento total I . 

Ern Dixit e Pindyck (1993) e Pindyck (1992) pode-se verificar a relac;ao entre o parfunetro j3 

(incerteza tecnica) eo desvio padrao do custo do projeto. Para estirnar j3 pode-se fazer uso do fato 

que, se r (incerteza econornica) e igual a zero, a variancia do custo para se cornpletar 0 projeto e 

dadapor: 

(3-19) 
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Desde que 

v(K) = (desvio padriioxKY, (3-20) 

pode-se deduzir que: 

fJ = ~2 x desvio padriio
2 

/(1 + desvio padriio
2
). (3-21) 

Para desvio padriio = 0,25 (25%), tem-seque fJ = 0,343 epara desvio padriio = 0,50 (50%)tem-se 

fJ = 0,632. Usando 3-19 e uma estimativa inicial do custo esperado, K(O), o valor para fJ pode ser 

baseado na estimativa do desvio padrao (independente de tempo) de K. 

A definiyaO da posiyaO da fronteira livre (free boundary) e determinada quando a seguinte relayaO e 

obedecida: 

1 
G ... - G .. . S.s, 

' ,] fJM + 1 '+1.] 
(3-22) 

onde: s = I1X I 2 ( I1X corresponde a discretiza9ao utilizada para a variavel V- valor do projeto 

completo). 

0 aumento de fJ faz com que a diferen9a entre os dois termos da equa9ao (3-22) seja maior, 

dificultando que a rela9ao seja encontrada e, consequentemente, abaixando a posi9ao da fronteira 

livre. 

A eleva9ao da incerteza acarreta urn rebaixamento da fronteira livre, facilitando a justificativa do 

investimento. Isso pode ser traduzido como uma flexibiliza9ao da regra do investimento de forma a 

permitir que se inicie o processo de aprendizado em urn cenario de maior incerteza. 
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A incerteza tecnica faz com que o investimento seja mais atrativo. A razao e que o investimento 

revela informa<;ao sobre o custo e, portanto, tern urn valor sombra (shadow value), alem da sua 

contribui<;ao direta para a finaliza<;ao do projeto. 0 valor sombra diminui o custo total esperado do 

investimento. 

0 aumento do valor da incerteza tecnica faz com que projetos completes de menores val ores fiquem 

acima da :fronteira livre e apresentem condi<;oes para se iniciar, representando urn incentive para o 

investimento. 

A incerteza tecnica, relativa as dificuldades tecnicas e aos problemas fisicos do projeto, toma a 

oportunidade de investimento mais atrativa. Mesmo em situa<;oes onde o valor presente liquido -

VPL do projeto for negative, ainda assim pode ser economico come<;ar o investimento, pois o inicio 

do investimento revela informa<;oes importantes sobre os custos intemos (tecnicos) e, portanto, 

apresenta urn shadow value que se traduz em uma redu<;ao do custo total esperado, alem da 

contribui<;ao direta para a finaliza<;ao do projeto. Como as informa<;oes chegam assim que os 

investimentos sao realizados, nao existe valor na espera. 

Espaco de Opcoes e Fronteira livre 

lnvestimento remanescente 

Figura 3-8- Gnifico ilustrando a defmiyao da fronteira livre (free boundary) para cr=20%, r=4%, J.t=l2%, a=6%, 

desvio padrao=25% 
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Espaco de Opcoes e Fronteira livre 

lnvestimento remanescente 

Figura 3-9- Gnifico ilustrando a defmi9ao da fronteira livre (free boundary) para cr=20%, r=4%, ~=12%, a=6%, 

desvio padrao=50% 

0 valor critico para o projeto cornpleto v* (K) aurnenta quando a volatilidade (a) cresce e pode 

aurnentar drasticarnente quando a atinge valores acirna de 0,2 (a = 20% ). Desta forma o 

investirnento e altarnente sensitive a volatilidade, independente das preferencias de risco de 

investidores ou gerentes. As ernpresas podern ser neutras ao risco, e rnudan9as aleat6rias ern 

V podern ser cornpletarnente diversificaveis; urn aurnento ern a aurnentara v* e, entao, tendera a 

deprirnir o investirnento. 0 efeito da varia9ao da volatilidade na definiyao da fronteira livre (free 

boundary) pode ser visualizado na Figura 3-10. 
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Espaco de Opcoes e Fronteira livre 

-~::-:-o ---:_2::!::00:---_-:-0:18-=-o ---:-160':-:--_1:-'::4o:--_-:-0:12=-o ---:_1~oo-_-::!:80--:f:----C::-----:!:==-: 

hvestimento remanescente 

Figura 3-10- Gnifico ilustrando a defmi<;ao da fronteira livre (free boundary) para cr variando de 10 a 40%, f..l=12%, 

a=6%, desvio padrao=25% 

No contexto de juros intemacionais baixos a expansao economica mundial produz maiores fluxos 

financeiros e o impacto positivo no cenario extemo preserva urn risco global mais baixo. Nos 

modelos de Op9oes, se o e fixo, urn aumento na taxa livre de risco ( r) reduz o valor presente do 

custo do investimento mas nao reduz o valor do proj eto ( o valor presente do proj eto que se recebe em 

retomoaodesembolsoe ve-oT ,onde T eotempo).Assim,nota-sequeurnaeleva9aoem r aurnenta 

o valor das op9oes de investimento da empresa, resultando porem em menos op9oes sendo exercidas. 

Consequentemente taxas de juros mais altas reduzem investimentos, mas por urna razao diferente que 

no modelo padrao. Em urn modelo padrao, o aumento da taxa de juros reduz os investimento devido 

a eleva9ao do custo de capital. Nos modelos de Op9oes a eleva9ao da taxa de juros aurnenta o valor 

da op9ao de investir e aumenta o custo de oportunidade de investir agora. 
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Por outro lado se se mantem a fixo, en tao 8 aumenta como aumento de r (a + 8 = r + premia ou 

a+ 8 = r + t/Jp pma ). Neste caso, a redu9ao de valor da taxa livre de risco ( r) eleva a posi9ao da 

fronteira livre (free boundary) dificultando a justificativa de se iniciar o investimento (Figura 3-11 ). 

Val ores mais baixos de r aumentam o valor do parametro /31 e aumentam o nivel do valor critico de 

v*. Esta e uma manifestayaO pura da ideia de opyao: uma taxa de juros baixa faz 0 futuro 

relativamente mais importante e, entao, ela aumenta o custo de oportunidade de exercer a opyao de 

investir. 0 efeito da taxa livre de risco na constitui9ao do espa9o de op9oes e representado na 

Figura 3-12. 

A utiliza9ao de menores val ores de taxa livre de risco acarreta uma diminui9ao do valor da op9ao no 

estagio inicial (momento em que nenhum investimento foi ainda realizado) e transfere uma por9ao 

maior do valor total do proj eto para os estagios posteriores e correlacionados as futuras flexibilidades 

a serem capturadas (Figura 3-13). 

Espaco de Opcoes e Fronteira livre 

Figura 3-11- Gnifico ilustrando a definivao da fronteira livre (free boundary) para variavoes na taxa livre de risco (r) 

com cr=lO%, j.t=12%, a=6%, desvio padrao=25% 
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r=3% r=4% 

lnvestimento remanescente 

r=6% r=8% 

JnvestlmentoremaneS<:ente lnvestimentoremanescente 

Figura 3-12- Ilustra<;ao do efeito da taxa livre de risco na constitui<;ao do espa<;o de op<;oes (cr=10%, 11=12%, a=6%, 

desvio padrao=25%) 

Cenario;l Modc-lo:l 

Figura 3-13 Diagrama de valores de VPL, Op<;ao no momento zero, Incrementos de Op<;oes e VP de Op<;oes para 

umprojeto nos cemirios r=4% e r=3% (cr=10%, 11=12%, a=6%, desvio padrao=25%) 
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Luehnnan (1998) descreve uma maneira efetiva para visualizar os valores de op<;ao e suas 

dependencias com quatro parfu:netros (Pre<;o do ativo subjacente-S, pre<;o do exercicio-X, 

volatilidade-a e tempo de expira<;ao-t) combinado dois a dois. Ele da o nome de espa<;o de op<;oes 

para o gratico final em forma de retangulo. 0 espa<;o de op<;oes e caracterizado por duas metricas de 

valor. A primeira e chamada valor I custo metrico e e definida como o valor dos ativos subjacentes 

(S) dividido pelo valor presente do investimento (X). A segunda metrica e chamada volatilidade 

metrica e e expressa pela equa<;ao: volatilidade metrica = aJi. 

0 formato de urn grafico de espa<;o de op<;oes e ilustrado na Figura 3-14. Seis regioes sao 

selecionadas no espa<;o de op<;oes para dar ao empreendedor a flexibilidade necessaria para visualizar 

o momento dos investimentos. Por exemplo, a regiao 1 corresponde a valor I investimento maior que 

1.0 e baixa volatilidade. Contrariamente, a regiao 6 e associada a baixa volatilidade mas 

valor I investimento abaixo de 1.0 (custo do projeto e maior que o beneficia potencial). As outras 

regioes apresentam as variaveis valor I investimento e volatilidade entre aqueles dois extremos. A 

melhor decisao sob incerteza deve variar para cada regiao particular. 

Somentena 
regiao 1 e 2 
o VPL metrico 
e positivo 

Figura 3-14 - Ilustra<;ao de urn gnifico de espa<;o de op<;oes apresentando as regioes e melhores decisoes de 

investimento sob incerteza 

0 aumento da taxa livre de risco ( r ) altera particularmente a inclina<;ao da curva que define a 

fronteira entre as regioes 2 e 3, fazendo com que a mesma se dobre para a direita. Este efeito pode 

modificar a posi<;ao de urn projeto no espa<;o de op<;oes e, consequentemente, pode influenciar na 

melhor a<;ao sob incerteza (Figura 3-15). 
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(a) 

(b) 

Figura 3-15- Influencia da taxa livre de risco (r) na determina9ao das fronteiras das regioes no espayo de opyoes 

( (a)-menor valor de r, (b)-maior valor de r) 

0 premio de op9ao capturado pelo valor da op9ao no momento zero situa-se no nivel de 25%. Os 

diagramas de valores de VPL, Opyao no momento zero e VP de Opyoes sao representados nas 

Figuras 3-16 e 3-17 para 50 possiveis projetos definidos a partir dos modelos obtidos por simulavao. 

A Figura 3-18 apresenta o histograma de VPL convencional para os projetos gerados. 

A Figura 3-19 ilustra o Espa9o de Opyoes para tres cenanos com cr=10%, cr=20% e cr=30%. 0 

posicionamento e a inclinavao das classes de val ores das op9oes de investimento F (V, K) , 

representadas pela grada9ao de cores entre azul e vermelho mostram o crescimento do valor da opyao 

com o aumento do valor da volatilidade a . 
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Os histograrnas de op9ao (Figuras 3-20 e 3-21) rnostrarn diferenvas evidentes nos valores rnedios e 

nas classes de frequencia quando cornparados corn histograrna de VPL convencional (Figura 3-18). 

0 crescirnento da dispersao de resultados (incremento da variancia de val ores financeiros) e 

clararnente constatado pela observavao dos graficos de evoluvao do VPL convencional e das op9oes 

ao longo dos anos (Figura 3-22). A representavao das linhas de evoluvao do VP de Op9oes na 

Figura 3-22 assume que todos os incrernentos de op9oes (flexibilidades) podern ser capturados ao 

longo da vida do ernpreendirnento. Assirn, nao ha convergencia dos resultados corn a evoluvao dos 

anos e as dispersoes constatadas no ano 20 correspondern aos cenanos representados nos histograrnas 

da Figura 3-21. 

A Figura 3-23 apresenta os diagrarnas correlacionando Valor I Custo rnetrico 
8 

corn Op9ao no 

rnornento zero e VP de Op9oes para os projetos gerados e considerando-se diferentes volatilidades. 

8 Valor I Custo metrico =Valor do projeto completo I Valor Presente (VP) dos Investimentos. 
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Figura 3-16 - Diagrama de valores de VPL, Opyao no momento zero, Incrementos de Opyoes e VP de Opyoes para 

as simula9oes 1 a 25 (cr=lO%, r=4%, 11=12%, a=6%, desvio padrao=25%) 
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0 ,, 

Figura 3-17 - Diagrama de valores de VPL, Op9ao no rnornento zero, Incrernentos de Op9oes e VP de Op9oes para 

as sirnula9oes 26 a 50 (cr=lO%, r=4%, J..t=l2%, a=6%, desvio padrao=25%) 
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VPL • Cenario:1 
50r----.------,------.------.------.------,----, 

45 

550 600 650 

Figura 3-18- Histograma de VPL convencional para os projetos gerados 

EspacodeOpcossaFrorneiralivre Espac:oaeOpcooseFronteiralivr& 

Figura 3-19 Valor da opyao de investimento F(V,K) para cr=10%, cr=20% e cr=30% 

Figura 3-20- Histograrnas de Opyao no momento zero para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 
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Figura 3-21- Histogramas de VP de Opr;oes para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 

Figura 3-22 Evolur;ao do VPL convencional (verde), da Opr;ao no momento zero(+ em vermelho) e do VP de 

Opr;oes (violeta) ao longo dos anos para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 
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E 
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g 100 

8 
600 

* ' 

500 * 

~1'~5--~1~5.5~~16--~167.5--~1~7--~1~75--~18--~1675--~19 
Valor /VP(Investimento) 

800 

BOO 

BOO 

~1~5--~1~5.5~~16--~167.5--~1~7--~1~7.5~~1.~~167.5--~19 
Valor I VP(Inveslimento) 

Figura 3-23 Diagramas correlacionando Valor I Custo metrico com Opr;ao no momento zero e VP de Opr;oes para 

os projetos gerados e considerando-se diferentes volatilidades: cr=l 0% ( x ), cr=20%( 0) e cr=30% ( *) 
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Davis ( 1994) menciona que ativos minerais sao negociados a val ores de mercado significativamente 

maiores que seus valores de :fluxo de caixa descontado (FCD). Uma possivel explicayao e que a 

analise por FCD nao incorpora adequadamente o valor gerado pela :flexibilidade gerencial. Segundo 

Davis (1994), o premio da opyao gerado pela flexibilidade gerencial explica pelo menos metade da 

diferenya entre o valor do FCD e o valor de mercado. As reayoes estrategicas as circunstancias de 

mudanyas adicionam valor ao ativo alem do valor calculado pelas tecnicas de FCD. 

Bhappu e Guzman apud Davis (1994) descrevem que FCD e a pnitica da industria mineral para a 

avaliayao de ativos e citam que as tecnicas de FCD subestimam o valor do ativo mineral, tanto na 

fase de projeto como no valor da empresa. 

Davis (1994) diz que os dados sao ainda superficiais ou incompletos, mas que existe alguma 

documentayao. Este autor descreve que, por exemplo, o valor presente liquido (VPL) dos dez maiores 

ativos de empresas de ouro americanas e canadenses, calculado a partir de tecnicas de desconto 

ajustado ao risco e urn custo medio ponderado de capital (WACC- weighted average cost of capital) 

e, em media, 30% abaixo da estimativa ajustada ao valor de mercado.
12 

Isso significa que tem-se que 

aumentar o valor do FCD em 43%, em media, para obter o valor de mercado dos ativos de 

propriedade dessas empresas. 

0 valor do premio da OpyaO e de grande relevancia quando comparado a escala do projeto. Os 

graficos apresentados na Figura 3-24 ilustram o valor do premio da opyao eo valorpresente (VP) das 

opyoes comparado com do is fluxos financeiros: o valor do FCD eo valor presente (VP) das receitas 

brutas de vendas. A comparayao com o VPL permite calcular o percentual pelo qual o mesmo e 

aumentado pelo premio da opyao e determinar a lacuna entre o VPL eo valor de mercado. A medida 

definida pelo terceiro indice ( 13 ) informa o valor da flexibilidade comparada com as receitas do 

projeto. Essa comparayao com o valor presente (VP) das receitas brutas oriundas das vendas e 

interessante, porque ela ressalta o "equivalente de receitas" derivado das :flexibilidades. 

12 
Estimativa ajustada ao valor de mercado = Valor de mercado total + Endividamento de Iongo prazo - Capital de giro­

Investimentos (em ativos) - Ativos fmanceiros ( exceto ouro) 
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Os indices representados nos graficos da Figura 3-24 podem ser definidos pe1as seguintes re1a<;oes: 

I = ( Opr;ao no momenta 0 1) x 100 
I VPL ' 

I =(VP(Opr;oes) -1)xl00 
2 

VPL ' 

I
3 

=( Opr;aonomomentoO-VPL JxlOO. 
VP(Receitas brutas de vendas) 

Figura 3-24- Gnificos de indices das rela9oes 11= Premio da Op9aoNPL, 12= (VP(Opyao)-VPL)NPL, 

13= Premio da Opyao/Receita bruta para os projetos gerados nos cemirios cr=lO%, cr=20% e cr=30% 
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Os val ores medios dos indices I 1 sao 23,4%, 28,3% e 35,8%, respectivamente para cr=1 0%, cr=20% e 

cr=30%. A considera9ao do valor total de todos os incrementos de op9oes eleva os valores medios 

dos indices I
2 

para 71,1 %, 74,3% e 77,8% respectivamente para cr=lO%, cr=20% e cr=30%. 

Admitindo o percentual de 43% citado por Davis (op.cit.) como limite superior do diferencial entre 

VPL e valor de mercado, verifica-se que o premio de op9ao medido pelo indice I 1 consegue capturar 

uma grande por9ao daquele valor. 

Em rela9ao ao premio de op9ao medido pelo indice I 2 , nao e razoavel assumir que todas as 

flexibilidades podem ser capturadas ao Iongo da vida do projeto. Somente uma percentagem dos 

incrementos :futuros nos val ores da op9ao deveria ser considerada. Esses val ores percentuais variam 

de acordo com a volatilidade considerada. A titulo de exemplo, considerando os valores medios de 

I 1 e I 2 (I1 e lz) eo limite superiorde43%jadescrito, tem-sepercentuais deadi9ao deincrementos 

:futuros na op9ao de 41%, 32% e 17%, respectivamente para volatilidades de 10%, 20% e 30% 

- -- - - --
([I1 +41%{Iz -It)] para cr=10%; [I1 +32%(Iz -It)] para cr=20%; [!1 +17%{Iz -It)] para 

cr=30%). 

Ao comparar os resultados obtidos atraves de VPL convencional com parfunetros deterministicos 

contra o modelo de Op9oes Reais, o qual inclui flexibilidades operacionais, pode-se ver que o ultimo 

reavalia os recursos minerais, fomecendo urn maior valor economico para o recurso extraido. As 

diferen9as nos calculos fomecem o valor da flexibilidade considerada. 

Dowd (1994) define fator de risco como o coeficiente de varia9ao de uma distribui9ao de valores 

monetanos, medido em porcentagem. Este conceito pode ser aplicado ao caso-estudo em questao. Na 

aplica9ao considerada no presente capitulo, as varia9oes na reserva foram levadas em considera9ao e 

os resultados sao apresentados para varia9oes em volatilidade. 
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A Figura 3-25 mostra os gnificos de indice de risco, cada urn gerado a partir de 50 simulayoes. Os 

gnificos nao apresentam variayoes consideniveis na escala do fator de risco em funyao de variayoes 

na volatilidade. Pode-se observar que nao ha urn aumento do indice de risco com o aumento da 

volatilidade. Isso se deve ao fato de que, apesar do aumento da variancia dos resultados, ha tambem o 

aumento do valor medio do valor da opyao, fazendo com que o indice de risco se mantenha nos 

mesmos patamares. Em outras palavras, o efeito do aumento da opyao (upside potential) causado 

pelo aumento da volatilidade compensa o aumento da dispersao dos resultados, mantendo os 

coeficientes de risco nos mesmos niveis. 

Indices de risco 
15,----.-----r---r-----------------, 

o=O,I "= 0,2 0=0,3 

Figura 3-25- Ilustrayao dos indices de Risco obtido a partir dos resultados de VPL, Op9ao no momento zero e VPL 

de Op9oes para 3 cemirios economico-fmanceiros diferentes (cr=lO%, cr=20% e cr=30%) 

3.1.2 Analise dos resultados 

0 sumario do estudo apresentado demonstra como os modelos de Opyoes Reais podem ser uteis para 

avaliar val ores de propriedades durante as fases de viabilidade e planejamento de projetos bern como 

para avaliar estrategias operacionais e riscos associados em minas em operayao. 
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A implementayao computacional do modelo de investimentos sequenciais mostra que uma frayao 

significante do valor total do projeto esta relacionada a opy5es operacionais disponiveis aos gerentes 

durante a fase de extrayao. 

0 valor adicionado e nao percebido na ancilise por FCD vern nao da volatilidade do preyo do mineral 

propriamente dita, mas de dois tipos de flexibilidade gerencial que consideram as vantagens desses 

movimentos de preyos - flexibilidade operacional e flexibilidade de investimento. A flexibilidade 

operacional inclui a opyao de variar os parfunetros de operayao, tais como fechamento, reabertura, 

expansao, contrayao, abandono, otimizayao de teores de corte e variayao das taxas de produyao. A 

flexibilidade de investimento e a habilidade de postergar 0 inicio do desenvolvimento do projeto caso 

os preyos estejam baixos, estabelecendo o melhor momento para o desenvolvimento de novas 

propriedades. 

A magnitude do premio de opyao derivado da flexibilidade depende das caracteristicas fundamentais 

do ativo subjacente que, neste caso, e a estrutura economico-financeira do projeto de minerayao a ser 

gerenciado. 
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3.2 Modele para valor do projeto estocastico e investimento 

deterministico: incorpora<;ao de condi<;ao de optimalidade 

Majd e Pindyck (1987) consideram urn modelo de investimento irreversivel sob incerteza com uma 

taxa maxima de investimento, de tal forma que o projeto tern urn tempo de construyao, e existe a 

possibilidade de suspensao sem custo e retomada do investimento autes da finalizayao. Milne e 

Whalley (2000) e Milne e Whalley (2001) demonstram que a formulavao de Majd e Pindyck (1987) e 

a soluyao numerica descrita em Dixit e Pindyck (1993) omitem uma condiyao de optimalidade 

essencial: no limite inferior (threshold) do investimento, o beneficio marginal para investir ( aumento 

marginal no valor do programa de investimento) deveria ser igual ao custo marginal. 

0 valor do programa de investimento autes de completado, F, e urn direito sobre o valor do projeto 

completo, V . Dado que o projeto nao aumenta o conjunto de oportunidades disponiveis ao investidor 

nos mercados de capital, pode-se usar urn argumento de reprodu.yao ou, no caso de urn investidor 

neutro ao risco, programayao dinfunica para derivar o a equayao de avaliayao satisfeita pelo programa 

de investimento: 

A considerayao do termo final mostra que a politica de investimento optimal e: 

l=k se -FK-1:2:0, 

1 0 se -FK -1<0, 

(3-26) 

(3-27) 

(3-28) 

i.e., investimento prossegue a maxima taxa se 0 beneficio marginal para investir (- FK) e maior ou 

igual ao custo marginal ( -1 ). Se o beneficio marginalliquido para investir (beneficio marginal+ custo 

marginal) e negativo, nenbum investimento ocorre. 
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Isto resulta em urn limite de investimento 6timo v· (K), ou valordoprojeto completo, acimado qual 

o investimento deveria prosseguir it maxima taxa. Em v·, dado que a funs:ao satisfaz as condis:oes de 

atenuas:ao (assume-se que a funs:ao e continuamente 2 vezes diferenciavel em V e uma em K), o 

beneficio marginal de investir deve ser zero, i.e., 

(3-29) 

Esta condis:ao de optimalidade e omitida por Majd e Pindyck (1987). 

Vai-se definir como Fa solus:ao para o caso quando V 2: v· e f para o caso onde V < V'. F e f 

satisfazem as seguintes equas:oes diferenciais parciais: 

e 

sujeitas a 

1 2 2 
-a V fvv +(r-o)Vfv -rf=O, 
2 

F(V,O) = V, 

f(O,K)=O, 

F(V' ,K) = f(V' ,K), 

Fv(V' ,K) = fv(V' ,K), 

FK (V' ,K) = !K (V' ,K) = -1. 

Substituindo a =_!_a' e b = r- o nas equas:oes (3-30) e (3-31 ), tem-se 
2 

aV'Fvv +bVFv -rF=k(FK +1), 

aV'fvv +bVfv -rF=O. 
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(3-30) 

(3-31) 

(3-32) 

(3-33) 

(3-34) 

(3-35) 

(3-36) 

(3-37) 

(3-38) 

(3-39) 



3.2.1 SoiU<;:ao analitica para f(V,K) (caso v < v·) 

Para encontrar a solus:ao analitica da equas:ao basta assumir que a solus:ao geral da mesma e da forma 

(3-40) 

Tem-se que: 

(3-41) 

e 

fvv (V,K) = a(a -l)Ava-z. (3-42) 

Substituindo agora as equa9oes (3-40), (3-41) e (3-42) na equa9ao (3-39) tem-se 

aV 2a(a -l)AV"-2 +bVaAva-I -rAVa = 0, (3-43) 

e rearranjando os termos na equas:ao (3-43) tem-se 

(aa
2
+(b-a)a-r)AV" =0. (3-44) 

A soluvao trivial V = 0 nao interessa; portanto, deve-se encontrar a resolvendo a equa9ao de 

segundo grau 

Pela equas:ao (3-45), tem-se 

que leva a solu9ao dada por 

aa' +(b-a)a-r=O. 

11=(b-a)2 +4ar, 

-(b-a)±~(b-a) 2 
+4ar 

2a 
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Como a solu9ao que interessa exige que a > 0, tem-se, entao, 

-(b-a)+~(b-a) 2 
+4ar 

a= . 
2a 

(3-48) 

Logo, a solus;ao geral para o caso analitico ( V < V') e da forma 

-(b-a)+J(b-a)
2 

+4ar 

f(V,K) = AV 2a (3-49) 

3.2.2 Soluc;:ao numerica F(V,K) (caso V :2: V') 

Para a obten9ao da solu9ao do caso numerico sera utilizado o metodo das diferen9as finitas (MDF). 

Com isso pode-se utilizar as seguintes aproxima9oes 

F. (V K)"' F(V + LIV,K)- 2F(V,K) + F(V- LIV,K) 
vv ' LIV' ' 

(3-50) 

F. (V K)"' F(V +LIV,K)-F(V -LIV,K) 
v ' 2LIV ' 

(3-51) 

e 

F (V K)"' F(V,K +LIK)-F(V,K -LIK). 
K ' 2LIK 

(3-52) 

Usando a nota9ao F;,j = F(iLIV, jLIK), pode-se simplificar as equa9oes (3-50), (3-51) e (3-52), e com 

isso obter-se 

F, I ' - 2F. . + F, I . F, ::::::: I+,) l,j 1- ,] 

vv LIV 2 
(3-53) 

F.! -F.!. F, I+ ,j 1- ,] 

v "' 2LIV 
(3-54) 

F,I-F.I F /,]+ t,;-

K "' 2LIK 
(3-55) 
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Substituindo as equa9oes (3-53), (3-54) e (3-55) na equa91io (3-30), tem-se: 

aV
2 

bV k 
-'-(F 

1
. -2F. +F 

1 
.)+--' (F 

1 
-F 

1 
.)-rF. ---(F 

1
-F .

1
)-k=O. (3-56) Ll.V2 I+,] 1,] j~ ,j 2L\V I+ ,j J~ ,] 1,] 2M l,j+ 1,)-

v k 
Definindo -' = .;, e -- = f3 e reagrupando os termos da equa91io, tem-se: 

LlV 2LlK 

(a.;,' + 0.5b4)F,.IJ - (2a.;,' + r)F,,j +(a.;,' - 0.5b,g, W-l,j - fJF,,j+l + /lF,,j-1 = k. (3-57) 

Os elementos que deverao ser compostos na matriz para se encontrar as solu9oes em todos os pontos 

F,,
1 

podem ser sumarizados segundo as equa9oes: 

A= (a,;,' + 0.5b4) , que corresponde a solu91io F,.1.1 , 

B -(2a,;,' + r) , que corresponde a solu91io F,,
1

, 

C a.;,' - 0.5b,g, , que corresponde a solu91io F,_1_1 , 

D= f3. 

Simplificando a equa91io (3-56) tem-se: 

AF,+I,j + BF,,j + CF,_I.j - DF,_j+l + fJF,,j-1 = k. 

(3-58) 

(3-59) 

(3-60) 

(3-61) 

(3-62) 

A analise para a determina91io das equa9oes que regem a pseudo fronteira conduz as dedu9oes 

apresentadas a seguir. 

Se limF(V,K)=Ve-JK 1
k + k (e-•Kik -1), logo limFv(V,K)=e-81

"-'
1
k. 

V~co r V-4oo 

F~--F~-
Como Fv ~ ,. '1 

,_ '
1 

, isto implica que 
2LlV 

_;;;M I k Fi+l,j - F:-t,j e ~ = --"'-------''--
2LlV 

(3-63) 

Portanto, 

F 2 AV. -lij6klk F 
-~·= L\ e + ·~·· I+ ,j J- ,j 

(3-64) 
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Assim, tem-se a equa9ao: 

-OjM!k _ 
A(2L'>Ve +F, )+BF.+CF,.-DF.,+f3F,-k. 

1- ,j 1,} 1- ,) l,j+ l,j-
(3-65) 

Reagrupando: 

BF. +(A+C)F 
1

. -DF. 
1 
+DF. 

1 
=k-2AL'>Ve-ojwk. 

1,} 1- ,} l,j+ 1,]-
(3-66) 

Pelas condi9oes de contorno: 

F
0

. =0, 
.; 

(3-67) 

F
0

=il'>V, 
'· 

(3-68) 

~,n+J =0, (3-69) 

(3-70) 

Urn exemplo ilustrativo e mostrar a constitui9ao de uma matriz 4 x 4. A matriz pode ser mostrada da 

forma: 

v 

Pseudo fronteira 

4dV (4x l)-(4x2)-(4x3)-(4x4)----, 

3dVf--- (3 X I)- (3 X 2)- (3 X 3)- (3 x4) ----10 

!" 

2dV f----(2 X I)- (2 X 2)- (2 X 3)- (2 x4) ---jO ~ 
e 
u. 

ldV f----(1 X 1)-(I X 2)- (I X 3)- (1 x4) ---j 0 

L K o~--~o----~o~--~o---~0---~ 

As dedu9oes das equa9oes relativas aos pares (ij) definidos na malha acima sao apresentadas no 

Anexo 2. As equa9oes definem urn sistema linear com dezesseis incognitas que representam os 

valores da opyao de investimento F:.j da malha 4x4 analisada. 
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Colocando o sistema em forma matricial, Ax lJ_, obtem-se: 
=-

A X 

r B, 

-DII 0 0 A, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 F, 

Dl" B~~ -D12 0 0 Al2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Fn 

0 Dl] B, -D13 0 0 A, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~3 

0 0 D, B,. 0 0 0 A,. 0 0 0 0 0 0 0 0 F,. 

c21 0 0 0 821 -D21 0 0 A, 0 0 0 0 0 0 0 F, 

0 c, 0 0 D22 B, -D, 0 0 A, 0 0 0 0 0 0 F, 

0 0 c2J 0 0 Dn B2, -D"' 0 0 A23 0 0 0 0 0 F23 

0 0 0 c14 0 0 Dc4 B24 0 0 0 A,. 0 0 0 0 F24 

0 0 0 0 c, 0 0 0 B, - D;J 0 0 A, 0 0 0 F, 

0 0 0 0 0 Cn 0 0 DJ2 832 -D32 0 0 A,z 0 0 F, 

0 0 0 0 0 0 c}} 0 0 DJ, B, -DJJ 0 0 A, 0 F, 

0 0 0 0 0 0 0 c,4 0 0 D, B, 0 0 0 A,. F,. 

0 0 0 0 0 0 0 0 (A4l+C41) 0 0 0 B, -D4) 0 0 F, 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 (A42 + c4") 0 0 D., B., -D42 0 F42 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (A4} + c43) 0 0 D., B., -D43 F., 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (A44 + C44 ) 0 0 DM EM FM 

b 

k- .1.VD11 

k 

k 

k 

k- 2!\VD, 

k 

k 

k 

k- 3t::..VD
31 

k 

k 

k 

k- 2A 41 !::..Ve~ 0 <'!lr.rk - 4t\VD
41 

k- 2A
42

l',.Ve-28
.1k-'k 

k- 2A
43

6.Ve-38 ""'n 

k- 2A44llve-46ilk'k 

Uma vez resolvido o sistema, o que implica encontrar a matriz inversa A-t, todos os pontos da 

malha, pares (ij) correspondentes a op<(ao de investimento F,,1 , sao obtidos. 
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Como em urna EDP eliptica cada elemento pode ser calculado dependendo dos quatro elementos 

adjacentes, tem-se, para cada elemento a ser calculado, o maximo de quatro outros elementos 

disponfveis, como mostra a celula representativa abaixo. 0 processo de discretizas;ao das EDPs 

resulta em urn sistema de equas;oes lineares algebricas (SELA). 0 metodo de discretizas;ao 

empregado, MDF, usa urn esti'mcil de cinco pontos, que pode ser visto na representas;ao abaixo. As 

matrizes geradas sao do tipo banda, que apresentam todos os elementos nao nulos distribuidos 

regularmente em diagonais proximas it diagonal principal. 

Observe-se o elemento central da celula FiJ· Este elemento e calculado baseado nos valores dos 

quatro elementos adjacentes, no caso os elementos em vermelho, Fi+IJ, Fi.Ij, FiJ+I e FiJ-I· Cada linha 

da matriz contem, no maximo, cinco elementos nao nulos - o proprio e mais seus quatro elementos 

adjacentes. Se o elemento a ser calculado estiver perto da fronteira da malha, o elemento pode ser 

representado apenas por do is (men or caso ), ou tres elementos adjacentes. Na figura acima, este seria 

o caso onde urn ou dois elementos em vermelho seriam conhecidos pelas condis;oes de contomo e, 

portanto, nao representariam variaveis do sistema. 

Portanto, cada linha ou co luna da matriz do sistema contem no maximo cinco elementos nao nulos. A 

propria estrutura de urna EDP eliptica ajuda bastante na redus;ao de variaveis necessanas ao 

armazenamento. Uma matriz dessa forma, com apenas poucos elementos nao nulos por linha ou 

co luna, e chamada de matriz esparsa. 

A matriz ;! segue urn padrao de forma.yao e pode-se individualizar a constitui.yao de blocos conforme 

apresentado na Figura 3-26. 
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!0 12 14 16 

col una 
• Elementos nao nulos 

Figura 3-26 - Representas:ao da matriz A do sistema para calculo dos valores das ops:oes de investimento F,,j 

As matrizes ::!, e lz podem ser reescritas utilizando-se as seguintes notayoes simplificadas: 

D, A, 0 0 b, 

c, D, A, 0 b, 
A= e b= 

0 c, D, A,_, b, 

0 0 C,_, D, b, 

on de D, A1 , C,, ... , D, , A,_,, C,_, sao os blocos representados na Figura 3-26, cada urn deles com 

seus respectivos elementos da matriz. 

Os blocos da matriz lz podem ser explicitados da seguinte forma: 

k-2A !l.Ve-owk -4!l.VD • 41 41 

k- 2A42!l.Ve-26
"'

1
' • 

k- 2A43~ve-30M!k 

k- 2A
44

!l.Ve-"w' 
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3.2.3 Comentarios sobre a solu9ao de equa96es de diferen9as finitas 

Urn metodo de diferenyas finitas com aproxima9ao de valor de fronteira conduz a urn sistema de 

equayoes algebricas. Para problemas de valor de fronteira linear estas equayoes sao lineares e o 

nllinero delas e geralmente grande. Os metodos de solu9ao pertencem, essencialmente, a classe de 

metodos diretos ou a classe de metodos iterativos. 

Os metodos diretos resolvem o sistema de equa9oes em urn numero conbecido de opera9oes 

aritmeticas, e os erros na solu9ao surgem inteiramente de erros de arredondamento introduzidos 

durante OS calculos computacionais. Basicamente, esses metodos diretos sao metodos de eliminayao, 

dos quais os exemplos mais conbecidos sao o metodo de elimina9ao Gaussiano sistematico e o 

metodo de decomposi9ao triangular que fatora a matriz A das equayoes Ax= lz em A = LU, onde 
= =- = 

L e U sao as matrizes triangular inferior e superior respectivamente. No ultimo metodo, uma vez 

que a decomposi9ao foi determinada, a solu9ao e calculada de L U,! = lz colocando U,! = y e, entao, 

resolvendo Ly = lz para y por substitui9ao e U,! = y para,! por substitui9ao reversa. Com ambos os 

metodos e usualmente necessario empregar pivotamento parcial para controlar o crescimento dos 

erros de arredondamento. 

Pode-se notar que, quando a aritmetica desses metodos e conduzida em computadores, os erros de 

arredondamento introduzidos durante os ca!culos frequentemente tern menos efeito sobre a solu9ao 

que os erros de arredondamento nos coeficientes e constantes das equa9oes. Em outras palavras, a 

solu9ao e tao acurada quanto os dados autorizem. Isto nao implica que o numero de digitos 

significativos na solu9ao seja o mesmo que nos dados. Se esse nllinero e men or, a perda de precisao 

ocorre nao atraves do metodo de solu9ao, mas porque as equa9oes sao mal condicionadas no sentido 

de que pequenas mudan9as nos coeficientes produzem grandes mudan9as na solu9ao. 

Apesar de que os metodos de elimina9ao Gaussiana e decomposi9ao LU sao matematicamente 

equivalentes, os erros globais do metodo LU podem ser menores que aqueles da elimina9ao 

Gaussiana se os produtos intemos sao acumulados em aritmetica de dupla precisao. Sem a 

acumulayao em dupla precisao, os do is metodos sao numericamente e matematicamente equivalentes. 
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Se a matriz de coeficientes pode ser armazenada diretamente na memoria RAM do computador, entao 

os metodos diretos, em geral, sao mais n1pidos e mais precisos que os metodos iterativos. 

Adicionalmente, se a matriz de coeficientes tern alguma estrutura ou propriedade especial e 

usualmente passive! aumentar o numero de equa.yoes que podem ser resolvidas atraves de uma 

programa.yao eficiente. 

Os metodos diretos sao certamente preferiveis aos metodos iterativos quando: 

i) Diversos conjuntos de equa.yoes com a mesma matriz de coeficientes (;:!) mas com diferentes 

!ados direitos ( ~) tern que ser resolvidos. 

ii) A matriz e quase singular. Neste caso, pequenos residuos nao implicam erros pequenos na 

solu.yao. 

Alem do problema de instabilidade numerica que decorre da propaga.yao dos erros de 

arredondamento, podem tambem ocorrer problemas de mau condicionamento das matrizes. Para se 

analisar convenientemente o problema do condicionamento, e necessaria introduzir a no.yao de 

normas vetoriais e matriciais. 

Na pnitica, raramente e necessaria calcular a matriz inversa de A . Uma melbor forma, sob o ponto de 

vista de precisao numerica e de tempo de execu<yao, e usar o operador de divisao de matriz ~ =;!; \ ~. 

Isto produz a solu<;ao usando elimina<yao Gaussiana, sem a necessidade de formar a matriz inversa. A 

so!u.yao direta produz residuos da ordem da precisao do computador, mesmo que o sistema seja mal 

condicionado. Considerando-se ~ =;!; \ ~ pode-se definir o residua como: 

residua = norma(;! * x- ~). A norma da matriz e urn escalar que da uma medida da ordem de 

grandeza dos elementos da matriz. 

Como pode ser vista neste capitulo, as matrizes associadas com equa<yoes de diferen<yas finitas 

aproximando equa.yoes diferenciais parciais sao matrizes bandadas, i.e., matrizes com elementos nao 

nulos posicionados em duas sub-diagonais paralelas e superiores it diagonal principal e duas 
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sub-diagonais paralelas e inferiores a diagonal principal. Essas matrizes sao tambem usualmente 

esparsas, i.e., o nfunero de elementos nulos na matriz e muito maior que o nfunero de elementos nao 

nulos. Para este tipo de matriz o metodo de elimina<;ao Gaussiana padrao e ineficiente no senti do que 

ele insere elementos nulos (zeros) entre as "bandas" ( diagonais) com elementos nao nulos e que tern 

de ser armazenados e usados nos estagios subsequentes do processo de elimina<;ilo. 

Entretanto, com os metodos iterativos nenbuma aritmetica e associada com coeficientes nulos. 

Assim, poucos numeros tern que ser armazenados em computador. Como consequencia, os metodos 

iterativos pod em ser usados para resolver sistemas de equa<;oes considerados muito gran des para o 

uso dos metodos diretos. Outra vantagem, nao possuida pelos metodos diretos, e sua extensao para a 

solu<;ao de conjuntos de equa<;oes nao lineares. 

0 uso eficiente dos metodos iterativos e muito dependente do calculo ou estimativa de valor ou 

valores de parfimetro de acelera<;ao, e do fato dos coeficientes da matriz serem bern condicionados. 

Caso contriirio, a convergencia sera lenta eo volume de calculo sera muito grande. Com parfimetros 

de acelera<;ao o volume de calculos matematicos dos metodos iterativos para grandes conjuntos de 

equa<;oes pode ser menor que para metodos diretos. 

Urn metodo iterativo para a resolu<;ilo de equa<;oes e aquele no qual uma primeira aproxima<;ao e 

usada para calcular uma segunda aproxima<;ao que, por sua vez, e usada para calcular uma terceira e 

assim sucessivamente. 0 procedimento e convergente quando as diferen<;as entre a solu<;ilo exata e as 

aproxima<;oes sucessivas tendem a zero quando o numero de itera<;oes aumenta. Em geral, a solu<;ilo 

exata nunca e obtida em urn nfunero finito de passos, mas isso nao importa. 0 que e importante e que 

as itera<;oes sucessivas conviljam rapidamente para valores que sejam corretos para uma precisao 

especificada. 

Como mencionado anteriormente, considera-se o uso de metodos iterativos quando urn metodo direto 

requer mais espa<;o de armazenamento em computador (memoria RAM) que o disponivel e a matriz 

de coeficientes e esparsa, porem bern condicionada. Essa e uma situa<;ao que frequentemente surge 

com as equa<;oes de diferen<;as finitas aproximando EDP elipticas e com condi<;oes de fronteira. 
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Os metodos iterativos cbissicos sao: Jacobi, Gauss-Seidel e SOR (Successive over-relaxation). Uma 

descrio;;ao pormenorizada de metodos iterativos e dada em Young (1971). 

Ames ( 1977) expoe que para uma equao;;ao eliptica linear, cujos coeficientes das derivadas segundas 

nas duas dimensoes sao positivos e o termo independente e negativo ou zero e existe fronteira 

fechada definida com condio;;oes de Dirichlet
13 

(como eo caso da maioria das EDP em finano;;as) entao 

o sistema ;;!,,; =!!. e unico. Tem-se, entao, a garantia da unicidade da soluo;;ao. 

Os metodos numericos para a soluo;;ao de EDP que surgem nos modelos de Opo;;oes Reais sao 

discutidos em Brennan e Schwartz (1978), Geske e Shastri (1985) e Hull e White (1990). Os leitores 

que desejam desenvolver habilidades na resoluo;;ao de EDP podem fazer referencia a Smith (1971) e 

Strikwerda (1989). 

Uma importante questao relacionada como tratamento pnitico das equao;;oes algebricas provenientes 

do MDF e a estabilidade. 0 sistema de equao;;oes algebricas necessita ser resolvido numericamente, o 

que significa que alguns erros de arredondamento sao introduzidos a cada passo. Alem disso, nao se 

pode considerar as condio;;oes de fronteira como exatas - elas sao sujeitas a pequenas perturbao;;oes 

como resultado de qualquer implementao;;ao numerica. 

A ideia essencial ao definir estabilidade e que urn processo numerico confiavel deveria limitar a 

amplificao;;ao das componentes das condio;;oes de fronteira. Suponha que no passo inicial n = 0 se 

introduz urn pequeno erro nos val ores da funo;;ao ao discretiza-la na malha. 0 metodo deveria garantir 

que a influencia desse erro diminui quando se move ao longo da linha do tempo na soluo;;ao da 

equao;;ao de difereno;;as finitas. 0 teorema de equivalencia de LAX estabelece que, para equao;;oes 

lineares, as propriedades de estabilidade e consistencia sao equivalentes aquela de convergencia. 

Suponha que urn MDF seja consistente com a equao;;ao original. Para que o metodo conviJja para a 

soluo;;ao real de uma EDP quando o intervalo de discretizayao diminui, ele tern que ser estavel com 

13 
As condi9oes de fronteira de Dirichlet sao as condi96es de fronteira de EDP que dao o valor da fun9iio sobre urna 

superficie. 
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relavao a pequenas perturbavoes. Alem disso, a estabilidade e a condivao suficiente e necessaria para 

a convergencia. 

0 MDF e uma das primeiras ferramentas matemiiticas empregadas para resolver EDP. A metodologia 

de MDF foi utilizada pioneiramente para valorar derivativos por Schwartz (1977), Brennan e 

Schwartz (1978), e foi estendida por Courtadon (1982). 

Existem duas implementayoes para o MDF: metodo explicito e metodo implicito. 0 MDF explicito 

calcula o valor de uma opyao no tempo t + b.t como uma funyao de valores no tempo t. Os ciilculos 

desenvolvem-se recursivamente do tempo 0 (t = 0 ou data de expiravao) para o tempo T (data atual). 

0 MDF implicito calcula o valor de uma opyao no tempo t como uma funyao de val ores no tempo t + 

b.t. 0 metodo implicito requer a resoluvao de sistemas de equayoes lineares para desenvolver os 

ciilculos a partir do tempo t para o tempo t + b.t. 

0 procedimento utilizado na elaborayao das rotinas do Capitulo 3.1 e uma variante da forma explicita 

do MDF. A implementayao computacional do modelo do Capitulo 3.2 e realizada utilizando-se o 

metodo implicito. 

Para comparar os metodos de diferenyas finitas pode-se classificii-los como instiivel, 

condicionahnente estiivel ou incondicionalmente estiivel. 

0 MDF instiivel obtem grandes mudanyas nos valores de opyoes para pequenas mudanyas nas 

condivoes iniciais. Ele acumula grandes erros de ciilculos. 0 MDF instiivel nao converge para a 

soluvao da EDP. 

0 MDF condicionalmente estiivel obtem pequenas mudanvas nos valores de opyoes para pequenas 

mudan«;:as nas condiyoes iniciais. Ele converge para a soluyao da EDP, mas os erros de ciilculo 

flutuam em funyao das discretizavoes das variiiveis. Neste caso hii uma diminuiyao dos erros de 

ciilculo quando o nfunero de intervalos de partiyao aumenta. 
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Para implementar o MDF constr6i-se uma malha onde a dimensao horizontal representa os valores 

discretos da varia vel K com passos constantes AK e a dimensao vertical representa pontos discretos 

no valor do projeto completo V com passo constante i\ V. Em qualquer n6 (ij) da malha pode-se 

calcular o valor das variaveis V e K como V = ill V e K K nun + j i\K . 

A partir de resultados encontrados em Berezin e Zidkov (1960) verifica-se que uma condi91io 

necessaria e suficiente para a estabilidade de MDF explicito e que a= i\V I i\K
2 

::;; 1. 

Entao, a condi91io a = 1 estabelece a fronteira de estabilidade para o MDF explicito. 0 MDF 

explicito e condicionalmente estavel se a = 1 e e incondicionalmente estavel se a < 1 . 

A condi9ao a ::;; 1 ilustra porque o MDF explicito pode produzir resultados instaveis quando usado 

para resolver equa9oes com condi9oes de fronteira. 

A acuracia do MDF e proporcional a i\K 2 
• Portanto, valores muito pequenos de i\K podem ser 

necessarios para obter a so!uyao precisa. Para a obten9ao da condi9ao de estabilidade i\K requer urn 

grande nillnero de parti9oes ( discretizavoes) da varia vel V para satisfazer a condi91io a < 1 . Se o 

nillnero de parti9oes da variavel V e insuficientemente grande, a condi9ao a < I pode nao ser 

satisfeita. Isso conduz a uma soluvao instavel. 

A partir de resultados obtidos em Berezin e Zidkov ( op.cit.) verifica-se que uma condi91io necessaria 

e suficiente para a estabilidade de MDF implicito e que a ;:: 0. Dado que a = i\V I i\K
2

, essa 

condi9ao e sempre verdadeira. Os parfunetros que definem o nillnero de discretiza9oes para V e K 

podem ser escolhidos independentemente, desta forma, solu9oes estaveis e precisas podem ser 

produzidas com urn numero pratico de discretiza9oes. 
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3.2.4 Estudo de caso 

Similarmente ao apresentado em 3.1.1, procedeu-se a analise para avaliar o modelo para valor do 

projeto estociistico e investimento deterministico com incorpora<;ao de condi<;ao de optimalidade e 

mensurar os efeitos nos resultados, na determina<;ao dos indices de risco e nos instrumentos de 

tomada de decisao. 

A introdu<;ao da condi<;ao de optimalidade e obten<;ao da solu<;ao simultanea de todos os pontos da 

malha correspondentes a op<;ao de investimento F,,j , atraves metodo de diferen<;as finitas, leva a uma 

forte uniformiza<;ao do valor da op<;ao no momento zero (ponto onde ainda nenhum investimento foi 

realizado ). Esta conclusao e derivada da observa<;ao direta das Figuras 3-29 a 3-32. 

Contrariamente aos resultados obtidos pelo modelo para valor do projeto estociistico e investimento 

deterministico (Figura 3-19), o Espa<;o de Op<;oes para tres ceniirios com cr= I 0%, cr=20% e cr=30% 

nao mostra diferen<;as significativas (Figura 3-29). 0 posicionamento e a inclina<;ao das classes de 

val ores das op<;oes de investimento F(V ,K), representadas pela grada<;ao de cores entre azul e 

vermelho, nao sinalizam crescimento do valor da op<;ao como aumento do valor da volatilidade cr. 

A constata<;ao acima e tambem evidenciada pela observa<;ao dos histogramas de Op<;ao no momento 

zero (Figura 3-30), Histogramas de VP de Op<;oes (Figura 3-31) e griificos de evolu<;ao do VPL 

convencional e das op<;oes ao Iongo dos anos (Figura 3-32). 

0 premio de op<;ao capturado pelo valor da op<;ao no momento zero situa-se no nivel de 25% e e da 

mesma ordem de grandeza fomecida pelo modelo para valor do projeto estociistico e investimento 

deterministico sem incorpora<;ao de condi<;ao de optimalidade. Os diagramas de valores de VPL, 

Op<;ao no momento zero e VP de Op<;oes sao representados nas Figuras 3-27 e 3-28 para 50 possiveis 

projetos (realiza<;oes obtidas por simula<;ao ). 
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A baixa dispersao de resultados, caracterizada nos histograrnas da Figura 3-30 e nas representay5es 

dos valores de opyao da Figura 3-32, acarreta uma forte suavizayao na escala do fator de risco, 

independente do cenario economico-financeiro analisado. A Figura 3-33 mostra os indices de risco 

obtidos a partir dos resultados de VPL, Opyao no momento zero e VPL de Opyoes para 3 cenarios 

economico-financeiros diferentes. Os riscos obtidos pela dispersao dos valores de opyao se situarn no 

mesmo patarnar do risco fomecido pela variancia de resultados de VPL. 

Similarmente ao que foi obtido no modelo anterior (sem incorporayao da condi9ao de optimalidade), 

o grafico da Figura 3-33 nao apresenta varia9oes na escala do fator de risco em fun9ao de variay5es 

na volatilidade. Para este modelo, isso e atribuido a pequena dispersao dos valores de opyao aliada ao 

nao crescimento da opyao com o aumento de volatilidade. Pode-se concluir que a incorporayao da 

condiyao de optimalidade e as condi9oes de fronteira introduzem uma componente de suavizayao no 

sistema, fazendo com que o modelo de opyoes de resultados compativeis com a analise por VPL no 

que se refere a mensura9ao de risco. 
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Figura 3-27- Diagrama de valores de VPL, Op9ao no momento zero, Incrementos de Op9oes e VP de Op9oes para 

as simulavoes 1 a 25 (cr=lO%, r=4%, Jl=l2%, a=6%) 
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Figura 3-28 - Diagrama de valores de VPL, Opyao no momento zero, Incrementos de Opyoes e VP de Opyoes para 

as simula9oes 25 a 50 (cr=IO%, r=4%, 11=12%, a=6%) 
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Figura 3-29 Valor da opyao de investimento F(V,K) para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 

Opo::aoomo-c.n.to:3 

Figura 3-30- Histograrnas de Opyao no momento zero para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 

Figura 3-31- Histograrnas de VP de Opyoes para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 

Figura 3-32 Evoluyao do VPL convencional (verde), da Opyao no momento zero(+ em vermelho) e do VP de 

Opyoes (violeta) ao Iongo dos anos para cr=lO%, cr=20% e cr=30% 
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indices de risco 
15.-~.-~.-~---------------------------. 

a=O,l a=0,2 a=0,3 

Figura 3-33 Ilustracyao dos indices de Risco obtido a partir dos resultados de VPL, Opcyao no momento zero e VPL 

de Opcyoes para 3 cemirios economico-fmanceiros diferentes (cr=lO%, cr=20% e cr=30%) 
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3.3 Modele para investimentos de custos incertos 

A importancia do custo do investimento para a decisao de investir remete a questao correlacionada da 

incerteza sobre esse custo. Esse tipo de incerteza e especialmente relevaute nos casos de graudes 

projetos que requerem urn intervalo de tempo significativo para serem concluidos (usinas 

hidreletricas, complexos petroquimicos, siderurgicas, ferrovias, rodovias, projetos de minera<;:ao ). As 

fontes da incerteza de custos sao as flutua<;:oes imprevisiveis dos pre<;:os e das quautidades de insumos 

de capital e trabalho. 

A incerteza de custos afeta a decisao de investimento de forma similar a incerteza de pre<;:os. Em 

particular, ela tambem cria urna op<;:ao de investir no futuro cujo valor e igual ao custo de 

oportunidade de investir no presente. Se a incerteza sobre a evolu<;:ao dos custos no futuro for 

suficientemente alta, pode ser melhor para a empresa adiar o investimento. Nao necessariamente a 

incerteza incentiva o adiamento dos investimentos. Se investir disponibiliza informa<;:ao, pode ser 

desejave! autecipar a execu<;:ao do projeto. Este eo caso quaudo existe a incerteza tecnica, ou seja, a 

incerteza sobre a dificuldade fisica de completar urn projeto. Esse tipo de incerteza s6 pode ser 

resolvido com o inicio imediato da execu<;:ao do projeto. 

No mode!o apresentado em Dixit e Pindyck (1993) e discutido no Capitulo 3.1, apesar de se terduas 

variaveis de estado a! em do tempo, apenas o V e estocastico (Equa<;:ao 3-11 ). 0 valor de K 

(investimento que falta para completar o projeto) e urna fun<;:ao deterministica do tempo e da taxa de 

investimento I, sendo que I e variavel de controle (escolhe otimamente I' de formaamaximizaro 

valor da op<;:ao ). Esse modelo ( chamado de time-to-build) considera a taxa 6tima de investimento ao 

Iongo da constru<;:ao de V , dado que apenas V e estocastico. 

Em diversas situa<;:oes, o custo K e estocastico, sendo interessante estender para o caso em que tauto 

K como V sao estocasticos. Esta extensao e discutida em Pindyck (!992). 

0 modelo considera as decisoes de investimento irreversiveis onde os projetos levam tempo para 

serem completados e sao sujeitos a dois tipos de incerteza sobre os custos. 0 primeiro e a incerteza 
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tecnica, i.e., incerteza sobre a quanti dade de tempo e materiais que serao requeridos para completar o 

projeto, e que somente e solucionada quando o investimento ocorre. 0 segundo e a incerteza dos 

custos de insumo, i.e., incerteza sobre os pres;os e quantidades de trabalho e materiais que serao 

requeridos, e que e extema it atividade de investimento da empresa. 

Este modelo produz regras de decisao que maximizam o valor da empresa e mostra como os dois 

tipos de incerteza tern diferentes efeitos sobre a decisao de investir e como eles afetam o valor da 

oportunidade para investir. 

Este modelo acha-se convenientemente descrito e apresentado por Pindyck (1992) e Rocha (1996). A 

exemplo do modelo para valor do projeto estocastico e investimento deterministico com incorporas;ao 

de condis;ao de optimalidade discutido em 3.2 as equas;oes que regem o modelo e as dedus;oes para 

implementas;ao numerica sao apresentadas no Anexo 3. 

As raizes m1 e m2 dadas pela equas;ao (14) no Anexo 3 devem ser retificadas conforme 

demonstrado pelo desenvolvimento apresentado a seguir. 

Iniciando pela equas;ao (13) do Anexo 3: 

1 zr 2 ] 1 ,r 2 ] 2r [lO -m -am+
2

a [lO -m -r=O , (13- Anexo 3) 

(3-71) 

(3-72) 

{r' +a'}u' -[{r' +a')+2a]m-2r=O, (3-73) 

am' -bm-2r = 0. (3-74) 
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Logo, as raizes da equa9ao de segundo grau sao: 

{J) = ~ 2 
+ a

2 
+ 2a )± ~(- y

2
- a

2
- 2a} + 8 ~ 2 

+ a
2 
)r 

2 (Y2 + a2) ' (3-75) 

(3-76) 

Os diagramas de valores de VPL, Op9ao no momento zero e VP de 0py5es sao representados nas 

Figuras 3-34 e 3-35 para 50 possiveis projetos gerados a partir dos modelos obtidos por simula9ao. 

Estes diagramas ilustram os diferenciais entre valores de VPL e valores de opyao para urn cemirio 

economico-financeiro particular com incerteza tecnica p =25% e incerteza economica y=lO%. 

A Figura 3-36 ilustra o Espa9o de Opyoes para urn cemirio economico com incerteza tecnica p =15% 

e incerteza economica r=l5%. 

De forma a mensurar os efeitos das variaveis incerteza tecnica ( p ) e incerteza economica ( r) sobre 

0 valor medio das opy5es e desvios padrao dos val ores de Opyao, procedeu-se a urna serie de calculos 

para urn espectro de combinay5es de incertezas (p ,y) variando no intervalo [0%,50%]. A 

representa9ao destes resultados e ilustrada na Figura 3-37, admitindo-se a fixa9ao das demais 

variaveis financeiras (a, r, Jl, a, o ). 

Os indices de risco calculados para cada par de valor ( p , r) e derivados da conceitua9ao ja definida 

de dispersao relativa (media /desvio padrao) sao apresentados na Figura 3-38. Fica evidente que o 

nivel de risco de 5% mensurado pelas varia9oes de VPL somente se mantem para valores muito 

baixos de incertezas p , r . Ha urn nitido aurnento de indice de risco acarretado principalmente pela 

contribui9ao da varia vel incerteza economica ( r ), que deve ser pertinentemente considerada nas 

analises de tomada de decisao e nos processos de otimiza9ao de portfolio. 
p 
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Figura 3-34- Diagrama de valores de VPL, Opyao no momento zero, Incrementos de Opyoes e VP de Op9oes para 

as simulayoes 1 a 25 (cr=10%, r=4%, ~-t=12%, a=2%, 8=10%, 13=25% e y=lO%) 
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Figura 3-35 - Diagrama de valores de VPL, Op<yao no momento zero, Incrementos de Op<yoes e VP de Op<yoes para 

as simula<yoes 26 a 50 (cr=lO%, r=4%, J.t=l2%, a=2%, 8=10%, P=25% e y=lO%) 
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Figura 3-36- Valor da op<;ao de investimento F(V,K) para cr=10%, r=4%, ~-t=12%, a=2%, 8=10%, ~=15% e y=15% 
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Figura 3-37- Representa<;ao dos valores medios e dos desvios padrao dos valores de Op<;ao no momento zero para 

diferentes cemirios de incerteza tecnica (~) e incerteza economica (y) e parametros (cr=10%, r=4%, ~-t=12%, a=2%, 

8=10%) 

As fontes e niveis de incerteza podem variar significativamente para diferentes projetos. Entretanto, 

baseado nos intervalos de valores de parametros que se aplicam a investimentos de capital 

expressivos, a incerteza economica e provavelmente mais importante que a incerteza tecnica em 

termos do seu efeito sobre a regra do investimento e sobre o valor da oportunidade de investimento. 

0 oposto pode ser o caso de alguns projetos de pesquisa e desenvolvimento (P&D). 
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Para rnuitos investirnentos e, particularmente, para grandes projetos industriais onde os custos de 

investirnento flutuarn, o efeito causado pelo aurnento da incerteza econornica e, geralrnente, a 

depressao do investirnento. Conforme rnencionado anteriormente, urna situac;ao oposta pode ser o 

caso para investirnentos ern P&D, para os quais a incerteza tecnica e rnuito rnais relevante. 

A visualizac;ao desse efeito pode ser feita de forma irnediata nas Figuras 3-37 e 3-38. A incerteza 

econornica ( r ) exerce urn efeito rnais acentuado sobre a rnudanc;a de valor de Opc;ao no rnornento 

zero, sobre o desvio padrao do valor de Opc;ao e, consequenternente, sobre os indices de risco do que 

a incerteza tecnica ( j3 ). Ern outras palavras, tanto os valores de Opc;ao no rnornento zero quanto os 

indices de risco nao sao rnuito sensiveis ao parfunetro f3 . 

Indices de risco 
55 

Figura 3-38 - Representa((iio dos indices de Risco obtido a partir dos resultados da Op((iio no momento zero para 

diferentes cemirios de incerteza tecnica (p) e incerteza economica (y) e parametros (cr=lO%, r=4%, J..t=l2%, a=2%, 

8=10%) 

Para os parfunetros adotados no exernplo tern-se, a partir do valor de incerteza tecnica j3 =40% e 

incerteza econornica r = 15%, urna estabilizac;ao do valor da opc;ao ern tomo do valor do VPL. Para 

pares de valores superiores nao se deve esperar nenhurn prernio de opc;ao e, desta forma, o indice de 

risco normalizado deve se situar no patarnar de 16%. 

A Figura 3-39 ilustra o efeito final da incerteza tecnica e da incerteza econornica sobre a classificac;ao 

das opc;oes. Tern-se dois campos ou dominies distintos: 1. opc;oes in the money- quando o valor da 

opc;ao e rnaior que o VPL e representado pela area verde; 2. opc;oes out of the money- quando o valor 
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da opyao e menor que o VPL e representado pela area vermelha. Deve-se ressaltar que para cada 

''pixef' ou par de valor incerteza tecnica ( f3 ) e incerteza economica ( y ), leva-se em considerayao as 

50 possiveis reservas, projetos de mina e sequenciamentos de operayao. Pode-se observar que a 

incerteza economica realiza urn grande efeito no valor da opyao, na dispersao, no risco e, 

consequentemente, na tomada de decisao. 

Para o caso do dominio de opy5es out of the money deve-se esperar somente a captura do valor do 

VPL e, neste caso, nenhum premio de opyao deve ser considerado. No zoneamento definido para as 

opyoes in the money, pode-se esperar urn premio de opyao (representado por urn delta positivo de 

valor em rela9ao ao VPL) conforme ilustrado nos diagramas de valores das Figuras 3-34 e 3-35. 

Classificac;ao das Opc;oes 
55 

lneerteza tecnica (%) 

Figura 3-39- Classifica<;ao das Op<;oes para diferentes cemirios de incerteza tecnica (~) e incerteza econornica (y) e 

paril.metros (cr=lO%, r=4%, f.l=l2%, a=2%, 8=10%) 

A defini~tao da fronteira entre opyoes out of the money e opyoes in the money pode ser obtida de 

forma imediata para quaisquer combinayoes ou estruturas economico-financeiras. 

Ressalta-se que toda a analise e conduzida considerando-se tres componentes simultaneas de 

incerteza: incerteza sobre a reserva, incerteza tecnica associada com a quantidade de tempo e 

materiais que serao requeridos para completar o projeto e incerteza economica relacionada a custos 

de insumo, preyos e quantidades de trabalho e materiais que serao requeridos. 
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A Figura 3-40 ilustra os intervalos de contribuiyao de cada componente de incerteza (incerteza sobre 

a reserva, incerteza tecnica e incerteza economica) sobre a composiyao do indice de risco. Para 

baixos valores de incerteza tecnica ( fJ ) e incerteza economica ( r) tem-se urn in dice de risco de 5% 

causado pela incerteza sobre a reserva. 0 crescimento de fJ e r acarreta uma elevayao do indice de 

risco como pode ser visualizado na Figura 3-38. Conforme ja mencionado tem-se, a partir do valor de 

incerteza tecnica fJ =40% e incerteza economica r =15%, uma estabilizavao do valor da op9ao em 

tomo do valor do VPL. Neste caso, considerando-se o valor da op9ao igual ao valor do VPL, o indice 

de risco normalizado pode atingir o nivel maximo de 16%. 

Composi<;ao do lndice de Risco: contribui<;oes 

21% 21% 

11% 

5% D 
klcerteza da Reserva lncerteza tecnica lncerteza econOmica Indica de risco total 

16% 

Indica de risco 

"nonnalizado" 

Figura 3-40 - Composi.;ao do indice de risco e as contribui.;oes das componentes de incerteza sobre a reserva, 

incerteza tecnica e incerteza economica (para cemirio economico-fmanceiro: cr=lO%, r=4%, Jl=l2%, a=2%, 0=10%) 

A considerayao de val ores elevados de deriva ou taxa de crescimento do proj eto por periodo (a ) no 

modelo para investimentos de custos incertos gera condiy5es para a obtenyao de altos valores de 

premio de opyao no momento zero. 
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CAPITULO 4 

4 ESTRATEGIAS DE OP<;OES REAIS EM PROJETOS 

Este capitulo complementa conceitos discutidos nos Capitulos I e 2, apresenta urn hist6rico dos 

desenvolvimentos da teoria de ops;oes e faz urna abordagem sobre estrategias de Ops;oes Reais e suas 

implementas;oes na avalias;ao de neg6cios. 

Normalmente todas as empresas usam alguma forma de caJculo de FCD para avaliar projetos. 0 

calculo base e completado frequentemente com analise de sensibilidade para parametros 

fundamentais como pres;o. Alguns analistas usam tecnicas de Monte Carlo, mas eles nao apresentam 

frequentemente esses resultados para a administras;ao senior. 

A maioria das empresas usa preo;:os de "commodities" provenientes de serie hist6rica de Iongo prazo. 

Em outras palavras, elas substituem a variavel aleat6ria por seu valor esperado. Alem disso, ha urn 

significativo acordo relativo a esses preo;:os. Uma possivel razao para este consenso e que a maioria 

das grandes companhias subscreve aos servio;:os de previsao de urn pequeno numero de consultores. 

A maioria das empresas incorpora o risco nos calculos atraves do uso de urna hurdle rate
14

, que e 

normalmente urn ajuste para mais na taxa de desconto. As taxas sao ajustadas para valores mais altos 

para refletir, por exemplo, risco politico extremo, e para val ores mais baixos, quando M competio;:ao 

para adquirir propriedades. 

14 Hurdle rate e uma taxa de desconto nonnalmente utilizada pelas corporayoes para avaliar Valor Presente Liquido de 

projetos. Esta taxa e baseada na melhor estimativa para uma taxa de desconto apropriada considerando a natureza incerta 

e volatil de outras taxas teoricamente corretas, tais como custo de oportunidade de capital e custo de capital medio 

ponderado ( WA CC- weighted average cost of capita[). 
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Geralmente, as empresas fazem ajustes aos calculos de FCD, sendo o mais importante urn aumento 

na taxa de desconto para refletir risco - urna pratica que tern v:irias desvantagens. Por exemplo, 

suponha que a fonte principal de incerteza seja pres:o. Primeiramente, se a commodity e 

comercializada em urn mercado futuro, os gerentes podem fazer cobertura contra o risco do pres:o. 

Em segundo Iugar, ate mesmo na ausencia de hedg/
5

, desde que o risco de pres:o nao seja 

sistematico, os acionistas de empresas de mineras:ao podem se auto-segurar diversificando seus 

portfolios. Alem disso, os gerentes de mineras:ao tern algum grau de flexibilidade operacional. De 

fato, se pres:o cai a urn nivel inaceitavel, a mina pode ser paralisada ate que as condis:oes melhorem. 

Como resultado, embora mineras:ao seja urna atividade de risco, urna parcela do risco pode ser 

protegida por hedge, diversificada ou evitada. Finalmente, na presens:a de fontes multiplas de 

incerteza com diferentes caracteristicas de risco, nao e apropriado usar urn fator de desconto uniforme 

para ajustar todos os riscos. 

Os bancos que ajudam a financiar projetos de mineras:ao tambem tern que conduzir avalias:oes. Da 

mesma forma que os produtores, eles usam urna analise de FCD padr1io que utiliza parametros 

obtidos em urna revisao tecnica previa. A diferens:a principal eo modo que eles controlam risco. A 

maioria dos bancos nao aumenta a taxa de desconto para refletir maior risco. Ao contr:irio, eles usam 

o custo do dinheiro para a taxa de desconto e ajustam a relas:ao de protes:ao ou cobertura, que e o 

valor presente liquido dividido pelo investimento inicial. Por exemplo, urna regra tipica poderia ser 

investir se esta relas:ao ex ceder I ,5. AI em disso, eles poderiam insistir que o periodo de payback, o 

tempo exigido para pagar o emprestimo, nao exceda metade ou dois ters:os da vida do 

empreendimento. Finalmente, bancos estao frequentemente dispostos a aceitar risco de preyo, o qual 

eles podem fazer hedge, mas menos dispostos a assurnir qualquer risco tecnico. 

15 
Expediente adotado por empresas para se resguardar de flutua9oes de pre9os. (Ex.: fmnas com dividas em do lares 

compram titulos reajustados pela taxa cambial. Havendo desvaloriza9iio da moeda local, o aumento de valor dos titulos 

compensa o crescimento do montante, em moeda local, da divida.) 
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Os ativos e investimentos em minera<;ao sao normalmente avaliados recorrendo-se a duas ferramentas 

analiticas. A primeira estima os fluxos de caixa associados a parametros tecnico-economicos 

deterministicos e estaveis, descontados ao Iongo do tempo de acordo com uma taxa de juros 

constante para toda a vida do projeto. 

0 outro procedimento, Valor Presente Liquido com analise de nsco, incorpora modelos 

probabilisticos nos mesmos parametros tecnico-economicos usados no metodo anterior. 

0 metodo de VPL e amplamente utilizado por causa de sua simplicidade para obter uma estimativa 

adequada do valor de projeto quando certas condi<;oes sao satisfeitas. A primeira condi<;ao e que uma 

rela<;ao linear deveria existir entre as variaveis de entrada e os fluxos de caixa liquidos para cada 

periodo. Esta condi<;ao permite estimar valores medios para fluxos de caixa liquidos a partir de 

val ores medios das variaveis de entrada. Se essa condi<;ao nao e encontrada, o procedimento de VPL 

fornece valores enviesados para os fluxos de caixas medios. As simula<;oes de Monte Carlo podem 

ser usadas para estimar fluxos de caixa medios a partir de suas distribui<;oes estatisticas, construidas a 

partir das distribui<;oes das variaveis de entrada. 

Uma segunda condi<;ao para o metodo de VPL e que o risco deveria ser constante ao Iongo do tempo. 

Em terceiro Iugar, nao deveriam existir contingencias, isto e, a possibilidades de ajustar as opera<;oes 

dependendo do efeito ou consequencia de qualquer variavel. 

Alguns projetos complexos nao satisfazem a condi<;ao para a aplica<;ao do metodo simples de VPL. 

Esses projetos usualmente tern fluxos de caixa que sao relacionados de uma forma complexa a 

variaveis de entrada. Adicionalmente, a alavancagem operacional frequentemente muda no tempo, 

causando varia<;ao nos niveis de risco. A alavancagem operacional pode ser definida como a rela<;ao 

entre custos fixos e custos totais. Para baixos niveis de alavancagens operacionais, isto e, quando os 

custos sao na maioria variaveis, o risco de urn projeto e mais baixo comparado com outro com custos 

fixos altos. 0 que acontece com alavancagem operacional e o mesmo que ocorre quando a 

alavancagem financeira muda, isto e, 0 risco do projeto muda. 
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A terceira condivao, relacionada com contingencias, raramente e encontrada no desenvolvimento de 

projetos, porque existem diversas possibilidades de realocayao de recursos quando os prevos mudam 

inesperadamente. 

0 pre90 das "commodities" e urna das variaveis principais que influenciam substancialmente o valor 

de urn projeto de desenvolvimento de recursos minerais. Sua incerteza e de importfmcia suprema em 

muitas industrias de recursos naturais onde o desvio padrao das mudanvas anuais nos pre9os futuros 

pode exceder 40% por ano. As decisoes estrategicas de investimento e opera9oes que levam em 

considera9ao a flutuac<ao de pre9os, a volatilidade, serao urn pre-requisito para investidores 

contemporfmeos e gerentes. 

Os pre9os nominais de Iongo prazo de algumas "commodities" sao de natureza estocastica (i.e. eles 

variam aleatoriamente atraves do tempo) e expoem a industria de minerayao a situac<oes de 

conting€mcias que introduzem incertezas no fluxo de caixa do projeto. Este fator modifica o nivel de 

risco ao Iongo do tempo e, desta forma, gera instabilidade na taxa de desconto usada para descontar 

os fluxos. 

Consequentemente, urna taxa de desconto fixa e urna limita9ao importante nos procedimentos de 

avalia9ao tradicionais, porque ela nao pode antecipar e avaliar as situa9oes de contingencia. Para 

superar essa limitac<ao, a avaliac<ao de ativos de minera9ao pode utilizar conceitos da avalia<;ao 

aplicada a certos tipos de instrumentos derivativos financeiros, op<;oes, que sao sujeitos a flutua<;oes 

inesperadas em seus valores ao Iongo do tempo. Ao estimar urn investimento em minera9ao, as 

op9oes incorporam explicitamente tendencias, volatilidades e riscos de quaisquer variaveis incertas e 

relevantes, tais como pre9os, ao mesmo tempo em que ajustam seus val ores finais it luz dos riscos de 

mercado. 

0 risco em projetos de minera9ao nao e urn conceito novo. Na decada de 60, Masse (1962) propos 

urna otimiza9ao dinfunica para analise de reservas. Na mesma epoca, Matheron e Formery (1963) 

desenvolveram o algoritmo de decisoes sequenciais para estimar as op9oes de abandono, de opera9ao 
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e de explora.yao adicional ao avaliar uma area de prospec.yao sujeita a respostas dependentes do 

progresso obtido. 

Noren (1971) incorporou o conceito de flexibilidade operacional em virtude de contra<yoes e 

expansoes para modificar os fluxos financeiros gerados por urn empreendimento de minera.yao de 

acordo com as condi<yoes estabelecidas pela industria. 

Essas linbas de pensamento revelaram a capacidade de urn sistema de produ<yao para responder a 

situa.yoes imprevistas gra<yas ao gerenciamento operacional flexivel que adiciona valor que nao pode 

ser incorporado explicitamente ao usar a tecnica convencional de VPL. 

Uma das areas mais frutiferas de pesquisa em finan.yas foi o desenvolvimento da teoria de avaliar 

op.yoes. Ap6s o trabalho original de Black e Scholes (1973) e Merton (1973), muitos artigos usaram 

esse metodo de analise para avaliar outros ativos financeiros com caracteristicas de op<;oes. Smith 

(1976) apresenta urna pesquisa dessa literatura. 

Mais recentemente, tern sido observado que existem direitos ou titulos contratuais ( concessoes) sobre 

ativos reais que tambem apresentam caracteristicas de op<;oes, o que sugere que as analises de Black, 

Scholes e Merton poderiam ser uteis para a valora.yao desses direitos [Brealey e Myers (1984) e 

Mason e Merton (1985)]. Pode-se citar os seguintes exemplos: McDonald e Siegel (1985), que 

estudam a avalia.yao de projeto onde a empresa tern a op.yao de paralisar a produ.yao; McDonald e 

Siegel (1986) e Myers e Majd (1983), que estudam a avalia<;ao de investimento e oportunidades e 

Brennan e Schwartz (1985), que estudam investimentos em recursos naturais. 

A teoria das op.yoes financeiras fomece urn metodo que pode lidar com projetos com niveis de risco 

variaveis e contingencias. Alguns procedimentos sao baseados no metodo proposto por Cox e Ross 

(1976) para avaliar op<;oes. A implementa.yao do metodo, usando simula.yao de Monte Carlo, e 

proposta por Boyle (1977), e a representa<;ao do processo estocastico da incerteza e proposto por 

Jacoby e Laughton (1988). Paddock, Siegel e Smith (1988) fomecem urn exemplo de aplica<yao da 

teoria de op.yoes para a avalia.yao de contratos de arrendamento de reservat6rios de petr6leo. 
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Uma vez que urn projeto de desenvolvimento de recursos e iniciado, o gerente tern que seguir urna 

estrategia operacional 6tima, e varias outras variaveis, alem de taxa de produs;ao, devem ser 

consideradas. Existem varias ops;oes operacionais para os administradores dos projetos, tais como 

abandono, reabertura ou manutens;ao de condis;oes minimas de operas;ao para enfrentarmudans;as no 

ambiente economico. Considerando essas ops;oes, o valor presente esperado de urn projeto se toma 

maior que o valor calculado por analise de VPL convencional baseado em fluxo de caixa 

deterministico, dado que 0 projeto sera gerenciado de forma 6tima. 

As ops;oes lidam com dois elementos. 0 primeiro e a resposta do gerenciamento do projeto ao 

confrontar-se com situas;ao de contingencia identificada (modelamento de parilmetros operacionais ). 

0 segundo eo comportamento de variaveis incertas (modelamento da incerteza). 

Uma contingencia e urn evento acidental que condiciona o desenvolvimento de uma as;ao programada 

previamente. Urn projeto de mineras;ao pode ser exposto a contingencias tecnicas e economicas. Uma 

contingencia tecnica ocorre quando o evento nao permite que urn processo seja desenvolvido como 

prograrnado, por exemplo, impedindo o uso das reservas que supostamente deveriam ser extraidas de 

acordo como plano de mineras;ao. Uma contingencia economica ocorre quando a operas;ao e exposta 

a evento financeiro que impede o lucro esperado de ser alcans;ado, por exemplo, como resultado de 

redus;ao significativa do pres;o do produto. 

A resposta dos parametros operacionais frente a situas;oes de contingencias e determinada pelo 

estabelecimento de cenarios altemativos. 0 modelamento do comportamento das variaveis se da 

atraves do uso de processos estocasticos que definem o comportamento de variaveis aleat6rias ao 

Iongo do tempo (e.g. pres;o de metal) ou atraves do espas;o (e.g. teores de minerio ). 

Os metodos baseados em avalias;ao de ops;oes devem causar urn grande impacto na forma como as 

empresas devem implementar as as;oes gerenciais em urn mundo onde as estrategias devem ser 

criadas em virtude de grandes riscos, com potenciais de lucros ou perdas. 
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Frequentemente, empresas sao avaliadas de forma incorreta, devido a dificuldade de se estabelecer 

urn nfunero para fluxos de caixa futuros. A menos que uma estimativa razoavel possa ser feita de 

fluxo de caixa futuro, muitos consultores e bancos de investimento agem como se ele pudesse ser 

ignorado. Qualquer avalias:ao com significado deve dividir os fluxos de caixa em tres componentes 

distintos: 

• Fluxos de caixa existentes gerados por neg6cios em operas:ao (business in place). 

• Fluxos de caixa adicionais associados com crescimento futuro previsivel. 

• Fluxos de caixa potenciais associados com projetos de crescimento opcionais. 

-- + + DE 

Figura 4-1 - Cornponentes de valor em fluxos de caixa 

0 valor de neg6cios existentes corresponde aos fluxos de caixa que refletem as operas:oes no 

momento da avalias:ao. 

0 valor do crescimento futuro pode ser expresso como a qualidade do crescimento, que reflete 

vantagem competitiva, vezes a quanti dade de crescimento, que reflete o montante de investimento. 0 

valor destas ops:oes de crescimento pode ser dividido em duas partes: valor intrinseco e potencial de 

melhorias (upside potential). 0 valor intrinseco e o valor presente liquido das ofertas de novos 

produtos possiveis associados as ops:oes. Em muitos casos, o desenvolvimento de novos produtos 

possiveis e desconhecido e nao existe em qualquer forma definida. 0 potencial de aumento do valor 

da ops:ao cresce com a incerteza e com o intervalo de tempo que a empresa pode manter a 

propriedade da informas:ao. 0 risco (downside risk) e limitado ao desembolso (pres:o do exercicio) 

para a ops:ao. Na parcela do valor do crescimento futuro estao incluidas as opc,;oes operacionais 

disponiveis aos gerentes durante a fase de operac,;ao. 
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Em industrias de riipida evolus:ao, investimento em posicionamento de mercado pode nao ser tao 

importante quanto desenvolvimento de competencias para maximizar a habilidade em explorar 

oportunidades. Do ponto de vista economico, P&D e outros projetos de construs:ao de competencias 

sao investimentos em ops:oes sobre crias:ao de valor futuro. Os desembolsos dao a empresa a escolha 

de participar em futuros projetos quando seus lucros liquidos se tomarem positivos. 

0 conceito de Ops:oes Reais foi difundido por Michael J. Mauboussin, estrategista-chefe do "Credit 

Suisse First Boston" e professor adjunto de finans:as em "Columbia School ofBusiness". Mauboussin 

usa Ops:oes Reais em parte para explicar a lacuna entre a forma como o mercado de as:oes determina 

pres:os de alguns neg6cios e o valor intrinseco para esses neg6cios como calculado por aniilise 

financeira tradicional. 

Instintivamente, sabe-se que nao se pode obter uma estimativa perfeita para o valor intrinseco de urn 

neg6cio. Independentemente do rigor da analise, o melhor que se pode conseguir e urn possivel 

intervalo de valores e uma probabilidade. Isso acontece porque, atribuir urn valor para urn neg6cio, 

requer a projes:ao de fluxos de caixa futuros para a vida do neg6cio, e nao se pode prever o futuro 

com acuriicia perfeita. Mesmo em se tratando de urn neg6cio muito previsivel, existe sempre alguma 

probabilidade de mudans:a que poderii alterar dramaticamente o valor daquele neg6cio. 

Ao apresentar o conceito de Ops:oes Reais, Mauboussin (1999) reconhece, essenciahnente, que as 

empresas sao valorizadas pela combinas:ao de valor de neg6cios conhecidos mais urn valor que 

representa a oportunidade para crias:ao de valor futuro. Para se ter uma ideia de quanto valor de 

"ops:ao real" o mercado estii atribuindo a uma dada empresa a urn dado pres:o, Mauboussin utiliza 

FCD para dar urn pres:o para urn neg6cio existente da empresa e compara esse resultado ao valor de 

mercado. Quanto maior a discrepi\ncia entre o valor de mercado (market cap) eo valor de FCD, 

maior o valor que o mercado normalmente estii atribuindo as ops:oes reais disponiveis para a empresa. 

Naturalmente, ops:oes reais sao disponiveis para todas as empresas, embora algumas companhias 

tenham mais ops:oes disponiveis para crias:ao de valor que outras. Mauboussin (1999) mostra que 

ops:oes reais devem ser consideradas especiahnente quando tres fatores se fazem presentes. 
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0 primeiro fator e uma equipe de gerenciamento eficaz que esta constantemente procurando 

identificar e exercer op9oes para aumentar o valor do neg6cio. 0 segundo fator e urn neg6cio lider de 

mercado. Isto porque os lideres de mercado tendem a ter acesso a mais op9oes reais e recursos 

financeiros e escala operacional para explora-las. Finalmente, quanto maior a incerteza no mercado 

no qual a empresa opera, maior o valor das op9oes. Este ultimo fator se toma mais compreensivel 

quando se considera uma empresa que e posicionada em urn segmento com grande potencial, porem 

de dificil avalia9ao. Nao se conhece o potencial dos pianos e, desta forma, o valor da op9ao deve 

refletir pelo menos alguma chance de que o valor potencial possa ser grande. 

Sob o ponto de vista de aplica9ao, os investidores tern tres escolhas para a utiliza9ao de Op9oes 

Reais: 

A primeira escolha e iguorar op9oes reais. Se esta e a escolha, o investidor simplesmente avalia a 

empresa com base em seu neg6cio atual. Esta e a metodoiogia mais conservadora e, 

provavelmente, garantira que nao haja uma sobrevaloriza91lo para uma empresa que tern 

potencial, mas apresenta pequenas receitas e ganhos. 

A segunda escolha e considerar op9oes reais, mas somente investir em empresas que se considera 

estar vendendo o valor do seu neg6cio principal. Ao considerar esta metodologia, procura-se 

encontrar empresas com valor de op9oes reais significativo. 

A terceira e mais agressiva metodologia e procurar por empresas que tern preferencialmente 

op9oes reais. Estas empresas sao, frequentemente, nomeadas como "sobrevalorizadas" pela 

imprensa financeira. Ao fazer uma estimativa para a op91lo, tem-se que proceder a uma avaliac;:ao. 

Pode-se identificar uma grande oportunidade que o mercado nao considera totalmente. 

Naturalmente que, dependendo da situa9ao, pode-se ter lucro ou prejuizo. De qualquer modo, ao 

considerar o 'jogo" de op9oes reais, deve-se estar preparado para alguma volatilidade. 

A Iongo prazo, a ado9ao de Opc;:oes Reais tende a melhorar as metricas de performance, ja que 

estruturam-se flexibilidades que adicionam valor aos projetos. 
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As empresas de diversos segmentos da industria estao aprendendo que sao numerosas as 

oportunidades para se aplicar a teoria de opceoes em investimentos. 

A ideia de investimentos como opceoes e muito bern ilustrada no contexto de decisoes para adquirir e 

explotar depositos de recursos naturais. Uma empresa que compra depositos esta comprando urn 

ativo que pode ser desenvolvido imediatamente ou mais tarde, dependendo das condiceoes de 

mercado. 0 ativo, entao, e uma opceao - uma oportunidade para escolher o cronograma de 

desenvolvimento futuro do deposito. Uma empresa pode acelerar a produceao quando o preyo e alto, e 

pode diminui-la ou suspende-la quando o preyo e baixo. Ignorar a opceao e valorizar toda a reserva ao 

pre<;o atual (ou a preyos futuros seguindo uma taxa pre-definida) pode conduzir a uma significativa 

sub-estimativa do valor do ativo. 

Considere o que aconteceria se uma empresa tentasse valorizar urn recurso usando a metodologia 

padrao de VPL. Dependendo do preceo atual, da taxa de mudan<;a esperada do preceo e do custo de 

desenvolvimento da reserva, poder-se-ia construirum cenario para a evolu<;ao do desenvolvimento e, 

entao, determinar o tempo e os val ores dos futuros fluxos de caixa a partir da produceao. Poder-se-ia 

entao valorizar a reserva descontando estes numeros e somando os mesmos. Em funceao da incerteza 

dos pre<;os das "commodities", quanto maior a volatilidade dos preceos, maior a taxa de desconto 

utilizada. E quanto mais alta a taxa de desconto, menor o valor estimado para a reserva. 

0 procedimento ac1ma descrito subestima o valor da reserva. Ele ignora completamente a 

flexibilidade que a empresa tern em relaceao a quando desenvolver a reserva- isto e, quando exercer o 

valor de op<;ao da reserva. Nota-se que, tal como as opceoes que apresentam mais valor quando existe 

mais incerteza sobre contingencias futuras, a reserva tern mais valor quando o pre<;o do produto e 

mais volatil. 0 resultado seria justamente o oposto daquele fomecido atraves do calculo padrao de 

VPL. Em contraste ao calculo padrao, que diz que incertezas maiores sobre pre<;os deveriam conduzir 

a menos investimentos em reservas nao desenvolvidas, a teoria de opceoes diz que tais investimentos 

deveriam ser maiores. 
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Ao avaliar uma reserva nao desenvolvida como uma opyao, pode-se determinar o melhor tempo para 

investir em seu desenvolvimento. Desenvolver a reserva e como exercer uma opyao de compra, onde 

o pre9o do exercicio e o custo de desenvolvimento. Quanto maior a incerteza sobre preyos, mais uma 

empresa deveria sustentar as reservas nao desenvolvidas e manter vivas as opyoes para 

desenvolve-las. 

E importante a ado9ao de tecnicas apropriadas para que se possa trabalhar com modelos adequados 

nas estimativas, nos procedimentos de valorayao e nos processos de tomada de decisao. Existem 

numerosos casos e exemplos mostrando que atraves de Simula9ao criaram-se prot6tipos e a partir 

destes viabilizaram-se projetos. Modelos robustos e tecnicas apropriadas sao vitais para o sucesso de 

urn empreendimento. 

Remacre (1985) define muito apropriadamente que, em minera9ao, a realidade e desconhecida. 0 

modelo e, portanto, o instrumento basico de suporte da decisao. 0 texto sugere que se adote a 

seguinte "filosofia" de trabalho: "Ja que nao se pode fazer o que se quer, que se fa9a o que se pode". 

A conclusao deste artigo faz a seguinte citayao: "0 que se pode, para comeyar, depende de uma boa 

consciencia e, em seguida, de bons conhecimentos". 

Este capitulo e finalizado com urn ponto de reflexao para avaliadores, planejadores e estrategistas. A 

Figura 4-2, utilizada pelo autor em algumas apresentayoes, sumariza uma mensagem de incentivo a 

criatividade e a importancia da reflexao constante das atividades. 

Figura 4-2- Urn ponto de reflexao na avalia<;ao de projetos e neg6cios 
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CAPITULO 5 

5 CONSIDERA<;OES FINAlS 

Investir em urn projeto de minera9ao tern muito em comurn como exercicio de urna op9ao financeira. 

Primeiramente, ambos sao pelo menos parcialmente irreversiveis. Em segundo Iugar, a varhivel 

tempo e crucial. De fato, tomar urna a9ao irreversivel significa perder a op9ao de esperar por nova 

informa9ao referente as condivoes de mercado. Quando essa informavao e valiosa, o valor da op9ao 

perdida deve ser acrescentado ao custo direto de investir. Desta forma, as anatises por Op9oes Reais 

atribuem pelo menos o mesmo valor para urn projeto de investimento que aquele obtido usando 

tecnicas de FCD. Em outras palavras, a flexiblidade nao tern urn valor negativo. 

Os mode los de investimentos sequenciais apresentados no Capitulo 3 consistem na obtenvao da regra 

6tima de investimento que maximiza o valor da empresa realizadora do projeto. 0 valor da op9ao de 

investimento da empresa e obtido, bern como o valor critico de custo abaixo do qual e 6timo investir 

e acima do qual o investimento e suspenso. Para urn dado cenario financeiro, e possivel identificar se 

urn projeto completo de valor V consiste em uma op9ao "deep in the money" (VPL de continuar a 

frente alto o suficiente para a perda do valor da op9ao ), "in the money" (prevo do exercicio abaixo do 

pre9o do ativo subjacente ), "at the money" (pre9o do exercicio proximo ao do ativo subjacente) ou 

"out of the money" (prevo do exercicio acima do pre9o do ativo subjacente ). Uma representa9ao desta 

classificavao de op9oes e ilustrada na Figura 5-l. 
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Espaco de Opcoes e Fronteira livre 

lnvestimento remanescente 

Figura 5-1 - Classifica<;ao das Op<;oes para diferentes valores de projeto completo (V) e considerando urn 

deterrninado cem1rio economico-fmanceiro 

A determinayao da fronteira livre (free boundary) permite analisar o hist6rico de investimentos e 

identificar anos criticos nos quais seria melhor postergar a decisao de iniciar o fluxo de desembolsos. 

A fronteira livre define dois dominios distintos. 0 primeiro engloba as situa9oes onde e 

recomendavel a realizayao ou continuidade do investimento. 0 segundo dominio corresponde as 

areas onde a ayao mais adequada e paralisar ou postergar a realiza9ao do investimento. A Figura 5-2 

ilustra os dominios e a melhor ayao a ser conduzida sob incerteza. 

Espaco de Opcoes e Fronteira livre 
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lnvestimento remanescente 

Figura 5-2- Espa<;o de Op<;oes, Fronteira livre e a<;oes sob incerteza 
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V arias aplica<;:oes podem ser derivadas da utiliza<;:ao dos mode los de investimentos sequenciais. Urn 

projeto 6timo deveria ter aquele cujo sequenciamento operacional e de realiza<;:ao de investimento 

produzisse para todos os periodos os maiores val ores possiveis de op<;:oes. Atraves da utiliza<;:ao dos 

mode los de investimentos sequenciais pode-se realizar compara<;:oes entre projetos e escolher aquele 

que produz a maxima soma de op<;:oes para toda a vida do empreendimento. 0 uso destes modelos 

permite verificar sea sequencia de investimento mantem para todos os momentos op<;:oes mais altas 

que os valores criticos estabelecidos pela fronteira livre. 

Uma grande vantagem da ado<;:ao dos modelos de op<;:oes e a possibilidade de se poder calcular o 

valor critico do projeto completo ( v·) no momento zero (quando ainda nao se realizou nenhum 

investimento) e que justifique urn determinado investimento total I para urn dado cenario financeiro. 

Nos modelos de investimentos sequenciais, a flexibilidade de tempo de constru<;:ao corresponde a 

altos valores de taxa de investimento ( k ). Pode-se, entao, calcular o valor da oportunidade de 

investimento F(V, K) para diferentes val ores de k. A mudan<;:a nos val ores de F correspondente a 

varia<;:oes em k mede o valor incremental da flexibilidade adicional. 

Os modelos de Op<;:oes Reais podem ser uteis para definir valores de propriedades durante as fases de 

viabilidade e planejamento de projetos. A flexibilidade dos modelos de investimentos sequenciais 

permite avaliar estrategias operacionais e riscos associados em minas em opera<;:ao. Os estudos e 

implementa<;:oes realizados permitiram verificar que uma fra<;:ao significante do valor total do projeto 

esta relacionada a op<;:oes operacionais disponiveis aos gerentes durante a fase de extra<;:ao. 

A magnitude do premio de op<;:ao derivado da flexibilidade gerencial depende das caracteristicas 

fundamentais do ativo subjacente que, nesse caso e a estrutura econ6mica e financeira da propriedade 

mineral que sera gerenciada. Nos exemplos estudados, obteve-se premios de op<;:ao oscilando entre os 

niveis de 20 a 40%. Pode-se observar a possibilidade de obter valores expandidos (incluindo o 

premio de op<;:ao) bern superiores aos val ores mensurados por VPL. Os parametros de determina<;:ao 

de valor das op<;:oes sao diferentes para diferentes ativos. Desta forma, o premio de op<;:ao associado 

151 



com a estimativa de valor de urn ativo e urna fun.;;ao do ativo sendo valorizado. Para alguns ativos, o 

premio pode ser substancial e, para outros, pode ser minimo. 

Para modelar o risco geol6gico, diferentes metodologias podem ser seguidas. Uma altemativa pode 

ser definir urn vetor de variaveis tecnico-geol6gicas que afetam o valor da mina e especificar urn 

processo estocastico para cada urn deles. Esse processo foi conduzido atraves da Simula.;;ao 

Geoestatistica, tecnica que gerou as provaveis imagens para a cria.;;ao dos modelos. 

As dispersoes de val ores de op.;;ao obtidas a partir dos modelos de investimentos sequenciais revelam 

indices de risco entre 10 e 16%, val ores efetivamente muito superiores ao patamar de 5%, capturado 

pela varia.;;ao de resultados de VPL. 

Em fun.;;ao da alta competitividade no mercado de minera.;;ao, as empresas necessitam estar aptas 

para avaliar o potencial economico de prospectos de explora.;;ao e aquisi.;;oes potenciais de forma 

precisa. Esta tese apresenta urn conjunto de procedimentos para conduzir tais estimativas, conjugando 

tecnicas de Geoestatistica e modelos de investimentos sequenciais em Op.;;oes Reais. 

152 



ANEXO 1 

SIMULA<;AO GEOESTATISTICA: 0 ALGORITMO DAS BANDAS 

ROTATIVAS 

0 algoritmo das bandas rotativas foi o primeiro algoritmo de simulavao 3D realmente implementado 

em grande escala. Neste metodo sao feitas as seguintes hip6teses: o campo a ser simulado e 

estaciomlrio de segunda ordem e isotr6pico com covariancia C(h) conhecida; os val ores deste campo 

sao N(O, 1 ), se necessaria, ap6s a transformavao gaussiana; o campo apresenta distribui9ao 

multivariada gaussiana. 

A originalidade do metodo desenvolvido por Matheron (1973, apud Joumel e Huijbregts, 1978) esta 

na redu9ao das simulavoes n-dimensionais em varias e independentes simulavoes unidimensionais ao 

Iongo de linhas que sao giradas no espa90 R". Urn valor simulado em uma posi9ao x e obtido a partir 

das contribuivoes das n simulavoes unidimensionais z ,, ( x) . 

A realizavao resultante z me ( x) e uma realizavao de uma FA (Funvao Aleat6ria), por exemplo no caso 

3D Z, (x) = Z, (u, v, w), que e estaciomiria de segunda ordem, com esperanva zero e covariancia 

E[Z,(x)Z,(x+h)] = C(h), 

que tende a co varian cia isotr6pica quando o nfunero de linhas tende a infinito. Uma covariancia C(h) 

anisotr6pica pode ser modelada como somat6ria de mode los isotr6picos imbricados em espa9os de 

dimensoes n :<;; 3 . Basta, en tao, simular independentemente cada urn dos componentes do modelo e, 

em seguida, somar as realizavoes em cada ponto. 
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Na pnitica, o nfunero n de linhas nao pode ser infinito. 0 reduzido mimero de linhas pode provocar o 

efeito de artefatos (lineamentos) nos campos simulados, gerando anisotropias inexistentes. A! em 

disso, o algoritrno das bandas rotativas somente e capaz de lidar com determinados tipos de funyao 

covariancia. 

0 condicionamento para a simulayao, via bandas rotativas, trata-se de uma etapa em separado. Para 

produzir urn grid com os val ores condicionantes e que reproduza a variabilidade espacial da FA, 

valores sao produzidos atraves de Krigagem, usando os valores simulados nao condicionais na 

posiyao dos dados originais. Estes novos val ores estimados por Krigagem sao subtraidos dos val ores 

da simulayao nao condicional para se obter urn grid com valores de erros correlacionados. Estes erros 

correlacionados sao adicionados aos valores de uma Krigagem realizada considerando os dados 

originais, de forma a produzir uma simulayao condicional. Entao: 

onde Zsc e a simulayao condicional, Zkct e a Krigagem obtida a partir dos dados originais reais, 

Zsnc e a simulayao nao condicional e Zksnc e a Krigagem dos val ores simulados nao condicionalmente 

nas mesmas posiyoes dos dados originais condicionantes. 
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ANEXO 2 

DEDU<;AO DAS EQUA<;OES DOS VALORES DE OP<;AO F(i,j) 

COM 0 MODELO PARA VALOR DO PROJETO ESTOCASTICO E 

INVESTIMENTO DETERMIN[STICO: INCORPORA<;AO DE 

CONDI<;AO DE OPTIMALIDADE 

0 procedimento demonstrado a seguir ilustra o processo de obtenyi\o das equac;oes relativas aos pares 

(i,j) da opc;ao de investimento F(V,K) definidos em uma malha 4x4 como "Modelo para valor do 

projeto estocastico e investimento deterministico: incorporac;ao de condic;ao de optimalidade" 

(Capitulo 3.2). 

Para i = I e j = I, tem-se: 

Fo,I = 0 de (3-67), 

F..,o = it.V de (3-68), 

AF I , + BF , + CIF I - DF , I + DF , I = k , I+ ,j 1,] J~ ,) l,j+ 1,)-

Para i = 1 e j = 2, tem-se: 

Fo,I = 0 de (3-67), 

AF I , + BF , + Clf. I - DF , I + DF , I = k 
l+ ,] J,j 1- ,j l,j+ l,j-
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Para i = 1 e j = 3, tem-se: 

F0,3 = 0 de (3-67), 

AF I '+ BF '+ Clf I '-DF ' 1 + DF ' 1 = k, I+ ,] 1,] 1- ,] l,j+ 1,]-

Para i = 1 e j = 4, tem-se: 

F0.4 = 0 de (3-67), 

F;,, = 0 de (3-69), 

AF;+IJ + BF,,j + CJ!,_IJ - DJ!,,j+1 + DF,J-I = k, 

Para i = 2 e j = 1, tem-se: 

F2,0 = i!'J. V de (3-68), 

AF,+I.j + BF,,j + CF,_IJ - DF,J+1 + DF,,j_1 = k, 

Para i = 2 e j = 2, tem-se: 

AF I ' + BF ' + CF I ' - DF ' I + DF ' I = k, 
I+,] 1,) 1- ,j l,j+ l,j-

A22 F3,2 + B22 F2,2 + C,F;,, - D22 F2,3 - D,F,,I = k. 

Para i = 2 e j = 3, tem-se: 

AF I ' + BF ' + CF 1 ' - DF ' I + DF ' 1 = k, I+ ,J 1,} 1- ,) i,j+ 1,)-

A23 F3 3 + B23F2 3 + C23 F; 3 - D,3F2 4 + D,F, 2 = k. , , ' , , 
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Para i = 2 e j = 4, tem-se: 

F, 5 = 0 de (3-69), 

AF;+IJ + BF;,j + CF;-I,j - Dff,,j+I + DF;,j-I k, 

A24 F3 4 + B24 F2 4 + C24F, 4 + D
24

F
2 3 = k. , ' , , 

Para i = 3 ej = 1, tem-se: 

F, 0 = illV de (3-68), 

AF I , + BF , + CF I , - DF , I + DF , 1 = k' I+ ,) 1,) j- ,j l,j+ 1,]-

Para i = 3 e j = 2, tem-se: 

AF I , + BF , + CF I , DF , I + DF , I = k, I+ ,) 1,) t- ,) l,j+ l,j-

A,,F4•2 + B32 F3•2 + C32 F2,2 - D 32 F3,3 + D,,F,,I = k. 

Para i = 3 e j = 3, tem-se: 

AF I , + BF , + CF I , - DF , I + DF , I = k, 
I+ ,} 1,) 1- ,j l,j+ 1,)-

A33 F4•3 + B33F3,3 + C33 F2•3 - D33 F3•4 + D 33 F3,2 = k . 

Para i = 3 e j = 4, tem-se: 

F, 5 = 0 de (3-69), 

AF I , + BF , + CF I , -DIP , I + DF , I = k, 
I+ ,j 1,) 1- ,) l,j+ 1,)-

Para i = 4 e j = 1, tem-se: 

F
4 0 = il'!.V de (3-68), 

BF;;· +(A+C)F,._I
1
. -DF,. '+I +DF ·-I =k-2Al'!.Ve-o;wk, 

' , ,; t,j 

157 



Para i = 4 e j = 2, tem-se: 

BF;,j +(A+ C)f?;_1,j- DF;,j+1 + DF;,j_1 = k- 2AilVe-"i"'
1
k, 

B4,F4.2 + (A42 + C42 )F3,2 - D42 F4.3 + D42 F4,1 
= k- 2A42 1lVe-"'"'

1
k, 

Para i = 4 e j = 3, tem-se: 

BF
1
,j +(A+ C)f?;_

1
,j - DF

1
,j+

1 
+ DF;,j_

1 
= k- 2AilVe -o ;w k , 

B.3F4,3 + (A43 + c.3)F3,3- D43F4.4 + D43 F4,2 = k- 2A43 1lVe-
83

"'
1
k. 

Para i = 4 e j = 4, tem-se: 

F4•5 = 0 de (3-69), 

BF . +(A+ C)F 
1 

-Dlf. 
1 
+ DF. 

1 
= k- 2AilVe-"i"' 1

k, 
1,) 1- ,, l,j+ 1,)-
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ANEXO 3 

MODELO PARA INVESTIMENTOS DE CUSTOS INCERTOS 

APRESENTADO POR ROCHA (1996) 

Este modelo baseia-se no desenvolvimento proposto por Pindyck (1992), onde decisoes de 

investimentos irreversiveis sao analisadas, quando o projeto apresenta tempo para se completar e e 

sujeito a dois tipos de incerteza sobre seus custos - a incerteza tecnica e a incerteza econ6mica. 

Os custos relacionados a incerteza tecnica podem ser considerados como custos internos, relativos ils 

dificuldades tecnicas do investimento, sendo, portanto, descorrelacionados com o mercado. 

Os custos relacionados a incerteza econ6mica, como insumos necessarios ao projeto, sao custos 

externos relativos ao ambiente politico e econ6mico e, portanto, correlacionados com o mercado. 

0 custo de investimento segue urn processo de difusao controlado que permite a inclusao desses do is 

tipos de incerteza, os quais afetam diferentemente a decisao de investimento. 

0 modelo consiste na obten9ao da regra 6tima de investimento que maximiza o valor da firma 

realizadora do projeto. 0 valor da op9ao de investimento da firma e obtido, bern como o valor critico 

de custo abaixo do qual e 6timo investir e acima do qual 0 investimento e suspenso. 

Suposi96es do Modelo 

0 modelo supoe que o projeto pode ser suspenso caso seu custo de investimento ultrapasse urn certo 

nivel critico calculado e reativado, caso contrario, sem custos adicionais. 0 capital previamente 

investido nao declina caso nao houver continuidade do investimento. 
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0 custo de investimento segue urn processo de difusao controlado e o valor do projeto completo 

segue o movimento geometrico Browniano. Por simplificayao, assurne-se que todo o risco pode ser 

diversificado no mercado. 

Existe urna taxa maxima de investimento (k) por periodo para a construyao do projeto, significando 

que o projeto possui urn tempo para a finalizayao, "time to build''. 

A firma nao recebe nenhum fluxo de caixa ou dividendos ate o termino do investimento, quando 

recebe o valor total do projeto. Qualquer investimento, urna vez realizado, e considerado irreversivel. 

Desenvolvimento do Modele 

A analise relativa a incertezas sobre os custos e aplicada a projetos de Pesquisa e Desenvolvimento, 

onde, por vezes, os custos sao mais incertos do que as receitas geradas pelo proprio projeto. 

0 modelo analisa o caso da obtenyao da regra 6tima de investimento de uma usina nuclear, cujo custo 

de investimento e de dificil previsao e varia com respeito a muitas variaveis, como regulamentayoes 

de govemo e dificuldades tecnicas. 

0 valor da usina completa tambem e de dificil previsao, pois a demanda de energia e os custos de 

combustiveis altemativos sao, de forma semelhante, incertos. Utiliza-se, portanto, a suposiyao de que 

tanto o valor do projeto completo (usina), quanto o custo de investimento apresentam variayoes 

estocasticas. 

A incerteza tecnica, relativa a dificuldades tecnicas e problemas fisicos do projeto, toma a 

oportunidade de investimento mais atrativa, pois, mesmo se o valorpresente liquido VPL do projeto 

for negativo, ainda pode ser economico comeyar o investimento, pois o inicio do investimento revela 

informayoes importantes sobre os custos intemos (tecnicos) e, portanto, apresenta urn shadow value, 

que se traduz em uma reduyao do custo total esperado, alem da contribuiyao direta para a finalizayilo 
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do projeto. Como as informac;5es chegam assim que os investimentos sao realizados, nao existe valor 

na espera. 

A incerteza economica, relativa a custos extemos, como construc;ao e ambiente politico-economico, 

no entanto, toma a oportunidade de investimento menos atrativa para urn investimento imediato, pois 

urn projeto, mesmo com urn VPL positivo, pode ser nao economico, devido ao fato de os custos 

extemos variarem independentemente do investimento estar ou nao sendo realizado, existindo, 

portanto, urn valor em esperar por novas informac;oes antes de comec;ar o investimento. 

Considere que o projeto em questao possui urn custo total representado por urna variavel aleat6ria K, 

onde somente seu valor esperado e conhecido e denote por I a taxa de investimento existente por 

periodo. 

Para permitir a inclusao de ambos os custos na formulac;ao do modelo, assurne-se que o custo 

esperado de investimento, K, e dado pelo seguinte processo de difusao controlado: 

dK = -Idt + ~(IK)}:;dz + y Kdw, (I) 

onde dz e dw sao incrementos descorrelatados do processo de Wiener. 

0 segundo termo do !ado direito de (1 ), termo em dz, descreve os custos intemos relacionados a 

incertezas tecnicas, e o terceiro termo em dw descreve os custos extemos relacionados it incerteza 

relativa ao ambiente politico-economico como regulamentac;5es e insumos. 

Observa-se em (I) que, mesmo sem haver investimentos, ou seja com I= 0, o custo de investimento 

K ainda possui flutuac;oes correspondendo ao termo dw, representando os custos extemos relativos it 

economia: insurnos, mao-de obra e ambiente politico-economico. Estes custos variam, quer a firma 

esteja investindo ou nao, raciocinio condizente com a realidade. 
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Admitindo que o valor do projeto completo V pode ser representado pelo movimento geometrico 

Browniano, pode-se escrever para a variavel V: 

dV = aVdt + crVdv, (2) 

onde dv representa o incremento do processo de Wiener, e assume-se que dv e descorrelacionado 

comdzedw. 

0 parfunetro a equivale a taxa de crescimento do projeto por periodo e a representa o desvio 

padrao do projeto por periodo. Valores futuros de V sao representados por uma distribuit;ao log­

normal e, consequentemente, a receita gerada pelo projeto tambem e incerta. 

A Equagao F(K,V) 

Utiliza-se a programatyao dinfunica para precificar o valor da opt;ao de investimento F(K, V) da firma, 

assumindo, por simplificat;ao, que todos os riscos gerados pelo projeto podem ser diversificados no 

mercado, implicando que o projeto pode ser descontado a uma taxa livre de risco. 

Utiliza-se oLema de Ito para F(K,V): 

Substituindo as expressoes relativas a dV e dK na equat;ao acima: 

1 8
2
F 1 o'F OF 

dF = ---
2 

a
2
V

2
dt +---

2 
(/]

2 
IK + y 2

K
2
)dt +-(aVdt +aVdv)+ 

28V 28K 8V 

OF Y, 
+-(-Idt+ fJ(IK) 2 dz+r Kdw). 

8K 
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Tomando o valor esperado de dF obtem-se: 

1 o'F 1 o2F , oF oF 
E[dF)=--

2 
a'V'dt+--

2 
(~

2 IK+y-K')dt+-(aVdt)+-(-Idt). (3) 
2oV 2oK oV oK 

Considera-se que o fluxo de caixa gerado pela deten<;ao da op<;ao de investimento e uma saida de 

caixa equivalente ao investimento necessano para a realiza<;ao do projeto por periodo, ou seja, urn 

montante de - I dt. 

Utilizando a equa<;ao de Bellman da programa<;ao dinamica: 

rF(K,V) = max 1{-I+ ~t E[dF)}. (4) 

0 !ado esquerdo da equa<;ao (4), rF(K,V), eo retorno por unidade de tempo que o investidor ini 

requerer por possuir o ativo, ou seja, a op<;ao de investimento. Uma vez assumido que todo o risco 

pode ser diversificado no mercado, utiliza-se a taxa livre de risco rpara o retorno desse investimento. 

0 primeiro termo do !ado direito de (4), -I, equivale a saida de caixa desse montante porunidade de 

tempo para que o investimento seja realizado, e o segundo termo equivale ao retorno esperado do 

ganho de capital por unidade de tempo. 

Logo, o !ado direito de (4) e o retorno total esperado por unidade de tempo por deter o ativo, 

maximizado com respeito a variavel de controle I. 

Substituindo a expressao (3) em ( 4) obtem-se: 

{ 
I 2 2 o2F I , , 2 o2F oF OF} 

rF(K,V)=max
110 

-I(t)+-cr V -
2 
+-(~ IK+y K )-

2 
+aV--I-. 

2 8V2 oK oVoK 
(5) 
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Analisando a equas;ao acima, nota-se que a expressao e linear com respeito a variavel de controle I(t), 

na qual a equas:ao deve ser maximizada. Considerando que a taxa maxima de investimento por 

periodo e igual a I, como consequencia da linearidade, a expressao assume o seu maximo quando 

I(t) = 0 ou I(t) =I, ou seja: 

caso (a) 
1 , o' F OF 

:-1+-(/3 K)--- < 0 =:>I(t)=O 
2 OK' OK ' ' 

1 8 2 F OF 
caso(b) :-1+-(/J'K)--2 - > O,=:>I(t)=I. 

2 OK OK 

A equas:ao (5) pode, portanto, ser dividida em duas equas:oes relativas aos casos (a) e (b). 

Considerando o caso (a), o 6timo e nao proceder ao investimento, 

investir a taxa maxima disponivel, I(t) =I. 

I(t) = 0. No caso (b), o 6timo e 

No limite das duas expressoes, encontra-se o ponto 6timo de transis;ao de custos de investimentos, 

chamado K*(V). Uma vez descoberto o ponto K*(V), obtem-se a regra 6tima de investimento que 

maximiza o valor da firma. 

Para urn determinado valor do projeto V, a firma deve observar os custos atuais e compara-1o como 

custo 6timo K*(V). Caso os custos observados estiverem abaixo desse limite 6timo, o investimento 

deve ser realizado a taxa maxima disponivel, I(t) = I. Caso contrario, o investimento deve ser 

suspenso, I(t) = 0. 

Logo, pode-se dividir a equas:ao ( 5) em dois intervalos de acordo com os custos observados K, e o 

custo 6timo K*, ainda a ser calculado: 

122 1,2 
-cr V Fvv+-r K FKK+aVF,-rF=O 
2 2 

,casoK>K*, 

(6), (7) 

1,, 12 22 
-cr V Fvv+-(/3 IK+y K )FKK+aVF,-IFK-rF-1=0 ,casoK<K*. 
2 2 
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A equayao (6) e uma equavi'lo diferencial parcial linear de segunda ordem com soluvi'lo analitica, e a 

equavi'lo (7) e uma equayao diferencial parcial linear de segunda ordem do tipo eliptica, devendo ser 

resolvida numericamente. 0 problema e, portanto, encontrar a regrade investimento 6tima K*(V). 0 

valor 6timo K*(V) nao conbecido e chamado de contomo livre, o que caracteriza urn problema de 

contomo livre. 

Condi<;oes de Contorno 

A soluvi'lo das equayiies (6) e (7) possui as seguintes condiyiies de contomo: 

F(O,V) = V, 

limF(K,V) = 0, 
v~o 

limF(K,V)=O, 
K->oo 

limF: (K V) = e-oKu v , , 
V~oo 

F(K*,V) e continua em K*(V)- (condivi'lo do valor 6timo), 

FK(K*,V) e continua em K*(V)- (condivi'lo de contato alto do valor 6timo). 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

As equayiies diferenciais ( 6) e (7) resolvidas juntamente com as condiviies de contomo acima lev am 

ao valor da opyao de investimento F(V,K) e ao valor 6timo K*(V), traduzindo a regra de 

investimento 6tima para a empresa. 

As duas ultimas condiviies de contomo referem-se its condiviies do valor 6timo e contato alto, onde o 

valor da opyi'lo F(V,K) e de sua derivada FK(V,K) devem ser continuas no ponto 6timo K*(V). 

Trabalha-se, portanto, com urn problema de contomo livre. 

A condivi'lo (8) indica que, quando o valor do investimento restante K alcanya zero, o investimento 

esta terminado, e a firma recebe o valor do projeto completo V. 
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A condiviio (9) equivale a suposiviio de que o valor do projeto V segue o movimento geometrico 

Browniano. Uma vez que o valor do projeto alcance zero, ele permanece em zero, anulando, portanto, 

o valor da opyiio de investimento. 

A condiviio (1 0) indica que, quando o valor do investimento restante K e muito grande, a 

probabilidade de, em algum instante, K cair para urn valor acessivel que permita o inicio do projeto e 

muito pequena, e, portanto, a opyiio de investimento niio tern valor algum. 

A condiviio (11) refere-se ao valor da opyiio quando o valor do projeto tende ao infinito. Quando o 

valor do projeto V torna-se grande comparado ao total restante de investimento K, e improvavel que 

o investimento seja suspenso antes de sua finalizaviio. 0 projeto apresenta, portanto, exatos K/I 

periodos para seu termino, lembrando sempre que, por mais rapida a realizaviio do investimento, o 

tempo minimo para seu termino, K/I, depende da taxa maxima de investimento da firma, no caso I 

por periodo. Durante esse periodo, o detentor da opyiio perde a taxa de distribuiviio de dividendos o 

relativa ao projeto. Essa e a taxa apropriada para o desconto do valor do projeto. Conforme a 

condiviio (8), ao termino do investimento, K = 0, o valor da opyiio e V, F(V,O) = V, e sabe-se, 

exatamente, que o periodo restante para o termino do projeto e de K/I. Calculando o valor presente da 

opyiio de investimento quando V tende ao infinito, obtem-se: 

limF(K,V) = Ve-ilK1l. 
v~~ 

Derivando em relaviio a V, obtem-se justamente a condiviio ( 11) reescrita abaixo: 

limFv(K,V) = e-ilK!I. (II) 
v~~ 
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Soluc;ao da Equac;ao F(V,K) 

Caso K > K*(V) - SoiU<;ao Analitica 

Caso K > K*, a empresa suspende seus investimentos, I(t) = 0, e deve-se resolver a equas:ao (6) 

reescrita abaixo: 

1 1 
-cr

2
V

2
Fw +-y

2
K

2
FKK +aVFv -rF=O (6). 

2 2 

Sujeita as condis:oes de contomo: 

limF(K,V) = 0, 
v~o 

limF(K,V)=O, 
K~oo 

-OK fl 

e ' 

F(K*,V) e continua em K*(V)- (condis:ao do valor 6timo), 

(9) 

(10) 

(11) 

FK(K*,V) e continua em K*(V)- (condis:ao de contato alto do valor 6timo). 

A equas:ao (6) e uma equas:ao diferencial parcial que possui solu9ao analitica do tipo: 

F(K,V) = m(K/V)"' , (12) 

Substituindo (12) na equas:ao (6), obtem-se a equas:ao de segundo gran (13), cujas raizes ro 1 ero2 sao 

dadas pela equas:ao (14): 

1 2r 2 ] 1 2r 2 ] 2r [W -w -aw+
2

a [W -w -r = 0 , (13) 

(14) 
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A solw;;ilo de (6) e, portanto, uma combina9ilo linear do tipo da equa9ilo (12): 

Pelaequavilo (14), verifica-se que m1 > 1 e m2 < 0. Devido acondi9ilo de contomo (10), paraafun9ilo 

F(K,V) nilo divergir quando K tender para infinito, a constante mz e suposta igual a zero, resultando 

como solu9ilo : 

( 
ro2 

F K,V) = mz(KN) . (15) 

As condi9oes de contomo do valor 6timo e de contato alto garantem que no ponto 6timo K* a fun9ilo 

F(K,V) e sua derivada FK(K,V) silo continuas, portanto, obtem-se: 

F(K*,V) = mz(K*N)
002

, (16) 

(17) 

Dividindo (16) por (17), elimina-se a constante m2 : 

(18) 

A condi9ilo (18) equivale a condivilo de valor 6timo do contomo livre e substitui as duas condi9oes 

de contomo do valor 6timo e de contato alto. A partir da condi9ilo (18), comum as duas solu9oes, 

consegue-se o valor 6timo K*(V), como seve adiante. 
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Caso K < K* - Soluc;:ao Numerica 

Caso K < K*, a firma investe a taxa maxima de investimento por periodo, 

resolver a equa<;ao (7) reescrita abaixo: 

Sujeita as condi<;oes de contomo: 

F(O,V) = V, (8) 

F(K,O) = 0, (9) 

limF(K,V)=O, (10) 
K->oo 

limFv(K,V) = e~oKII, (11) 
V->oo 

F(K*,V)=(~,*}FK(K*,V). (18) 

I(t) = I, e deve-se 

A equa<;ao (7) e uma equa9ao diferencial parcial eliptica e deve ser resolvida numericamente. 0 

metodo aqui utilizado corresponde ao metodo das diferen9as finitas (MDF) em sua forma implicita. 

Consiste na transforma9ao das variiiveis V e K em incrementos discretos e da equa9ao diferencial 

parcial (7) em uma equa9ao de diferen<;as finitas, a qual pode ser resolvida algebricamente atraves da 

resolu9ao de urn sistema linear. 

A resolu9ao da EDP eliptica implica no total conhecimento da regiao de contomo do problema. Isso e 

fomecido atraves das condi96es de contomo (8)-(11). A condi<;ao de contomo (18) fomece a 

informa9ao necessaria para o ciilculo do ponto 6timo K*(V). 

Neste modelo, o total de investimento K, necessaria para o desenvolvimento do projeto, bern como 

os valores, V, que o projeto pode assumir sao aleat6rios. 

169 



Seja a seguinte discretizavao para duas variaveis: 

F(K,V) = F( il'!K, jl'l V) = Fij ondeO~i~n+l eO~j~n. 

Com essa discretizavao, pode-se montar urn dominio quadrado, tambem chamado de grid nxn onde a 

soluvao e procurada. A regiao do dominio para as variaveis sao K E [0, Kmaxl e V E [0, V max] , onde 

Kmax = nl'!K e V max = nl'l V. 

Pelo fato de se estar utilizando o metodo implicito, a escolha das discretizavoes L'!K e L'l V nao sao de 

importancia para a convergencia do metodo. 

As derivadas parciais serao aproximadas pelas formas de diferenvas do seguinte modo: 

(19) 

FK"" [ F;+Ij - F;.IJ l I 2L'!K , (20) 

(21) 

Fv"" [ F;j+I - F;j.t] I 2L'l V . (22) 

Aplicando as aproximavoes de diferenvas finitas (19)-(22) na equavao (7), obtem-se: 

(23) 

onde: 
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a,,1 =r+a
2

/ +:X (p'I +y
2iM} 

b .. =-
1-(ip 2

/ +i 2y 2 M -/\ 
'·

1 2M }> 

c,,1 = 2 ~ (ip'I +i
2
y

2
M +1} 

d 1.(z· \ 
;,f =z- J a J+aJ. 

1 , ( 2 ' ) e .. =-J a J-a 
'·1 2 

Agora as condi9oes de contomo sao transformadas de acordo com as aproximal(oes de diferen9as 

finitas (19)-(22): 

A condil(ao de contomo (8) : Fo,j = jAV 

A condil(ao de contomo (9) : 

A condil(ao de contomo (10): Fi=n+l,j = O 

A condil(ao de contomo (11): Fv(ii:J.K,nAV) = e-0 iM:I I 

Utilizando a aproximayao (22) das diferen9as finitas para a equal(ao acima: 

[ Fi,n+J - Fi,n-1] 

2AV 

Isolando o termo F;,n+I da equa9ao acima: 

e-oi~/I 

F -ZAV -oiAK/l +F 
i,n+l - Ll e i,n-1 
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Utilizando a equa<;ao (23) e fazendo j = n, obtem-se: 

(28) 

Substituindo a equa<;ao (27) em (28), tem-se: 

Arrumando os termos acima, obtem-se: 

Relativo a condi<;ao de contomo (18) obtem-se: 

i*LlK(F, ,. -F.,.) F ___ t+,J 1-,J 

;•,j - OJ 2LlK 
2 

E procedendo a simplificando da expressao acima: 

'* F .. =-
1-[F. ,. -F.,.] ,,, 2 l+,J t-,j 

OJ, 
(31) 

Desenvolvimento do Algoritmo 

Reescrevendo a equa<;ao de diferen<;as finitas a ser calculada: 

(23) 
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onde: 

a1,j = r + a
2 
j' + ~ (/3' I+ y

2
iM ~ 

b - 1 (·p'I ·2 2 A v I~ .. ---! +lyLli\.-
'·l 2M 

c,.j = 2 ~ (ifJ' I+ i
2
y

2 
M +I~ 

d,,j = ~ j (a' j +a~ 

1 . ( 2 • ) 
e,,j = 2 J a J a 

Sujeita as condis:oes de contomo: 

F 0 . = J'!::J.V 
1= ,J 

Fi,j=O = 0 

F 1 . = 0 
l=ll+ ,J 

'* 
F •. = _I_ [F. I . - F. I ·] '·l 2 l+,J 1-,J w, 

(24) 

(25) 

(26) 

(31) 

(30) 

Cada elemento FiJ da equas:ao (23 ), pode ser visto como elemento de urn grid nxn. As condis:oes de 

contomo do grid equivalem as equas:oes (24)-(26) e (30). No entanto, ao contrilrio das condis:oes 

(24)-(26), a condic;ao (30) e dada como func;ao dos valores do grid (incognitas a serem calculadas). 

A equac;ao (23), correspondente a equac;ao de diferenc;as finitas, deve serresolvida sob a forma de urn 

sistema. Este sistema, possui urn numero de incognitas e equac;oes iguais ao nllmero de elementos do 

grid. 

UNICAMP 
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No caso, como se esta trabalhando com urn grid de nxn elementos, o sistema apresentara nxn 

equa9oes e variaveis. Urn sistema de nxn variaveis e equa9oes corresponde a resolu9ao de uma matriz 

de (nxni elementos. 

Para urn melhor grau de precisao, e preferivel trabalhar com discretiza9oes pequenas. Ao mesmo 

tempo que toma a solu9ao mais precisa, diminuindo os valores das discretiza9oes, refina-se o grid e, 

por conseguinte, aumenta o seu nillnero de elementos, bern como os elementos da matriz, o que 

implica em urn maior esfor9o computacional. 

Por exemplo, trabalhando-se com val ores de K e V varian do de 0 ate 10 e com urna discretiza<;:ao de 

0,25 (fazendo t.K = L'. V), esta se considerando, na verdade, urn grid de 40x40, ou seja urn sistema de 

1600 (402
) incognitas e equa<;:oes, o que leva a resolu<;:ao de urna matriz de 2.560.000 (16002

) 

elementos. E necessario, portanto, armazenar os 2,56 milhoes de elementos da matriz para proceder 

ao escalonamento. 

Como em urna EDP eliptica cada elemento pode ser calculado dependendo dos quatro elementos 

adjacentes, tem-se, para cada elemento a ser calculado, o maximo de quatro outros elementos 

disponiveis, como mostra a celula representativa abaixo: 

Observe-se o elemento central da celula F;J. Este elemento e calculado baseado nos valores dos 

quatro elementos adjacentes, no caso os elementos em vermelho, F;+Ij, F;.1j, F;j+I e F;J-b o que pode 

ser observado pela expressao (23). Atraves dessa expressao, monta-se urn sistema de equa9oes na 

forma matricial. Cada linha da matriz contera, no maximo, cinco elementos nao nulos- o proprio e 

mais seus quatro elementos adjacentes. Se o elemento a ser calculado estiver perto da fronteira do 
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grid, o elemento pode ser representado apenas por do is (menor caso ), ou tres elementos adjacentes. 

Na figura acima, este seria o caso onde urn ou dois elementos em vermelho seriam conhecidos pelas 

condi9oes de contomo e, portanto, nao representariam variaveis do sistema. 

Portanto, cada linha ou co luna da matriz do sistema contera no maximo cinco elementos nao nulos. 

Como se ve, a propria estrutura de urna EDP eliptica ajuda bastante na redu91io de variaveis 

necess:lrias ao armazenamento, auxiliando na economia de memoria computacional necessaria. 

Uma matriz dessa forma, com apenas poucos elementos nao nulos por linha ou co luna, e chamada de 

matriz esparsa. 

0 algoritmo para obten91io da regra otima de investimento pode ser referido da seguinte maneira: 

Primeiramente, deve-se calcular os valores das condi9oes de contomo do grid. 

Atraves da equa91io (23), monta-se urn sistema de equa9oes lineares em forma matricial, onde cada 

varia vel da matriz representa urn ponto do grid. No exemplo, existem 1600 variaveis que representam 

todos os pontos do grid. Cada ponto equivale ao valor F;j ( F(K, V) ) da op91io de investimento. 

Procede-se ao escalonamento da matriz para a resolu91io das 1600 variaveis que representam os 

pontos do grid. Como existem 1600 variaveis e equa9oes, a matriz sera sempre quadrada com 1600
2 

elementos. 

Uma vez resolvido o sistema matricial, obtem-se os valores das op9oes de investimentos F;J para 

todos os val ores do grid, ou seja, para toda regiao de val ores de K ( custo de investimento) e V (valor 

do projeto completo) abrangida. 
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Lembrando que se esta calculando a equayao de diferenyas finitas (23) correspondente a soluyao 

numerica do problema. Deve-se agora proceder ao cillculo da regiao onde a soluyao e analitica da 

forma de (15), reescrita abaixo: 

A soluyao analitica corresponde a parte da soluyao, onde os custos de investimentos K(V) sao 

maiores do que o custo limite 6timo K*(V). Logo, e necessario descobrir, primeiramente, esseponto 

6timo de transiyao. 

Utiliza-se a condivao de contomo do valor 6timo (31 ), em todas as co lunas do grid, para descobrir o 

ponto 6timo K*(V). Devido a erros numericos, (31) nao sera verificada exatamente, portanto, urn erro 

e introduzido de forma que (31) possa ser verificada. A condiyao (31) passa a ser, portanto: 

'* 
F;•.i - 2 ~ [ F;'+I.i - F1._1.i] 5: E ,onde E e escolbido como M03. (32) 

2 

Uma vez satisfeita a condiyao acima, obtem-se o valor 6timo i* para cada j, ou seja, K*(V), bern 

como o valor de F;• J que equivale a F(K* ,V). 

Como no 6timo as duas soluvoes ( analitica e numerica) sao continuas, utiliza-se a equayao ( 15) para 

o calculo da constante mz. 

Com esse procedimento, pode-se encontrar val ores de m2 que variem de acordo com cada co luna do 

grid, ou seja, m2(V). 

Porem, como mz e constante para (15) ser soluyao analitica de ( 6), deve-se utilizar como boa "proxy'' 

aquele valor de mz relativo a co luna central do grid (no exemplo co luna central equivale a V = 5), de 

forma a evitar erros de interferencias. 
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A partir de K(V) > K*(V), a solu9ao nurnerica deixa de valer, sendo substituida pela solu9ao 

analitica. Sao calculados, portanto, os valores de F(K,V) segundo a equa9ao (15),ja como valor de 

m2 conhecido. 

Com isso, obtem-se todos os valores de F(K, V) e os pontos otimos K*(V) do grid, responsaveis pela 

regra otima de investimento, maximizando o valor da opyao de investimento da firma 

Urn exemplo e ilustrado, a seguir, supondo urn grid 3x3. As figuras abaixo ilustram o procedimento: 

Primeiro, as variaveis continuas V e K sao discretizadas. Utilizando o exemplo anterior, onde as 

variaveis V e K variam de 0 ate 10, o valor das discretiza((oes devera ser 3.33 (L'>K = t. V = 3.33) para 

urn grid 3x3. Cada ponto do grid, par (ij), representa a opyao de investimento F(K, V) referida por 

FiJ· 0 dominio continuo transforma-se em urn grid discreto conforme a figura abaixo: 

Kou iAK 

fronteira 

(3,L) .... {3.2) (3,3~. 

(2,Jj) W) (2,3;) 

(1,~ {1.2) (1,3~ 

V ou j~V 

pseudo 
fronteira 

Os elementos da fronteira sao conhecidos a partir das condi9oes de contomo, e a pseudo-fronteira, 

representada em vermelho, possui suas derivadas conhecidas ao inves da funyao no ponto. Devido a 

este fato, os elementos adjacentes a pseudo fronteira, ou seja, pares com valores de j = 3, possuem 

formula de recorrencia dada pela equa9ao (30), diferente dos outros pares, com j * 3, com formula de 

recorrencia dada pela equa9ao (23). 
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A seguir, calcula-se as equa<;oes relativas aos pares (ij) definidos no grid acima: 

i=lj=l 

A equa<;ao de diferen<;as finitas, com a formula geral dada por (23), e: 

mas: 

F0,1 = ll V , pela condi<;ao de contomo (24), 

F1 0 = 0 , pela condi<;ao de contomo (25). 

Logo, a equa<;ao toma-se: 

i=lj=2 

A equa<;ao de diferen<;as finitas, com a formula geral dada por (23), e: 

mas: 

F0,2 = 2!> V , pela condi<;ao de contomo (24). 

Logo, a equa<;ao toma-se: 
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i=lj=3 

A equa9ao de diferen9as finitas, com a formula geral dada por (30), e: 

mas: 

F0,
3 

= 3t. V , pela condi9ao de contomo (24). 

Logo, a equa9ao toma-se: 

(35) 

i=2j=l 

A equa9ao de diferen9as finitas, com a formula geral dada por (23), e: 

-a 2 , 1 F2 ,1 + b2 ,1 F3, 1 + c2 ,1 F1,1 + d 2 ,~ F,,, + e2 ,1 F2 ,0 -I = 0 

mas: 

F2 0 = 0 , pela condi9ao de contomo (25). , 

Logo, a equa9ao toma-se: 

(36) 

i=2j=2 

A equa9ao de diferen9as finitas, com a formula geral dada por (23), e: 
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-a,,2 F2 ,2 + b 2,2 F,,, +c2 ,2 F,,2 +d,,2 F2,3 +e2 ,2F2,1 -I= 0. 

E a equayao toma-se: 

-a2,2 F2,2 + b2 ,2 F3,2 + c 2 ,2 F1,2 + d 2,2 F2 ,3 + e2 ,2 F2,1 =I. 

i=2j=3 

A equayao de diferenyas finitas, com a formula geral dada por (30), e: 

( ) 
-li2L\K/I 

-a,,3F2 ,3 + b 2•3F3,3 + c 2,3F1,3 + d 2 ,3 + e2 ,3 F2 .2 + d 2,3 2ll Ve -I = 0, 

Logo, a equa91io toma-se: 

b ( ) 
-li2t.K/I 

-a2 ,3F2,3 + 2 ,3F3,3 + c 2,3F1,3 + d 2,3 + e 2,3 F2,2 = -d 2,3 2ll Ve +I. 

i=3j=l 

A equa91io de diferenyas finitas, com a formula geral dada por (23), e: 

mas: 

Logo, a equa91io toma-se: 

F, 
0 

= 0 , pela condiyao de contomo (25), 

F
4

,
1 

= 0 , pela condiyao de contomo (26). 
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(37) 

(38) 



-a,,,F,,, + c,,,F,,, + d 3,1F3,2 =I. (39) 

i=3j=2 

A equa9ao de diferen9as finitas, com a formula geral dada por (23), e: 

mas: 

F4,2 = 0 , pela condi9ao de contomo (26). 

Logo, a equa9ao toma-se: 

-a,,, F,,, + c3,2 F2,2 + d,,, F,,, + e3,2 F,,, = I . (40) 

i=3j=3 

A equa9ao de diferen9as finitas, com a formula geral dada por (30), e: 

( ) 
-83&<./I 

-a 3,3F,,, + b3,3F4,3 + c,,,F,,, + d 3,3 + e3,3 F,,, + d 3 , 3 2~ Ve -I= 0, 

mas: 

F4 .
3 

= 0 , pela condi9ao de contomo (26). 

Logo, a equa9ao toma-se: 

( ) 
-831\K/I 

-a3,3F3,3 + c,,,F,,, + d 3,3 + e,,, F3,2 = -d 3,3 2~ Ve +I . (41) 
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As equayoes (33)-( 41) definem urn sistema linear com nove inc6gnitas que representam os val ores da 

opyao de investimento Fij do grid 3x3 analisado. Colocando o sistema em forma matricial, 

A l!. = Q, obtem-se: 

A X 

-aii dll 0 bll 0 0 0 0 0 Fll 

el, -ai2 d\2 0 bl, 0 0 0 0 Fl, 

0 (d
13 

+ e13 ) -al3 0 0 b\3 0 0 0 F\3 

c,l 0 0 -a2I d,l 0 b,l 0 0 F,l 

0 c,, 0 e, -a22 d, 0 b, 0 F, 

0 0 c, 0 (d23 + e23 ) -a23 0 0 b, F" 

0 0 0 c,l 0 0 -a3l d,l 0 F,l 

0 0 0 0 c, 0 e, -a32 d, F, 

0 0 0 0 0 c,, 0 (d
33 

+ e33 ) -a33 F" 

Q 

-c 11 L\.V +I 

-c12 2L\.V +I 

-81\.K I I 
-c 13 3L\.V -d13 2LI.Ve +I 

I 

= I 

- d 21\.Ve- 821\.K I I +I 
23 

I 

I 

- d 21\.Ve- 831\.K I I+ I 
33 

Observe que a matriz A e uma matriz esparsa, onde cada linha possui no minimo tres e no maximo 

cinco elementos, conforme ja mencionado. 

Uma vez resolvido o sistema, o que implica encontrar a matriz in versa A -I, todos os pontos do grid, 

pares (ij) correspondentes a opyao de investimento Fij, sao obtidos. 
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Finalmente, a condivao de contomo (32) e utilizada para identificar qual o ponto 6timo K*(V), no 

caso i*(j ). Para cada colunaj do grid, urn ponto i* e obtido. 

Atraves da discretizac;ao da equac;ao ( 15), obtem-se o valor da constante m2 substituindo o par 

(i*,iK,jAV), conforme abaixo: 

F •. 
I ,J 

mz = (i * AK)ro2 . 

jAY 

Utiliza-se como valor de m2 aquele relativo a coluna central do grid, no caso (V = 6.66), ou seja, 

j =2. 

De posse do valor relativo a m2, utiliza-se a equac;ao (15b - discretizada) para se obter os val ores de 

F(K,V) restantes, regiao K(V) ~ K*(V), ou seja, i (j) ~ i*(j ): 

( 
'AK)ro2 

F(K, V) = Fi 
1
- = m2 -

1
-

, JAV 
(15b) 
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