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RESUMO
TESE DE DOUTORADO
Rogério Mendes Carvalho

Opcoes Reais é um método utilizado para a avaliagio de projetos. Esta técnica € originada da areade
Finangas. Na sua forma mais comum, a metodologia incorpora o modelo de Black e Scholes para
representar o valor de um projeto como uma equagio diferencial. Esta tese descreve os principios do
método de fluxo de caixa descontade (FCD) e apresenta como a metodologia de Opgdes Reais
incorpora incerteza ¢ flexibilidade gerencial na avaliagio.

Apds uma introducio abordando investimentos em miltiplos estagios, sio estudados trés modelos de
ivestimentos sequenciais: 1. modelo de investimento irreversivel sob incerteza com valor de projeto
estocastico, 2. modelo de investimento irreversivel sob incerteza com valor de projeto estocastico e
consideragio de condic¢fo de optimalidade, 3. modelo de decisdes de investimento rreversivel com
valor de projeto e investimento estocasticos, ¢ sujeito a dois tipos de incerteza sobre o custo de
concluso (incerteza técnica sobre a quantidade de tempo, esforgo, materiais e incerteza econdmica
sobre precos, quantidades de trabalho e materiais).

Esta tese apresenta regras de decisdio que calculam o valor de negdcios, mostra como os tipos de
incerteza tém efeitos diferentes na decisfo de investir ¢ como os mesmos afetam o valor da
oportunidade de investimento. A magnitude do prémio de opgao derivado da flexibilidade gerencial
depende das caracteristicas fundamentais do ativo subjacente que, nesse caso ¢ a estrutura econdmica
¢ financeira da propriedade mineral que sera gerenciada. Nos exemplos estudados, obteve-se prémios
de opgio oscilando entre os niveis de 20 a 40%. Pode-se observar a possibilidade de obter valores
expandidos {(incluindo o prémio de opg¢lo) bem superiores aos valores mensurados por VPL. As
dispersdes de valores de opgdo obtidas a partir dos modelos de investimentos sequenciais revelam
indices de risco entre 10 e 16%, valores efetivamente muito superiores ao patamar de 5%, capturado
pela variagiio de resultados de VPL.

xxxi






UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS

LUNICAMP Pés-Graduacio em Geociéncias
Area de Administracio e Politica de Recursos Minerais

THE JOINED UTILIZATION OF REAL OPTIONS TECHNIQUES AND
GEOSTATISTICAL SIMULATION: A METHODOLOGY TO INTEGRATE
GEOLOGICAL MODELS IN THE MINING EVALUATION PROJECTS

ABSTRACT
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Option Pricing is a method used for evaluating projects. This technique comes from the world of
finance. In its most common form it incorporates Black and Scholes model for spot prices and
expresses the value of the project as a stochastic differential equation. Starting out from the NPV
(Net Present Value) method, this thesis shows how Real Options builds uncertainty and managerial
flexibility into the evaluation methodology.

After an introduction of multiple stage investments, three models of sequential investments are
studied: 1. model of irreversible investment under uncertainty with stochastic project value, 2. model
of irreversible investment under uncertainty with stochastic project value and consideration of
optimality condition, 3. model of irreversible investment decisions with stochastic project value and
investment, and subject to two types of uncertainty over the cost of completion (technical uncertainty
over the amount of time, effort, materials and economical uncertainty over the prices and quantities
of labor and materials).

This thesis derives decision rules that calculate the business value and presents how the different
types of uncertainty have very different effects on the decision to invest, and how they affect the
value of the opportunity to invest. The magnitude of the option premium derived from managerial
flexibility depends on the fundamental characteristics of the underlying asset that, in this case, is the
economical and financial structure of the mineral property that will be managed. In the examples
under analysis, it was obtained option premiums varying from 20 to 40%. Those figures show the
possibility of obtaining expanded values (including the option premium) higher than the values
measured by NPV. The dispersions of option values obtained from sequential investment models
reveal risk indexes between 10 and 16%, values indeed higher than the level of 5%, captured by NPV
variation.
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 INTRODUGAO

1 A motivagéo

O desenvolvimento da Geoestatistica e de técnicas de estimativa de reservas minerais forneceu aos
profissionais de mineracdo a possibilidade de realizar estimativas de reserva de forma precisa. De
outro lado, tais técnicas oferecem a analistas financeiros mstrumentos excelentes para avaliagfio

econdmica e financeira de depdsitos minerais ¢ minas.

A estimativa de recursos ou reservas minerais constitui um passo fundamental na anélise econdmica
de projetos. Os propositos das empresas sd3o a sobrevivéncia em um coniexto de industria de

mineragdo global e competitiva ¢ a mitigagio dos riscos inerentes a atividade.

As novas regras na determinacio ou definicio de reservas minerais ndo se limitam 3 ferramentas para
planejamento e projetos de mina, mas sfo também fatores criticos na area financeira e na avaliagio de

mercado de empresas de mineragio.

Os desafios atuais sdo, principalmente, a minimizag&o de recursos alocados em exploragéo, enquanto

demonstrando mais reservas ¢ a quantificacfio ¢ otimizagdo do risco associado com as reservas.

Estudos conduzidos por Glacken (1996) provaram ganhos 23% superiores em fluxo de caixa quando
da aplicacio adequada de novas metodologias nas atividades de avaliagfio de reservas e planejamento

de lavra.

A maioria das aplicagdes publicadas limitam-se a estudar o valor adicional derivado das opgoes de
gerenciamento da mina para parar, iniciar ou postergar as atividades de mineragfo. Na realidade, as

empresas de mineragio tém a seu dispor um intervalo muito maior de opgdes.



Existe um interesse crescente no uso de Opcdes Reais para avaliar investimentos sujeitos & incerteza,

como minas € campos de petréleo.

O desenvolvimento dos estudos apresenta uma concepgio de metodologia para integrar modelos
geoldgicos e técnicas financeiras de avaliacio que reconhecem a existéneia e efeitos de ciclos de
preco ¢ a habilidade da empresa para responder a mudancas inesperadas. A contribuigfo adicional
forece subsidios suficientes para influenciar decisdes baseadas em analises por fluxos de caixas

tradicionais.
A finalidade da realizagfio do projeto de pesquisa pode ser sumarizado como um instrumento para
integrar inovagdes tecnoldgicas no campo de avaliagio de reservas através de técnicas de

Geoestatistica e metodologias ¢ modelos utilizados na 4rea de Financas, visando melhorar o

conhecimento das minas ¢ depdsitos minerais e gerar projetos mais rentiveis.
2  Enunciado do problema

Os métodos atuais de avaliagBio econémico-financeira sio estdticos e niio levam em consideragio

atuagdes gerenciats e evolugdes tecnologicas.

3  Objetivos

3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral do projeto de pesquisa é o estabelecimento de uma metodologia, conjunto de
procedimentos e interfaces, visando a geragiio de modelos geoldgicos por Simulaciio Geoestatistica e

a integrag@o de incertezas geoldgicas e incertezas econdmico-financeiras.



3.1 Objetivos especificos

Como objetivos especificos tem-se a discussio das potencialidades do uso de Simulagdo
Geoestatistica e sua utilidade como base ou fonte de informac#o para analise financeira e o estudo de
evolugdes nos modelos de Opgdes Reais, visando a avaliagdo de minas ou campos de petroleo e

levando em consideragdo aspectos técnicos e praticos inerentes as Ciéncias da Terra.

Como a metodologia basica subjacente as técnicas de Opgdes Reais ¢ baseada em processos
estocasticos de pregos e equagdes diferenciais parciais, ambos familiares a geoestatisticos, ¢ em
funcdo de que a heterogeneidade espacial dos recursos ou reservas ndo ¢ considerada nos modelos

atuais, tem-se um vasto campo de pesquisa para a evolugio das técnicas propostas,

3.2 Areas da Ciéncia envolvidas e interfaces entre as disciplinas de

Avaliagdo de Reservas e Finangas

O termo Precificagio de Opgdes (OptionPricing)' refere-se a um método para avaliar opedes € outros
derivativos. E uma metodologia quase universalmente aceita no mundo das Financas. Na sua forma
usual, que ¢ devida a Black e Scholes (1973), o modelo proposto por Brennan ¢ Schwartz (1985)
apresenta limitagGes ¢ as tinicas opgdes consideradas sfo de natureza parar / reiniciar a operagio. De
fato, os responsaveis pelas tomadas de decisfio tm acesso a um niimero muito maior de opgdes tais

como variar o teor de corte em resposta a tendéncias percebidas a longo prazo.

A Precificagio de Opgdes tem se tornado mais acessivel a usudrios nos tltimos anos e tem sido
motivo de estudos de casos. Como exemplo pode-se citar a utilizagio desta metodologia pela
empresa sul-africana JCI - Johannesburg Consolidated Investments para avaliar suas reservas de ouro
a grandes profundidades. Essas aplicagtes vém confirmar que a Precificacio de Opgles € uma

metodologia promissora para avaliar projetos de mineragfo e reservatorios de petréleo.

" O termo original em Inglés (Option Pricing), bem como a traducio literal Precificagio de Opgdes, sio utilizados

rotineiramente e de forma equivalente. Assim, optou-se por utilizar o nome em Portugués ao longo deste texto.



Esta tese contempla a criagfio de um conjunto de procedimentos e interfaces que permitem criar e
analisar modelos geolégicos definidos por Simulagio Geoestatistica. Desta forma, dois importantes
fatores que degeneram as curvas de tonelagem x teor, o efeito de suporte e o efeito de informacio
estarfio sendo tratados sob a &tica da Geoestatistica. Tais informagdes servirfo de base para o modelo
de Precificacdo de Opgdes que devera incorporar inovagdes no sentido de possibilitar a consideragiio
de depdsitos ndo homogéneos € de reservas nfio exatamente conhecidas. Esses dltimos aspectos
constituem limita¢3es na metodologia de Brennan e Schwartz, e seu tratamento conjugado com

técnicas de Simulaciio Geoestatistica constituem o ponto principal da pesquisa.

O trabalho de pesquisa discute os objetivos e pontos principais da avaliagio de um projeto, métodos
de avaliag#o e os tipos de respostas dos investidores ao interpretar os resultados de avaliagio. S&o
descritos os procedimentos requeridos para avaliar um projeto, bem como os erros potenciais que

analistas podem cometer em cada estagio crucial da investigag#o.

De forma geral, modelos mais sofisticados dio melhores resultados de avaliagio que modelos
simplistas. Modelos complexos fornecem estimativas mais precisas do valor real das oportunidades
de investimento sob determinadas condigdes. Adicionalmente, modelos complexos também permitem
um methor conhecimento da interagdo de fatores complexos que determinam a viabilidade do projeto

e diio aos investidores mais informages, sobre as quais as decisdes serfio baseadas.

O desenvolvimento de uma metodologia conjugada de técnicas de Opgbes Reais com Simulagio
Geoestatistica visa fornecer uma metodologia para melthoramentos na precisgo dos resultados de

avaliagdo.
4  Formulagdo das hipéteses

Se 0 Modelo de Brennan e Schwartz (1985) ¢ valido para taxas de juros constantes, custos
conhecidos, minerio perfeitamente homogéneo e quantidades de minério conhecidas, ent3o pode-se

extrapolar conceitos para estimativas de custos passiveis de variagBes, corpos de minério



heterogéneos ¢ quantidades de minério dependentes de parimetros geoldgicos, econdmicos ¢

tecnoldgicos, os quais nfo sio estaticos.
5  Organizacao da tese e metodologia

Durante os tltimos anos a simulag3o estocastica de depdsitos minerais tem sido um tépico de rapido
desenvolvimento nas pesquisas. O Capitulo 1 descreve a utilidade da Simulagio Geoestatistica e

infroduz os conceitos de opgdes financeiras e precificacio de opgdes.

A abordagem de opgdes para a decisfio de investir e os conceitos de irreversibilidade e incerteza sdo
tratados no Capitulo 2, assim como a formulagio matemética de modelo para investimentos em um,
dois ou em multiplos estigios. Uma série de exemplos numéricos ¢ processada a partir de rotinas
computacionais desenvolvidas em MATLAB®?. Os graficos apresentados ilustram a correlagfio entre
valores de projetos, valores de op¢des € pregos para diversos cenarios financeiros. Adicionalmente,

os conceitos de ope¢des imbricadas e o diagrama de espaco de opgdes so tratados.

O Capitulo 3 apresenta a conceituagio de modelos de investimentos sequenciais em Opcdes Reais e
trés aplicacOes praticas sdio introduzidas. Valores de projetos obtidos por método convencional,
prémios de opg¢lo e indices de risco sfo quantificados e comparados para cenarios econdmico-
financeiros diferentes. As aplicagdes foram estruturadas explorando-se a utilizagio dos seguintes

modelos:

- modelo para valor do projeto estocastico e investimento deterministico,

- modelo para valor do projeto estocastico e investimento deterministico com incorporaco de
condigio de optimalidade,

-  modelo para investimentos de custos incertos (valor do projeto estocastico e investimento

estocatico).

? MATLAB® The Language of Technical Computing, Release 12.1, Copyright 1984-2001 The Mathworks, Inc.



Para a avaliagio dos modelos de investimentos sequenciais como um método de avaliagfo,

considerou-se um conjunto de dados reais de uma mina de minério de ferro. O processo € conduzido

seguindo as seguintes etapas:

- organizagdo das bases de dados,

- analises estatisticas e geoestatisticas,

- simulagio geoestatistica para produzir diversas realizagdes possiveis {modelos) do depésito
mineral utilizando-se o sofiware ISATIS®®,

- projetos de mina e sequenciamentos das opera¢bes para cada um dos modelos gerados por
simulagio,

- valoragdio dos projetos com seus respectivos histdricos de investimentos através dos modelos de
investimentos sequenciais. As analises, interpretacGes e 1lustragdes foram conduzidas através de
implementagdes de rotinas em MATLAB® que sdio parte integrante dos desenvolvimentos desta

tese.

Os parfimetros necessarios para o processamento dos trés modelos sdio exemplificados nas figuras

abaixo (na sequéncia dos modelos apresentados) e s3o descritos detalhadamente no Capitulo 3.

* ISATIS® [Bleiner et al. (2000)] é um software de Geoestatistica desenvolvido pela Ecole des Mines de Paris e

Geovariances (Franga) e distribuido pela Geovariances.
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As aplicagdes desses modelos, discutidas nesse capitulo, pertencem a industria de mineragéo.
Entretanto, os métodos propostos sfo genéricos ¢ podem ser aplicados para qualquer setor de

negocio.

O Capitulo 4 descreve as questdes referentes a estratégias de Opcdes Reais em projetos. A teoria das
opg¢des financeiras fornece um método que pode lidar com projetos com niveis de risco variaveis e
contingéncias. Este capitulo apresenta um histdrico das aplicagdes dos métodos de Opgdes Reais e as

evolugdes propostas por diversos autores.

Em todos os capitulos deste trabalho, admite-se que o leitor esteja familiarizado com a avaliagéo

econdmica de projetos de mineragéo.






CAPITULO 1

1 CONSIDERACOES SOBRE SIMULACAO E PRECIFICACAO DE
OPCOES

1.1 Breves considerac¢des sobre Simulacdo Geoestatistica

O atual ambiente competitivo de negocios requer pensamentos inovadores e atitudes dindmicas das

empresas e dos profissionais.

Em minera¢fio, um importante elemento para alcangar a realizacfo com sucesso dos projetos é
garantir que as tomadas de decisfio sejam basecadas em modelos apropriados. Este objetivo é
suportado pela crenga das empresas de que, através de lideranga tecnoldgica, alcancarfio seus

objetivos.

Como todos os envolvidos sio forgados a extrair o maximo de rendimentos num minimo de recursos

aplicados nos atuais mercados de commodity, os processos de decisfio tornam-se vitais.

A simulagio pode ser entendida como uma realizago possivel de uma realidade desconhecida. Se os
dados de amostras de um jazimento sdo disponiveis, um modelo de simulaciio deste jazimento

condicionado aos dados tém as mesmas caracteristicas matematicas que o deposito.

Quando se estd fazendo simulagdes, a primeira preocupago € determinar as caracteristicas
estatisticas e geoestatisticas do campo que se quer gerar, e entdo ajustar um algoritmo matematico

que levara as especificages requeridas.



Uma simulagio pode ser descrita de acordo com diversos critérios, como as caracteristicas do campo
resultante, o modelo ao qual ela corresponde, o algoritmo usado para geré-la, a capacidade de honrar

os dados.

Simulagio Geoestatistica ¢ largamente usada e aceita como um método de geragiio de modelos
estocasticos de depdsitos minerais. Essa técnica € usada para a anélise e soluco de problemas nos
quais a variabilidade € um fator critico. Durante os tltimos dez anos a simulagfio estocastica de
depdsitos minerais tem sido um tdpico de desenvolvimento continuo nas pesquisas, € existem muitas
aplica¢Bes descritas na literatura usando um ou mais dos métodos atualmente disponiveis. Aspectos
tedricos e aplicagdes podem ser encontrados em Armstrong e Dowd (1993), Chilés e Delfiner (1999),
Armstrong et al. (2000), entre as varias publicagdes.

A maioria das aplicagdes descreve a simulag3o de uma ou mais varidveis quantitativas, tais como
teores ou uma sequéncia de varidveis categdricas, como as litologias. Entretanto, muitas aplicagbes

requerem a simula¢o simultanea de um nimero de variaveis quantitativas e qualitativas.

Modelos simulados de depdsitos minerais devem incorporar todas as fontes de variabilidade, além de

simplesmente a variabilidade modelada pelo variograma da varidvel de principal interesse.

Em termos de defini¢des matematicas t&m-se os seguintes conceitos:

»  Uma variavel aleatéria (R¥) x é um principio para atribuir a toda realizac#o § de um experimento
p um namero x(&).

* Um processo estocastico ¢ uma familia de fun¢des temporais dependendo do parametro & ou,
equivalentemente uma fungfo de t ¢ £. O dominio de £ ¢ o comjunto de todas as realizagOes

experimentais e o dominio de t ¢ o conjunto R de niimeros reais.
Atualmente, existe uma grande variedade de algoritmos de simulagéo estocastica disponiveis que

diferem em suas hipoteses basicas, campo de aplicagiio, dados requeridos, implementacio pratica,

complexidade e eficiéncia computacional.
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A escolha de um meétodo de simulagfio estocastica deve se basear na disponibilidade de tempo,

recursos, bem como na complexidade requerida pelo estudo.
1.2 Consideracdes iniciais sobre Precificagdo de Opg¢les

A Precificagio de Opcdes € usada em Finangas para avaliar op¢des para comprar (ou vender) acdes
em alguma data futura, porque fornece uma metodologia conveniente para quantificar valores sujeitos
a incerteza. Como uma das principais fontes de incerteza em mineragio € o preco de venda do metal

(ou do minério), esta técnica pode também ser usada para avaliar projetos de mineragio.

Atualmente, a maioria das aplicagdes publicadas limitam-se a estudar o valor adicional derivado das
opcoes de gerenciamento da mina para parar, iniciar ou postergar as atividades de mineracdo. Na
realidade, as empresas de minerag@io t€m a seu dispor um intervalo muito maior de opgSes. A
Precificagdio de Opgdes fornece um interessante conjunto de métodos para a avaliagio de projetos,
mas a forma na qual as aplicagdes estfio atualmente desenvolvendo ndo reflete integralmente a pratica
na industria. Esta promissora metodologia necessita, portanto, ser adaptada para permitir outros tipos

de op¢oes de tomadas de deciso, incluindo aquelas mais realistas.

Antes de descrever o que sdo opgdes, breves consideracdes devem ser apresentadas sobre outros
métodos para avaliar projetos. O mats conhecido €, indubitavelmente, a analise por fluxo de caixa
descontado (discounted cashflow analysis). Smith (1995) forneceu uma revisiio sobre o assunto. Este
autor salientou que um ponto importante € a selegio de uma taxa de desconto apropriada e notou que,
apesar de os textos entrarem em detalhe no calculo do custo de capital, pouco € dito na literatura

sobre como avaliar este parAmetro-chave para projetos de mineracéo.

Copeland et al. (1990) mencionam que “uma empresa que tem a opg¢lo de paralisar e reiniciar
operagdes ou abandonar as mesmas € mais flexivel e consequentemente tem mais valor que a mesma
empresa sem estas opgdes”. Fluxo de caixa descontado (discounted cash flow — DCF) ndo € capaz de

calcular esse valor que pode ser determinado quando usando Precifica¢ao de Opgdes. Esses antores
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abordam que o adicional de flexibilidade pode acrescentar de 30% a 40% ao valor presente (VPL) da

empresa.

A regra simples em VPL ¢ investir quando o valor do projeto (V') € maior que o custo do
investimento (/), mas como McDonald e Siegel (1986) demonstraram, este procedimento ¢
incorreto. Devido ao fato de que os futuros valores de V sio desconhecidos, existe um custo de
oportunidade para investir hoje. A regra de investimento dtima ¢, portanto, investir quando V' épelo
menos tio alto quanto um valor critico ¥~ que excede / . Para valores de parimetros usuais, este
valor critico pode ser duas ou trés vezes maior que /. Entfio, a simples regra de VPL pode ndo

somente estar incorreta, mas frequentemente ser bastante errada.

Estas citagdes mostram que existe um crescente interesse no uso de Precificagdo de Opgdes para

avaliar investimentos sujeitos a incerteza, como minas e campos de petroleo.

1.2.1 O que sao opgdes

Opcdes sdo contratos que conferem o direifo (mas nfio a obrigagio) de comprar ou vender um ativo

que lhe esta subjacente por um dado prego numa ou até uma determinada data.

Classificam-se em op¢éo de compra (call}, onde o comprador adquire o direito {(mas nfo a obrigac8o)
de comprar um ativo que lhe estd subjacente por um determinado preco numa ou até uma
determinada data e opgéo de venda (put), onde o comprador adquire o direito (mas nfo a obrigac#o)
de vender um ativo que lhe esta subjacente por um determinado preco numa ou até uma determinada

data.

O ato de conduzir a transacdo € chamado exercicio da op¢io; o preco citado no contrato é chamado
preco de exercicio. O prego de exercicio (exercise price ou strike price) ¢ aquele segundo o qual o
detentor de uma posig#o longa numa opgio tem direito a comprar ou a vender, dependendo se se trata

de uma opgdo de compra ou venda.

12



Em resumo, pode-se definir irés estilos de exercicio de opgdes: opgdo Americana, onde o exercicio
pode fazer-se ao longo da vida da opglio; opgdo Européia, onde o exercicio s6 pode realizar-se no
vencimento da opgio e opgdes Mistas, onde o exercicio pode fazer-se em algumas datas até a

maturidade.

A data de expiracio (Expiry date, Expiration date ou Maturity date) refere-se a data limite para o
exercicio (opgdes Americanas) ou de exercicio (op¢Ses Européias) da opgio. O prazo até a
maturidade (Time to Maturity) refere-se a vida remanescente da opgio e corresponde ao tempo

remanescente para a data de maturidade da opg&o.

O Prémio (Premium) € o preco de umna opcio, pago pelo comprador ao vendedor, normalmente no

momento em que o contrato de opgo se estabelece.
A Margem (Margin) ¢ o montante exigido em depdsito ao vendedor de uma opgdo como garantia da

execugdo do seu compromisso. Esta quantia pode ser entregue em dinheiro ou titulos especificados

pela Camara de Compensagao.
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Tabela 1-1 — Exemplos de cendrios de opges de compra e opgles de venda

COMPRA DE OPGAO DE COMPRA

Prego de exercicio (X)= 35

Prémio ¢ = 8

Cenarios-Prego da agao (valor do ativo subjacents) 25 30 35 40 45 50 55
Prémio - Custo da Call 8 8 8 8 8 8 8
Payoff da Opcio 0 0 0 5 10 15 20
Ganho/Perda Liquida Potencial -8 -8 -8 -3 2 7 12
VENDA DE OPGAO DE COMPRA

Prego de exercicio (X)= 35

Prémio ¢ = 8

Cenérios-Preco da agdo (valor do ativo subjacente) 25 30 35 40 45 50 55
Prémio - Receita da Call 8 8 8 8 8 8 8
Payoff da Opcéo _ 0 0 a 5 -0 16 -20
Ganho/Perda Liquida Potencial 8 8 8 3 -2 -7 12
COMPRA DE OPGCAO DE VENDA

Prego de exercicio (X)= 35

Prémiop = 5

Cenarios-Prego da agao (valor do ativo subjacente) 15 20 25 30 35 40 45
Prémio - Custo da Put 5 5 5 5 5 5 5
Payoff da Opgéo 20 15 10 5 0 0 0
Ganho/Perda Liquida Potencial 15 10 5 0 -5 -5 )
VENDA DE OPGAO DE VENDA

Prego de exercicio (X)= 35

Prémiop = 5

Cenérios»ﬁrego da agéo (valor do ativo subjacente) 15 20 25 30 35 40 45
Prémio - Receita da Put 5 5 5 5 5 5 5
Payoff da Opcao 20 -1 10 -5 0 0 0
Ganho/Perda Liquida Potencial -5  -10 -5 0 5 5 5
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COMPRA DE OPGAD DE COMPRA VENDA DE OPGAO DE COMPRA

Ganho/Receita (R)
Ganho/Receita (R)

Preco do ativo subjacente Prego do ative subjacente

COMPRA DE OPGAQ DE VENDA VENDA DE OPGAD DE VENDA

Ganho/Receita (R)
Ganho/Receita (R)

Prego do ativo subjacents Prego do ativo subjacente

Figura 1-1 — Graficos exemplificando cendrios de opgbes de compra e opgdes de venda

Dependendo dos valores assumidos pelo preco do ativo subjacente e do prego de exercicio pode-se

ter a seguinte classificag®o para as opgdes:

In-the-Money”: Prego do exercicio (X) abaixo do prego do ativo subjacente.
At-the-Money: Prego do exercicio (X) proximo ao do ativo subjacente.

QOut-of-the-Money: Prego do exercicio (X) acima do preco do ativo subjacente.

* Os termos originais em Inglés (in-the-money e out-of-the-money) podem ser traduzidos, respectivamente, pelas
expressdes “dentro do prego” ¢ “fora do prego”. Para preservar a integridade dos conceitos optou-se por utilizar a

terminologia em Inglés ao longo deste texto.
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1.2.2 Os aspectos de tempo e opgdes de investimento

Dois aspectos importantes em investimento s3o (1) estar apto a responder a flutuagSes de precos
através de postergacdo de investimentos ¢ (2) estar apto a exercer flexibilidade operacional. Pregos
ciclicos e flutuantes de bens minerais sdo frequentemente considerados como fonte indesejavel de
risco em investimentos em projetos de mineragio, mas eles dfo aos investidores oportunidades para

ganhar grandes recompensas.

1.2.3 Levando em consideragéo as oscilagdes ciclicas

Pregos de bens minerais, especialmente aqueles para metais, sio sujeitos a variagtes. Desde que os
pregos foram ciclicos no passado, é razodvel acreditar que esse padriio continuara no futuro.
FlutuagGes de precos esperadas apresentam dificuldades particulares ao usar métodos de avaliagio
convencionais, como a analise por fluxo de caixa descontado (discounted cash flow — DCF). Um
problema € que o avaliador pode n3o saber onde os pregos atuais estio no ciclo ou onde o proximo
ciclo ira ocorrer. Analise por fluxo de caixa descontado (FCD) necessita prever precos, e a previsio
dos pregos durante os primeiros 10 anos afeta fortemente o valor presente (VPL). Se a estimativa do
ponto atual no ciclo de prego € incorreta, a analise de avaliagio pode ser fatalmente falha e

imperfeita.

QOutro problema com analise por FCD convencional ¢ que ela nio faz nenhuma consideragfo para a
possibilidade de fechar uma operac¢fio ou trocar métodos de operagio durante tempos de pregos
baixos. Ignorar esta possibilidade na analise por fluxo de caixa descontado pode causar valores de

projetos subestimados.
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1.2.4 A importancia do tempo

Independente do método usado para avaliar um projeto de mineragéo, ndo existe melhor maneira de
garantir sucesso do que fazer investimento corretamente definido no tempo. A obtencio de um
crescimento do prego de uma commodity logo apos a realizago de um investimento pode causar
imprecisdes no fluxo de caixa relativamente pouco importantes. A razdo, naturalmente, € que os
fluxos de caixa mais altos nos anos iniciais do investimento sfo os mais significantes na
determinacéo do valor presente ¢ na rentabilidade do projeto. O contrario é também verdadeiro - um

investimento mal definido no tempo produz resultados desastrosos.

O exato efeito que o tempo tem sobre o FCD depende da taxa de crescimento e decrescimento no
ciclo, bem como da amplitude e frequéncia do ciclo. O aumento da taxa de desconto amplifica os

efeitos da definigdo do tempo do investimento.

Desde que os pregos dos bens minerais podem ser ciclicos, o método usado para avaliar um projeto
mineiro ¢ talvez de menor importincia que a habilidade de reconhecer corretamente as quedas e picos
no ciclo de prego. O fator tempo ndo representa um critério de deciséo tinico a ser usado na avaliagio

de um investimento, mas € um entre varios que um investidor deve considerar.

1.2.5 Aplicando Opg¢bes Reais a4 mineracao

Brennan e Schwartz (1985) desenvolveram uma metodologia para valorar projetos de mineragio
através da valoracio das opgdes gerenciais de iniciar a lavra, paralisar a lavra ou manter as operagSes
em nivel minimo ou de manutencdo. Eles usaram o modelo de Black e Scholes (1973) paramodelaro
preco do ativo subjacente da commodity e, seguindo o procedimento padrio de Precificagio de
Opgdes, desenvolveram um portfélio ficticio para o valor da mina. Esses autores ilustraram estas

1déias via um estudo de caso para uma mina de cobre hipotética.

17



1.2.6 Comentarios sobre a metodologia de Brennan e Schwartz (1985) para a avaliagéo

de minas

Apesar da metodologia de Brennan e Schwartz ser extremamente interessante, sua utilidade na
pratica ¢ limitada por dois fatores:

- as hipdteses consideradas sobre o corpo de minério séo irreais;

- poucas operagdes de mineragiio podem realmente parar e iniciar quando se deseja, devido a

precos desfavoraveis da commodity.

Ao definir o modelo, Brennan e Schwartz (1985) assumiram quatro hipéteses para tornar o
tratamento matematico mais facilmente controlavel ou trabalhdvel: as taxas de juros sfo constantes;
todos os custos sio conhecidos; o minério € perfeitamente homogéneo; as quantidades de minério sdo
conhecidas. Sob o ponto de vista de mineragfio, as Gltimas trés hipodteses ndo sfo razoaveis.
Normalmente, trabalha-se com estimativas de custos passiveis de variagBes. Com raras excegdes,
corpos de minério sfio sempre heterogéneos. As quantidades de minério sfo dependentes de
parimetros geoldgicos, econdmicos e tecnoldgicos, os quais n3o sdo estaticos. Estas sfio as razdes
porque cuidado e aten¢#io sdo requeridos na avaliagio de reservas e na escolha de teores de corte.
Existe, assim, uma natural indicagfio da necessidade de trabalho de pesquisa para tornar este lado do

modelo mais realista,

Poucas operagdes de lavra podem realmente ser paralisadas e reiniciadas para acompanhar flutuacdes
no prego de commodity. Grandes minas a céu aberto associadas a altos investimentos de capital e a
maioria das minas subterrineas nio so flexiveis para parar e iniciar operagdes. Além disto, 0s custos
de paralisagio e retomada sio muito altos. E necessario, portanto, um trabalho criterioso para

determinar estes custos de forma a incorpora-los no modele de Brennan e Schwartz.
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A politica de paralisar / reiniciar as operagdes encontra graves problemas. As relagdes trabalhistas
tornam-se mais dificeis. No € facil recrutar pessoal qualificado rapidamente, particularmente se os
profissionais t&ém conhecimento que podem ser afastados a qualquer tempo. Se as operagdes sfo
suspensas por longo tempo, os organismos reguladores podem requerer dispendiosos trabalhos de
recuperagdo das areas, tornando impossivel o reinicio das operagdes. Além disto, licengas ambientais
podem ndo mais estar validas. Algumas operagtes apresentam longo tempo de retomada antes que
qualquer venda seja realmente realizada. Minas com contratos de vendas de longo prazo tém que
cumprir estas obrigacOes mesmo que elas prefiram néo fazé-las. De forma similar, durante o periodo
de payback, operagées nio podem parar devido ao pagamento dos empréstimos. Mesmo que uma
mina esteja com fluxo de caixa negativo, a maioria das instituigdes financeiras prefere que ela
continue produzindo de forma a gerar fluxo de caixa colateral’ e honrar o servico da divida

(pagamento dos juros e amortizagdo do principal).

3 Ativos com valor monetario, tais como agles, titulo de divida (bonds), bens imdveis, que sfo usados para garantir um
empréstimo sfo considerados colaterais. Se o tomador de empréstimo falha no curoprimento dos termos do acordo do

empréstimo, o colateral, ou alguma parte do mesmo, torma-se propriedade do emprestador.
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1.3 UM GUIA PARA AVALIACAO

1.3.1 Introdugao

Em suporte a toda decisfio de alocagiio de recursos, uma empresa deve realizar calculos para saber se
aquela posicfio ou postura € valida. Independentemente se a decisfo € langar um novo produto, entrar
em uma parceria estratégica, investir em pesquisa e desenvolvimento ou construir novas facilidades, a
forma de como a empresa estima valor ¢ um determinante critico de como ela aloca recursos. A

alocacfo de recursos, por sua vez, ¢ o direcionamento chave da performance global da empresa.

A maioria das empresas usa um conjunto de métodos para estimar valor. Algumas metodologias sdo
formais, compreendendo uma teoria e um modelo; outras sdo informais, operando por sistemas sem

rigor cientifico.

Apesar de os administradores estimarem valor de muitas formas diferentes, nota-se, a partir dos
anos 80, uma clara tendéncia em dire¢io aos métodos que s3o mais formais, explicitos e
institucionalizados. Nos anos 70, andlises por FCD surgiram como a methor prética para avaliar
ativos corporativos. Uma verso particular de FCD tornou-se padrfio. De acordo com este método, o
valor de um negécio ¢ igual aos seus fluxos de caixa futuros descontados ao valor presente pelo custo
de capital médio ponderado (WACC: weighted-average cost of capital). Esse marco no tempo
coincidiu com o crescimento da utilizago de derivativos ap6s o colapso da fixac3o da taxa de cAmbio
ouro-délar de Bretton Woods®, o primeiro choque do petréleo da OPEP (Organizacio de Paises
Exportadores de Petréleo) em 1973 ¢ a elevagfio abrupta na volatilidade das moedas, taxas de juros,

bolsas de valores e de mercadorias.

® A “United Nations Monetary and Financial Conference” aconteceu em julho de 1944 em Bretton Woods, New
Hampshire, Estados Unidos da América. Os acordos de Bretton Woods procuraram retomar as vantagens do padrdo ouro
- moedas que fossem trocdveis em taxas estdveis e previsiveis em ouro e entdo em taxas estaveis e previsiveis umas nas
outras. O padrio ouro ¢ um sistema monetario, ha muito abandonado pelo mundo todo, em que cada unidade da moeda

corrente de um pais tinha um lastro equivalente em ouro, podendo ser resgatada em espécie.
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Atualmente, a pratica baseada em WACC ndo ¢é tio utilizada como antes, j4 que os avangos
tecnolégicos, em conjunto com novos conhecimentos tedricos, possibilitaram a adogdo de outros
métodos. Um efeito da redugio dos custos de computagfo € a realizagdo de muito mais analise por
parte das empresas. Outro efeito ¢ a possibilidade de usar metodologias de avaliagdo que sdo mais

bem ajustadas aos tipos de decisdo com que as empresas se deparam.

O processo de alocagdo de recursos apresenta ndo somente um, mas trés tipos basicos de problemas
de avaliagfo. Os gerentes necessitam estar aptos para valorizar operagdes, oportunidades e direitos de
posse. A pratica comum ¢ aplicar o mesmo conjunto de avaliagdo a todos os problemas. Apesar de
que a avaliagfo é sempre uma fung&o de trés fatores fundamentais — fluxo de caixa, tempo ¢ risco —-
cada tipo de problema tem caracteristicas estruturais que os mantém separados uns dos outros e
apresentam desafios distintos. Os computadores fazem com que uma metodologia que se ajusta a
todos os casos seja desnecessaria. Trés ferramentas complementares — uma para cada tipo de
problema de avaliagio — dardo melhores resultados que uma ferramenta unica (eg. WACC —baseada

em FCD).

1.3.2 Valoragéo de operagdes: Valor Presente Ajustado

O problema mais basico de avaliagdo ¢ a valoragdo de operagdes ou ativos reais. Frequentemente se
faz necessario estimar o valor de um negécio em andamento ou de alguma parte do mesmo — um
produto particular, mercado ou linha de negdcio. Ou pode-se estar considerando a compra de um
novo equipamento, uma troca de fornecedores, uma aquisi¢do. Em cada caso, independente se a
operagdo em questdo € grande ou pequena, se € um negocio completo ou somente parte do mesmo, a
empresa ja investiu na atividade ou esta decidindo se deve fazé-lo. A questdio é: quanto vale os
futuros fluxos de caixa esperados, se a empresa ja realizou todos os grandes investimentos (dezenas

ou centenas de milhdes de dolares) necessarios?
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Este é precisamente o problema para o qual os métodos de fluxos de caixa descontado (FCD) sdo

projetados. Uma analise por FCD trata negdcios como uma série de fluxos de caixa com risco

estendendo-se no futuro. A tarefa do analista €, primeiramente, prever os futuros fluxos de caixa

esperados, periodo por periodo. A seguir, descontar as previsdes para valor presente, considerando
. 7 . . .

um custo de oportunidade’. O custo de oportunidade é o retorno que uma empresa poderia esperar

ganhar em investimento alternativo envolvendo o mesmo risco.

O custo de oportunidade consiste parcialmente de valor do tempo — o retorno sobre investimento livre
de risco. O custo de oportunidade também inclui um prémio de risco — o retorno extra que se pode
esperar correspondente (ou proporcional) ao risco que se escolhe ter. As previsdes de fluxo de caixae

o custo de oportunidade s3o combinados na relagdo de FCD (Figura 1-2).

Metodologias de avaliagdo por FCD sdo
construidas baseadas em uma relagio entre
valor presente e valor futuro

Fluxo de caixa e Risco

valor presente = Z E—(Ijgg
i (1+k)

Tempo

Figura 1-2 — Metodologias de FCD: a relagfo entre valor presente e valor futuro e a 16gica basica da avaliagio

7O custo de oportunidade de capital (opportunity cost of capital) é o retorno que poderia ser feito se o capital tivesse sido
mvestido no melhor projeto alternativo. O custo de oportunidade de capital é a escolha correta para uso como uma taxa de

desconto em célculos de VPL, mas pode ser dificil de ser determinado.
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A methor alternativa atual para avaliar uma operagio ¢ aplicar a relaciio basica de FCD ao fluxo de
caixa de cada uma das véarnas unidades de negécio e, entdo, adicionar os valores presentes. Esta
metodologia ¢ mais frequentemente chamada de valor presente ajustado (adjusted present value —
APV, Ela foi primeiramente sugerida por Myers {1974), que focou sobre duas categorias principais
de fluxos de caixa: fluxos de caixa “reais” (receitas, custos operacionais e desembolsos de capital)
associados com a operagdo e “cfeitos laterais™ associados a seu programa de financiamento. Mais
genericamente, 4PV baseia-se no principio de aditividade de valor, isto €, o correto € dividir um

projeto em partes, valorar cada parte e, entdo soma-las de volta,

APV ajuda quando se deseja saber mais do que meramente a questdo “O VPL € maior que zero?”. Ja
que a idéia basica atras de APV é a aditividade de valor, pode-se usa-la para fragmentar um problema
em partes que fazem sentido gerencial. Neste caso, pessoas diferentes serfio responsaveis por realizar

valoragio individual das partes.

1.3.3 Valoragdo de Oportunidades: Precificacdo de Opgdes

Oportunidades — o segundo tipo de problema de avaliagio comumente encontrado — podem ser
entendidas como possiveis operagdes futuras. Quando se decide quanto desembolsar em pesquisa e
desenvolvimento, ou por qual tipo de pesquisa e desenvolvimento, esta se avaliando oportunidades.
Realizar o desembolso agora ndo cria, de fato, fluxo de caixa a partir de operagdes, mas a
oportunidade de investir outra vez mais tarde, dependendo dos resultados obtidos. Muitas despesas de
marketing tém as mesmas caracteristicas. A realizagdo de investimento para criar uma marca nova
provavelmente acarreta algum lucro imediato. Tal investimento também cria oportunidade para
futuras expansdes posteriores. A oportunidade pode ou ndo ser explorada posteriormente; mas apesar
disto, ela tem um valor. Empresas com novas tecnologias, idéias de desenvolvimento de produtos,
posicdes de defesa em mercados de rdpido crescimento ou acesso a novos mercados potenciais
possuem oportunidades de valor. Para algumas empresas, oportunidades s3o os produtos de maior

valor que elas possuem.

8 APV é também chamada valorago em partes ou valoragdo por componentes.
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Como as corporagdes tipicamente avaliam oportunidades? Um método comum ¢ néo valoriza-las
formalmente até que atinjam o ponto onde uma decisfio de investimento nfio possa mais ser protelada.
Nesse tempo, elas se juntam a fila de outros investimentos sob consideragio para empréstimos. Esta
pratica tem sido considerada “miope” pelos criticos. O argumento € de que ela conduz as empresas a

sub-avaliar o futuro e consequentemente, a sub-investir.

Algumas empresas usam um processo baseado em fluxo de caixa descontado formal, mas avaliam
projetos estratégicos com regras especiais. Uma dessas regras ¢ a atribuicdo de taxas mais baixas do
que aquelas utilizadas em investimentos de rotina para compensar a tendéncia do fluxo de caixa
descontado de sub-avaliar op¢des estratégicas. Infelizmente, em muitos casos o viés negativo do
fluxo de caixa descontado nio € somente ultrapassado, mas também envolvido por tais ajustes. Pode

ocorrer, portanto, um sobre-investimento onde a teoria preliminarmente, sugeria sub-investimento.

Em geral, o direito para iniciar, parar ou modificar uma atividade de negdcio em algum ponto no
futuro ¢ diferente do direito de opera-lo agora. Uma decisdio importante especifica — se explorar ou
ndo a oportunidade — tem ainda que ser feita e pode ser adiada. O direito de tomar a decisdo de forma

otimizada, isto é, de fazer o que é melhor no tempo apropriado, apresenta um valor,

A decisfio crucial para investir ou nfio sera feita apds alguma incerteza ser resolvida ou quando o
tempo se extingue. Em termos financeiros, uma oportunidade é andloga a uma opcio. Com uma
opgio tem-se o direito (mas n#io a obrigagio) de comprar ou vender algo a um preco especificado na

data ou até uma determinada data no futuro.
Uma opgdo tem um valor, e seu valor claramente depende do valor do ativo subjacente: o preco da

acfio. A posse da opc¢do ainda nfio é o mesmo que a posse da agdo. Uma deve ser avaliada

diferentemente da outra.
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Ao considerar oportunidades, os itens fluxo de caixa, valor do tempo e risco sdo importantes, e cada
um destes fatores entra na analise de duas formas. Dois tipos de fluxo de caixa s#o relevantes: caixa
advindo do negécio e caixa necessdrio para entrar no mesmo, no caso de escolha de fazé-lo. O tempo
contribui de duas formas: tempo dos fluxos eventuais e o total de tempo que a decisdo de investir
pode ser postergada. Similarmente, o risco contribui de dois modos: a exposigo ao risco do negécio,
assumindo que invista-se no mesmo, e o risco de mudangas (para melhor ou para pior) antes da
decisdo. Mesmo em casos simples, os modelos de Precificagio de Ope¢des devem conter pelo menos
cinco ou seis varidvels para capturar a informagao sobre fluxo de caixa, tempo e risco e organiza-la
para manipular as contingéncias com que os responsaveis pelo gerenciamento se deparam durante a

evolugdo do negocio.

A Figura 1-3 sintetiza a diferenca de enfoque na avaliago de ativos e de oportunidades e mostra para

cada cenario os momentos ¢ alternativas de decis3o ¢ as consequéncias.
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O que faz Oportunidades serem diferentes ?

Ativos:

fluxo de caixa

investe

fluxo de caixa

fluxo de caixa

ndo investe

mas noticias

fluxo de caixa

Oportunidades:

fluxo de caixa
investe

nﬁm )
fluxo de caixa

fluxo de caixa

boas noticias

investe

ns noticias

ndo investe
fluxo de caixa

Agui toma-se a decisfio, e entdo descobre-se o
que acontece. Fluxos de caixa fradicionais sdo
projetados para este tipo de questio.

Aqui descobre-se o que acontece antes de se
tomar a decisdo. Fluxos de caixa tradicionais
trabalham de forma pobre neste tipo de questdo.

Estes dois cendrios devem ter valores diferentes; eles devem ser gerenciados de forma diferente.

Figura 1-3 — Diferenca de enfoque na avaliagio de ativos e de oportunidades

A técnica de Precificaglo de Opgdes tem sido referenciada desde os anos 70 como uma metodologia
promissora para avaliar oportunidades de negdcio. Isto se deve ao fato de que esta técnica considera
contingéncias simples de uma forma melhor que os modelos de FCD padrio. Entretanto, os negbcios
reais sdo muito mais complicados do que simples opgdes de compra e venda. Uma combinagfo de
fatores — competidores grandes e ativos, incertezas que nfio se ajustam a distribuigbes de
probabilidades precisas ¢ o grande mimero de varidveis relevantes — torna dificil a analise de
oportunidades reais formalmente. O simples fato de ajustar o problema de avaliago, nfo importa se

com objetivo de resolvé-lo, pode se tornar desencorajador.

O interesse em Precificagio de Opgdes tem crescido nos ultimos anos pelo fato de que computadores
mais potentes permitiram a constru¢iio de modelos sofisticados. Enquanto os especialistas buscam a
verdade absoluta — eles querem a resposta “correta”, os generalistas, com um negdcio para
administrar, querem simplesmente fazer um trabalho melhor a partir das técnicas disponiveis. Chegar
mais proximo da verdade ¢ bom, mesmo que no se esteja estritamente 14. Desta forma, a anélise de

valor baseada em opgdes ndo necessita ser perfeita para melhorar a pratica atual.
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A chave para avaliar uma oportunidade de investimento corporativo como uma op¢io € a habilidade
para discernir a correspondéncia entre as caracteristicas de projeto ¢ as caracteristicas das opgdes. O
investimento potencial a ser feito corresponde ao preco de exercicio da opgio (exercise price). Os
ativos operacionais que a empresa possuiria, assumindo que ela realizou o investimento, sio como o
ativo que ela teria apds exercer a opgo de compra. O total de tempo que a empresa pode esperar

antes que ela tenha que decidir assemelha-se ao tempo de expiragio da opgdo de compra.

A incerteza sobre o valor futuro dos ativos operacionais é capturada pela variancia dos retornos sobre
0s mesmos, isto € analogo a variancia dos retornos do ativo para op¢des de compra. A tatica analitica
¢ realizar este “mapeamento” entre o projeto real € uma opgao, tal como uma opgio de compra
Européia (uma opgdo de compra Européia pode ser exercida somente na data de expiragio, fazendo a
mesma ser a mais simples de todas as opgdes). Se a opcio simples capta a natureza de contingéncia

do projeto, ganha-se ao determinar o valor da opgio, compreensio adicional do valor do projeto.

Para ilustrar, suponha que uma empresa esteja considerando a possibilidade de investir $ 1 mithao
para modificar um produto existente para um mercado emergente. Uma anélise por (FCD) dos fluxos
de caixa esperados mostra que eles valem somente $900 mil. Entretanto, como o mercado é volatil, o
valor € passivel de mudanga. Uma combinagio de patentes e know-how protegerio a oportunidade da
empresa para realizar este investimento, pelo menos por mais dois anos. Apés este prazo, a
oportunidade pode ser perdida. Sob o ponto de vista convencional, este FCD proposto é negativo e de
valor igual a $100 mil, mas a oportunidade de esperar alguns anos e verificar o que acontece tem
valor. Como resultado, a empresa possui uma opgao de compra com prazo de expiragio de dois anos,
com um prego de exercicio de $1 milhfo sobre um ativo subjacente que vale $900 mil. Necessita-se
somente mais duas informagdes para valorizar esta oportunidade como uma op¢do de compra
Européia: a taxa de retorno livre de risco {(suponha-se 7%); e alguma medida de risco sobre os fluxos
de caixa. Suponha-se que as mudangas anuais no valor destes fluxos de caixa tenham um desvio
padrdo de 30% por ano, um nimero moderado para fluxos de caixa de negocios. Um modelo de
Precificacio de Opgdes, tal como Black&Scholes, da o valor desta opcio de compra como sendo de

cerca de $160 mil (Figura 1-4).
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DADOS DE ENTRADA RELATIVOS AO ATIVO SUBJACENTE

Prego do ativo subjacente a opgio-Net Stock Price S ->900000
Preco do exercicio-Exercise Price X ->1000000

Prazo até ao Vencimento-Time to maturity (days)->730

Taxa de Juro sem risco-Interest rate (in %)->7
Volatilidade-volatility (in %)->30

Valor da OPCAO DE COMPRA = 1.6443e+005
Valor da OPCAO DE VENDA =1.3379e+005

Figura 1-4 — Exemplo da valoragiio de op¢lio de compra utilizando o modelo de Black&Scholes

O que a empresa aprendeu a partir do modelo de Precificagio de Opgdes? O valor da oportunidade é
positivo, ao contrario do valor demonstrado por VPL. Este resultado ¢ valido desde que os aspectos
de tempo e incerteza sejam mantidos. A empresa nio deveria investir $1 milhfio agora— se o fizesse
perderia § 100 mil — mas também n#o deveria esquecer do investimento para sempre. De fato, as
vantagens sZo boas para um investimento dois anos no futuro. Ao longo deste tempo, a empresa
monitora o desenvolvimento. O foco de atencéo ndo é, portanto, somente 0 VPL, mas também o
momento apropriado de se efetuar o investimento. Alternativamente, se a empresa ndo quer esperar,
ela pode pensar em como capturar o valor da oportunidade agora. O valor da opgo fornece uma idéia
do valor a ser pago agora pela licenga de introduzir o novo produto. Da mesma forma, o valor da
op¢do pode ajudar uma empresa a pensar sobre quanto pagar para adquirir tal licenca ou adquirir um

pequeno negoécio, cujo ativo de interesse maior é uma oportunidade.

Oportunidades de longa duragio em ambientes de negdcios volateis sdo consideradas de forma tio
pobre por métodos de avaliagiio por FCD que uma anélise por Precificagio de Opgdes nfio precisa ser
muito sofisticada para produzir contribuigdes positivas. Uma forma pragmatica de usar Precificacio
de Opgdes ¢ como suplemento, nfio uma substituigio, para a metodologia de avaliac3o ja em uso. A
contribuigdo extra pode ser suficiente para mudar, ou desafiar, decisdes sugeridas pelas analises

tradicionats por FCD.
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Normalmente, o que os usuarios finais necessitam ¢ de uma ferramenta de facil utilizagfo que pode
ser usada para sintetizar € avaliar opgbes simples. Além disto, visto que o objetivo principal €
complementar, ¢ ndo substituir os métodos existentes, uma ferramenta que compartilhe dados com
andlises por FCD ou ainda use pardmetros de saida de FCD como pardmetros de entrada para um
modelo de Precificagiio de Opgodes pode ser de grande utilidade. As habilidades cruciats para o
usuario sfo saber como reconhecer opgbes reais € como sintetiza-las em opgdes simples, € nédo

particularmente resolver modelos complexos.
1.3.4 Valoragao de Titulos de Propriedade

Os titulos que as empresas emitem com relagfio as suas operagdes ¢ oportunidades constituem a
ultima categoria de problema de avaliagfo. Quando uma empresa participa de joint ventures,
parcerias, aliangas estratégicas, ou realiza grandes investimentos usando financiamento, ela
compartilha o direito de posse com outras partes. E necessirio compreender nio simplesmente o
valor da participagio como um todo, mas também o valor do interesse da empresa sobre 0 mesmo.
Este entendimento € essencial para decidir se se participa ou ndo e também estruturar os direitos de

propriedade ¢ escrever bons contratos.

Uma forma direta para valorar os direitos de uma empresa € estimar sua participacio em fluxos de
caixa futuros esperados e, entdo, descontar esses fluxos a um custo de oportunidade que compensa o
risco envolvido. Isto é normalmente referenciado como o método equity cash flow (ECF) ou fluxo de
caixa aos acionistas. Ele ¢, ainda, uma metodologia de FCD, mas os fluxos de caixa ¢ a taxa de

desconto sfio diferentes daqueles usados em APV ou método baseado em WACC.
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As definigdes basicas das parcelas que compdem o fluxo de caixa sdo dadas na Figura 1-5.

Vendas Liquidas

(-) | Custos e despesas operacionais (*)

( .osto ena padriio (IR)

| Depremac;ﬁe i‘uza

igé

k— éltos 'liqm(“i(os (fixo + rc;) (*

3

(-) | Fluxo de Caixa para pagamentos de empréstimos

e (O Fluxo de Caixa Operacional é o decorrente exclusivamente da atividade operacional.

» (*) Os custos e despesas operacionais nfio incluem depreciagio, amortizagio, despesas € receitas

financeiras.

e (**) ¥ o investimento no ativo permanente (menos participagdes societarias) e no capital de giro,

no periodo, deduzido do valor recebido pela venda de imobilizado.

Figura 1-5 — Parcelas de composicio de um fluxo de caixa

O fluxo de caixa livre (FCL) ou fluxo de caixa aos acionistas pode ser definido simplificadamente

como:

FCL = Fluxo de Caixa Operacional (FCO) — Investimentos — FC para pagamentos de empréstimos ,

onde:
FC para pagamentos de empréestimos corresponde ao fluxo de caixa para pagamentos das

institui¢Bes de financiamento.
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A Tabela 1-2 ilustra um exemplo de estruturagiio de um fluxo de caixa apresentando as parcelas de

composi¢do do mesmo.

Tabela 1-2 - Exemplo de estruturagio de um fluxo de caixa

Equagao FLUXO DE CAIXA CASH FLOW STATEMENT
1 Receitas Qperacicnais Liguidas Net Operafing Revenues
2 Custo de produtos e servigos Cost of goods soid and services
3 Depreciagio e Amortizagio Depreciation and Amaortization
4 ={1-2-3}}L.ucro Bruto Gross Profit
5 Despesas de Vendas Sales Expenses
6 Despesas administrativas Administrative Expenses
7 Cuiras despesas operacionais Other Operating Expenses (Incomes)
8 ={4-5.5-7}iLAIR {Lucro antes imposto de Renda-IR)} EBIT
g imposto de Renda sobre Lucroe Operacional income tax on Operating Income
10 ltens extraordindrios Extraordinary lterng
11 ={8-3+10}Lucro operacionat apds IR Operating Income after Income Tax
12 Depreciacéo e Amortizagao Depreciation and Amortization
13 ={11+12}HFluxo de Calxa Operacional Gross Cash flow
14 X {14.1 a 14.5)|Investimentos investments
141 Reducgio (Aumento) em Capital de Giro Decrease (increase) in Working Capital
14.2 Investimentos Investments
14.3 investimento de Capital Capital Expenditure
4.4 Aumento em Ativos Operacicnais Increase in Operating Assets
14.5 Redugbes em ouiros passivos Decrease in Other Current Liabilities
15 =(13-14)|Fluxo de Caixa Livre {FCL}) Operating Cash Flow
16 £ {16.1 a 16.3){Fluxo de Caixa ndo operacional
16.1 Reducso em ativos ndo operacionais Decrease in Non Operating Assets
16.2 Fiuxo de caixa de receitas nfio operacionais Cash Flow of Non Operating Revenues
16.3 Impasto sobre receitas ndo operacionais Tax on Non Operating Revenues
17 =(17.1-17.2+17.3)|Fluxo de Caixa de financiamento Financing Cash Flow
17.1 Empréstimos e financiamento Loans and Financing
17.2 Despesas com juros interest Expenses
17.3 Beneficios fiscais Tax Benefits
18 Aporte de capital / Valor liguido Change in Capital / Net worth
19 Reserva de agio / Valor liquido Goodwili Reserves
20| =(15+16+17+18+19){Fluxo de Caixa liquido sem dividendos Net Cash Flow without dividends
21 Dividendos Dividends
22 =(20-21}{Fluxo de Caixa liquido Net Cash Flow
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Os fluxos de caixa do negdcio devem ser ajustados para direitos financeiros fixos (por exemplo,
pagamentos do principal e dos juros), ¢ a taxa de desconto deve ser ajustada para o risco associado
em manter os direitos de empréstimos financeiros (ex.: compra de uma empresa feita com recursos

emprestados segurados pelos ativos da companhia comprada).
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1.4 EXPLICITACAO DO QUADRO TEORICO

1.4.1 Valoragdo de um recurso natural através de Precificagdo de Opg¢des: um protétipo

de um sistema computadorizado

Para ilustrar as implicacdes da teoria de opgBes de investimento e os problemas inerentes ao método
de valor presente tradicional, apresenta-se um caso hipotético de tomada de decisdo de investimento

de capital na industria de minerag#o.

Suponha-se que uma empresa considere o desenvolvimento e a producdo a partir de um novo
deposito mineral. Os custos e as receitas advindas da venda dos produtos sfo altamente incertos. Os
custos dependerdo, entre outros parametros, da qualidade final requerida para os produtos. As receitas
dependerdio da habilidade da empresa para encontrar um mercado principal, da possibilidade de se

descobrir um mercado secundario e da conjuntura em relago a atuacfio de competidores.

Essa empresa deve decidir pela realizagfio ou nfio de um investimento mnicial de $ 1 milhdo para o
desenvolvimento da area. De forma a simplificar o problema considere-se que exista somente um
cendrio possivel para os custos de producio e receita, os quais totalizam $ 1 milhdo e § 2,25 milhdes

respectivamente.

Analisando a questdo de como a incerteza ¢ os valores de opcdio modificam as analises usuais por

VPL, duas situacdes serfio apresentadas:

1. A primeira situagio considera que o intervalo de tempo em que o projeto se desenvolvera ¢
pequeno o suficiente para que a taxa de desconto que reflete o valor do dinheiro no tempo possa

ser ignorada.

2. A segunda situac3o leva em consideragdo o valor do dinheiro no tempo e utiliza uma taxa de

desconto de 8%.
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Deve-se realizar o investimento de $ 1 milh#o para o desenvolvimento de deposito?

Ora, o valor esperado de lucro operacional é $ 1,25 milhfio, o gue justificaria o desembolso de
$ 1 milhdio em investimento, se o valor do dinheiro no tempo ndo fosse considerado (situagiio 1).
Entretanto, ao admitir-se uma taxa de desconto de 8%, conforme apresentado na situagéio 2, obtém-se
um valor negativo de VPL de $ 161 mil. Por quest3es de simplificacfio o exemplo apresentado na
Tabela 1-3 nfo considera tributagfo. O pensamento convencional poderia, assim, descartar o projeto

no seu primeiro estagio de desenvolvimento.

Tabela 1-3 — Exemplo de um fluxo de caixa hipotético

Ano 0 1 2 3 4 5 & 7 g 9 10 Total
Produglo {unidades) 1] 10000 10000 16000 10000 10000 16000 10000 10000 10009 10000
Receita {22,508 /unidade} O 225600 | 225000 § 225000 [ 225000 | 225000 1 225000 | 225000 { 225000 | 225000 { 225000 § 2250000
Custo (103/unidade} 4] HI0000 1 00000 | 100000 | 000G | 100000 { 100000 | 100000 | 100000 | 100000 § 100000 § HO00000
VP do custo de desenvolvimento 1000000
Caixa apés taxas, apos desenv, -100CG001 125000 | 125000 | 125006 | 125000 | 125000 | 125000 { 125000 | 123000 | 123000 { 125000 1 250000
VPL (3) @ 0%| 230000
VPL ($) @ 8%| (16 240)

Entretanto, suponha que, com a realiza¢8io do investimento para desenvolvimento, tenha-se estreitado
a incerteza sobre 0s custos de produgfio. Apds aprender mais sobre a estrutura de custo, poder-se-ia
tomar a decisdio de ir em frente e continuar o projeto, ou desistir do mesmo. A quantia de $1 milhdo
investida cria, portanto, uma opg¢do, o direito sem obrigacio de continuar com a produgio e
comercializagdo. Nesse caso, 0 investimento poderia ser justificado (por exemplo, por efeito da

redugdo de custo ou eventual incremento de reserva).

A logica mostra que uma agfio para criar uma opgio deveria ser valorizada em um patamar mais alto
do que o método de VPL sugeriria. A lacuna entre os valores obtidos a partir dos dois célculos
aparece porque a propria opcdo tem valor. Pode-se exercé-la seletivamente quando se tem uma
vantagem e pode-se abandond-la no caso de nfo ser lucrativa. O adicional de valor da opgfio em
relagdo ao lucro operacional esperado de $ 1,25 milhfo depende do tamanho e das probabilidades de

perdas que se pode evitar.
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Suponha que se possa postergar a decisio de produgdo até que se tenha descoberto o verdadeiro
potencial de mercado. Em fung#io da espera, pode-se escolher ir adiante somente se a receita € alta,

evitando perdas, no caso em que a receita tende a ser baixa.

A oportunidade para prosseguir com a produggo ¢ como uma op¢ao de compra. Tomar a decis#o de
continuar ou ndo consiste em exercer aquela opgdo. Se é possivel identificar algumas eventualidades
que causariam a reanélise da decis3o de continuar (tal como uma queda na demanda pelo produto),

entdo a habilidade para esperar e evitar tais eventualidades tem valor.

A opg¢do tem um “valor de tempo” ou um “prémio de espera” (holding premium). O fato da opgdo ser
“in the money” (continuar o projeto levaria a um VPL positivo) nfio significa, necessariamente, que a
opcio deveria ser exercida (nesse caso, continuar com a produgio). Ao contrario, deve-se esperar até
que a op¢do seja “deeper in the money”, isto é, até que o valor presente liquido de continuar a

produzir seja alto o suficiente para a perda do valor da opgao.

A Figura 1-6 apresenta os resultados de valores de opgio obtidos a partir do modelo de

Black-Scholes em fung#o do tempo de expiracio e para um dado cenario econdmico hipotético.

Valor da Opgdo

500000

406000

& 300000 +

200000 -

100000 }

o 2 4 [:] ] 10 12 14 18 18 20
tempo de expiragdo (anos)

—a—\/alor da Ogho (§)

Figura 1-6 ~ Gréafico do Valor da Opglo obtido a partir do modelo de Black-Scholes em fungio do tempo de
expiracio

35



1.4.2 A utilizacdo da Equagdo de Black-Scholes
A aplicacio da equagiio de Black-Scholes (1973) tem os seguintes pressupostos:

1. Opg¢do de compra Européia.

2. Nio ha pagamento de dividendos até a maturidade.

3. Prego do ativo subjacente é uma variavel continua que segue um processo estocastico.
4. Os mercados nfo tém custo de transagio e existem em permanéncia.

5. Empréstimos podem ser feitos sem limite & taxa sem risco.

6. A taxa de juros e a volatilidade s#o supostas constantes até a maturidade.

7. Existe livre acesso a toda a informagéo.
8

. Prego nfo depende do perfil de risco do investidor.

As variaveis independentes do modelo sio:

1. S—Preco do ativo subjacente (Price of the underlying asset)

2. X —Prego do Exercicio (Exercise Price)

3. T-t-Tempo de expiragio ou tempo de maturidade (Time to maturity)
4. r- Taxa livre de risco (Riskless rate)

5. o— Volatilidade (Volatility)

Pela equaciio de Black-Scholes o valor tedrico de uma opg¢fio de compra Européia é:

c=8N(d,)-Xe """ N(d, ), (1-1)
onde:
2 —
djzln(S/X)+(r+0" /2T t)’ (1.2)
ovT ¢
e
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d,=d, ~oT-1, (1-3)

e N(d,), N(d,) sdo as respectivas func¢des de distribuicio acumuladas (cdf— cumulative distribution

function).
O valor tedrico de uma opgio de venda Européia pode ser obtida pela Relagzo de Paridade Put-Call:
c+Xe " =p4 S, (1-4)
¢ para opgdes Americanas:
c+Xe T <p+S. (1-5)

A Figura 1-7 apresenta um exemplo de dados de entrada e de saida de um programa de valoragfio da
opcdo de um recurso natural através do modelo de Black e Scholes. A partir dos valores adotados na
Tabela 1-2 e de pardmetros assumidos para as variaveis econdmico-financeiras independentes (taxa
livre de risco, taxa de dividendos, volatilidade ¢ tempo de expiragfo) pode-se determinar o valor da

opgao.
As Figuras 1-8 e 1-9 ilustram o efeito da data de expiracgio e da volatilidade sobre o valor da opcéo

de um recurso natural. Pode-se verificar o evidente crescimento do valor da opgiio em fungiio do

aumento de valores nas variaveis tempo de expiragédo e volatilidade.
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This program calculates the value of a natural resource option

Assumptions
1. All the assumptions underlying the Black-Scholes model apply
2. The estimated reserves of the natural resource are known

THE USER HAS TO INPUT THE FOLLOWING VARIABLES

1. Present value of estimated reserves, current price and marginal costs

2. Variance in the price of the natural resource

3. Present value of the cost of developing the natural resource

4, Expected annual AFTER-TAX cashflow from resource after it is developed
5. Riskless interest rate that corresponds to relinquishment period

6. Length of the relinquishment period on resource/reserve

INPUTS RELATING THE UNDERLYING ASSET

Enter the estimated reserves of the natural resource (in units) ->100000

Enter the current price of the natural resource, per unit (in currency) ->22.50

Enter the marginal cost per unit of extracting the natural resource (in currency) ->10.00
Enter the standard deviation in the price of the natural resource (in %) ->30

Enter the estimated annual after-tax cashflow after developing resource (in currency)->50000

INPUTS RELATING TO THE OPTION
Enter the present value of the cost of developing the resource option {in currency) ->1000000
Enter when the rights to resource will be relinquished (in years) ->10

GENERAL INPUTS
Enter the riskless rate that corresponds to the option lifetime (in %) ->8

VALUING A LONG TERM OPTION/WARRANT

Stock Price = 1250000
Strike Price = 1000000
Expiration (in years) =10

T.Bond rate (%) =8

Variance in price =(.09
Annualized dividend yield (%) =4

Value of the natural resource option =4.7262e+005

Figura 1-7 — Dados de entrada e de saida de um programa de valoragfo da opgfio de um recurso natural através do
modelo de Black&Scholes
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Figura 1-8 — Grafico ilustrando o efeito da data de expiragdo e da volatilidade (¢ = dp = desvio padrio) sobre o valor
da opgio de um recurso natural
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Figura 1-9 ~ Grafico ilustrando o efeito da volatilidade e da data de expiracio sobre o valor da opglo de um recurso

natural

1.4.3 A utilizagdo da Simulagao de Monte Carlo
A Simulag3o de Monte Carlo € a técnica que consiste em simular por tentativas o comportamento do
ativo subjacente ou deste € de outra variavel que nfio se assuma constante durante o processo. O valor

do instrumento derivado €, pois, o resultado do valor atual do seu valor esperado no vencimento.

Considere-se um instrumento derivado que paga fr no momento T.
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O seu valor no momento t é:

Jr= E[f;r‘e-?(ﬁr)] . (1-6)

A

E = a expectativa num mundo livre de risco,

7 = taxa de juros instantinea sem risco média entret e T.

A equago anterior pode simplificar-se em:

fr=e"TVE[ £ ]. (1-7)

O procedimento pode ser assim simplificado:
1. Simular um caminho aleatorio em um mundo livre de risco para a variavel aleatoria

correspondente ao ativo subjacente (usar como declive a taxa sem risco g =r; ).
2. Determinar, caso tivesse sido este o verdadeiro percurso da varidvel aleatdria, qual o valor no
vencimento do instrumento derivado ( £, ).

3. Repetir os passos | € 2 N vezes (v.g. 10000 vezes).
4. Calcular o Valor Esperado do instrumento derivado no vencimento (em T) através de uma

média aritmética simples.

b

Atualizar para t o valor encontrado em 4.

As vantagens desta técnica sio as seguintes:

1. E uma técnica numérica bastante eficiente.

2. Pode ser usada com mais que uma variavel aleatoria.

3. Permite apurar o erro padrfio das estimativas realizadas.

4. Permite avaliar opgdes com pressuposto de volatilidade estocastica.

5. Pode-se calcular os parimetros para cobertura dindmica.

A principal desvantagem ¢ que a técnica s6 pode ser usada para opgdes de padriio Europeu.
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A Figura 1-10 apresenta um exemplo de dados de entrada de um programa de valoragio da opgfio de
um recurso natural através da Simulag@io de Monte Carlo. Utilizou-se os mesmos parametros
adotados na Tabela 1-2 ¢ Figura 1-6. O programa desenvolvido em MATLAB® solicita parametros
relativos ao ativo subjacente, ao tempo de expirag#o, a taxa livre de risco ¢ ao numero de simulagGes

a serem realizadas e representadas de forma gréfica.

A Figura 1-11 mostra os dados de saida do programa para célculo do valor de uma opgiio de compra
de padrdo Europeu, conforme referenciado acima. O processo € realizado tantas vezes quanto o
numero de simulagdes requeridas pelo usuario. Apés o processamento de todas as simulagdes ¢
possivel calcular o valor médio da opgio na data de expiragdo bem como o VPL do valor médio da

opgdo.

A Figura 1-12 ilustra a variago do preco do ativo ao longo do horizonte de tempo simulado. O prego
inicial corresponde ao valor de 1250000, que € o prego atual do ativo informado na Figura 1-9. A
representacdo ¢ feita para as simulagGes 1, 10, 100, 200, 300, 400 e que correspondem aos nimeros

de simulagdes solicitadas para representagio.

A Figura 1-13 mostra o comportamento do prego do ativo na data de expiragiio da opgio para as 500

simulagGes realizadas.

A Figura 1-14 sumariza o valor da opgo na data de expiragdo para as 500 simulagdes realizadas.
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This program calculates the value of an option by using Monte Carlo simulation
INPUTS RELATING THE UNDERLYING ASSET

Enter the current stock price (in currency) ->1250000
Enter the exercise price (in currency) ->1000000
Enter the volatility (in % per year) ->30

INPUTS RELATING TO THE OPTION
Enter time to maturity (in working days)->2500
GENERAL INPUTS

Enter the number of working days per year ->250

Enter the number of simulations ->500

Enter the maximum step size (in days) ->50

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->1

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->10

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->100

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->200

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->300

Enter the simulation number to be plotted (max 6)->400

Enter the riskless rate that corresponds to the option lifetime {(in %) ->8

Figura 1-10 - Dados de entrada de um programa para cilculo do valor de uma opgfio de compra de padrio Europeu

VALUING A CALL OPTION

Running simulation # 1

Running simulation # 499

Running simulation # 500

Average Stock Price value = 1.3858e+006
NPV of Average Stock Price value = 6.4187e+005
Average Value of the option = = 4,1153e¢+005
NPV of Average Value of the option = 1.9062e+005

Figura 1-11 — Dados de saida de um programa para clculo do valor de uma opgiio de compra de padriio Europeu
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Simulagdo de Monte Carlo do prego do ativo
6
x 10

Preco do ativo

x50 dias

Figura 1-12 — Gréfico da variago do prego do ativo ao longo do horizonte de tempo simulado

Sirgulagio de Monte Carlo do prego do ativo
10

3 3 |

Preco do ativo

—_

e
S

% 50 106 150 200 250 300 350 400 450 500
Numero da simulagio

Figura 1-13 — Gréfico do preco do ativo na data de expira¢do da opgio para 500 simulacdes realizadas
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Figura 1-14 — Grafico do valor da op¢ao na data de expiragio para 500 simulagdes realizadas
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CAPITULO 2
2  INVESTIMENTOS EM MULTIPLOS ESTAGIOS

O objetivo deste capitulo € apresentar a terminologia, os modelos e mostrar como a abordagem de

opgdes permite que a analise se beneficie de um conjunto de informagdes mais amplo.

Os exemplos e discussdes sdo uteis para introduzir os principais conceitos, mas a analise de projetos

requer um instrumental mais sofisticado.

2.1 A abordagem de opg¢Oes para a decisdo de investir e 0s

principais conceitos

Irreversibilidade, incerteza e possibilidade de adiamento sdo trés caracteristicas importantes das
decisdes de investimento, Na prética, as decisdes dos investidores levam em conta cada uma destas
caracteristicas e as suas interagdes. A abordagem de opgdes é uma tentativa de modelar teoricamente
as decisdes, e seu entendimento requer uma analise cuidadosa dessas caracteristicas (Dixit e Pindyck,
1993).

Uma despesa de investimento € um custo afundado e, portanto, irreversivel. Investimentos
especificos de uma empresa ou de uma industria s3o, em grande parte, custos afundados. S#o
especificos de cada firma e irrecuperaveis nesse sentido. Mesmo mvestimentos néo especificos de
empresas sdo parcialmente irreversiveis, e a irreversibilidade pode ser produzida pela regulago ou

por arranjos institucionais.
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A incerteza sobre o futuro é a segunda caracteristica importante da decisfo de investir. Os valores do
projeto € da opglo de investir e a propria decisfo de investir sfo afetados pela incerteza associada a
variaveis relevantes, como o prego do produto, o custo dos insumos, a taxa de juros, a taxa de

cambio, a oferta de crédito e a regulagéo.

A terceira caracteristica ¢ a possibilidade de adiamento do investimento. As empresas nem sempre
tém essa possibilidade. Consideragdes estratégicas podem for¢a-las a antecipar investimentos para
inibir o crescimento dos competidores efetivos ou a entrada de competidores potenciais na inddstria.
O adiamento dos projetos €, entretanto, factivel. A empresa deve sempre comparar o custo de adiar

com os beneficios de esperar informag¢&o nova para subsidiar a decisfo de investir.

Estas caracteristicas - irreversibilidade, incerteza e possibilidade de adiamento - podem ser
sintetizadas na seguinte analogia entre a oportunidade de investimento e a opgio financeira (Dixit e
Pindyck, 1993): uma empresa com uma oportunidade de investimento irreversivel carrega uma opgéio
de investir no futuro {ou de esperar); ela tem o direito - mas nfio a obrigaco - de comprar um ativo (0
projeto) no futuro, a um preco de exercicio (o investimento). Quando a empresa investe, ela exerce a
op¢do e paga um custo de oporfunidade igual ao seu valor. O exercicio da op¢do (o investimento) é
irreversivel, mas a firma sempre tem a possibilidade de preservar o valor de sua opgo (adiar o

investimento) até que as condi¢des de mercado se tornem mais favoraveis.
2.2 Determinantes da opc¢éo de investir

O valor da opgao de investir é afetado por varidveis como o prego do produto, a taxa de juros, a taxa
de cambio, o custo do investimento, a oferta de crédito e a regulagio. A incerteza sobre o
comportamento dessas variaveis no futuro também afeta o valor da opgfo. Neste capitulo, alguns
exemplos serdo apresentados para mostrar como ¢ valor da opgdo (F') e a decisiio de investir
dependem do comportamento do preco do produto, do custo do investimento e da incerteza associada

COm essas variaveis.
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2.3 Modelo para investimentos em um estagio

O modelo usado nas apresentagdes desta segéo € baseado em Dixit e Pindyck (1993) e as inovagdes
no modelo original, descritas nas equagdes, sdo a inclusio das variaveis de financiamento de longo
prazo ( B e E') e os ajustes requeridos para o estudo de projetos com horizonte finito (incorporagio

da variavel A4).

Oprego P (equaglio 2-1) ¢ uma variavel aleatéria que segue um movimento Browniano geométrico,

com tendéncia a ¢ desvio padrio o .

dP = aPdt + oPdz , (2-1)

onde dz = &,dt , (2-2)

H=r+¢p,. o, (2-3)
onde: r taxa de juros do ativo sem risco,

#p ,,0 prémioderisco,
¢ preco de mercadodo risco,

P, correlagdo do valor do projeto com o portfdlio de mercado,

d=u—a, (2-4)
m(P)=max[P - C,0], (2-5)

V(P)=K P" +B,seP<C, (2-6)
V(P)=B,P + PHS+A)-Clr+A)+B,se P>C, (2-7)
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onde: B,P” valor da opgdo de suspender a produgfo,
P /(& + A) prego descontado,

C/(r + 1) custo descontado,

V(IPy=(P-C)Y/(6+A4),sec =0,

2
B =é——(?‘—5)/0’2 +J[(r——5)/0'2 m-;l +2rio?,

2
5, =}£~—(r——5)/0‘2 ——\/{(r—-é’)fo'2 —%} +2ric?,

K = Cl—ﬂl ﬁz mﬁz—l}
VB -BA\r+A S+A)

s C" ( B mﬁl—l]
B -B\r+Ad S+4)

F(P)= AP",

(B, = B, )B(PY: +(B, —DP (S + ) - BCNr+ )+ - E]=0,

A =B AP (PYPHS+ )~ CP Y P ir+ A) - 1P Y P + E(P"Y P
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Na equacio (2-1), o prego P ¢ uma varidvel aleatéria que segue um movimento Browniano
geométrico, com tendéncia o e desvio padrdo o . dz, o incremento de um processo de Wiener em
tempo continuo, € dado pelo produto de &,, uma variavel aleatoria retirada de uma distribuigdo
normal padrdo, ndo correlacionada serialmente, e daraiz quadrada de dt , o diferencial do tempo. Isso
faz com que as variagOes dz sejam independentes, normalmente distribuidas € com variancia que

aumenta linearmente com o tempo.

Para investir no projeto, a empresa requer uma taxa de retorno pelo menos igual a taxa de desconto

1. Na equacdo (2-3), ¢ € definida como a soma da taxa de juros do ativo sem risco (#) e de um
prémio de risco que depende do prego de mercado do risco (¢ ), da correlagiio do valor do projeto

com o portfdlio de mercado ( p,, ) e do desvio padriio . u também € igual 4 soma dos ganhos de
capital (& ) e da taxa de dividendos (& ) (equagio 2-4). ¢ ¢ p,, sdo tratados como parametros

estruturais dados pelo mercado. Desse modo, ndo ha necessidade de conhecé-los separadamente. Para
verificagdo em detalhes sobre a taxa de desconto e sua determinacgio de acordo com a teoria do
Capital Asset Pricing Model (CAPM), ver Dixit ¢ Pindyck (1993), Brealey ¢ Myers (1992) e
Blanchard e Fischer (1989). A condi¢io findamental de equilibrio do modelo CAPM diz que

p=r+dp, o (equagho 2-3). De acordo com o modelo CAPM p deve refletir o risco (nfo
diversificavel) sistematico do ativo. O custo do capital proprio () pode ser obtido a partir do
modelo de avaliacio de ativos financeiros em equilibrio (CAPM) através da relacdo
u=r+p(r, —r),onde B ¢oindice de risco da aclio da empresa ¢ 7, € a taxa de juros média do

mercado.

As unidades de medida séo escolhidas de modo que o projeto, uma vez concluido, produza uma
unidade de produto por ano, a um custo operacional anual C . Por hipdtese, a producio podera ser
temporariamente suspensa, sem custos, se P ficar abaixo de C, e reativada posteriormente,
igualmente sem custos, quando P voltar a ultrapassar C . Consequentemente, o lucro do projeto em

cada instante #(7) € dado pela equacio (2-5).
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As equagdes (2-6) e (2-7) mostram o valor do projeto, V', nas regides de lucro zero (P <C)ede
hucro positivo (P > C). A fungdo V' ¢ continuamente diferenciavel no ponto P=C e, portanto,
ambas as equacdes s3o validas nesse ponto. Na equacgio (2-6), V' € uma fungiio de P, o prego do

produto, de B, o valor presente criado pela introduc#io dos financiamentos de longo prazo, e de uma
combinagio de pardmetros. Na regidio de lucro zero, uma parte do valor do projeto K, P se deve
inteiramente & possibilidade de reativar a producio no futuro. As expressdes dos parametros f, e K,

necessarios para calcular V', estiio explicitados, respectivamente, nas equagdes (2-9) e (2-11).

Na equagdo (2-7), V' ¢éigual & soma dos lucros futuros descontados P/(6 + A)~ C/(r + A), do valor

presente criado pelos financiamentos ( B ) & do valor da opcio de suspender a produgiio ( B, P™). As
expressdes dos pardmetros f, € B,, necessarios para calcular V', estdo descritas, respectivamente

nas equacgoes (2-10) e (2-12).

O parametro A, que aparece nas expressdes dos lucros futuros descontados ~ equagdes 2-7 ¢ 2-8 —, €
um artificio que permite tratar projetos de horizonte finito como se fossem de horizonte infinito. Em
Dixit e Pindyck (1993), ele € apresentado como uma taxa de depreciagiio capaz de igualar os valores
presentes do projeto sob as hipbteses de horizonte finito ou infinito. Com A4 incorporado na taxa de

desconto, o modelo se aplica integralmente 2 andlise de projetos com horizonte finito.

As equagdes (2-13) a (2-15) definem o valor da opgdo de investir e a regra de investimento 6tima. Na
equagdo (2-13), o valor da opgdo de investir F ¢ uma funcio de P, o prego do produto, e de uma

combinagfio de parimetros. A equacgo (2-14) é a regra de investimento étima. Ela permite calcular o
preco critico P° como uma fung&o implicita do valor do investimento 7, do custo operacional C,
dos financiamentos ( £ ), da taxa de juros r e de uma combinagéo de parmetros. Dado P, a

equacéio (2-15) define o valor do parimetro 4, , necessario para calcular a trajetéria de F .
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Um exemplo numérico ajuda a ilustrar a solugio. Admita-se um projeto que tem um horizonte de sete
anos. A produc3o de uma unidade de produto por ano requer um investimento / =113 no ano. O
custo operacional anual C¢ igual a 208. A empresa espera que o preco P diminua a taxa de
0,8% a.a.. A taxa de desconto do projeto ( & ) é igual a 12% a.a. e tem dois componentes: os ganhos
de capital (o ) e a taxa de dividendos & . Tem-se que « ¢ igual a tendéncia de reducio de

P (-0,8% a.a.), 0 que faz com que & = g —« sejaigual a 12,8% a.a.. A taxa de juros do ativo sem

risco (# ) € de §%.

A produciio podera ser temporariamente suspensa, sem custos, se P cair abaixo de C, podendo ser
reativada depois, ignalmente sem custos, se P voltar a ultrapassar C . Portanto, o lucro anual ser, no

mimmo, igual a zero (quando P for menor do que C') e, no méaximo, iguala P-C.

A incerteza basica se refere ao comportamento da demanda pelo produto. Dada a escala de produgiio,
essa incerteza se reflete inteiramente no comportamento do prego £ . Consequentemente, o valor do
projeto (V) e o valor da opgiio de investir ( F ) sdo determinados pela trajetoria esperada para P . Um
pardmetro importante dessa trajetéria € ¢ , o desvio padrio anual de P . O outro ¢ a tendéncia ou

deriva « .

A Figura 2-1 mostra o valor do projeto (V' ) como fungdo de P . O valor esperado do fluxo de lucros
do projeto (¥ ) é monotonicamente crescente em P . Quanto maior for a incerteza sobre o
comportamento de £ no futuro (maior for ¢ ), maiores serdo os lucros esperados no futuro e maior

serd o valor do projeto.
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Figura 2-1 — Valor do projeto (V) em fungdo de P (C=208, =113, 0=-0,8%, p=12% a.a., 1=8% a.a., A=18%,
sem financiamento)

A irreversibilidade do investimento ¢ a incerteza sobre o futuro criam uma opg¢lo de investir no
futuro. A decisdo de investir agora ou esperar depende da comparacfio entre o valor da opgio de
investir ( F ) e o valor presente liquido do projeto (¥ — 7 ). A Figura 2-2 representa F' e V' —I como
fungdesde P,parac =0, o =0,2(20%a.a.), o = 0,4 (40%a.a.) e » = 8% a.a. Oprego critico (P")
para ¢ = 0,2, acima do qual a firma deve investir imediatamente, ¢ igual a 280,4. Para P <2804,
F é maior do que V' — 1 e amelhor estratégia é adiar o investimento. Para P =2804, F =V -1 eé
indiferente para a empresa esperar ou investir imediatamente. Finalmente, para P > 2804, V -1
eventualmente ultrapassaria F . O beneficio marginal de investir agora (¥ — 1) ¢ maior do que o
beneficio marginal de esperar { F' ). Neste caso, a empresa deve investir imediatamente e se apropriar

do VPL do projeto.

A opcio de investir introduz uma cunha enire o valor do projeto (¥ ) e o custo do investimento (7).

Isto significa que a empresa s6 deve investir guando ¥ for pelo menos tdo grande quanto um valor
critico V' =V (P"), que é estritamente maior do que / . No exemplo da Figura 2-2 e para o = 0,2,

V" = 286, mais de duas vezes e meia o investimento /. Em contraste, a regra tradicional do VPL
induziria a empresa a investir assim que ¥ fosse maior do que / =113, ou seja, a contentar-se com

um valor do projeto e com uma taxa interna de retorno substancialmente menores.
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Os efeitos da incerteza sobre a decisfio de investir estio sintetizados nas Figuras 2-2 e 2-3. A Figura

2-2 mostra que a decisdo de investir depende do comportamento de F(P) e ¥ (P)— [ para diferentes

valores de o . Quando o =0, P"=242,8 e o valor do projeto ¥ ¢ igual ao investimento / (nesse
caso, que ndo leva em conta a incerteza, a regra tradicional do VPL se aplica). Quando o aumenta,

as curvas F(P) e V(P)—1 se deslocam para a esquerda. Mas o deslocamento de F é maior do que

ode ¥ -1, o que resulta em aumentos significativosde P" e V.

Com o =04 , P"=327 ¢ V" =555,6, a empresa s6 deve investir se o valor do projeto for igual a
pelo menos cinco vezes o investimento / . Esses efeitos da incerteza sobre a decisfio de investir estfio

representados na Figura 2-3, que mostra os valoresde P~ ede V™ para o variando de zero aum (de

zero a 100% a.a.).

OPCAD PARA INVESTIR E PRECO CRITICO

FPLVIPH

Figura 2-2 — Valor da Opgio e de V-I em fung3o de P (C=208, 1=113, o~=-0,8%, p=12% a.a., r=8% a.a., A=18%,
sem financiamento}
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INCERTEZA, PRECO E VALOR CRITICGS
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Figura 2-3 — Preco ¢ Valor Criticos em fungdo de o (C=208, =113, a=0,8%, u=12% a.a., =8% a.a., A=18%,
sem financiamento}

A Figura 2-4 mostra os efeitos de variagdes da taxa de juros do ativo sem risco (7 ) sobre o prego

critico P* do projeto estudado para o =0,2 e 0,4. Nas vizinhangas do preco critico, uma reducdo na
taxa de juros aumenta o valor do projeto (¥ ) e diminui o valor da opgfio de investir ( F' ). O resultado
é uma redugio do preco critico P~ (acima do qual a empresa decide investir) e um estimulo ao
investimento. Por exemplo, para ¢ = 0,2 , uma reducfio da taxa de juros real de 8% a.a. para
5% a.a. diminui o prego critico de 280 para 265. Ja com ¢ = 0,4, a mesma redugfo da taxa de juros
diminui o prego critico de 327 para 298,5. Quanto maior for a incerteza, maior sera o impacto da
reduciio da taxa de juros no investimento. Os incentivos dessa politica serfio menos eficazes se

persistir uma incerteza elevada sobre o nivel da taxa de juros no futuro.
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Figura 2-4 — Prego critico em fungio da taxa livre de risco (C=208, I=113, a=-0,8%, u=12% a.a., r=8% a.a., A=18%,
sem financiamento)

No que diz respeito aos impactos dos financiamentos de longo prazo na decis#io de investir, ha dois
efeitos que devem ser considerados. Por um lado, dadas as condigdes de crédito {niveis da taxa de
juros e do spread, prazos de caréncia e de amortizagio, participagio dos financiamentos no
investimento total) e a taxa de desconto, os financiamentos aumentam o valor presente do projeto
(V). Esse aumento sera tanto maior quanto mais favoraveis forem as condigdes do crédito. Mas, por
outro lado, os financiamentos também aumentam o valor da op¢o de investir no futuro (F ). Esse
efeito, isoladamente, incentiva o adiamento do investimento. Portanto, as expectativas da empresa
sobre a disponibilidade do crédito de longo prazo no futuro sio importantes para determinar em que

medida V' e F serfio afetados.

No exemplo apresentado, foi adotada a hipdtese de que a empresa continuaria a ter acesso aos
financiamentos no futuro nas mesmas condigdes. Os efeitos da introdugfo dos financiamentos podem
ser visualizados pela comparagiio entre as Figuras 2-2 e 2-5. No primeiro caso, n#o ha financiamento
(o projeto ¢ financiado integralmente com recursos proprios). No segundo, os empréstimos
participam com 29% do investimento total. O aumento de V', devido & introducdo dos
financiamentos, € igual a 1,4 vezes. O aumento de F depende dos niveisde P ede o, mas ésempre

mnferior ao aumento de ¥ . O resultado € que, na Figura 2-5, as curvas V' —/ sio deslocadas para a
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esquerda vis-a-vis a Figura 2-2. Mas, como o deslocamento da curva ¥ - I € maior, hé uma redugio

dos pregos criticos para diferentes niveis de ¢ .

Quando o =0,2, aintroducao dos financiamentos permite uma redugio do preco critico P (acima
do qual a firma deve investir) de 280,4 para 276,2. Quando o = 0,4, P* diminui de 327,1 para
313,3. A capacidade de incentivo ao investimento também depende das condigdes dos
financiamentos. Quanto maior for a participac8o dos financiamentos no investimento total, por
exemplo, maior sera o estimulo ao investimento. Defina-se a varidvel § como a participac@o dos
financiamentos de longo prazo no investimento total. A Figura 2-6 mostra o prego critico P° como
funcdo de § para diferentes niveis de incerteza. Quando o = 0,2, um aumento de § de 30% para
70%teduz P" de 276 para 270,1. Quando & = 0,4, 0 mesmo aumento de S permite que P’ caiade
312,8 para 292,9. Assim como no caso da redugiio de juros, o incentivo dos financiamentos ao
investimento aumenta com a incerteza: a elasticidade de P* comrelagio a § passa de 0,05 (quando

o =0,2) para 0,15 (quando & =0,4).”

CPCAO PARA INVESTIR E PRECQ CRITICG
600 T T T T F

FiPL V(P

Figura 2-5 - Valor da Opglio e de V.I em fungdo de P (C=208, I=113, a=-0,8%, p=12% a.a., =8% a.a., A=18%,
com financiamento)

? Isso significa que um aumento de um ponto percentual em .S reduz o prego critico em 0,05% quando & = 0,2 , mas

essa reducfo passa para 0,15% quando 0 = 04.
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FINANCIAMENTCO DE LONGO PRAZO E DECISAQ DE INVESTIMENTO
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Figura 2-6 - Prego critico em funglio do percentual de financiamento de longe prazo (C=208, 1=113, o=-0,8%,
p=12% a.a., r=8% a.a., 2=18%)

Uma simulag@o envolvendo as principais variaveis que afetam a decisiio de investir é util para
conferir uma perspectiva dindmica a discuss3o. Suponha-se que o horizonte relevante de decisio da
empresa se inicie no més 1 do ano 1. Dado um prego inicial P, a trajetoria do prego P depende da
tendéncia (@ ) ¢ do desvio padrio o . No exemplo apresentado, @ = -0,8% a.a.. Considere-se
o =20% a.a.. Dados esses pardmetros, a Figura 2-7 mostra trés trajetérias possiveis para P entre o

més | do ano 1 € o més 6 do ano 8§, a partir de um P, igual a 243.
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TRAJETORIA DE PRECOS
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Figura 2-7 — Resultados da trajetdria de precos para 3 simulages (o0=-0,8%)

A Figura 2-8 descreve o comportamento da opgio de investir F(P) e do valor presente lHquido
V(P)—1 entre o més 1 do ano 1 e o més 6 do ano §, para uma taxa de juros real » de 8% a.a. e uma
participa¢do dos financiamentos no investimento S de 29%. Como F(P) é sempre maior do que

V(P)—1,aempresando tem incentivo a investir nesse periodo.
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Figura 2-8 — Trajetéria de F(P) e V(P)-1 para 3 simulagdes (C=208, I=113, a=-0,8%, p=12% a.a., r=8% a.a., A=18%)
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A Figura 2-9 mostra os resultados da trajetoria de pregos obtidos a partir de 100 simulagdes. A

Figura 2-10 apresenta os resultados da trajetoria do valor da opgdo F(P) e V(P)-I obtidos a partir de

100 simulagdes.
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Figura 2-10 — Resultados da trajetoria de F{P) e V(P)-I obtidos a partir de 100 simulagdes (C=208, I=113, a=-0,8%,
pu=12% a.a., r=8% a.a., A=18%)
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A Figura 2-11 mostra os efeitos de um aumento de S de 29% para 50%. O prego critico ¢ reduzido, o

que incentiva a empresa a investir e faz com que ¥ (P)— [ seja superiora F(P).

TRAJETORIA DE F(PIE VIPH

B
FP)

FPLVIPH

Figura 2-11 - Trajetdria de F(P) e V(P)-1 (C=208, I=113, 0=-0,8%, 1=12% a.a., =8% a.a., A=18% e participagio
dos financiamentos no investimento S de 50%)
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2.4 Modelo de investimentos em dois estagios

O produto pode ser vendido a um prego £, o qual segue um movimento Browniano geomeétrico:
dP = aPdt + oPdz . {2-16)

O projeto é um ativo derivado'®, cujos lucros dependem do valor do ativo basico £ . Pode-se entfio
derivar o valor do projeto como uma fungio V' (P) do preco do ativo basico. Constroi-se um portfélio
livre de risco tomando-se combinagdes satisfatdrias do ativo a ser avaliado (o projeto) e do ativo
basico P . Desde que esse portfolio é livre de risco, ele deve ter uma taxa de retorno livre de risco.
Esta condi¢io leva a uma equagio diferencial para o valor desconhecido do projeto. A equagdo pode,

entdo, ser resolvida dadas as condiges apropriadas de fronteira.

Admita a construgdo de um portfdlio no tempo ¢ que contenha uma unidade do projeto, e uma
posi¢io curta de » unidades de produgio, onde se escolhe n para tornar o portfélio livre de risco.

Considera-se a propriedade desse portfélio em um intervalo de tempo pequeno (¢, { +dt ).

O proprietario do projeto obtera o fluxo de receita ou lucro Pd¢ em um intervalo de tempo de dr .
Também, o proprietario de cada unidade de posi¢io curta deve pagar ao proprietario da
correspondente posi¢o de longo prazo uma quantidade igual a taxa de dividendos ou convenience

vield, 1sto €, 6 P dt . A manutengfo do portfdlio resulta um dividendo liquido (P — nd P) dt e produz

um ganho de capital (estocastico) igual a

dV —ndP =dV —n(aPdt + oPdz) .

'® Diz-se de operagiio financeira baseada em expectativas quanto ao comportamento futuro de um dadoe mercado;

derivativo,
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Utilizando-se o Lema de lto para expressar 7 em termos do processo de prego tem-se:
dv = {aPV'(P) +%02P2V"(P)}dt +PV(P)odz.
Substituindo dV em (dV —n dP) tem-se

dV - ndP = {aPV'(P) +~;—GZP2V"(P)}dt + PV (P) o dz — n{aPdt + oPdz)
={aPV’(P)+%JZP2V"(P)}dz~dez+PV'(P)o~dz—no-sz
. 1o .
={aP[V (P)mn}+«5cr PV (P)}dt+P[V (P)-nlo dz.

Escolhe-se n =¥ (P) de forma que os termos em dz desaparecam e o portfolio se torne livre de

risco. O retorno total para o portfélio € entéo

dV —ndpP ={aP[V‘(P)—n}+m§o-2P2V"(P)} dt

:[P -8P V'(P)+%0'2P2V"(P)} dt .
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Igualando a tltima expressio ao retorno livre de risco r[V(P) ~nP] dt e simplificando os termos

tem-se a equacdo diferencial
%aszV"(P) +(Fr=0)PV (P)-rV(P)+P=0.

O valor do projeto V(P) deve, entlio, satisfazer a seguinte equagio diferencial:

%dszV"(P)+(r—5)PV'(P)—rV(P) +2(P)=0, (2-17)
cuja solucdo €
| P? seP<C
vp)={" (2-18)
B,P?+P/6~C/r seP>C

As constantes f e f,s8o as solugdes da equacio quadratica fundamental e sdo fun¢des de 7,8, 0 .

As constantes A4, ¢ B, sdo determinadas a partir da continuidade de V(P)e V'(Pjem P = C esdo

iguais a:

i (ﬂ; /5}__]]

A"_ﬁ}—ﬁg s ) (2-19)
clh [;s; pf,——])

B‘?‘—ﬁz—ﬁz PR E (2-20)
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O 2° Estagio do Investimento

/ ) ,
SO PRV (P)+(r—8)PF, (P)~rF(P)=0. (2-21)

F,(P)=D,P". (2-22)
A partir das equagOes de fronteira determina-se que:

S

BB, o hs) (1
D, = =LA (B )5 — (P ) (2-23)
2 /B,r 2 6}9! 2
e P, éa solugfio para a equagfio

(B-BIB,(P, /S~B(C/r+1,)=0, (2-24)

P ara P < P,
F(P)=1{" P : 229

V(P)-1, para P2 P,

O 1° Estagio do Investimento

Dado F,(P) e P,, pode-se voltar a0 primeiro estagio do projeto e encontrar o valor da opgio de

investir, F,( P) , e o prego critico P, .

Através dos passos usuais, pode-se determinar que F,( P )satisfara também a equagio diferencial do

segundo estdgio do investimento, mas agora sujeita as condi¢des de fronteira:

F(0)=0, (2-26)
F(P)Y=F,P)-1, @2-27)
F/(P])=F/(P). (2-28)
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A solugdo tem a forma usual:

F(P)= D‘,P'B’ , (2-29)
BB, .o 1L
D, =22 pr et o o pt yion), (2-30)
] ﬁi 1 5‘8‘,( I)

eque P’ ¢éa solugio para a equagio

(B, — B,)B, (B +(B, -DR 16~ B(Clr+1,+1)=0. (2-31)

A titulo de exemplo, admita-se um investimento / = 113 sendo realizado em dois estigios, de
valoresiguaisa 7, =7, =56,5. As Figuras 2-12 e 2-13 representam £ e V' — I como fungdesde P,
respectivamente para o = 0,2 (20% a.a.) € o = 0,4 (40% a.a.) com r = 8% a.a.. O prego critico (£")
para o = 0,2, acima do qual a firma deve investir imediatamente, é 1gual a 280,4. Para P <280,4,
F émaiordo que ¥ — I, e amelhor estratégia € adiar o investimento. Para P =2804, F =V -1 ,¢
para a empresa ¢ indiferente esperar ou investir imediatamente. Finalmente, para P >2804, V' —1
eventualmente ultrapassaria /' . O beneficio marginal de investir agora (¥ — 1) € maior do que o
beneficio marginal de esperar ( ' ). Neste caso, a empresa deve investir imediatamente e se apropriar
do VPL do projeto. A realizagiio do investimento em dois estagios flexibiliza a realizagfo do segundo

estagio e acarreta uma redugio do prego critico para a implementagio do mesmo. O prego critico

(P, ) para ¢ = 0,2, acima do qual a firma deve continuar a investir , é igual a 247,3.
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Quando ¢ aumenta, as curvas F(P) e V(P) I se deslocam para a esquerda. Mas o deslocamento

de F é maior do que o de ¥ -7, o que resulta em aumentos significativos de P*. Com o =0,4 ,

P =327¢ P, =2749.

Precos criicos ¢ wipres de Opcoes - Projste 2 estagios
H H T

FPL V(PR

Figura 2-12 ~ Valor da Opgfio e de V-1 em fungfio de P (C=208, 1,=56,5, 1,=56,5, 0=-0,8%, 0=20% a.a., p=12% a.a.,
1=8% a.a., A=18%, sem financiamento) para investimentos em dois estégios

Prcos Liticos e alores de Upcoes - Projste 2 estagios
T T H T

FiP)LV(RM

Figura 2-13 — Valor da Opgo e de V-I em fumglo de P (C=208, I,=36,5, 1,=56,5, 0=-0,8%, o=40% a.a., p=12% a.a.,
r=8% a.a., A=18%, sem financiamento) para investimentos em dois estagios
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2.5 Modelo de investimentos em multiplos estagios

Os conceitos e equagdes apresentados no caso de investimentos em dois estagios podem ser

generalizados para um namero qualquer de estagios.

As Figuras 2-14 e 2-15 exemplificam um cenario com 10 estagios, onde os investimentos t&m o

mesmo valor para todos os estigios e sfo iguaisa [, =1, ,..., I,,=11,3.

Precos Criticos e Opcoes para um Projeto Multi-estagio
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Figura 2-14 — Valor da Opclo e de V-1 em fungo de P para um projeto com 10 estagios (C=208, 1, _y=11,3,
a=-0,8%, 0=40% a.a., p=12% a.a., r=8% a.a., A=18%, sem financiamento)
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Precos Crticos para um Frojeto Mukiestagio
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Figura 2-15 - Prego Critico em funcdo do nitmero do estigio para wm projeto com 10 estagios (C=208, I, _;=11,3,
a=-0,8%, o=40% a.a., u=12% a.a., 1=8% a.a., A=18%, sem financiamento)

2.6 Opc¢bes imbricadas em uma estratégia de negocios

Desde que se permita que opg¢des em um portfolio influenciem diretamente outras opgdes, existe a
consideragdo de estratégias: série de opgdes explicitamente projetada para afetar umas as outras.
Pode-se usar redes de opgOes para representar uma sequéncia de contingéncias em uma estrutura de

negécios. A estratégia consiste de uma sequéncia particular de oportunidades de decisdes.

Luehrman (1998) descreve que, em termos financeiros, uma estratégia de negécios é muito mais uma

série de op¢les que uma série de fluxos de caixa estaticos.

Uma estratégia pode, entfio, ser representada em um diagrama de “Espago de Opg&es”, conforme
apresentado na Figura 2-16. Cada circulo representa uma opgio cuja localizagio no espago é
determinada pela relagdo valor / custo e volatilidade métrica. O espago de opgdes é caracterizado por
duas métricas de valor. A primeira € chamada valor / custo métrico ¢ ¢ definida como o valor dos

ativos subjacentes (.5) dividido pelo valor presente do investimento (X). A segunda métrica é chamada

volatilidade métrica e é expressa pela equacio: volatilidade métrica = ot .
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A dimenséo de cada circulo sélido é proporcional ao valor do ativo subjacente (S) para cada opgéo. A

area dentro do circulo tracejado € proporcional aos desembolsos requeridos (X). Desta forma um

circulo tracejado dentro de um circulo sélido representa uma opgéo “in-the-money” (S > X). Um

circulo tracejado externo a um circulo s6lido mostra uma opgdo “out-of-the-money”. Os segmentos

de linha no diagrama indicam que as op¢des s3o imbricadas. A op¢éo para expandir € adquirida se, e

somente se, a opgao para introdugdo do produto € exercida. Desta forma, o valor do ativo subjacente

para a op¢do de introdugio do produto inclui o valor dos fluxos de caixa operacional associado ao

produto e ao valor presente da opgio de expansdo. Da mesma maneira, a op¢ao para expandir a

segunda vez ¢ adquirida somente se houver a decisfo para se exercer a primeira opgio de expansdo.

valor / custo
1.

0.0 0
—
baixa () L1 L B P Y\ oo
Opgdo de introdufo (—:,‘ =X
° P~ do produto Opgiio de introduglo ‘
< A h - do produto
S Y, X176 i’ a !“
;;3 \ | Opgodel o, WY
__g . ; expansi ! Y Opgiode1”
d Opgﬁc; de 2* \ R J expansio
expansio Opgdo de 2 \
expansio \
alta
valor / custo
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Figura 2-16 — Diagrama “Espago de Op¢des” e representagiio de estratégia de opgdes imbricadas [Luehrman (1998)]

O valor da estratégia global pode ser expressa conforme a seguinte equagio:

introdugdo do produto +

VP

+ valor da op¢do

opg¢do da primeira expansdo +
+ valor da op¢do(opgdo da segunda expansdo)

(2-32)

De fato, o que se tem € uma opg¢io de compra (call option) sobre uma outra opgdo de compra.
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A opglo para introduzir o produto é opcio “in-the-money” e proxima da data de expiragdo (a
empresa podera perder a oportunidade se ndo for adiante com o projeto). To logo esta opgdo é
exercida, o cenario muda. O circulo superior desaparece, € os dois circulos inferiores permanecem
conectados e comecam a mover-se para cima. Um dos mais importantes fatores que determinam se os
circulos inferiores movem para a direita ou para a esquerda em seu caminho € quio bem a empresa se
posiciona no mercado. Entretanto, existem também outros fatores. Qualquer agfio que aumenta o
valor da segunda op¢io de expansio aumenta o valor da primeira também, porque o valor da segunda

opc¢do constitui parte do valor do ativo subjacente para a primeira op¢ao.

Suponha-se, por exemplo, que o risco associado com os ativos ou produtos da empresa aumente. O
efeito direto mais evidente é sobre a op¢do da segunda expansfo, que move para baixo no espago de
op¢les, porque sua volatilidade métrica aumenta. A segunda expansdo torna-se mais valiosa.
Adicionalmente, o aumento do risco afeta também a op¢fo da primeira expanso. Sua relagio
valor / custo métrico cresce porque a opgdo da segunda expansio € parte dos ativos subjacentes (S) da
primeira expansdo (Figura 2-17). De fato, a mudanga de qualquer métrica da op¢io da segunda

expansdo deve mudar pelo menos a relaggo valor / custo métrico da primeira expanséo.

valor / custo

0.0
baixa ®8-5
=
g I
g ;’ﬁ\‘. OpgaoNe 1* - Se a volatlhdade do produto fmal amnenta a
3 expans) ! . , : . ;
| e, | ]
..’ Opciode2”
expansio i i
i ‘ para a dlrelta perque a 2“ opg:ao é parte do ativo |
alta | ‘ sub;acente paraa I°. ;,

Figura 2-17 — Representac#o do efeito de aumento de volatilidade no valor das op¢des em um
diagrama de “Espago de Opgdes”

Como um outro exemplo, suponha que um competidor introduz um produto substituto no mesmo
mercado que a empresa atua. A localizag@io das op¢des e as dimensdes dos circulos mudario. O
circulo sélido ou valor do ativo (S) da opgéo da segunda expansfo podera reduzir, e as opgdes da
primeira e segunda expanso irfo deslocar-se para a esquerda. Além disto, o valor do ativo subjacente

_ da primeira expanséo também deve diminuir.
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A representag@o dos circulos no espago de op¢des permite a comparagéo de estratégias. No exemplo

citado, admitiu-se que a segunda expansio ndo seria introduzida sem a realizagfo da primeira.

Em uma terceira situagdio hipotética, a empresa pode realizar qualquer uma das duas expansdes
primeiramente ou ambas simultaneamente. Neste caso, um investimento maior seria requerido para
realizar a segunda expansio se a primeira expansio ndo fosse executada primeiramente. Pode-se
assumir que as margens de lucro na segunda expans3o seriam maiores se a empresa primeiramente

ganhasse mais experiéncia com a primeira expansgo.

Estas opgdes, apresentadas como uma estratégia alternativa, ndo séo imbricadas € ndo estio mais nas
mesmas localizagdes. O diagrama da Figura 2-18 representa esta nova estratégia. Pode-se notar que a
segunda opc¢ao, a opgio da 2% expansdo, localiza-se mais a esquerda. Seu circulo sélido ou valor do
ativo subjacente (S) ¢ menor, e seu circulo tracejado ou desembolso (X) € maior que seu valor
original. A segunda opg¢@o ¢é claramente “out-of-the-money”, mas esta agora conectada diretamente a
opedo de introdugdo do produto. Dado que a opgio da 2% expansio estd mais a esquerda sob estanova
estratégia e seu circulo sélido é menor, deve-se preferi-la? Sim, desde que ela também mova para
baixo no espago, isto é, se sua volatilidade aumenta. A precificagdo da opgo no ambiente de Opgdes
Reais pode dizer o quanto a volatilidade deve crescer para compensar qualquer movimento para a
esquerda (diminuicdo da relagdo valor / custo). Finalmente, pode-se notar que, para a estratégia ndo
imbricada, o valor de ambas as op¢des de expansdo aumenta diretamente o valor do ativo subjacente
associado a introdugdo do produto. Neste cenario ndo se tem mais o caso de que qualquer mudanga
na op¢do da 2° expansdo deve afetar a localizagdo da opgdo da 1* expans@o: cada uma delas, de fato,

move independentemente.

Embora as opgdes sejam ndo imbricadas, elas sdo muito correlacionadas. Suponha, por exemplo, que
a op¢do da 2* expansdo se posicione como “in-the-money” e desta forma seja exercida
primeiramente, antes da op¢do da 1* expansio. O valor da 1* expanséo seria aumentado, porque o
ativo subjacente associado a ela deveria produzir melhores margens — a relagdo valor / custo da 1*

expansio cresce.

UNICAMP
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Figura 2-18 — Diagrama “Espago de OpgBes” e representacgfo de estratégia de opgSes nfo imbricadas

Para comparar diferentes estratégias, deve-se calcular o valor de cada op¢do de introdugio do

produto. Isto pode ser feito quantitativamente, utilizando-se as metodologias de Opgdes Reais. Em

termos visuais, prefere-se a opg@o de introdug@io do produto que esteja o mais a direita possivel e que

tenha o maior circulo sélido. A estratégia que mais realiza esta funcfo é a que tem mais valor

(Figura 2-19).

valor / custo
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Figura 2-19 — Diagrama “Espago de Op¢des” e visualizagdo do resultado da estratégia

Uma aplicagdo do uso do Espago das Opgdes € apresentada por Carvalho et al. (2000).

Os conceitos apresentados de opg¢des imbricadas s3io importantes para o entendimento dos

investimentos sequenciais e seus respectivos modelos
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CAPiTULO 3
3 INVESTIMENTOS SEQUENCIAIS

3.1 Modelo para valor do projeto estocastico e investimento

deterministico

Este capitulo apresenta uma revisio do modelo de investimentos sequenciais em OpgOes Reais € suas
aplicagdes para a avaliagio de projetos e mostra as diferencgas deste método em relagiio aos métodos

tradicionais adotados usualmente por empresas e bancos de investimento.

Um projeto de mineragdo € caracterizado por ser Unico, visto que uma jazida € uma anomalia natural,
localizada (especifica em termos de localizaco), com reservas limitadas ¢, geralmente, com grau de

conhecimento nfo satisfatorio.

As principais caracteristicas de avaliagfio econdmica na indistria de mineragfio, conforme Gentry e
O’Neil (1984) sio:

— Alto investimento na fase inicial;

— Opcdes de investimento;

— Critérios de avaliacio;

— Alternativas de financiamento do projeto;

— Espiral inflacionaria;

~ Longo periodo de vida do empreendimento (flutuagdes);

— Quantificacio do risco.
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Como definicio tem-se:

— Risco: refere-se a uma situagio onde o resultado € incerto, mas onde a probabilidade de cada
resultado possivel é conhecida ou pode ser estimada,

— Incerteza: refere-se a uma situag@o onde essas probabilidades s8o desconhecidas.

Afirmagdes quantitativas sobre risco e incertezas sdo dadas como probabilidades numéricas ou
probabilidades de ocorréncia. Probabilidades sfio fracdes decimais no intervalo entre zero e 1. Um
evento ou resultado certo de ocorrer tem uma probabilidade de ocorréncia de 1 {(um). Quanto mais a
probabilidade se aproxima de 0 (zero) mais o evento ou resultado serd menos provavel de ocorrer.

Um evento que ndo pode ocorrer tem uma probabilidade de ocorréncia zero.

Segundo Dowd (1994), o risco tem dois aspectos basicos: incerteza e consequéncia. A relagio entre

eles pode ser expressa na forma da equag3o:

Risco = Incerteza x Consequéncia . 3-1

A consequéncia pode ser medida pelo efeito de uma variavel de projeto. Combinando consequéncia e

incerteza pode-se medir o risco.

Em um projeto de mineragio, o risco geoldgico estd associado s estimativas de recurso e reserva, em
termos de tonelagem e qualidade. O grau de conhecimento geoldgico aumenta & medida que se
incrementa o nivel de informacfio ou amostragem, subsidiando a modelagem numérica e,

consequentemente, reduzindo os riscos.
Os riscos econdémicos estdo associados as expectativas futuras do prego da commodity, aos custos

operacionais e 4 avalia¢@o acurada da tonelagem de minério a ser produzida, ou seja, estdo associados

a probabilidade de realizagfio do fluxo de caixa previsto.
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Os riscos financeiros estdo associados & capacidade de investimentos da empresa (capital
exploratdrio), ao nimero de prospectos disponiveis, as ag¢Ges ndo técnicas (politicas, sociais,
ambientais) que podem embargar o processo exploratério, ao risco da probabilidade de sucesso

estimada estar errada, etc.

A nocdo de risco varia de uma empresa para outra e de um individuo para outro em fungfo de sua
capacidade de assimilar perdas. O mesmo projeto pode ser “arriscado” para uma firma e atrativo para
outra. O mesmo individuo pode avaliar um projeto de maneiras distintas, dependendo das
circunstincias. A apresentagio do pardmetro risco pode ser expressa como um nimero que representa

a probabilidade de ocorréncia do valor mais provavel de um evento.

As decisdes de investimento podem ser avaliadas utilizando o retorno esperado ¢ o desvio padrio da
distribuigio de retorno, em que o desvio padriio é visto como uma medida de risco. O indice de risco
seria medido em fungdio da divisdo do desvio padriio pela média obtida do valor presente liquido

(VPL).

Portanto, para a andlise de risco, ¢ clara a necessidade de alimentar as decisdes exploratorias com os
seguintes elementos:

~ Risco geoldgico: avaliagio de par@metros associados ao insucesso geoldgico;

— Risco econdmico: avaliagio dos parametros associados as possiveis variagSes econdmicas

(potencialidade, pregos, custos).

A quantificagio da incerteza pode criar oportunidades e aumentar valor ao avaliar ativos e otimizar

operagoes.
A explotagio de recursos naturais envolve tipicamente diversos estigios, cada um com uma

programacio de investimento ¢ com probabilidades associadas de sucesso ¢ fracasso. Uma

representacio de n estagios de explotagio ¢ apresentada na Figura 3-1 com a seguinte notagZo:
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X; Valor do projeto de explotagdo no ponto inicial no estagio j.
L Valor presente do investimento durante o estagio j.

T; Tempo de explotagdo do estagio j.

P Probabilidade de sucesso do estagio j.

A% Valor do projeto no final dos estdgios de explotagio, condicionado ao sucesso.

In Tno Y
P2 P in__<
T p! X2—< I-pt
X! < 1+

Estagio 1 Estagio 2 i Estagion

’

'

Figura 3-1 - [lustracBo dos n estigios do projeto de explotagio

Pode-se entender o projeto de explotagfio X como uma opgdo composta que pode ser continuamente
exercida 4 medida que os investimentos de explotacio sfo conduzidos. O modelo assume que, em
qualquer ponto no tempo, o investimento pode ser paralisado ou reiniciado dependendo do valor

esperado do projeto, que, por sua vez, depende dos dados geoldgicos e técnicos.

Utiliza-se 0 modelo desenvolvide por Majd e Pindyck (1987) e apresentade em Dixit e Pindyck
{1993) no qual uma empresa investe continuamente {cada dolar gasto compra uma opgfio para gastar
o proximo dolar) até que o projeto seja completado. O investimento pode ser parado e reiniciado,
mais tarde, sem custo. Existe uma taxa maxima na qual os investimentos € a construgdo podem
prosseguir, portanto, a solucio do modelo fornece uma regra para investimento sequencial 6timo que

leva em consideragdo o tempo requerido para realizar o investimento.

As equagdes basicas que regem o modelo s3o detalhadas em Dixit e Pindyck (1993) e apresentadas de

forma sumarizada a seguir.
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Neste modelo néio ha recebimentos até que o projeto esteja completo. O pagamento apds concluséio €
V', o valor do projeto em operagio. Assume-se que ¥ siga um processo de movimento Browniano

geométrico dado pela equagio (3-2).

dV = aVdt + o¥dz . 3-2)

A taxa de investimento /(¢) deve se dar na forma 0 < 7(t) <k onde £ ¢ a méxima taxana qual a

empresa pode investir produtivamente. Define-se como K o investimento total remanescente

requerido para completar o projeto. A dindmica de K ¢ dada por:

dK = —Idt . (3-3)

Tem-se, entdo, duas variaveis de estado que afetam a decisdo de investimento otima.
- A primeira € o investimento remanescente requerido para completar o projeto, K, que segue a
equacdo (3-3).

- A segunda ¢ o valor de mercado atual do projeto completo, V', que segue a equagio (3-2).

O problema é encontrar a regra de investimento 6tima, / (¥, K). A regra de investimento 6tima se

reduz a um valor critico para o projeto completo, ¥ (K), tal que quando V >V (K) a empresa

mveste & maxima taxa & . Do contrario, nio ha investimento.

Pode-se derivar uma equagfo diferencial para o valor da opcdo F(V,K). Considere um portfdlio
contendo a opg#io para investir ¢ uma posi¢iio F, em unidades de ¥ . O valor deste portfdlio &

¢ =F(V,K)-F,V,eumamudanga instantanea neste valor é:

dp=dF ~F,dV, (3-4)
dg=F,dv ~+»«§FW (dV) + FdK ~ F,dV , (3-5)
dg =%G‘2V2Fwdf—fFKdt. (3-6)
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A posigio curta requer um fluxo de pagamento de JF,Vd:, e como o investimento estd sendo
realizado, um fluxo adicional de /dt . O retorno total sobre o portfélio ¢ d¢p — Idt — 8F, Vdr . Como o

portfolio € livre de risco, deve igualar a rgdt

d¢ — Idt — 6F, Vdt = rédt , (3-7)
1/20°V?*F,, dt — IF, dt — Idt — 6F, Vdt = rddt . (3-8)
Dividindo todos os termos por dt :
1/26%V?F,, —IF, —I-6F,V =r¢, (3-9)
1/26*V?F,, —+(F —F,V)-8F,V -IF, -1 =0, (3-10)
1/20*V*F,, +{(r~8WF, —rF - IF, -1 =0. (3-11)

Quando nfio existe investimento, isto é, 7 =0, o termo F, desaparece, e a equagio é simplificada

para uma equagio diferencial ordinaria que pode ser resolvida analiticamente.

Entretanto, quando [ = &, a equagio deve ser resolvida numericamente para F(V,K)e a fronteira

critica V' (K).

A solucfo da equacio (3-11) deve satisfazer as seguintes condigdes de fronteira:

F(ro=v, (3-12)
F(0,K)=0, (3-13)
lim F, (V,K) = e (3-14)
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Quando K chega a zero, o projeto esta completo, ¢ a empresa recebe o pagamento V.
Adicionalmente, quando ¥ torna-se muito grande em relagdo ao total do investimento K torna-se
muito improvéavel que o investimento seja paralisado antes da conclusio. Entretanto, o projeto ainda
levara o tempo K /k para ser completado, e, durante este tempo, a taxa esperada de crescimento em

¥V ¢ o= u-3. Desta forma, para valores muito altos de V', um aumento de $1 em V' levaaum

aumento em F(¥,K) igual a:

K ik
- §eH gty = oKk (3-15)

A solugio é, portanto:
Quando ¥ <V e I =0, a equagio (3-11) tem uma solug#io analitica
F(V,K)y= AV, (3-16)

onde:

B =1/2-(r-8) o  +\[r-8)16* ~1/2 +2r157 . 317)
A varidvel A deve ser encontrada em conjunco com a fronteira ¥~ =¥ (K) e varia com K .

Quando ¥ >V’ e I =k aequagiio (3-11) é uma equacio diferencial parcial do tipo parabélica que

deve ser resolvida numencamente.

Uma equagio diferencial parcial (EDP) ¢ uma equacio envolvendo fun¢des e suas derivadas parciais.
Em geral, equagdes diferenciais parciais sdo mais dificeis de resolver analiticamente que as equagdes
diferenciais ordinarias. Elas podem algumas vezes ser resolvidas usando métodos tais como
transformagio de Bicklund, fun¢io de Green, separagio de varidveis, ou quando os métodos falham

(o que frequentemente ocorre), métodos numéricos tais como métodos de diferengas finitas (MDF).
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As equagdes diferenciais parciais lineares de segunda ordem sdo classificadas de acordo com as

4

propriedades da matriz

1Ié

como eliptica, hiperbolica ou parabolica.

Se Z éuma matriz definida positiva, i.e., possui todos os autovalores (eigenvalues) positivos, a EDP
¢ chamada eliptica. O autovalor (eigenvalue) e o autovetor (eigenvector) de uma matriz Z sio
respectivamente um escalar 4 € um vetor nio nulo v que satisfazem Zv =A1v. Uma matriz Z ¢
definida positiva, se e somente se para qualquer vetor ndio nulo v a forma quadratica v’ Zv >0.A
transposta v’ da matriz v é obtida pela inversdo da sequéncia de indices, tal que as linhas de v

tornam-se as colunas de v’ . O produto dos autovalores (eigenvalues) é igual ao determinante da

matriz det(Z) =| | A, . Tem-se, ent3o, det(Z) > 0 para uma EDP eliptica.
P

p=l
Se det(Z) < 0 a EDP ¢ chamada hiperbdélica e se det(Z) = 0 a EDP ¢ chamada parabdlica.

De forma a introduzir alguns parimetros, € til fazer uma analogia com uma op¢do de compra. Se V
fosse o prego de uma aglio, § seria a taxa de dividendo da agfio O retorno esperado total sobre a agfo

seria 4 =0 +«, isto &, a taxa de dividendo mais a taxa esperada de ganho de capital. Se a taxa de

dividendos fosse zero, a opgdio de compra da agfio seria sempre segura até a maturidade e nunca
exercida prematuramente. Neste caso, nfo existe nenhum custo para manter a opg¢io viva. Se a taxa
de dividendos € positiva, existe um custo de oportunidade de manter a opgfo viva ac invés de exercé-
1a. Este custo de oportunidade € o fluxo de dividendos que se renuncia ao manter a opgfo ao invés da
acdo. Como & ¢ uma taxa de dividendos proporcional, quando mais alto o prego da agfo, maior é o
fluxo de dividendos. Para um prego suficientemente alto, o custo de oportunidade de dividendos

futuros torna-se alto o bastante para fazé-lo valioso e justificar o exercicio da opgéo.
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Para o modelo de investimento, 2 € ataxa de retorno esperada de ter o projeto completo. Ela ¢ ataxa

de equilibrio estabelecida pelo mercado de capital e inclui um prémio de risco apropriado. 6 € um
custo de oportunidade de postergar a construgio do projeto e manter viva a opgfo de investir. Se o

fosse zero, ndo existiria custo de oportunidade para manter a opgio viva, e ndo haveria investimento.
Esta é araz3o porque assume-se que § > 0. Por outro lado, se § € muito alto, o valor da opggo sera
muito pequeno, porque o custo de oportunidade de esperar € alto. Quando & — oo, o valor da op¢#o
vai para zero. As Unicas escolhas sio investir agora ou nunca investir e, desta forma, aregra do VPL

padrao se aplica.
Tem-se que:
S=u-a, (3-18)
onde:
- J¢é o custo de oportunidade de esperar ao invés de investir ou o custo de oportunidade de

postergar a conclusdo do projeto.

- u ¢ataxa de desconto.

- & ¢ ataxa de crescimento do projeto ou deriva.

Pode-se deduzir as seguintes relagdes a partir de (3-18):

- O crescimento de &, traduzido como abundincia da commodity acarreta a elevagiiode i ea

redugdo do valor do projeto.

- O decrescimento de &, traduzido como escassez da commodity acarreta a redugo de i € a

elevagio do valor do projeto.
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Como o = y— & pode-se verificar:

- Ocrescimento de & , traduzido como um custo de oportunidade de esperar, acarreta a redugio do
crescimento antecipado de ¥, redugiio do valor critico ¥* que justifica o projeto e,
consequentemente, um incentivo para investir no projeto.

- Odecréscimo de & , traduzido como um custo de oportunidade de esperar, acarreta o aumento do
crescimento antecipado de V', elevagfio do valor critico ¥' que justifica o projeto e,

consequentemente, um incentivo para nfo investir no projeto.

O modelo considera uma taxa de distribuico de dividendos & relativa ao projeto e que pode também
ser definida como convenience yield. Os detentores de uma commodity percebem que sua posse fisica
pode gerar vantagens impossiveis de ser obtidas pelo detentor de um contrato futuro. Essas vantagens
podem incluir a capacidade de obter lucro de escassez temporaria ou a de manter o processo de

producgio em andamento, Refere-se a tais vantagens como convenience yield do produto.

O convenience yield mede simplesmente as expectativas do mercado quanto 4 disponibilidade futura
de uma commodity. Quanto maior a possibilidade de ocorrer escassez durante a vida do contrato
futuro, maior o convenience yield. Se os usudrios da commodity possuirem estoques elevados, serd
pouco provavel a ocorréncia de escassez em um futuro préximo, € o convenience yield tendera a ser

baixo. Por outro lado, baixos estoques resultario em um convenience yield elevado.

O que se propde, entdo, € o célculo e a construgdo do espaco de opgeBes para um determinado cenério
econdmico-financeiro e o estabelecimento do valor do projeto completo (¥). A partir dai, e
conforme ilustrado nas Figuras 3-2 e 3-3, pode-se efetuar a determinagiio dos valores de opgo em

diversos momentos associados 4 forma como ocorre a realizagio do investimento (7 ).
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Figura 3-2 — Determinagio dos valores de opgiio em um diagrama de espago de opgdes
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Figura 3-3 — Diagrama de valores de VPL (Valor Presente Liquido) e os fatores de adigéo de valor pelas Opges
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3.1.1 Estudo de caso

De forma a avaliar a atuac@o do modelo de investimentos sequenciais como um método de avaliagio,

considerou-se um conjunto de dados reais de uma mina de minério de ferro.

A Figura 3-4 apresenta os principais passos usados na metodologia e a conexio entre o estigio de
simulacdo geoestatistica ¢ o modelo de Op¢des Reais. O primeiro passo é produzir diversas
realizagdes possiveis, necessarias para estimar as incertezas da reserva e que servem de entrada para o
modelo de Opgdes Reais. A simulagdo foi realizada através de técnicas de Geoestatistica
Multivariavel (Wackernagel (1995), Carvalho (1995), Ribeiro et al. (1996)) e com utilizagdo do

algoritmo de Bandas Rotativas (Turning Bands), apresentado no Anexo 1.

Miltiplas
Imagens

L L L Y S N I Tt

-

: P?rﬁmefros Modelo de Variavel
: Financeiros Opgbes Reais tempo :
¢ Incerteza Financeira

........ R N S Y Y Y} L T N e I T YT T Yy

Miiltiplas

e L

Figura 3-4 — Fluxograma simplificado da metodologia empregada para a obtencdo de multiplas respostas

Para cada uma das imagens geradas via simulagfo geoestatistica um projeto € gerado, € a defini¢io do

sequenciamento da extrago e dos investimentos ¢é estabelecida (Figura 3-5).
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Secdo vertical

topografia

Sequéncia de explotagio

I;= investimento no estagio i
Ir, ; = investimento remanescente no estagio i

n = niimero de estigios

Figura 3-5 — Seg#o vertical ilustrando o sequenciamento de extrago e a sequéncia de investimento

A Figura 3-6 ilustra os histogramas da reserva lavravel e dos quantitativos de estéril dos projetos de
cava final obtidos a partir dos modelos simulados. A reserva ficou entre 135,8 Mt e 172,7 Mt, com
um valor médio de 163,9 Mt e com uma diferenca méxima de 36,9 Mt. A variancia é 92,5 (Mt)’ e o
coeficiente de variagdo 11'¢ 5.9%. O estéril ficou entre 137,7 Mt e 178,3 Mt, com um valor médio de
164,5 Mt e com uma diferenga maxima de 40,6 Mt. A varincia foi de 125,5 (Mt)2 , 0 que implica em
coeficiente de variacdo de 6,8%.

Histograma Histograma
T v v v

frequéncia (%)
% 08

B8
frequéncia (%)

150 155 160 185 170 175 180
Minério (MithSes t) Estéril (Milhdes t)

Figura 3-6 — Histogramas da reserva lavravel e do quantitativo de estéril dos projetos de cava final obtidos a partir
dos modelos simulados

"' coeficiente de variacdo = (\ varidncia / média) x 100
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A Figura 3-7 ilustra um formato para representagfio do valor da op¢do de investimento F(V,K) para
um dado cenario financeiro. Quaisquer valores de opgio podem ser determinados para projetos nos
intervalos [0,1800] e [0,220], respectivamente para valor de projeto completo (V) e investimento

remanescente (K). Para cada par (V,K) o valor da opgio de investimento ¢ dado pela cor do pixel.

A regra do investimento 6timo reduz-se a determinagfo do valor de cutoff critico para o valor do
projeto completo, V" (K), tal que, quando ¥ >V (K), a empresa investe 4 maxima taxa, e caso

contrario nenhum investimento € realizado. A defini¢io da fronteira livre (free boundary) é ilustrada

nas Figuras 3-8, 3-9 e 3-10.

Espaco de Opcoss

Valor do projet(l compiftado
g 8 B B

8

200

(%20 200 180 180 140 120 100 B0 &0 40 20 O
Investimento remanescente

Figura 3-7 — Exemplo numérico da Regra de Investimento Otimo. O grafico mostra o valor da opg3o de investimento
F(V.K), onde V = valor do projeto completo; K = investimento remanescente

Um parfimetro importante na defini¢fio da fronteira livre € a incerteza sobre o investimento total 7 .

Em Dixit e Pindyck (1993) e Pindyck (1992) pode-se verificar a relagdo entre o parimetro S
(incerteza técnica) e o desvio padrio do custo do projeto. Para estimar f pode-se fazer uso do fato
que, se ¥ (incerteza econdémica) € igual a zero, a varifncia do custo para se completar o projeto é

dada por:

2
oK) =|L— |k*. (3-19)
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Desde que

v(K) = (desvio padrdox K ), (3-20)

pode-se deduzir que:

B = \/ 2 x desvio padrdo® /(1+ desvio padrdo®) . (3-21)

Para desvio padrdo = 0,25 (25%),tem-se que S = 0,343 epara desvio padrdo = 0,50 (50%) tem-se
P =0,632. Usando 3-19 e uma estimativa inicial do custo esperado, K(0), o valor para £ pode ser

baseado na estimativa do desvio padréo (independente de tempo) de K.

A definig3o da posi¢do da fronteira livre (free boundary) € determinada quando a seguinte relagfio é

obedecida:

G. ——1 G, <
i, ﬁAX+1 i+1,j

g, (3-22)

onde: ¢ = AX /2 (AX corresponde a discretizagdo utilizada para a variavel V - valor do projeto

completo).

O aumento de B faz com que a diferenca entre os dois termos da equagéo (3-22) seja maior,

dificultando que a relagfo seja encontrada e, consequentemente, abaixando a posigdo da fronteira

livre.
A elevagdo da incerteza acarreta um rebaixamento da fronteira livre, facilitando a justificativa do

investimento. Isso pode ser traduzido como uma flexibilizagio da regra do investimento de forma a

permitir que se inicie o processo de aprendizado em um cenério de maior incerteza.
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A incerteza técnica faz com que o investimento seja mais atrativo. A razio € que o investimento
revela informagdo sobre o custo e, portanto, tem um valor sombra (shadow value), além da sua
contribui¢fo direta para a finalizagdo do projeto. O valor sombra diminui o custo total esperado do

investimento.

O aumento do valor da incerteza técnica faz com que projetos completos de menores valores fiquem
acima da fronteira livre e apresentem condig¢Ges para se iniciar, representando um incentivo para o

investimento.

A incerteza técnica, relativa as dificuldades técnicas e aos problemas fisicos do projeto, torna a
oportunidade de investimento mais atrativa. Mesmo em situagdes onde o valor presente liquido -
VPL do projeto for negativo, ainda assim pode ser econdmico comegar o investimento, pois o inicio
do investimento revela informacdes importantes sobre os custos internos (técnicos) e, portanto,
apresenta um shadow value que se traduz em uma reducgdo do custo total esperado, além da
contribui¢do direta para a finalizagdo do projeto. Como as informagdes chegam assim que os

investimentos sfo realizados, nfo existe valor na espera.

Espaco de Opcoes e Fronteira livre

Valor do projet(l complftado
g8 8 8 B

8

200

g’zﬂ 200 -180 160 140 -120 100 B0 60 40 20 O
Investimentc remanescente

Figura 3-8 — Gréfico ilustrando a defini¢io da fronteira livre (free boundary) para 6=20%, r=4%, pu=12%, a=6%,
desvio padrio=25%
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Espaco de Opcoes e Fronteira livre

Yalor do projetg compl_?tado
g 8 B8

8

200

Lo 2o o0 80 40 420 00 80 80 40 20 O
Investimento remanescente

Figura 3-9 — Gréfico ilustrando a defini¢@o da fronteira livre (free boundary) para 6=20%, r=4%, p=12%, 0=6%,
desvio padrao=50%

O valor critico para o projeto completo ¥ " (K) aumenta quando a volatilidade (o ) cresce e pode
aumentar drasticamente quando o atinge valores acima de 0,2 (o =20%). Desta forma o
investimento € altamente sensitivo & volatilidade, independente das preferéncias de risco de
investidores ou gerentes. As empresas podem ser neutras ao risco, € mudangas aleatdrias em
V podem ser completamente diversificaveis; um aumento em ¢ aumentara V" e, entdio, tendera a
deprimir o investimento. O efeito da varia¢do da volatilidade na defini¢fio da fronteira livre (free

boundary) pode ser visualizado na Figura 3-10.
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Espaco de Opcoes e Fronteira lire

' s
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Valor do projeto completado
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140 -120 100  -80 -60 -40 -20 [}
nvestimento remanescente

.
;
[ B
=220 =200 -180 ~160

Figura 3-10 — Gréfico ilustrando a defini¢iio da fronteira livre (free boundary) para o variando de 10 a 40%, p=12%,
o=6%, desvio padrio=25%

No contexto de juros internacionais baixos a expansio econémica mundial produz maiores fluxos
financeiros e o impacto positivo no cenario externo preserva um risco global mais baixo. Nos
modelos de Opgdes, se § € fixo, um aumento na taxa livre de risco (7 ) reduz o valor presente do
custo do investimento mas nfo reduz o valor do projeto (o valor presente do projeto que se recebe em
retorno ao desembolso é Ve™®" ,onde T é o tempo). Assim, nota-se que uma elevagiio em » aumenta
o valor das opg¢des de investimento da empresa, resultando porém em menos opgdes sendo exercidas.
Consequentemente taxas de juros mais altas reduzem investimentos, mas por uma razio diferente que
no modelo padrido. Em um modelo padrio, o aumento da taxa de juros reduz os investimento devido
a elevacdo do custo de capital. Nos modelos de Opg¢des a elevagdo da taxa de juros aumenta o valor

da opg¢do de investir ¢ aumenta o custo de oportunidade de investir agora.
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Por outro lado se se mantém « fixo, entdo 6 aumentacom o aumentode r (& + 0 =r + prémio ou
a+6 =r+d¢p,,0). Neste caso, a redugio de valor da taxa livre de risco () eleva a posi¢éo da

fronteira livre (free boundary) dificultando a justificativa de se iniciar o investimento (Figura 3-11).

Valores mais baixos de » aumentam o valor do parametro S, e aumentam o nivel do valor critico de

V". Esta é uma manifestacio pura da idéia de opcfo: uma taxa de juros baixa faz o futuro
relativamente mais importante e, entdo, ela aumenta o custo de oportunidade de exercer a opgdo de
investir. O efeito da taxa livre de risco na constitui¢do do espago de opgdes € representado na

Figura 3-12.

A utilizagdo de menores valores de taxa livre de risco acarreta uma diminuig&o do valor da opg&o no
estagio inicial (momento em que nenhum investimento foi ainda realizado) e transfere uma porgéo
maior do valor total do projeto para os estagios posteriores e correlacionados as futuras flexibilidades

a serem capturadas (Figura 3-13).

Espaco de Opcoes e Fronteira livie

Valor do projeto completo
3 B
g§ 8 8

g

1 H
220 200 -180 -160 140 120 100  -80 -60 40 20 0
nvestimento remanescente

Figura 3-11 — Graéfico ilustrando a defini¢io da fronteira livre (free boundary) para variagdes na taxa livre de risco (1)
com 0=10%, =12%, 0=6%, desvio padrio=25%
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Figura 3-12 — Ilustrag@io do efeito da taxa livre de risco na constitui¢do do espago de opgdes (6=10%, u=12%, o=6%,
desvio padrio=25%)

Cenartio:t Modeloil

Cenario:1 Modelo:l

=4%

r=3% )

Figura 3-13 — Diagrama de valores de VPL, Op¢éo no momento zero, Incrementos de Opgdes e VP de Opges para
um projeto nos cendrios r=4% e r=3% (0=10%, p=12%, 0=6%, desvio padrdo=25%)
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Luehrman (1998) descreve uma maneira efetiva para visualizar os valores de op¢io e suas
dependéncias com quatro parimetros (Prego do ativo subjacente-S, preco do exercicio-X,
volatilidade-o e tempo de expiragdo-f) combinado dois a dois. Ele da o nome de espago de opgdes
para o grafico final em forma de retngulo. O espago de op¢des € caracterizado por duas métricas de
valor. A primeira ¢ chamada valor / custo métrico e € definida como o valor dos ativos subjacentes

() dividido pelo valor presente do investimento (X). A segunda métrica é chamada volatilidade

meétrica e ¢ expressa pela equaco: volatilidade métrica = oWt .

O formato de um grafico de espago de opg¢des € ilustrado na Figura 3-14. Seis regides so
selecionadas no espago de op¢des para dar ao empreendedor a flexibilidade necesséria para visualizar
o momento dos investimentos. Por exemplo, aregido 1 corresponde a valor / investimento maior que
1.0 e baixa volatilidade. Contrariamente, a regido 6 € associada a baixa volatilidade mas
valor / investimento abaixo de 1.0 (custo do projeto é maior que o beneficio potencial). As outras
regides apresentam as varidveis valor / investimento e volatilidade entre aqueles dois extremos. A

melhor deciszio sob incerteza deve variar para cada regifio particular.

volatilidade

» 3= | Somente na

regifio 1 e 2
, o VPL métrico

¢ positivo
Valor / investimento

1.0

Figura 3-14 - Ilustragiio de um grafico de espago de opgoes apresentando as regies e melhores decisdes de
investimento sob incerteza

O aumento da taxa livre de risco () altera particularmente a inclina¢fo da curva que define a
fronteira entre as regides 2 e 3, fazendo com que a mesma se dobre para a direita. Este efeito pode
modificar a posi¢do de um projeto no espago de opgdes e, consequentemente, pode influenciar na

melhor agfo sob incerteza (Figura 3-15).
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Figura 3-15 — Influéncia da taxa livre de risco (r) na determinagio das fronteiras das regies no espago de opgdes
( (a)-menor valor de r, (b)-maior valor der)

O prémio de opgao capturado pelo valor da opgio no momento zero situa-se no nivel de 25%. Os
diagramas de valores de VPL, Opcéo no momento zero e VP de Opgdes sio representados nas

Figuras 3-16 e 3-17 para 50 possiveis projetos definidos a partir dos modelos obtidos por simulag#o.
A Figura 3-18 apresenta o histograma de VPL convencional para os projetos gerados.

A Figura 3-19 ilustra o Espago de Opgdes para trés cenarios com 6=10%, 6=20% ¢ 6=30%. O
posicionamento e a inclinagio das classes de valores das opgdes de investimento F(V,K),

representadas pela gradagfo de cores entre azul e vermelho mostram o crescimento do valor da opgéo

com o aumento do valor da volatilidade o .
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Os histogramas de op¢ao (Figuras 3-20 e 3-21) mostram diferengas evidentes nos valores médios e

nas classes de frequéncia quando comparados com histograma de VPL convencional (Figura 3-18).

O crescimento da dispersdo de resultados (incremento da variancia de valores financeiros) ¢é
claramente constatado pela observagio dos graficos de evolug@o do VPL convencional e das opgdes
ao longo dos anos (Figura 3-22). A representagfio das linhas de evolugdo do VP de Opgdes na
Figura 3-22 assume que todos os incrementos de op¢des (flexibilidades) podem ser capturados ao
longo da vida do empreendimento. Assim, ndo ha convergéncia dos resultados com a evolugéo dos
anos e as dispersdes constatadas no ano 20 correspondem aos cenarios representados nos histogramas

da Figura 3-21.

A Figura 3-23 apresenta os diagramas correlacionando Valor / Custo métrico ® com Opgo no

momento zero ¢ VP de Opg¢des para os projetos gerados e considerando-se diferentes volatilidades.

# Valor / Custo métrico = Valor do projeto completo / Valor Presente (VP) dos Investimentos.
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Figura 3-16 — Diagrama de valores de VPL, Opg¢io no momento zero, Incrementos de Opgdes € VP de Opgdes para
as simulagdes 1 a 25 (6=10%, r=4%, u=12%, 0=6%, desvio padrio=25%)
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Figura 3-17 — Diagrama de valores de VPL, Op¢fo no momento zero, Incrementos de Opgdes e VP de Opgdes para
as simulac¢des 26 a 50 (6=10%, r=4%, u=12%, 0=6%, desvio padrio=25%)
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Figura 3-18 — Histograma de VPL convencional para os projetos gerados
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Figura 3-19 — Valor da opgéo de investimento F(V,K) para 6=10%, 6=20% e 6=30%
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Figura 3-20 — Histogramas de Op¢io no momento zero para 6=10%, 6=20% e c=30%
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Figura 3-21 — Histogramas de VP de Opgdes para 6=10%, 6=20% e 6=30%
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Figura 3-22 — Evolugio do VPL convencional (verde), da Op¢fio no momento zero (+ em vermelho) e do VP de
Opg¢oes (violeta) ao longo dos anos para 6=10%, 6=20% e 6=30%
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Figura 3-23 — Diagramas correlacionando Valor / Custo métrico com Opg¢do no momento zero e VP de Opgdes para
os projetos gerados e considerando-se diferentes volatilidades: 6=10% (x), 0=20%(<) e 6=30% (*)
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Davis (1994) menciona que ativos minerais sdo negociados a valores de mercado significativamente
maiores que seus valores de fluxo de caixa descontado (FCD). Uma possivel explicag@o é que a
analise por FCD n#o incorpora adequadamente o valor gerado pela flexibilidade gerencial. Segundo
Davis (1994), o prémio da opgio gerado pela flexibilidade gerencial explica pelo menos metade da
diferenca entre o valor do FCD e o valor de mercado. As reagdes estratégicas as circunstincias de

mudangas adicionam valor ao ativo além do valor calculado pelas técnicas de FCD.

Bhappu e Guzman apud Davis (1994) descrevem que FCD ¢ a pratica da indudstria mineral para a
avaliacdio de ativos e citam que as técnicas de FCD subestimam o valor do ativo mineral, tanto na

fase de projeto como no valor da empresa.

Davis (1994) diz que os dados sfio ainda superficiais ou incompletos, mas que existe alguma
documentac@o. Este autor descreve que, por exemplo, o valor presente liquido (VPL) dos dez maiores
ativos de empresas de ouro americanas e canadenses, calculado a partir de técnicas de desconto
ajustado ao risco e um custo médio ponderado de capital (WACC — weighted average cost of capital)
¢, em média, 30% abaixo da estimativa ajustada ao valor de mercado."* Isso significa que tem-se que
aumentar o valor do FCD em 43%, em média, para obter o valor de mercado dos ativos de

propriedade dessas empresas.

O valor do prémio da opgéo é de grande relevincia quando comparado a escala do projeto. Os
graficos apresentados na Figura 3-24 ilustram o valor do prémio da opg&o e o valor presente (VP) das
opgdes comparado com dois fluxos financeiros: o valor do FCD e o valor presente (VP) das receitas
brutas de vendas. A compara¢iio com o VPL permite calcular o percentual pelo qual o mesmo ¢é
aumentado pelo prémio da opg&o e determinar a lacuna entre o VPL e o valor de mercado. A medida

definida pelo terceiro indice (/, ) informa o valor da flexibilidade comparada com as receitas do

projeto. Essa comparagdo com o valor presente (VP) das receitas brutas oriundas das vendas é

interessante, porque ela ressalta o “equivalente de receitas” derivado das flexibilidades.

12 Estimativa ajustada ao valor de mercado = Valor de mercado total + Endividamento de longo prazo — Capital de giro—

Investimentos (em ativos) — Ativos financeiros (exceto ouro)
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Os indices representados nos graficos da Figura 3-24 podem ser definidos pelas seguintes relagdes:

7 = ( Opg¢do no momento 0
‘ VPL

-1Jx100,

I {W_l}wo,
VPL

I = Opg¢do no momento 0 - VPL <100
>\ VP(Receitas brutas de vendas) '

(3-23)

(3-24)

(3-25)

%
B 8 & 2 8 3 85 B

5 I

T I E3

EIE )
No. simutagac

EREE
No. simulagao

Figura 3-24 — Graficos de indices das relagdes I;= Prémio da Opg¢do/VPL, IL,=(VP(Op¢io)-VPL)/VPL,
I;=Prémio da Opgio/Receita bruta para os projetos gerados nos cenarios 6=10%, 6=20% e 6=30%
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Os valores médios dos indices 7, so 23,4%, 28,3% e 35,8%, respectivamente para 6=10%, 6=20% ¢

6=30%. A consideragio do valor total de todos os incrementos de opgdes eleva os valores médios

dos indices I, para 71,1%, 74,3% e 77,8% respectivamente para 6=10%, 6=20% e 6=30%.

Admitindo o percentual de 43% citado por Davis (op.cit.) como limite superior do diferencial entre

VPL e valor de mercado, verifica-se que o prémio de op¢@o medido pelo indice I, consegue capturar

uma grande porgdo daquele valor.

Em relagdo ao prémio de opg¢do medido pelo indice 7,, ndio é razoavel assumir que todas as
flexibilidades podem ser capturadas ao longo da vida do projeto. Somente uma percentagem dos
incrementos futuros nos valores da op¢io deveria ser considerada. Esses valores percentuais variam
de acordo com a volatilidade considerada. A titulo de exemplo, considerando os valores médios de
Iiel,( I e 1) e o limite superior de 43% j4 descrito, tem-se percentuais de adigfio de incrementos
futuros na opg¢io de 41%, 32% e 17%, respectivamente para volatilidades de 10%, 20% e 30%
([T +41%(I, —1,)] para 6=10%; [I: +32%(I2 —1:)] para 6=20%; [I +17%(I> —1:)] para
6=30%).

Ao comparar os resultados obtidos através de VPL convencional com parametros deterministicos
contra o modelo de Opgdes Reais, o qual inclui flexibilidades operacionais, pode-se ver que o tiltimo
reavalia os recursos minerais, fornecendo um maior valor econdmico para o recurso extraido. As

diferencas nos calculos fornecem o valor da flexibilidade considerada.

Dowd (1994) define fator de risco como o coeficiente de variagdo de uma distribuic8o de valores
monetarios, medido em porcentagem. Este conceito pode ser aplicado ao caso-estudo em questdo. Na
aplicagdo considerada no presente capitulo, as variagdes na reserva foram levadas em consideragfo e

os resultados sdo apresentados para variagdes em volatilidade.
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A Figura 3-25 mostra os graficos de indice de risco, cada um gerado a partir de 50 simulagdes. Os
graficos ndo apresentam variagGes consideraveis na escala do fator de risco em fungfo de variagdes
na volatilidade. Pode-se observar que no ha um aumento do indice de risco com o aumento da
volatilidade. Isso se deve ao fato de que, apesar do aumento da varidncia dos resultados, ha também o
aumento do valor médio do valor da opgio, fazendo com que o indice de risco se mantenha nos
mesmos patamares. Em outras palavras, o efeito do aumento da op¢io (upside potential) causado
pelo aumento da volatilidade compensa o aumento da dispersdo dos resultados, mantendo os

coeficientes de risco nos mesmos niveis.

Indices de risco

Risco (%)

Figura 3-25 — Ilustragio dos Indices de Risco obtido a partir dos resultados de VPL, Opgio no momento zero ¢ VPL
de Opgdes para 3 cenarios econdmico-financeiros diferentes (6=10%, 6=20% ¢ 6=30%)

3.1.2 Analise dos resultados
O sumario do estudo apresentado demonstra como os modelos de Op¢&es Reais podem ser uteis para

avaliar valores de propriedades durante as fases de viabilidade e planejamento de projetos bem como

para avaliar estratégias operacionais e riscos associados em minas em operagio.
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A implementag@io computacional do modelo de investimentos sequenciais mostra que uma fracio
significante do valor total do projeto esta relacionada a opgdes operacionais disponiveis aos gerentes

durante a fase de extragfo.

O valor adicionado e ndo percebido na anélise por FCD vem no da volatilidade do preco do mineral
propriamente dita, mas de dois tipos de flexibilidade gerencial que consideram as vantagens desses
movimentos de pregos — flexibilidade operacional e flexibilidade de investimento. A flexibilidade
operacional inclui a opco de variar os parAmetros de operagdo, tais como fechamento, reabertura,
expansio, contragio, abandono, otimizagZio de teores de corte e variagdo das taxas de producdo. A
flexibilidade de investimento ¢ a habilidade de postergar o inicio do desenvolvimento do projeto caso
os precos estejam baixos, estabelecendo o melhor momento para o desenvolvimento de novas

propriedades.
A magnitude do prémio de op¢io derivado da flexibilidade depende das caracteristicas fundamentais

do ativo subjacente que, neste caso, ¢ a estrutura econdmico-financeira do projeto de minerag#o a ser

gerenciado.
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3.2 Modelo para valor do projeto estocastico e investimento
deterministico: incorporagao de condi¢do de optimalidade

Majd e Pindyck (1987) consideram um modelo de investimento irreversivel sob incerteza com uma
taxa maxima de investimento, de tal forma que o projeto tem um tempo de construgiio, e existe a
possibilidade de suspensfio sem custo e retomada do investimento antes da finalizagdo. Milne ¢
Whalley (2000) e Milne e Whalley (2001) demonstram que a formulagio de Majd e Pindyck (1987) e
a solug@io numerica descrita em Dixit e Pindyck (1993) omitem uma condigfio de optimalidade
essencial: no limite inferior (¢Areshold) do investimento, o beneficio marginal para investir (aumento

marginal no valor do programa de investimento) deveria ser igual ao custo marginal.

O valor do programa de investimento antes de completado, F', é um direito sobre o valor do projeto
completo, ¥ . Dado que o projeto ndo aumenta o conjunto de oportumidades disponiveis ao investidor
nos mercados de capital, pode-se usar um argumento de reprodu¢io ou, no caso de um investidor
neutro ao risco, programagdo dindmica para derivar o a equagiio de avaliacfo satisfeita pelo programa

de investimento:

%O‘zVQFW +(r—8WF, —rF + max{l(~ F,, =1),0}=0. (3-26)

Gslzk

A consideragfo do termo final mostra que a politica de investimento optimal é:

I=k se —F,-120, (3-27)
I=0 se -F, ~1<0, (3-28)

i.e., investimento prossegue & méxima taxa se o beneficio marginal para investir (- ¥, ) ¢ maior ou

igual ao custo marginal (-1). Se o beneficio marginal liquido para investir (beneficio marginal + custo

marginal) é negativo, nenhum investimento ocorre.
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Isto resulta em um limite de investimento 6timo ¥~ (K), ou valor do projeto completo, acima do qual

o investimento deveria prosseguir 2 maxima taxa. Em V", dado que a fungiio satisfaz as condigdes de
atenuagBo (assume-se que a fungfio ¢ continuamente 2 vezes diferencidvel em J eumaem K ), o

beneficio marginal de investir deve ser zero, i.e.,
L 4+1=0. (3-29)
Esta condigiio de optimalidade € omitida por Majd e Pindyck (1987).

Vai-se definir como F a solugiio para o caso quando ¥ 2V e fparaocasoonde V <V'. F e f
satisfazem as seguintes equagdes diferenciais parciais:

%azvzﬁ*ﬂ, +{(r —~SWF, —rF = k(F, +1), (3-30)
(5
%ansz +(r=S8Wf, —rf =0, (3-31)
sujeitas a
Froy=v, (3-32)
fO0,K)=0, (3-33)
lim F(V,K) = Ve ®'* +£(e“""”‘ ~1), (3-34)
> ¥
F(V',K)=f(V',K), (3-35)
F,(V.K)=f,(V.K), (3-36)
F WV ,K)=f V' ,K)=-1. (3-37)

Substituindo a = %O’z e b =r~3J nas equagdes (3-30) e (3-31), tem-se
aV?’F,, +bVF, —rF = k(F, +1), (3-38)
aV’y,, +bvf, —rF =0. (3-39)
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3.2.1 Solugdo analitica para f(V,K) (caso V <V")

Para encontrar a solugiio analitica da equagfo basta assumir que a solugo geral da mesma é da forma

FV,K)y=AV®. (3-40)
Tem-se que:
SV, K)=adV ™™, (3-41)
€
[ V. K)=a(a -DAVE?. (3-42)

Substituindo agora as equacdes (3-40), (3-41) e (3-42) na equacio (3-39) tem-se
aVia(a -DAVE? +bVadVe" —rdV* =0, (3-43)
e rearranjando os termos na equago (3-43) tem-se
(ac® +(b—a)a—r)AV*® =0. (3-44)

A soluglo trivial ¥ =0 nfio interessa; portanto, deve-se encontrar @ resolvendo a equagdo de

segundo grau

aa’ +(b-a)a—-r=0. (3-45)
Pela equacio (3-45), tem-se

A=(b-a) +4ar, (3-46)

que leva a solugdo dada por

_ —(b—a)i«/(b—a)2+4ar. 47)

1.2
2a
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Como a soluclio que interessa exige que « > 0, tem-se, entio,

o= —(b-a)++(b—a)’ +4ar

2a
Logo, a soluciio geral para o caso analitico (¥ <V ") é da forma

{bayrof (b~a) +dar
fV,K)= AV 20

3.2.2 Solugdo numérica F(V,K) (caso V' =2V")

(3-48)

(3-49)

Para a obtengdo da solu¢do do caso numérico sera utilizado o método das diferengas finitas (MDF).

Com isso pode-se utilizar as seguintes aproximagdes

F,(V,K)~ NG

F(V +AV,K)=2F(V,K)+ F(V - AV,K)

Ky~ 2AV

Fe(V,K) =

F(V +AV,K)~ F(V - AV, K)

F(V,K + AK)— F(V,K - AK)

2AK

(3-50)

(3-51)

(3-52)

Usando anotaglio £, ; = F(iAV, jAK) , pode-se simplificar as equagBes (3-50), (3-51) € (3-52), e com

1880 obter-se

Ff+1,j - 2Fi,j + FHJ
Fov = AV? ’
FV Fz‘+1,j _E'—-l,j ’
2AV
~ F«',j+: "F;‘.j—l
K 2AK

{3-53)

(3-54)

(3-55)



Substituindo as equagdes (3-53), (3-54) e (3-55) na equagdo (3-30), tem-se:

aV} bV, k
W(Fm,j _ZF.',j +E‘—i,j)+m(}?i+l,j _Fz-1,j)—rF;,j "ﬁ(ﬁ},ﬂl “Fi,jq)"k =0. (3-56)

Definindo Y =& e
AV

k x
; AR £ e reagrupando os termos da equagdo, tem-se:

(a&! +0.5b&))F, =k. (3-57)

i+, j

_(Zaéiz +F)Fi,j +(a§i2 _O'Sbfi)FH,j - Ff,jn + fF,

i1

Os elementos que deverdo ser compostos na matriz para se encontrar as solugdes em todos os pontos

F,; podem ser sumarizados segundo as equagdes:

A= (a&] +0.5b&,) ,que corresponde a solugfio Fiis (3-58)

B = ~(2a§f +r) ,quecorresponde a solugfo F ;s (3-59)

C=all -0.5b¢, |, quecorresponde a solugdo F,_, (3-60)

D=g. (3-61)
Simplificando a equaco (3-56) tem-se:

AF, , +BF +CF_ ,—DF, . +fF, _ =k. (3-62)

A analise para a determinagZo das equagdes que regem a pseudo fronteira conduz as deducdes

apresentadas a seguir.

Se lim F(V,K) = Ve ™ + £ (&% -1, logo Jim F, (7, K) = ¢,
— v ey

Como F, %M isto implica que
g 20V
. F. . .-F_ .
e Ik o (3-63)
2AV
Portanto,
F.; =20Ve ™ 4 F (3-64)
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Assim, tem-se a equacio:

AQAVe M 1 F Lt

Reagrupando:
BF, . +(A+C)F,_, ;, — DF,

i, j+1 £ -3

Pelas condi¢Bes de contorno:

F,, =0,
F,, =iAV,
F,,., =0,

F, (nAV, jAK) = ™0 ™%

+DF. . =k —2AAVe ™ BF

)+ BF,, +CF,, , ~DF,, +fF,,, =k.

(3-65)

(3-66)

(3-67)
(3-68)
(3-69)

(3-70)

Um exemplo ilustrativo é mostrar a constitui¢@io de uma matriz 4 x 4. A matriz pode ser mostrada da

forma:

Pseudo fronteira
4dv Ex 1) @x2y—{E4x3)—4x4
Ay GxD—@xD—03x3)—(3x4) 0
2dv RxD—(2x2)—2x3)—{2x4) 0
1gV pme (] x 1) === (1 X 2) = (1 x 3) = (1 x 4) o
L.
K ¢ ¢ i} 0 0

Fromteira

As dedugdes das equagdes relativas aos pares (i,j) definidos na malha acima sfo apresentadas no

Anexo 2. As equagdes definem um sistema linear com dezesseis incognitas que representam os

valores da opgio de imvestimento F; ; da malha 4x4 analisada.
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= b, obtém-se:

Colocando o sistema em forma matricial, Ax
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k~2AVD,,

k=3AVD,,

k
k
k

k- 24, AVe T _4AVD),,

k - ZAQAVE_:‘;M%
k-2 A, AV
k— LA AVe M

. . - . . -1
Uma vez resolvido o sistema, o que implica encontrar a matriz inversa A , todos os pontos da

malha, pares (i,j) correspondentes a opgio de investimento F; ;, sdo obtidos.
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Como em uma EDP eliptica cada elemento pode ser calculado dependendo dos quatro elementos
adjacentes, tem-se, para cada elemento a ser calculado, o méximo de quatro outros elementos
disponiveis, como mostra a célula representativa abaixo. O processo de discretizagiio das EDPs
resulta em um sistema de equagdes lineares algébricas (SELA). O método de discretizagio
empregado, MDF, usa um esténcil de cinco pontos, que pode ser visto na representacdo abaixo. As
matrizes geradas sdo do tipo banda, que apresentam todos os elementos ndo nulos distribuidos

regularmente em diagonais préximas a diagonal principal.

Observe-se o elemento central da célula Fj;. Este elemento ¢ calculado baseado nos valores dos
quatro elementos adjacentes, no caso os elementos em vermelho, Fivyj, Fipj, Fij+1 € Fij.:. Cada linha
da matriz contém, no maximo, cinco elernentos ndo nulos - o proprio e mais seus quatro elementos
adjacentes. Se o elemento a ser calculado estiver perto da fronteira da malha, o elemento pode ser
representado apenas por dois (menor caso), ou trés elementos adjacentes. Na figura acima, este seria
o caso onde um ou dois elementos em vermelho seriam conhecidos pelas condigdes de contorno e,

portanto, ndo representariam varidveis do sistema.

Portanto, cada linha ou coluna da matriz do sistema contém no maximo cinco elementos ndo nulos. A
propria estrutura de uma EDP eliptica ajuda bastante na redugdio de variaveis necessarias ao
armazenamento. Uma matriz dessa forma, com apenas poucos elementos nfio nulos por linha on

coluna, ¢ chamada de matriz esparsa.

A matriz 4 segue um padrio de formagho e pode-se individualizar a constitui¢@o de blocos conforme

apresentado na Figura 3-26.
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Martriz 4

] 2 4 5 2 10 iz 14 1‘6
coluna
# Elementos ndo nulos

Figura 3-26 — Representagiio da matriz 4 do sistema para calculo dos valores das opgdes de investimento E ;

As matrizes 4 e b podem ser reescritas utilizando-se as seguintes notagdes simplificadas:

D 4 0 0 b,
Lole D40 . b- b |
- 0 ¢ Dy 4, b,

0 0 C,_ D, b,

onde D, 4;, C,, ..., D_, 4 _,, C,_, skoosblocos representados na Figura 3-26, cada um deles com

seus respectivos elementos da matriz.

Os blocos da matriz b podem ser explicitados da seguinte forma:

k-2AVD,, k—2AVD,, k —3AVD;, k—24,AVe®™* _4AVD,,
k k k _ ~28 Mk
b= by = by = b, = k—-24,AVe o
k k k k-24,AVe™

k k k k—2A4,AVe %t
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3.2.3 Comentarios sobre a solugéo de equagbes de diferencas finitas

Um método de diferencas finitas com aproximagdo de valor de fronteira conduz a um sistema de
equacdes algébricas. Para problemas de valor de fronteira linear estas equagdes sfio lineares € o
numero delas é geralmente grande. Os métodos de solugio pertencem, essencialmente, 3 classe de

meétodos diretos ou 2 classe de métodos iterativos.

Os métodos diretos resolvem o sistema de equagdes em um niimero conhecido de operagdes
aritméticas, e os erros na solugfio surgem inteiramente de erros de arredondamento introduzidos
durante os calculos computacionais. Basicamente, esses métodos diretos sdo métodos de eliminagao,
dos quais os exemplos mais conhecidos sfo 0 método de eliminagio Gaussiano sistematico € o

método de decomposi¢io triangular que fatora a matriz 4 das equagBes Ax=5 em 4= LU, onde

L e U siio as matrizes triangular inferior e superior respectivamente. No dltimo método, uma vez

que a decomposigio foi determinada, a solugdo é calculadade LU x = b colocando Ux = y e, entdo,
resolvendo Ly = b para y porsubstituicoe U x = y para x por substituicio reversa. Com ambos os

meétodos ¢ usualmente necessario empregar pivotamento parcial para controlar o crescimento dos

erros de arredondamento.

Pode-se notar que, quando a aritmética desses métodos é conduzida em computadores, os erros de
arredondamento introduzidos durante os calculos frequentemente tém menos efeito sobre a solugiio
que os erros de arredondamento nos coeficientes e constantes das equacdes. Em outras palavras, a
solugiio € tdo acurada quanto os dados autorizem. Isto nfio implica que o nimero de digitos
significativos na solugfio seja 0 mesmo que nos dados. Se esse nimero é menor, a perda de precisiio
ocorre no através do método de solugfio, mas porque as equagdes sdo mal condicionadas no sentido

de que pequenas mudangas nos coeficientes produzem grandes mudangas na solugio.

Apesar de que os métodos de eliminagio Gaussiana e decomposi¢iio LU sfio matematicamente
equivalentes, os erros globais do método LU podem ser menores que aqueles da eliminagio
Gaussiana se os produtos internos sfo acumulados em aritmética de dupla precisdo. Sem a

acunulagiio em dupla precisio, os dois métodos sio numericamente e matematicamente equivalentes.
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Se a matriz de coeficientes pode ser armazenada diretamente na memdria RAM do computador, entio
os métodos diretos, em geral, sdo mais rapidos ¢ mais precisos que os metodos iterativos.
Adicionalmente, se a matriz de coeficientes tem alguma estrutura ou propriedade especial é
usualmente possivel aumentar o nimero de equagdes que podem ser resolvidas através de uma

programagio eficiente.
Os métodos diretos s3o certamente preferiveis aos métodos iterativos quando:

i) Diversos conjuntos de equagdes com a mesma matriz de coeficientes ( 4 ) mas com diferentes

lados direitos (b ) tém que ser resolvidos.

ii) A matriz € quase singular. Neste caso, pequenos residuos n&o implicam erros pequenos na

solugfo.

Além do problema de imstabilidade numérica que decorre da propagaciio dos erros de
arredondamento, podem também ocorrer problemas de mau condicionamento das matrizes. Para se
analisar convenientemente o problema do condicionamento, ¢ necessario introduzir a nogio de

normas vetoriais e matriciais.

Na pratica, raramente é necessario calcular a matriz inversa de 4 . Uma melhor forma, sob o ponto de
vista de precisio numérica e de tempo de execugdo, ¢ usar o operador de divisdo dematriz x = A\b.

Isto produz a solugdo usando eliminagdo Gaussiana, sem a necessidade de formar a matriz inversa. A
solugdo direta produz residuos da ordem da precisfio do computador, mesmo que o sistema seja mal

condicionado.  Considerando-se  x= A\b pode-se definir o  residue  como:
residuo = normal 4 *x—l_a). A norma da matriz ¢ um escalar que da uma medida da ordem de

grandeza dos elementos da matrniz.
Como pode ser visto neste capitulo, as matrizes associadas com equagdes de diferencas finitas

aproximando equagdes diferenciais parciais sdo matrizes bandadas, 1.e., matrizes com elementos ndo

nulos posicionados em duas sub-diagonais paralelas e superiores a4 diagonal principal ¢ duas
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sub-diagonais paralelas e inferiores 4 diagonal principal. Essas matrizes sdo também usualmente
esparsas, 1.e., o nimero de elementos nulos na matriz € muito maior que o numero de elementos ndo
nulos. Para este tipo de matriz o método de eliminagdo Gaussiana padriio ¢ ineficiente no sentido que
ele insere elementos nulos (zeros) entre as “bandas™ (diagonais) com elementos nfo nulos e que t€ém

de ser armazenados e usados nos estagios subsequentes do processo de eliminagéo.

Entretanto, com os métodos iterativos nenhuma aritmética € associada com coeficientes nulos.
Assim, poticos niimeros t&m que ser armazenados em computador. Como consequéncia, os métodos
iterativos podem ser usados para resolver sistemas de equagdes considerados muito grandes para o
uso dos métodos diretos. Outra vantagem, nfio possuida pelos métodos diretos, € sua extensfo paraa

solucio de conjuntos de equagdes nio lineares.

O uso eficiente dos métodos iterativos ¢ muito dependente do calculo ou estimativa de valor ou
valores de parametro de aceleragfio, e do fato dos coeficientes da matriz serem bem condicionados.
Caso contrario, a convergéncia sera lenta e o volume de calculo serd muito grande. Com parimetros
de aceleragfio o volume de calculos matematicos dos métodos iterativos para grandes conjuntos de

equagdes pode ser menor que para métodos diretos.

Um método iterativo para a resolug@o de equacgdes € aquele no qual uma primeira aproximacso é
usada para calcular uma segunda aproximacio que, por sua vez, € usada para calcular uma terceira e
assim sucessivamente. O procedimento € convergente quando as diferengas entre a solugfio exatae as
aproximagdes sucessivas tendem a zero quando o nimero de itera¢des aumenta. Em geral, a solug#o
exata nunca é obtida em um nimero fimito de passos, mas isso ndo importa. O que é importante é que
as iteragdes sucessivas convirjam rapidamente para valores que sejam corretos para uma precisio

especificada.

Como mencionado anteriormente, considera-se o uso de métodos iterativos quando um método direto
requer mais espaco de armazenamento em computador (memoria RAM) que o disponivel e a matriz
de coeficientes ¢ esparsa, porém bem condicionada. Essa € uma situagdo que frequentemente surge

com as equagdes de diferengas finitas aproximando EDP elipticas e com condig8es de fronteira.
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Os métodos iterativos classicos sdo: Jacobi, Gauss-Seidel e SOR (Successive over-relaxation). Uma

descrigiio pormenorizada de métodos iterativos € dada em Young (1971).

Ames (1977) expGe que para uma equagdo eliptica linear, cujos coeficientes das derivadas segundas
nas duas dimensGes sdio positivos ¢ o termo independente € negativo ou zero e existe fronteira
fechada definida com condigdes de Dirichlet'” (como é o caso da maioria das EDP em financas) entdo

o sistema Ax =4 € unico. Tem-se, entdo, a garantia da unicidade da solugfo.

Os métodos numéricos para a solugio de EDP que surgem nos modelos de Opgdes Reais sdo
discutidos em Brennan e Schwartz (1978), Geske e Shastri (1985) e Hull e White (1990). Os leitores
que desejam desenvolver habilidades na resolugio de EDP podem fazer referéncia a Smith (1971) e

Strikwerda (1989).

Uma importante questéo relacionada com o tratamento pratico das equagdes algébricas provenientes
do MDF ¢ a estabilidade. O sistema de equagdes algébricas necessita ser resolvido numericamente, o
que significa que alguns erros de arredondamento so introduzidos a cada passo. Além disso, nfio se
pode considerar as condi¢des de fronteira como exatas - elas sdo sujeitas a pequenas perturbagdes

como resultado de qualquer implementagio numeérica.

A idéia essencial ao definir estabilidade € que um processo numérico confiavel deveria limitar a
amplificagdio das componentes das condigdes de fronteira. Suponha que no passo inicial n = ( se
introduz um pequeno erro nos valores da fungdo ao discretiza-la na malha. O método deveria garantir
que a influéncia desse erro diminui quando se move ao longo da linha do tempo na solugdo da
equacdo de diferengas finitas. O teorema de equivaléncia de LAX estabelece que, para equagdes
lineares, as propriedades de estabilidade e consisténcia sfo equivalentes aquela de convergéncia.
Suponha que um MDF seja consistente com a equagiio original. Para que o método convirja para a

solugfo real de uma EDP quando o intervalo de discretizagio diminui, ele tem que ser estavel com

1 As condigBes de fronteira de Dirichlet sdo as condigdes de fronteira de EDP que dio o valor da fungio sobre uma

superficie.
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relacio a pequenas perturbagdes. Além disso, a estabilidade € a condigao suficiente e necessaria para

a convergéncia,

O MDF € uma das primeiras ferramentas matemdticas empregadas para resolver EDP. A metodologia
de MDF foi utilizada pioneiramente para valorar derivativos por Schwartz (1977), Brennan ¢

Schwartz (1978), e foi estendida por Courtadon (1982).

Existem duas implementacdes para 0 MDF: método explicito e método implicito. O MDF explicito
calcula o valor de uma op¢#o no tempo t + At como uma fungdio de valores no tempo t. Os calculos
desenvolvem-se recursivamente do tempo 0 (t = 0 ou data de expiracfio) para o tempo T (data atual).
O MDF implicito calcula o valor de uma opgo no tempo t como uma fung#o de valores no tempo t +
At. O método implicito requer a resolucfio de sistemas de equagdes lineares para desenvolver os

calculos a partir do tempo t para o tempo t + At.

O procedimento utilizado na elaboragfo das rotinas do Capitulo 3.1 ¢ uma variante da forma explicita
do MDF. A implementacio computacional do modelo do Capitulo 3.2 & realizada utilizando-se o

método implicito.

Para comparar os métodos de diferencas finitas pode-se classifica-los como instavel,

condicionalmente estavel ou incondicionalmente estavel.

O MDF instavel obtém grandes mudancas nos valores de opgdes para pequenas mudangas nas
condi¢des iniciats. Ele acumula grandes erros de calculos. O MDF instével ndio converge para a

solucéo da EDP.

O MDF condicionalmente estavel obtém pequenas mudangas nos valores de opgdes para pequenas
mudangas nas condi¢des iniciais. Ele converge para a solugio da EDP, mas o0s erros de calculo
flutnam em funcfio das discretizagSes das varidveis. Neste caso hd uma diminui¢8o dos erros de

calculo quando o ntiimero de intervalos de particio aumenta.
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Para implementar o MDF constréi-se uma malha onde a dimens3o horizontal representa os valores
discretos da variavel K com passos constantes AK e a dimensio vertical representa pontos discretos
no valor do projeto completo V com passo constante AV. Em qualquer no (i,j) da malha pode-se

calcular o valor das varidveis V' e K como V =iAV e K=K, + jAK.

A partir de resultados encontrados em Berezin e Zidkov (1960) verifica-se que uma condigéio

necessaria e suficiente para a estabilidade de MDF explicito é que « = AV /AK? <1.

Entdio, a condigdo « =1 estabelece a fronteira de estabilidade para o MDF explicito. O MDF

explicito é condicionalmente estavel se « =1 e é incondicionalmente estavel se a < 1.

A condigiio a <1 ilustra porque o MDF explicito pode produzir resultados instaveis quando usado

para resolver equagdes com condi¢gdes de fronteira.

A acuracia do MDF ¢ proporcional a AK?. Portanto, valores muito pequenos de AK podem ser
necessérios para obter a solugfo precisa. Para a obtengfo da condicdo de estabilidade AK requer um
grande numero de parti¢cSes (discretizagSes) da varidvel V' para satisfazer a condigdo a <1. Se o
niimero de particSes da variavel V' ¢€ insuficientemente grande, a condigdo a <1 pode nio ser

satisfeita. Isso conduz a uma solugio instavel.

A partir de resultados obtidos em Berezin e Zidkov (op.cit.) verifica-se que uma condi¢fo necessaria

e suficiente para a estabilidade de MDF implicito é que o = 0. Dado que o = AV /AK?, essa
condigdo € sempre verdadeira. Os parimetros que definem o nimero de discretizagdes para V' e K
podem ser escolhidos independentemente, desta forma, solugdes estaveis e precisas podem ser

produzidas com um namero pratico de discretizagdes.
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3.2.4 Estudo de caso

Similarmente ao apresentado em 3.1.1, procedeu-se 4 analise para avaliar o modelo para valor do
projeto estocastico e investimento deterministico com incorporagio de condi¢io de optimalidade e
mensurar os efeitos nos resultados, na determinacgiio dos indices de risco e nos instrumentos de

tomada de decisio.

A introdugfio da condico de optimalidade e obtenco da solugiio simultinea de todos os pontos da

malha correspondentes 4 opgfo de investimento F, ;» atraves meétodo de diferengas finitas, leva auma

forte uniformizacéo do valor da opgao no momento zero (ponto onde ainda nenhum investimento foi

realizado). Esta conclusio ¢ derivada da observagio direta das Figuras 3-29 a 3-32.

Contrariamente aos resultados obtidos pelo modelo para valor do projeto estocastico e investimento
deterministico (Figura 3-19}, o Espago de Op¢des para trés cenarios com 6=10%, 6=20% ¢ 6=30%
n#o mostra diferengas significativas (Figura 3-29). O posicionamento ¢ a inclinacfio das classes de
valores das op¢Ges de investimento F(V,K), representadas pela grada¢io de cores entre azul e

vermelho, ndo sinalizam crescimento do valor da opgiio com o aumento do valor da volatilidade .

A constatagio acima ¢ também evidenciada pela observago dos histogramas de Op¢ao no momento
zero (Figura 3-30), Histogramas de VP de Opg¢Bes (Figura 3-31) e graficos de evolugiio do VPL

convencional e das op¢des ao longo dos anos (Figura 3-32).

O prémio de opgfo capturado pelo valor da op¢iio no momento zero situa-se no nivel de 25% e éda
mesma ordem de grandeza fornecida pelo modelo para valor do projeto estocistico e investimento
deterministico sem incorporagdo de condigiio de optimalidade. Os diagramas de valores de VPL,
Opcéo no momento zero e VP de Opgdes sdo representados nas Figuras 3-27 e 3-28 para 50 possiveis

projetos (realizagdes obtidas por simulagfo).
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A baixa dispersdo de resultados, caracterizada nos histogramas da Figura 3-30 e nas representagdes
dos valores de op¢do da Figura 3-32, acarreta uma forte suavizagio na escala do fator de risco,
independente do cenario econdmico-financeiro analisado. A Figura 3-33 mostra os indices de risco
obtidos a partir dos resultados de VPL, Opcao no momento zero ¢ VPL de Opg¢des para 3 cenarios
econdmico-financeiros diferentes. Os riscos obtidos pela dispersio dos valores de opgao se situam no

mesmo patamar do risco fornecido pela variancia de resultados de VPL.

Similarmente ao que foi obtido no modelo anterior (sem incorporagdo da condi¢do de optimalidade),
o grafico da Figura 3-33 nfo apresenta variagdes na escala do fator de risco em fungdo de variagSes
na volatilidade. Para este modelo, isso ¢ atribuido a pequena dispersio dos valores de opg¢&o aliada ao
ndo crescimento da op¢do com o aumento de volatilidade. Pode-se concluir que a incorporacéo da
condigio de optimalidade e as condigdes de fronteira introduzem uma componente de suavizagdo no
sistema, fazendo com que o modelo de op¢Ses dé resultados compativeis com a analise por VPL no

que se refere & mensuragdo de risco.
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as simulagdes 1 a 25 (6=10%, r=4%, p=12%, 0=6%)

122



o o6 o s 21 Conme o o 101

&
g 3 & %
y & % 8 3 2 %

g & 8 8
s B B 8 & 8 g 2 0%

Corm 8300 % Carars 3gsoun

O Hogao % Conare 3tosm e oo sussio 37

y B 8 5§ 8 ¥ % 8

5.3 % 3 8 838 ¥ %

e ot ) Conata oo ) o vosan a1

5.5 8 38

ot 50w 2 sows hscsn Cora 3000 Carana oo 8

-

Figura 3-28 — Diagrama de valores de VPL, Op¢io no momento zero, Incrementos de Opcdes e VP de Opgdes para
as simulagdes 25 a 50 (0=10%, r=4%, u=12%, a=6%)

123



Eepago de Opgdes

g

g

i
H
S
z
E1
H

g B

&

B )
Tl de vastimanic emanescorts

S0 im0 om0 -t a0 R w0 a0 w8 & B & B D
Totatto ivestimado rmangsconts Totatda vettimanto rmasexcoria

Figura 3-29 — Valor da opgéo de investimento F(V,K) para 6=10%, 6=20% e 6=30%

Cpeas s 0- Canatort Opcaa om 6 - Canaro:2 Opeso om0 - Conatar3

Foquancia ()
o

560 i MO 40 4% 50 520 540 S50 50 B0 %0 Gel 880 36406 g0 MG 460 480 500 50 540 S0 90 &0 &0 G 58D
s s
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3.3 Modelo para investimentos de custos incertos

A importancia do custo do investimento para a decisio de investir remete a questdo correlacionada da
incerteza sobre esse custo. Esse tipo de incerteza € especialmente relevante nos casos de grandes
projetos que requerem um intervalo de tempo significativo para serem concluidos (usinas
hidrelétricas, complexos petroquimicos, sidertiirgicas, ferrovias, rodovias, projetos de mineragfo). As
fontes da incerteza de custos s3o as flutuagdes imprevisiveis dos precos e das quantidades de insumos

de capital e trabalho.

A incerteza de custos afeta a decisio de investimento de forma similar a incerteza de pregos. Em
particular, ela também cria uma opgdo de investir no futuro cujo valor € igual ao custo de
oportunidade de investir no presente. Se a incerteza sobre a evolugio dos custos no faturo for
suficientemente alta, pode ser melhor para a empresa adiar o investimento. Nio necessariamente a
incerteza incentiva o adiamento dos investimentos. Se investir disponibiliza informag&o, pode ser
desejave] antecipar a execucio do projeto. Este é o caso quando existe a incerteza tecnica, ou seja, a
incerteza sobre a dificuldade fisica de completar um projeto. Esse tipo de incerteza s6 pode ser

resolvido com o inicio imediato da execugio do projeto.

No modelo apresentado em Dixit e Pindyck (1993) e discutido no Capitulo 3.1, apesar de se ter duas
variaveis de estado além do tempo, apenas o V' ¢é estocastico (Equacdo 3-11). O valor de XK
(investimento que falta para completar o projeto) € uma fungdo deterministica do tempo e dataxade
investimento 7 , sendo que / ¢ variavel de controle (escolhe otimamente I~ de forma a maximizar o
valor da opgio). Esse modelo (chamado de time-to-build) considera a taxa 6tima de investimento ao

longo da construgdio de V', dado que apenas V' € estocastico.

Em diversas situagdes, o custo K € estocastico, sendo interessante estender para o caso em que tanto

K como V sdo estocasticos. Esta extensio € discutida em Pindyck (1992).

O modelo considera as decisdes de investimento irreversiveis onde os projetos levam tempo para

serem completados e sio sujeitos a dois tipos de incerteza sobre os custos. O primeiro ¢ a incerteza
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técnica, i.e., incerteza sobre a quantidade de tempo e materiais que serfio requeridos para completar o
projeto, e que somente € solucionada quando o investimento ocorre. O segundo ¢é a incerteza dos
custos de insumo, 1.e., incerteza sobre os pregos ¢ quantidades de trabalho ¢ materiais que serfio

requeridos, € que € externa a atividade de investimento da empresa.

Este modelo produz regras de decisfio que maximizam o valor da empresa e mostra como os dois
tipos de incerteza t€m diferentes efeitos sobre a decisfio de investir e como eles afetam o valor da

oportunidade para investir.

Este modelo acha-se convenientemente descrito e apresentado por Pindyck (1992) e Rocha (1996). A
exemplo do modelo para valor do projeto estocastico e investimento deterministico com incorporago
de condi¢do de optimalidade discutido em 3.2 as equagdes que regem o modelo € as dedugBes para

implementacio numérica sio apresentadas no Anexo 3.

As raizes @, ¢ @, dadas pela equagiio (14) no Anexo 3 devem ser retificadas conforme

demonstrado pelo desenvolvimento apresentado a seguir.

Iniciando pela equagdo (13) do Anexo 3:

%yz{coz—w]maw+%crz[a)2ma)}-r=0 , (13 — Anexo 3)
%(;ﬂ+52)m2—[%(72+62)+a}ww=0 , @71
Zx(%(yz~§~o*2)co2w[%(y2+0‘2)+a}a)“r)=2x0 , (3-72)
(? +0% ) -|[* +0?)+2a]w-27=0. (3-73)

aw -bw-2r=0. (3-74)
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Logo, as raizes da equagio de segundo grau sfo:

(72 +0? +2a)i\/(~yz -0’ —205)Z +8(;/2 +0'2)r
2(y* +0?)

o= , (3-75)

o (y2+o-2+2a)i\/(‘“72“‘72‘2a)2+8(7’2+°'2)r_ (3-76)

2(y* +¢?) 4(;/2+0'2)Z

Os diagramas de valores de VPL, Opg¢&o no momento zero e VP de Opgdes sdo representados nas
Figuras 3-34 e 3-35 para 50 possiveis projetos gerados a partir dos modelos obtidos por simulagio.
Estes diagramas ilustram os diferenciais entre valores de VPL e valores de op¢do para um cenario

econdmico-financeiro particular com incerteza técnica f =25% e incerteza econdmica y =10%.

A Figura 3-36 ilustra o Espago de Opg¢des para um cenério econdmico com incerteza técnica 8 =15%

e incerteza econdmica y =15%.

De forma a mensurar os efeitos das variaveis incerteza técnica ( £ ) e incerteza econdmica (¥ ) sobre

o valor médio das opgdes e desvios padrio dos valores de Opgio, procedeu-se a uma série de calculos

para um espectro de combinagdes de incertezas ([ ,y) variando no intervalo [0%,50%]. A

representacdo destes resultados € ilustrada na Figura 3-37, admitindo-se a fixacio das demais

variaveis financeiras (o, 7, 4, @, 9 ).

Os indices de risco calculados para cada par de valor ( S ,7 ) e derivados da conceituagdo ja definida

de dispersio relativa (média /desvio padrio) sdo apresentados na Figura 3-38. Fica evidente que o
nivel de risco de 5% mensurado pelas variagdes de VPL somente se mantém para valores muito

baixos de incertezas [,y . Ha um nitido aumento de indice de risco acarretado principalmente pela
contribui¢do da variavel incerteza econdmica (y ), que deve ser pertinentemente considerada nas

analises de tomada de deciso e nos processos de otimizagdo de portfélio.
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Figura 3-34 — Diagrama de valores de VPL, Op¢fio no momento zero, Incrementos de Opgdes e VP de Opgdes para
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Figura 3-35 — Diagrama de valores de VPL, Op¢&o no momento zero, Incrementos de Opgdes e VP de Opgdes para
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Figura 3-36 — Valor da opgdo de investimento F(V K) para 6=10%, r=4%, p=12%, a=2%, §=10%, p=15% e y=15%
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Figura 3-37 — Representagdo dos valores médios e dos desvios padrio dos valores de Op¢éo no momento zero para
diferentes cenarios de incerteza técnica (P) e incerteza econdmica (y) € pardmetros (6=10%, r=4%, u=12%, 0=2%,
5=10%)

As fontes e niveis de incerteza podem variar significativamente para diferentes projetos. Entretanto,
baseado nos intervalos de valores de parimetros que se aplicam a investimentos de capital
expressivos, a incerteza econdmica ¢ provavelmente mais importante que a incerteza técnica em
termos do seu efeito sobre a regra do investimento e sobre o valor da oportunidade de investimento.

O oposto pode ser o caso de alguns projetos de pesquisa e desenvolvimento (P&D).
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Para muitos investimentos e, particularmente, para grandes projetos industriais onde os custos de
mvestimento flutuam, o efeito causado pelo aumento da incerteza econémica ¢, geralmente, a
depressdo do investimento. Conforme mencionado anteriormente, uma situacéo oposta pode ser o

caso para investimentos em P&D, para os quais a incerteza técnica ¢ muito mais relevante.

A visualizacdo desse efeito pode ser feita de forma imediata nas Figuras 3-37 e 3-38. A incerteza

econdmica (7 ) exerce um efeito mais acentuado sobre a mudanga de valor de Opg¢do no momento

zero, sobre o desvio padrédo do valor de Opgéo e, consequentemente, sobre os indices de risco do que

a incerteza técnica ( £ ). Em outras palavras, tanto os valores de Op¢io no momento zero quanto os

indices de risco ndo sdo muito sensiveis ao parametro S .

Indices de risco
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Figura 3-38 — Representagio dos Indices de Risco obtido a partir dos resultados da Opgo no momento zero para
diferentes cenarios de incerteza técnica (B) e incerteza econdmica (y) e pardmetros (6=10%, =4%, u=12%, a=2%,
8=10%)

Para os pardmetros adotados no exemplo tem-se, a partir do valor de incerteza técnica f=40% e

incerteza econdmica y =15%, uma estabilizac¢do do valor da op¢do em torno do valor do VPL. Para

pares de valores superiores ndo se deve esperar nenhum prémio de opgéo e, desta forma, o indice de

risco normalizado deve se situar no patamar de 16%.

A Figura 3-39 ilustra o efeito final da incerteza técnica e da incerteza econdmica sobre a classificagéio
das op¢des. Tem-se dois campos ou dominios distintos: 1. opgdes in the money - quando o valor da

opcdo € maior que o VPL e representado pela drea verde; 2. opgOes out of the money - quando o valor
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da opgdo € menor que o VPL e representado pela area vermelha. Deve-se ressaltar que para cada
o . . . A . ~

‘pixel” ou par de valor incerteza técnica ( £ ) e incerteza econdmica ( y ), leva-se em consideragio as
50 possiveis reservas, projetos de mina e sequenciamentos de operacdo. Pode-se observar que a
incerteza econdmica realiza um grande efeito no valor da opgio, na dispersdo, no risco e,

consequentemente, na tomada de decisfo.

Para o caso do dominio de opgdes out of the money deve-se esperar somente a captura do valor do
VPL e, neste caso, nenhum prémio de opgéo deve ser considerado. No zoneamento definido para as
opgdes in the money, pode-se esperar um prémio de opgéo (representado por um delta positivo de

valor em relagdo ao VPL) conforme ilustrado nos diagramas de valores das Figuras 3-34 e 3-35.

Classificag8o das Opgdes

Incerteza economica (%)

2 25 38 3 40 4 50 55
incerteza tecnica (%)

Figura 3-39 — Classificacio das Opgdes para diferentes cenarios de incerteza técnica (B) e incerteza econdmica (y) e
pardmetros (o=10%, =4%, u=12%, 0=2%, 6=10%)

A defini¢do da fronteira entre op¢Ses out of the money e opgdes in the money pode ser obtida de

forma imediata para quaisquer combinagdes ou estruturas econdmico-financeiras.

Ressalta-se que toda a andlise ¢ conduzida considerando-se trés componentes simultineas de
incerteza: incerteza sobre a reserva, incerteza técnica associada com a quantidade de tempo e
materiais que serdo requeridos para completar o projeto e incerteza econdmica relacionada a custos

de insumo, pregos e quantidades de trabalho e materiais que sero requeridos.
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A Figura 3-40 ilustra os intervalos de contribui¢do de cada componente de incerteza (incerteza sobre
a reserva, incerteza técnica e incerteza econdmica) sobre a composi¢do do indice de risco. Para

baixos valores de incerteza técnica ( § ) e incerteza econémica ( ¥ ) tem-se um indice de risco de 5%
causado pela incerteza sobre a reserva. O crescimento de § e y acarreta uma elevag@o do indice de

risco como pode ser visualizado na Figura 3-38. Conforme ja mencionado tem-se, a partir do valor de

incerteza técnica £ =40% e incerteza econémica y =15%, uma estabilizagfio do valor da opgio em

torno do valor do VPL. Neste caso, considerando-se o valor da opgio igual ao valor do VPL, o indice

de risco normalizado pode atingir o nivel maximo de 16%.

Composigao do indice de Risco: contribui¢des

21% 21%

16%

11%

5%

T T T T T 1

Incerteza da Reserva  Incerteza técnica Incerteza econdmica  Indice de risco total Indice de risco
"normalizado”

Figura 3-40 — Composi¢iio do indice de risco e as contribuigdes das componentes de incerteza sobre a reserva,
incerteza técnica e incerteza econdmica (para cendrio econémico-financeiro: 6=10%, r=4%, p=12%, a=2%, 6=10%)

A consideragio de valores elevados de deriva ou taxa de crescimento do projeto por periodo (& ) no
modelo para investimentos de custos incertos gera condigdes para a obtengdo de altos valores de

prémio de op¢do no momento zero.
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CAPITULO 4
4  ESTRATEGIAS DE OPCOES REAIS EM PROJETOS

Este capitulo complementa conceitos discutidos nos Capitulos 1 ¢ 2, apresenta um histérico dos
desenvolvimentos da teoria de opgdes € faz uma abordagem sobre estratégias de Opgdes Reais e suas

implementa¢des na avaliagho de negocios.

Normalmente todas as empresas usam alguma forma de célculo de FCD para avaliar projetos. O
calculo base ¢ completado frequentemente com andlise de sensibilidade para parmetros
fundamentais como preco. Alguns analistas usam técnicas de Monte Carlo, mas eles nfio apresentam

frequentemente esses resultados para a administracio sénior.

A maioria das empresas usa pregos de “commodities” provenientes de série histérica de longo prazo.
Em outras palavras, elas substituem a variavel aleatoria por seu valor esperado. Além disso, hi um
significativo acordo relativo a esses pregos. Uma possivel razfio para este consenso € que a maioria

das grandes companhias subscreve aos servigos de previsio de um pequeno nimero de consultores.

A maioria das empresas incorpora o risco nos calculos através do uso de uma hurdle rate’?, que ¢
normalmente um ajuste para mais na taxa de desconto. As taxas sfo ajustadas para valores mais altos
para refletir, por exemplo, risco politico extremo, e para valores mais baixos, quando ha competi¢ao

para adquirir propriedades.

¥ Hurdle rate ¢ uma taxa de desconto normalmente utilizada pelas corporagdes para avaliar Valor Presente Liquido de
projetos. Esta taxa ¢ baseada na melhor estimativa para uma taxa de desconto apropriada considerando a natureza incerta
e volatil de outras taxas teoricamente cotretas, tais como custo de opertunidade de capital e custo de capital médio

ponderado (WACC — weighted average cost of capital).
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Geralmente, as empresas fazem ajustes aos calculos de FCD, sendo o mais importante um aumento
na taxa de desconto para refletir risco - uma prética que tem varias desvantagens. Por exemplo,
suponha que a fonte principal de incerteza seja pre¢o. Primeiramente, se a commodity €
comercializada em um mercado futuro, os gerentes podem fazer cobertura contra o risco do prego.
Em segundo lugar, até mesmo na auséncia de hedge”, desde que o risco de prego nfio sgja
sistematico, os acionistas de empresas de mineraco podem se auto-segurar diversificando seus
portfolios. Além disso, os gerentes de mineragiio tém algum grau de flexibilidade operacional. De
fato, se preco cai a um nivel inaceitavel, a mina pode ser paralisada até que as condi¢des melhorem.
Como resultado, embora minera¢iio seja uma atividade de risco, uma parcela do risco pode ser
protegida por hedge, diversificada ou evitada. Finalmente, na presenca de fontes multiplas de
incerteza com diferentes caracteristicas de risco, nfo é apropriado usar um fator de desconto uniforme

para ajustar todos 0s riscos.

Os bancos que ajudam a financiar projetos de mineragfio também tém que conduzir avaliacdes. Da
mesma forma que os produtores, eles usam uma analise de FCD padrio que utiliza parametros
obtidos em uma reviso técnica prévia. A diferenca principal ¢ o modo que eles controlam risco. A
maioria dos bancos ndo aumenta a taxa de desconto para refletir maior risco. Ao contrario, eles usam
o custo do dinheiro para a taxa de desconto e ajustam a relagdo de protegdo ou cobertura, que é o
valor presente liquido dividido pelo investimento inicial. Por exemplo, uma regra tipica poderia ser
investir se esta relagio exceder 1,5. Além disso, eles poderiam insistir que o periodo de payback, o
tempo exigido para pagar o empréstimo, ndo exceda metade ou dois tergos da vida do
empreendimento. Finalmente, bancos estfio frequentemente dispostos a aceitar risco de prego, o qual

eles podem fazer hedge, mas menos dispostos a assumir qualquer risco técnico.

' Expediente adotado por empresas para se resguardar de flutuagbes de precos. (Ex.: firmas com dividas em délares
compram titulos reajustados pela taxa cambial. Havendo desvalorizag@o da moeda local, o aumento de valor dos titulos

comapensa o crescimento do montante, em moeda local, da divida.)
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Os ativos e investimentos em mineragio sdo normalmente avaliados recorrendo-se a duas ferramentas
analiticas. A primeira estima os fluxos de caixa associados a pardmetros técnico-econdmicos
deterministicos € estaveis, descontados ao longo do tempo de acordo com uma taxa de juros

constante para toda a vida do projeto.

O outro procedimento, Valor Presente Liquido com analise de risco, incorpora modelos

probabilisticos nos mesmos pardmetros técnico-econdmicos usados no método anterior.

O método de VPL ¢ amplamente utilizado por causa de sua simplicidade para obter uma estimativa
adequada do valor de projeto quando certas condigdes so satisfeitas. A primeira condi¢fio € que uma
relagéio linear deveria existir entre as variaveis de entrada e os fluxos de caixa liquidos para cada
periodo. Esta condig@o permite estimar valores médios para fluxos de caixa liquidos a partir de
valores médios das variaveis de entrada. Se essa condig3o nfio ¢ encontrada, o procedimento de VPL
fornece valores enviesados para os fluxos de caixas médios. As simulag¢des de Monte Carlo podem
ser usadas para estimar fluxos de caixa médios a partir de suas distribuigbes estatisticas, construidas a

partir das distribui¢des das variaveis de entrada.

Uma segunda condigfo para o método de VPL € que o risco deveria ser constante ao longo do tempo.
Em terceiro lugar, nfio deveriam existir contingéncias, isto ¢, a possibilidades de ajustar as operagdes

dependendo do efeito ou consequéncia de qualquer variavel.

Alguns projetos complexos nfio satisfazem a condigio para a aplicagio do método simples de VPL.
Esses projetos usualmente t&m fluxos de caixa que sio relacionados de uma forma complexa a
variaveis de entrada. Adicionalmente, a alavancagem operacional frequentemente muda no tempo,
causando variagdo nos niveis de risco. A alavancagem operacional pode ser definida como arelagéo
entre custos fixos e custos totais. Para baixos niveis de alavancagens operacionais, isto €, quando os
custos sio na maioria variaveis, o risco de um projeto € mais baixo comparado com outro com custos
fixos altos. O que acontece com alavancagem operacional € o mesmo que ocorre quando a

alavancagem financeira muda, isto é, o risco do projeto muda.
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A terceira condig3o, relacionada com contingéncias, raramente € encontrada no desenvolvimento de
projetos, porque existem diversas possibilidades de realocagfio de recursos quando os pregos mudam

inesperadamente.

O prego das “commodities™ é uma das variaveis principais que influenciam substancialmente o valor
de um projeto de desenvolvimento de recursos minerais. Sua incerteza ¢ de importancia suprema em
muitas indistrias de recursos naturais onde o desvio padriio das mudancas anuais nos pregos futuros
pode exceder 40% por ano. As decisdes estratégicas de investimento e operagdes que levam em
consideragdo a flutuagfio de precos, a volatilidade, serfio um pré-requisito para investidores

contemporaneos € gerentes.,

Os precos nominais de longo prazo de algumas “commodities” s#o de natureza estocastica (i.e. eles
variam aleatoriamente através do tempo) e expdem a indistria de mineragfio a situagdes de
contingéncias que introduzem incertezas no fluxo de caixa do projeto. Este fator modifica o nivel de
risco ao longo do tempo e, desta forma, gera instabilidade na taxa de desconto usada para descontar

os fluxos.

Consequentemente, uma taxa de desconto fixa € uma limitacio importante nos procedimentos de
avaliacfio tradicionais, porque ela nfio pode antecipar e avaliar as situagdes de contingéncia. Para
superar essa limitacfio, a avaliagfio de ativos de mineracfio pode utilizar conceitos da avaliagio
aplicada a certos tipos de instrumentos derivativos financeiros, opcdes, que s3o sujeitos a flutuages
inesperadas em seus valores ao longo do tempo. Ao estimar um investimento em minerac#o, as
opgdes incorporam explicitamente tendéncias, volatilidades e riscos de quaisquer varidveis incertas e
relevantes, tais como pregos, 80 mesmo tempo em que ajustam seus valores finais a luz dos riscos de

mercado.
O risco em projetos de mineragio ndo ¢ um conceito novo. Na década de 60, Massé (1962) propds

uma otimizagio dindmica para anilise de reservas. Na mesma época, Matheron e Formery (1963)

desenvolveram o algoritmo de decisdes sequenciais para estimar as opg¢des de abandono, de operagéio
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e de exploragfo adicional ao avaliar uma area de prospeccdo sujeita a respostas dependentes do

progresso obtido.

Noren (1971) incorporou o conceito de flexibilidade operacional em virtude de contragdes e
expansdes para modificar os fluxos financeiros gerados por um empreendimento de mineragdo de

acordo com as condigdes estabelecidas pela industria.

Essas linhas de pensamento revelaram a capacidade de um sistema de produgio para responder a
situagdes imprevistas gragas ao gerenciamento operacional flexivel que adiciona valor que ndo pode

ser incorporado explicitamente ao usar a técnica convencional de VPL.

Uma das areas mais frutiferas de pesquisa em finangas foi o desenvolvimento da teoria de avaliar
ope¢des. Apds o trabalho original de Black e Scholes (1973) e Merton (1973), muitos artigos usaram
esse método de analise para avaliar outros ativos financeiros com caracteristicas de opg¢des. Smith

(1976) apresenta uma pesquisa dessa literatura.

Mais recentemente, tem sido observado que existem direitos ou titulos contratuats (concesses) sobre
ativos reais que também apresentam caracteristicas de opgdes, 0 que sugere que as analises de Black,
Scholes e Merton poderiam ser uteis para a valoragdo desses direitos [Brealey e Myers (1984) e
Mason ¢ Merton (1985)]. Pode-se citar os seguintes exemplos: McDonald e Siegel (1985), que
estudam a avaliagfio de projeto onde a empresa tem a opgio de paralisar a produgio; McDonald e
Siegel (1986) ¢ Myers ¢ Majd (1983), que estudam a avaliagio de investimento e oportunidades e

Brennan e Schwartz (1985), que estudam investimentos em recursos naturais.

A teoria das opgdes financeiras fornece um método que pode lidar com projetos com niveis de risco
varidveis e contingéncias. Alguns procedimentos so baseados no método proposto por Cox ¢ Ross
(1976) para avaliar opgdes. A implementagiio do método, usando simulagdo de Monte Carlo, é
proposta por Boyle (1977), e a representagdo do processo estocastico da incerteza ¢ proposto por
Jacoby e Laughton (1988). Paddock, Siegel ¢ Smith (1988) fornecem um exemplo de aplicagiio da

teoria de opgdes para a avahaglo de contratos de arrendamento de reservatdrios de petréleo.
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Uma vez que um projeto de desenvolvimento de recursos € iniciado, o gerente tem que seguir uma
estratégia operacional Otima, e vérias outras variaveis, além de taxa de produgio, devem ser
consideradas. Existem vérias opg¢des operacionais para os administradores dos projetos, tais como
abandono, reabertura ou manutencio de condi¢des minimas de operagio para enfrentar mudancgas no
ambiente econémico. Considerando essas op¢des, o valor presente esperado de um projeto se torna
maior que o valor calculado por andlise de VPL convencional baseado em fluxo de caixa

deterministico, dado que o projeto sera gerenciado de forma 6tima.

As opcdes lidam com dois elementos. O primeiro ¢ a resposta do gerenciamento do projeto ao
confrontar-se com situagiio de contingéncia identificada (modelamento de pardmetros operacionais).

O segundo é o comportamento de varidveis incertas (modelamento da incerteza).

Uma contingéncia € um evento acidental que condiciona o desenvolvimento de uma ag#o programada
previamente. Um projeto de mineragfo pode ser exposto a contingéncias téenicas e econdmicas. Uma
contingéncia técnica ocorre quando o evento n#o permite que um processo seja desenvolvido como
programado, por exemplo, impedindo o uso das reservas que supostamente deveriam ser extraidas de
acordo com o plano de mineragéo. Uma contingéncia econdmica ocorre quando a operagiio é exposta
a evento financeiro que impede o lucro esperado de ser alcangado, por exemplo, como resultado de

reducg@o significativa do prego do produto.

A resposta dos parimetros operacionais frente a situagdes de contingéncias é determinada pelo
estabelecimento de cenarios alternativos. O modelamento do comportamento das varidveis se da
através do uso de processos estocésticos que definem o comportamento de varidveis aleatdrias ao

longo do tempo (e.g. preco de metal) ou através do espago (e.g. teores de minério).
Os métodos baseados em avaliagfio de opgdes devem causar um grande impacto na forma como as

empresas devem implementar as agfes gerenciais em um mundo onde as estratégias devem ser

criadas em virtude de grandes riscos, com potenciais de lucros ou perdas.
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Frequentemente, empresas sdo avalhadas de forma incorreta, devido a dificuldade de se estabelecer
um numero para fluxos de caixa futuros. A menos que uma estimativa razoavel possa ser feita de
fluxo de caixa futuro, muitos consultores e bancos de investimento agem como se ele pudesse ser
ignorado. Qualquer avaliagio com significado deve dividir os fluxos de caixa em trés componentes

distintos:

« Fluxos de caixa existentes gerados por negdcios em operago (business in place).
« Fluxos de caixa adicionais associados com crescimento futuro previsivel.

» Fluxos de caixa potenciais associados com projetos de crescimento opcionais.

Figura 4-1 — Componentes de valor em fluxos de caixa

O valor de negocios existentes corresponde aos fluxos de caixa que refletem as operagbes no

momento da avaliagio.

O valor do crescimento futuro pode ser expresso como a qualidade do crescimento, que reflete
vantagem competitiva, vezes a quantidade de crescimento, que reflete o montante de investimento. O
valor destas opgdes de crescimento pode ser dividido em duas partes: valor intrinseco e potencial de
melhorias (upside potential). O valor intrinseco € o valor presente liquido das ofertas de novos
produtos possiveis associados as opgdes. Em muitos casos, o desenvolvimento de novos produtos
possiveis € desconhecido e nfio existe em qualquer forma definida. O potencial de aumento do valor
da opgdo cresce com a incerteza e com o intervalo de tempo que a empresa pode manter a
propriedade da informac#o. O risco (downside risk) € imitado ao desembolso (prego do exercicio)
para a opgo. Na parcela do valor do crescimento futuro estfo incluidas as opg¢Ses operacionais

disponiveis aos gerentes durante a fase de operagéo.
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Em indistrias de rapida evolugdo, investimento em posicionamento de mercado pode nfo ser tfo
importante quanto desenvolvimento de competéncias para maximizar a habilidade em explorar
oportunidades. Do ponto de vista econdmico, P&D e outros projetos de construgio de competéncias
sd30 investimentos em opgdes sobre criagiio de valor futuro. Os desembolsos d#o & empresa a escolha

de participar em futuros projetos quando seus lucros liquidos se tornarem positivos.

O conceito de Op¢des Reais foi difundido por Michael J. Mauboussin, estrategista-chefe do “Credit
Suisse First Boston” e professor adjunto de finangas em “Columbia School of Business”. Mauboussin
usa Opgdes Reais em parte para explicar a lacuna entre a forma como o mercado de a¢Ges determina
precos de alguns negocios e o valor intrinseco para esses negécios como calculado por analise

financeira tradicional.

Instintivamente, sabe-se que nfio se pode obter uma estimativa perfeita para o valor intrinseco de um
negdcio. Independentemente do rigor da analise, o methor que se pode conseguir ¢ um possivel
intervalo de valores e uma probabilidade. Isso acontece porque, atribuir um valor para um negécio,
requer a projegdo de fluxos de caixa futuros para a vida do negécio, e ndio se pode prever o futuro
com acuricia perfeita. Mesmo em se tratando de um negdcio muito previsivel, existe sempre alguma

probabilidade de mudanca que podera alterar dramaticamente o valor daquele negécio.

Ao apresentar o conceito de Opgdes Reais, Mauboussin (1999) reconhece, essencialmente, que as
empresas sdo valorizadas pela combinaciio de valor de negécios conhecidos mais um valor que
representa a oportunidade para criagfio de valor futuro. Para se ter uma idéia de quanto valor de
“opgdo real” o mercado esta atribuindo a uma dada empresa a um dado prego, Mauboussin utiliza
FCD para dar um prego para um negdcio existente da empresa e compara esse resultado ao valor de
mercado. Quanto maior a discrepancia entre o valor de mercado {market cap) e o valor de FCD,

maior o valor que o mercado normalmente esta atribuindo as opgdes reais disponiveis para a empresa.
Naturalmente, opgdes reais séo disponiveis para todas as empresas, embora algumas companhias

tenham mais opgdes disponiveis para criagio de valor que outras. Mauboussin (1999) mostra que

opedes reais devem ser consideradas especialmente quando trés fatores se fazem presentes.
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O primeiro fator ¢ uma equipe de gerenciamento eficaz que estd constantemente procurando

identificar € exercer opgdes para aumentar o valor do negdcio. O segundo fator € um negoécio lider de

mercado. Isto porque os lideres de mercado tendem a ter acesso a mais opgdes reais e recursos

financeiros e escala operacional para explora-las. Finalmente, quanto maior a incerteza no mercado

no qual a empresa opera, maior o valor das opgdes. Este ultimo fator se torna mais compreensivel

quando se considera uma empresa que € posicionada em um segmento com grande potencial, porém

de dificil avaliagdo. Ndo se conhece o potencial dos planos e, desta forma, o valor da opglo deve

refletir pelo menos alguma chance de que o valor potencial possa ser grande.

Sob o ponto de vista de aplicac@o, os investidores t8m (rés escolhas para a utilizaglo de Opgdes

Reais:

A primeira escolha ¢ ignorar opges reais. Se esta ¢ a escolha, o investidor simplesmente avaliaa
empresa com base em seu negocio atual. Esta ¢ a metodologia mais conservadora e,
provavelmente, garantird que nfo haja uma sobrevalorizagio para uma empresa que tem

potencial, mas apresenta pequenas receitas € ganhos.

A segunda escolha é considerar opgdes reais, mas somente nvestir em empresas gue se considera
estar vendendo o valor do seu negdcio principal. Ao considerar esta metodologia, procura-se

encontrar empresas com valor de opgbes reais significativo.

A terceira e mais agressiva metodologia € procurar por empresas que tém preferencialmente
opgdes reais. Estas empresas sfo, frequentemente, nomeadas como “sobrevalorizadas™ pela
imprensa financeira. Ao fazer uma estimativa para a opgéo, tem-se que proceder a uma avaliagio.
Pode-se identificar uma grande oportunidade que o mercado ndio considera totalmente.
Naturalmente que, dependendo da situagiio, pode-se ter lucro ou prejuizo. De qualquer modo, ao

considerar o “jogo” de opgdes reais, deve-se estar preparado para alguma volatilidade.

A longo prazo, a adogiio de Opgdes Reais tende a melhorar as métricas de performance, ja que

estruturam-se flexibilidades que adicionam valor aos projetos.
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As empresas de diversos segmentos da industria estio aprendendo que s@io numerosas as

oportunidades para se aplicar a teoria de opgdes em investimentos.

A idéia de investimentos como opg¢des € muito bem ilustrada no contexto de decisSes para adquirir €
explotar depositos de recursos naturais. Uma empresa que compra depositos estd comprando um
ativo que pode ser desenvolvido imediatamente ou mais tarde, dependendo das condi¢Ses de
mercado. O ativo, entfo, é uma op¢lio — uma oportunidade para escolher o cronograma de
desenvolvimento futuro do deposito. Uma empresa pode acelerar a producfo quando o prego é alto, e
pode diminui-la ou suspendé-la quando o preco € baixo. Ignorar a op¢o e valorizar toda areserva ao
preco atual (ou a pregos futuros seguindo uma taxa pré-definida) pode conduzir a uma significativa

sub-estimativa do valor do ativo.

Considere o que aconteceria se uma empresa tentasse valorizar um recurso usando a metodologia
padriio de VPL. Dependendo do preco atual, da taxa de mudanga esperada do preco e do custo de
desenvolvimento da reserva, poder-se-ia construir um cenario para a evolugiio do desenvolvimento e,
entdo, determinar o tempo e os valores dos futuros fluxos de caixa a partir da produgfo. Poder-se-ia
entdo valorizar a reserva descontando estes nimeros e somando os mesmos. Em fun¢do da incerteza
dos pregos das “commodities”, quanto maior a volatilidade dos pregos, maior a taxa de desconto

utilizada. E quanto mais alta a taxa de desconto, menor o valor estimado para a reserva.

O procedimento acima descrito subestima o valor da reserva. Ele ignora completamente a
flexibilidade que a empresa tem em relago a quando desenvolver areserva—isto é, quando exercer o
valor de opgdio da reserva. Nota-se que, tal como as opgdes que apresentam mais valor quando existe
mais incerteza sobre contingéncias futuras, a reserva tem mais valor quando o preco do produto é
mais volatil. O resultado seria justamente o oposto daquele fornecido através do célculo padriio de
VPL. Em contraste ao cilculo padriio, que diz que incertezas maiores sobre precos deveriam conduzir
a menos investimentos em reservas nfio desenvolvidas, a teoria de opgdes diz que tais investimentos

deveriam ser maiores.
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Ao avaliar uma reserva ndo desenvolvida como uma op¢io, pode-se determinar o melhor tempo para
investir em seu desenvolvimento. Desenvolver a reserva é como exercer uma opgo de compra, onde
o prego do exercicio é o custo de desenvolvimento. Quanto maior a incerteza sobre pregos, mais uma
empresa deveria sustentar as reservas ndo desenvolvidas e manter vivas as opgles para

desenvolvé-las.

E importante a adog3o de técnicas apropriadas para que se possa trabalhar com modelos adequados
nas estimativas, nos procedimentos de valoracdo e nos processos de tomada de decisfio. Existem
numerosos casos ¢ exemplos mostrando que através de Simulago criaram-se protétipos e a partir
destes viabilizaram-se projetos. Modelos robustos e técnicas apropriadas sdo vitais para o sucesso de

um empreendimento.

Remacre (1985) define muito apropriadamente que, em minerag8o, a realidade é desconhecida. O
modelo é, portanto, o instrumento basico de suporte da decisdo. O texto sugere que se adote a
seguinte “filosofia” de trabalho: “J4 que ndo se pode fazer o que se quer, que se faga o que se pode”.
A conclusio deste artigo faz a seguinte citagdo: “O que se pode, para comegcar, depende de uma boa

consciéncia e, em seguida, de bons conhecimentos™.

Este capitulo ¢ finalizado com um ponto de reflex&o para avaliadores, planejadores e estrategistas. A
Figura 4-2, utilizada pelo autor em algumas apresenta¢des, sumariza uma mensagem de incentivo a

criatividade e a importancia da reflexio constante das atividades.

Figura 4-2 — Um ponto de reflex@o na avaliagio de projetos e negdcios
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Investir em um projeto de mineragfo tem muito em comum com o exercicio de uma opgéo financeira.
Primeiramente, ambos sfio pelo menos parcialmente irreversiveis. Em segundo lugar, a variavel
tempo € crucial. De fato, tomar uma ago irreversivel significa perder a opc¢io de esperar por nova
informag#o referente as condigdes de mercado. Quando essa informagdo ¢ valiosa, o valor da opgéo
perdida deve ser acrescentado ao custo direto de investir. Desta forma, as analises por Opgdes Reais
atribuem pelo menos o mesmo valor para um projeto de investimento que aquele obtido usando

técnicas de FCD. Em outras palavras, a flexiblidade n3o tem um valor negativo.

Os modelos de investimentos sequenciais apresentados no Capitulo 3 consistem na obtengio da regra
6tima de investimento que maximiza o valor da empresa realizadora do projeto. O valor da opgéo de
investimento da empresa € obtido, bem como o valor critico de custo abaixo do qual € 6timo investir
e acima do qual o investimento € suspenso. Para um dado cenério financeiro, € possivel identificar se
um projeto completo de valor V' consiste em uma opgao “deep in the money” (VPL de continuar a
frente alto o suficiente para a perda do valor da op¢o), “in the money” (prego do exercicio abaixo do
prego do ativo subjacente), “at the money” (prego do exercicio préximo ao do ativo subjacente) ou
“out of the money” (prego do exercicio acima do preco do ativo subjacente). Uma representagio desta

classificag@o de opgdes € ilustrada na Figura 5-1.
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Espaco de Opcoes e Frontsira livre
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]
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Opedes “at the money’

i ¥ i
PelOpctes “out of the mone v v

by,

%20 200 180 180 140 120 100 89 60 40 X 0
investimento remanescente

Figura 5-1 — Classificagiio das Opgdes para diferentes valores de projeto completo (V) e considerando um
determinado cenario econdmico-financeiro

A determinagfo da fronteira livre (free boundary) permite analisar o historico de investimentos e
identificar anos criticos nos quais seria melhor postergar a decisdo de iniciar o fluxo de desembolsos.
A fronteira livre define dois dominios distintos. O primeiro engloba as situagdes onde é
recomendavel a realizacio ou continuidade do investimento. O segundo dominio corresponde as
areas onde a agdio mais adequada € paralisar ou postergar a realiza¢do do investimento. A Figura 5-2

ilustra os dominios € a melhor agfo a ser conduzida sob incerteza.

Espaco de Opcoes e Fronteira livre

Valor do projeto completo

Investimento remanescente

Figura 5-2 — Espago de Opgdes, Fronteira livre ¢ a¢Ses sob incerteza
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Varias aplicagdes podem ser derivadas da utilizagdo dos modelos de investimentos sequenciais. Um
projeto otimo deveria ter aquele cujo sequenciamento operacional e de realizagdo de investimento
produzisse para todos os periodos os maiores valores possiveis de opgdes. Através da utilizagio dos
modelos de investimentos sequenciais pode-se realizar comparagdes entre projetos e escolher aquele
que produz a maxima soma de opgdes para toda a vida do empreendimento. O uso destes modelos
permite verificar se a sequéncia de investimento mantém para todos os momentos opgdes mais altas

que os valores criticos estabelecidos pela fronteira livre.

Uma grande vantagem da ado¢io dos modelos de opgGes € a possibilidade de se poder calcular o
valor critico do projeto completo (¥ ) no momento zero (quando ainda nio se realizou nenhum

investimento) e que justifique um determinado investimento total 7 para um dado cendrio financeiro.

Nos modelos de investimentos sequenciais, a flexibilidade de tempo de construgio corresponde a
altos valores de taxa de investimento (% ). Pode-se, entfio, calcular o valor da oportunidade de

investimento F'(V, K) para diferentes valores de & . A mudanga nos valores de F correspondente a

variagdes em & mede o valor incremental da flexibilidade adicional.

Os modelos de Opgdes Reais podem ser tteis para definir valores de propriedades durante as fases de
viabilidade e planejamento de projetos. A flexibilidade dos modelos de investimentos sequenciais
permite avaliar estratégias operacionais ¢ riscos associados em minas em operagio. Os estudos e
implementagdes realizados permitiram verificar que uma fragfio significante do valor total do projeto

esta relacionada a op¢Ses operacionais disponiveis aos gerentes durante a fase de extragiio.

A magnitude do prémio de opg¢io derivado da flexibilidade gerencial depende das caracteristicas
fundamentais do ativo subjacente que, nesse caso € a estrutura econdmica e financeira da propriedade
mineral que serd gerenciada. Nos exemplos estudados, obteve-se prémios de opgo oscilando entre os
niveis de 20 a 40%. Pode-se observar a possibilidade de obter valores expandidos (incluindo o
prémio de op¢do) bem superiores aos valores mensurados por VPL. Os parametros de determinacio

de valor das opgdes so diferentes para diferentes ativos. Desta forma, o prémio de op¢do associado
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com a estimativa de valor de um ativo € uma funcio do ativo sendo valorizado. Para alguns ativos, o

prémio pode ser substancial e, para outros, pode ser minimo.

Para modelar o risco geolégico, diferentes metodologias podem ser seguidas. Uma alternativa pode
ser definir um vetor de varidveis técnico-geoldgicas que afetam o valor da mina e especificar um
processo estocastico para cada um deles. Esse processo foi conduzido através da Simulagio

Geoestatistica, técnica que gerou as provaveis imagens para a criago dos modelos.

As dispersdes de valores de opgao obtidas a partir dos modelos de investimentos sequenciais revelam
indices de risco entre 10 e 16%, valores efetivamente muito superiores ao patamar de 5%, capturado

pela variagdo de resultados de VPL.

Em fungfo da alta competitividade no mercado de minerag#io, as empresas necessitam estar aptas
para avaliar o potencial econdmico de prospectos de exploragio e aquisigdes potenciais de forma
precisa. Esta tese apresenta um conjunto de procedimentos para conduzir tais estimativas, conjugando

técnicas de Geoestatistica e modelos de investimentos sequenciais em Opgdes Reais.
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ANEXO 1

SIMULACAO GEOESTATISTICA: O ALGORITMO DAS BANDAS
ROTATIVAS

O algoritmo das bandas rotativas foi o primeiro algoritmo de simulagio 3D realmente implementado
em grande escala. Neste método sfio feitas as seguintes hipdteses: o campo a ser simulado é
estaciondrio de segunda ordem e isotrépico com covarincia C(h) conhecida; os valores deste campo
sdo N(0,1), se necessario, apds a transformagfio gaussiana; o campo apresenta distribuigio

multivariada gaussiana.

A originalidade do método desenvolvido por Matheron (1973, apud Journel e Huijbregts, 1978) esta
na redugio das simula¢des n-dimensionais em varias e independentes simulagdes unidimensionais ao
longo de linhas que s#o giradas no espago R". Um valor simulado em uma posigdo x € obtido a partir

das contribuigdes das n simula¢des unidimensionais z_(X).

anc(x) = %—izsi(x) ¢

A realizagfo resultante z__(X) ¢ uma realizagiio de uma FA (Fungio Aleatdria), por exemplo no caso

snc

3D Z,(x)=Z (u,v,w), que ¢ estacionaria de segunda ordem, com esperanga zero € covarifincia
E[Z (x)Z (x+h)]=C(h),

que tende & covariancia isotrdpica quando o nimero de linhas tende a infinito. Uma covariancia C(h)
anisotropica pode ser modelada como somatodria de modelos isotrépicos imbricados em espagos de
dimensotes # < 3. Basta, entdo, simular independentemente cada um dos componentes do modelo e,

em seguida, somar as realizacGes em cada ponto.
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Na pritica, o ndmero n de linhas n#o pode ser infinito. O reduzido numero de linhas pode provocar o
efeito de artefatos (lineamentos) nos campos simulados, gerando anisotropias inexistentes. Além
disso, o algoritmo das bandas rotativas somente é capaz de lidar com determinados tipos de fungio

covarifncia.

O condicionamento para a simulago, via bandas rotativas, trata-se de uma etapa em separado. Para
produzir um grid com os valores condicionantes e que reproduza a variabilidade espacial da FA,
valores sdio produzidos através de Krigagem, usando os valores simulados nfio condicionais na
posigio dos dados originais. Estes novos valores estimados por Krigagem sio subtraidos dos valores
da simula¢@o ndo condicional para se obter um grid com valores de erros correlacionados. Estes erros
correlacionados sfio adicionados aos valores de uma Krigagem realizada considerando os dados

originais, de forma a produzir uma simulagio condicional. Entéo:
Ty = 4y +(anc _zkmc) ’
onde z,. ¢ a simulagfio condicional, zy ¢ a Krigagem obtida a partir dos dados originais reais,

Zene € a simulacfo nfio condicional e 7, € a Krigagem dos valores simulados nio condicionalmente

nas mesmas posi¢des dos dados originais condicionantes.
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ANEXO 2

DEDUGCAO DAS EQUACOES DOS VALORES DE OPCAO F(i)
COM O MODELO PARA VALOR DO PROJETO ESTOCASTICO E
INVESTIMENTO DETERMINISTICO: INCORPORACAO DE
CONDICAO DE OPTIMALIDADE

O procedimento demonstrado a seguir ilustra o processo de obtenco das equacdes relativas aos pares
(i,j) da opgdo de investimento F(V,K) definidos em uma malha 4x4 com o “Modelo para valor do
projeto estocastico e investimento deterministico: incorporaciio de condi¢lo de optimalidade™

(Capitulo 3.2).

Parai=1¢j= 1, tem-se:
Fy, =0 de (3-67),
F,, =iAV de(3-68),
AF,

L)

A1§F2.1 +Bilﬂ,l _DuF;,z =k—D§1AV.

+BF, ,+CF,,,~DF,, +DF,, =k,

i, j+1 i

Parai=1¢j=2, tem-se:

F,, =0 de(3-67),
~DF,

ij+1

AF,, . +BF, +CF,

i-1.f

+DF,; =k

Alez,z +B]2F1,2 "Dstl,z‘ "é“DleL: =k.
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Parai=1ej=3, tem-se:

F,, =0 de(3-67),

AF,

i+l

+BF,, +CF,, - DF,

i j+i

+ DF,

LT k,

A13F2,3 +B]3F1,3 “DBEA +D13F1.2 =k.

Parai=1 e j =4, tem-se:

F,,=0 de(3-67),

F,=0 de(3-69),

AFM,;‘ + BFi,j + CF;’—LJ‘ - DF;‘,;‘H + DF:‘,j—z =k,

Al s+ Byl +DF, =k,
Parai=2ej=1, tem-se:

Fz,o =iAV de (3-68),

AE+§, it BFE, ;i t CFz‘_l, i DF:’, P DF:‘, PR k,

Alea,l + leFz.l + Cle;,l _Dlez,z =k —2AVD,,.

Parai=2ej=2, tem-se:

AF,

i+l f

+ BF,, +CF,,, - DF,, ,+ DF, ., =k,

i g+l ij-1

A22F3.2 + Bzze,z +C22Fl,2 "Dzze,a _D22F2,1 =k.

Parai=2e] =3, tem-se:

AF,

i+, f

+BF,, +CF,,, ~DF, ,, + DF,,

i j+i i1

=¥

A23F3,3 +323F2,3 +CzaF1,3 _D23F2,4 +D23F2,2 =k.
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Parai =2 ej = 4, tem-se:

Fo, =0 de(3-69),

AFi+1,j + Bﬁ:‘,j + CFi—L;‘ - DF;‘,;»A +DP},;’—1 =k,

A24F3,4 +Bz4F2,4 + C24F§,4 +D24Fz,3 =k.
Parai=3 ej=1, tem-se:

Fs,e =iAV de (3-68),

AFM,;‘ + BFJ,J' + CFiml,j - DF;,;H + DF;',M =k,

A31F4,1 ”"'BaxFa,z +C31F2,1 "D31F3,2 =k "3AVD31 .

Parai=3 e =2, tem-se:

AF,

i+,

+ DF.

i, j-1

+BF, , +CF,_, ; ~ DF,

i+l

=k,

A32F4,2 %B3ZF3.2 + C32F2,2 _D32F3‘3 MPDBZFB,E = k

Parai=3ej=3, tem-se:

AF;

i+1,}

+BF,, +CF_ ,~DF,,, +DF,,_, =k,

i, j+1 ij-1

A33F4,3 +BSBP‘3,3 +C33F2,3 _D33‘F;,4 +D33F3,2 = k ’

Parai=3ej =4, tem-se:

F,s =0 de(3-69),

+ DF.

i j-1

AF,

i+1,j

+ BF, , + CF,., , ~ DF,

i, j+l

=k,

A34F4,4 *“334F3,4 + O F .+ D34F3,3 =k.

Parai=4e¢j=1, tem-se:

F,, =iAV de (3-68),

BF,, +(A+C)F,, , ~ DF,

i+

+DF, ., =k —2AAVe *¥/%

By F +(d, +C)F,, —DyF,, =k~24,AVe " —4AVD, .
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Parai=4 ej =2, tem-se:

BF,,+(A+C)F,_, , - DF, ,, + DF,

i+l i, j-1

:k_ZAAI/e—é‘jAk/k,

BuF,, + (A, +Co)F,, —~DyFy s+ Dy Fyy =k =24,AVe ™,

Parai=4ej=3, tem-se:

BF, , +(A+C)F,_, ;- DF, ,, + DF,;

ij+) i =1

=k~ 24AVe

B43F4,3 + (A43 + C43 )F3,3 - DQF“A -+ Dﬂsz =k _2A43AV8~§3MH: .

Parai=4 e j =4, tem-se:

F4’5 = 0 de (3‘69),

BE, , +(A+C)F,, ; ~DF,

i+

1 +Dﬂ,j_1 =k ~2AAVe Pk ,

BuF, s +(Ay +C)F,  + D, F, 5 = k—24,AVe %%
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ANEXO 3

MODELO PARA INVESTIMENTOS DE CUSTOS INCERTOS
APRESENTADO POR ROCHA (1996)

Este modelo baseia-se no desenvolvimento proposto por Pindyck (1992), onde decisdes de
investimentos irreversiveis sio analisadas, quando o projeto apresenta tempo para se completar ¢ é

sujeito a dois tipos de incerteza sobre seus custos - a incerteza técnica e a incerteza econdmica,

Os custos relacionados a incerteza técnica podem ser considerados como custos internos, relativos as

dificuldades técnicas do investimento, sendo, portanto, descorrelacionados com ¢ mercado.

Os custos relacionados a incerteza econdmica, como nsumos necessarios ao projeto, sdo custos

externos relativos ao ambiente politico e econdmico e, portanto, correlacionados com o mercado.

O custo de investimento segue um processo de difusfio controlado que permite a incluso desses dois

tipos de incerteza, os quais afetam diferentemente a decisfio de investimento.
O modelo consiste na obtenc¢fio da regra otima de investimento gue maximiza o valor da firma

realizadora do projeto. O valor da opgéo de investimento da firma ¢ obtido, bem como o valor critico

de custo abaixo do qual é 6timo investir ¢ acima do qual o investimento € suspenso.

Suposicdes do Modelo

0 modelo supde que o projeto pode ser suspenso caso seu custo de investimento ultrapasse um certo
nivel critico calculado e reativado, caso contrario, sem custos adicionais. O capital previamente

mvestido n3o declina caso nfo houver continuidade do investimento.
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O custo de investimento segue um processo de difusfio controlado e o valor do projeto completo
segue 0 movimento geométrico Browniano. Por simplificacdio, assume-se que todo o risco pode ser

diversificado no mercado.

Existe uma taxa méxima de investimento (k) por periodo para a construgfo do projeto, significando

que o projeto possui um tempo para a finalizagio, “time to build”.

A firma ndo recebe nenhum fluxo de caixa ou dividendos até o término do investimento, quando

recebe o valor total do projeto. Qualquer investimento, uma vez realizado, € considerado irreversivel.

Desenvolvimento do Modelo

A andlise relativa a incertezas sobre os custos ¢ aplicada a projetos de Pesquisa e Desenvolvimento,

onde, por vezes, os custos sdo mais incertos do que as receitas geradas pelo préprio projeto.

O modelo analisa o caso da obtengéo da regra otima de investimento de uma usina nuclear, cujo custo
de investimento ¢ de dificil previsdo e varia com respeito a muitas variaveis, como regulamentagdes

de governo ¢ dificuldades técnicas.

O valor da usina completa também ¢ de dificil previsfio, pois a demanda de energia e os custos de
combustiveis alternativos sfio, de forma semelhante, incertos. Utiliza-se, portanto, a suposigiio de que
tanto o valor do projeto completo (usina), quanto o custo de investimento apresentam variagdes

estocdsticas.

A incerteza técnica, relativa a dificuldades técnicas e problemas fisicos do projeto, torna a
oportunidade de investimento mais atrativa, pois, mesmo se o valor presente liquido VPL do projeto
for negativo, ainda pode ser econdmico comegar o investimento, pois o inicio do investimento revela
informacdes importantes sobre 0s custos internos (técnicos) e, portanto, apresenta um shadow value,

que se traduz em uma redugiio do custo total esperado, além da contribuicfo direta para a finalizacgfio
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do projeto. Como as informagdes chegam assim que os investimentos sio realizados, nfo existe valor

na espera.

A incerteza econdmica, relativa a custos externos, como construgdo ¢ ambiente politico-econdmico,
no entanto, torna a oportunidade de investimento menos atrativa para um investimento imediato, pois
um projeto, mesmo com um VPL positivo, pode ser ndo econdmico, devido ao fato de os custos
externos variarem independentemente do investimento estar ou ndo sendo realizado, existindo,

portanto, um valor em esperar por novas informacdes antes de comegar o investimento.

Considere que o projeto em questiio possui um custo total representado por uma variavel aleatéria K,
onde somente seu valor esperado é conhecido e denote por I a taxa de investimento existente por

periodo.

Para permitir a inclusfio de ambos os custos na formulagiio do modelo, assume-se que o custo

esperado de investimento, K, ¢ dado pelo seguinte processo de difusio controlado:

¥
de—-Idt+B(IK) 2dz +y Kdw, (1
onde dz e dw sfo incrementos descorrelatados do processo de Wiener.

O segundo termo do lado direito de (1), termo em dz, descreve os custos internos relacionados a
incertezas técnicas, e o terceiro termo em dw descreve os custos externos relacionados a incerteza

relativa ao ambiente politico-econdmico como regulamentacgdes e Insumos,

Observa-se em (1) que, mesmo sem haver investimentos, ou seja com [ = 0, o custo de investimento
K ainda possui flutuagBes correspondendo ao termo dw, representando os custos externos relativos a
gconomia: insumos, mio-de obra e ambiente politico-econdmico. Estes custos variam, quer a firma

esteja investindo ou ndo, raciocinio condizente com a realidade.
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Admitindo que o valor do projeto completo V pode ser representado pelo movimento geométrico

Browniano, pode-se escrever para a variavel V:
dV = aVdt + cVdv, 2

onde dv representa o incremento do processo de Wiener, e assume-se que dv é descorrelacionado

com dz e dw.

O parAmetro o equivale & taxa de crescimento do projeto por periodo e o representa o desvio
padrio do projeto por periodo. Valores futuros de V sio representados por uma distribuigio log-

normal e, consequentemente, a receita gerada pelo projeto também ¢ incerta.
A Equacéo F(K,V)

Utiliza-se a programagio dindmica para precificar o valor da opgiio de investimento F(K,V) da firma,
assumindo, por simplificag8o, que todos os riscos gerados pelo projeto podem ser diversificados no

mercado, implicando que o projeto pode ser descontado a uma taxa livre de risco.

Utiliza-se o Lema de It6 para F(K,V):

2 2
= }__a_dez + }w_é__}idKz +-§§de 4”5_?(11(.

dF
2 av2 2 5K 2 ov oK

Substituindo as expressdes relativas a dV e dK na equagio acima:

18°F :
dF=-~—~5—0'2V2dt+~1”ﬁ f(ﬁz1K+y21<2)drw;~«§F—(anz+onv)+
2 2 K V

+ % (—Idt + BUIK) 2 dz + y Kdw).
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Tomando o valor esperado de dF obtém-se:

2 2
E{dF]:%g\}gczvdelf—F

, 8F OF
v (B? IK + y 2K )dt + @V +—(-ld).

Considera-se que o fluxo de caixa gerado pela detengfio da opglo de investimento ¢ uma saida de
caixa equivalente ao investimento necessario para a realizagio do projeto por periodo, ou seja, um

montante de - [ dt.

Utilizando a equagdo de Bellman da programacio dindmica:
1
TF(K, V) = max, {__1 + a—-{ E[dF]} . (4)

O lado esquerdo da equagdo (4), tF(K,V), € o retorno por unidade de tempo que o investidor ird
requerer por possuir o ativo, ou seja, a opgdo de investimento. Uma vez assumido que todo o risco

pode ser diversificado no mercado, utiliza-se a taxa livre de risco r para o retorno desse investimento.
O primeiro termo do lado direito de (4), -1, equivale a saida de caixa desse montante por unidade de
tempo para que o investimento seja realizado, e o segundo termo equivale ao retorno esperado do

ganho de capital por unidade de tempo.

Logo, o lado direito de (4) € o retorno total esperado por unidade de tempo por deter o ativo,

maximizado com respeito a variavel de controle L.
Substituindo a expressdo (3) em (4) obtém-se:

_ 1 &F 1 &'F oF oF
F(K, V) = max, 1 -I() + =0’V — + = (B° IK + y’ K )= + oV — - [—}.
T ( ) I{t){ () 7 avz 2(ﬁ Y )5K2 av aK}
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Analisando a equagfo acima, nota-se que a expressio ¢ linear com respeito a variavel de controle I{t),
na qual a equacdio deve ser maximizada. Considerando que 2 taxa mixima de mvestimento por
periodo é igual a I, como consequéncia da linearidade, a expressio assume o seu maximo quando

1(t) = 0 ou Kt) = L, ou seja:

2
OF & _o=1m-=0,
K> XK

caso (2) :-1+%(,82K)

2
o fmﬁ > 0,=1(t)=L
K K

caso (b) :_1+%(ﬁ2K)

A equaciio (5) pode, portanto, ser dividida em duas equagdes relativas aos casos {a) e (b).
Considerando o caso (a), o 6timo é ndo proceder ao investimento,  I(t) = 0. No caso (b}, 0 6timo é

investir a taxa maxima disponivel, I(t) = L

No limite das duas expressdes, encontra-se o ponto dtimo de transi¢io de custos de investimentos,
chamado K*(V). Uma vez descoberto o ponto K*(V), obtém-se a regra 6tima de investimento que

maximiza o valor da firma.

Para um determinado valor do projeto V, a firma deve observar os custos atuais e compara-lo com o
custo 6timo K*(V). Caso os custos observados estiverem abaixo desse limite 6timo, o investimento
deve ser realizado a taxa méaxima disponivel, I{t) = 1. Caso contrario, o investimento deve ser

suspenso, I(t) = 0.

Logo, pode-se dividir a equagio (5) em dois intervalos de acordo com os custos observados K, e o

custo 6timo K*, ainda a ser calculado:
éo*szFW % V' K*Fy +aVE, —#F =0 ,caso K>K*
(6), (7)

—;-O“ZV'?FW 4% (B° 1K+’ K*)Fyy +oVF, —IF, —rF—I =0 ,casoK <K*.
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A equagio (6) é uma equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem com solugéio analitica, e a
equagdio (7) € uma equagio diferencial parcial linear de segunda ordem do tipo eliptica, devendo ser
resolvida numericamente. O problema &, portanto, encontrar a regra de investimento otima K*(V). O
valor étimo K*(V) nao conhecido é chamado de contorno livre, o que caracteriza um probiema de

contorno livre.
Condigdes de Contorno

A solugio das equagdes (6) e (7) possui as seguintes condi¢gdes de contorno:

F(O,V) =V, (8)
lim F(K,V) =0, ©)
lim F(K,V) =0, (10)
lim 7, (K,V) = e, (11)

F(K*,V) é continua em K*(V) - (condi¢cdo do valor 6timo),

Fr(K*,V) é continua em K*(V) - (condicdo de contato alto do valor 6timo).

As equagdes diferenciais (6) e (7) resolvidas juntamente com as condi¢des de contorno acima levam
ao valor da op¢iio de investimento F(V,K} e ao valor 6timo K*(V), traduzindo a regra de

investimento otima para a empresa.

As duas ultimas condi¢des de contorno referem-se as condigdes do valor 6timo e contato alto, onde o
valor da op¢io F(V,K) e de sua derivada Fx(V,K) devem ser continuas no ponto dtimo K*(V).
Trabalha-se, portanto, com um problema de contorno livre.

A condigdo (8) indica que, quando o valor do investimento restante K alcanga zero, o investimento

estd terminado, e a firma recebe o valor do projeto completo V.
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A condigiio (9) equivale a suposigio de que o valor do projeto V segue o movimento geométrico
Browniano. Uma vez que o valor do projeto alcance zero, ele permanece em zero, anulando, portanto,

o valor da opgio de investimento.

A condigdo (10) indica que, quando o valor do investimento restante K é muito grande, a
probabilidade de, em algum instante, K cair para um valor acessivel que permita o inicio do projeto é

muito pequena, €, portanto, a opgo de investimento ndo tem valor algum.

A condigdio (11) refere-se ao valor da opgio quando o valor do projeto tende ao infinito. Quando o
valor do projeto V torna-se grande comparado ao total restante de investimento K, ¢ improvavel que
o0 investimento seja suspenso antes de sua finalizagdo. O projeto apresenta, portanto, exatos K/I
periodos para seu término, lembrando sempre que, por mais rapida a realizagfio do investimento, o
tempo minimo para seu término, K/I, depende da taxa méxima de investimento da firma, no caso I
por periodo. Durante esse periodo, o detentor da opgdo perde a taxa de distribuigdo de dividendos &
relativa ao projeto. Essa € a taxa apropriada para o desconto do valor do projeto. Conforme a
condigdo (8), ao término do investimento, K = 0, o valor da opgdo ¢ V, F(V,0) = V, ¢ sabe-se,
exatamente, que o periodo restante para o término do projeto é de K/I. Calculando o valor presente da

opgio de investimento quando V tende ao infinito, obtém-se:

lim F(K,V) = Ve ®'T

Derivando em relag¢do 4 V, obtém-se justamente a condigdio (11) reescrita abaixo:

lim F, (K, V) = e ¥ (11)
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Solugdo da Equacgédo F(V,K)
Caso K > K*(V) — Solugdo Analitica

Caso K > K*, a empresa suspende seus investimentos, I(t) = (), ¢ deve-se resolver a equagio (6)

reescrita abaixo:
%szzFW +%72K2FKK +0oVF, —1F=0 ©).

Sujeita as condigdes de contorno:

lim F(K, V) = 0, ©)
lim F(K,7) =0, (10)
lim £, (K,V)y =™, (11)

F(K*,V) ¢é continua em K*(V) - (condi¢o do valor 6timo),

Fx(K*,V) é continua em K*(V) - (condigo de contato alto do valor 6timo).

A equagio (6) ¢ uma equagiio diferencial parcial gue possui solugdo analitica do tipo:

F,V)=mX/V)" , (12)

Substituindo (12) na equagfio (6), obtém-se a equagio de segundo grau (13), cujas raizes ®; € o, sdo

dadas pela equagdo (14) :

—;—yzla)z—a)]—aa)+é~0“2{a)2—w]—r=0 , (13)

- 2 2 2
wlz(i+"‘2 “z]m L “’)2 . (14)
, \2 y+o (r* +20-07)
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A solugdio de (6) &, portanto, uma combinag3o linear do tipo da equagéo (12):

F(K,V) = my(K/V)® 4my®/V)*2
Pela equacio (14), verifica-se que ©; > 1 e »; < 0. Devido 4 condigo de contorno (10), para a fungfo

F(K,V) n3o divergir quando K tender para infinito, a constante m; € suposta igual a zero, resultando

como solugio :
F(K,V) = my(K/V)™2. (15)

As condigtes de contorno do valor 6timo e de contato alto garantem que no ponto dtimo K* a fungfo

F(K,V} e sua derivada Fx(K,V) sfo continuas, portanto, obtém-se:

F(K*,V) = my(K*/V)*?, (16)

Fr(K*,V) = maon(K/V)"2 /v, an

Dividindo (16) por (17), elimina-se a constante m; :

F(K*V)= («IS:}FK (K*,V) . (18)

(:02
A condiggo (18) equivale a condigio de valor 6timo do contorno livre e substitui as duas condigdes

de contorno do valor 6timo e de contato alto. A partir da condigfio (18), comum as duas solugdes,

consegue-se o valor 6timo K*(V), como se vé adiante.
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Caso K < K* - Solugdo Numeérica

Caso K < K*, a firma investe a taxa maxima de investimento por periodo, I(t) =1, e deve-se

resolver a equacfo (7) reescrita abaixo:

%anEFW % (B IK+y’ K )Fyy +aVE, —IF, —rF~I=0 (7).

Sujeita as condi¢des de contorno:

F(O,V) =V, (8)
F(K,0)=0, ©)
lim F(K,V) =0, (10)
}i}}?aFV(KaV)zeAJK”: (11)

F(K*,V)z(ﬁ}-FK(K*,V) . (18)

2

A equacdo (7) ¢ uma equagao diferencial parcial eliptica e deve ser resolvida numericamente. O
método aqui utilizado corresponde ao método das diferengas finitas (MDF) em sua forma implicita,
Consiste na transformagio das variaveis V e K em incrementos discretos e da equagfo diferencial
parcial (7) em uma equacdo de diferengas finitas, a qual pode ser resolvida algebricamente através da

resolugdo de um sistema linear.

A resolugiio da EDP eliptica implica no total conhecimento da regifio de contorno do problema. Isso €
fornecido através das condigdes de contorno (8)-(11). A condigiio de contorno (18) fornece a

informacfo necessaria para o célculo do ponto Stimo K*(V),

Neste modelo, o total de investimento K, necessario para o desenvolvimento do projeto, bem como

os valores, V, que o projeto pode assumir sio aleatérios.
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Seja a seguinte discretizagio para duas variaveis:

F(K,V)=F(iAK ,jAV)=Fij , onde0<i<ntl e0<j<n

Com essa discretiza¢o, pode-se montar um dominio quadrado, também chamado de grid nxn onde a
solugdo ¢ procurada. A regifio do dominio para as varidveis sio K € [0, Kpacje V € [0, Vina] , onde

Kmax =nAK € Vipax = nAV,

Pelo fato de se estar utilizando o método implicito, a escolha das discretizagdes AK e AV niio sdo de

importancia para a convergéncia do método.

As derivadas parciais serfio aproximadas pelas formas de diferengas do seguinte modo:

Fgk ~ [ Fintj - 2F;j + Fiay]/ (AK)Y 19)
Fe = [ Fij-Fiyj]/ 24K, 20
Fyv = [ Fijor - 2F+ Fiju 1/ (AV)?, 21)
Fy [ Fij - Fiji 1/ 2AV . (22)

Aplicando as aproximagdes de diferengas finitas (19)-(22) na equagiio (7), obtém-se:

E

S

-a, F +b K e B +dF G e

£ 1. ijtislj iL,j* i3+l iJ

1=0, (23)

onde;
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. L .
a,, =r+c’j’ +KE(ﬁ I+y21AK),

b, = I
2AK

(81 +iy*aK - 1)

L
¢ =ﬁ-(t‘ﬁ2]+izy21§l{ —I—I),
d; =%j(alj~+«a),

€= %f("zf”a)

Agora as condi¢Ges de contorno sio transformadas de acordo com as aproximagdes de diferencgas

finitas (19)-(22):

A condi¢io de contorno (8) : Fo,j = JAV
A condig¢io de contorno (9) : Fo=0
A condic¢io de contorno (10) : F_, = 0
A condiciio de contorno (11) : F,(iAK,nAV) = e 0 AK/1

Utilizando a aproximaggo (22) das diferencas finitas para a equacfio acima:

g

[E o1 _ o~ DIAK/T

[%: 23]

2AV

Isolando o termo Fj,+1 da equagdo acima:

E = 2AVe S AKI

i,n+l i,n-1
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Utilizando a equagio (23) e fazendo j = n, obtém-se:

-a. F_+b, F, +¢. F. +d F . +e F_.-I=0.

2 i,n in*ivin inti-Ln atin+l in*in-i

Substituindo a equagdo (27) em (28), tem-se:

i,n*in Lati+in inti-ln intin~

—a_F_+b E.  +c F +dim(2AVe”5iAK’fI+Egn_;)+e' F_ -1=0.

Arrumando os termos acima, obtém-se:

~a, B, by, 0, F L, +(d, +e )R, +d,,24ave AT 120,

intin in*i+ln 1

Relativo a condigfo de contorno (18) obtém-se:

E procedendo a simplificando da expressfio acima:

1%
Fins = 20, [F""“’j - F"“‘H]

Desenvolvimento do Algoritmo
Reescrevendo a equagio de diferencas finitas a ser calculada:

—-a, F;+b, F . +c F  +d F . +e

i3 LJ LY E+LL] LT+l Lj

F,, —-1=0, (23)

1
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onde:

i
a,, =r+0 7P +—\B* T +y%AK
Y J AK(ﬂ ¥ l

b, = iK (81 +i7y*AK —1)
¢, = ;K (i1 +i*y*AK +1)

d,; =—;—j(0'2j+0£),

€ =%j(0'2j“a)

Sujeita as condicdes de contorno:

Flio=0 . 25)
Fp =0 26)
—ai,Fn D Fu, e +(di,n TCin )Fi,nml + di,nZAve—S A _1=0, (30)
i *
Fry=g—[Fes=Fes] - GD

2

Cada elemento F; ; da equagfio (23), pode ser visto como elemento de um grid nxn. As condi¢des de

contorno do grid equivalem as equagdes (24)-(26) e (30). No entanto, ao contrario das condigdes

(24)-(26), a condigdo (30) é dada como fungdo dos valores do grid (incognitas a serem calculadas).

A equagdo (23), correspondente & equacio de diferengas finitas, deve ser resolvida sob a forma de um

sistema. Este sistema, possui um nimero de incdgnitas e equagdes iguais ao nimero de elementos do

grid.
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No caso, como se estd trabalthando com um grid de nxn elementos, o sistema apresentard nxn
equacdes e variaveis. Um sistema de nxn variaveis e equagdes corresponde a resolugfio de uma matriz

de (nxn)* elementos.

Para um melhor grau de precisio, ¢ preferivel trabalhar com discretizagdes pequenas. Ao mesmo
tempo que torna a solugdo mais precisa, diminuindo os valores das discretizagdes, refina-se o grid e,
por conseguinte, aumenta o seu numero de elementos, bem como os elementos da matriz, o que

implica em um maior esfor¢o computacional.

Por exemplo, trabalhando-se com valores de K ¢ V variando de 0 até 10 € com uma discretizagio de
0,25 (fazendo AK = AV), esta se considerando, na verdade, um grid de 40x40, ou seja um sistema de
1600 (40%) incégnitas e equagdes, o que leva a resolugio de uma matriz de 2.560.000 (1600%)
elementos. E necessério, portanto, armazenar os 2,56 milhdes de elementos da matriz para proceder

ao escalonamento.

Como em uma EDP eliptica cada elemento pode ser calculado dependendo dos quatro elementos
adjacentes, tem-se, para cada elemento a ser calculado, o maximo de quatro outros elementos

disponiveis, como mostra a célula representativa abaixo:

Observe-se o elemento central da célula F;;. Este elemento ¢ calculado baseado nos valores dos
quatro elementos adjacentes, no caso os elementos em vermelho, Fi+1j, Fiij, Fij+1 € Fij1, 0 que pode
ser observado pela expressdo (23). Através dessa expressio, monta-se um sistema de equacgdes na
forma matricial. Cada linha da matriz conterd, no maximo, cinco elementos ndo nulos - o proprio e

mais seus quatro elementos adjacentes. Se o elemento a ser calculado estiver perto da fronteira do
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grid, o elemento pode ser representado apenas por dois (menor caso), ou trés elementos adjacentes.
Na figura acima, este seria o caso onde um ou dois elementos em vermelho seriam conhecidos pelas

condig¢des de contorno ¢, portanto, nfio representariam variaveis do sistema.
Portanto, cada linha ou coluna da matriz do sistema contera no maximo cinco elementos nio nulos.

Como se V€, a propria estrutura de uma EDP eliptica ajuda bastante na redugo de varidveis

necessarias ao armazenamento, auxiliando na economia de memdria computacional necessaria.

Uma matriz dessa forma, com apenas poucos elementos ndo nulos por linha ou coluna, € chamada de

matriz esparsa.

O algoritmo para obten¢io da regra 6tima de investimento pode ser referido da seguinte maneira:
Primeiramente, deve-se calcular os valores das condig¢Ges de contorno do grid.

Através da equacio (23), monta-se um sistema de equagdes lineares em forma matricial, onde cada
variavel da matriz representa um ponto do grid. No exemplo, existem 1600 varidveis que representam

todos os pontos do grid. Cada ponto equivale ao valor F;; ( F(K,V) ) da op¢io de investimento.

Procede-se ao escalonamento da matriz para a resolugdo das 1600 variaveis que representam os
pontos do grid. Como existem 1600 variaveis e equagbes, a matriz sera sempre quadrada com 1600°

elementos.

Uma vez resolvido o sistema matricial, obtém-se os valores das opg¢Oes de investimentos F;; para
todos os valores do grid, ou seja, para toda regido de valores de K (custo de investimento) e V {valor

do projeto completo) abrangida.
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Lembrando que se esta calculando a equag@o de diferengas finitas (23) correspondente a solugéio
numérica do problema. Deve-se agora proceder ao calculo da regifio onde a solugo ¢ analitica da

forma de (15), reescrita abaixo:
F(K,V) = ma(K/V)*2, (15)

A solugfio analitica corresponde & parte da solugio, onde os custos de investimentos K(V) sdo
maiores do que o custo limite étimo K*(V). Logo, é necessario descobrir, primeiramente, esse ponto

otimo de transigo.

Utiliza-se a condigo de contorno do valor étimo (31), em todas as colunas do grid, para descobrir o
ponto 6timo K*(V). Devido a erros numéricos, (31) ndo serd verificada exatamente, portanto, um erro

¢ introduzido de forma que (31) possa ser verificada. A condi¢do (31) passa a ser, portanto:

i*

E., —E[F

i*+L,} -

Fi,_,’j] < & ,onde ¢ € escolhido como AK/3. (32)

Uma vez satisfeita a condi¢@io acima, obtém-se o valor étimo i* para cada j, ou seja, K¥(V), bem

como o valor de Fj que equivale & F(IKK*,V).

Como no étimo as duas solugdes (analitica € numérica) sfo continuas, utiliza-se a equagdo (15) para

o calculo da constante mo.

Com esse procedimento, pode-se encontrar valores de m; que variem de acordo com cada coluna do

grid, ou seja, my(V).
Porém, como m; € constante para (15) ser solugfo analitica de (6), deve-se utilizar como boa “proxy”

aquele valor de m; relativo a coluna central do grid (no exemplo coluna central equivale a V = 5), de

forma a evitar erros de interferéncias.
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A partir de K(V) > K*(V), a solu¢io numérica deixa de valer, sendo substituida pela solugfio
analitica. S#o calculados, portanto, os valores de F(K,V) segundo a equag#o (15), j4 com o valor de

m; conhecido.

Com isso, obtém-se todos os valores de F(K,V) e os pontos 6timos K*(V) do grid, responsaveis pela

regra 6tima de investimento, maximizando o valor da op¢lo de investimento da firma.

Um exemplo ¢ ilustrado, a seguir, supondo um grid 3x3. As figuras abaixo ilustram o procedimento:

Primeiro, as varidveis continuas V ¢ K sfo discretizadas. Utilizando o exemplo anterior, onde as
variaveis V e K variam de 0 até 10, o valor das discretizagdes devera ser 3.33 (AK = AV = 3.33) para
um grid 3x3. Cada ponto do grid, par (i,j), representa a opcdo de investimento F(K,V) referida por

Fi;. O dominio continuo transforma-se em um grid discreto conforme a figura abaixo:

fronteira
SN § W O . W
K ou iAK _._....._“M{Z,l? ----- QJ) ------ (2"3-:} ----------- Epseudf}
| s : . i fronteira
A (L (12 (3
i | |
I I i
Vou jAV

Os elementos da fronteira s&o conhecidos a partir das condigdes de contorno, € a pseudo-fronteira,
representada em vermetho, possui suas derivadas conhecidas ao invés da fungio no ponto. Devido a
este fato, os elementos adjacentes & pseudo fronteira, ou sgja, pares com valores de j = 3, possuem
féormula de recorréncia dada pela equag@o (30), diferente dos outros pares, com j # 3, com formula de

recorréncia dada pela equagéo (23).
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A seguir, calcula-se as equagdes relativas aos pares (i,j) definidos no grid acima:

A equacio de diferencas finitas, com a formula geral dada por (23), é:

_al,iFl,l + bi,[FZ,l +Cl,1Fo,1 + dl,;Fz,z + e],iFi.Q -1=0

mas:

F,; = AV , pela condigdo de contorno (24),

F,=0 ,pelacondigio de contorno (25).

Logo, a equagio torna-se:

“a;,zfm + bl,leJ + dE,le,z = “Cl,zAV +1. (33)

A equacfo de diferengas finitas, com a formula geral dada por (23), é:

—a,F b, Fy, ve, B, + d,F;+e,F,-I=0

mas.

F,, =2AV , pela condi¢io de contorno (24).

Logo, a equagdo torna-se:

—a,,F, +b,F, +d,,F, +¢,F, =—c,2AV +1. (34)
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i=1j=3
A equagio de diferengas finitas, com a férmula geral dada por (30), é:

-8 AK/T
—a,3F, b, F 5 +o R, +(d1,3 *t€ia )Fz,z +d,;2AVe -1=0,

mas:

F,; =3AV , pela condigio de contorno (24).
Logo, a equagdo torna-se:
~a,,F, +b,,F,, +(d,, e, )F, = —¢,,3AV ~d,,2ave O AR L . (35)

2i=1

i

A equagio de diferengas finitas, com a férmula geral dada por (23), é:

—a,, B, +by B 4o, By +dy B, +e B, -1=0
mas:

F> 0 =0 , pela condi¢do de contorno (25).

Logo, a equacfo torna-se:

_aZ,IFZ,l + b2,1F3,1 + Cz,lFm + dz,th,z = L. (36)

A equacio de diferencas finitas, com a formula geral dada por (23), é:
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-a,,F, + 132!21?3!2 +¢,,F, + dem +¢,,F, -1I=0.

E a equacdo torna-se:

=, 8, +by, by, +¢,,F, +dy,F  +e,F, =1 (37
i=2j=3
A equacdo de diferengas finitas, com a formula geral dada por (30), é:

—-82AK/1
—a,,F,; +b, B+, F  +(dy; +e, , )F,, +d,,24Ve -1=0,

Logo, a equacio torna-se:

~a,,Fyy + b, F 4y F, +(d, 5 +e,, )Ry, = —d, ,2aVe 028K 4 g (38)

i=3i=1
A equagdo de diferengas finitas, com a férmula geral dada por (23), é:

—33,1F3,1 + b3,1F4,§ + Ca,sF:z,x + d3,;F3,z + es,le,e ~1=0 s

mas:

F,, =0 , pela condi¢do de contorno (25),

F,, =0 , pelacondi¢}o de contorno (26).

Logo, a equag@o torna-se:
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“'a:a,lFs,l + 03’1}_"2!: + d3‘1F3,2 =1.

A equagio de diferengas finitas, com a formula geral dada por (23), é:

”asgzpa,z + b3,2F4,2 + cs,ze,z + d3.2F3,3 + es,st,x -I=0

mas:
E

+2 =0, pelacondi¢do de contorno (26).

Logo, a equagio torna-se:

-a,, K, +c¢,,F,, +d,,F, +e,,F, =1.
i=3j=3
A equacio de diferengas finitas, com a férmula geral dada por (30), &:

—83AK/]
—a;,F,; + by F,, + 0y F, +(d, +e,,)F,, +d,,2AVe ~1=0,

mas.

F,, =0 , pela condi¢do de contorno (26).

Logo, a equacdo torna-se:

~83AK/1
—a,F,, +0,.F,, +(dy, e, )F,, =—d,;2AVe +1.
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As equagdes (33)-(41) definem um sistema linear com nove incdgnitas que representam os valores da
opedo de investimento Fi; do grid 3x3 analisado. Colocando o sistema em forma matricial,

Ax =D, obtém-se:

A X
[—a,, d, 0 b, 0 0 0 0 07 [E,]
e, -4, d, 0 b, 0 0 0 0 F,
0 (d;+ey) —a,; O 0 b, 0 0 0 F,
s, 0 0 -—a, d, 0 b, 0 0 E,
0 Cy 0 €2 =y dy 0 by 0 E, |=
0 0 Ca 0 (dy+ey) —ay 0 0 by £y
0 0 0 ¢y, 0 0 a,, d, 0 F,
0 0 0 0 Ci 0 e, — d,, F,
0 0 0 0 0 Cay 0 ([dytey) —ay; | [Fy]
b
i -, AV +1 !
¢, 24V +1
_c 3AV ~d, 24V BKIT
I
= 7
—d, 2AVe” 928K /T |
I
I
—d,2Ave” 93K/

Observe que a matriz A ¢ uma matriz esparsa, onde cada linha possui no minimo trés e no maximo

cinco elementos, conforme ja mencionado.

Uma vez resolvido o sistema, o que implica encontrar a matriz inversa A "1, todos os pontos do grid,

pares (i,j) correspondentes 4 opg¢io de investimento F;;, sdo obtidos.
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Finalmente, a condi¢io de contorno (32) é utilizada para identificar qual o ponto 6timo K*(V), no

caso 1*( 3 ). Para cada coluna j do grid, um ponto i* ¢ obtido.

Através da discretizagdo da equacio (15), obtém-se o valor da constante m, substituindo o par

(i*AK, JAV), conforme abaixo:
Fi*’j
[i + AK) 02
JAV

{tiliza-se como valor de m;, aquele relativo a coluna central do grid, no caso (V = 6.66), ou sgja,

j=2.

my =

De posse do valor relativo a my, utiliza-se a equacio (15b - discretizada) para se obter os valores de

F(K,V) restantes, regido K(V) =2 K*(V), ouseja, i ()= 1*(j):

. w2
‘AK) . (15b)

FK,V)=F, ; = my| ———
( ) i, ] Z(jAV
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