
UNIVERSIDADE EST ADUAL DE CAMPINAS 

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS 

UNICAMP 

POS-GRADUACAO EM GEOCIENCIAS - AREA DE 

ADMINISTRACAO E POLfTICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

ANTONIO CAMILO CRUZ JUNIOR 

ANALISE DAS FUNCOES DE RECUPERACAO PARA A 

PARAMETRIZACAO DE RESERVAS MINERAlS 

Disserta9ao apresentada ao Institute de Geociencias 
como parte dos requisites para obten9ao do tftulo de 
Mestre em "Geociencias- area de administra9ao e polftica 
dos recursos minerais." 

Orientador: Prof. Dr. Armando Zaupa Remacre. 

CAMPINAS- SAO PAULO 

OUTUBRO - 1998 

C889a 

35804/BC 



UNICAMP 

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS 

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS I AREA DE 

ADMINISTRACAO E POLfTICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

POS-GRADUACAO EM GEOCIENCIAS - AREA DE AREA 

DE ADMINISTRACAO E POLITICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

ANTONIO CAMILO CRUZ JUNIOR 

ANALISE DAS FUNCOES DE RECUPERACAO PARA A 

PARAMETRIZACAO DE RESERVAS MINERAlS 

Dissertavao apresentada ao Institute de Geociencias 
como parte dos requisites para obtenvao do tftulo de 
Mestre em "Geociencias- area de administra9ao e polftica 
dos recursos minerais." 

Orientador: Prof. Dr. Armando Zaupa Remacre - UNICAMP/IG/AGP 

CAMPINAS- SAO PAULO 

OUTUBRO - 1998 

II 

:,.- f , t;: A&;; •• 

--~ $ 



UMf!tVJ'" 

N' 

FICHA CAT ALOGRAFICA ELABORADA PELA 

BIBLIOTECA I. G. - UNICAMP 

Cruz Junior, Antonio Camilo 

C889 a Analise das fum;oes de recupera~;ao para a parametriza~;ao 

de reservas rninerais I Antonio Camilo Cruz Junior.

Campinas,SP.: [s.n.], 1998. 

Orientador: Armando Zaupa Remacre 

Disserta~;ao ( mestrado) U niversidade Estadual de 

Campinas, Instituto de Geociencias 

1. Geoestatfstica. 2. Minera~;ao. 3. Recursos Minerais 

(Reservas). 4. Analise Estocastica. I. Remacre, Armando 

Zaupa. II. Universidade Estadual de Campinas, Instituto de 

Geoeiencias. III. Tftulo 



UNICAIVIP 

UNIVERSIDADE EST ADUAL DE CAMPINAS 

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS/ AREA DE 

ADMINISTRACAO E POLfTICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

POS-GRADUACAO EM GEOCIENCIAS - AREA DE 

ADMINISTRACAO E POLfTICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

AUTOR: Antonio Camilo Cruz Junior 

TITULO DA DISSERTACAO: ANALISE DAS FUNCOES DE RECUPERACAO 

PARA APARAMETRIZACAO DE RESERVAS 

MINERAlS 

ORIENTADOR: Prof. Dr. Armando Zaupa Remacre 

PRESIDENTE: Prof. Dr. Armando Zaupa Remacre 

EXAMINADORES: 

Prof. Dr. Armando Zaupa Remacre - Presidente 

Prof. Dr. Giorgio de Tomi 

Prof. Dr. Sergio Nascimento Bordalo 

Campinas, de de 1998 

Ill 



A Sra. Esther Pereira de Carvalho 



Agradecimentos 

A CAPEs pela oportunidade e recursos financeiros oferecidos. 

Ao Prof. Dr. Armando Zaupa Remacre pelo apoio e importante trabalho 

de orienta~ao. 

Aos membros das bancas examinadoras de qualifica~ao e defesa petas 

valiosas sugestoes. 

Aos professores e funcionarios do IG - UNICAMP que participaram da 

forma~ao te6rica e pratica durante o mestrado. 

Ao Moacir Cornetti pela aten~ao e colabora~ao prestadas no laborat6rio 

de informatica. 

Aos colegas de mestrado que souberam manter a uniao, colabora~o e 

amizade. 

A minha esposa Leila Beatriz pela compreensao, incentivo, carinho e 

dedica~ao. 

A meus pais Camillo Cruz e Esther Pereira de Carvalho pelo carinho e 

compreensao. 

Aos meus irmaos pela compreensao e colabora~oes (Vera, Hercules, 

Marina e Robinson). 

A Deus pelo amparo e prote~ao. 

ii 



Sumario 

DEDICATORIA ............................................................•................................................ .i 

AGRADECIMENTOS .................................................................................................. .ii 

fNDICE ........................................................................................................................ iii 

LIST A DE FIGURAS .................................................................................................... v 

LIST A DE SIGLAS E ABREVIATURAS ................................................................. viii 

LIST A DE SfMBOLOS ................................................................................................ ix 

LIST A DE T ABELAS ................................................................................................. xii 

RESUMO ................................................................................................................... xiv 

ABSTRACT ................................................................................................................ xv 

CAPITULO 1 ....................................................................................................... 1 

1.1 lntroduc;:ao ........................................................................................................ 1 

I. 1.1 Recursos "in situ" e Reservas Recuperaveis ............................................ 1 

I. 1.2 Objetivos desta dissertac;:ao ...................................................................... 4 

1.1.3 Metodologia ............................................................................................... 5 

L 1.4 Organizac;:ao da Dissertac;:ao ..................................................................... 7 

II CAPITULO 2 ....................................................................................................... 8 

11.1 Fungoes de recuperac;:ao e parametrizac;:ao de reservas ................................. 8 

11.2 FR para variaveis contfnuas .......................................................................... 10 

11.2.1 Func;:ao tonelagem - T(z): ..................................................................... 1 o 

11.2.1.1 Representac;:ao grafica da func;:ao T(z): ............................................ 11 

11.2.2 Func;:ao metal contido - Q(z) : ................................................................ 12 

11.2.2.1 Representac;:ao grafica da func;:ao Q(z) : ........................................... 12 

11.2.3 Func;:ao Metal Contido x Tonelagem - Q(T): ....................................... 13 

I 1.2.3.1 Representac;:ao grafica da func;:ao Q(T) ........................................... 13 

11.2.4 Func;:ao beneffcio convencional - B(z): ................................................. 15 

11.2.4.1 Representac;:ao grafica da func;:ao B(z) ............................................ 16 

11.2.5 Func;:ao Teor Medio - m(z) .................................................................... 17 

11.3 Mode los de distribuic;:ao de probabilidade ...................................................... 18 

iii 



11.4 FR para variaveis discretas ........................................................................... 19 

Ill CAPITULO 3 ····································································································· 21 

111.1 Efeito Suporte ............................................................................................ 21 

111.2 Validar;:ao Cruzada ..................................................................................... 24 

111.3 Efeito lnformar;:ao ....................................................................................... 26 

IV CAPITULO 4 ··········•···•·•••·••·•••••••··•····································•••••·•·················•···•·•• 32 

IV. 1 Tipos de Reservas Recuperaveis ............................................................... 32 

IV.1.1 Para o caso da distribuir;:ao Normal ....................................................... 35 

IV.1.2 Para o caso da distribuir;:ao Lognormal .................................................. 35 

V CAPITULO 5 ..................................................................................................... 39 

V.1 Criar;:ao do Estudo de Caso ........................................................................... 39 

V.2 lmpacto do Efeito Suporte sobre as FR ......................................................... 40 

V.3 lmpacto do efeito informar;:ao sobre as FR. ................................................... 46 

VI CONCLUSOES .................................................................................................. 55 

ANEX0 ....................................................................................................................... 56 

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA .............................................................................. 62 

iv 



Lista de Figuras 

Figura 1.1: Esquema de uma bancada de um deposito de metal (Rivoirard, 1994 ) ... 2 

Figura 1.2 : llustra9ao da conversao da reserva estimada em reserva recuperavel, 

dado um cenario tecnico e economico ................................................................. 4 

Figura 1.3: Esquema da metodologia adotada ........................................................... 6 

Figura 2.1: Curva Tonelagem x Teor de corte: T(z) . ................................................ 11 

Figura 2.2: llustra9ao da fun9ao Q(z) ....................................................................... 12 

Figura 2.3: llustra9ao da fun9ao Q(T) . ..................................................................... 14 

Figura 2.4: iiustra9ao da fun9ao Quantidade de Metal x Tonelagem Q(T) , com os 

parametres B , rn e z ..................................................................................... 15 

Figura 2.5: llustra9ao da fun9ao beneficia convencional: B(z) . ................................ 16 

Figura 2.6: llustra9ao da fun9ao Beneffcio Convencional B(z), com os parametres 

Q,Tern ........................................................................................................ 16 

Figura 2.7: llustra9a0 da fun9a0 Teor Medio rn(z) .................................................... 17 

Figura 3.1: llustra9ao de um domfnio D dividido nos suportes v e v . .................... 22 

Figura 3.2: a) Fun9ao densidade de probabilidade, b) Fun9ao densidade de 

probabilidade acumulada, para os suportes v e V ........................................... 22 

Figura 3.3: llustra9ao das fun96es de recupera9ao: a) T(z), b) Q(z) e c) B(z), para 

os suportes v e v ............................................................................................. 23 

Figura 3.4: Nuvem de dispersao z (x;) x z' (x;) gerada pel a valida9ao cruzada ...... 25 

Figura 3.5: Teores verdadeiros versus Teores estimados [Z(v;)xZ' (v,) ], e um teor 

de corte z em ambos os eixos .......................................................................... 27 

Figura 3.6: Regressao normal. .................................................................................. 30 

Figura 3. 7: Regressao Lognormal. ............................................................................ 31 

Figura 4.1: Fun96es de recupera9ao: a)Tonelagem T(z), b)Metal contido Q(z), 

c)Beneffcio Convencional B(z) e d)Metal contido x Tonelagem Q(T) para as 

reservas ilus6ria, ideal, efetiva e 6tima. Utilizando os parametro: teor medio 

rn =1 g/t varian cia pontual a; =1, 718 (g/t)2, varian cia de bloco (j"; = 0,649 (g/t)2 e 

correla9ao p =0,5 (reproduzido de Matheron 1981 ) .......................................... 36 

v 



Figura 4.2: llustraQao do calculo de reseNa estimada, verdadeira e efetiva ............. 38 

Figura 5.1: llustraQao do calculo do teor de metal Z(v,) para o suporte de 3x3m: pela 

media do suporte de 1 x1 m ................................................................................. 41 

Figura 5.2: a) Variogramas experimentais para os suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 

15x15m na direQao do eixo x. b) Variancia de Z(v) versus Tamanho de Suporte 

v ........................................................................................................................ 42 

Figura 5. 3: Histogramas dos teores de metal Z (v,) : suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 

e 15x15m ........................................................................................................... 42 

Figura 5. 4: Representa9ao grafica da fun9ao Tonelagem [T(z)], definida sobre os 

suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m ................................................. .43 

Figura 5.5: RepresentaQao grafica da fun9ao Metal Contido [Q(z)], definida sobre os 

suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m ................................................ .44 

Figura 5.6: Representa9ao grafica da fun9ao Beneficio Convencional [B(z)], definida 

sobre os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m ................................. .45 

Figura 5.7: RepresentaQao grafica da fun9ao Metal Contido x Tonelagem Q(T), 

definida sobre os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m .................... .46 

Figura 5.8: a) 10 Caso: estimativa do teor de metal z~ (v,) do bloco v, pelo teor da 

amostra localizada no centro do bloco v, com suporte de 5x5m e b) 20 Caso: 

Vizinhan9a de Krigagem de bloco para estimativa do teor de metal z' (v,) do 

bloco v, para o suporte de 5x5m ....................................................................... 47 

Figura 5.9: CuNas da Tonelagem [T(z)]: para os teores verdadeiro Z(v,) ,e para os 

estimados z' (v) pelo teor da amostra central do bloco v, e pela krigagem de 

bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v, ; isto para os suportes 

de a)3x3, b)5x5 e c)7x7m .................................................................................. 50 

Figura 5.10: CuNas do Metal Conti do [ Q(z)] : para os teores verdadeiro z ( v,) ,e 

para os estimados z' (v) pelo teor da amostra central do bloco v, e pela 

krigagem de bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v, , isto para 

os suportes de a)3x3, b)5x5 e c)7x7m ............................................................... 52 

Figura 5.11: CuNas do Metal Contido x Tonelagem [ Q(T)]: para os teores 

verdadeiro Z(v,) ,e para os estimados z~ (v) pelo teor da amostra central do 

vi 



bloco v, e pel a krigagem de bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao 

bloco v,, isto para os suportes de a)3x3, b)5x5 e c)7x7m ................................. 53 

Figura 5.12: Curvas do Beneffcio Convencional [ B(z) ]: para os teores verdadeiro 

Z(v,) ,e para os estimados z' (v,) pelo teor da amostra central do bloco v, e 

pela krigagem de bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v, , isto 

para os suportes de a)3x3, b)5x5 e c)7x7m ....................................................... 54 

vii 



FA 

fdp 

fdpa 

FR 

IG 

IQD 

ISATIS 

KO 

TB 

UNICAMP 

VA 

Lista de Siglas e Abreviaturas 

Fun9ao aleat6ria. 

fun9ao densidade de probabilidade. 

fun9ao densidade de probabilidade acumulada. 

Fun96es de recupera9ao. 

lnstituto de Geociencias. 

lnverso do Quadrado da Distancia. 

Software Geoestatfstico da Geovariances. 

Krigagem ordinaria. 

Simula9ao Turning Bands ou Bandas Rotativas. 

Universidade Estadual de Campinas. 

Variavel aleat6ria. 

viii 



Usta de simbolos 

A Area (ou volume) a ser estimada. 

B(z) Fun<;:ao beneffcio convencional. 

B, (zl Fun<;:ao beneffcio convencional, definida sobre o suporte v. 

Bv (z) Fun<;:ao beneffcio convencional, definida sobre o suporte V. 

Bet (Z(x,);::: z) Fun<;:ao beneffcio convencional para reserva efetiva. 

B2 ,,) (z) Fun<;:ao beneffcio convencional para reserva ideal. 

B,d (z) Fun<;:ao beneffcio convencional para reserva ideal. 

B,, (z) Fun<;:ao beneffcio convencional para reserva ilus6ria. 

Bop,(z) Fun<;:ao beneffcio convencional para reserva 6tima. 

B
2
,,, (z) Fun<;:ao beneficio convencional para reserva ilus6ria. 

C(z) Fun<;:ao custo. 

C(h) Fun<;:ao de covariancia entre duas VAs separadas por h. 

C Matriz das covariancias pontuais entre as amostras. 

C(x, - x j) Covariancia entre as duas VAs nas posi<;:6es x, e xj. 

C(x, - x0 ) Covariancia entre as duas VAs na posi<;:ao x, e onde se quer 

estimar x0 • 

C(x, -A) Covariancia entre as duas VAs na posi<;:ao x, e a area A. 

c (x, -A) Covariancia media entre as duas VAs na posi<;:ao x, e a area A. 

c AA Covariancia entre os pares de pontos discretizados dentro de A . 

d, Densidade do bloco i. 

D Vetor das covariancias entre as amostras e os pontos a serem 
estimados, para krigagem pontual; 
Vetor das covariancias medias entre as amostras e as area A a ser 
estimada, para krigagem de bloco. 

E[z] Esperan<;:a matematica dos teo res z . 

E[Z 1 z > z] Esperan<;:a matematica condicional. 

ef Relativo a reserva efetiva. 

f(z) Fun<;:ao densidade de probabilidade. 

F(z) Fun<;:ao densidade de probabilidade acumulada. 

F,(z) Fun<;:ao densidade de probabilidade acumulada da VA Z(v,). 

Fv (z) Fun<;:ao densidade de probabilidade acumulada da VA Z(V,). 

ix 



g(y) 

G(y) 

h 

h(Z(x)) 

I, (z) 

id 

il 

m 

m(z) 

m)z) 

mv(z) 

N(O, 1) 

11 

opt 

P(Z > z) 

P(Z $ z) 

p(z) 

P(Z =z) 

p 

Q(z) 

Q(T) 

Q,(z) 

Qv (z) 

Q" (z) 

Qzrxi (z) 

Q,,(T) 

Fun9ao densidade de probabilidade acumulada da VA Z(x). 

Fun9ao densidade de probabilidade acumulada da VA z ( v,). 

Fun9ao densidade de probabilidade acumulada definida sobre h. 

Fun9ao densidade de probabilidade gaussiana padrao. 

Fun9ao densidade de probabilidade acumulada gaussiana padrao. 

Distancia entre duas posi96es; 

Regressao condicional E[Z ( v) I z (x,)]. 

Fun9ao de regressao condicional E[Z(v) 1 Z(x)]. 

Fun9ao indicatriz. 

Referente a reserva ideal. 

Referente a reserva ilus6ria. 

Teor medio de metal. 

Fun9ao teor medio. 

Fun9ao teor medio, definida sobre o suporte v. 

Fun9ao teor medio, definida sobre o suporte v. 

Distribui9ao gaussiana padrao com media zero e variancia unitaria. 

Numero de amostras; 
Numero de linhas para a simula9ao Turning Bands. 

Referente a reserva 6tima. 

Probabilidade do teor Z ser maior que o teor de corte z. 

Probabilidade do teor z ser menor ou igual que o teor de corte z. 

Fun9ao de probabilidade de z = z . 

Probabilidade de z = z . 

lnclina91io de regressao. 

Fun9ao metal contido. 

Metal contido em fun9ao da tonelagem. 

Fun9ao metal contido definida sobre o suporte v. 

Fun9ao metal contido definida sobre o suporte v . 

Fun9ao metal contido para reserva ilus6ria. 

Fun9ao metal contido para reserva ilus6ria. 

Metal contido em fun9ao da tonelagem para reserva ilus6ria. 

Q,
1 

(Z(x,);::: z) Fun9ao metal contido para reserva efetiva. 

X 



Qet(T) 

Q,d (z) 

Qzi"' (z) 

Q,AT) 

R" 

s 

s' 
T(z) 

T, (z) 

Tv(z) 

Til(z) 

Metal contido em fun gao da tonelagem para reserva efetiva. 

Fungao metal contido para reserva ideal. 

Fungao metal contido para reserva ideal. 

Metal contido em fungao da tonelagem para reserva ideal. 

Fungao metal contido para reserva 6tima Qap• (Z(x;) 2 z). 

Metal contido em fungao da tonelagem para reserva 6tima. 

Espago de dimensao n . 

Reserva verdadeira. 

Reserva estimada. 

Reserva efetiva. 

indice de seletividade. 

Variancia da VA resultante da transformagao da VA reduzida y. 

Fungao tonelagem. 

Fungao tonelagem, definida sabre o suporte v. 

Fungao tonelagem, definida sabre o suporte v . 

Fungao tonelagem para reserva ilus6ria. 

TzcxJ (z) Fungao tonelagem para reserva ilus6ria. 

T
4 

(Z (x,) 2 z) Fungao tonelagem para reserva efetiva. 

T,d (z) Fungao tonelagem para reserva ideal. 

T
2

,,
1 
(z) Fungao tonelagem para reserva ideal. 

T,p, (z) Fungao tonelagem para reserva 6tima T"P' (Z(x,) 2 z). 

Var[Z(v, )] Variancia de Z(v,). 

Var[Z" (v,)] Variancia de Z' (v,). 

v, Volume do bloco (ou do suporte) i. 

x
0 

Posigao generica em que e realizada a estimativa. 

y Variavel reduzida, padronizada. 

y, Variavel simulada pelo algoritmo Turning Bands. 

y Variavel reduzida da variavel simulada y,. 

z Teor de corte (cutoff). 

Z(v,) Teor de metal do bloco v,. 

Z(V,) Teor de metal definido sabre o suporte V. 

xi 



Z(x,) 

z' (x,) 

z" (v,) 

z(x) 

Z(x) 

z, (x) 

Z,, (x) 

?c(A) 

A. 

(j 

y(h) 

p 

f1 

f1 

p(A) 

'if 

Teor de metal da amostra na posi<;ao x,. 

Teor de metal estimado na posi<;ao x,. 

Teor de metal estimado sobre o suporte v. 

Variavel regionalizada, realiza<;ao da FA Z(x). 

Fun<;ao aleat6ria referente a VA z(x). 

Realiza<;6es simuladas da FA Z(x). 

Valor da simula<;ao unidimensional na posi<;ao x. 

Valor da simula<;ao nao condicional na posi<;ao x. 

VA correspondente aos val ores dos pontos dentro da area A . 

Valor medio sobre uma area A. 

Ponderadores, pesos de krigagem. 

Peso de krigagem da area A . 

Vetor dos pesos de krigagem (pontual ou de bloco). 

Desvio padrao. 

Variancia. 

Variancia da variavel estimada. 

Variancia da fun<;ao H. 

Variancia da variavel Z(x,). 

Variancia da variavel Z(v,). 

Variancia da variavel reduzida y . 

Variancia da variavel simulada y,. 

Variancia de krigagem da posi<;ao x0 • 

Variancia de krigagem de bloco. 

Variograma. 

Correla<;ao. 

Teor medio para o caso de distribui<;ao continuo. 

Media da variavel simulada y,. 

Media; 

Multiplicador de Lagrange. 

Multiplicador de Lagrange para a krigagem da area A. 

Para todo e qualquer valor. 

xii 



Lista de Tabelas 

Tabela 2.1: : Express6es das FR para os casos de fdp normal e lognormal: nos 

quais f1 e a 2 sao, respectivamente, a media e a variil.ncia de z para o caso 

normal, e a media e a variil.ncia de ln(Z) para o caso lognormal.. .................... 18 

Tabela 2.2: lmpacto causado pela incerteza do teor medio de metal do deposito 

sobre as FR, para o caso que o teor de metal ter distribui9ao lognormal, 

considerando o teor de corte z = 2,00 g/t... ........................................................ 19 

Tabela 5.1: Parametres utilizados e obtidos durante a fase de transforma9ao ......... 40 

Tabela 5.2: Estatistica basica dos teores de metal Z(v,) para suportes 1 x1, 3x3, 

5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m, e para os dados simulados ........................................ 41 

Tabela 5 3: Quantidade de minerio selecionado pela aplica9ao do teor de corte 

z =2g/t, em porcentagem da reserva total, para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 

9x9 e 15x15m .................................................................................................... 43 

Tabela 5.4: Quantidade de metal selecionado pela aplica9ao do teor de corte 

z =2g/t, em porcentagem, em rela9ao a quantidade total de metal contida na 

reserva mineral, para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m ............... 44 

Tabela 5.5: Beneffcio convencional, em porcentagem, aplicando o teor de corte 

z =2g/t, para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m ........................... .45 

Tabela 5.6: Quantidade de metal contido em 20% da reserva suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 

7x7, 9x9 e 15x15m ............................................................................................. 46 

Tabela 5.7: lmpacto do efeito informa9ao, para o 1o caso, em diferen9a relativa a 
reserva verdadeira [100· (Q *-Q) I Q ], sobre as curvas T(z), Q(z), B(z) e Q(T), 

utilizando os teo res de corte z1 = 1,5 g/t, z 2 = 2,0 g/t e z3 = 2,5 g/t, para o 

suporte de 5x5m ................................................................................................ 48 

Tabela 5.8: lmpacto do efeito informa9ao, para o 2o caso, em diferen9a relativa a 
reserva verdadeira [100· (Q*-Q)! Q ], sobre as curvas T(z), Q(z), B(z) e Q(T), 

utilizando os teores de corte z 1 = 1,5 g/t, z 
2 

= 2,0 g/t e z3 = 2,5 g/t, para o 

suporte de 5x5m ................................................................................................ 51 

xiii 



UNICAMP 

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS 

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS I AREA DE 

ADMINISTRACAO E POLfTICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

POS-GRADUACAO EM GEOCIENCIAS - AREA DE AREA 

DE ADMINISTRACAO E POLITICA DOS RECURSOS 

MINERAlS 

ANALISE DAS FUNCOES DE RECUPERACAO PARA A 

PARAMETRIZA<;:AO DE RESERVAS MINERAlS 

RESUMO 

DISSERT ACAO DE MESTRADO 

Antonio Camilo Cruz Junior 

Apesar do desenvolvimento de modernas tecnicas de tratamento de minerio, 

a estimativa de reservas ainda e uma parte importante na avalia9ao de reservas. 

Esta disserta9ao representa o formalismo das fun96es de recupera9ao 

(curvas tonelagem teor) com o objetivo de esclarecer os efeitos vinculados a 

atividade mineira, tais como: o efeito suporte e o efeito informa9ao. 

0 estudo do efeito suporte e do efeito informa9ao, considerando que a 

sele9ao de blocos e feita sem restri96es (sele9ao livre), mostrou que a mudan9a de 

suporte e a tomada de decisao sobre valores estimados degradam 

significativamente as curvas de parametriza9ao, no sentido de perda economica. 
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Despite of the development of new techniques of ore treatment, the estimation 

of reserves is still an important part in its evaluation process. 

This dissertation shows the formalism of the recovery functions (grade versus 
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Capitulo 1 

1.1 lntrodu~ao 

Nos ultimos anos a industria de mineracao tern se desenvolvido muito 

principal mente na area de tratamento de minerio. Paralelamente a isso as demandas 

da sociedade em relacao ao meio ambiente tern exigido cada vez mais que os 

projetos de mineracao diminuam riscos e incertezas relativas a qualidade seja do 

minerio produzido, seja do esteril envolvido. 

0 domfnio ou o controle dos riscos e incertezas dos projetos tambem tern sido 

exigidos dos orgaos de financiamento dada a escassez de investimentos no setor de 

minera9ao, dada, tambem a pressao da sociedade, nesses orgaos, em rela9ao aos 

cuidados que se deve ter do meio ambiente. 

Por essas razoes a estimativa de reservas e e continuara sendo uma das 

areas importantes das partes envolvidas nos projetos de avalia9ao de recursos 

minerais. 

Esta disserta9ao representa o formalismo das fun96es de recupera9ao (FR) 

(curvas do tipo tonelagemxteor) com o objetivo de esclarecer diversos efeitos 

decorrentes a atividade mineira, ou seja, o efeito suporte e o efeito informa9ao. 

Alem de ser feita uma revisao dessas fun96es, exemplos praticos, embora 

academicos, foram realizadas de modo a tornar mais didaticos e aplicaveis os textos 

originais de Matheron, 1981 e Matheron, 1984. 

1.1.1 Recursos "in sitli' e Reservas Recuperaveis 

A variabilidade espacial do teor, da mineralogia, da granulometria e de outros 

parametros de caracter geologico, no interior de urn deposito mineral constitui-se em 

urn problema para a engenharia no que concerne a estimativas de reservas minerais 

sobre os recursos in situ no deposito. 
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Suponha uma bancada de um deposito de metal, conforme esta 

esquematizado na Figura 1.1, em que o sfmbolo x corresponde a distribui9ao 

espacial dos pontos amostrados segundo uma malha de eXPiora9ao (sondagem}. 

Entao, estima-se o teor de metal Z(v,) de cada bloco v,, utilizando um metodo de 

estimativa qualquer. Muitas vezes deseja-se saber qual a quantidade de minerio ou 

a de metal contido em todos os blocos que apresentam teor maior que um dado teor 

de corte z. 

X X X X X 

X X .v, X X 

X X X X 

X X X X X 

Figura 1.1: Esquema de uma bancada de urn deposito de metal (Rivoirard, 1994). 

A sele9ao de blocos se da pela introdu9ao do parametro econ6mico teor de 

corte z, que corresponde ao teor mfnimo de metal do bloco ao qual o metal 

recuperado e capaz de custear todos os custos de lavra e tratamento do minerio do 

bloco. lsto e, o bloco sera selecionado se o seu teor de metal Z(v,) for superior ao 

teor de corte z. Portanto, o teor de corte z e caracterizado pelo contexto tecnico e 

econ6mico da regiao no qual o projeto mineiro esta inserido. 

Suponha, agora, que se quer saber qual a quantidade de minerio ( ou a de 

metal}, considerando todos os possfveis teores de corte z. Entao, o problema e 

inserir em tais reservas minerais todos os possfveis contextos tecnico e econ6mico, 

dos quais sao, em geral, variaveis no tempo e no espavo. 

Segundo Journel & Huijbregts (1978}, "os recursos in situ sao determinados 

pelo ambiente geologico do deposito. Enquanto as reservas recuperaveis (ou 

lavraveis) dependem, nao somente, dos recursos in situ e de suas caracterfsticas 
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peculiares, mas tambem, e essencialmente do contexte tecnico e economico da 

regiao onde o projeto mineral esta inserido". 

Para a estimativa de reservas minerais, geralmente e usada a geoestatfstica 

como ferramenta principal (krigagem, cokrigagem ou ainda simulagao estocastica), 

ou ainda metodos como o lnverso do Quadrado da Distancia (IQD) ou do polfgono 

de influencia, para realizar estimativas locais ou globais dos corpos geologicos. E, 

em geral, esta estimativa e obtida atraves das informag6es de amostragem 

exploratoria, do conhecimento geologico do deposito e, finalmente, na fase de lavra, 

de informag6es provenientes da amostragem dos furos de desmontes de paineis, 

que servem para o acompanhamento do controle de lavra em operag6es mineiras do 

dia a dia de uma mina. 

Para a mineragao, o calculo da reserva recuperavel constitui-se em um 

importantfssimo parametro, no que concerne a tomada de decisao de se lavrar ou 

nao uma reserva mineral. Principalmente, quando se trata de projetos que 

apresentam uma estreita margem de lucro financeiro, os chamados projetos 

marginais. 

Define-se reserva recuperavel como a porgao da reserva mineral a qual os 

teores de metal de seus blocos foram estimados com valores acima de urn 

determinado teor de corte z. 

E importante saber que, nesta dissertagao, para o calculo da reserva 

recuperavel, a escolha de cada bloco e realizada independentemente de sua 

localizagao no deposito e de sua vizinhanga. lsto e, a reserva recuperavel depende 

somente do teor de corte z adotado (unica restrigao). Portanto, a reserva 

recuperavel nao apresentara, necessariamente, conformidade adequada com a cava 

da mina (pit de lavra), quando os blocos selecionados estao bastantes disperses 

geograficamente. 

A definigao do teor de corte z e baseada dentro do contexte tecnico e 

economico, citado anteriormente, no qual o projeto de mineragao esta inserido. Tal 

teor de corte z refere-se ao teor mfnimo de metal necessaria capaz de pagar os 

custos envolvidos na lavra e no tratamento de urn volume unitario (v,) da reserva 

mineral, para extragao de urn metal. 

E importante notar que com a utilizagao de urn teor de corte z, a reserva 

recuperavel nao e calculada por urn processo linear, como ocorre na estimativa da 
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reserva mineral usando, por exemplo, a krigagem ou a cokrigagem que sao metodos 

lineares. 

A Figura 1.2 ilustra a rela<;:ao entre reserva estimada e reserva recuperavel, 

perante um unico cenario tecnico e econ6mico caracterizado pelo teor de corte z. 

Reserva Estimada Reserva Recuperavel 

Figura 1.2 : llustrac;:ao da conversiio da reserva estimada em reserva recuperavel, dado urn 
cenario tecnico e economico. 

1.1.2 Objetivos desta dissertayao 

As Fun<;:oes de Recupera<;:ao (FR) sao de suma importancia para a 

minera<;:ao, devido as informa<;:oes de ordem financeira por elas fornecidas, 

envolvendo desde a lase de tomada de decisao pela implanta<;:ao, ou nao, do 

empreendimento mineiro, ate o controle de teor no dia a dia de uma mina para 

decidir pela lavra, ou nao, de urn painel da mina. Portanto, faz-se necessario o 

estudo das FR, pois, elas fornecem informa<;:oes importantes para o planejamento de 

estrategias gerencias e operacionais, que permitam maximizar o beneffcio do 

empreendimento mineiro. 

Esta disserta<;:ao visa contribuir em conhecimentos referentes aos impactos 

econ6micos relacionados aos efeitos suporte e/ou informac;:ao sobre as FR, uma vez 

que ainda existe muito empirismo no trato dessas fun<;:oes, fazendo com que haja 

uma resistencia ao seu uso, por parte dos mineiros. Mas que apesar do seu 

formalismo rigoroso e de facil utilizac;:ao hoje em dia. 
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1.1.3 Metodologia 

A metodologia usada nesta disserta(:ao inclui: (i) construir uma imagem por 

simulavao estocastica nao condicional, utilizando um variograma especificado, (ii) e 

posteriormente, fazer uma transforma9ao dos dados simulados de maneira a obter 

um deposito de um metal precioso similar a um deposito real com teor medio e 

variancia especificados, (iii) estudar o impacto do efeito suporte e (iv) do efeito 

informa9ao sobre as Fun96es de Recupera(:ao (FR). 

(i) Foi empregada a simulavao nao condicional Turning Bands (TB) sobre um 

grid de 1 x1 m, objetivando a obten9ao de um con junto de dados simulados. 

(ii) De posse dos valores simulados, foi realizada uma transformavao de modo 

que os dados obtidos sejam semelhantes a teores de blocos de um deposito 

de metal precioso (exemplo: ouro). Assim, obtem-se um deposito com teores 

de blocos simulados que foram aqui tornados como teores verdadeiros. 

(iii) Posteriormente, os teores dos blocos com suporte de 1 x1 m foram tambem 

definidos para os tamanhos de suportes de 3x3m, 5x5m, 7x7m, 9x9m e 

15x15m, para observar o impacto provocado por estas mudan9as de suportes 

sobre as FR. 

(iv) Dos teores obtidos pela transformavao dos dados simulados foram tiradas 

amostragens, e daf realizadas estimativas, para verificar o impacto do efeito 

informa(:ao sobre as FR. 

A Figura 1.3 ilustra o esquema da metodologia adotada. 
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Figura 1.3: Esquema da metodologia adotada. 

6 
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Legenda 
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T(z)- Fungao tonelagem 

Q( z) - Funyao metal contido 

B( z)- Funyiio Beneficio 

m( z)- Funyao teor medio 

Q(T)- Fun<;ao Off 



1.1.4 Organizac;ao da Dissertac;ao 

Esta dissertagao esta organizada em 6 capftulos que abordam assuntos 

praticos e te6ricos relevantes a parametrizagao de reservas minerais. 

0 capitulo 2 tras uma revisao da teoria das Fungoes de Recuperayao (FR) e 

de Parametriza9ao de Reservas, obtidas a partir de variaveis continuas quanto para 

variaveis discretas. Tras, ainda, a importancia das FR para a minera9ao, e o seu 

comportamento gralico. 

No capitulo 3 e feita uma revisao da teoria envolvida nos conceitos dos efeitos 

Suporte e lnforma9ao e de valida9ao cruzada. 

E no capitulo 4 apresenta uma classifica9ao de varios tipos de reservas 

recuperaveis definidas sobre diferentes criterios de sele9ao. 

No capitulo 5 e apresentado um estudo de caso, o qual foi criado para 

verificar os impactos sobre as curvas de parametriza9ao gerados pelos efeitos 

Suporte e de lnforma9ao. 

E por tim, no capitulo 6, sao feitas as conclusoes referentes ao estudo das 

FR. 
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II Capitulo 2 

Este capitulo faz uma revisao dos conceitos envolvidos na teoria das Fun96es 

de Recupera9ao (FR) e de Parametriza9ao de Reservas. Sejam elas obtidas a partir 

de dados continuos, adotando fun96es de densidade de probabilidade (fdp) ou a 

partir de dados discretos. Trazendo ainda, a representa9ao grafica das FR, 

exemplificando sua importancia para a minera9ao. 

11.1 Func;oes de recuperac;ao e parametrizac;ao de reservas 

0 calculo da reserva recuperavel constitui-se em urn problema de estabelecer 

rela96es entre tonelagem e teor, as quais podem ser representadas sob diversos 

tipos de curvas (fun96es), tais como (Rivoirard-1994): 

• A tonelagem de minerio T como fun9ao de z -> T(z) 

• A tonelagem de metal Q como fun9ao de z -> Q(z) 

• 0 teor medio m como fun9ao de z -> m(z) 

• 0 beneffcio convencional B como fun9ao de z -> B(z) 

• 0 custo c como fun9ao de z -> C(z) 

• A tonelagem de metal Q como fun9ao de T -> Q(T) 

0 conjunto destas fun96es e chamado de Fun96es de Recupera9ao (FR) e 

seu estabelecimento de parametriza9ao de reservas. 

Com tais fun96es e possfvel responder rapidamente importantes quest5es 

relevantes a implanta9ao de projetos de minera9ao, e para o planejamento de lavra, 

tais como: 

• Qual a quantidade de minerio da reserva mineral cujo os blocos possuem 

teores com valores maiores que o cut-off z ? 
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Para o dimensionamento de todos os equipamentos de minera<;:ao, 

tanto os da lavra como os da usina de tratamento, e requerida a 

determinacao da quantidade de minerio que sera movimentada na 

mina e processada na usina de tratamento. Determinando assim, o 

tempo de vida util da mina ate a sua exaustao econ6mica. 

• Qual a quantidade de metal contido na por<;:ao da reserva, cujo os blocos 

possuem teores com valores maiores que ? 

Ao selecionar os blocos que serao inclufdos em urn planejamento de 

lavra a curto prazo, e importante saber se a quantidade de metal 

contido nesses blocos serao suficiente para suprir a demanda prevista 

do bern mineral. 

• Qual o teor medio dos blocos com teores maiores que ? 

E preocupante as perdas econ6micas provocadas pela flutua<;:ao do 

teor de metal do minerio em que a usina de tratamento e alimentada. 

Por urn lado, pela produ<;:ao de material de baixa qualidade, e por outro, 

pela perda de metal nao recuperado. Entao, e not6ria a importancia 

econ6mica (risco) da incerteza do teor medio a adequa<;:ao da flutuacao 

do teor de alimenta<;:ao (especifica<;:ao da usina). 

• E a questao mais importante: Qual o beneffcio (lucro financeiro) da lavra e 

tratamento do minerio dos blocos que possuem teores de metal com 

valores maiores que ? 

Qualquer empreendimento mineiro e concebido sobre alguns criterios 

de execu<;:ao, dentre eles destacam-se os seguintes: atender o 

suprimento do mercado com o bern mineral (metal) e/ou maximizar o 

beneffcio econ6mico do empreendimento. Para satisfazer o primeiro 

criteria, se faz necessaria a parametrizacao de reservas de maneira a 

se ter conhecimento da quantidade de metal que podera ser lavrado e 

disponibilizado ao mercado. 0 segundo criteria, e talvez o mais 

importante para qualquer empreendimento, visa a maximiza<;:ao do 

beneffcio econ6mico, uma vez que o capital estatal vern sendo 

substitufdo pelo privado, e por vivemos em urn mundo com economia 

mais integrada pela chamada globalizacao. Portanto, as FR sao de 

muita utilidade para o planejamento de estrategias gerenciais e 
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operacionais que dao maior garantia da maximiza9ao do beneffcio 

economico. 

As FR podem ser obtidas usando fun96es de densidade de probabilidade 

(fdp) ajustadas aos histogramas experimentais aos dados (metoda continuo), ou 

ainda, trabalhando diretamente sabre os dados estimados (metoda discrete). 

11.2 FR para variaveis continuas 
1 

Seja Z(v), definida sabre o volume v, uma variavel aleat6ria (VA) e f(z) a 

sua fun9ao densidade de probabilidade (fdp). 

11.2.1 Func;ao tonelagem - T(zl: 

Sendo f(z) a fun9ao densidade de probabilidade dos teores Z(v), e F(z) 

sua acumulada crescente (fdpa), definida por 

F(z) = P(Z(v) $. z) = f f(z)dz 

A fun9ao tonelagem T(z), tambem chamada, simplesmente, de tonelagem de 

minerio ou curva de propor9ao, e, por defini9ao, a probabilidade do teor Z(v) ser 

maior que um dado teor de corte z, ou seja, o complemento de F(z). 

~ 

T(z) = P(Z(v) > z) = J f(z)dz 

Logo, tem-se 0 s. T(z) s. 1. Podendo-se tambem escrever 

P(Z(v) S. z) + P(Z(v) > z) = 1 

e 
F(z) + T(z) = 1 

1 
Uma variavel aleat6ria Z e continua se existe uma fungao densidade de probabilidade de Z 

[ f (z) ], tal que atenda as seguintes propriedades (Remacre 1997): 

-
a) f(z)?:O, 'izE R: e b) J f(z)dz = 1 
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portanto 

T(z) = 1- F(z) 

Pode-se ver que T(z) e a propor<;:ao do numero de blocos que possui teor de metal 

Z(v,) maior que o teor de corte z. Portanto, T(z) e uma fun<;:ao de densidade 

acumulada nao crescente, definida no intervale [0, 1]. 

11.2.1.1 Representac;ao grafica da func;ao T(z): 

Como F(z) e, por definic;:ao, uma fun<;:ao crescente, conclui-se que T(z) e 

decrescente, ou seja, a medida que z cresce alguns blocos nao serao selecionados, 

fazendo T(z) decrescer. A funyao tonelagem [T(z)) esta ilustrada, graficamente na 

Figura 2.1, no qual o eixo horizontal corresponds aos teores de corte. z , e o eixo 

vertical a propor<;:ao da reserva mineral formada pelos blocos com teor de metal 

Z(v,) maior que o teor de corte z. 

0. 1. 
100. 

2. 3. 4. 5. 6. 
100. 

90. 90. 

80. 80. 

70. 70. 

60. 60. 

50. 50. 

40. 40, 

30. 30. 

20. 20. 

10. 10. 

0. 
0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 

0. 

T(z) 

Figura 2.1: Curva Tonelagem x Teor de corte: T(z). 

Se z = 0, implicara em T(O) = 1, desta forma seleciona-se todos os blocos 

(100%) da reserva mineral, fazendo com que essa se transforms totalmente em 

reserva recuperavel, que se lavrada promovera a sua exaustao ffsica. Entretanto, se 

z = oo, implicara em T( oo) = 0, pois nao havera qualquer bloco selecionado. 
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11.2.2 Fum;ao metal contido - Q(z) : 

A funvao metal contido Q(z) , tambem chamada de quanti dade de metal 

contido, refere-se a propon;:ao (ou quantidade) de metal contido na reserva mineral, 

cujo os blocos possuem teores de metal acima do valor de corte z . Ou seja, Q(z) e 

a propon;:ao de metal da reserva mineral contido nos blocos selecionados pelo 

criterio Z(v;) > z. Logo, pela definivao, a funvao metal contido Q(z) e definida, em 

proporvao, pela integral: 

~ 

Q(z) = J z · f(z)dz 

neste caso, Q(z) corresponds a proporyao de metal da reserva mineral a qual esta 

contido em T(z). 

E importante observar que para z = 0, tem-se que Q(O) corresponde ao teor 

medio ( m) do deposito mineral. 

~ 

Q(O)= J z· f(z)dz=E[Z]=m 
0 

em que E[Z] refere-se a esperanva matematica dos teores Z(v). Neste caso Q(O) e 

definida pela expressao de centro de massa. 

11.2.2.1 Representagao grafica da fungao Q(z) : 

A Figura 2.2 ilustra a funvao Metal Contido Q(z), que e sempre decrescente 

com o teor de corte z . 
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Figura 2.2: llustra«;:ao da fun«;:iio Q(z) . 
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Se z = o, tem-se que Q(O) = 1, desta forma seleciona-se todos os blocos 

(1 00%) da reserva mineral, fazendo com que essa se transforme total mente em 

reserva recuperavel. Portanto, todo o metal contido no deposito serao selecionados. 

Entretanto, se z==, implicara em Q(=)=O, pois nao havera qualquer bloco 

selecionado. 

11.:2.3 Fungao Metal Contido x Tonelagem - Q(T): 

0 Metal contido em fun9ao da tonelagem [ Q(T)] fornece o metal contido 

Q(z), em uma por9ao da reserva T(z), a qual seus blocos possuem teores Z(v,) 

maior que o teor de corte z. 

Tal funyao e de vital importancia para o estudo da seletividade. Pois, ela e 

equivalents a curva de concentra9ao de Lorenz2
, a qual e usada pelos economistas 

para representar a concentra9ao de riqueza da popula9ao de um pais. Da mesma 

forma, Q(T) representa a concentra9ao de metal (de riqueza) de um deposito 

mineraL lsto e, uma pequena quantidade de blocos do deposito pode conter uma 

grande propor9ao de metal contido em todo o deposito. 

A funyaO Q(T) e definida pela expressao: 

+~ 

Q(T) = J min(T,T(u))du 
0 

11.2.3.1 Representa~ao grafica da fun~ao Q(T) 

A fun9ao Q(T) e sempre crescenta e concava. E esta ilustrada graficamente 

pela Figura 2.3. 

A representa9ao grafica desta fun~ao e de muita importancia para o estudo da 

seletividade. Pois, a metade da area delimitada pela fun9ao Q(T) e a primeira 

bissetriz e igual ao fndice de seletividade s (fndice de concentra9ao, tambem 

2 
Curva de Lorenz ou curva de concenlrayao, ver em Saporta, 1995 
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chamado pelos economistas de fndice de Gini), que e uma medida de dispersao da 

variavel aleat6ria z, semelhante a variancia a 2
• 
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Q(T) 

Figura 2.3: llustra~iio da fun~iio Q(T) . 

0 fndice de seletividade S e dado por (Saporta, 1995): 

em queLl e 

e 

Ll 
S=-

2m 

A= [[I x- y I j(x)j(y)dx:dy para o caso te6rico. 

2 n n 

A= I, I,lx, -xj I 
n(n -1) iol joi+l 

para o caso experimental. 

e que n e m sao o numero de dados eo teor media, respectivamente. 

A Figura 2.4 ilustra a funvao Q(T), em que o teor media m(z) e dado pela 

inclinavao da reta que passa pela origem do grafico e pelo ponto (Q,T). E, a reta 

tangente que passa pelo ponto (Q,T) intercepta o eixo dos Q no ponto (B(z),O) 

tendo inclinavao igual a z . 
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Figura 2.4: ilustrac;:ao da func;:ao Quantidade de Metal x Tonelagem Q(T) , 

com os parametros B , m e z . 

11.2.4 Fun~ao beneficia convencional - B(z): 

A fun<;ao Beneffcio Convencional B(z), representa o lucro (ou prejufzo) 

econ6mico obtido da venda do metal extrafdo dos blocos selecionados com teor 

Z(v,) maior que o teor de corte z, subtraindo os custos envolvidos na lavra e no 

tratamento desses blocos. Portanto, e a fun<;ao mais importante na parametriza<;ao 

de reservas, pois "representa" o sucesso (ou fracasso) financeiro do 

empreendimento mineiro. E pode ser dada pela expressao simpl6ria: 

B(z) = Q(z)- C(z) 

no qual C(z) e a fun<;ao custo, que aqui e definida como o gasto financeiro total 

empregado na lavra e no tratamento dos blocos selecionados. Portanto, pela 

defini<;ao do teor de corte z, a fun<;ao custo C(z) podera ser dada multiplicando o 

teor de corte z pela fun<;ao tonelagem T(z), ou seja, 

C(z) = z · T(z) 

Logo, a fun<;ao beneffcio pode ser rescrita 

B(z) = Q(z)- z · T(z) 

no qual Q(z) e a fun<;ao Metal Contido, que constitui a receita, e z · T(z) todos os 

custos envolvidos na lavra e no tratamento do minerio selecionado. 
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11.2.4.1 Representa9ao gr1ifica da fun9ao B(z) 

A Figura 2.5 ilustra a fun9ao Beneffcio Convencional B(z), que e sempre nao 

crescents e convexa. 

0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 
100. 100. 

90. 90. 

80. 80. 

70. 70. 

60. 60. 

50. 50. 

40. 40. 

30. 30. 

20. 20. 

10. 10. 

0. 0. 
0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 

B(z) 

Figura 2.5: llustrat;:iio da funt;:iio beneficia convencional: B(z). 

A fun9ao Beneffcio Convencional B(z) tambem e ilustrada pela Figura 2.6, 

em que a reta tangente que passa pelo ponto (B,z), intercepta o eixo dos B no 

ponto (O,Q) eo eixo dos z no ponto (m = Q IT,O), e que sua inclina9ao e - T. 
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3oBf.----~ 
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0. 1. 2.z 3. 11!. 

100. 
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70. 

60. 

50. 

40. 
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20. 

10. 

5. 6. 
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Figura 2.6: llustrat;:iio da funt;:iio Beneficia Convencional B(z), com os 

parametros Q, T e m . 
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11.2.5 Fum;ao Teor Medio - m(z) 

A funqao Teor Medio m(z) corresponde ao teor medio dos blocos 

selecionados (daqueles com teor Z(v,) > z ), os quais vao compor a reserva 

recuperavel. m(z) e calculado pela relaqao: 

m(z) = Q(z) 
T(z) 

m(z) e uma funqao crescente, pois a medida que o teor de corte ( z) aumenta, os 

blocos mais pobres serao abandonados. Entao assim, apenas os blocos mais ricos 

serao selecionados, fazendo com que o teor medio dos blocos selecionados [m(z)J 

cresqa cada vez que se au menta z. 

Exemplificando as consideraq6es acima, se forem considerados dois teores 

de corte z, e z,, no qual se tem que z, > z,, em termos de esperanqa condicional3 a 

desigualdade abaixo devera se satisfeita. 

E[Z I Z > z,] > E[Z I Z > z1 ] 

m(z2 ) > m(z1) 

Fazendo z = 0, tem-se que m(O) = E[Z] = m. 

A Figura 2.7 mostra o comportamento da funqao teor medio m(z): 

m(z) 

E[z] 

0 z 
Figura 2.7: llustrac<iio da func<iio Tear Media m(z). 

3 
Sejam as vari<3veis aleat6rias Z e Y. A esperanga condicional de Z dado que Y = y e dada por 

(Remacre 1997): 

• Caso discreto E[Z I Y > y ]= I,z · p(z I y) 

• Casocontfnuo E[ZIY> y]= J z· f(zl y)dz 
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11.3 Modelos de distribuic;ao de probabilidade 

Existem muitos atributos, da Ciencias da Terra, e em especial na minera9ao, 

que se ajustam, adequadamente, a alguns modelos classicos de fungoes de 

densidade de probabilidade (fdp). Eo caso da lognormal. 

Para David (1977), em uma dada mina, diferentes teores de corte diferentes 

tonelagens de minerio (ou de metal) sao calculadas, cada qual com seu teor medio. 

Para isto, urn simples caminho e assumir que os teores de metal dos blocos tenham 

uma distribuigao de probabilidade ajustada a uma simples fungao densidade de 

probabilidade. 

Aqui e feita uma sfntese das fungoes de recuperagao para os casos com 

distribuigao normal e lognormal. A Tabela 2.1 apresenta as expressoes das fungoes 

de recuperagao T(z) e Q(z), para os casos em que os teores dos blocos 

apresentam tun9ao densidade de probabilidade dos tipos normal e lognormal. 

Tabela 2.1: : Expressaes das FR para os casos de fdp normal e lognormal: nos quais J1 e 

a 2 sao, respectivamente, a mediae a variancia de Z para o caso normal, e a mediae a 

variancia de ln(Z) para o caso lognormal. 

Distribuigao T(z) Q(z) y 

Normal T(z)=l-G(y) Q(z) = Jl· G(y) -a· g(y) 
z-Jl 

y=--
(J 

Lognormal T(z)=l-G(y) Q(z) = m, · [1- G(y a)] y= 
ln(z)- J1 

(J 

Porem, e importante salientar que no caso da fun9ao de densidade de 

probabilidade normal, em que o teor medio E[Z] e baixo (proximo de zero) a variavel 

z pode assumir valores negatives, o que nao e real para o calculo de reservas 

recuperaveis, pois a variavel z e por definigao, por se tratar de teor, essencialmente 

positiva. Portanto, fica aqui uma ressalva das implica9oes imprevisfveis do uso deste 

tipo de distribuigao. A fungao densidade de probabilidade normal aparece aqui como 

apoio a distribuigao lognormal. 

As fungoes de recuperagao expostas na Tabela 2.1 podem ser utilizadas, 

porem, com a devida cautela referente a sensibilidade dessas fungoes em rela9ao 
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aos parametros fl , a e m2 . Pois, os metodos empregados na fase de estimativas, 

nao fornecem medida capaz de anular a incerteza da estimativa, e nao reproduzem 

o histograma das amostras. Lembrando-se do fato que o histograma das amostras 

pode nao ser representativo do deposito, prejudicando a estimativa. 

Tabela 2.2: lmpacto causado pela incerteza do teor medio de metal do deposito 
sobre as FR, para o caso que o teor de metal ter distribui~ao lognormal, 

considerando o teor de corte z = 2,00 glt. 

Distribuic;ao 
Lognormal 

T(z) 

Q(z) 

()
2 = 3,00 (g/t)2 

m=2,00 g/t m=2,10 g/t 

15,08 

47,14 

20,84 

60,96 

lmpacto (%) 

31,36 

29,32 

A Tabela 2.2 apresenta o impacto causado pela incerteza do teor medio m, 

com uma variac;ao de 5% (2,00 e 2,10 g/t), da reserva sobre as FR T(z) e Q(z) 

para o caso lognormal, considerando urn mesmo teor de corte z = 2,00g/t e mesma 

variancia a'= 3,00(g/tf E notado o forte aumento relativo de 31,36% da func;ao 

T(z) e de 29,32% da func;ao metal contido, quando o teor medio aumenta em 5%. 

11.4 FR para varhiveis discretas
4 

Para o calculo de T(z) e Q(z) pode-se expressar o numero de blocos 

selecionados usando a func;ao indicatriz: 

{

I se Z(v,)2:z 
I, (z) = 

0 se caso contrtirio 

Para dados regulares no qual admite-se que p(z) = _!_ 'if z. tem-se: 
n 

4 
Uma variavel aleat6ria Z e dita discreta se a rnesrna lorna urn nurnero finito ou enurneravel de 

valores. E a fun<;:ao de probabilidade de Z [p(z) = P(Z = z)] possui as seguintes propriedades 

(Remacre1997): a) p(z)2:0, 'ifz e b) _L,p(z)=l 
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I n 

T(z) =- 'L,I,(z) 
n i=l 

e 

I n 

Q(z) =-I,zcv,) · I,(z) 
n i=l 

Porem, quando OS dados sao ponderados, tem-se: 

1 n 

T(z) =- 'L,I,(z) · p(z) 
n i=1 

e 

J n 

Q(z)=-'L,z(v,)·I,(z)· p(z) 
n i=J 

em que T(z) e Q(z) sao definidos em propon;:ao. Logo, o:,; T(z):,; 1 e 0:,; Q(z):,; 1. 

Pode-se tambem obter T(z) e Q(z) em tonelagem, por: 

n 

T(z) = 'L,v, ·d, ·I,(z) 
i=l 

e 

n 

Q(z) = L v, · d, · Z(v;) ·I, (z) 
i=l 

em que v, e d, sao o volume e a densidade do bloco i, respectivamente. 

Como visto anteriormente, no caso de Z(v;) ser uma variavel continua, as 

func;;oes T(z) e Q(z) sao func;;oes decrescente. Agora, no caso em que Z(v,) e uma 

variavel discreta, pode ser que nao existam valores de Z(v,) em algum intervalos de 

teores, fazendo que as func;;oes T(z) e Q(z) assumam valores constantes nestes 

intervalos. Com isto, conclui-se que as curvas de T(z) e de Q(z) sao nao crescentes 

para o caso de Z(v;) ser discreta. 

Para as demais func;;oes de recuperac;;ao, sejam etas em termos de proporc;;ao 

ou em tonelagem, serao obtidas por relac;;oes entre T(z), Q(z) e z . Sao etas: 

B(z) = Q(z)- zT(z) m(. ) = Q(z) 
2 

T(z) 
C(z) = zT(z) 

E a func;;ao Q(T) e obtida tabelando os valores de Q(z) e de T(z), para urn 

mesmo teor de corte z . 
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Ill Capitulo 3 

Este capitulo faz uma revisao da teoria envolvida nos conceitos dos efeitos 

suporte e informagao e de validagao cruzada. 

As reservas recuperaveis estao relacionadas com dois efeitos de natureza 

puramente ffsica: o efeito suporte e o efeito informagao. As reservas dependem do 

tamanho do suporte de selegao da unidade minima de lavra que sera enviado 

separadamente como minerio para a planta de tratamento ou como esteril para o 

deposito de esteril. Similarmente, ela depende da informagao final na qual toma-se a 

decisao sea unidade e minerio ou e esteril (Murthy 1996). 

Segundo Remacre (1985), urn resultado intuitive bern conhecido dos 

mineradores e o de que, para urn dado jazimento, efetua-se uma melhor sele9ao 

lavrando-se com pequenos blocos do que com grandes blocos (efeito suporte) e 

ainda seleciona-se melhor com blocos de teor conhecido do que com teores 

estimados (efeito informavao). 

111.1 Efeito Suporte 

Matheron (1984), mostrou uma analogia entre geoestatfstica e a 

termodinamica que e regida por dois princfpios; o da conservagao da energia e o do 

incremento da entropia (ou da degrada9ao da energia). Segundo Matheron, os dois 

princfpios da geoestatfstica sao: 

1. A media permanece constante; 

2. As curvas de parametrizagao se degradam quando o suporte aumenta. 

0 termo suporte refere-se ao volume sobre o qual e definido urn teor, 

podendo ter qualquer tamanho e geometria. 

Supondo que uma reserva mineral seja dividida em grandes blocos de 

tamanho v , e posteriormente, novamente dividida em pequenos blocos v, como e 
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mostrado pela Figura 3.1. E entao, definindo os teores de bloco Z(v;) e Z(V,) para 

os dois suportes. Tem-se que o teor mediae o mesmo para os dois suportes, porem 

com distribuiy6es frequencias diferentes entre si. Assim, existira duas fdp, uma para 

cada suporte ( v e v ). A diferenc,:a nas distribuigoes entre os dois suportes, e 

chamada de efeito suporte. 

~ 
v 

' I 

I ! 

I 
' ' 

! 

' 
I 

' 

' 
I 

Figura 3.1: llustra<;ao de urn dominio dividido nos suportes v e V . 

E esperado que a dispersao dos dados para o suporte V seja menor que a 

dispersao para o suporte v , pais os valores extremos de v sao atenuados quando 

se passa para V . A Figura 3.2 ilustra as distribuiy6es de frequencias para os 

suportes v e V . 

f(z) F(z) 

v 

z z 
a) b) 

Figura 3.2: a) Fun<;ao densidade de probabilidade, b) Fun<;llo densidade de 

probabilidade acumulada, para os suportes v e V . 

Logo, por consequencia, cada suporte tera suas fungoes de recuperayao. 

Pois, se trata de duas variaveis diferentes, definidas sobre suportes diferentes: 

22 



0. 
100. 

90. 

80. 

70. 

60. 

50. 

40. 

30. 

20. 

10. 

0. 0 
c. 

0 
100. 

90. 

80. 

70. 

60. 

50. 

40. 

30. 

20. 

10. 

0. 0. 

i. 2. 

\\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
~ 

\ 

i. 2. 

~ 

\ 
\ 

\ 

Suporte v 

T, (z) = 1- F, (z) 

Q,(z) 

B, (z) 

m,(z) 

3. 4. 5. 

3. 4. 5. 

T(z) 

a) 

~ 
i. 2. 3. 4. 5. 

c) 

6. 0. 
100. 100. 

90. 90. 

80. 80. 

70. 70. 

60. 60. 

50. 50. 

40. 40. 

30. 30. 

20. 20. 

10. 10. 

6. 
0. 0. 

0. 

100. 

90. 

80. 

70. 

60. 

50. 

40. 

30. 

20. 

10. 

6. 
0. 

Figura 3.3: llustrac;ao das func;oes de recuperac;ao: a) 

suportes v e V . 

Suporte v 

Tv (z) = 1- Fv (z) 

Qv(Z) 

Bv(z) 

mv(z) 
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~ 
\ 
\ 
' 

~ 
\. 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 

Q(z) 
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-- suporte pequeno v 

--- suporte grande V 
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T(z), b) Q(z) e c) B(z), para os 

Como os teores dos blocos pequenos ( v) sao mais disperses, em relaQao aos 

teores dos blocos grandes (V ), e esperado que 0 teor medio, ap6s a seleQaO dos 
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blocos, para qualquer teor de corte z , seja maior para os blocos pequenos( v ), ou 

seja: 

m, (z) > mv (z) 

Para altos valores de z a propor9ao dos blocos e o metal selecionados 

tendem a serem maiores para pequenos blocos. E similarmente, para baixo valores 

de z, tendem a serem maio res para gran des blocos. 

As fun96es de recupera9ao T(z), Q(z) e B(z) para os suportes v e v , estao 

ilustradas pela Figura 3.3. 

A fun9ao beneffcio B, (z) e sempre maier que Bv (z) para qualquer z, 

conforme e visto na Figura 3.3c). lsto e, o beneficio financeiro da lavra de pequenos 

blocos ( v) e sempre maier que o da lavra de grandes blocos ( v ), dado um mesmo 

teor de corte z , ou seja: 

111.2 Valida~ao Cruzada 

A valida9ao cruzada e um caminho para comparar varias suposi96es sobre 

cada modele (tipo de variograma e seus parametres, e o tamanho da vizinhan9a de 

krigagem) ou sobre os dados (valores que nao ajustam em sua vizinhan9a gerando 

os outliers ou pointwise anormais) ( Wackernagel, 1995). 

Para a realiza9ao de estimativas (krigagem ou cokrigagem) e muito 

importante verificar a adequa9ao do modele de variograma (ou de covariancia) para 

assegurar urna melhor estimativa. 

0 procedimento para realizar a valida9ao cruzada consiste em remover o 

valor amostrado Z(x) do banco de dados e estim<Ho z" (x;), na mesma posi9ao x,, 

usando as outras n -1 arnostras, e assim procedendo-sa com todos os valores 

amostrais separadamente. 

A diferen9a entre o valor amostrado Z (x,) e o estimado z' (x,), isto e: 

constitui o erro cometido na estimativa, que da uma indica9ao de como os valores 

amostrais ajustam-se na vizinhan9a adjacente dos dados amostrais. 
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Segundo Remacre & Cornetti, 1996, a validac;:ao cruzada auxilia a analise de 

uma serie de fatores de estimativa, tais como: 

• Comparar valor medio estimado com valor medio amostrado (nao vies); 

• Comparar histograma amostral com histograma dos dados estimados; 

• Verificar a independencia do erro Z(x,)- z' (xi) e da varian cia da krigagem; 

• Verificar o nao vies condicional atraves do estudo da nuvem de dispersao 

Z(x,)xZ'(x,). 

Para se ter maior "certeza" do valor verdadeiro (que e inacessfvel), seria 

necessario realizar uma amostragem muito adensada, o que e impraticavel em 

minerac;:ao devido aos altos custos envolvidos. Por isto, e comum optar-se pela 

operac;:ao de validac;:ao cruzada, de modo a permitir a comparac;:ao entre o valor 

estimado z' (x,) eo valor verdadeiro Z(x,). 

Z* 
0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 

15. 15. 

14. 14. 

13. 13. 

12. 12. 

11. 11. 

10. 
subestimativa 

10. 

9. + 9. 

8. + 8. 
N 

7. 
N 

7. 

6. + 6. 

5. 5. 

4. 
+ 

4. 

3. sobrestimativa 3. 

2. 2. 

1. 1. 

0. 0. 7. 8. 9. 10. . 13. 14. 15°' 

Z* 

Figura 3.4: Nuvem de dispersao Z(x)xz' (x,) gerada pela validagao cruzada. 

A Figura 3.4 apresenta graficamente a nuvem de dispersao Z(x) x z' (x,) 

gerada pela validac;:ao cruzada. 
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0 estudo da nuvem de dispersao Z(x,)xZ'(x,) gerada pela validayao 

cruzada e de grande importancia para a estimativa de reservas. Devendo 

apresentar-se com as seguintes caracteristicas: 

• ser simetrica em rela9ao a primeira bissetriz; 

• os pontos devem concentrar-se ao redor da primeira bissetriz. 

De modo a assegurar que o modelo de variograma adotado na validayao 

cruzada seja adequado para a estimativa de reservas por krigagem (ou cokrigagem). 

Se o erro medio fornecido pela validayao cruzada nao for muito diferente de 

zero, isto e: 

[ ' l l~[ ' l EZ(x) Z (x;) =-L.,LZ(x,)-Z (x,) =0 

n '"' 

pode-se dizer que nao existe vies aparente. Enquanto um valor significative negative 

(ou positive) pode representar sistematicamente uma sobrestimayao (ou uma 

subestimaQao). Portanto, deve-se estar ciente dos efeitos econ6micos envolvidos 

em reservas minerais sobrestimadas ou subestimadas. 

Se em media o quadrado do erro padronizado da validayao cruzada esta 

proximo de um, isto e: 

Entao, o erro de estimativa existente e igual em media ao erro predito pelo 

modelo, o que da uma ideia quantitativa sobre a adequa9ao do modelo e de seus 

parametres. 

E importante salientar que estimar ponto e a situa9ao mais desfavoravel numa 

estimativa. Assim sendo, os problemas encontrados na estimativa de pontos serao 

minimizados na estimativa de blocos (Remacre & Cornetti, 1996). 

111.3 Efeito lnformayao 

Para o estabelecimento das FR, seleciona-se os blocos baseando-se nos 

seus teores estimados z"(v,);:: z e nao sobre seus teores verdadeiros Z(v;);:: z. 

Porem, e comum que z' (v,) * Z(v,). Portanto, ocorrera uma degrada9ao das FR. 
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Tem-se que o teor estimado z' (v,) e conhecido, porem, o verdadeiro Z(v,) e 

desconhecido. 

A seleQao err6nea de blocos de lavra sempre acarreta perdas. Se um bloco 

de minerio e classificado como esteril, tem-se um perda igual ao valor de mercado 

do metal potencialmente recuperavel no bloco. Se um bloco de material esteril e 

classificado como minerio, tem-se uma perda igual ao custo de tratamento desse 

bloco (Godoy, 1998). 

Segundo Godoy (1998), as opera96es de lavra em minerios metalicos, e 

esperado um aumento na lucratividade em funQiio do aumento na capacidade 

seletiva da opera9ao. 0 objetivo da lavra seletiva e reduzir a dilui9iio de minerio. A 

capacidade seletiva na lavra inclui parametres crfticos como: controle geologico e ou 

estrutural do deposito; teores de corte praticados; grau de continuidade do minerio; 

dimens6es e capacidade seletiva dos equipamentos de lavra e taxa de produ9ao 

requerida. Estes parametros determinam as dimens6es das unidades seletivas de 

lavra ou blocos de lavra, no qual e possfvel separar material esteril de minerio. 
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Figura 3.5: Teores verdadeiros versusTeores estimados [Z(v,)xZ'(v,)], e 

urn teor de corte z em ambos os eixos. 
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A Figura 3.5 apresenta o grafico da dispersao Z(v;)xz' (v) obtido pela 

validagao cruzada dos teo res verdadeiros z ( v,) e os teo res estimados z' (v,) . 

Dado um teor de corte z, e dividindo o grafico da Figura 3.5 em quatro areas 

(i, 2, 3 e 4), tiram-se as seguintes informagoes: 

• Na area 1, todos os seus blocos nao serao selecionados, pois z' (v,) < z, mas, 

porem, tem-se que Z(v) 2 z, o que significa que todos seus blocos estimados 

como esteril sao, na verdade, blocos de minerio. Podendo assim, induzir a uma 

analise erronea com relagao a viabilidade economica do projeto, levando a 

conclusao que o empreendimento deva ser postergado, ou ate mesmo 

descartado. 

• Na area 2, os dois criterios de selegao sao satisfeitos, ou seja, Z(v,) 2 z e 

z' (v) 2 z. Entao, todos os blocos desta area serao selecionados para compor a 

reserva recuperavel. 

• Na area 3, os dois criterios de selegao nao foram satisfeitos, pois tem-se que 

Z(v;)<z e z'(v;)<z. Portanto, todos os seus blocos nao serao selecionados, 

pois sao considerados como esteril, e realmente o sao, dado a teor de corte z. 

• Na area 4, todos os blocos serao selecionados, pois z'(v;) 2 z, mas, porem, tem

se que Z(v) < z o que significa que os blocos estimados como minerio sao, na 

verdade, blocos de esteril. lsto pode levar o projeto ao fracasso financeiro, se 

implementado. 

Como, citado anteriormente, ocorre que z'(v;).=Z(v), o que implica no vies 

E[Z(v)- z' (v)J, que e a diferenga media entre os valores verdadeiros e os 

estimados sobre todos os blocos, sem que tenha havido, ainda, qualquer selegao. 

Existem varios fatores que levam a ocorrencia deste vies, tais como: 

• Amostragem mal representativa do deposito; 

• Erros cometidos na analise qui mica das amostras; 

• Erros cometidos no processo de estimativa. 

Nao basta que E[Z(v)- z' (v)l =0, pois, ha os casos em que esta esperanga 

e nula, mas porem nao exists correlagao entre Z(v) e z' (v), e o caso em que a 
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funvao Z(v,)xZ~(v,) e simetrica em relaQao a primeira bissetriz, mas os pontes sao 

disperses. 

Considerando o vies condicional E[Z(v)- z' (v,) I z' (v)], ao qual ocorre 

quando se toma um valor z' (v,) = z, na verdade tem-se uma diferen9a no teor 

medio E[Z' (v,) I z' (v) = z]. Neste caso, os blocos com teor medio acima do teor de 

corte z tem teor medio dado por E[Z(v) I z' (v,);::: z] que e diferente do teor medio 

estimado. Entao, o vies condicional E[Z(v)- z' (v) I z' (v)l e responsavel por um 

vies no teor selecionado: E[Z(v,)- z' (v) I z' (v);::: z]. lsto e, a media do vies 

condicionado para os blocos selecionados (Rivoirard, 1987). 

Supondo que a regressao E[Z(v) I z' (v)J seja linear, isto e, que Z(v,) e 

z' (v) tenham fun96es densidade de probabilidade do tipo normal, como e ilustrada 

pela Figura 3.6, tem-se que 

E[Z(v,)- z' (v,) I z' (v,);::: z, ]- m p[Z' (v,)- m] 

em que 

consequentemente, 

a a 

m = E[Z(v,)] = E[Z' (v)] 

a 2 
= Var[Z(v)] 

,2 ' 
a =Var[Z (v)] 

p = correlap'lo[Z(v, ),Z' (v, )) 

E[Z(v) I z' (v,)]- m = p[Z' (v,)- m] 

no qual p e a inclinaQaO da regressao, e e dada por: 

a cov[Z(v,),z' (v)] 

p = p a' = var[Z'(v,)] 

Quando ha um nao vies condicional, a regressao tem inclinaQao igual a 1 

(primeira bissetriz). Entao, um valor de p diferente de 1, implica em um vies 

condicional. 
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Se p < 1, o teor recuperado sera menor que o estimado. 0 estimador z' (v,) 

sobrestima o teor selecionado. a-'
2 
>a 2 

=:} p = p a. < 1 
(j 

Se p > 1, o teor recuperado sera maior que o estimado. Ocorre uma 

subestimativa, isto pode levar a decisao de nao implementar, ou postergar, o projeto, 

alegando que o mesmo e economicamente inviavel, no memento. 

Z(v;: 
p > 1 

p = 1 

1"' Blssetriz 

p < 1 

0 
* 

Z (v;) 

Figura 3.6: Regressiio normal 

Em geral, Z(v) nao e conhecido, assim se a sele9ao dos blocos for feita 

atraves dos seus valores estimados z' (v,) conduzira a: 

• Escolha de blocos pobres que foram estimados ricos; 

• E ao abandono de blocos ricos que foram estimados pobres. 

Estes erros correspondem a dispersao vertical dos pontes do grafico da 

Figura 3.6 ao redor da 19 bissetriz : Var[Z(v)- z' (v,) I z' (v,)]. 

A diferen9a Z(v,) * z· (v,), provoca uma degrada9ao das FR. Este efeito 

sobre as FR, devido ao desconhecimento do teor verdadeiro Z(v;) e chamado de 

efeito informa{:ao. 

Tem-se que: 

Z(v,)- z' (v,) = {Z(v,)- E[Z(v,) I z' (v,)]} + {E[Z' (v;) I z' (v,)]- z' (v,)) 
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o segundo termo do segundo membro da expressao acima E[Z' (v,) I z' (v,)]- z' (v,) 

depende apenas de z' (v), por isto nao e correlacionada com o primeiro termo. 

Portanto, a variancia do erro de estimativa e dado por: 

Var[Z(v)- z' (v,)] = Var{Z(v)- E[Z(v,) I z' (v,)]} + Var{E[Z' (v,) I z' (v;)]- z' (v)} 

em que o segundo termo, do segundo membro, corresponds ao vies condicional, 

enquanto o primeiro corresponds a dispersao vertical do diagrama Z(v, )xz' (v,) ao 

redor da regressao. 

Em mineraqao a variancia de estimativa e um compromisso de minimizar a 

diferenqa entre o teor recuperado e o estimado, como o intuito de minimizar o erro 

global de estimativa. 

Para o caso lognormal, tem-se que a regressao E[Z(v,) I z' (v,)], pode ser 

representada pelo grafico da Figura 3.7. 

Z(v;) 
p>Oep >l 

1" Bissetriz 

0 
* 

Z (v;) 

Figura 3.7: Regressao Lognormal. 
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IV Capitulo 4 

Este capitulo, classifica varios tipos de reservas recuperaveis definidas sobre 

criterios diferentes de selec;:ao de blocos. 

IV.1 Tipos de Reservas Recuperaveis 

A geoestatistica realiza a estimativa, enquanto a parametrizac;:ao de reservas 

seleciona a porc;:ao da reserva que podera ser lavrada economicamente. Tendo isto 

em mente, Matheron (1981) apresentou uma aplicac;:ao da validac;:ao cruzada, 

definindo 4 conceitos de reservas e realizando comparac;:oes entre elas em um 

casos em que se precedeu a validac;:ao cruzada. 

Matheron da um exemplo tfpico, em que se tem Z(v;) como o teor de um 

painel (ou bloco) de volume v, e Z(x,) o teor de uma amostra, quase pontual, 

localizada aleatoriamente, segundo uma lei uniforme, na posic;:ao x, dentro do painel 

(ou do bloco) v,, de sorte que Fz(xJ e mais seletiva que Fz(,, (que representa o efeito 

suporte). Fazendo h=E[Z(v,)IZ(x;)] a esperanc;:a condicional de Z(v;) em Z(x), 

tem-se que Fzc,1 e mais seletiva que Fh (que representa o efeito informac;:ao). 

Para o calculo de reservas minerais, a princfpio dispoe-se apenas dos valores 

amostrais, quase pontuais, dos teores z (x;). Entao, Matheron define reserva 

ilus6ria como aquela formada pelos blocos aos quais foram selecionados por conter 

amostra com teor de metal Z(x);:: z. Entao, o autor define as FR pela 

parametrizac;:ao diretamente dos teores Z(x);:: z, que podem ser expressas por: 

T;, (z) = TzcxJ (z) 

Qil (z) = Qz(x) (z) 

Bil(z) = Bz(x1(z) 

32 



em que o fndice il significa ilus6ria, e Z(x) a parametriza<;ao sabre os teores das 

amostras. 

0 termo ilus6ria foi devido ao fato de se estimar o teor de metal do paine! (ou 

do bloco) Z"(v;) pelo teor de metal da amostra Z(x,), ou seja, a reserva ilus6ria 

poderia ser, tambem, denominada de reserva estimada ou reserva esperada. 

0 mesmo autor define reserva efetiva como aquela que e efetivamente 

recuperada, com base no criteria de sele<;ao Z(x,) :2: z: 

T,1 (Z(x,) :2: z) = TzcxJ (z) 

+~ 

Q,1 (Z(x,) :2: z)= J h(Z(x))Fz;x)(dZ(x)) 
Z(x)2:;: 

-B,1 (Z(x,) :2: z)= j[h(Z(x)-z)JFzcx;(dZ(x)) 
Z(x);o:z 

em que o fndice ef significa efetiva. 

De posse dos valores amostrados Z(x;), e com o uso de um estimador 

(krigagem ou cokrigagem), realiza-se, na pratica, a estimativa dos teores dos paineis 

(ou dos blocos) , obtendo assim, teores estimados para os paineis (ou blocos) 

z' (v,). Como foi mencionado, z- (v,) e uma estimativa, portanto, passfvel de erro. 

Seriam obtidas as melhores rela<;6es Tonelagemffeor possfveis se os teores 

verdadeiros dos paineis (ou blocos) Z(v;) fossem conhecidos (ausencia de efeito 

informa<;ao), o que e inacessfvel na pratica. Matheron define reserva ideal como 

aquela que foi parametrizada atraves dos valores dos teores verdadeiros dos paineis 

(ou blocos) Z(v,), com corte em Z(v;) :2: z: 

Tid(z) = T2 c, 1(z) 

em que o fndice id significa ideal. 

Como a reserva ideal e inacessfvel, ou seja, se conhece Z(x,) e nao Z(v,), 

Matheron prop6e uma polftica de otimiza<;ao que consiste em tomar o corte em H, 

segundo o qual H :2: z, no qual H e a fun<;ao condicional abaixo: 
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H = h(Z(x))= E(Z(v) I Z(x)] 

e, com base nisto ele define a reserva 6tima como: 

~~ 

T,P,(z)= J FzcxJdZ(x)) 
h(Z(x)"'' 

-Q,P, (Z(x,) 2 z)= J h(Z(x) )FzcxJ (dZ(x)) 
h(Z(x)""Z 

-B,P, (Z(x,) 2 z)= j[h(Z(x) )- z]Fz1x1 (dZ(x)) 
h(Z(x)""z 

que e o que se pode obter de uma situagao real, e que o fndice opt significa 6tima. 

Com base nisto tudo, conclui-se que: 

Bef (z) S:: B,P,(z) S:: B,d (z) S:: Bil (z) 

em que a primeira inequagao exprime simplesmente que h(Z(x))2ze o melhor 

criteria possfvel quando se conhece o teor da amostra Z(x,) (da estimativa). E a 

diferenga B,P,(z)-B,1 (z) resulta da escolha do mal criteria Z(x;)2z. A segunda 

inequagao representa o efeito informagao e a terceira inequagao o efeito suporte. 

Se a parametrizagao for feita em T ao inves de z, tem-se que: 

Q,1 (T) = Q,P,(T) 

com a restrigao que a fungao h(Z(x)) seja crescente. E se assim for, tem-se que: 

T,1 (z) = T,P, (Z1 ) 

Q,f (z) = Q,P, (zl) 

com h(z) = z1 , no qual tem-se que os mesmos paineis (ou blocos) sao selecionados, 

mas para cortes diferentes, ou seja, consiste em obter uma colegao de h(Z(v;)), 

transformando cada um dos teores Z(v) em h(Z(v)) utilizando a esperanga 

condicional acima. 

Como FzcxJ e mais seletiva que Fzc~J, e esta mais seletiva que FH, tem-se 

que: 

Como toda esta teoria proposta por Matheron, e para dados continuos, foi 

feito um estudo para os casos com fungoes densidade de probabilidade normal e 
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lognormal. Do qual e realizada a representacao graJica das funcoes T(z), Q(z), 

B(z) e Q(T) das reservas ilus6ria, ideal, efetiva e 6tima, para o caso lognormal na 

Figura 4.1. 

IV .1.1 Caso Normal 

Para o caso normal, em que Z(x,) e Z(v,) sao variaveis com distribuicao de 

probabilidade normal, com a mesma media m, e com variancias a~cx) e aic•J, tem-

se que: 

h(Z(x))=E[Z(v)IZ(x)]=m, +p azc•J (Z(x) mJ 
(J l(x) 

e ainda que: 

(j~ =0'~(1- p') 

Logo, para o caso normal, tem-se as seguintes tuncoes de recuperacao: 

com 

T~(z) = 1- G(y~) 

Q.(z) = m, · G(y,)- a· g(y,) 

B,(z) = Q,(z) z · T,(z) 

z-m 
"\) - 0 .. -
. (j. 

em que o fndice , representa opt, id e if. Sendo g(y,) a funcao densidade de 

probabilidade padronizada (distribuicao de Gauss) e G(y,) a sua acumulada. 

IV.1.2 Caso Lognormal 

Para o caso lognormal, em que Z(x,) e Z(v,) sao variaveis com distribuicao 

de probabilidade lognormal, com a mesma media m, e com variancias logarftmica 

aicxJ e a~c•J, tem-se a regressao dada por: 

p') 
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no qual a fun9ao h(Z(x)) tern, tambem distribui9ao lognormal com esperan9a mo e 

variancia logarftmica dada por: 

com 

2 4 2 2 2 
a II = p .a Z(x) = p .a Z(>) 

Logo, para o caso lognormal, tem-se as seguintes fun96es de recupera9ao: 

1 

~\\ 
r\ \' 
___ \' 

0.8 

~0.6 
N 

i=' 
0.4 

0.2 
''\ 

0 
0 

0.9 

0.7 

c\ 

1 

'0t 
2 

a) 

T,(z) = 1-G(y,) 

Q~(z) =moll- G(y,- a,)] 

B,(z) = Q,(z)- z · T,(z) 

Fun96es de Recupera9ao 

1 ~::-~====::;l 

3 4 1 2 
b) 

3 4 

Mo.s 
0.3 

0.1 

-0.1 

~:~~~ --......__ 
.... . -

0 

~""-.::::---. 

1 
---

2 
c) 

3 4 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
d) 

Figura 4.1: Fun~oes de recupe~iio: a)Tonelagem T(z), b)Metal contido Q(z), 

c)Beneficio Convencional B(z) e d)Metal contido x Tonelagem Q(T) 

para as reservas ilus6ria, ideal, efetiva e 6tima. Utilizando os parametro: 

teor rruklio m =1 g1t variancia pontual a; =1 ,718 (g/t)2, variancia de bloco 

a;= 0,649 (g/1)2 e correla~iio p =0,5 (reproduzido de Matheron 1981). 
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em que o fndice ~ representa opt, id e if. Sendo G(y,) a fungao de probabilidade 

acumulada padronizada (de Gauss). 

0 grafico da Figura 4.1 ilustra as fungoes de recuperagao T(z), Q(z), B(z) e 

Q(T), para as reservas ilus6ria, efetiva, 6tima e ideal. 

E notado na Figura 4.1 no item a) que T4 (z) = Top,(z) e que no item d) tem-se 

Q4 (T) = Qopl (T) como e esperado. 

Remacre & Cornetti (1996) define alguns conceitos de reservas (baseado em 

Matheron): define Reserva Estimada (ou esperada) como aquela obtida com base 

em um estimador z'(v,), que pode ser sobrestimada [Z'(v,) > Z(v;)] ou 

subestimada [z· (v,) < Z(v,) ], dependendo da qualidade do estimador (krigagem ou 

cokrigagem) e das condigoes da estimativa (modelo geologico). Como se conhece 

z* (v,), ou seja, o seu histograma, portanto se conhece sua media e sua variancia, 

realiza a parametrizagao em z' (v,);:: z. 

Tal autor, define Reserva Ideal (ou Verdadeira) aquela calculada utilizando o 

teor verdadeiro Z(v,), na hip6tese de que sejam conhecidos. Neste caso, nao ha. 

sobrestimava e nem subestimava (ausencia de efeito informagao), 

independentemente do metodo de estimativa tem-se Z *(v,) = Z(v,), e a 

parametrizagao e feita com z (v,);:: z. 

Define Reserva Efetiva como aquela obtida usando como criterio de selegao 

z * (v);:: z, porem, calculada utilizando os teores verdadeiros Z(v,) (na hip6tese de 

que sejam conhecidos), o que nao implica, necessariamente, que Z(v,);:: z. 

Portanto, a reserva efetiva e aquela que, realmente, e recuperada. 

A reserva efetiva sera sempre menor que a reserva ideal. lsso se deve ao 

efeito informagao: seleciona-se baseado em um estimador, portanto em situagao 

desfavoravel, as FR seriam deterioradas em relagao a ideal. Logo, o efetivamente 

recuperado e sempre menor que o ideal. 

Um exemplo numerico, para um caso discrete, e ilustrado na Figura 4.2, em 

que se tern um deposito de metal (ex. cobre) formado por 5 blocos de minerio os 

quais, para cada um, e atribufdo o seu teor de metal estimado z * (v,) e o verdadeiro 
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Z(v,). E entao, calcula-se as reservas recupeniveis estimada, verdadeira e efetiva, 

considerando teor de corte z = 1 ,5 g/t. 

z = 1 ,5 g/t (cutoff) 

Z(v,) ----- 1 ---------- 3 ----------- 2 ---------- 1 ----------- 3 

z * ( v,) --- 2 ---------- 2 ----------- 1 ---------- 2 ----------- 1 

t t t 

_...,.R, = 8 (Verdadeira) 

_...,.R, = 6 (Estimada) 

1 ---------- 3 -------------------------1 ---------------- _...,.R
4 

= 5 (Efetiva) 

Figura 4.2: llustra~ao do calculo de reserva estimada, verdadeira e efetiva. 

Aqui esta uma importante tarefa a qual o engenheiro de minas deve estar 

atento, de modo a evitar, pelo acompanhamento de lavra, que blocos de esteril, mas 

estimados como minerio sejam levados para a usina de tratamento, e que blocos de 

minerios, mas estimados como esteril sejam levados para a pilha de esteril. 
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V Capitulo 5 

Este capitulo apresenta um estudo de caso, criado com o objetivo de verificar 

os impactos sobre as curvas de parametrizavao gerados pelos efeitos suporte e 

intormavao. 

V.1 Criac;ao do Estudo de Caso 

Foi criado um estudo de caso com o intuito de verificar o impacto do efeito 

suporte e do efeito informa{:ao sobre as fun96es de recupera9ao. 

Para tal estudo, foi realizada uma simulavao estocastica, utilizando o metoda 

Turning Bands que e um algoritmo bastante difundido na minera9ao para simula9ao 

de reservas minerais. Tal simulavao foi feita empregando o software I SA TIS. 

A simulavao foi realizada sabre uma malha, a 20, totalizando 99225 "blocos" 

de 1 x1 m, e abrangendo uma area quadrada de 315 por 315m que pode ser uma 

bancada de uma mina, utilizando um modele de variograma esferico e isotr6pico 

com o alcance de 15m e patamar igual a 1 . 

Posteriormente, foi necessaria transformar os dados simulados de modo que 

os dados obtidos apresentasse similaridade com dados reais normalmente 

encontrados na minera9ao. Tal processo foi realizado do seguinte modo: 

• Criar popula9ao de teor de metal que poderia caracterizar um deposito de ouro 

disseminado com teor media ( m) em torno de 2 g/t e que apresentasse variancia 

( S 2 ) ao red or de 3 (g/t)
2

• 

• Transformar os dados obtidos pela simula9ao estocastica em uma popula9ao 

com distribuivao de probabilidade normal com media 0 e variancia 1 (normal 

reduzida), usando a expressao: y = Y' -/1, , nos quais fl." a} e y sao, 
a, 

respectivamente, a media, a variancia e a variavel reduzida da variavel 

simulada y,. 

39 



• Transformar y usando a expressao Z(v,)=exp(,u+ay). no qual Z(v,) eo teor 

de metal do bloco i, e os valores de ,u e a sao determinados por 

a' 
u+-

m=e, 2 

(
s' I 

a
2 

=In m' +I) 

1 ' ,u =ln(m)--<J~ 
2 

de modo a obter uma populagao de teores com m e 5 2 ao redor de 2 g/t e 3 

(g/t)2
, respectivamente. Logo, o teor de "ouro" Z(vJ tera distribuigao de 

probabilidade lognormal, sendo um modelo bastante encontrado na natureza. 

A Tabela 5.1 apresenta os parametres utilizados e os calculados na fase de 

transformagao de dados, mostrando os valores dos parametres desejados (media e 

variancia dos teores de metal requeridas), os quais sao usados para a obtengao dos 

parametres calculados (media e variancia dos dados simulados), e que estes sao 

utilizados para a obtengao da media e variancia dos teores de metal (parametres 

obtidos). 

Tabela 5.1: Parametros utilizados e obtidos durante a fase de transforma9ao. 

Parametres desejados Parametres Calculados Parametres Obtidos 

m (g/t) s 2 (g/t)2 ,u m (g/t) 

2,00 3,00 0,41 0,56 1,99 2,70 

V.2 lmpacto do Efeito Suporte sobre as FR 

Para o estudo do efeito suporte, foram criados novos grids com suportes de 

3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m, de maneira que cada um deles sobrep5e totalmente a 

area do grid com suporte de 1 x1 m. 

0 calculo do teor de metal Z(v;) de cada bloco para os novos suportes, sao 

obtidos pela media dos blocos com suporte 1 x1 m sobrepostos em cada um dos 

suportes. Um exemplo desta sobreposigao e ilustrado pela Figura 5.1, no qual a 
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media dos teores dos nove blocos com suporte 1 x1 m corresponds ao teor de um 

unico bloco com suporte 3x3. Similarmente, este procedimento tambem e aplicado 

para os demais suportes. 

1,7 1,8 1,9 2,2 2,1 1,6 

1,7 1,9 1,8 1,8 2,2 2,7 1,8 2,0 

1,5 1,9 2,0 1,9 1,7 1,8 

1,7 1,9 2,1 1,9 1,7 1,7 

2,1 1,9 2,2 2,0 1.7 1,5 1 1,7 

1,8 1,7 2,0 1,9 1,6 1,3 

Figura 5.1: llustra<;:i\o do ciilculo do teor de metal Z(v,) para o suporte de 3x3m: pela 

media do suporte de 1x1m. 

Tabela 5.2: Estatistica biisica dos teores de metal Z(v;) para suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 

9x9 e 15x15m, e para os dados simulados. 

Varhivel ou 
Suporte (m) 

Simula{:ao 

Gaussiana 

1x1 

3x3 

5x5 

7x7 

9x9 

15x15 

No de 

Blocos 

99225 

99225 

99225 

11025 

3969 

2025 

1225 

441 

Teor 
Mfnimo 

-4,09 

-4,16 

0,06 

0,12 

0,17 

0,27 

0,32 

0,55 

Teor 
Maximo 

3,82 

3,86 

27,03 

19,07 

11,41 

11,29 

7,81 

5,15 

Teor Medio Variancia 

0,0134 

0 

1,99 

1,99 

1,99 

1,99 

1,99 

1,99 

0,9731 

1 

2,70 

2,18 

1,83 

1,54 

1,28 

0,69 

A Tabela 5.2 mostra a estatfstica basica para os dados simulados, 

gaussianos, e para os teores Z(v;) para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 

15x15m. E importante observar que o teor medio permaneceu constante para todos 

os suportes, e que a variancia diminuiu com o aumento do suporte, como era de se 

esperar. 
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0 declfnio da variancia tambem e evidenciado pelos variogramas 

apresentados na Figura 5.2a), e pelo gn1fico do item b), da mesma Figura. Esse 

declfnio se deve ao desaparecimento do valores extremos a medida que o suporte 

cresce, o que e visto pelo desaparecimento das classes extremas dos histogramas 

da Figura 5. 3. 
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Figura 5. 3: Histogramas dos teores de metal Z(v,): suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 
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A Figura 5. 4 mostra, graficamente, a fun9ao de recupera9ao T(z), definida 

sobre os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 
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90. Suportes 90. 
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0. 1 . 2. 3. 4. 5. 6. 

0. 

T(z) 
Figura 5. 4: Representa,.:ao grafica da fun,.:ao Tonelagem [T(z)], definida sobre os 

suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Aplicando um teor de corte z =2glt na Figura 5. 4, tem-se, para os suportes 

1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m, a porcentagem de minerio selecionado, cujo os 

valores sao mostrado pela Tabela 53. 

Tabela 5 3: Quantidade de mimirio selecionado pela aplica,.:ao do teor de corte z = 2g/l, 
em porcentagem da reserva total, para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Suporte 1x1m 3x3m 5x5m 7x7m 9x9m 15x15m 

T(z) 35,91 37,06 38,70 38,86 39,09 41,49 

A representa9ao grafica da fun9ao de recupera9ao Q(z), definida sobre os 

suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m, e mostrada pela Figura 5.5. 
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Figura 5.5: Representac;:ao grafica da func;:ao Metal Contido [Q(z) ], definida 

sobre os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Utilizando o tear de corte z =2g/t ,na Figura 5.5, obtem-se a porcentagem de 

metal selecionado, em relagao a quantidade de metal total contida em toda a reserva 

mineral, para os suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. Tais porcentagens 

estao apresentadas na Tabela 5.4. 

Tabela 5.4: Quantidade de metal selecionado pela aplicac;:ao do teor de corte z = 2glt, 
em porcentagem, em relac;:ao a quantidade total de metal contida na reserva mineral, 
para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Suporte 1x1m 3x3m 5x5m 7x7m 9x9m 15x15m 

Q(z) 64,86 63,83 63,78 62,17 60,89 57,95 

A representagao grafica da fungao de recuperagao B(z), definida sabre os 

suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m, e mostrada pel a Figura 5.6. 

Aplicando o tear de corte z =2glt ,na Figura 5.6, obtem-se o beneficia 

convencional, em porcentagem, promovido pela venda do metal descontados os 

custos de lavra e tratamento do minerio selecionado, para os suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 

7x7, 9x9 e 15x15m. Tais porcentagens estao mostradas na Tabela 5.5. 
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Figura 5.6: Representa.;:ao grafica da fun.;:ao Beneficio Convencional [B(z)], 

definida sobre os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Tabela 5.5: Beneficio convencional, em porcentagem, aplicando o teor de corte 
z =2glt, para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Suporte 1x1m 3x3m 5x5m 7x7m 9x9m 15x15m 

B(z) 28,71 26,57 24,88 23,09 21,58 16,23 

A fun9ao de recupera9ao Q(T), definida sobre os suportes 1 x1, 3x3, 5x5, 7x7, 

9x9 e 15x15m esta representada, graficamente, na Figura 5.7. 

A Tabela 5.6 mostra a porcentagem de metal contida em 20% da reserva 

mineral total, para os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. lsto e de suma 

importancia, pois seem um deposito mineral (exemplo: ouro), uma pequena parcela 

dos blocos conter uma alta propor9ao de metal, implicara em uma situa9ao de maior 

risco financeiro na implanta9ao do projeto. Entao, neste caso, ha a necessidade de 

verificar com maior certeza a existencia de tais blocos ricos, geralmente, com 

empenho de mais sondagem. 
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Figura 5.7: Representac<ao grafica da func<ao Metal Contido x Tonelagem Q(T), 

definida sobre os suportes 1x1, 3x3, 5x5, 7x7, 9x9 e 15x15m. 

Tabela 5.6: Quantidade de metal contido em 20% da reserva suportes 1x1, 3x3, 5x5, 

7x7, 9x9 e 15x15m. 

Suporte 1x1m 3x3m 5x5m 7x7m 9x9m 15x15m 

Q(T) 45,75 43,35 41,50 39,88 38,08 33,35 

A questao e: Qual o suporte mais adequado financeiramente, uma vez que, 

na pratica, o custo de lavra declina com aumento do suporte? A solu9ao para esta 

questao implica a determina9ao de teores de corte diferentes, um para cada suporte. 

V.3 lmpacto do efeito informac;ao sobre as FR. 

0 estudo do impacto do efeito informa9ao sobre as fun96es de recupera96es 

(FR), foi baseado pela diferen9a entre as FR obtidas a partir do teor verdadeiro 

Z(v,) e as obtidas a partir do teor estimado z" (v;). No qual z' (v;) e derivado de 

dois casos comuns a minera9ao: 
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• 1° caso: Z~(v) e estimado pelo tear de metal da amostra localizada no 

centro do bloco v, . 

• 2° caso: z' (v) e estimado por krigagem de bloco usando as 5 amostras 

mais pr6ximas ao centro do bloco v, . 

A Figura 5.8 representa, para o suporte de 5x5m, a ilustra<;:ao do processo de 

estimativa do tear de metal z' (v,) para os dais caso mencionados acima: em que no 

item a), 1° caso, z'(v) e estimado pelo tear de metal da amostra localizada no 

centro do bloco v,. Enquanto, no item 1>),2° caso, ilustra a vizinhan<;:a de krigagem 

utilizada para a estimativa do tear de metal z'(v,) pela krigagem de bloco ("block 

Kriging'), a qual e calculada utilizando as 5 amostras mais pr6ximas ao centro do 

bloco v,. 0 mesmo processo de estimativa do teor de metal z'(v) e definido para 

os suportes 3x3 e 7x7m. 
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Figura 5.8: a) 1° Caso: estimativa do teor de metal z' (v) do bloco v, pelo teor da amostra 

iocalizada no centro do bloco v1 com suporte de 5x5m e b) 2° Caso: Vizinhanc;:a 

de Krigagem de bloco para estimativa do teor de metal Z' (v) do bloco v
1 

para 

o suporte de 5x5m. 

Para o estudo, foram tiradas 3 amostragens dos dados exaustivos (dos dados 

simulados), em malhas de amostragem com espa<;:amento uniforme de 3x3, 5x5 e 

7x7 metros. 
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Aqui e analisado o impacto do efeito informa<;:ao sobre as FR, em que a 

informa<;:ao teor de metal do bloco v, e estimado pelo teor da amostra localizada no 

centro do bloco v,, ou seja z' (v,) = Z(x,), conforme e ilustrado na Figura 5.8a). Este 

procedimento, constitui uma pratica muito comum na minera<;:ao, utilizada no 

controle de teores em frente de lavra, a qual pode obter um born resultado 

dependendo do tamanho do suporte adotado. E um caso bastante similar ao metodo 

de estimativa do polfgono de inlluencia, que era muito usado no passado para a 

estimativa de reservas minerais. 

Segundo Remacre (1995), a pratica de estimar o teor pela amostra central do 

bloco de lavra, resulta necessariamente, em media, em uma sobreestimativa do teor 

do bloco selecionado. 

Ap6s atribuir ao teor do bloco v, o teor da amostra Z(x,), foi feita a 

parametriza<;:ao, obtendo as FR atraves dos teores das amostras para os suportes 

3x3, 5x5 e 7x7m. 

As curvas de parametriza<;:ao T(z), Q(z) , Q(T) e B(z) dos teores verdadeiro 

(curvas de cor preta) e dos teores estimados pela amostra central ao bloco (curvas 

de cor vermelha), para os suportes 3x3, 5x5 e 7x7m, sao mostradas pelos itens a, b 

e c das Figuras 5.9; 5.1 0; 5.11 e 5.12, respectivamente. 

Tabela 5.7: lmpacto do efeito informal}ao, para o 1° caso, em diferenl}a relativa a reserva 
verdadeira [100· (Q*-Q)/ Q ], sobre as curvas T(z), Q(z), B(z) e Q(T), utilizando os 

teores de corte z 1 = 1,5 glt, z 2 = 2,0 glt e z3 = 2,5 glt, para o suporte de 5x5m. 

T eor de Corte T(z) 

z1 = 1,5 -6,78 

z, =2,0 -5,56 

z, =2,5 -1,26 

Q(z) B(z) 

0,33 8,39 

2,32 14,57 

7,04 23,05 

Q(T) 

0,33 

2,32 

7,04 

A Tabela 5.7 mostra o impacto do efeito informa<;:ao, para o 1° caso, em 

diferen<;:a relativa a reserva verdadeira [100 · (Q * -Q)/ Q], sobre as curvas T(z), 
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Q(z) , B(z) e Q(T), considerando os teo res de corte z1 = 1,5 g/t, z 2 = 2,0 g/t e 

z
3 

= 2,5 g/t , para o suporte de 5x5m. E notado que a estimativa nao foi adequada, 

para este tamanho de suporte, pois para todos os teores de corte z houve uma 

sobrestimativa do beneffcio convencional bastante significativa, atingindo uma 

estimativa 23,05% superior ao verdadeiro, para z3 = 2,5 g/t. E, isto acontece para 

todos os teores de corte. 

De acordo com os gnificos das Figuras 5.9; 5.1 0; 5. i 1 e 5.12, a pratica de 

estimar o teor de metal de um bloco pelo teor da amostra central ao bloco, 1° caso 

em estudo, para o calculo de reservas recuperaveis ou para o controle de teores em 

frente de lavra pode ser adequada quanto a malha de amostragem for bastante 

adensada. Porem, isto exige um numero maior de amostras, o que acarreta em 

maior investimento. Como e visto, nas referidas Figuras, que as FR para o suporte 

3x3m, nao apresentaram diferen9as muito significativas, em rela9ao as FR 

verdadeiras. Porem, esta diferen9a aumenta a medida que o suporte cresce. lsto se 

deve ao fato que ao utilizar uma amostragem mais adensada, se tern um melhor 

conhecimento da variabilidade do teor de metal a menor distancia, qualificando o 

nfvel da estimativa, ou seja, se conhece melhor a origem do variograma. 

No 2° caso, o impacto do efeito informayao sobre as FR, no qual a estimativa 

do teor de metal Z'(v,) do bloco v, e obtida por krigagem de bloco(Biock Kriging) 

utilizando uma vizinhan9a de krigagem m6vel que contenha as 5 amostras mais 

pr6ximas ao bloco a ser estimado, conforme e ilustrado a Figura 5.8b). 

Ap6s a estimativa por krigagem de bloco, foi feita a parametrizayao, obtendo 

as FR atraves dos teores krigados, para os suportes 3x3, 5x5 e 7x7m. 

As curvas de parametriza98.0 T(z), Q(z), Q(T) e B(z) dos teores verdadeiro 

(curvas de cor preta) e dos teores estimados pela krigagem de bloco (curvas de cor 

azul), para os suportes 3x3, 5x5 e 7x7m, sao mostradas pelos itens a, b e c das 

Figuras 5.9; 5.10; 5.11 e 5.12, respectivamente. 

A Tabela 5.8 mostra o impacto do efeito informaQao, para o 2° caso 

(estimativa por krigagem de bloco), em diferen9a relativa a reserva verdadeira 
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[100. (Q * -Q)I Q], sobre as curvas T(z), Q(z), B(z) e Q(T), considerando os teores 

de corte z
1 

= 1,5 g/t, z 2 = 2,0 g/t e z3 = 2,5 g/t , para o suporte de 5x5m. Neste caso 

observou-se que o beneffcio foi subestimado para todos os teores de corte. 
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Figura 5.9: Curvas da Tonelagem [T(z) 1 : para os teores verdadeiro Z(v,) ,e para OS 

estimados z' (v;) pelo teor da amostra central do bloco v, e pela krigagem de 

bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v, ; isto para os suportes de 

a)3x3, b)5x5 e c)7x7m. 
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Tabela 5.8: lmpacto do efeito informa~?iio, para o 2° caso, em diferen~?a relative a reserva 

verdadeira [100· (Q* -Q) I Q ], sobre as curvas T(z), Q(z), B(z) e Q(T), utilizando os 

teores de corte z 1 = 1,5 glt, z 2 = 2,0 glt e z3 = 2,5 glt, para o suporte de 5x5m. 

Teor de Corte T(z) Q(z) B(z) Q(T) 

-2,39 -0,23 -3,95 -0,23 

z, =2,0 -1,56 -3,18 -6,78 -3,18 

z, =2,5 -0,39 -3,02 -9,24 -3,02 

E not6ria a superioridade da estimativa por krigagem em relaqao estimativa 

pelo amostra do centro do bloco, neste estudo. Pois, todas as curvas de 

parametrizaqao dos teores estimados pela krigagem apresentaram uma pequena 

diferenqa em relaqao as curvas verdadeiras, o que pode ser visto nas Figuras 5.9; 

5.1 0; 5.11 e 5.12. Lembrando que os teores verdadeiros foram obtidos por uma 

media, conforme foi mencionado anteriormente, e que o teor krigado constitui, 

tambem, uma media, porem, esta e ponderada pelos pesos de krigagem. 
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Figura 5.10: Curvas do Metal Contido [Q(z)] : para os teores verdadeiro Z (v1) ,e para os 

estimados z' (v,) pelo teor da amostra central do bloco v1 e pela krigagem de 

bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v1 , isto para os suportes de 

a)3x3, b)5x5 e c)7x7m. 
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Figura 5.11: Curvas do Metal Contido x Tonelagem [Q(T)]: para os teores verdadeiro Z(v,) ,e 

para os estimados z' (v,) pelo teor da arnostra central do bloco v, e pela 

krigagem de bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v, , isto para os 

suportes de a)3x3, b)5x5 e c)7x7m. 
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Figura 5.12: Curvas do Beneficia Convencional [B(z)] : para os teo res verdadeiro Z ( v,) ,e 

para os estimados Z' ( v;) pelo teor da amostra central do bloco v, e pela 

krigagem de bloco usando as 5 amostras mais pr6ximas ao bloco v, , isto para os 

suportes de a)3x3, b)5x5 e c)7x7m. 
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VI Conclusoes 

1. Mostrou-se que e possfvel tratar de maneira formal um assunto de extrema 

importancia na avaliagao de projetos de mineragao. Muitos projetos ainda sao 

tratados de maneira empfrica, mas os conceitos aqui estudados permitem um 

tratamento rigoroso, mas de facil utilizagao. 

2. Foram tratadas as fungoes de recuperagao no caso lognormal, podendo as 

mesmas serem construfdas utilizando programas em FORTRAN, programas em 

MATLAB, ou ate mesmo em EXCEL. 

3. No caso lognormal convem notar que houve necessidade de usar a lei bivariada 

lognormal fato raro na maioria dos trabalhos anteriores, exceto Matheron, 1981, e 

Remacre & Uzumaki, 1995. 

4. Com o atual estagio da informatica, tem-se a facilidade de usar todas as fungoes 

de parametrizagao. Normal mente, as curvas da fungao Beneffcio [ B(z)] e da 

fungao Q(T) sao as mais importantes: 

• A fungao Beneffcio [ B(z)] incorpora duas fungoes [ Q(z) e T(z)] 

B(z) = Q(z)- z · T(z) 

• A fungao Q(T), como salientada por Matheron, 1984, se presta para 

definir o conceito de seletividade. 

5. No capitulo 5, ap6s criagao de um jazimento hipotetico, foi constatada a 

degradagao das curvas de parametrizagao de reservas, provocada pelo efeito 

suporte e pelo efeito informagao. 

• Entre 2 suportes pr6ximos, 5x5m e 7x7m, por exemplo, obteve-se 

diferengas na ordem de 2%. Ja, para suportes mais distintos, 5x5m e 

15x15m, a diferenga ultrapassou 8% na fungao Beneffcio [ B(z)] (efeito 

suporte), considerando o mesmo teor de corte (Tabela 5.5). 

• Entre os diversos tipos de controle de lavra obteve-se variagoes na ordem 

de 2% a 7% (efeito informagao). 

6. Como os efeitos suporte e informagao se somam, tem-se variagoes de 4% a 

15% na fungao Beneficia [B(z)]. Variagoes desta ordem sao extremamente 

importantes no calculo do projeto final. 
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Anexo 

Simulagao Estocastica 

Aqui, sem pretender esgotar o assunto, e apresentado os conceitos basicos 

empregados a teoria de simulayaO estocastica, destacando 0 metodo de SimulayaO 

turning bands, o qual foi empregado nesta disserta9ao apenas para a obten9ao de 

dados (teor de metal) para a parametriza9ao de reservas, mas que apesar disto, 

deve ser elucidada a sua importancia para a minera9ao. 

lnfelizmente, o perfeito conhecimento da realidade in situ dos recursos 

minerais nao esta disponfvel nas etapas de planejamento de uma opera9ao mineira. 

A informa9ao disponfvel nesta etapa e usualmente muito fragmentada, e limitada 

aos teores de poucas amostras, as quais sao utilizadas para a realiza9ao da 

estimativa, geralmente empregando a krigagem, que e uma ferramenta imprecisa 

para o exato calculo da dispersao real. 

Como e impossfvel estimar corretamente a realidade in situ de um deposito 

em suficiente detalhe, uma simples ideia e simular o deposito com base em um 

modelo. Neste caminho, um deposito real e simula96es deste deposito sao 

diferentes variantes de um mesmo fen6meno mineralizado, caracterizado segundo 

um dado modelo. 

Uma variavel regionalizada z(x) e interpretada como uma realiza9ao de uma 

fun9ao aleatoria Z(x). Esta fun9ao aleatoria (FA) e caracterizada por uma fun9ao de 

distribui9ao e um modelo de covariancia ou variograma. A ideia de simula96es 

consiste em obter outras realiza96es z, (x) a partir da fun9ao aleatoria Z(x) (Journel 

e Huijbregts, 1978). 

A estimativas de reservas recuperaveis, local ou global, sao freqOentemente 

insuficiente para a etapa de planejamento de uma nova mina ou mesmo para uma 

nova parte a ser explotada. E essencial, para o engenheiro de minas e outros 

profissionais correlates a minera9ao, prever as varia96es das caracterfsticas da 

reserva recuperavel em varias etapas da opera9ao mineira, (after mining, transporte 

e pilhas de estoque). 
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A escolha dos metodos de lavra e de transporte dependem em parte da 

dispersao espacial das varias caracterlsticas mineral6gicas. 

A escolha dos equipamentos de minera~tao ou do metodo de remo9ao dos 

produtos minerados em um deposito sedimentar quase horizontal pode depender 

das varia~t5es diarias na sabre carga e espessura mineralizada. 0 processo de 

blendagem e a flexibilidade da planta de tratamento dependera da dispersao dos 

teores recebidos em toda escala (diariamente, mensalmente e anualmente). 

Existe uma grande variedade de algoritmos de simula~tao estocastica 

disponlveis atualmente, que apresentam suas diferen~tas peculiares que aqui nao 

serao comentadas dado o objetivo de seu emprego nesta disserta~tao. Apenas sera 

elucidado o algoritmo empregado (Turning Bands). 

Turning Bands 

0 algoritmo de simula~tao estocastica Turning Bands, tambem chamado de 

Bandas Rotativas (Oliveira, 1997), foi o primeiro algoritmo de simula~tao a 30 

realmente implementado em grande escala, inicialmente desenvolvido por Matheron 

(1973, apud Journel e Huijbregts, 1978). Para a aplica~tao deste metodo, sao feitas 

as seguintes hip6teses: 

• o campo a ser simulado e estacionario de segunda ordem e isotr6pico, com 

covariancia C(h) conhecida; 

• Os valores deste campo possuem distribui~tao de probabilidade normal 

N(0,1 ). 

0 algoritmo consiste em simula~t5es unidimensionais ao Iongo de n linhas 

que sao giradas no espaifO R n. Um valor simulado na posi~tao X' z me (x)' e obtido 

a partir das contribui~t5es das n simula~t5es unidimensionais Z,,(x), usando a 

expressao: 

em que a realiza~tao resultante, z'"' (x). e uma fun9ao aleat6ria (FA) estacionaria de 

segunda ordem com esperanif8 zero e covariancia E[Z,(x)Z,(x+h)]=C(h), que 
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tende a covariancia isotr6pica quando o numero de linhas tende a infinito. A 

anisotropia pode ser modelada atraves do somat6rio de modelos isotr6picos 

imbricados em espa<;:os de dimensoes n :s; 3. Basta entao, simular 

independentemente cada um dos componentes do modelo e em seguida somar as 

realiza<;:6es em cada ponto. 

Na pratica, o numero n de linhas nao pode ser infinite e nem mesmo muito 

grande, devido ao excessivo esfor<;:o computacional. Por outro lado, um numero 

reduzido de linhas pode provocar o efeito de lineamentos nos campos simulados 

gerando anisotropias inexistentes. 

A simula<;:ao empregada, no estudo de caso, foi executada no software 

ISATIS versao 3.2 que se encontra disponfvel no lnstituto de Geociencias (IG) da 

Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). Os parametres utilizados na 

simula<;:ao sao listados a seguir: 

• Semente: 230665 

• Numero de bandas: 700 

• Variograma y(h): 

* Modelo esferico: 

* Alcance de 15m 

* Palamar igual a 1 

Krigagem ordinaria 

A krigagem ordinaria (KO) consiste em um metodo de estimativa usado para 

estimar um valor z' (x0 ) em uma determinada posi<;:ao x 0 usando os n dados 

vizinhos Z(x,) atraves de uma combina<;:ao linear com ponderadores A.,: 

n 

Z'(x0 )= L,A.,(x0 )·Z(x;) 
i=l 

procurando sempre minimizar a variancia do erro de estimativa, e satisfazendo a 

condi<;:ao de nao vies onde o somat6rio dos pesos A., e igual a 1. Que pode ser 

representada pelo seguinte sistema de equa<;:6es: 
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" 
:~:>1j(x 0 )C(x, -x)-J.l(x0 )=C(x, -x0 ) 'lfi=l,2,···,n 
}=l 

n 

LAj (x0 ) = 1 
j=l 

Considerando que a fun9ao de covariancia modelada a partir dos dados seja 

do tipo positiva definida o sistema de equa96es tera uma unica solu9ao. A Variancia 

de krigagem e dada por: 

n 

a~ (x0 ) = C(O) + J.1(x0 )- LAJx0 )C(x, - x) 
i""I 

0 sistema de krigagem ordinaria tambem pode ser rescrito em forma de 

matrizes: 

c A = D 

C(x1 -x,) C(x1 -xn) A, C(x1 Xo) 

= 
C(xn -x;) C(x, -x,) 1 A, C(xn -xu) 

1 1 0 J.1 1 

a matriz C consiste nos valores das covariancias pontuais C(x,- x) entre as 

variaveis aleat6rias Z(x,) e Z(xj), onde estao localizadas as amostras. Enquanto, 

o vetor D consiste nos valores das covariancias pontuais C(x, - x
0

) entre as 

variaveis aleat6rias Z(x,) nas localizaQ5es das amostras e a variavel aleat6ria Z(x
0

) 

na posi9ao em que se quer estimar. 0 vetor A consiste nos pesos de krigagem A,, 

A
2 

, •••.. ,A" e no multiplicador de Lagrange J.l. 

Krigagem de Bloco 

Analisando as matrizes do sistema de krigagem ordinaria pontual, verifica-se 

que a matriz C depende apenas da posi9iio das amostras, e que e independe do 

local a ser estimado. Logo, conclui-se que a matriz C nao requer qualquer 

modifica9ao para a krigagem de bloco. Entretanto, o vetor de covariancia D consiste 

dos valores das covariancias entre as variaveis aleat6rias nas localizaQ5es das 

amostras e a variavel aleat6ria no local a ser estimado. Para a estimativa pontual, a 

matriz D e constitufda das covariancias de ponto para ponto, e por analogia, para 
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estimativa de bloco, das covariancias de ponto para bloco. Enti'io, com uma pequena 

alteraQao, pode-se converter o sistema de krigagem ordinaria pontual em urn o 

sistema de krigagem ordinaria de bloco. 

0 calculo do valor medic de uma variavel aleat6ria localizada em pontes 

dentro de uma area (ou bloco) e obtido por uma combinaQao linear, portanto o valor 

medic tambem sera uma variavel aleat6ria, que pede ser dada por: 

1 
z, =-1 I. I,zj 

A 'v:/jt:A 

em que z A e uma varia vel aleat6ria correspondendo ao valor medic sobre uma area 

A (ou bloco) e z j a variavel aleat6ria correspondente aos valores dos pontes dentro 

de A. 

As covariancias requeridas para a krigagem de bloco pede ser obtida por: 

C(x, -A)= Cov[ZA ,z,] 

C(x, -A)=-I
1
I _Lcov[zj,z,] 

A 'djEA .. 

0 sistema de Krigagem de bloco pede ser escrito do seguinte modo: 

c A. = D 

C(xi -x1 ) C(xl -xn) 1 AI C(x1 - A) 

= 
C(xn -xi) C(xn xn) I An C(xn- A) 

I 1 0 J1 1 

em que a barra sobre as covariancias do vetor D significa que corresponde a media 

das covariancias entre uma amostra e todos os pontes dentro de A , que e dada por: 

- 1~ 
C(x, -A)=-

1 

I L..,C(x, -x) 
A \ljEA 

A variancia de krigagem de bloco e dada por: 

G i = CAA -( t,A, (A)C(x,- x) + Jl(A)) 

em que c AA e o valor medio da covariancia entre os pares de pontes dentro de A , 

dada por: 

c"" =-4 I, I,ccx, xj) 
]Aj '\iiEA lijEA 
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Na pratica, a covariancia media de bloco e aproximada pela discretizagao de 

A em varios pontos. 

A vantagem do uso do sistema de krigagem de bloco e que ele pode produzir 

uma estimativa da media do bloco com a solugao de somente urn sistema de 

krigagem. E, a desvantagem e que o calculo das covariancias media envolve urn 

pouco mais de esforgo computacional que no calculo das covariancias pontuais do 

sistema de krigagem pontual (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). 
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