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Resumo

A simulagiio estocdstica tem sido utilizada na caracteriza¢do de reservatérios de petrdleo como
ferramenta de modelagem capaz de conciliar informacgdes de fontes diversas. Ao mesmo tempo,
preserva a variabilidade do fendmeno modelado e permite a transferéncia do conhecimento geologico
para modelos numéricos de fluxo, cujas previsdes sobre o comportamento do reservatério servirdo de
base as decisOes gerenciais quanto a0 manejo de recursos.

Diversos modelos estocdsticos tém sido utilizados e/ou sugeridos, em funcdo da natureza do
fendmeno a ser descrito. Os Campos Aleatérios Markovianos (CAMs) surgem como alternativa para
modelagem de varidveis discretas, em reservatérios com arquitetura de ficies em mosaico.

Nesta dissertagio o leitor ¢ introduzido 4 modelagem estocdstica por CAMs de forma genérica.
Sido abordados os principais aspectos da técnica.

E descrito o Embasamento Conceitual dos CAMs: sua descri¢io via propriedade markoviana e
equivaléncia com distribui¢Ses de Gibbs.

O arcaboucgo necessdrio para a Modelagem de CAMs € descrito de forma abrangente. Os
modelos cldssicos de Ising e Potts-Strauss sdo especificados neste contexto e relacionados a modelos
utilizados em reservatorios de petréleo.

Discute-se o problema da estimagio de parimetros do modelo. Sio apresentados estimadores de
Maxiima Pseudoverossimithanga para alguns modelos.

Como Contribui¢io inédita, sdo desenvolvidos estimadores para dois modelos de utilidade em
reservatorios.

Cinco algoritmos para Simulacdo Condicional de CAMs sdo descritos: algoritmo de Metropolis,
algoritmo de Geman e Geman (Gibbs sampler), algoritmo de Swendsen-Wang, algoritmo de Wolff e
algoritmo de Flinn.

Finalmente, apresentam-se exemplos de simulagfes de alguns dos modelos discutidos, e suas
implicagdes na modelagem de reservatérios de petrdleo. E destacado o fendmeno de Transicio de
Fase.
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ABSTRACT

DISSERTAQ!&O DE MESTRADO
Paulo Carlos Saldanha Fiiho

Stochastic simulation has been employed in petroleum reservoir characterization as a modeling
tool able to reconcile information from several different sources. It has the ability to preserve the
variability of the modeled phenomena and permits transference of geological knowledge to numerical
models of flux, whose predictions on reservoir behavior constitute the main basis for reservoir
management decisions.

Several stochastic models have been used and/or suggested, depending on the nature of the
phenomena to be described. Markov Random Fields (MRFs) appear as an alternative for the
modeling of discrete variables, mainly reservoirs with mosaic architecture of facies.

In this dissertation , the reader is introduced to the stochastic modeling by MRFs in a generic
sense. The main aspects of the technique are reviewed.

MRF Conceptual Background is described: its characterization through the markovian property
and the equivalence to Gibbs distributions.

The framework for generic modeling of MRFs is described. The classical models of Ising and
Potts-Strauss are specified in this context and are related to models used in petroleum reservoir
characterization.

The problem of parameter estimation is discussed. The maximum pseudolikelihood estimators
for some models are presented.

Estimators for two models useful for reservoir characterization are developed, and represent a
new contribution to the subject.

Five algorithms for the Conditional Simulation of MRFs are described: the Metropolis algorithm,
the algorithm of Geman & Geman (Gibbs sampler), the algorithm of Swendsen-Wang, the algorithm
of Wolff, and the algonthm of Flinn.

Finally, examples of simulation for some of the models discussed are presented, along with their
implications on the modeling of petroleum reservoirs.



Capitulo 1
Introducdo

1.1 Ohbjetivos

O objetivo principal desta dissertacdo € expor de forma organizada. completa e coerente
o embasamento conceitual dos Campos Aleatérios Markovianos (Capitulo 2), enfatizando
aspectos relativos & modelagem de fendmenos especificos — ndo necessariamente de natureza
geoldgica -, e situando os modelos da drea de caracterizagio de reservatérios divulgados na
literatura dentro do contexto mais genérico dos modelos validos, ao lado de modelos cldssicos
e sob uma notac¢do unificada (Capituio 3).

Com o objetivo de equipar o leitor com as ferramentas basicas necessérias ao trabalho com
estes processos, sdo abordados ainda o problema ~ freqiientemente evitado na literatura — da
estimagio de parAmetros de CAMs (Capitulo 4} e alguns dos métodos de simulagio disponiveis,
destacando-se a possibilidade de obtencio de realiza¢des condicionais sempre que possiveis
(Capitulo 5).

Sdo apresentados exemplos de realizagGes dos principais modelos descritos e fenémenos
associados (Capitulo 6). Incluem-se cédigos computacionais testados para obtencdo de
realizagdes dos modelos, eventualmente sob condicionamento (Anexo D).

A titulo de colocagio do tema € apresentada uma Introdug¢iio em que € discutida a necessidade
de utihizagdo de modelagens estocdsticas no Ambito da caracterizacdo de reservatdrios de
petrdleo, de forma a posicionar os Campos Aleatdrios Markovianos em relagio aos demais

modelos estocdsticos disponiveis (Capitulo 1).

1.2 Gerenciamento e informacéo

A informacfo € a matéria-prima da “indistria” da tomada de decisdes.
Informagdes confidveis, em quantidade ¢ qualidade adequadas, abrangendo o maior leque
possivel de alternativas. constituem a base sobre a qual sdo assentadas rotineiramente decisdes

de investimentos e mangjo de recursos em todos os dmbitos do universo gerencial. desde
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resolucdes triviais até decisdes sobre investimentos biliondrios de muito longo prazo na
industria pesada.

Na industria da exploraglio e explotacio de petréleo o processo decisorio € largamente
baseado em previsdes sobre o comportamento de producdo dos reservatdrios'. Estas previsdes
sdo por sua vez construidas sobre informagdes referentes a indmeras propriedades do
reservatorio, af incluidas a sua posicio espacial, seu volume, caracteristicas fisicas e quimicas
e distribuicdo de seus fluidos e litologias, distribuicdo de porosidades, permeabilidades,
conectividades, etc...

Porém, a obtencio de informagdes relevantes freqiientemente implica custos cuja monta pode
tornar impeditiva a aquisi¢io da quantidade e qualidade de informacées desejdveis.

A propria natureza dindmica da cadeia de tomadas de decisdes envolvida no ciclo
exploracdo/explotagio de reservatérios de petrdieo condiciona o gerenciamento destes recursos
a aquisi¢do cumulativa de informacdes durante toda a vida til do reservatdrio.

Tipicamente, decisdes tomadas em fase precoce de avaliacio/desenvolvimento de uma jazida
estardo embasadas em pequena quantidade de dados brutos, e conseqtientemente em modelos de
reservatorios mais simples, onde predominam elementos de interpretagdo e experiéncia prévia
dos profissionais envolvidos com ocorréncias andlogas.

Por outro lado, decisdes necessdrias em fases finais da explotagio primdria da jazida poderdo
contar com quantidade muito maior de dados brutos ~ adquiridos nos processos normais de
explotagdo ~ e conhecimento acumulado sobre o comportamento do reservatdrio em andlise.
Em contrapartida, a margem de erro admissivel estreita-se, em fungio de a relagiio entre custos
de investimentos em infra-estrutura de EOR ? ¢ perspectiva de retorno em produgio de petroleo
freqlientemente apontarern para rentabilidades marginais.

Em quaisquer circunstincias, o conhecimento abrangente e integrado da informacio

disponivel, a caracterizagdo do reservatorio, constitui a bussola das decisdes gerenciais.

1.3 A natureza da informacao e a heterogeneidade da natureza

Na atividade de exploragio/explotagio de reservatérios de petrdleo a informagio emana de

diversas fontes:

O termo reservatorio refere-se neste texto ao sitema rocha/fTuido no seu contexto geoldgico.
EOR: Enhanced Qil Recovery,

12



Levantamentos sismicos

Perfis elétricos de pocos

Testemunhos de pocos

Testes de pogo

Andlises de fluidos

Histéricos de pressdo/producio

Experiéncia adquirida com o reservatério
Experi€ncia adquirida com reservatérios anilogos
Conhecimento geoldgico genérico

etc.

& ¢ & & & & & 8 @

Em uma rdpida inspe¢@io na lista acima destaca-se de imediato a heterogenetdade das
informag0es, seja pela sua natureza fisica (ou mesmo imaterial, como € o caso da experiéncia),
seja pelo suporte da medida (volume de rocha a que se refere a informacio)

Assim, enquanto uma sessdo sismica contém informagOes sobre volumes de rocha ndo
inferiores a cerca de 1000m’, uma medida de porosidade realizada rotineiramente em
laboratdrio sobre um plugue de testemunho representa informagéo sobre volume de rocha ndo
superior a 50cm?®. Enquanto testes de pogo transportam informagdes sobre volumes cilindricos
de reservatdrio com dezenas de metros de didmetro, centrados no pogo, um perfil elétrico
carrega informagdes sobre porgdes virtualmente lineares de rocha com 30 a 200cm de extensdo
situadas ao longo do pogo.

Além disto, enquanto o pogo centraliza no espacgo a maior parte das informagdes, as extensas
regides entre pocos € as que se estendem dos pocos marginais aos limites dos reservatorio
permanecem desprovidas de representacio direta.

Como regra, a quantidade minima
de dados necessdria para caracterizagio do comportamento de um reservatorio dependera do
seu grau de heterogeneidade.

Weber (1986) aborda de forma sistemdtica a questio das heterogeneidades geoldgicas.
analisando o problema sob a 6tica das escalas de observagio, e relacionando as heterogeneidades
em cada escala ao impacto causado na recuperagdo de petrdleo. Sio distinguidas 7 escalas de

heterogeneidades, das quais destacamos:

¢ Escala de campo: onde a continuidade e a conectividade dos corpos permoporosos sao os
principais fatores de impacto na recuperacio de petrdleo

¢ Escala de reservatdrio: onde os contrastes entre unidades genéticas e suas relagdes de contato



sdo os fatores dominantes

¢ Escala das unidades genéticas: onde as variagOes internas de permoporosidade sdo os fatores
predominantes.

e Pequena Escala: onde as forcas capilares passam a ter significincia.

Weber ¢ Van Geuns (1990) propdem uma metodologia de classificagio para as

heterogeneidades de grande escala, com base no grau de variabilidade presente:

e Reservatorios do Tipe Bolo de Camadas: unidades homogéneas horizontalmente extensas
superpostas em arranjo monétono de camadas com variagdes de espessura graduais e limites
de camadas coincidentes com variagdes maiores das propriedades petrofisicas ou barreiras de
fluxo. Internamente, as unidades possuem variagGes suaves nas sua propriedades petrofisi-
cas. Podem ser confiavelmente modelados de forma deterministica.

e Reservatérios do Tipo Quebra-cabegas : compostos por uma série de corpos justapostos sem
grandes descontinuidades, exceto por corpos ocasionais de baixa permeabilidade. Podem
ocorrer grandes variagdes de propriedades petrofisicas entre os COTpos, mas o seu arranjo
pode ser estabelecido com o uso de diagramas-de-cerca detalhados. Internamente aos corpos
podem ocorrer heterogeneidades que exijam modelagem prépria.

e Reservatdrios do Tipo Labirinto: constituidos por arranjos complexos de corpos ¢ lentes
com continuidades variadas, freqlientemente justapostos através de horizontes de baixa per-
meabilidade. A correlagdo de intervalos entre pogos € muito dificil, e usualmente observa-
se anisotropia na continuidade dos corpos. Indica-se modelagem probabilistica para reser-
vatérios desta natureza..

A diversidade de escalas e a disparidade de densidades de informacio por escala
de observagio versus a heterogenidade intrinsica dos reservat6rios sdo, portanto, as
caracteristicas mais marcantes do universo de informagdes a disposicdo do gedlogo/engenheiro
de reservatdrios. A incerteza na caracterizagio de reservatdrios nasce destas caracteristicas.

A integragio desta disparidade em um modelo consistente é tarefa-chave do gerente de
reservatdrios, de forma a dispor de uma base firme para a tomada de decisdes. Neste processo
¢ desejavel a quantificacdo da incerteza associada ao modelo.

A Geoestatistica surgiu como uma ferramenta auxiliar capaz de promover alguns aspectos
da integragdo necessdria. estabelecendo uma base de procedimentos em constante evolugdo até
os dias de hoje.

O instrumento fundamental da Geoestatistica cldssica € o seu conjunto de procedimentos
de interpolacdo, que constituem os diversos “sabores” da krigagem e que se propdem a
desenvolver estimadores dtimos, no sentido de ndo-tendenciosidade do estimador e minima

variincia do erro de estimacio.



1.4 Simulacao de fluxo, heterogeneidades e simulacio estocistica

O dominio das leis da fisica e da quimica que governam o comportamento de fluidos em
meio poroso permitiu o desenvolvimento de simuladores numéricos que, a menos de restri¢des
relativas 4 capacidade computacional, reproduzem com precisdo arbitrria vazdes, pressdes,
proporgdes de fases, composi¢do e quaisquer outros parAmetros de interesse, em qualquer tempo
e em qualquer ponto do modelo de sistema reservatério/fluido/condi¢des iniciais que thes tenha
sido informado.

Dado um modelo de reservatério, é possivel analisar 0 seu comportamento futuro, introduzir-
lhe modificagGes e observar sua resposta. E possivel analisar alternativas de métodos de
geréncia de produgdo, ou avaliar a performance de diferentes técnicas de estimulo € EOR sem
efetivamente implementa-las.

Naturalmente os simuladores de fluxo passaram a constituir a ferramenta basica da previsdo
de comportamento dos reservatdrios.

Com a rdpida evolugio dos computadores e 0 aumento associado do nivel de detalhe passivel
de representagiio nos simuladores de fluxo, logo ficou claro que uma representagio realista das
heterogeneidades dos reservatorios é necessdria para se obterem previsdes confidveis do seu
comportamento de produgio.

Os dados do modelo de reservatério sdo fornecidos aos simuladores de fluxo na forma
de matrizes em que cada cela representa um volume no qual as propriedades do sistema séo
consideradas homogéneas.

A confiabilidade dos resultados dependerd de o quanto o modelo informado aos simuladores
caracteriza, ou representa, o reservatorio real.

Dada a concentragio de informagdes nos pogos, surge de imediato a necessidade de estender
0 dominio dos dados aos pontos ndo amostrados.

De fato, a necessidade de interpolar informagGes de forma a cobrir o espago entre dados
esparsos faz parte da atividade cotidiana do gedlogo, ao tracar mapas de contorno baseados em
dados de pogos.

Observa-se que os mapas assim confeccionados representam invariavelmente uma imagem

suavizada da varidvel em questio.



E conhecido o fato de que esta suavizagio ¢ inerente a todos os métodos de interpolagio
— af incluidos os métodos geoestatisticos —, sejam eles intuitivos ou matemadticos, ¢ a sua
utlizagdo no processo de modelagem podera corresponder a um mascaramento freqiientemente
indesejado das heterogeneidades do reservatério, resultando em modelos de fluxo inadequados
e, conseqlientemente, prospectos de producdo equivocados que podem conduzir a decisdes
improprias sobre recursos invariavelmente escassos.

As técnicas de simulagdo estocdstica condicional propdem-se a contornar este problema,
introduzindo no modeto uma componente de controle da variabilidade das realizagGes, ao
mesmo tempo em que sdo preservadas informagdes condicionantes, tais como o valor da
varidvel simulada em pontos determinados, seu histograma, € outras.

Além disto, somente o formalismo probabilistico dispde de ferramentas capazes de

quantificar a incerteza associada ao modelo.

1.5 Modelos para simulaciio estocdstica de reservatdérios

A utilizagdo de técnicas de simulagio estocdstica na caracterizagio de reservatorios €
atualmente pritica comum na indtstria do petréleo, e um nimero crescente de técnicas de
modelagem probabilistica vém sendo utilizadas.

Revises das principais técnicas de simulagio estocdstica utilizadas em caracterizagio de
reservatérios podem ser encontradas em Farmer (1988), Dubrule (1989), Haldorsen e Damsleth
(1990), Omre (1992), Dubrule (1992) Deutsch e Journel (1992), Ripley (1992), Chessa (1995)
e Galli e Beucher (1997),

Os modelos estocdsticos dividem-se em dots grupos:

¢ Modelos Continuos

e Modelos Discretos
a depender da natureza do fenémeno em estudo.

Na pratica, modelos hibridos t#©m sido freqiientemente utilizados em uma abordagem
hierdrquica, com a finalidade de obter maior realismo no que toca a diversidade das
heterogeneidades como fungiio das escalas de observagdo. Exemplos desta abordagem sido
encontrados em Damsleth er af. (1992), Omre (1992), Bratvold et al. (1994). Tyleret al. (1994),

enire outros.



Os modelos continuos sdo geralmente utilizados na simulagfo de propriedades petrofisicas.
As funcdes aleatdrias Gaussianas tém sido largamente utilizadas com este propdsito, devido as
suas excepcionais propriedades.

A simulacio € realizada sobre uma anamorfose gaussiana da varidvel original — se necesséria
—, € a estruturagio espacial do modelo € obtida através da reproducio do seu variograma.

Algoritmos de simulacfio rdpidos e eficientes e simplicidade de modelagem t€m sido

responsdveis pela grande popularidade destes modelos.

A modelagem de fenémenos discretos tem sido utilizada predominantemente na descricdo
da arquitetura de facies dos reservatérios.

Omre (1992) distingue duas classes bdsicas de fendmenos:

o Fendémenos eventuais - representados pela ocorréncia de unidades menores em uma facies
predominante de fundo.

e Fendmenos em mosaico — constituidos por um empacotamento de diferentes ficies, sem a
existéncia de uma fécies de background.

Dois grupos de modelos disponiveis para caracterizagdo destes fenOGmenos podem ser
individualizados (Galli e Beucheur, 1997, Chessa, 1995)

s Modelos orientados a objetos — que especificam regras para constru¢do de objetos no espago

o Modelos orientados a pixels® — que atribuem valores as celas da grade de simulacdo indi-
vidualmente

Modelos orientados a objeto tém sido utilizados para modelagem de unidades genéticas, tais
como canais fluviais e lobos deltaicos; comprimento e orientacio de falhas; e arquitetura de
facies sedimentares tais como corpos erriticos de folhelhos ndo interceptados por mais de um
pogo.

Estes modelos sdo baseados no formalismo dos Prucessos de Pontos (Point Processes ) e sao

particularmente adequados a descrigdo de fenémenos eventuais (Chessa. 1995, Omre, 1992).

Modelos orientados a pixels tém sido indicados para a simulagio de fendmenos em mosaico
(Omre, 1992). Outras aplicagdes, como a descri¢io de fendmenos de vartagiio continua (através

de sua discretizagdio) sao reportadas (Hgiberg ef al., 1990, Journel e Isaacs, 1984).

Os principais modelos nesta categoria sio:

# Correspondem aos Modelos orientados a grade (grid-oriented models) de Chessa (1995),
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¢ Simulac¢iio Seqiiencial de Indicatrizes
e Simulacio Gaussiana Truncada

» Simula¢do Plurigaussiana Truncada
o Campos Aleatérios Markovianos

1.5.1 Simulacdo Seqﬁéncial de Indicatrizes:

Neste contexto, uma /ndicatriz é uma fungio aleatéria que pode assumir apenas dois valores,

0 e 1, de acordo com a regra:

0 caso contrdrio
onde [ () € a funcio indicadora da ficies F7 . Assim, haverd tantas funcdes indicatrizes quantas

IIF(a:):{l sex € F

facies houver na modelagem.
No caso da modelagem de varidveis continuas através de sua discretizagdo, definem-se as

funcoes indicatrizes como:

0 i<Z(£L’)
L.(z) ={ 1 222’ > Z (x)

onde z; sdo pontos de corte (cutt-offs) definindo & faixas de interesse na caracterizago da
funcdo aleatéria Z ().

O algoritmo de simulagfio seqiiencial baseia-se na fatoracio bayesiana e pode ser aplicado
sempre que for possivel avaliar a probabilidade condicional de um evento dados os eventos
previamente simulados ou estabelecidos como condicionantes. No caso da simulagdo
seqiiencial das indicatrizes, estas probabilidades sdo obtidas através da krigagem da indicatriz.
A demonstragiio desta propriedade pode ser encontrada em Journel, 1989.

No caso da discretizacdo das varidveis continuas, a principal vantagem do método € a
possibilidade de modelar tantas covariincias espaciais quantas indicatrizes forem definidas,
contra apenas uma nos modelos gaussianos tradicionais (Journel, 1989).

A consisténcia tedrica da abordagem seqiiencial das indicatrizes tem sido alvo de diversos
trabalhos, e virios pontos permanecem duvidosos. Galli e Beucher (1997) fazem um apanhado
das dificuldades existentes e remetemn a algumas referéncias sobre o assunto.

Apesar destas dificuldades, 0 método tem sido largamente empregado na sua versiio sobre
varidveis discretas, particularmente na simulagdo da arquitetura de facies de reservatorios de

petroleo.



1.5.2 Gaussiana Truncada

O modelo da Gaussiana Truncada simula distribui¢Bes espaciais de varidveis indicatrizes —
representativas de fendmenos categéricos ou fenémenos continuos discretizados — através do
truncamento de uma funcdo aleatéria gaussiana.

Selecionam-se os pontos de corte (cutt-offs ) yp, do truncamento de forma a obterem-se as
proporgdes p; adequadas de cada categoria, através da relagdo y,, = G'(p;), onde 3, € 0
pi-quantil da normal gaussiana cuja funcdo de distribuicio acumulada € G, e p; € a proporgdo
acumulada das categorias 1...4.

A simulagio do modelo € rdpida e eficiente, ¢ consiste na obtencio de uma realizacdo da
funcio gaussiana com o modelo de covarincia desejado. Esta realizacfo € entdo truncada nos
pontos de corte previamente definidos para obtencio da imagem desejada.

Deutsch et al. (1992) enumeram trés problemas do modelo:
¢ 0 esquema de truncamento gera uma ordena¢do — nem sempre desejdvel — das facies nas
imagens simuladas

e 0 modelo de covariincia da fungiio gaussiana governa as covariincias das varidveis indica-
trizes de forma arbitrdria, gerando realizagbes com variabilidade espacial ndo controlada

e o condicionamento das realizagdes a dados categdricos ¢ problemdtico, ja que a funcio
aleatéria simulada € continua
Galli e Beucher (1997) comentam estas caracteristicas:

e acaracteristica da ordenacio, quando problemadtica. é amenizada pela possibilidade de variarem-
se 0s pontos de corte no espago de acordo com curvas de proporgOes expenmentais e/ou
modeladas

e podem-se modelar covariincias cruzadas consistentes das indicatrizes. ainda que reste pouca
liberdade para uma modelagem correta dos variogramas cruzados experimentais

¢ o condictonamento das realizacdes a dados categoricos pode ser obtido através de algoritmos
como o Gibbs Sampler

1.5.3 Plurigaussiana Truncada

O modelo da plurigaussiana truncada é uma extensio direta do modelo da gaussiana truncada.
Cada categoria € aqui definida por truncamentos sobre n gaussianas, correlacionadas ou
ndo, eliminando o problema do ordenamento das categorias observado no modelo da gaussiana

truncada.



Segundo Galli e Beucher (1997), esta extensdo permite a manipulaciio das probabilidades de
transi¢do e das anisotropias entre as facies, respeitando os variogramas das indicatrizes, mesmo
quando o nimero de gaussianas € restrito an = 2.

O método possui consisténcia tedrica e sua simulacio € também uma extensdo daquela da

gaussiana truncada.

1.5.4 Campos Aleatorios Markovianos - CAMs

Os Campos Aleatérios Markovianos sdo uma classe de distribui¢des de probabilidades a
valores discretos definidas pela condi¢do de que a probabilidade local de ocorrer um valor em
um ponto do dominio depende apenas dos valores que ocorrem na vizinhanga deste ponto.

Sob certas condi¢des — ndo muito restritivas -, relativas a defini¢iio de vizinhanca, A forma
funcional da expressao das probabilidades, e & condiciio de probabilidades ndo-nulas, o conjunto
das probabilidades locais define unicamente a probabilidade conjunta do campo.

A simulagio de CAMs pode ser realizada através do uso de algoritmos iterativos da classe
dos algoritmos de Hastings, a exemplo do algoritmo de Metropolis € do Amostrador de Gibbs.

As primeiras aplicagSes reportadas de CAMs remontam a década de 20, com o trabalho de
Ising em ferromagnetismo (Cross e Jain, 1983). Qutras aplicagdes na drea da Fisica Estatistica
sdo relativas 3 modelagem de separacio de fases em ligas bindrias por Flinn (1974) e ordenagio
em cristais (segundo Cross ¢ Jain, 1983).

Besag (1974) reporta aplicagdes de CAMs na modelagem de experimentos em agricultura.

Cross e Jain (1983) historiam o uso de CAMs na sintese de texturas de imagens e apresentam
uma colecio de imagens pretensamente representativas das texturas obteniveis pela técnica.
Seus modelos incluem variacGes anisotrépicas.

Mais recentemente seguindo o trabalho de Geman ¢ Geman (1984), um enorme nimero de
aplicagdes na drea da andlise e sintese de imagens digitalizadas tem sido reportado. onde os
CAMs t&m sido utilizados freqiientemente como distribuigdes a priori em contexto bayesiano.
Li (1996) ¢ uma referéncia bastante completa sobre o tema.

Em Geologia, o uso de CAMs na modelagem estocdstica de reservatdrios de petréleo vem
sendo reportado em trabalhos de revisio como alternativa natural — e potencialmente mais

rica -~ ao uso de modelos como a simulagio seqiiencial da indicatriz (de consisténcia tedrica
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problemdtica) € a gaussiana truncada (com seu ordenamento de categorias e outras dificuldades).
Revisbes sobre este tema podem ser encontradas em Dubrule (1989), Haldorsen e Damsleth
(1990), Omre (1992), Dubrule (1992), Ripley (1992) e Chessa (1995).

Em Galli e Beucher (1997), acrescenta-se aos métodos acima a plurigaussiana truncada.
Infelizmente os CAMs sdo mencionados apenas en passant neste trabatho.

Inexistern trabathos comparando a técnica a outras potencialmente competidoras. A
argumentacdo, quando existente, € essencialmente sobre as qualidades e defeitos intrinsicos

dos métodos, e escassamente comparativa.

i1



Capitulo 2
CAMs — Embasamento Conceitual

2.1 Introducgao

Sao apresentados os conceitos fundamentais relacionados aos Campos Aleatérios
Markovianos.

E colocada a utilidade do conceito ¢ mostrada a dificuldade de modelagem a partir da
conceituacgio basica.

E colocada a equivaléncia entre CAM:s e Distribuigdes de Gibbs.

Demonstra-se como as Distribui¢des de Gibbs surgem no processo de modelagem de imagens
com caracteristicas especificas e sua utilidade para contornar os problemas da formulagio

markoviana.

2.2 Definicao

Campos Aleatérios Markovianos - CAMs sdo uma classe de processos estocdsticos a
valores discretos* definidos sobre um arranjo espacial de coordenadas e caracterizados pela
propriedade de que o valor assumido por uma varidvel aleatéria é dependente apenas dos valores
das varidveis aleatorias que ocorrem em sua vizinhanga.

O interesse deste estudo estd voltado para a simulagio de CAMs, de forma que deseja-
se caracterizar € amostrar a distribui¢do de probabilidades conjunta das varidveis aleatorias
residentes nas celas do arranjo espacial considerado.

Na pritica da caracterizagio de reservatérios em geologia do petréleo, o fenémeno modelado
geralmente corresponde a distribui¢do espacial de alguma caracteristica geoldgica de interesse.

Matematicamente este arranjo espacial é representado por um vetor (uni, bi ou

tridimensional), cujo indice € indicador da posic¢io espacial correspondente. O termo grade

serd utilizado aqui para designar este arranjo espacial, independentemente de sua dimensio

Besag (1974) afirma gue o conceito pode ser estendido as varidveis continuas. Neste trabalho serd abordada apenas
a versdo discreta dos CAMs,
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b = BV

pr )

e/ou geometria. Por simplificacio, e sem perda de generalidade, sera feita referéncia ao indice
de posi¢do da grade como unidimensional.

Seja S o conjunto de celas de uma grade.

Suponha-se que em cada cela s de S possa-se observar um estado’ de um conjunto =, ° de
estados possiveis, por simplicidade considerado igual para todas as celas. Neste caso, o conjunto

de todas as imagens possiveis serd’

== HSES ES

Portanto, se a grade S for composta por IV celas, a varidvel aleatbria que se deseja caracterizar

e simular tem a forma:
X:QoZ={X,Xs,..., Xnv_1, XN},
onde {1 denota um espa¢o amostral genérico, ¢ uma realizagio (imagem) especifica de X terd a
forma correspondente:
X == {T1,T2,...,EN_1, TN}

Suponha-se agora que 7 seja uma probabilidade sobre o conjunto das imagens =, e que a

probabilidade de ocorrer uma imagem qualquer seja sempre maior do que zero. Ou seja’:
T(X=x)=Pr{{Xi =2, Xo=29,.. ., Xn_1 =an_1,. Xy =2n5}) > 0x €= (1)

Esta premissa determina que qualquer imagem sera possivel, desde que esta imagem exista

no universo = das imagens, incluindo, por exemplo, uma imagem de uma tnica cor.

Para cada cela s da grade, define-se a probabilidade condicional:

(X)) =r({y: g =z} {y m=2.1#5}) (2)
A expressdo acima define, em termos de probabilidades de ocorrerem imagens ou conjuntos
de imagens, o seguinte conceito, intuitivamente razodvel:

A probabilidade condicional de ocorréncia de uma determinada cor z, em uma determi-
nada cela s de uma imagem x depende das cores x, que ocorrem em todos os demais

Por exemplo: cor, ficies, efc.

Pronuncia-se "csi”. Seu corespondente mintisculo é £
O produtorio cartesiano dos conjuntos =,

Por simplicidade, serd adotada a seguinte notagfio:
(X =x) =7 ({x}) =7 (x)

e

Pr({Xi=z.....Xv=2xp)=Pr{{e ..., rat)
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pontos ¢ # s da imagem X.

A expressdo acima € conhecida como a expressio das “Caracteristicas Locais associadas a

»

T

Note-se que 7.(x) € 7(x) estdo relacionadas da seguinte forma:

Ty (X) = ﬂ({y s :‘Ts} l {y N ﬂxtat#s})
T({y:y, =230 {y: 5 =2,t# s}
N({Y Py = Xy, b # 5})
™ (x)
Zy:yt=$h{'¢3 m (Y)
Considere-s¢ agora uma vizinhanga J, da cela s, definida como um conjunto qualquer de

3

celas obedecendo s seguintes condigdes:

(1) s & J,.

Ou seja, uma cela ndo pode ser vizinha dela prépria.
Q) sedeted,.

Se uma cela pertence a vizinhanga de outra, a reciproca deve ser verdadeira.

O conjunto V = {3, : s € S} serd chamado de familia de vizinhangas na grade S .

O arranjo espacial S e a familia de vizinhangas V constituem um grafo G (.S, V) em que os
pontos s de S sdo 0s nds do grafo e os pares (s, ¢) sdo os lagos do grafo, se s € vizinho de ¢.

Por defini¢do, diz-se que = ¢ uma probabilidade markoviana em relagio ao grafo G ou
G-markoviana se:

T xX)=7{y =2} | {y e =2,t€0:}):5€ 5 @

Analogamente ao que foi feito para a expressdo (2) (pag 14), a expressdo (11) {pdg. 20)
define. em termos das probabilidades de ocorrerem imagens ou conjuntos de imagens, ©
seguinte conceito (propriedade markoviana ).

A probabilidade condicional de ocorrer uma determinada cor z, na cela s da imagem x

depende apenas das cores x; que ocorrem nas celas ¢ pertencentes A vizinhanga J, da cela

5.

A propriedade markoviana possui o efeito de reduzir o universo de dependéncia & vizinhanga
adotada. No caso de vizinhangas lfocais, esta redugio pode ser a chave para a viabilizagdo da
modelagem de fendmenos que de outra forma seriam intrativeis.

Frequentemente serd possivel supor a existéncia da propriedade markoviana, mesmo no caso

de modelagem de fendmenos para os quais ela nio pode ser suposta estritamente, desde que se¢
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possa considerar a influéncia de pontos distantes como desprezivel em relagfio a influéncia dos
pontos situados em uma vizinhanga proxima.

Finalmente, diz-se que a varidvel aleatéria X : {2 — Z, com distribui¢io de probabilidades
(X =x)>0vx €I, éum Carhpo Aleatério Markoviano em relaciio ao grafo G (S, V)
se 7 for uma probabilidade G-Markoviana.

OBSERVACAO:

Pode-se defmlr a seguinte vizinhanca para cada cela s da grade 5:

d. = {S — {s}} (5)

Esta vizinhanca abrange todas as celas da grade, & excecgiio daquela a que se refere a
vizinhanga.

A familia de vizinhangas correspondente ¢ V° = {0; : s € S}, e o grafo correspon-
dente ¢ G° = (5. V).

Sem.(x) =7({y:vys =2} | {y: 9=z, t€d,}) entdo 7 é uma probabilidade
G’ -markoviana. Mas ocorre que a definigio de V° ¢ taI que a expressdo acima iguala-
se aquela em que se define 7, (x) sem considerar a propriedade markoviana (expressdo
(2), pdg. 14). Ou seja, qualquer probabilidade 7 definida sobre S sera sempre uma
probabilidade G”-markoviana.

Besag (1974) apresenta o seguinte resultado:

N
W(X) :Hw(l’i’:Eia’"a'q:f—lfyivia"'ay!\f) (6)
ﬂ“(y) ﬂ'(%l3511---~,1L‘a:—1,%-—1,--—;QN)

A equagdo (6) expressa a razio entre as probabilidades conjuntas de duas imagens através
das caracteristicas locais de m. Por (6) pode-se observar a principal dificuldade existente para
gspecificar a probabilidade 7 através da familia das caracteristicas locais: como os rétulos
indicadores de posi¢iio das varidveis aleatdrias locais X; sio arbitrarios, fica claro que existem
muitas fatoragdes do tipo (6) possiveis. Como todas elas devem ser equivalentes, de forma a
que a estrutura de probabilidade conjunta seja matematicamente consistente, a forma funcional
das distribuigdes de probabilidades condicionais (caracteristicas locais) deve sofrer restricdes
severas.

Portanto, € virtualmente impossivel especificar empiricamente as caracteristicas locais de

forma a consistir uma distribuigdo de probabilidades conjunta valida.
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2.3 CAMs e Distribuicoes de Gibbs

O Teorema de Hammersley e Clifford estabelece a forma funcional geral das caracteristicas
locais validas, ¢ a respectiva forma funcional da distribui¢do conjunta determinada por uma
familia de caracteristicas locais.

Este teorema data de 1971 e ndo foi publicado por seus autores, Demonstracdes alternativas
do Teorema de Hammersley e Clifford podem ser encontradas em Besag (1974) e Bustos et al.
(1993).

De acordo com este terorema, todo CAM ¢é equivalente a uma Distribuicdo de Gibbs, que é

uma distribuigio de probabilidades com a seguinte propriedade:

7{X = x) o exp (—Hy (x)) (7N
onde
Hy(x)=— > V(xA) ®)
AeC(G)

¢ a funcdo de energia da imagem x associada ao potencial V. A defini¢do deste dltimo vem a
SEgUIr.

Para compreender a idéia subjacente i definicdo de uma familia de distribui¢fes de
probabilidades com a forma de (7)., suponha-se que exista interesse em amostrar aleatoriamente
imagens em que esteja presente uma determinada caracteristica.

Dada uma imagem qualquer, como quantificar a presenca desta caracteristica, de modo a
valorar a imagem como “proxima” ou “distante” da caracteristica desejada?

E possivel que uma porgio da imagem seja portadora da caracteristica, enquanto o resto
aproxima-se vagamente do desejado.

E possivel que a caracteristica comporte mais de um aspecto, ¢ assim sendo € possivel que
uma por¢do da imagem esteja proxima do desejado em um aspecto, mas distante em outro.

De uma maneira geral, € intuitiva a necessidade de avaliar cada subconjunto possivel da
imagem em rela¢do 4 caracteristica desejada, e neste processo podem-se atribuir “notas” a cada
subconjunto avaliado.

Desta forma, se a soma de todas as notas de todos os subconjuntos possiveis de uma imagem

for superior & soma das “notas” de uma segunda imagem, € possivel afirmar que a imagem
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de maior escore esti como um todo mais proxima da caracteristica desejada do que a sua
concorrente’,

Com o objetivo de obter amostras aleatérias de imagens portadoras da caracteristica em
questio, pode-se definir uma distribuicio de probabilidades sobre o universo das imagens
possiveis de tal forma gue a probabilidade de ocorrer uma imagem seja tanto maior quanto
maior seja o seu escore.

A expressdo (7) apresenta uma relacdo desta natureza.

No contexto das distribui¢Ses de Gibbs, as funcdes pelas quais sdo atribuidas “notas” aos
subconjuntos das imagens sio chamadas de Funcdes Potenciais.

A natureza das fungbes potenciais é dependente da caracteristicas desejadas para as imagens.
e sua formulagiio deve obedecer a dois requisistos:

(H Ve =0
O potencial do conjunto vazio deve ser zero.
(2 25 =y, Vs e AACS =V (x, A =V(y, 4
Se duas imagens x e y forem iguais em um subconjunto A de celas da grade, entdo os po-
tenciais das imagens em relagio a A devem ser iguais.
Ambas as condiges sdo bastante intuitivas e naturalmente estarfo presentes em qualquer
modelagem pratica.

O escore resultante da soma das fungdes potenciais sobre todos os subconjuntos da imagem

recebe o nome de Energia da imagem x em relacio ao potencial 1.

Hy (x) = }: V (x. A) 9
ACS
O sinal negativo presente na relagio (9) pretende apenas tornar a relagdo inversa: quanto

maior o potencial, menor a energia, de forma a preservar a noc¢io advinda da Fisica de que os
estados de menor energia sdo mais provaveis.

Finalmente, chega-se a expressio (7) (pdg. 17) ao definir-se a probabilidade de uma imagem
x como proporcional ao exponencial da energia de x medida pelo potencial V.

A fungio exponencial € uma fung¢io bem comportada do ponto-de-vista matematico.
Calculada sobre a energia (o somatdrio dos potenciais), fornece valores mais elevados para as

imagens de pequena energia (alto potencial) relativamente as de alta energia do que os valores

Nesie raciocinio nio estd sendo considerada a possibilidade de existir independéncia condicional markoviana em
relagfo a alguma vizinhanca local.

- . .. )
Em outras palavras, estd sendo considerada uma vizinhanga global (V' ),
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que seriam obtidos na sua auséncia, podendo acentuar desta forma a moda da distribuicio de
probabilidades decorrente (reduzindo a sua varidncia).

O célculo das probabilidades associadas a expressdo (7) exige a avaliacio da constante de
proporcionalidade:

Z =Y exp(—Hyv(y))

Ye=
Esta constante envolve as energias de todas as imagens possiveis, e Z é chamada de Fungiio

de Particiio do potencial V.

Observe-se que, estabelecida a relacio:

=)= sy () = =2 SR

o célculo das caracteristicas locais de 7 pode ser feito através de (3) (pag. 15).

(10

Recapitulando: foi visto o conceito de Campos Aleatérios Markovianos; foi colocada
a afirmacdo de que os os CAMs sdo equivalentes as Distribuicées de Gibbs (Teorema de
Hammersley e Clifford); e foi mostrado como as Distribui¢des de Gibbs surgem naturalmente do
processo de estabelecer uma distribuigie de probabilidades que permita a obteng¢io de amostras
aleatdrias de imagens com caracteristicas especificas.

Nesta iiltima etapa, foi estabelecida a forma da distribui¢ao de probabilidades como fungio
da funcdo de energia, envolvendo uma constante de proporcionalidade e considerando o caso
da vizinhanca global. A funcéo de energia envolve um somatério sobre todos os subconjuntos
possiveis da imagem, e € ficil perceber que o esfor¢o computacional necessario para a avaliagio
desta funcio assim como definida toma impraticivel o seu uso em qualquer situagdo de
utilidade prdtica, a menos que a fungdo potencial venha a ser definida de forma a reduzir
consideravelmente este esforgo'®.

Na mesma linha de raciocinio, constata-se que a avalia¢io da constante de proporcionalidade
¢ tarefa ainda mais ingrata, pois envolve o cdlculo da energia de todas as imagens possiveis.

Como fot observado anteriormente, a expressdo (10) (pig. 19) apresenta o formato das
Distribuicdes de Gibbs resultante de um desenvolvimento em que nfio foi considerada a
propriedade markoviana. Esta condicdo equivale a considerar a propriedade markoviana

relativa a uma vizinhanga global como definida em (5) (pag. 16).

Este € o caso dos Campos Aleatérios Semi-Markovianos de Tjelmeland et al. (1992).
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Quando a propriedade markoviana relativa a uma vizinhanga local é considerada no
desenvolvimento da expressdo das Distribui¢cbes de Gibbs, uma alteragdio € introduzida em
relagdo ao que foi obtido no caso da vizinhanca global.

Esta alteracdo envolve uma familia especial de conjuntos de celas da grade, chamada Familia
das Cliques do grafo G e deéignada por C(G).

Cliques do grafo G (5, V) sdo os conjuntos de celas da grade constitu{dos por uma tnica cela
ou por qualquer nimero de celas, desde que todas reciprocamente vizinhas.

Deve-se observar agora uma terceira condi¢io na formulacio das Funcdes Potenciais, além
das condicdes listadas & pagina 8.

Vix,A)=0se A& C(G)

Por esta condigdio, o potencial de todos os conjuntos de celas que nfo sejam cliques serd nulo,
e a Fungdo Potencial assim definida é chamada de G-potencial.

A expressio da energia da imagem X torna-se:

Hy(x)=~ Y V(x,A)

AEC(G)
o que reduz drasticamente o esforco computacional necessdrio para cilculo da energia da

imagem. no caso de adotar-se um CAM definido sobre uma vizinhanca restrita.
Portanto, a defini¢iio de um G-potencial V (x, A) produz um CAM cuja familia de

caracteristicas locais

exp (Z,Aec,sexx Vix, A))
e (Xx) = (1)
ZyGEEyg:mg.!;&s exp (ZAEC.SEA |4 (y’ ‘4))
induz uma distribui¢do conjunta equivalente a Distribui¢io de Gibbs dada por
' wer VXA
T (X) — CXp (ZAEC (X' )) (12)

2yez X (Laee V(- 4))

O processo de modelagem por CAM consiste na defini¢io de um G-potencial adequado a

descri¢do do fendmeno em estudo.



Capitulo 3
CAMs - Modelagem

3.1 Introducao

Neste capftulo serdo abordados os elementos envolvidos no processo de modelagem por
CAMs, essencialmente o estabelecimento de um §-potencial conveniente.

A defini¢io de uma funcdo G-potencial € um processo que envolve:

e a determinacdo da vizinhanga a ser considerada,
e adeterminagdo das cliques do grafo resultante a serem consideradas, e

e o estabelecimento do modelo de valoragio das interacdes entre as celas para cada clique
considerada.

Os dois primeiros itens estdo intimamente relacionados e serdo abordados sob um mesmo

topico, enquanto o terceiro item sera abordado em tdpico separado.

3.2 Elementos Geométricos: Vizinhancas, Grafos e Cliques

Como foi visto na secdo anterior, a fun¢io potencial deve ser capaz de quantificar a
adequagdo dos diversos subconjuntos de uma imagem a alguma caracteristica de interesse na
modelagem.

Em se tratando de um G-potencial, deve ser capaz de quantificar esta adequagfo para todos
os conjuntos da familia das cliques, pois, por defini¢dio, o seu valor serd nulo para quaisquer
outros conjuntos.

No caso bidimensional de uma grade retangular, a vizinhanca mais simples € aquela
constituida pelos quatro pontos mais préximos (fig 1).

Se s = (4, )

O =iy ={(i—14),(i+1,5),(J—1), (75 + 1)} (13)

com adaptagdes convenientes nas bordas e cantos da grade.



(1)

1) | ) ([(+1D)

-

Figura I: O esquema do vizinho mais préximo.

Genericamente, uma ordem natural de vizinhancas pode ser estabelecida com base na
distincia entre um ponto ¢ seus vizinhos (Geman e Geman, 1984). No plano:
E=0,;={kesS 0<k—i)+(—-j’<c} (14)
Parac =1,
By = {BDeS:0<k~i)+(1~j)°<1}
= {(i~1,0),6+ L), (5 ~1),(.j+ 1)}
e 8, ; corresponde a (13).
A figura 2 mostra as configuragdes das vizinhangas planas para ¢ < 13. A configuragao
da vizinhanga caracterizada por ¢ = 8 inclui todas as celas assinaladas com valores iguais ou

inferiores a 8.

13 110 9 [10 |13

13| 8 5 4 518 13

0] 8 2 1 2 5 110

0] 5 2 1 2 5 |10

3] 8 5 4] B 8 |13

13110 9 |10 13

Figura 2: Esquema mostrando as vizinhangas planas para ¢ < 13.

i~
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A familia das cliques resultante da definigio de 8! é composta de todos os subconjuntos de

S das formas:

Figura 3. Cliques do esquema do vizinho mais préximo.

Portanto, uma fungéo potencial definida para o sistena de vizinhancas mais simples possivel
no plano devera avaliar conjuntos de no mdximo dois pontos.
Para ¢ = 2, a familia das cliques correspondente serd composta por todos os subconjuntos

de S nas formas definidas na figura 3, mais as formas a seguir:

N SAN Y

Figura 4: Cliques adicionais da vizinhanca ¢ = 2.

Correspondentemente, a funcdo potencial definida sobre uma vizinhanga do tipo ¢ = 2
deverd avaliar conjuntos de, no maximo, 4 celas.

Para ¢ = 8, pertencerdo a4 familia das cliques todos os subconjuntos da grade com nimero
de celas entre 1 e 9, de tal forma que as celas estejam em posig¢do relativa igual & de algum

subconjunto presente na figura 5.

Figura 5: Clique méaxima da vizinhanga 8. As linhas assinalam todas as interagées possiveis.

E facil perceber que o numero de cliques do grafo aumenta rapidamente 4 medida que a
vizinhanga cresce, at€ eventualmente abranger todos os subconjuntos possiveis da grade, no

caso da vizinhanga global.

]
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Esta caracteristica, de se poderem modelar relagdes entre vdrias coordenadas da grade

através da fungdo potencial, confere ao esquema markoviano uma grande riqueza em termos

de modelagem de fendmenos espaciais.

As mesmas consideracdes sdo, evidentemente, vélidas para grades tridimensionais.
Urna ordenagdo de vizinhangas andloga a (14) (pdg. 22) pode ser estabelecida para grades
3D:
= ,m={lmn) eSS 0< (i +(m—-j +n-k*<c} (19
A figura 6 apresenta as configuragdes de vizinhangas 3D correspondentes & definigdo (15)

parac < 9.

8={i,j. k}

Plais ni=0 []

L I S PV

a]lon|aia|=
“

N I P Y
win | fmp]=

l"""""‘";

Plano in-kj=Z

Pano =1

winlaiole
-

wlalajale
-

wlajolaie
-

wlalclola
ajlw|luwlwia
ainl ol e
alw|lmfule

E] Pl [n-ki=3

Figura 6: Quatro se¢des do cubo de vizinhanga para « < 9. Os nimeros indicam a vizinhanga
minima a que as respectivas celas pertencerio.

Para ¢ = 1, as cliques t€m no maximo 2 celas (figura 7):




Figura 7: Vizinhanga 3D para ¢ = 1 e cliques correspondentes

Para ¢ = 3, as cliques terfio entre 1 ¢ 8 celas, conformes a algum subconjunto da clique

mdxima mostrada na figura 8.

Figura 8: Clique mdxima 3D da vizinhanca ¢ < 3.

Finalmente, € conveniente observar que as defini¢des de vizinhangas conforme (14) (pag.
22) e (15) (pdg. 24) implicam que as celas situadas proximas as bordas da grade possuem um
numero menor de vizinhos do que aquelas situadas no interior da grade.

No caso bidimensional com vizinhanga ¢ = 1, a grade pode ser dividida em 3 subconjuntos,

de acordo com o nimero de vizinhos existente em cada cela do conjunto:

c B c
B3 A B
c B [

Figura 9: Corpo (A), Bordas (B) e Cantos (C)

O conjunto A € o corpo da grade, e todas as celas que o compdem possuem a vizinhanga
completa.

O conjunto B € o conjunto de bordas da grade, e todas as celas que o compdem possuem
apenas 3 vizinhos.

O conjunto C' € o conjunto dos cantos da grade, e todas as celas que o compdem possuem
apenas 2 vizinhos.

No caso tridimensional com vizinhanga ¢ = 1, definem-se analogamente os conjuntos:
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e corpo: celas com vizinhanca completa (6 vizinhos)
® face: celas com o vizinhos

o qresta: celas com 4 vizinhos

e vértice: celas com 3 vizinhos

3.3 Funcoes Potenciais

O terceiro elemento no processo de modelagem por CAM € a defini¢io das Fungdes
Potenciais necessdrias 4 avaliagio da adequagio dos subconjuntos de uma imagem 2
caracteristica que esta sendo modelada.

Mais especificamente, as fungdes potenciais deverdo avaliar os subconjuntos da imagem
pertencentes a familia das cliques do grafo definido pela familia de vizinhancas sobre a grade
que serve de suporte ao processo, conforme visto nas se¢des anteriores.

S#o apresentados os modelos cldssicos de Ising e Potts-Strauss, e sua relagio com modelos
extraidos da literatura sobre a simulago de CAMSs na caracterizagdo de reservatdrios de
petréleo.

Os modelos de Ising e Potts-Strauss apresentam um comportamento conhecido como
Transi¢do de Fase (Ripley, 1992, Frery, 1993). Este comportamento estd, por sua vez, associado
a um valor critico especifico /3, do parimetro de atratividade do modelo", e consiste no
desenvolvimento de padries de correlagdo de longo alcance para modelos com 3 > 3, versus
padrdes de curto alcance para modelos com /7 < f3...

Imagens geradas para /7 supercritico consistem de grandes manchas de uma cor salpicadas
por celas esparsas de outra cor, com fronteiras suaves e longas entre as manchas.

Para grades de tamanho infinito, o valor critico do parimetro é dado por
3. =In (1 + \/K)

onde K ¢ o nimero de cores possiveis do modelo (Frery, 1993).

3.3.1 O Modelo de Ising

No caso de modelos definidos sobre grades bidimensionais, a familia de vizinhangas mais

simples corresponde ao modelo do vizinho mais préximo, ou

0ty = {kDeS:0<(h—iY+(1—jP<1)

(s modelo de [sing ¢ Potrs-Strauss sdo apresentados nos itens 3.1 e 3.2, respectivamente.
2 p p

26



= {(~1),0G+17),(¢.5—1),(,7+ 1)} (nocorpo da grade)
(ver figura 1)

As cliques correspondentes séo, para cada cela ¢ = {1, j) (figura 3):

A={(i,j)} conjunto de uma tnica cela

B={.7),0-1,N}{G75),{t+1,7)}} conjuntos de 2 celas colineares na diregdo %

C={{i, 7)., -1}, {(4,7),(i.7 +1)}} conjuntos de 2 celas colineares na diregio j
A forma mais genérica da funcido de energia sobre este sistema ¢:

Hy (x) = ““’ZVM

= = [Va(x, A)+ Y Va(x,D)+ > Vo(x E) (16)
DeB EeC
O caso especial em que 0o CAM X ¢ bindrio (cada cela pode assumir apenas um de dois

valores, codificados como 0 e 1, por exemplo, ficies folhelho e facies arenito), homogéneo
(estritamente estaciondrio, invariante por translacio) e isotrdpico (invariante por rotagio), com
a fungio potencial tomando a forma
Virec:Genr = Qg+ B2 @i+ TiiTi1y) + BT 2 -1 + TijTije1)

= o+ BTy + Tivrg + Tijo1 + Tiga)) (17)
¢ o chamado Modelo de Ising, criado em 1925 para estudar o ferromagnetismo (Geman
& Geman, 1984), e também conhecido como o modelo autologistico (Besag, 1974). Na
terminologia correspondente, o parimetro « corresponde ao efeito de um campo magnético
externo ao sistema ¢ o pardmetro /3 corresponde a for¢a de interagdo entre moléculas
(coordenadas) vizinhas.

De acordo com (11) (pdg. 20), vale que:
i (X - £) _ exXp [-'-,’If,i_j (C}.‘ -+ ﬂ(.’lfiml.j + NS -+ .-i',‘.j“_]_ 4 .?f,:_jwi))]
L+explmm (a4 B e+ Ticy j =+ T jer + Tigoy))]
o que especifica a familia das caracteristicas locais do modelo de Ising.

Observe-se que a formulagio (17) € uma expressio algebricamente conveniente (em fungdo
da codificagiio dos estados possiveis como 0 ¢ 1) para a fungiio potencial que pode ser descrita

de forma mais explicita da seguinte maneira:

o Vi{x.4) = asex;; = 1. Atribui peso diferenciado a ocorréncia de uma das 2 classes
possiveis (aquela codificada como 1 na formulag¢iio de Ising).
Controla a distribuigdo marginal das classes (Ripley, 1992)

e Vy (x.B) = /3 se no vizinho & direita ocorrer 0 mesmo valor que ocorre na cela central: /7
se no vizinho a esquerda ocorrer 0 mesmo valor que ocorre na cela central; 2/3 se em ambas

27



as celas ocorrer o mesmo valor que ocorre na cela central.

e Ve (x,C) = /3 se no vizinho de baixo ocorrer 0 mesmo valor que ocorre na cela central; 3
se no vizinho de cima ocorrer o mesmo valor que ocorre na cela central; 2/3 se em ambas as
celas ocorrer o mesmo valor que ocorre na cela central.

Esta leitura da expressio (17) mostra com clareza a modelagem da acdo de um campo
magnético externo mediante V, dependente do “tipo de molécula” que ocorre na cela.

Ja Vg e Vi modelam a interagdo entre moléculas vizinhas, simplesmente atribuindo um maior
peso a continuidade espacial em relacdo 4 descontinuidade, no caso de 3 > 0, ou favorecendo
a descontinuidade em relacgio a continuidade, se 7 < 0..

O pardmetro 5 pode ser:

¢ positivo, denotando atragdo entre celas vizinhas, e consequente geracdo de aglomerados de
celas com o mesmo valor;

e negativo, denotando repulsio entre celas vizinhas e favorecendo a formacdo de um padrao
de tabuleiro de xadrez;

¢ nulo, indicando independéncia entre vizinhos.

A anisotropia pode ser facilmente considerada no modelo de Ising, desde que sejam
diferenciadas as fung¢bes Vi e Ve de (16) {(pdg. 27), através da introdugio de um terceiro
parimetro.

A fungio de energia assume a forma:

Viectigens = Tij o+ 5, (@icry + Tim1j) + By (@i + iﬂz’,j—:—i)}

exp [—u; gla+ B8, (o +xioy) + 8, (w50 + Zij1))]
1+exp{—uz;{a+3, (1%1(3' i)+ 3, (i jor i)
onde 3, e (3, sdo, respectivamente, os pardmetros de continuidades horizontal e vertical do

71',153' (X,,j = 11,’7',53,') =

modelo.
Uma extensdo 3D do modelo, considerando anisotropia. nasce da especificagfio do sistema
de vizinhos mais proximos no espago tridimensional (figura 7).

A funcio potenciai correspondente terd a forma:

V(x, M) = F Y V(M) = Y Vo x, M)+ Y Vi (x. M)
onde (figura 7) Mel Med aeb
o A={(i.jk)}
o B={{(i.jh).( =1k}, {( (i1 k)
o C={{(i.jk) . (i,j = LB} {(ijok) (i] + 1, K)}}
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o D={{(s,4,k), G0,k =1} {(6, 4, k), (.3, k + 1)}}

resultando:
ik (X = T) = .
_ exp[-—ﬁﬂi.j.k Om-_ﬁl(:i?i-l,j,k*miﬂ.j,k)—'ﬁa(mi.jmi-k"If<j+i1k)”f“f33(37:“é,k—l““i“;“«?'sk“))§

1+9XP§”$i-i (0“51 (xi-l‘j,k*wi-+~1,j,k)*.f32(ﬂ=i,jw 1,;«—'1‘@@-%1&)“"53 ('xm‘k—l —mm’,j‘kw));‘

3.3.1.1 O Modelo de Omre ef al. (1990)

Uma variagio anisotrépica do modelo de Ising utilizando vizinhanga maior do que o sistema
de vizinhos mais préximos foi utilizada por Omre ef al. (1990) para modelagem de horizontes
cimentados por calcita em um reservatério arenoso do Mar do Norte.

A varidvel bindria foi definida como:
i, = { 1 se ocorre C&I_cita em.(i?j)
0 se ocorre areia em (i, j)
A expressio das caracteristicas locais definidas na modelagem é:

Pl’(thj =1 | ﬁk:,:; (k,l) & Gi,j) = C’exp Z Ak_,jfg_j (l - ik:g) (18)

(kD)ed, ;
onde

e J;; ¢ o conjunto dos vizinhos de (4, )
¢ (' ¢é aconstante de proporcionalidade que faz com que Pr(¢;; = 1 | -) seja uma probabilidade

e An;a; s830 0s parAmetros de continuidade, definidos somente para as 4 dire¢des principais:
(E-W), (N-S), (NE-SW), (NW-SE)

Como o sistema € bindrio, a familia das caracteristicas locais fica completamente
especificada por:

Pri{ti;=0|tps (kD) €D,;)=1=Pr{ti; =1 thr;(k.1) € 8;;)

Observe-se que a forma funcional de (18) define apenas a interagfio entre pares de celas,
implicitamente atribuindo valor nulo ao campo externo (pesos diferenciados pela natureza da
ocorréncia) € a quaisquer interagdes entre 3 ou mais celas (no caso de uma vizinhanga 3x3,
poderia ser definida interagiio de conjuntos de até 4 pontos; para vizinhanga 5x5, o tamanho
maximo dos conjuntos pertencentes a familia das cliques do grafo € de 9 celas). Mais ainda.
sdo atribuidos valores nulos as interagbes entre pares de pontos situados fora das 4 dire¢oes

cardeais.



Este procedimento simplifica 0 modelo e reduz enormemente a carga computacional exigida

na simulagfo subsequente, mas mantém ainda uma considerdvel riqueza no modelo.

3.3.2 Modelo de Potts-Strauss

O modelo de Potts-Strauss € a extensio do modelo de Ising para um niimero de estados maior

do que 2.
Definido no plano sobre o sistema de vizinhos mais préximos, apresenta a seguinte fungdo
de energia:
Hy (x) = — ZVC (x) = Z Cez, + 13 Z}I(zs = Zy) + ZH(&:S = Iy) (19)
el 3eS teah tedy
onde

1 sex, = x4
{0 caso contrario
¢ a funcdo indicadora da continuidade da imagem entre os pontos s e £,

ﬁ(fﬂs = It) =

a = {(i-1,5).(i+1,7)} € o conjunto dos vizinhos horizontais de s e
8 = {(i.j—1),(i,5+1)} éoconjunto dos vizinhos verticais de s.

com redefini¢des adequadas nas bordas e cantos da grade.
Este modelo tem sido largamente utilizado em técnicas de restaura¢iio e andlise de imagens

e na sintese de texturas (Cross & Jain, 1983).

3.3.2.1 Modelo de Hgiberg et al.

Heiberg et al. (1990), em seu trabalho A Stochastic Model for Shale Distribution in
Petroleum Reservoirs, utilizaram uma variante do modelo de Potts-Strauss para modelagem
de niveis de folhetho com grande extensdo lateral através da sua discretizagio.

A varidvel modelada foi a espessura da camada. discretizada em um numero finito (K + 1)
de valores na forma:

ti; € {0.a,2a...., Ka}

As caracteristicas locais foram definidas da seguinte forma:
Pr (t,i‘j ‘ tea (K, l) € az;rn_) =

G it )
= %GXI) {—" Z(k‘l)e')h_, [W It:pj - tktl + Ak_?j’g_j]l(!‘i;‘j =10 ?{ tl'\“i v fTJ # 0= t;(-:[)] }

onde
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® By ;€ Ajg._ij—; sdo parAmetros do modelo. Por questdes de consisténcia, exige-se que
i = P 5 Dy = Ay _j, para quaisquer i, j.

D

0 sewéfalso
¢ 0, ; € o conjunto das celas vizinhas da cela (4, j)
e /& a constante de proporcionalidade
s \/ ¢ a funcdo 1ogica ou

.« [(w) = { 1 se w é verdadeiro

A fungdo potencial presente na expressdo acima contempla somente conjuntos de 2 pontos,
considerando nulas as contribui¢des de todas as outras cliques do grafo definido pela vizinhanca
0; ; sobre a grade S.

A semelhanga do que foi feito por Omre et al. (1990), o modelo de Hgiberg er al. (1990)
¢ anisotropico e avalia as interagdes de pares de pontos alinhados de acordo com as 4 dire¢des
cardeais principais N-S, E-W, NE-SW ¢ NW-SE. Desta forma, é exigida a especificagdo de 8
pardmetros (3, _ .. Dress B Do s Bre sior Dne—sws By ser Dnw—se) Para caracterizagdo do
modelo (ou apenas 4, no caso do sistema de vizinhos mais préximos, que sé admite 2 diregdes
de anisotropia).

Para cada par de celas (¢,j) e (k.[), é observada a variagio de espessuré da camada de
folhelho (|t;; — £x4]). Quanto maior esta variacio, tanto menor serd a parcela da fungdo
potencial a ela correspondente’?, resultando maior energia e, portanto, menor probabilidade de
ocorréncia de variagOes bruscas de espessura da camada. Por esta razio, /3 sdo os parimetros
que controlam a suavidade da variagio de espessura do folhelho nas diversas direcdes de
anisotropia.

Para cada par de celas ¢ avaliada também a continuidade do tipo de rocha, através da fungio
indicadora I(t;; =0 # £, Vit ; # 0= ty).

Esta fung¢fio assume o valor 1 se houver transi¢fio de areia (¢ = 0) para folhetho (£ # 0}, ou
vice-versa, entre as celas (4. j) e (k,1). Portanto, se houver transi¢iio o potencial do par de celas
serd reduzido no valor de A,_; ;. ;, com a conseqiiente reducio da probabilidade da imagem. A

sdo os parimetros que controlam a continuidade litolégica nas diversas diregdes de anisotropia.

Na suposigiio de um valor de 3 normalmente positivo.
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3.3.3 Campos Aleatorios Semi-Markovianos (CASM)

Tjelmeland ef al. (1992) introduziram os CASM na modelagem estocdstica de reservatdrios
de petroleo por considerarem insatisfatérios os resultados obtidos com experimentacdo sobre
o modelo de Potts-Strauss e variantes, em fungiio da ocorréncia do fendmeno de Transi¢do de

Fase.
3.3.3.1 Definicio

Os Campos Aleatdrios Semi-Markovianos constituem uma subclasse de CAMs definidos
sobre a vizinhanga global V°.

Nestes CAMs as fungdes potenciais sdo definidas sobre os conjuntos de celas da imagem
que constituem corpos homogéneos conectados. A idéia central € definir a probabilidade de
ocorréncia de uma imagem como proporcional 4 adequacdo dos corpos (conjuntos homogéneos
de celas) presentes na imagem a formas de interesse, ou de pares de corpos a interagtes de
interesse.

Se a tmagem cuja probabilidade se deseja calcular for dividida no ndmero minimo de corpos
homogéneos conexos que a compdem por inteiro, ¢ se estes conjuntos forem chamados de
Bi, By, ..., By,, com as facies correspondentes sendo chamadas de ¢y ¢, ..., cn,, entdo, de
acordo com a idéia acima e introduzindo a fungdo exponencial de acordo com a mesma légica
usada na construcdo das Distribuiges de Gibbs, pode-se escrever:

Ng Np
Pr(x) _—exp{ZUl B e 4*2 Z Us (B, ci, By, ¢ j)}

i=] jwivl
A esta equaciio correspondem as fungOes potenciais:

U] (B?j,!’,‘?j) SeC:BiUR(Bf)
VC’ (X)E Ug (Bf,(i,',Bj,(‘.j) se C' = B,;UR(B;)UBJ‘UR(BJ’)
0 em qualquer outro caso

onde:

R(B) = (U aj) —

¢ o anel externo do corpo B, ji que 9! é a vizinhanga de ordem | da cela r.

Por exemplo. se B € o corpo definido pelas celas O , R(B) ¢ o conjunto das celas M .



O

_ ARERENEREEE

33



14

3.3.3.2 CASM -~ Modelagem

Modelo de Tjelmeland ef al. (1992) Em Tjelmeland ef al. (1992), a fungéio que descreve

a interacdo entre os corpos é tomada como nula (U/; = 0), enquanto a funcio que descreve o

tamanho e forma dos corpos é definida por:

Uy (B.c) =U, (I, (B),¢) + U, (I, (B) , ) + Us (I, (B) ,¢) + U, (B.c) (20)
onde, para p indicando z. you 2
i
R
Uy Uy e) = = t) @)
Tp
<
2 2
L (B) = J el [ (o= dudyas @)
Ve Jg

com Vg sendo o volume do corpo B, 4, 0s comprimentos médios esperados dos corpos facies
¢ nas dire¢des p e o, os desvios padrdes esperados para os comprimentos dos corpos da facies
¢ nas direcdes p.

As expressdes [, {B) (22) avaliam as extensdes do corpo B3 nas diregdes z, y ¢ 2. Assim
sendo, as expressoes U, (I, ¢} (21) avaliam o desvio do corpo B em relagéio as dimensdes
esperadas para a ficies ¢, e valores elevados de U/, conferem a imagem baixa probabilidade
de ocorréncia.

Ja a parcela U, (B, ¢) em (20) ¢é definida naquele trabalho como:
(Vs — 1. (B) 1, (B) L. (B))?

2
a2

U.(B,c) =

A semelhanca de U, em (21), U, avalia o desvio do volume do corpo I3 em relagio a um
volume médio'* e desvio padriio o, esperados, conferindo probabilidades matores a pequenos
desvios.

Assim, enquanto as componentes [/, da fungdo potencial U} controlam principalmente as
dimensdes dos corpos simulados, a componente U, controla a forma destes corpos.

Os pardmetros que especificam o modelo sdo, para cada fdcies, ¢, p1,, 1., 0, 0y € 0.

Os resultados obtidos por Tjelmeland er al. com este modelo, simulado com o uso do
algoritmo de Metropolis, nido foram considerados satisfatorios pelos autores, por apresentarem

COrpos inconsistentes com as caracteristicas modeladas. Esta frustragiio foi atribuida a natureza

I (B) 1, (B) L. (13) : o volume de um elipsdide com eixos [ (). I, (BB) e L, (B).
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do algoritmo de simulacio- uma versdo do algoritmo de Metropolis que procede 3 alteragfio de
uma tnica cela da grade por iteragiio —, resultando em convergéncia extremamente lenta. Os
autores argumentam que seria necessdria a utilizac¢io de algoritmos capazes de alterar mais de
uma cela, preferencialmente corpos inteiros, a cada iteragdo. Este ¢, portanto, um problema
adequado A natureza dos algoritmos de simulacéo de tipo cluster flip, que serfio abordados no
préximo capitulo.

Em seu trabalho, Tjelmeland er al. contornam o problema através da utilizagdo de um

algoritmo de simulated annealing, cuja discussio estd fora do escopo desta dissertagio.

Modelo de Fiilt et al. (1991) Filt et al. (1991) propdem um modelo de CASM cuja distribuigao
de probabilidades € dada por:

Ng
Pr{X = x | diagramas de cerca} = % exp { Ueerca (X) + Z U{(By,cs) (23)
b=l

onde:

e aimagem x foi dividida no maior nimero possivel de volumes ou corpos conexos homogé-
neos By, By,.... By,.

¢y € a ficies que ocorre no corpo By,

Z ¢é a constante de normalizagio

U (B, ¢) é uma fungdo potencial

Uerce (X) € uma fungio que especifica a influéncia dos diagramas de cerca.

Em relagdo ao modelo de Tjelmeland er al., este modelo incorpora a fungiio U . (X),
cuja finalidade € condicionar as realizagdes especificadas pela funcdo potencial U (B, c)
aos corpos interpretados manualmente através de diagramas de cerca. Observe-se que este
condicionamento ndo ¢ exato, mas possui um grau de liberdade especificado através do
pardmetro o da expressio de Upeq (X).

Ucerca (X) = Z I[(gi..j,k = 5171T‘j,k)

(1.3.%)
onde I{w) € a fungdo indicadora, g, € a fdcies especificada no diagrama de cerca

correspondente a cela (7, j, k) e o somatdrio é sobre todas as celas correspondentes ao diagrama
de cerca.

Assim, quando Z(i.j,k)ﬂ(gi_jtk = &; ;&) atinge o seu valor mdximo, o condicionamento €
exato. O valor de @ determina o peso atribuido pelo intérprete & reproduc@o dos diagramas de

cerca nas imagens simuladas.
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A fungdo potencial U (B, ¢) é especificada como em Tjelmeland et al., através de parcelas
sobre os comprimentos dos corpos nas dire¢des z, ¥ e 2, acrescidas de uma parcela sobre 0s
volumes dos corpos:

U(By,co) = U (Ipyc) + Uy (I, 05) + Uz (1, ) + U (B.0)

Se em Tjelmeland ef al. a especificacio de U, U, e U, era feita de forma analitica através
das relacdes (21), em Fillt er al. esta especificacio é feita em fungdo das distribuigbes de I [,
e [, para cada facies.

Usando a propriedade da funcio exponencial segundo a qual

exp (@ + b) = expa.expb

ou, genericamente,

exp (Z a,;) o Hexp(a,;)

i

observa-se que (23) equivale a:

Ng
. 1
Pr{X = x | diagramas de cerca} = - OXp Uerca (X) - H lexp U (By, cp)]
bez}
1 i
= S exp Uerea (X)) | | lexp Uy exp Uy exp U.. exp U,

<o
[

Como U (By, cp) = U, Uy, e U, dependem apenas de [ [, e [,, respectivamente, pode-se
modelar exp U,, exp U, e exp U, diretamente a partir dos histogramas dos comprimentos /[, {,,
e . para cada facies.

Em Bratvold ef al. (1994) € descrita a ferramenta computacional comercial STORM, em
que uma variante da modelagem de Filt er ¢f. (1991) € implementada para simulagcdo das
distribuicdes de facies em ambiente com caracteristicas de mosaico.

Os pariimetros do modelo sao:

distribuigdes dos comprimentos dos corpos nas dire¢des «x, i € z para cada ficies
freqiiéncia relativa de cada facies

probabilidade de transi¢iio entre ficies

grau de condicionamento das realizagdes aos diagramas de cerca



3.4 Novos Modelos

Tjelmeland (1996) historia as tentativas de utilizagio de CAMs na modelagem de
reservatdrios. Apontaas dificuldades das modelagens utilizando os modelos que s6 contemplam
interagdes de pares de celas — caso tipico dos modelos de Ising e Potts — como origindrios
de propriedades de grande escala destes modelos totalmente inadequadas para esta finalidade.
Atribui o sucesso destes modelos no contexto da andlise de imagens, ao fato de as observacdes
brutas serem conhecidas em toda a drea de interesse, corrigindo as propriedades desfavordveis
por condicionamento, enquanto observa que na caracterizacio de reservatdrios os dados sio
esparsos.

Levanta a possibilidade de que alguns exemplos mostrados na literatura sejam produtos de
rodadas de simula¢fio que néo atingiram a convergéncia, mas ndo cita referéncias.

Prossegue citando os Campos Aleatdrios Semi-Markovianos de Tjelmeland e Holden (1993)
como tentativa de superar o problema através da introdugio de interagGes de ordem superior,
resultando em modelos mais realistas, porém com problemas de convergéncia.

O artigo propde novos modelos de CAMs com interacdes de ordem superior.

Sio propostas fungdes potenciais na forma
8 sexq € Dyparal=1,...,L
Velre) = ’ o L
olzc) { 0 caso Conirrio
onde 8 =(8;,...,6,) é um vetor de parAimetros de dimensédo L e Dy, ..., D, sdo conjuntos de

configuragdes em uma clique’.

Com funcdes potenciais desta forma, a distribui¢do conjunta € expressa por

L
(1) =c-expg — Z 6; - ny ()
f=1
onde n; (2) é o nimero de cliques com configura¢des no conjunto [, existente na grade de
simulagio.
Dois modelos sdo apresentados:

o Um modelo 2D para barreiras constituidas por folhelhos extensos, & semelhanca das barreiras
modeladas por Omre er al. (1991). Utiliza vizinhanga de quarta ordem (60 vizinhos, cliques
de 19 celas) em grade hexagonal.

o Um modelo em mosaico 3D utilizando 24 vizinhos para cada cela (¢ = 4 no esquema da
pdgina 22).

"4 O autor utiliza o termo cligue como sindnime de clique maximal. ou seja. o maior conjunto de celas mutuamente
vizinhas duas a duas existente mediante a defini¢io de vizinhanga em uso,
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As imagens obtidas possuem aspecto bastante realista, porém o némero de parimetros dos
modelos € muito grande e ndo possuem uma interpretacdo geométrica clara.

Séo abordadas alternativas para especificacdo dos parimetros dos modelos.

Os tempos de cpu foram de 40min para o modelo 2D de 5000 celas e muitas horas para o
modelo 3D de 54000 celas®. |

O algoritmo de Metropolis foi utilizado na simulacio.

15 A mdquina utilizada € referida como uma estacdo de trabalho “padrio™. O soffware nio € especificado.
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Capitulo 4
Estimacdo de Parametros

4.1 Introducao

Geralmente as fungSes potenciais sdo selecionadas para modelagem em razio de sua forma
funcional, ficando a especifica¢do completa do modelo na dependéncia da escolha de valores
adequados para os diversos pardmetros das funcdes.

Por exemplo, se optou-se pelo modelo de Potts-Strauss isotrépico sobre os 4 vizinhos mais

préximos, sabe-se que a forma funcional das fungdes potenciais sera:
Via(x) = o sex, =& paratodo 1 < i< ke

B 3 Se X, = X,
Vet = { fy Xpn
onde £;, 1 <1 < k sdo as cores possiveis.

Nesta formulagio estdo presentes & - 1 pardmetros: & valores para o; mais o valor de /3.

A escolha dos parimetros adequados a um estudo particular pode ser realizada por tentativa,
em fungdo de consideracdes sobre a natureza do fendmeno, ou pode ser realizada através
da estimacfio estatistica dos pardmetros correspondentes a uma realizacio (ou interpretagio)
tomada como representativa.

Além desta aplicacdo, as técnicas de estimacio de pardmetros encontram utilidade também
na implementagdo de um critério de convergéncia para o processo de simulagdo: considera-
se atingida a distribuigio-alvo quando os parimetros estimados na imagem aproximarm-se¢ 0
suficiente dos pardmetros especificados no modelo.

A técnica de estimacgdo por Mdxima Verossimilhanga, preferencialmente utilizada em
problemas de estimagiio, consiste em encontrar o conjunto de valores dos parAmetros
correspondente a4 mdxima probabilidade (sob a forma funcional do modelo escolhido) de
ocorréncia da imagem que serve de base 4 estimagio.

Na aplica¢io a estimagio de parimetros de CAMs, esta técnica esbarra na necessidade de
calcular a func¢do de particio Z da distribui¢io de Gibbs correspondente, o que é geralmente

invidvel do ponto-de-vista computacional. mesmo para imagens de pequeno porte.



Besag (1974) propoe o uso de subconjuntos da imagem, condicionalmente independentes
sob a propriedade markoviana, para calculo do estimador de mdxima verossimilhanga, em
um método chamado de “coding”, através do qual obtém-se um estimador dos pardmetros da
imagem para cada subconjunto. O inconveniente deste método € o fato de os estimadores serem
obtidos com base em partes da informacio disponivel (Li, 1996). O nimero de subconjuntos
varia, a depender da estrutura de vizinhanca. Com o aumento do niimero de subconjuntos reduz-
se proporcionalmente a informacao utilizada por cada estimador. Além disto, ndo ha critério
bem fundamentado para combinarem-se os diversos estimadores em um tinico representativo
da imagem disponivel.

Uma alternativa consistente ¢ simples, do ponto-de-vista computacional, é o estimador de
Maxima Pseudoverossimilhanca (Besag, 1974, Ripley, 1992, Frery, 1993).

Esta técnica consiste em encontrar o conjunto € de valores dos parimetros que corresponde

ao mdximo da Funcdo de Pseudoverossimilhanga

PL7(©,x) ﬂg%r(yt =Ty | Ys = T4, 8 # 1)
onde x € a imagem ¢ 7' ¢ um subconjunto adequado de celas da grade S.

Equivalentemente, o estimador de maxima pseudoverossimithanca pode ser obtido de forma

mais conveniente através do mdximo do logaritmo da funcdo de pseudoverossimithanga:

IPLr(©, x) :girl %r(yg =2y | Yy = £y, 5 € Oy)
A expressdo acima ja € especifica para estimacdo de pardmetros de CAMs, tendo a

propriedade markoviana explicitada, pois §, € o conjunto das celas vizinhas a ¢.
Assim, se © = {(f,,...,6;), os estimadores podem ser obtidos resolvendo o sistema

DPL(O.x)
e =0

ML (@®x)
ol =0
Prova-se que o estimador de maixima pseudoverossimilhanca converge ao valor real do

pardmetro quando o numero de celas da imagem tende a infinito.

4.2 Estimadores para os modelos de Ising e Potts-Strauss

Frery (1993) desenvolveu expressdes destes estimadores para o modelo de Potts-Strauss

isotropico sobre o sistema dos vizinhos mais préximos, sem campo externo. Este modelo ¢
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1
Pr(X =x) :Z_s exp | 3 Z Lo ()
’ s teSja—th=1
onde

0 caso contrario
S € o conjun to das celas da grade

Tu(v) = { 1 sevE A

lls — ti| ¢ a distincia euclidiana entre as celas s e £
Zg € a fungiio de particio do modelo
Foram desenvolvidos os estimadores para 3 casos, e por simplifica¢io computacional sido
visitadas apenas as celas do corpo da imagem, conforme ilustrado a pagina 26, cujo conjunto é

aqui designado por W.
e Caso Bindrio: quando o conjunto das cores possiveis em cada ponto €
=, = {0,1}
o estimador /3 € dado por:
2(Ct = Q) +CP+C3 =2 (C + G} + € + C}) 7 (4B) =(CF + €1 + 3 + C3) 7 (25) = 0
2(C}— CB) +CY +C} = 2(C + C} + €2 + Chy (4B) —
—(CY +CH+ CF + C)y (2@) =0
onde:
Cih=#{seW:z, =1, Z =k
teS:jls—ifj=1

siio contadores dos mimeros de celas'® do corpo da imagem que sio da cor [ ¢ possuem &
vizinhosdacorle

exp(t)
b)) = meeee————
7(®) 1 + exp{?)
o Caso Ternario: quando
=, ={0,1,2}
o estimador de 3 ¢ dado por:
e N 4 49)(}3(4_?3) 3 3exp(3f?)mexp(5)
Zseﬂ’ va(zs) 4 9__exp(4ﬁ) exp{33 ) exp(3 )1 +
12 4exp(2§) L lQE}cp(ﬁ)_Q =0
Qexp{ﬂ_ﬁ)_l EXP(.Q)"?*

onde, se a vizinhanga da cela s € dada por O, = {f.u, v, w} e se xy, = {&, 1 v € J,}, entdo:
'US(’,T-) _— # {(1 E a‘{’ : J.I-'q . .},.}

16 A notaciio # indica que estd-se fazendo referéncia A cardinalidade do conjunto, ou seja. ao nimero de elemen-

tos que o compdern.
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vt o= #{zs, CW iz =2y =1y = T}
- H {.’L’@S CW:iz=oy==o,# Tu}t
Vi o= #{rs, CW iz =12, # 2, = T}
Vi o= # {l‘ag CW: =2y # To # Tu}

o Caso Geral: quando =, = {0,1,....k — 1} ;k > 4, o estimador de 7 é dado por:
_ 4 4exp(4ﬁ 13 3exp(3a)—-exp(ﬁ)
2 sew Vs(%s) {V k—l—exp(48) 4 k—2+exp(36)~exp(d) |
9 4exp(°ﬁ) 1 2exp(jf§}-:—2 E
+V k—2=2exp(28) k—3+exp{ ) -
-%—VOML frnd O
' km4~:—4exp(,3)

onde v, (r), V1, V2, V3 e VV* definem-se como no caso terndrio e
O =t {wp, CW 1 m; # w,¥i # j}

Vieira (1996) desenvolveu os estimadores de méixima pseudoverossimilhanga para o modelo
de Potts-Strauss homogéneo ¢ 1sotrépico com 8 vizinhos.

Como contribui¢do inédita, no presente trabalho foram desenvolvidos os estimadores de
mdxima pseudoverossimilhanca para os modelos de Potts-Strauss bidimensionais anisotropicos
a dois pardmetros, sem campo externo, definidos sobre o sistemna dos 4 vizinhos mais préximos,
para os casos de 2, 3 ou mais de 3 cores possiveis.

Também como contribui¢do inédita. desenvolveu-se um estimador para os parimetros de
uma variante do Modelo de Hgiberg er al. (1992). A variante em questdo difere do modelo
original por utilizar o esquema do vizinho mais préximo, quando naquele trabalho foi utilizado
esquema de vizinhanga mais amplo.

Genericamente, estes estimadores podem ser calculados através do sistema de equagdes:

4 -
Zu@a;f (s)exp(ﬁn Zueﬁh By 1 {€)~00v 2 Teay il{xu}(g;‘))
2t Z-:LE(‘?Z’ Lz (#) — =
Lges, exp(.ﬁ‘n EHG{,{. Ty 3 (605 Zueaa" E{xu}(f))

4 - . ] -
zséaz Zug{if‘ {E) exp(ﬁh gjugaii ﬂ{xq}(f)*["{ Zuee‘#"' H{Iu}{f;})
ZLGT Zue@" E{ﬂfu} (It) -
Soges, exl’(@h Tueon Loy €8v T cay u{xu}{{))

onde A, e B!. sd0 os pardmetros de continuidade correspondentes as diregdes honzontai (E-

IRE

i

W) e vertical (N-S), respectivamente.
O termo arranjo serd aqui utilizado para fazer referéncia a uma por¢io da imagem constituida

por uma cela central e seus vizinhos.



17

Observa-se que cada arranjo identificivel na imagem contribuird com 2 parcelas para
os valores de cada uma das equagdes das derivadas do logaritmo da fungfio de maxima
pseudoverossimilhanga em relagiio aos pardmetros.

A primeira parcela independe do valor do parimetro e corresponde ao niimero de vizinhos
verticais'’ de mesma cor da cela central. Os somatérios destas parcelas para todos os arranjos

da imagem serdo designados respectivamente por 5, € Sp!

Se = DN T (20)

teT uedy

Sh = Z Z Lz, (2)

€T yeoh
A segunda parcela de contribuigdo de cada arranjo € dependente dos valores dos pardmetros

mas independe da classe que ocorre na cela central.

Observa-se que arranjos diferentes entre si podem resultar parcelas iguais, e assim sendo €
conveniente identificar as configuragOes pelos valores possiveis de serem assumidos por estas
parcelas e agrupd-las para a computago do somatdrio das contribui¢des de cada arranjo sobre

toda a imagem cujos parimetros estio sendo estimados.

ou horizontais. a depender de a equacio corresponder & derivada em refaciio ao parimetro vertical ou horizontal,
respectivamente.
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e () sistema de equacdes assume a forma:
r

- ”exp(” 1,»-26h)
b,u - Ok l—exp(z,@ _OBh) -+
2exp(28,) . QGXP(@U <8y )
+h k~2-exp( 28, )"e"P(°ﬁh i k‘)k 2=2exp(B, 0y ) T
" °exp(‘}8 ) L ‘)exp(é’ )

R exp(zﬁ )w”exp(ﬁh) + 4 3——exp(‘>8 )-—‘?exp(ﬁ }M}m
ki esla) " )
2 — 3—exp(ﬁv-—,6h)—exp( )wexp(ﬁh> 6 k—-4+2 exp(,@v)w‘z exp(ﬁh)

‘?exp(aﬁe ’“'"‘Bh) e eXP(BvTQBh)—eXP(BI,) _
+k - O—ex;g(’?ﬁ —ﬁh)-exp(ﬁh) ’ kg kmi?me—exp(ﬁv--Zﬁh)wexp(ﬁU) =0
1 (24}
: 2exp(2D, =20
Sn = 0%" 1-4-exp('7,5,f—.~25h)
233(9(93}1) ‘}exP(ﬁ ﬁh}
+k k~9wexp(‘?,ﬁ,,)~exp(’7[y’h) TR “k 2*exp(5 *ﬁh)-%—
”exp(")ﬁ,,) ')exp(’h’;’ )
k
+ Sk 3—exp(",?ﬂ) Ze}sp(ﬁh) +kék S—exp(ﬁﬁh)—-—”exp( ),\
k5 expl 4, +0, -—exp(,@ ) oL 9exp([7’ )
+ k—3-+exp{ By =By, ) +exp(B, ) +exp(By ) ko k—4-2exp(f, )~2exp{8y, ) -
. exp(‘zaﬁ—«ah‘)—é—exp(ﬁh ) . 2 exp(ﬁ,_,w2ﬁh) B
+k7 kw2w%~exp(2j6t,f-,3h)—exp(ﬁh_) * &8 ];;Az*exp(,ﬁnqéﬁh)*exp(,ﬁz,) =0

onde:
» kg corresponde ao mimero de arranjos em que todos os vizinhos sdo iguais entre si.

» K corresponde 20 mimero de arranjos em que os vizinhos verticais sdo iguais entre si e 0s
vizinhos horizontais sfo iguais entre si, porém diferentes dos verticais.

sk, corresponde ao nimero de arranjos em que os vizinhos verticais sio diferentes entre si ¢
os vizinhos horizontais também sio diferentes entre si, porém cada vizinho horizontal possui
um vertical igual a si.

e k3 corresponde ao miimero de arranjos em que os vizinhos verticais sio iguais entre si € 0s
vizinhos horizontais sdo diferentes entre si e diferentes dos verticais.

e k4 corresponde ao nimero de arranjos em que os vizinhos horizontais sfio iguais entre si e
os vizinhos verticais sio diferentes entre si e diferentes dos horizontais.

¢ /s corresponde ao nimero de arranjos em que os vizinhos verticais sio diferentes entre si
¢ os vizinhos horizontais sdo também diferentes entre si, porém existe um vizinho vertical
igual a um dos honizontais.

e ks corresponde ao niimero de arranjos em que todos os vizinhos sdo diferentes entre si.

e /iy corresponde ao niimero de arranjos em que ocorrem 3 vizinhos iguais entre si, 2 deles na
vizinhanga vertical,

¢ kg corresponde ao nimero de arranjos em que ocorrem 3 vizinhos iguais entre si, 2 deles na
vizinhanga horizontal.

No caso do modelo bindrio, os contadores ka, kg, A € kg assumem o valor zero.

No caso do modelo terndrio, o contador Ay assume o valor zero.
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4.3 Estimador para o modelo de Hgiberg ef al. (1992)

Estimador para variante do modelo de Hgiberg er al (1992) definido sobre o sistema de
vizinhang¢a de ordem |, com duas dire¢des de anisotropia.

Reescrevendo 0 modelo 4 pdgina 30 de forma conveniente conforme as condi¢fes acima, ¢
considerando a varidvel de interesse como previamente discretizada como multipla de o = 1,
a expressdo do estimador de mdxima pseudoverossimithanga para o modelo de Hgiberg et al.

(1992) assume a forma:
p "

. . -
_ zseat My (§X5\{n})EXP(A 5; 8; Mi(fxe.z\{t}))]
2 ier E— - Zte’f’ M (x)
Lses, EXP(— ;1 B; M (§XS\{¢}))
Seca [{xea) oo £ atn(exan))|
gez, | M2EXs\ (g exp(-—ﬁ i M £\ 1) )}
ZteT ' 4 ~ - Zggp M, (X)
J Ysez, t’—xP(“ 2 B (EXS'\{t}))
-S_‘, ‘11(; )M ijM(& ) 1
sesy | HB(EXa (e} eXP(”_m 3 Mi{ £X s {2} )
Yiter - = 2 rer M3 (%)
SR PR
s, [ (exeri) 3 Bi(exsin))] |
cem, X () ex?(“ 2, B SXS {4} )
2oier i . = 2 e My (x)
xﬁeat ex?(* é;l 8, "”1(5"5\“}))

onde:
ﬁ1 = ﬂo,z = ,‘qo,wz = Bn_s

fy= o= .‘3—1!{} = Bpow

By =001 =801 =Ang

By=A0=A08_10= 0y

® {Xg\1) = { ng) z: : ii

rer a cor § na posi¢do 7.

o Mi(§xsviy) = |~ 2gg-u| + € = wgmn)

o M, (fXS\{.t}) = lf - Lf»‘(iwl,j)i + lE — I(i—-l,j}f

11"'1{3 (EXS\{t}) = ] (.’L’ i.3) = 0 gzé ;L‘(,;‘j._i) i Lii # 0= J:{i‘jm}_)) -+
+I é:lf(.i'j) =0# 2¢;-1)V I ) #(0 = IIT(,;!J;,_,U)

M, (£X5'\{¢}) = 1 (;{: i) =0 # Pa-rg) V) 70 = ‘If{f—l-J'}) N

éif(i.j) =04 21 Vg # 0= wio1y)
sendo I (w) a fung¢do indicadora conforme definida & pdgina 31.

representa uma imagem 1déntica 4 imagem X, €Xceto por ocor-
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4.4 Estimador para o modelo de Omre ef al. (1990)

O modelo de Omre (1990, ver (18), pdg. 29) € uma variante anisotrépica do modelo de
Ising, que, por sua vez € um caso particular do modelo de Potts-Strauss. Desta forma, o
estimador definido em (3) (pag. 45) para a familia de vizinhangas de ordem |, caso bindrio
(k3 = ky = ks = kg = 0), serd vdlido para uma variante do modelo de Omre (1990) quando
definido sobre a mesma familia de vizinhangas e reescrito na forma de (19) (pag. 30):

PI’ (té,j =1 ; ik,g; (k. Z) “ 81-,3-) X exp ,«ﬁh Z E(ti!j = tk:,l) -+ Bu Z E(fi”, = ﬁk’g)

ted} tedy;
,onde:

e 73, e 3, sfo pardmetros de continuidade relativos as duas dire¢des de anisotropia — horizontal
(E-W) e vertical (N-S)

os demais elementos definem-se como em (19),
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Capitulo 5
Simulacdo Condicional

5.1 Introducao

A simulacio de CAMs diretamente a partir de sua distribui¢do de probabilidades exige o
cdlculo da constante de normalizacdo. Lembrando que esta constante envolve o cdlculo das
energias de todas as imagens possiveis (ver pdg. 19), conclui-se que a hipétese de simulagdo
direta de CAMs deve ser descartada para todas as situagdes praticas, pois o nimero de imagens
possiveis pode ser intratavelmente grande, mesmo nos casos mais simples’®

Por outro lado, a fatoracio bayesiana

Pr(zi,Ta, ..., Zp-1,2n) = Pr(z, | 1, -+, Tnet) Pr (g, . Zpy)
utilizada nos algoritmos seqiienciais, esbarra no fato de que
Pr{zn_i|21,...,Zn2)
ndo possui obtencio fécil a partir das caracteristicas focais (Besag, 1974).

Hastings (1970} descreve uma familia de algoritmos de simulagfo iterativos baseados em
propricdades de Cadeias de Markov. Estes algoritmos s@o derivados do trabalho original
de Metropolis et al. (1953), e consideram a distribui¢io que se deseja amostrar como a
distribuicao de equilibrio de uma Cadeia de Markov irredutivel e aperiédica, cujos estados sao
imagens possiveis sobre a grade de simulacio. Neste procedimento nio € exigido o cdlculo das
probabilidades das imagens, mas apenas o cdlculo de razdes entre probabilidades de imagens, e
neste caso as constantes de normalizacio (Z em (10), pdg. 19) podem ser eliminadas, garantindo
a exeqiiibilidade do procedimento.

Neste capitulo descreve-se o arcabougo genérico dos algoritmos de Hastings como
generalizagio da idéia pioneira de Metropolis et al. (1953), incluindo a especificagdo de cinco

algoritmos:

Algoritmo de Metropolis
Amostrador de Gibbs
Algoritmo de Swendsen-Wang
Algoritmo de Wolff

Por exemple, em uma grade 50 x 50 o nimero de imagens bindrias possiveis é 2400,



s Algoritmo de Flinn

Sdo descritas variagdes incorporando anisotropia e condicionamento, quando possivel.

A motivacdo para abordagem de cinco algoritmos de simulacdo e suas variagdes surge na
sequéncia do trabalho em funciio da necessidade de incorporar caracteristicas desejdveis aos
modelos e sua simulacgio.

O algoritmo de Metropolis € apresentado por razdes histéricas, ¢ também porque sua ldgica
de iteragdo estd presente no algoritmo de Flinn.

O Amostrador de Gibbs (Gibbs sampler de Geman e Geman, 1984), também conhecido
como “banho térmico” (heatr bath) (Ripley. 1992), é apresentado por ser um mecanismo
genérico para a simulagfio de CAMs, diretamente a partir das caracterfsticas locais. Pode
incorporar anisotropia € condicionamento a ocorréncias locais.

O amostrador de Gibbs € um algoritmo do tipo conhecido na Fisica Estatistica como spin-
flip, devido ao fato de alterar apenas uma cela da grade a cada iteracdo. Esta caracteristica
implica que duas imagens consecutivas da Cadeia de Markov empregada na simulagio estardo
altamente correlacionadas entre si. Conseqiientemente, grandes alteragdes da imagem ocorrem
lentamente.

Esta caracteristica, associada ao fenémeno de transi¢io de fase existente nos modelos de
Ising € Potts-Strauss (ver pdg. 26), pode resultar em tempos de processamento extremamente
longos para alteragdes significativas da imagem quando o valor do pardmetro de atratividade
estiver préximo ou acima do valor critico, gerando um estado de convergéncia aparente, 0
chamado estado de “quase-equilibrio” (Ripley, 1992), por sua vez resultante no fendmeno da
“lentidao critica” (critical slowing down ), (Frery, 1991, Swendsen,1991).

A melhora dos tempos de processamento para os modelos de Ising e Potts-Strauss sem campo
externo constitui a motivagiio para a introducio dos algoritmos de Swendsen-Wang e Wolff.
Ambos sdo do tipo chamado de cluster-flip, pelo fato de alterarem grupos de celas de grade, a
cada iteragdo.

Diversos trabalhos abordam este tema, além dos jd citados, incluindo: Wolff (1989), Wang e

Swendsen (1990), Frery (1991), Besag e Green (1993), Frery (1993).
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Diversos outros métodos, menos restritivos em relacio aos modelos, €m sido propostos com
a finalidade de acelerar a convergéncia. Besag e Green (1993) e Ripley (1992) trazem revisdes
destes métodos.

Um destaque merece ser dado a possibilidade de paralelizacdo computacional de alguns
algoritmos. Geman e Geman (1984) afirmam que o Amostrador de Gibbs € 100% paralelizavel.
Margalit (1989) descreve implementacio especifica, com algoritmos incluidos, reportando um
nivel ideal de 40% de paralelizagio para o método e o equipamento utilizados.

Finalmente, a motivagdo para a abordagem do algoritmo de Flinn provém do fato de este
algoritmo gerar realizagdes do modelo condicionais ao histograma de cores da imagem inicial
(arbitrdria). Chessa (1995) demonstra formalmente a validade deste algoritmo, conhecido como
do tipo spin exchange, por alterar a imagem através da troca das cores de duas celas da grade
de simulagdo.

Uma motivagdo adicional para a implementacio do algoritmo de Flinn é o fato de que
o fendmeno de transicdo de fase ndo pode, evidentemente, manifestar-se sob este tipo de

condicionamento.

5.2 O Algoritmo de Metropolis e sua generalizacdo por Hastings

Na formulagio de Metropolis, se X :( — = € a varidvel aleatdria a ser simulada (a imagem)
¢ 7 ¢ a distribuicdo de probabilidades de X, a idéia € construir uma Cadeia de Markov sobre =
(o conjunto das imagens possiveis) que tenha 7w como distribuicdo limite.

Observe-se que as versdes condicionais destes algoritmos t€m por objetivo simular eventos
de distribui¢des definidas sobre um espago amostral reduzido — um subconjunto de = —, e desta
forma niio contraniam a condicao de positividade imposta aos CAMs (ver (1), pag 14).

O algoritmo pode ser descrito da seguinte forma:

(1) Definir @ = (g;;), uma matriz de transi¢fio simétrica qualquer, tal que gere uma Cadeia de
Markov irredutivel e aperiddica em Z. Para que esta condigio seja satisfeita, € necessario
que

G; >0 q; >0
para quaisquer imagens 4, J.
A matriz () governard uma sucessdo aleatéria de imagens. de tal forma que, em um nimero
suficientemente grande de transigcdes. todas as imagens possiveis serdo visitadas, cada uma
com freqiiéncia relativa igual a sua probabilidade limite.
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A distribuic@io limite de probabilidades induzida por () pode ser obtida da relacfio:
=T QQ
(2) Definir uma nova Cadeia de Markov a partir de @, governada pela matriz de transi¢do

P = (p,;), dada por:
. T4
pi; =min | 1, —m_ Qi

Pii = Qi + Ly max(0, 1 — 7, /7 )¢y
(3) Reiterar até que seja atingido algum critério de convergéncia.
Pode-se demonstrar que a Cadeia de Markov gerada por P possui 7 como distribuigdo limite,
independente do ponto onde iniciou a sucessdo, pois como em (1), 7 = 7P .

A mecénica da simulagéo serd a seguinte:

e A partir de uma imagem i, qualquer, propor uma nova imagem j, gerada aleatoriamente de
acordo com a probabilidade de transicdo especificada pela linha ¢ da matriz de transi¢des Q.

¢ Se a imagem j for diferente da imagem +, aceitar o novo estado j se m; > m; ou aceitd-lo
com probabilidade 1 — 7; /m; se m; < 7, caso contrdrio rejeitar a mudanga,

o Reiterar, até que a distribuicio de freqgiiéncias da Cadeia de Markov esteja “préxima” da
distribuicdo himite desejada.

A partir deste momento podem-se considerar as imagens sucessivas como provenientes da
distribui¢do de probabilidades desejada, e qualquer imagem pode ser tomada como amostra de
= mediante 7.

Hastings (1970) generalizou o procedimento para permitir matrizes de ftransi¢iio ndo

simétricas (Ripley, 1992). Nesta formulagio, a nova matriz de transi¢io > = (p;;) é dada

por:
Dij = 4Py
onde
Q?'j
Pig = TG
1+ &=
gi5 w(F)

sempre que i # J.
Os «;; podem ser quaisquer, desde que

0 < a4 = aj; < min {E e gﬂw 1+ qﬁw(ﬂ}
Q‘jﬂt’(.]) ij W(I)

Finalmente,

pi=1— Z Pij
- - P l?é-? -
Na prdtica da simula¢do de CAMs, a sucessdo de imagens ¢ feita de tal forma que imagens

sucessivas diferem muito pouco entre si. Em outras palavras, estdo altamente correlacionadas.
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Se houver interesse em obfer amostras independentes, deve-se utilizar um intervalo
de amostragem suficientemente grande para garantir a independéncia entre as imagens,
ou, alternativamente, gerar imagens independentes através de procedimentos de simulacfo

independentes™®.

5.3 O Amostrador de Gibbs (Gibbs Sampler )

O Amostrador de Gibbs (Geman & Geman, 1984) é um algoritmo da classe dos algoritmos
de Hastings no qual duas imagens consecativas diferem no mdximo em uma cela, e o novo valor
desta cela € selecionado obedecendo a distribuicdo de probabilidades ditada pelas caracteristicas
locais (ver (4), pdg. 15) da distribuigfo desejada.

Se a grade de simulacdo possui NV celas:

L.Prli — i iy se as irrfagensiejdiferem
woPris=Jil Xe=in1€0)) 0 evimo por 1 cela

0 caso contririo
Esta definicdo de () leva a

di; =

pi; =1
e, conseqiientemente, toda transi¢io proposta com base em () sera aceita.

Este arcabougo preve€ que a cela a ser alterada seja escolhida aleatortamente dentre as celas
da grade, de acordo com uma distribui¢fio uniforme de probabilidades.

Pode-se demonstrar, no entanto, que o aigoritmo continua valido no caso em que a cela a
ser alterada € escolhida de forma sistemdtica, através de uma varredura, por exemplo — o que €
computacionalmente conveniente (Ripley, 1992).

O Amostrador de Gibbs € de uso restrito a simulagiio de CAMs, e admite condicionamento
das imagens simuladas a pontos amostrais € a proporgdes entre cores.

O condicionamento a celas de valor conhecido € atingido simplesmente fazendo-se com que
as celas condicionantes ndo sejam visitadas durante a simulagio.

O condicionamento as freqiiéncias relativas de ocorréncia das cores € obtido através de uma
variante do Amostrador de Gibbs em que a imagem inicial deve ser gerada com as proporgoes

especificadas. A cada iteracdo, sucedem-se imagens que diferem entre si por apenas 2 celas,

Alterando a imagem inicial ¢/ou a semente do gerador de niimeros aleatérios,
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cujas cores sdo trocadas em imagens consecutivas, de tal forma que a propor¢do inicialmente
estabelecida permanece inalterada ao longo do processo.

Condicionamento simultineo a dados amostrais ¢ a proporgdes de cores pode ser obtido
evitando visitas as celas condicionantes durante as iteracdes do processo condicionante as
freqiiéncias, acima descrito. |

Demonstracdes formais da validade destes métodos de condicionamento sdo encontradas em
Chessa (1995).

54 Algoritmo de Swendsen-Wang

O algoritmo de Swendsen-Wang propde uma matriz de transicio através da qual, a cada
iteragdo, a imagem € particionada em manchas monocrométicas (de uma dnica facies) continuas
cujas cores sdo alteradas, ou ndo, de acordo com uma probabilidade uniforme sobre o conjunto
das cores possiveis.

Este algoritmo € valido para o modelo de Potts-Strauss sem campo externo.

A descrigdo formal do algoritmo a seguir consta em Frery (1993).

Se /3 é o pardmetro de atratividade do modelo de Potts-Strauss isotrépico sem campo externo
dado pela expressao (19) a pagina 30, com «,, = 0, entdo iterar at€ a convergéncia:

(1) Formar um grafo sobre a configuracao atual, colocando um arco entre todas as posigdes
vizinhas que exibem o mesmo valor, com probabilidade 1 — exp{—3).

(2) Obter o conjunto de todas as componentes conexas do grafo obtido no passo anterior.
(3) Se os elementos de uma componente conexa j, formada no passo anterior, t€m o valor z; €

=, substituir esses valores pelo novo valor resultante de observar a varidvel aleatéria X ~

U(=,). Observe-se que os valores da componente conexa podem ndo ser alterados.

Uma versdo do algoritino para o modelo anisotrépico pode ser obtida observando-se o
langamento dos arcos referidos no item | acima com probabilidades 1 — exp(~/3,) dependentes
das diregoes ¢ correspondentes aos parimetros /7.

Ripley (1992) e Swendsen (1991) reportam ainda adaptagdes do algoritmo ao modelo de
Potts-Strauss com campo externo dado pela expressiio (19) a pagina 30.

Edwards e Sokal (1988) propdem uma generalizacio deste algoritmo para modelos

arbitrdrios, mas ressalvam que os resultados praticos foram decepcionantes em termos de
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melhora dos tempos de convergéncia, em relagio a outras técnicas de implementacido muito
mai$ simples.
O algoritmo permite o condicionamento a dados locais, desde que as cores das manchas que

contém celas condicionantes ndo sejam alteradas.

5.5 Algoritmo de Wolff

O algoritmo de Wolff € il para o modelo de Potts-Strauss sem campo externo € possui uma
mecanica semelhante 2 do algoritmo de Swendsen-Wang:

a cada iteracio

e aimagem € particionada da mesma forma que em Swendsen-Wang

¢ seleciona-se uma unica das manchas assim obtidas através de sorteio em que cada mancha
tem probabilidade proporcional ao seu tamanho de ser escolhida.

e Altera-se a cor da mancha escolhida selecionando uma das cores restantes com probabilidade
uniforme

O procedimento de identificagio das manchas e de sele¢iio da mancha a ser alterada ¢
equivalente a obter a mancha correspondente a um ponto escolhido por sorteio.
Consideracdes andlogas as de Swendsen-Wang para anisotropia ¢ condicionamento sio

validas.

5.6 Algoritmo de Flinn

O algoritmo de Flinn (Cross e Jain, 1983, Ripley, 1987, Ripley, 1992, Chessa, 1995) ¢
particularmente interessante pelo fato de, por construgdo, ndo alterar as proporcdes de cores
(facies) estabelecidas na imagem inicial, gerando condicionamento da imagem as proporgdes
entre as cores através de redugdo do universo das imagens possiveis.

Consiste em, a cada iteragiio, selecionarem-se aleatoriamente duas celas, ndo vizinhas e
considerar-se a troca das cores das celas de acordo com a regra do algoritmo de Metropolis:
aceitar a troca da imagem atual i pela nova imagem j com probabilidade dada pelo

min(1, 7;/7;), caso contrdrio rejeitar a troca e reiterar o algoritmo.
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Capitulo 6

Alguns exemplos, conclusoes e recomendagoes

6.1 Exploracao de modelos

Um ponto de partida natural para a exploracdo das possibilidades dos modelos de
CAMs na modelagem estocdstica de reservatérios de petréleo € a observagio do
comportamento geral do Modelo de Ising como fungfio do parimetro de atratividade.

As figuras 10 a 21 mostram uma série de imagens bindrias correspondentes a
realizagdes do modelo de Ising para valores do parimetro no intervalo [ -0.60, 1.10 ].

O modelo € homogéneo e isotrdpico, sem campo externo.

A vizinhanga corresponde ao esquema do vizinho mais préximo (¢ =1).

As imagens foram geradas através do Amostrador de Gibbs (algoritmo de Geman
¢ Geman) sobre suporte de 128x128 celas, partindo de configuragiio inicial
correspondente & ocorréncia aleatdria independente de uma das cores em cada cela
(temperatura infinita, na terminologia da Fisica Estatistica).

A convergéncia do algoritmo foi determinada através do estimador de mdxima
pseudoverossimilhangca como tendo sido atingida apés executado um nidmero de
iteragOes igual a 3 vezes o nimero de iteragbes jd executado no momento em que o
estirnador atingiu pela primeira vez valor maior ou tgual ac do pardmetro do modelo.

~ Por iteragdo, entende-se aqui uma visita do algoritmo a cada cela da grade. Ou
seja. uma itera¢do corresponderd, no caso, a 128 x 128 ( = 16384 ) propostas de

alteragio da imagem pela dinimica do Amostrador de Gibbs.
O valor critico do pardmetro é dado por

B =In(1++2)=08814

A observagio da seqii€éncia de imagens permite algumas conclusdes gerais:

¢ Valores negativos do parimetro induzem padrio de repulsio entre celas de
mesma cor, gerando configuragdes que lembram um tabuleiro de xadrez.

e Valores do pardmetro proximos a zero resultam em imagens que sugerem total

independéncia entre vizinhos.
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s Valores positivos crescentes induzem aglomerados progressivamente maiores
de celas de uma mesma cor, enquanto ainda se preservam proporgoes
aproximadamente iguais entre as cores. “Manchas” de uma cor sdo salpicadas
por celas da outra cor.

s Quando o valor do parimetro de atratividade ultrapassa o valor critico,
comeca a haver predominincia de uma das duas cores, até a ocorréncia de
imagens essencialmente monocromaticas.

Em resumo, para valores subcriticos t€m-se imagens com correlacdo espacial de

curto alcance, correspondentes a “manchas” monocromadticas de baixa compacidade,

enquanto valores supercriticos desenvolvem correlacdes de longo alcance,
correspondentes a “‘manchas” de elevada compacidade. Trata-se do fendmeno de

Transi¢do de Fase.

Imagens como aquelas correspondentes aos valores positivos subcriticos trazem
algum apelo no sentido da modelagem de sistemas porosos em escala de detalhe, mas a
sua baixa compacidade, exceto talvez para valores de befa muito préximos ao valor
critico, ndo aparenta ser de grande utilidade para modelagem de arquitetura de facies.

Ainda assim, Omre ef al. (1990) utilizaram uma variante anisotropica deste
modelo, definida sobre vizinhanga maior, na modelagem de horizontes cimentados por

calcita. em um reservatdrio arenoso do Mar do Norte.
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Figura 10 Figura 11
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Figura 13

B

Figura 16 Figura 17
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observdvels nas imagens com betq; >> beta. parecem ser devidas a problemas de

convergéncia, mais do que propriedades consistentes dos campos amostrados.

betav =0.50  betah = 1.00

Figura 22

betav = 0.80  betah = 1.50

Figura 23
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betav =0.80  betah =3.00

Figura 24

Outra alternativa € a utilizacdo de condicionamento para inibir a Transi¢do de
Fase: se o universo amostral corresponde ao conjunto das imagens com histograma de
cores fixo, € claro que o fend6meno ndo poderd se manifestar. As imagens apresentadas -
nas figuras 25 ¢ 26 sdo novamente amostras da variante anisotropica do modelo de Ising
descrito anteriormente. obtidas através do algoritmo de Flinn, com proporgdes de cores
fixadas em 50%. Os resultados t€ém bom apelo visual. e estes modelos podem encontrar
aplicagdo na modelagem estocdstica de reservatorios de petrdleo. Observe-se que a
fixacio das propor¢des das cores parece impor limites as realiza¢Ges factiveis. Por
exemplo, nas imagens das figuras 25 e 26 o pardmetro beta,=3.0 ndo foi recuperado
pelos estimadores., cujos valores estacionaram em torno de 2.65. Uma exploragio mais

abrangente do modelo pode vir a evidenciar os limites do método.



Flinn: betav = 0.50
betah = 3.00

Figura 25

Flinn: betav =0.80
betah = 3.00

Figura 26
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As figuras 27 e 28 apresentas duas imagens correspondentes a segdes no nivel
z=135 de realizac¢des do modelo de Potts-Strauss 1sotrdpico a trés cores sobre um suporte
cubico de 64x64x64 celas. com estrutura de vizinhanga 3D correspondente a c=1
(vizinho mais préximo). O algoritmo de simulacdo utilizado foi Swendsen-Wang.
Observa-se a ocorréncia do fendomeno de Transicio de Fase. A imagem subcritica
aproxima-se de ruido aleatdério puro. enquanto a imagem supercritica € virtualmente
monocromadtica. Todas as consideragdes anteriormente feitas sobre este fendmeno. no
caso 2D do modelo de Ising permanecem vilidas. A ado¢do de condicionamento a
propor¢des como forma de inibicdo da Transicio de Fase deve produzir resultados

positivos também no caso 3D. Recomenda-se experimentacio especifica.

,. i
SW3D: beta = 0.30

Figura 27



SW3D: beta=1.0

Figura 28

As figuras 29 a 34 mostram realizac¢oes condicionais de um modelo idéntico ao
modelo de Hoiberg er al. (1990) exceto pela estrutura de vizinhanga. No modelo aqui
apresentado for utilizado o esquema do vizinho mais proximo. com apenas duas
direcoes de anisotropia, enquanto o modelo original contempla um esquema de
vizinhanga mais amplo. ¢ quatro dire¢oes de anisotropia. Neste modelo. descrito em
detalhe na secdio 3.2.1, a pagina 30. os parimetros beta controlam a suavidade da
variacdo de espessura da camada de folhelho modelada, enquanto os parimetros delta
controlam a continuidade da camada. O esquema de condicionamento a pivels estd
sumarizado na figura 30. onde as celas em cores verdes ¢ amarelas sdo condicionantes
nestas mesmas cores, enquanto a linha em azul representa trecho do corpo de folhelho
condicionado a ser continuo (de cor verde. ou ndo-amarelo).

Sao exploradas diferentes parametrizagdes do modelo, ora enfatizando suavidade
(figura 31). ora enfatizando continuidade (figura 34). ora atribuindo peso elevado a
ambos os fatores (figura 29), ora atribuindo pouco peso aos parimetros (figura 33).

Estd claro que este modelo. simulado com o uso do algoritmo de Flinn. inibe a

Transicdo de Fase por condictonamento a proporg¢des. como sugerido acima.
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Mais do que um modelo ttil em si, o modelo de Hoiberg et al. (1990) é um

exemplo de construcdo de uma funcio potencial adeguada.

beta=1.0
delta=1.0
Figura 29

Esquema de condicionamento

Figura 30
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beta=1.2
delta =0.0

Figura 31

Esquema de condicionamento

Figura 32
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beta = 0.40
delta =0.20

beta = 0.20

delta=1.2

Figura 34
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6.2 Conclusoes e Recomendacdes

A principal conclusdo deste trabalho ¢ de que os Campos Aleatérios Markovianos
constituern uma classe de modelos estocdsticos de enorme potencial para uso em
caracterizacdo de reservatdrios, devido 2 sua grande versatilidade.

A realizaciic deste potencial depende de diversos fatores, dentre os quais
destacam-se a necessidade de difusio dos conceitos associados & técnica e a necessidade
de exploragdo ampla dos modelos e algoritmos disponiveis, e proposicio de novos
modelos para finalidades especificas..

O presente trabalho representa um contribui¢do no sentido da consecugdo do
primeiro destes destaques.

E necessdrio um trabaltho amplo para a realizagio do segundo destaque. Algumas
direcdes podem ser indicadas para desenvolvimentos futuros:

¢ Desenvolvimento e divulgacio de um sistema computacional adequado ao

trabalho com CAMs

¢ Exploragdo de modelos com vizinhangas mais amplas

» Exploracdo de modelos com interagdes de ordem superior a 2
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