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TESE DE DOUTORADO

Frederico Augusto Rosa do Carmo

O objetivo principal desta tese foi desenvolver a metodologia de c6pulas aplicada ao problema
de estimativas de reservas condicionadas, corrigindo erros de tonelagem e quantidade de minério
de um projeto, via uma abordagem diferente da simulacdo estocastica condicional. E apresentado
um resumo tedrico que fundamenta o estudo de cépulas. Inicia-se com a apresentagdo de defini¢des
e conceitos importantes da estatistica e da probabilidade. Apds uma discussdo sobre medidas
de correlagdo, é introduzido o conceito de cépulas, desde sua defini¢do e propriedades bésicas
até o estudo de alguns tipos de c6pulas essenciais para a aplicagdo nesta tese. E discutida toda
a fundamentagdo tedrica desenvolvida para o calculo de recursos recuperdveis. Os conceitos de
curvas de tonelagem e teores sdo introduzidos, pois sdo a base da parametrizacdo de reservas
minerais. E mostrado como a cépula pode ser utilizada num dos pontos principais da geoestatistica
mineira, principalmente no que diz respeito ao erro das estimativas. Discorre-se primeiramente
sobre o conceito de validagdo cruzada, apresentando a defini¢do de reserva iluséria, 6tima e
ideal. E definida a reserva ideal utilizando o conceito de cépulas, onde a krigagem, a simulagao
seqiiencial gaussiana e a cépula sdo comparadas, mostrando as conseqiiéncias da sobreestimativa e
da subestimativa em projetos de cava e seqiienciamento na mineragao.
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The aim of this thesis was to develop the applied methodology of copulas in the problem of
conditional reserves estimation. The copulas have a different approach from sequential gaussian
simulation and in this thesis was used to correct the tonnage and ore quantity of a mining project.
It is presented a theoretical summary that is the bases to the study of copulas. It is also presented
a set of definitions and important concepts of the statistics and the probability. After a discussion
about correlation measures, is introducing the concept of copulas, begining with the definition and
basic properties until the study of some types of essential copulas that was applied in this thesis.
Whole the theoretical fundamentation is discussed to developed the calculation of recoverable
resources. The concepts of tonnage and grades curves are introduced, therefore they are the base
of the parametrization of mineral reserves. It is shown how the copulas can be used in the main
points of the mining geostatistics, mainly in what concerns the estimation errors. Firstly the cross
validation concept is presented and the illusory, best and ideal reserves are defined. The ideal
reserves is defined using the concept of copulas, and the results are compared with the kriging and
sequential gaussian simulation. With this comparisons is possible shown the consequences of the
upper-estimation and under estimation in an open pit projects and sequential mining layout.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Seletividade na Mineracao

Uma mineragdo apresenta incertezas em todas as suas fases. As incertezas econdmicas e geoldgicas
sdo fatores de maior risco neste tipo de empreendimento, portanto, deve-se ter uma estimativa
confidvel dos recursos e reservas minerais, independente do tamanho, do tipo ou de sua localizagdo.
Essa previsdo é necessaria pois, uma mineracdo se difere da maioria dos negdcios, visto que o
conhecimento do produto é essencialmente baseado em estimativas, ou seja, o que se tem sdo

expectativas de teores e volumes, cujas incertezas s6 diminuirdo no decorrer do projeto.

Para se ter uma idéia de como a incerteza geoldgica é um fator critico, VALLEE (2000) citou que
em 60 % das minas estudadas, no seu primeiro ano, a taxa média de producao foi 70% menor do que
a capacidade projetada. Essas falhas foram causadas por problemas na planta piloto, quantidade e

teores de minério.

BURMEISTER (1989) revisou 35 projetos de mineragdo, e constatou que dois ter¢os desses
projetos ndo conseguiram atingir a meta de producdo. Somente dois projetos alcangaram os
objetivos em termos de teores. Ele detectou a razdo das falhas, como sendo excessiva diluigao,
técnicas inapropriadas de estimativas, interpretagdo geoldgica inadequada e furos amostrados

inadequadamente. LASSONDE (1990) mostrou que de 40 projetos de mineracdo que falharam no

1



1.1 Seletividade na Mineragao Introdugao

Canada e nos Estados Unidos entre 1989 e 1990, 29 apresentavam algum erro na estimativa de
reservas. Estas falhas representaram uma perda de US$1.1 bilhdes em um total de US$2.1 bilhdes
investidos. CLOUT (1990) examinou 25 projetos no Canada e somente trés projetos cumpriram as
expectativas. Um exercicio similar foi feito por HARQUAIL (1991) atribuindo 20 de 39 falhas a
erros de reservas. McCarthy (DOMINY, 2004) mostrou que os problemas encontrados nos estudo
de projetos podem ser divididos em: erros geotécnicos (9%), testes metaltrgicos (15%), estimativas
de reservas e recursos (17%) e planejamento de mina (32%). Ele estima que os erros ligados

diretamente a geologia sdo aproximadamente de 66%.

O problema central que sera abordado nessa tese ndo é novo. Na verdade, remonta a prépria
origem da geoestistica. D. KRIGE (1951), citado por M. DAVID (1979) ja expuseram o problema
do viés da estimativa. A importancia desta questdo é histérica, tanto que o mesmo conceito é o
tema central livro de JOURNEL e HUIJBREGTS (1978), cuja capa apresenta o tema exposto. A
distribuigdo bivariada entre o teor verdadeiro e o teor estimado (ver figura 1.1), mostra que a
variadncia entre eles sdo diferentes. Como as fun¢des de parametrizacdo de reservas sdo calculadas
pela distribuicdo da estimativa, a priori é introduzido um erro de seletividade, quando se determina
um teor de corte. Neste exemplo, nota-se que a drea de Z, para o mesmo teor de corte z, € maior
que a area de Z, isto indica uma subestimativa. A figura 1.1 mostra que a fungdo f(z) ndo € linear,
implicando que a correlacdo entre o valor estimado e o valor real é variavel para cada teor de corte.
Esta figura quantifica a sobrestimativa e a subestimativa, quando se aplica um determinado teor de

corte. Nesta tese, esses conceitos serao por diversas vezes retomados.




1.1 Seletividade na Mineragao Introdugao

Figura 1.1: Distribui¢do Bivariada dos Teores Verdadeiros (Z,) e Estimados (Z;) (JOURNEL e
HUIJBREGTS, 1978)

Nos ltimos 40 anos, os estudos em Fontainebleau tem-se concentrado no efeito
volume-varidncia e a escola sul-africana tem seguido o caminho do efeito regressao. Esses estudos
de viés condicionais buscam corre¢des para a estimativa de blocos, mas por vias diferentes. O
ponto central é que a krigagem ou qualquer outro estimador ndo possui a mesma variabilidade no
suporte a qual se deseja estimar, pois todas as curvas do tipo tonelagem e teor sdo calculadas pela

distribuicao da estimativa.

Se o objetivo é uma estimativa pontual, os altos valores provavelmente serdo subestimados e os
baixos valores serdo superestimados. Se o interesse é na média geral, este viés ndo é importante.
Se o interesse é somente em uma extremidade (aplicacdo de um teor de corte), geralmente os altos
valores estardo enviesados. Por exemplo, aplicando um teor de corte econdmico, isto ira resultar

em uma subestimativa dos teores e uma superestimativa da tonelagem.
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Se o objetivo é estimar blocos, o viés reverso ird ocorrer, os blocos com altos teores serdo
superestimados e blocos com baixos valores serdo subestimados. Aplicando teores de corte, o

resultado obtido é a superestimativa dos teores e subestimativa da tonelagem.

O impacto desses erros na mineracdo é crucial, porque toda a operacdo e planejamento de
mina é baseada no exato conhecimento dos teores. Em face da incerteza do teor do bloco, a todo
momento, é decidido o destino de um caminhdo carregado: ou a carga vai para o britador ou para
a pilha de estéril. A escolha errénea desse blocos podem ocasionar basicamente dois resultados: o
bloco que possui teor verdadeiro abaixo do teor de corte, ou seja, estéril, pode ser mandado para
britador; ou um bloco com teor acima do teor de corte, minério, pode ser mandado para a pilha de

estéril. Para cada decisdo existe uma conseqiiéncia em termos de perda.

O teor de corte implica na seletividade da mina e para cada planta de beneficiamento de uma
determinada jazida, existe um limiar onde se aplica um teor de corte com o objetivo de maximizar

o retorno econdmico sobre o fluxo de caixa relativo a vida ttil do empreendimento.

Os engenheiros de minas estdo interessados na proporcdo de blocos selecionados pelo teor de
corte, que representa a parte do corpo geoldgico que possui interesse econdmico. O teor de corte é
primordial no que tange a operagdo de uma mina, pois todo o projeto de mineracdo estd baseado
nas reservas recuperaveis. Para a defini¢do de uma reserva mineral, a interpretagdo geoldgica e a

estimativa de teores sdo os fatores de maiores riscos.

Este texto abordard a estimativa de reservas através de métodos geoestatisticos, usando o
paradigma proposto por G. MATHERON (1984) que consiste em estimar reservas usando a

distribuigdo bivariada. E proposta uma nova metodologia baseada no uso de cépulas.




1.2 Objetivos Introdugao

Copulas constituem um método para desenvolver novas familias de fungdes aleatérias,
dissociando a estrutura de correlacdo entre as varidveis da distribuicdo marginal. Em geral,
acredita-se que se foram especificadas as duas distribui¢des marginais e o coeficiente de correlagao,
uma distribuicdo bivariada com essas propriedades ira ocorrer. Entretanto, contras-exemplos

podem ser vistos em ARMSTRONG e GALLI (2002).

1.2 Objetivos

Devido ao exposto, o objetivo principal desta tese foi aplicar a metodologia de cépulas ao problema
de estimativas de reservas, corrigindo as curvas de parametrizagdo por um método de simulagéo,
onde a validagdo cruzada fornece os pardmetros impostos pelo modelo correlacdo espacial entre os

dados reais e a estimativa. Este é o carater de originalidade deste trabalho.

1.3 Organizacao da Tese

O Capitulo 2 refere-se a uma revisdo bibliogréafica sobre cépulas que sdo ferramentas estatisticas
introduzidas por SKLAR em 1959. Elas foram concebidas para resolver o problema probabilistico
enunciado por Mauricie FRECHET, sobre o relacionamento multidimensional entre as funcdes
probabilisticas e as distribui¢des marginais. As coépulas sdo caminhos que especificam uma
distribui¢do conjunta, quando se conhece apenas as distribui¢des marginais individuais,
indentificando quais partes destas distribui¢des sdo mais correlacionadas.

O Capitulo 3 aborda as fung¢des de recuperagdo (ou graficos do tipo Tonelagem x Teor) que sdo um
tipo de representacdo dos resultados obtidos. Eles fornecem informagdes de ordem quantitativa,
envolvendo desde a fase de tomada de decisdo pela implantacdo do empreendimento mineiro,
até o controle de teor no dia-a-dia de uma mina. Portanto, faz-se necessario o estudo destas
fungdes, pois elas fornecem informagdes importantes para o planejamento de estratégias gerenciais

e operacionais, que permitem maximizar o beneficio do empreendimento mineiro.
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O Capitulo 4 aborda a seletividade das distribui¢des. A parametrizagdo de reservas seleciona a
porcdo da reserva que podera ser lavrada economicamente. Tendo isto em mente, MATHERON
(1981) apresentou aplicagdes da validagdo cruzada, definindo conceitos de reservas e realizando

comparagdes entre elas.

A validagdo cruzada é um caminho para comparar vdrias suposi¢des sobre cada modelo
de estimativa (desde a escolha do variograma e seus parametros ao tamanho da vizinhanca de
krigagem) ou sobre os dados (valores que ndo ajustam em sua vizinhanga gerando os valores

anomalos.

Neste capitulo é introduzida a cépula para o condicionamento das reservas, sendo utilizado o

banco de dados de Walker Lake para explanagao.

O Capitulo 5 se dedica a verificar o efeito da aplicagdo do condicionamento geoestatistico usando
copulas em fungdes de transferéncias. A fungdo de transferéncia mais importante em um projeto de
mina a céu aberto é o otimizador de cavas. Foi construido um otimizador de Lerchs e Grossmann
2D no programa matlab e também um sequenciador de cava para verificar o impacto econdmico
nas tomadas de decisdo. No apéndice D, encontra-se um fluxograma que explica a metodologia

utilizada.

O Capitulo 6 trata das conclusdes e sugestdes para futuros trabalhos.

Todos os programas e figuras desta tese foram feitos no programa Matlab! e toda geoestatistica

foi executada no programa Isatis?.

'Matlab ¢ uma linguagem técnica de computagdo, sendo um produto da MathWorks, Inc.
2Isatis, programa comercial de geoestatistica, Geovariances
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Capitulo 2

Coépulas Estatisticas

Neste capitulo é apresentado um resumo tedrico que fundamenta o estudo de cépulas. Inicia-se com a
apresentacio de definigdes e conceitos importantes da estatistica e da probabilidade, tais como o espago de
probabilidade, varidveis aleatérias, esperanga, varidncia e covaridncia. Apds uma discussio sobre medidas de
correlagdo, pode-se entdo introduzir o conceito de copulas, desde sua definicio e propriedades bidsicas até o

estudo de alguns tipos de copulas essenciais para a posterior aplicacdo nesta tese.
2.1 Defini¢oes Basicas

Para a apresentagdo das ferramentas e resultados bdsicos na teoria da probabilidade, come¢amos
com o conceito de eventos e espaco amostral. Para tanto, é necessario primeiramente citar os
axiomas da teoria de probabilidades.

Axiomas de probabilidade:

1. Uma o-dlgebra sobre um conjunto {2 é uma familia A ndo vazia de subconjuntos de (2 tal que:
@) 0 e A
(b) Se A € Aentdo A° € A;

(c) B; € A, i € N, implica que U B; € A.
ieN

2. Os elementos A de uma o-algebra sobre (2 sdo denominados eventos. O par ordenado (€2, A) é

denomindado espago amostral.
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3. Uma probabilidade sobre (£2,,A) é uma fungdo P : A — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
(@) P(A) > 0, paratodo A € A;
(b) P(Q) =1;

(c) Dados B; € A, i € N, tais que B; N B; = (), para i # j, implicam em

P(JBi)=)_P(B).

i€N i€N
4. Se (12, A) é um espago amostral e se P é uma probabilidade sobre (£2,.4) entdo (2, A, P) é um

espago de probabilidade.

2.1.1 Meétodos probabilisticos

As definicdes relativas aos modelos probabilisticos sdo especificadas pelo espaco de probabilidade
(CHAUVET, 1999, LANTUEJOUL, 2002), que pode ser definido como um conjunto 2, juntamente

com uma o-algebra A e uma medida P nessa o-dgebra tal que P(A)=1, onde:

e (1, que é o conjunto de todas as possiveis realizagdes de um modelo, também chamado de

UNniverso;

e A, que é um conjunto de eventos, sendo que um evento pode ser definido como uma familia

de realizac¢Oes;

e P ¢ a probabilidade medida. E uma funcdo de F para os ntimero reais, determinando para
cada evento uma probabilidade entre 0 e 1 e precisa satisfazer certas condicdes, principalmente

que P(Q)=1.
2.1.2 Varidveis aleatorias

A palavra aleatéria tem como origem a palavra latina aleatorius, que é relativo a jogo de azar ou aos

jogadores, que por sua vez é derivada de aledtor 6ris, que significa jogador, que tem origem em alea
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ae, ou seja, dado de jogar, jogo de dados ou qualquer jogo de azar.

Uma varidvel aleatéria é definida como um expressdao numeérica associada ao resultado de um
fendmeno aleatério. De fato, uma varidvel aleatéria é uma fungdo que relaciona os eventos de um

espaco amostral a nimeros reais.

Cada resultado particular ndo pode ser exatamente previsto, embora se possa descrever o
conjunto de todos os resultados possiveis, como sendo o espago amostral. Dentre os resultados
possiveis, ndo se tem conhecimento suficiente de qual o resultado a ser obtido, embora esses
resultados, ao fim de uma longa repeticdo de observagdes mostrem uma grande regularidade

expressa por meio de freqiiéncias estatisticas de ocorréncias.

2.1.3 Funcao de distribui¢do e fun¢io de densidade

Seja X uma variavel aleatoria, entdo a fungdo de distribuigio de X é definida pela seguinte equagao:

Fx(z) = P(X < x). (2.1)

A interpretagdo da funcdo de distribuigao é fornecer qual é a probabilidade da varidvel aleatéria
X ser menor ou igual a um dado valor . Uma observagdo importante a ser feita é que uma varidvel
aleatdria esta sempre associada a uma fungdo de distribui¢do. O conhecimento de F'(z) caracteriza

completamente .

A partir da fungdo de distribui¢do é possivel definir a fungdo de densidade de probabilidade, por

meio da equagdo:
OFx(x)

f(z) = “or (2.2)

isto é, a densidade é a derivada da funcado de distribuigao.
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A funcdo densidade de probabilidade fornece a probabilidade relativa da varidvel aleatéria X

ser igual ao valor z.

2.14 Fungoes aleatdrias

Suponha que X seja uma varidvel aleatdria, entdo, pode-se definir uma nova varidvel aleatéria Y
da seguinte forma:

Y = o(X), (2.3)

onde ¢ é uma funcdo qualquer. A mais simples fungdo aleatéria é a combinagdo afim, onde a

varidvel aleatdria Y é funcdo de X, por meio da seguinte equagdo:

Y =aX +b, (2.4)

onde a e b sdo constantes reais.

As fungoes aleatdrias podem ser classificadas em estaciondrias e ndo-estacionarias. Um processo
é dito estaciondrio se, em qualquer intervalo da funcdo, os dados estatisticos representam toda a
funcao, portanto, qualquer momento da funcdo pode ser analisado, ndo importando a origem nem
o final. J4 uma fungdo aleatéria ndo-estaciondria estd intrinsecamente relacionada com a origem,

apresentando sempre uma tendéncia.

Por exemplo, uma agdo na bolsa comega com um certo prego no inicio da manha e vai terminar
no final do dia com outro valor, sendo que as oscilagdes do preco no decorrer do dia dependera
do valor inicial e terd uma certa tendéncia, de alta ou de baixa, dependendo do momento. O
mesmo ocorre com 0s teores de minérios. A variagdo dos teores é considerada uma fungdo aleatéria

nao-estaciondria, pois depende do valor inicial possuindo uma tendéncia espacial.
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2.1.5 Esperanca matemadtica

Para uma varidvel aleatéria continua X com densidade de probabilidade f(z), a esperanca

matemadtica é uma quantidade definida por

B(X) = /D 2 f(@) da, 2.5)

onde D é o dominio de defini¢do de X.
A interpretacdo da integral anterior é uma média ponderada dos possiveis resultados de X,
com a ponderagdo dada pela densidade de probabilidade e em termos praticos, representa o valor

mais provavel. Algumas observacdes devem ser feitas sobre a esperanga matematica:

(@) A unidade da esperanga é a propria unidade da varidvel aleatéria;

(b) A esperanga independe da variavel z;

(c) A integral 2.5 pode ndo existir, isto €, pode ndo haver esperanca para uma variavel aleatoria;
Algumas propriedades da esperanca

1. Linearidade:

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y); (2.6)

2. Idempoténcia:

E(E(X)) = E(X); (2.7)

Be(X) = [ o) f(a) da @8)
2.1.6 Variancia, desvio padrao e momentos

A partir de uma varidvel aleatéria X, com valor esperado finito ;o = E(X), pode-se construir uma

nova varidvel aleatéria Z = X — p, a qual chamamos de varidvel aleatéria centrada, pois seu valor

11
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esperado é nulo.

De maneira analoga, outra variavel que pode ser construida ¢ Y = (X — p)?. Chama-se varidncia

de X a esperanga matematica de Y, que pode ser computada pela equacéo (2.8), isto é,
Var(X)=EY) = /D (z — p)? f(z)de, (2.9)
por meio da observagao de que Y = (X — p)? = X? — 2uX + p?, temos que
Var(X) = B(Y) = B(X — ) = B(X? — 2uX + )
Usando a propriedade da linearidade da esperanga, segue que
Var(X) = BE(X?) = 20 E(X) + 1i® = B(X?) — 242 4 2
e observando que ; = E(X), obtemos
Var(X) = E(X?) — B(X)?, (2.10)

que é uma expressdo alternativa para a variancia.

A variancia pode ser interpretada como uma medida de dispersdo de valores em torno da
média, e também pode ser usada para aferir o quanto a média é representativa em uma varidvel
aleatdria. Se a varidncia é muito alta, entdo a média, apesar de ser o valor mais provavel, é pouco
representativa. Ao contrdrio, se a varidncia é baixa, a média representa bem os valores resultantes

da varidvel aleatéria.

Algumas observagdes devem ser feitas sobre a variancia:
(a) A unidade da varidncia é a unidade da variavel aleatéria ao quadrado;
(b) A varidncia independe da variavel z;

(c) Assim como a esperanga, a varidncia de uma varidvel aleatéria pode ndo existir.

12
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Como foi observado no item (a), a varidncia ndo possui a mesma unidade da varidvel aleatdria.
Por exemplo se X estd em metros, Var(X) é uma quantidade em metros quadrados. Para resolver

esta situacdo é que se define o desvio padrio, que é a raiz quadrada da varidncia, denotado por

ox =/ Var(X). (2.11)

Usando o desvio padrdo de uma varidvel aleatéria, pode-se definir uma nova varidvel aleatéria

N X —
X = H (2.12)

(o)

que é chamada varidvel aleatéria padronizada. A operagdo acima, chamada de padronizagio, é Gtil para
se criar uma varidvel aleatéria adimensional, que mede o niimeros de desvios padrdo da varidvel

original em relagdo a média.

Assim como foram definidas as varidveis Z = (z — ) e Y = (X — p)?, pode-se definir uma
varidvel com poténcia genérica n

n
Y, = (X —p)".
A esperanga desta nova varidvel chama-se de momento de ordem n. Neste caso, observa-se que
a esperanga e a varidncia sio momentos de ordem um e dois, respectivamente.

2.2 Varias variaveis aleatodrias

Em um mesmo problema, pode-se considerar o estudo simultdneo de probabilidade de vérias
varidveis associadas a medidas distintas. Neste caso, estende-se o conceito de variavel aleatoéria

para o vetor aleatério (X )

—

X =(X1,Xy,...,X,),

que é o agrupamento das varidveis aleatdrias X;.

A fungio de distribuicdo conjunta de um vetor aleatério X é definida como

F~(:U1,x2, . .,xn) = P(Xl S xl,XQ S T2y .. ,Xn S xn) (213)

13
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Para um vetor aleatério com fungdo de distribuicdo F'¢(x1,x2,...,7,), se existir uma fungéo

f(z1,22,...,2,) > 0 tal que

Fg(x1,29,...,2p) :/_210/_2--~/_z:f(€1,§2,...,fn)dfldfg oo dy.

entido f é chamada de densidade conjunta do vetor aleatério X.
Pode-se demonstrar que, a partir de uma distribui¢do conjunta, é possivel construir fun¢des de
distribui¢do individuais para cada variavel aleatéria X}. Para isso, basta avaliar o limite da fun¢do

de distribui¢do conjunta quando todas as outras varidveis tendem ao infinito
Fr(zr) = lim  Fg(x1,22,...,2), paraj=1,...,n;5 # k.
T;——+00

Esta nova funcdo é denominada distribuigio marginal de Xj.
A densidade marginal de X, é obtida por meio da integracdo da densidade conjunta em todas as

varidveis com exce¢do da k-ésima variavel

+0o0 “+o0o +oo
f(x’“):/oom/oom/oo F&, & &) dEr .. dE; ... dE,,  paraj # k.

Em particular para o caso de um vetor bidimensional Z = (X,Y), as expressGes para as

distribui¢des marginais sdo

Fely) = lim Fylry) (2.15)

e para as densidades marginais sdo

+oo

fx(z) = /_ f(x,y) dy, (2.16)
+oo

fry) = /_ f,y) da. (2.17)

2.2.1 Probabilidade condicional

Em um problema com mais de uma varidvel aleatéria, pode-se observar o comportamento

individual de cada varidvel, quando as outras possuem valores pré-determinados.

14
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Neste caso, a defini¢do da probabilidade condicional é

P(ANB)

P(AIB) = =5

(2.18)

onde P(A|B) se 1é como probabilidade do evento A ocorrer dado que o evento B ja ocorreu.
Em termos de uma varidvel aleatéria, usa-se a prépria defini¢do de fungdo de distribuigdo, para

se definir a distribuicdo condicional de X dado o evento B

Fx(z|B) = (2.19)

Para o caso em que B é um resultado numérico de uma varidvel aleatdria.

2.2.2 Leis marginais

Nomeando as leis marginais de leis de probabilidade de X e Y separadamente. Evidentemente de

acordo com o teorema das probabilidades totais, tem-se:

q
Lei marginalde X : P(X =ux;) = sz'j = pi;
j=1

P
Lei marginalde Y : P(Y =y;) = sz’j =Dj-
i=1

Oseventos X = z; e Y = y; desde que as probabilidades ndo sejam nulas e definidas ao longo de
duas familias de leis condicionais e sabe-se o valor contido em X ouem Y. Relembrando que X e Y
ndo sdo necessariamente varidveis aleatérias, mas varidveis qualitativas, entdo as leis condicionais

podem ser escritas como:

Leis condicionais de X se Y = y; :

pii PX=xzNY =y,
P(X = 2]y = y;) = 2 = (pf—4 vi)
bj Y =y;)

Leis condicionais de Y se X = z; :

pij P(X:mzﬂY:y])
P(Y =yl X =) = L =
=y )= P(X =)

15
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Assim o teorema de probabilidades totais pode ser escrito de uma segunda forma:

.
I MQ
—_

I
.M%

@
Il
—

P(Y = yj|X = 2,)P(X = ;) (2.21)

Pela férmula de Bayes permite-se exprimir uma lei condicional em funcdo de outra:

P(Y = y|X = 0)P(X = )

;P(Y = yj|X = :c,)P(X = wz)

P(X =zlY =y;) =

e também por:
P

—

X=XlY =y)P(Y =y)

A independéncia entre X e Y é:
Dij = Pi-P-j-

Isto equivale a dizer que as leis condicionais de ¢ de X em relagdo a Y (enquanto variam em Y')

sdo idénticas. Os mesmos para p para as leis condicionais de Y a X.

2.2.3 Esperanca Condicional

Suponha que Y seja uma varidvel real, e que a varidvel X ndo seja necessariamente uma varidvel
qualitativa. Entdo, pode-se definir, com algumas reservas, a existéncia de uma expressao calculavel,
sendo possivel definir a esperanca e a varidncia de Y em relacdo a X. A esperanca condicional de
Y dado X = z é definido por

400
mwx=m=/ y fy(ylz) dy. (2.22)

Nota-se que E(Y|X = z) é fun¢do de x, uma vez que para cada valor de x associa-se o valor
E(Y|X = x). Sendo assim, pode-se definir ¢(z) = E(Y|X = z), chamada de fung¢do de regressdao

de Y em X. Sendo seu grafico conhecido como momento condicional de Y em relagdo X.
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Como E(Y|X = z) depende dos valores originados em X, pode-se definir uma varidvel
aleatéria com probabilidade P(X = z) por meio dos valores da esperanga condicional E(Y|X = z).
Portanto, a esperanga condicional de uma varidvel Y condicionada a X, denotada por E(Y'|X), é de

fato uma fungdo aleatéria da variavel X:
o(X) = E(Y|X). (2.23)

Esta varidvel apresenta um certo ntiimero de propriedades interessantes. Em primeiro lugar a

linearidade como conseqiiéncia da defini¢do da esperanca:
B(Yi + Y3l X) = B(Y1[X) + B(Ya|X).

Especialmente neste caso, a esperanca desta varidvel, é o teorema da esperanca total, segundo

SAPORTA (1990, p.76):

Teorema 1 Sejam X e Y duas varidveis aleatorias, sabendo que E(Y | X) é uma fungio aleatéria de X, entdo
é possivel calcular sua esperanga, que é dada por

E(E(Y|X)) = E(Y). (2.24)

Demonstracao
Denotando a fungéo aleatéria (X ) = E(Y|X) e usando a defini¢do de esperanga matematica

de uma funcdo aleatdria, temos que

E(B(Y|X)) = E(p(X)) = / (@) fx (@) da

— /[/yfy(yl') dy} fx(x)dz

= [ [ vt fx@ dydo

- [ [ [ tole) fx(o) dx] dy.

Observando que a integral interna é a expressdo da probabilidade total, vem

E(E(Y|X)) = / y f(y)dy = E(Y). (2.25)

Este teorema é uma ferramenta muito poderosa para se calcular a esperanga matematica de uma

lei complicada, por meio de leis condicionais simples.
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Pode-se notar que ndo é necessdrio conhecer explicitamente a lei de Y. Sendo (X) outra
varidvel em fun¢do de X, com E[Y ¢ (z)|X] = ¢(X)E[Y | X], esta demonstragdo simples serd omitida

(REMACRE, 2001).

2.2.4 Varidncia condicional

A varidncia de uma variavel aleatéria Y condicionada a X = z é denominada varidncia condicional e

denotada por Var(Y|X = ), é definida por meio da esperanga condicional, segundo a equagao:
Var(Y|X =z) = E[(Y — E(Y|X = 2))?|X = z]. (2.26)

Assim como no caso da esperanga condicional, a varidncia condicional também é uma fungao

de z, portanto pode ser interpretada como uma fungao aleatéria da variavel X

(X) =Var(Y|X) = E[(Y — E(Y[X))*|X].
Teorema 2 (Teorema da variincia total) A lei resultante é chamada de teorema da varidncia total:

Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)]. (2.27)

Portanto, a esperanca que usualmente significa a média e a varidncia de Y é a soma de dois
termos: a média de diversas varidncias condicionais e a varidncia de diversas médias condicionais.
Demonstracao

Sabendo que E(Y|X) é uma funcdo aleatéria da varidvel X, introduzimos a notagdo Z = ¢g(X) =

E(Y|X). Em seguida, pode-se desenvolver a expressao da varidncia de Y do seguinte modo
Var(Y)=E[(Y —EY)’|=E[Y —Z+ Z — EY)?.
Desenvolvendo a equacdo e agrupando Y — Z e Z — EY, temos que
Var(Y) = E[(Y — 2)}] + 2E[(Y — Z)(Z — EY)] + E[(Z - EY)?.
Aplicando o teorema da esperanca total ao primeiro termo, obtemos

E((Y - Z)’] = E[B[(Y - 2)*|X]].
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que € a esperanca da prépria varidncia condicional, i.e.,
E[(Y — Z2)?] = E[Var(Y|X)].

Observando que no dltimo termo EY = E(E(Y|X)) = EZ, também pelo teorema da esperanga

total, segue que
E[(Z - EY)*| = E[(Z - EZ)*) = Var(Z) = Var(E(X|Y)).

O ultimo termo éigual a Var[E(Y|X)] por defini¢do da varidncia desde que E(Y') sejaa E(Y | X).

Reorganizando a expressdao de Var(Y|X). Nota-se que Var(Y|X) ndo pode ser igualado
a (Y — E(Y|X))? que sdo duas varidveis que possuem a mesma esperanca. Pode-se verificar
que o produto de ambos é um novo condicionamento: a esperanca condicional de X é fixada

Y - E(Y|X)(E(Y|X)— E(Y)] valendo entdo:
E[Y]X) - EMENY - E(Y]X))|X].
Porque E(Y|X) — E(Y) é uma constante.
2.2.5 Covariadncia e correlacdo

Uma funcgdo aleatéria Z é chamada estacionaria de segunda ordem se para cada varidvel Z(x) ela
possui uma média m, finita, independente de x.

A covariancia centrada em relacdo a média é definida como
Cov(Z,Y) = oy = E[(Z - BE(X))(Y — B(Y))],

se estas esperangas existem e sdo finitas. Desenvolvendo o produto, obtemos uma expressdo

alternativa para a covaridncia

Cov(Z,Y) = E[ZY —YE(Z)— ZE(Y) + E(Z)E(Y)]

= E(ZY) - E(Z)E(Y). (2.28)
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Se Cov(Z,Y) = 0, dizemos que as varidveis Z e Y sdo ndo-correlacionadas. Se Z e Y sdo
independentes e integraveis, entdo sdo nao-correlacionadas, pois neste caso E(ZY) = E(Z)E(Y),
mas por outro lado, E(ZY) = E(Z)E(Y) ndo implica em independéncia, ou seja, covaridncia nula
nao necessariamente implica independéncia. Algumas propriedades da covariancia sao:
a)Cov(Z,Z) =Var(Z)

b) Cov(aZ,bY) = abCov(Z,Y).

Se Z1,Zs, ..., Z, sdo variaveis aleatdrias integraveis, entao:

n

Var(Ziy+Zo+---+ Z,) = ZZCO’U(ZZ‘,Z]‘),

i=1 j=1
n n n—1

= Z Var(Z;) +2 Z Z Cov(Zi, Z;).
i=1 i=1 j=1

Esta férmula é muito importante na geoestatistica, pois na maioria das vezes, sao manipuladas

n
combinagdes lineares do tipo Y = > \;Z; e para deduzi-la é necessario saber o resultado algébrico:
i=1

n

n 2 n
V2= (Z A@) => Y \\ZiZ;.
i=1

i=1 j=1

Sejam Z e Y variaveis aleatérias com varidncias finitas e positivas. O coeficiente de correlagdo

entre ZeY, p éigual a:

-] (1) ()

070y 0z 2%

2.3 Medidas de Correla¢ao

Suponha-se simular duas varidveis aleatérias X e Y, modelando a relagdo ou dependéncia entre
elas. A maneira mais simples, também a mais usada, é por meio de correlacao linear. A correlagdo
linear é somente um caso particular de uma medida de dependéncia estocastica. E uma medida
de dependéncia quando as varidveis aleatdrias sdo distribui¢des multivariadas normais e também

quando as varidveis sdo distribuidas esfericamente ou elipticamente.

20



2.3 Medidas de Correlagao Copulas Estatisticas

Distribuigdes elipticas incluem a distribuicdo normal como um caso especial, e sio menos
restritivas. Em particular, sob condigdes elipticas, a fun¢do de distribui¢do multivariada pode ser
determinada s6 com o conhecimento da varidncia e de suas correlagdes. Além disso, correlagcdo
linear igual a zero ndo significa que as varidveis aleatérias sejam independentes, a menos que se

tenha uma normalidade multivariada.

Um outro problema da correlagdo linear, é que ela pode ser definida no caso da varidncia ser
finita. Adicionalmente, até mesmo onde correlagdes estdo definidas, as distribui¢des marginais e
correlagdes, ndo sdo suficientes para determinar se a distribuigdo multivariada é conjunta. Portanto,
a correlagdo ndo descreve todos os parametros da dependéncia, particularmente nas caudas das
distribui¢des. Uma medida de dependéncia alternativa conhecida é a cépula. Ela permite extrair
a estrutura de dependéncia, em comum, da fungdo de distribui¢do. Assim, pode-se separar a
estrutura de dependéncia das fung¢des de distribui¢des marginais. Isto é extremamente ttil, porque
é um caminho natural que permite a dependéncia, estando livre das desvantagens da correlagdo.
Coépula também possui a propriedade de ser invariante para transformagdes de varidveis aleatdrias

e/ou fungdes de distribuicoes.
2.3.1 Correlagao Linear

FRANCIS GALTON (1822-1911),foi quem usou pela primeira vez o termo correlagao, cujo trabalho
influenciou de sobremaneira a estatistica. GALTON publicou o livro Génio Hereditdrio, em 1869,
onde aplicou conceitos estatisticos a problemas da hereditariedade. Ele ficou impressionado com
a distribui¢do normal aplicada a area de biologia por QUETELET, que mostrara no livro O Homem
Meédio, que a estatura de dez mil pessoas seguiam uma distribui¢do normal, ou seja a maioria das
pessoas tinha sua estatura em torno da média e que um ntiimero, cada vez menor de pessoas, vai

sendo encontrado a medida que se afasta da média.

GALTON cunhou o termo regressdao quando observou que filhos de homens altos, ndo sdo, em
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média, tdo altos quanto seus pais, enquanto que filhos de homens muito baixos sdo, em média,
mais altos que os pais. Ele concebeu uma forma grafica de representar as propriedades bésicas do
coeficiente de correlagdo. Ele aplicou o seu método de correlagdo a variagdes de medidas fisicas,
por exemplo, mostrou a correlagdo entre a altura do corpo e o comprimento da cabeca. Seu aluno
KARL PEARSON desenvolveu a férmula matematica, que é usada até hoje e que tem o seu nome

em sua homenagem.

Quando se estuda a relacdo entre duas varidveis X e Y, o conceito de covaridncia é muito
importante. Se a varidncia é uma medida estatistica por meio da qual chega-se ao desvio padrdo
que é uma medida de dispersdo, a covaridncia é uma medida estatistica por meio da qual chega-se

ao coeficiente de correlagdo, que mede o grau de associagdo “linear”” entre duas varidveis X e Y.

Sendo, entdo, duas varidveis aleatdrias X e Y, com valores reais e varidncia finita. O coeficiente

linear de correlagdo (conhecido como p;) entre X e Y é:

(X, Y) = X Y) (2.29)

B VVar(X)/Var(Y) .
Onde Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) é a covaridncia entre X e Y. A Var(X) e Var(Y) sdo

as respectivas varidncias de X e Y. A correlagdo linear é uma medida de dependéncia linear. No
caso de uma perfeita dependéncia linear tem-se: Y = aX + b, seguramente paraa € Re b € R.

Onde p;(X,Y) £ 1. Caso contrério, —1 < p;(X,Y) < +1.

Além disto a correlagdo linear possui a seguinte propriedade:
pl(aX +B,7Y +6) = sgn(ay)p(X, Y)v (2.30)

As correlagoes lineares podem ser manipuladas, por meio de operagdes lineares. Sendo A, B €

R™*" q,b € R™ e sendo X e Y vetores aleatdrios. Entdo:

Cov(AX +a,BY +b) = ACou(X,Y)BT.
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Disto segue, para o € R",

Var(a’X) = aTCov(X, X)a.

Conseqiientemente, a varidncia de uma combinagdo linear é completamente determinada por

meio de pares de covaridncia entre os componentes.

A correlagdo linear é uma boa medida de dependéncia para distribui¢oes esféricas, nas quais as
varidveis sdo normais. Porém, para distribui¢des que ocorrem na drea da geociéncias, ndo devem
ser utilizadas, pois a grande maioria dos fendmenos naturais, apresentam caudas "pesadas” e ndo

sao distribui¢des normais.
24 Correlagao Nao-Paramétrica

Correlagdo ndo-paramétrica é a incerteza sendo interpretada por um coeficiente linear de correlagdo
r, de onde sdo retirados os graus de correlagdes nado-paramétricos, a partir de N pares de
medidas (z;,;). A correlagdo linear ndo é uma boa medida quando a fungdo de distribuigdo
de probabilidade é desconhecida. Ja as medidas de correlagdes ndo-paramétricas ndo necessitam o

prévio conhecimento desta fungdo.

O conceito fundamental de correlagdo ndo-paramétrica, é que, para cada x; substituido por
um outro valor, com um grau de correlacdo entre todos outros valores de z;’s da amostra, que
sdo 1,2,3,..., N, entdo a lista resultante de valores ird esbogar uma perfeita fun¢do de distribuigdo
conhecida. Sera uma distribui¢do uniforme, com valores inteiros entre 1 e N. Na verdade,
melhor que uniforme, desde que cada z;’s sejam todos valores distintos, cada inteiro ird ocorrer
precisamente uma vez. Se alguns destes z;’s possuirem valores idénticos é necessério atribuir
todos estes valores a média da correlacdo dos valores que sejam ligeiramente diferentes. Estas

correlacGes medianas, as vezes, sdo inteiros ou meio-inteiros. Em todos os casos a soma de todas
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as correlagdes atribuidas tem a mesma soma dos inteiros vindos de 1 até NV, chamados de 1 N (N +1).

O mesmo procedimento, é feito para y;’s, substituindo cada valor pela correlagdo entre os y;’s

da amostra.

Assim, pode-se dizer, que nada impede de se criar medidas estatisticas para detectar correlacdes
uniformes de conjuntos inteiros entre 1 e N, preservando a possibilidade de amarrar estes
graus de correlacdo. Existem perdas, quando a informagdo dos ntimeros originais é substituida
por graus de correlagio. E facil gerar exemplos artificiais onde uma correlagio pode ser
detectada parametricamente (por exemplo, correlagdo Linear r). Mas ndo podem ser detectadas
nao-parametricamente. Tais exemplos paramétricos na vida real sdo raros. Quando a correlagdo
se mostra presentemente como ndo-paramétrica, entdo realmente ela o é (para o nivel de certeza
escolhido). A correlacdo ndo-paramétrica é mais robusta que a correlagado linear, mais resistente a
variabilidade ndo planejada dos dados e tem a mesma ordem, pois tem-se o senso de que a mediana

é mais robusta que a média.

Duas equivaléncias ndo-paramétricas para o coeficiente de correlagdo linear sdo a de Spearman
(ps) e a de Kendall (7). Se as duas varidveis de interesse sdo categoricas (Indicatrizes), a
estatistica ndo-paramétrica apropriada para testar a relagdo entre as duas varidveis sdo o teste

de Chi-Quadrado (x?) e o Coeficiente Phi ().

24.1 A medida 7 de Kendall

A medida de correlagdo de Kendall dos pares de um vetor (X, Y') de uma varidvel continua aleatéria,
distribuidos de acordo com uma funcdo de distribuigdo conjunta H, pode ser definida como a

diferenca entre a probabilidade de concorddncia menos a probabilidade de discordancia:

T = T(X,Y) = PT[(Xl - X2)(Y1 - Yé) > 0] - P’I”[(Xl - XQ)(Yl - YQ) < O] (231)
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Para demonstrar a lei das medidas de associagdo, primeiramente define-se a funcdo de
concordancia @), que é a diferenga entre a concordéncia e a discordancia entre dois vetores (X1, Y1)
e (X3, Ys) de varidveis continuas aleatérias com possiveis diferentes distribui¢des conjuntas, H; e
H>, mas com marginais comuns F' e G. Quando esta fungdo depende somente da distribui¢do de

(X1, Y1) e (X2, Y2) entdo existe uma cépula associada a ela.

Teorema 3 Sejam (X1,Y71) e (Xo,Y2) vetores de uma varidvel aleatéria independente com uma fungio de
distribuicio conjunta Hy e Ho, respectivamente, com marginais conjuntas F' (de X, e Xo) e G (de Y1 e Y3).
Sendo Cy e Cy as respectivas copulas de (X1, Y1) e (X2,Y3), entdo tem-se Hy(x,y) = C1(F(x),G(y)) e
Hy(z,y) = Co(F(x),G(y)). Chamando Q da diferenca entre a probabilidade de concordincia e discorddncia
de (Xl, Yi) e (XQ, YQ),

Q = P[(X1—X2)(Y1 —Y2) > 0] — P[(X5 —X2)(Y1 —Y2) <0

Entao

Q=Q(C,Cy) = 4// Co(u,v)dCy(u,v) — 1. (2.32)

12

24.2 A medida p, de Spearman

Uma outra medida de associagdo conhecida é a de Spearman, sendo (X1, Y1), (X2, Y2) e (X3, Y3) trés
vetores aleatérios independentes com uma funcdo de distribuicdo conjunta H (cujas marginais
foram definidas em F e G) e a cépula C. A concordancia é definida como a proporcdo da
probabilidade de concorddncia menos a probabilidade de discordancia para dois vetores (X1, Y7) e
(X2,Y3), pares de vetores com a mesma marginal, porém um vetor tem uma fungdo de distribuigao

H, no qual os outros componentes sdo independentes:

p=pxy =3(P[(X1—X2)(Y1 —Y3) > 0] — P[(X1 — X2)(Y1 — Y3) <0]). (2.33)
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Note que a fungdo de distribuigdo conjunta de (X1,Y7) é H(z,y), a funcdo de distribuicdo
conjunta de (X», Y3) é F(z)G(y) (desde que X, e Y3 sejam independentes).

Teorema 4 Sendo X e Y varidveis aleatérias continuas cuja a copula é C. A correlagio de Spearman de X e
Y pode ser escrita como:

pxy =pc = 3Q(C,II),

)
= 12 / wvdC(u,v) — 3,
12

— 12 C 9 d a 3- 2-34

O termo “cépula” vem do latim, e se refere a conectar ou unir. Porém, nessa tese, o termo
copula refere-se a conceitos estatisticos que expressam o modo pelo qual as varidveis aleatdrias se
relacionam. E uma fungdo que combina fung¢des de distribui¢do univariadas em uma distribuigdo

de probabilidade multivariada.

Copula é uma ferramenta estatistica introduzida por Sklar em 1959. Ela foi desenvolvida, para
resolver o problema do espago métrico probabilistico enunciado por Mauricie Fréchet (NELSEN,
1999 e RONCALLI, 2002), que é uma generalizacdo do espago métrico introduzido pelo préprio
Fréchet em 1906. Pode-se definir cépulas como uma fun¢do multivariada com distribui¢des

marginais uniformes, definida em um cubo [0, 1]".

Uma cépula bidimensional é uma fun¢ao C definida no dominio [0, 1] x [0, 1], e contradominio
[0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades
(a) C(u,0) = C(0,v) =0;

) C(u,1) =ueC(1,v) =v;
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(c) Para cada retangulo [u, up] X [v1,va] C [0,1]%,
C(ug2,v2) — C(u1,v2) — C(ug,v1) + C(uy, 21) > 0,

onde (%) Z Ul € v Z V1.
Por esta defini¢do, nota-se que se uma distribui¢do C' é uniforme, entdo U e V sdo varidveis

aleatdrias com distribui¢do uniforme. Considerado como um vetor aleatério U = (Uy, Us):

C(u,v) = P(U <w;V <v). (2.35)

A imagem de U ¢é entdo a unidade quadrética [0,1]?. A propriedade C(v,0) = C(0,z) = 0
implica que P(U; < 0,Us < u) = P(U; < u,Uz < 0) = 0. Isto é uma funcdo crescente e as

distribui¢des marginais comuns sdo uniformes.

O teorema de SKLAR, descrito a seguir, é o resultado mais fundamental para a teoria de cépulas.
Basicamente, esse teorema afirma que existe uma funcdo cépula que relaciona uma distribuigdo

multivariada e suas marginais. Para o caso bidimensional, o teorema pode ser enunciado como:

Teorema de SKLAR 1 Se F' é uma fungio com distribuicio bidimensional, cujas marginais sio Fy e F.
Entdo existe uma fungio C' tal que

F(a;l,acg) = C(Fl(wl),FQ(CCQ)) (236)

Se F e F; sdo continuas, entdo a copula C' é unicamente determinada com a imagem de Fy x Fj.

Por outro lado, se C' é uma cépula e as funcoes F e F» sdo fungdes de distribuicido unidimensionais, entdo
a fungdo F(x1,x2) definida pela equagdo (2.36) é uma fungdo de distribuigdo bidimensional com marginais
F 1€ FQ.

Demonstra¢dao: A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em, NELSEN (1999, p. 15),

RONCALLI (2002, p.6) e LINDSKOG (2000, p.4).

Este teorema é muito importante, pois, por meio dele, pode-se associar qualquer distribuigdo

bidimensional a uma cépula. Tendo, portanto, uma distribui¢cdo candnica da prépria distribuicéo.

27



2.5 Defini¢oes e Propriedades Basicas Copulas Estatisticas

Por um lado, tem-se as marginais F; e F> que sdo denominadas dire¢des unidimensionais. Por
outro, tem-se a copula que permite a juncdo destas marginais, expressando a dependéncia entre as
dire¢des unidimensionais. Assim, o teorema de Sklar pode ser utilizado para construir distribui¢oes

bidimensionais.

2.5.1 Exemplo: distribuicio de Gumbel

No que se segue, apresenta-se um exemplo da utilizagdo do teorema de Sklar para a construgao de

uma cépula por meio da distribui¢do bidimensional denominada distribuicdo Logistica de Gumbel:
F(z1,22) = (14e ™ e )7t

definido em R2. Pode-se notar que as marginais sdo

Fl(xl) = x%iinooF(.%'l,xg) = (1_|_€—J31)—1
Fo(z2) = x}iLnOOF(fﬂl,CUQ) = (1+e ™)L

Definindo-se u; = Fi(x1) e ug = Fy(x2), pode-se calcular os quantis das fungdes acima (ver

Figura 2.1)

Frlu) = Inuy — In(1—uy)
Fytug) = Inug — In(1 — uy).
Podendo ser deduzida a fungao:

Clur,ug) = F(Fy (1), Fy ' (ug))

= F(lnu; — In(1 —w), Inug — In(1 —ug))

1—wu 1-— B
- ()
uy Uz

Uuiuz

)
U] + Uz — UTUL

cujo grafico e curvas de nivel podem ser observados na Figura 2.1.
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0.9F-
| \
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07k
06 \ 2,
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05+ Y e

04F \

03f \ = T |
(-3

01r =

Figura 2.1: Fungio de distribuicao da cépula Logistica de Gumbel. A esquerda seu grafico e a direita
suas curvas de nivel.

2.6 Coépulas Elementares

O estudo da lei de probabilidade de uma varidvel aleatéria Y conhecida por um valor proveniente
de uma outra varidvel aleatéria X é fundamental para problemas de aproximacdo e também de
previsdo. E necessério saber, primeiro, como é a lei de distribuicdo de probabilidade da Cépula

(X,Y) que estd aplicada no trio (€2, A, P) em R

2.6.1 Leide unido associada a c6pula

Para uma lei de cépula (X,Y) a Pxy ¢é inteiramente definida pelo arranjo dos nimeros:
Pxy(zi;y;) = P(X = 2; NY = y;), no caso de uma lei de distribuicdo finita, a forma desta
pode ser representada por uma tabela. Note que pela p;; = P(X = x; NY = y;) claramente tem-se
; ;pij =1.

2.6.2 Leis conjuntas das leis marginais

Se (X, Y) sdo valores de R? tem-se a funcdo de reparticdo da cépula H(z,y) definida por:

H(z,y)=P(X <znNY <y).
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Estas fung¢des de reparti¢do marginais deduzidas sdo:

F(x) = H(x;o0) = P(X < z).

G(y) = H(co;y) = P(Y <y).

Se a Cépula de (X,Y') admite uma densidade h(z,y):

0*H
0xdy’

h(CL‘,y) =

As densidades marginais sdo obtidas por:

f(z) = / h(z,y)dy.

R

2.7 Teoremas e Propriedades

O teorema fundamental afirma que, se uma junc¢do ou uma funcdo de distribui¢do multivariada
marginal continua, pode ser escrita em termos de uma funcdo tnica, isto é chamado de cépula.
Assim, a fungdo de cépula descreve como a fun¢do multivariada é unida com as fung¢des de
distribui¢des marginais. Este resultado é importante, pois permite construir fung¢des de distribuicao

comuns, por meio de fun¢des marginais, considerando a estrutura de dependéncia entre elas.

Sejam X, Xo, ..., X, varidveis aleatOrias continuas com fungdes de distribui¢des F1, Fa, ..., Fy,
respectivamente, e a func¢do de distribui¢do conjunta H. Pode-se dizer que X1, X3, ..., X, sdo uma

Coépula C.

Teorema 5 Sejam X1, Xo,..., X, varidveis aleatérias continuas com Copula Cx, x,.. x,. As varidveis
X1, Xo, ..., X, sdo independentes se, e somente se, Cx, x,..x, = (x1,22,...,2y) = 122 - Tpy.
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Esta é uma propriedade importante da teoria da cépula, pois para transformagdes estritamente
monotonas de qualquer varidvel aleatéria da cépula, sdo invariantes, ou se transformam de modos
simples. Nota-se que, se a funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria X é continua, e se «
é estritamente a fungdo monétona cujo dominio contém R(X), entdo a fungdo de distribui¢do da

variavel aleatoria o(X') também é continua.

Teorema 6 Sejam X, X»,..., X, varidveis aleatérias continuas com Cépula Cx, x,. x,. Considere as
fungoes aleatérias
Yl :al(Xl), Y2 :O(Q(XQ), ,Yn:an(Xn),
onde as fungdes oy, sio estritamente crescentes em R(X1), R(X2),. .., R(X,) respectivamente. Entio
Cyvive..v, = Cx,x,..X,, (2.37)
Isto é, a copula Cx, x,..x,, € invariante sob transformagoes crescentes de X1, Xo, ..., Xp.

A completa discussdo e prova dos teoremas pode ser encontrada em NELSEN (1999),
RONCALLI (2002) e LINDSKOG (2000). Apesar de ndo ser um dos objetivos desta tese, serd
apresentado o algoritmo de geragdo de valores aleatérios de cépulas, que pode ser utilizado em

muitos outros casos.

Considere a situagao geral, de uma geracao aleatéria para n-Cépula C'. Tem-se:

Cr(ugy ... up) =Clug, ..., up, 1,...,1),k=2....n—1

Denomina-se k-marginais de C(ui,...,u,). Além disto Ci(u;) = wu; e Cp(ui,...,u,) =
C(uq,...,uy). Sendo (Uy,...,U,) uma fun¢do de distribui¢do conjunta de C. Entdo a distribui¢do
conjunta de Uy, possui valores dos primeiros k-1 componentes de (U, ..., U,), sendo determinado
por:

Cr(uglug,...,uk—1) = PlUp <ui|Uy =uq,...,Uk_1 = ug_1), (2.38)

8’“1Ck(u1,...,uk)/6k1C’k(u1,...,uk) (2 39)

ouy -+ Oug_q ouy -+ Oup_q
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Nota-se que para uma funcéo crescente de uma das varidveis dada por u; — C(u) para j =
1,...,n sdo diferencidveis quase todo o tempo, a derivada parcial de primeira ordem existe quase
sempre (up,...,u,) em R,. O proximo passo do algoritmo é gerar um valor aleatério (u1, ..., u)

para C(ui, ..., uy,).

Algoritmo basico para gerar c6pulas

1. Simular um valor u; de U(0, 1),

2. Simular um valor us de Ca(us|uy),

3. Simular um valor u,, de C, (uy|uq, ..., up—1).

A Figura 2.2, exemplifica os passos 1 e 2 do algoritmo descrito acima. Primeiramente, é feita
a simula¢do de uma varidvel uniforme (u; = x), depois, é simulada a segunda varidvel (uz = y)
condicionada a primeira. Geralmente, deseja-se outra distribuicdo estatistica, sendo possivel

a transformacdo dos dados em qualquer outra distribuicdo. No exemplo da Figura 2.2 (b), a

simulacdo bivariada uniforme foi transformada em uma distribui¢do bivariada normal.

0.8
0.8
0.7
0.6
>05
0.4
0.3

0.2
0.1

Figura 2.2: Simulacdo de uma cépula, onde as distribui¢des sdo uniformes (a) e a transformagdo da
simulagdo das varidveis para distribui¢des normais (b)
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2.8 Dependéncia entre os dados

Em uma simulagdo estocdstica, é necessdrio escolher a distribuicdo de probabilidade das varidveis
aleatdrias de entrada. Em casos mais complexos, é necessdrio saber, que tipo de dependéncia
existe entre as varidveis. O ideal seria que os dados refletissem isso de maneira clara. Mas na
maioria dos casos, ndo se conhece com certeza a distribuicdo da variavel, sendo ainda mais dificil
conhecer a dependéncia entre elas. Mesmo assim, quando se pressupde que estas distribui¢des
multivariadas sejam relativamente conhecidas, estas podem modelar um ndmero limitado de

rela¢des de dependéncia.

A metodologia mais comum, quando se trata de simulagdo estocastica e se objetiva simular
varidveis lognormais independentes, é simular duas varidveis aleatérias normais e calcular a
exponencial para cada valor simulado. Mas a questao que surge é: até que ponto essas varidveis sdo
independentes? Veja na Figura 2.3, que existe uma correlacdo nao linear em (b), apesar da simulagao
normal (a) ndo apresentar correlagdo. Outra consideracdo que deve ser feita é como a dependéncia

entre elas afeta os resultados. Na verdade, sabe-se que em dados reais, as condic¢des (aleatérias)

afetam ambas as varidveis, e ignorar isso nas simula¢des pode conduzir a resultados errdneos.

_-IIIII|IIII-_
X2
X2

N 5 e L ‘m‘ .
---||||||||---* ||||||--- N
(a) {(b)

Figura 2.3: Simulagdo de duas varidveis normais independentes (a)(correlagdo igual a zero)
transformadas em lognormais com correlagdo néo linear (b)
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Para se obter a simula¢do de varidveis aleatérias lognormais com correla¢do, basta impor na
matriz de correlagdo entre as varidveis o grau de associagdo desejado. Por exemplo: duas varidveis
normais podem ser simuladas com correlagao de 90%, seguindo o mesmo procedimento anterior.
Observa-se na Figura 2.4, que existe uma tendéncia dos baixos valores de X estarem associados a
baixos valores de Y e similarmente altos valores de X estarem associados com altos valores de Y.
Essa dependéncia foi determinada pelo coeficiente de correlagdo entre as duas varidveis normais

subjacentes.

X2

-_|||II|I|||-_
X2

(a)

_ --IIIIIII--— .III.-——— -
(b)

Figura 2.4: Simulagdo de duas varidveis dependentes normais (a) transformadas em Lognormais
(b), com grau de correlac¢do de 0,90.

A distribuicdo lognormal bivariada (ou outra especifica) é uma solucdo simples e pode ser
generalizada para mais de duas varidveis, sempre com distribui¢des marginais com diferentes
parametros. Outras distribui¢des multivariadas podem ser geradas, mas a escolha destas é limitada
e s0 é aplicada quando as distribui¢des marginais possuem a mesma distribuicdo teérica. Na pratica,

isso é uma grande restricao.
2.9 Distribui¢oes Bivariadas

O método, descrito anteriormente, de gerar uma distribui¢do bivariada lognormal é simples e
serve para explicar um método geral e mais aplicavel. Primeiro, geram-se pares de valores de uma

distribuigdo normal bivariada. H4 uma relagdo de dependéncia entre estas duas varidveis e cada
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2.9 Distribui¢ées Bivariadas Copulas Estatisticas

uma tem uma distribuicdo marginal normal. Depois, aplica-se a fungdo exponencial sobre cada
valor, mudando assim a distribui¢do marginal normal para lognormal. Isto é a prépria defini¢do

2

de lognormal, se X ¢ normal eX ¢ lognormal. Sejam p e 0® a média e a variancia dos logaritmos,

entdo logX ~ N(u,0?). Seja Y uma varidvel normal N(0,1). Por definigdo, tem-se: log X = p + oY

(log X —p)

> . As varidveis assim transformadas ainda

Neste caso, as relagdes sdo: X = ettoY ey =

apresentam uma dependéncia estatistica.

No caso em que X e Y sdo lognormais, portanto logX e logY sdo normais (REMACRE &

UZUMAKI, 1995), entdo:

log X ~ N(pg,03)
logY ~ N(uy,0})

p = corr(log X, LogY)

Se outra fungao fosse usada, esse método poderia ser generalizado para criar varidveis aleatérias
bivariadas com dependéncia e com outras distribui¢des marginais. De fato, hd um outro método de

criar varidveis aleat6rias dependentes, mais complexas do que uma simples exponenciagao.
2.9.1 Método da Inversao

Um simples exemplo deste procedimento pode ser dado por meio de uma fungado de distribuigdo

bivariada H com marginais continuas F' e G, invertida via cépulas.
C(u,v) = H(FTY (u), GV (v)).

Com esta cépula, novas distribui¢des bivariadas com marginais arbitdrias, ditas F’ e G’ podem
ser construidas pelo teorema de SKLAR: H(z,y) = C(F'(z),G'(y)). Esta claro, que esta fungdo é

igual a fun¢do da Cépula de sobrevivéncia:

A~

Cu,v) = HFD (w), GV (w)),
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onde F(=1 é chamado de quasi-inverso de F, que é equivalente a F(=V(t) = F(-(1 — t). Por
exemplo, a maneira usual para se obter estes resultados é gerar pares de valores para distribui¢des
normais bivariadas. A dependéncia estatistica entre estas duas varidveis é uma distribuigdo
marginal normal. O préximo passo, € aplicar a transformagdo (por exemplo, em uma fungdo
exponencial), sendo aplicada separadamente para cada varidvel, mudando a distribuigdo marginal

para lognormal. A varidvel transformada apresentard uma dependéncia estatistica.

Se a transformagdo satisfatéria é encontrada, este método pode ser generalizado. Pode-se criar
uma dependéncia entre os vetores bivariados, que por sua vez, estardo sujeitos a distribuigdo
marginal. Pela defini¢do, aplicando-se a distribui¢do normal (chamada de ¢) a uma fungdo
densidade cumulativa (CDF), a variavel aleatéria normal padrdo resulta em uma varidvel aleatéria
que é uniforme no intervalo [0,1]. Sendo, Z uma distribui¢do normal padrao, entdo a CDF de
U=y(Z)é:

Pr(U <u) = Pr(p(Z) <u) = Pr(Z,= ¢V (u) = u,

que é uma CDF de U(0,1). Os histogramas das normais simuladas e seus valores transformados
demonstram este fato. Adotando-se a teoria de geragdo univariada de ntmeros aleatérios, e
aplicando-se a inversa da CDF de uma distribui¢do qualquer F' & uma varidvel aleatéria U(0,1),
tem-se como resultado uma varidvel aleatéria cuja a distribuicdo é exatamente F'. Isto é conhecido
como método da Inversdo. Outro histograma ilustra a transformacdo para uma distribuigdo
lognormal, estes passos podem ser vistos na Figura 2.5.

Esta transformacdo tem dois passos que sdo aplicados em cada uma das varidveis bivariadas
normais, criando dependéncia das varidveis aleatérias. Pode-se fazer a transformacdo em cada

componente separadamente, os dois resultados ndo necessitam ter a mesma distribui¢do marginal.
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Frequency
Frequency
Frequency

Figura 2.5: Seqiiéncia para gerar uma distribuicdo lognormal por meio do método da transformagdo
inversa

Tal transformacdo é definida como:

Z = (21 Z2] ~N([0 0],[1 p;p 1]);
U = [p(21) (22)];
X = [G1U1) G2(U2)].

Onde G1 e G2 sdo as inversas da CDF de duas possiveis diferentes distribui¢des. Por exemplo,
pode-se gerar vetores aleatdrios para distribuigdes bivariadas marginais com uma distribuigdo ¢ e

outra Gamma.

A dependéncia entre X1 e X2 é uma construgdo determinada pelo parametro de correlagao (p),
da subjacente normal bivariada. Porém, ndo é verdade que a correlagdo linear de X1 e X2 seja p.

Por exemplo, na origem de um caso lognormal, a forma da correlagdo é:

(pxa?) _
Corr(X1,X2) = S

eo? — 1

Que ¢ estritamente menor que p, a menos que p seja exatamente um. Nos casos mais comuns,
embora semelhante a Gamma/t construida anteriormente, a correlacao linear entre X1 e X2 é dificil
ou impossivel de se expressar em termos de p, mas simula¢ées também podem ser utilizadas para

mostrar o mesmo efeito.
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1000 simulagoes de valores dependentes t e Gamma

X2 ~1(5)

-8 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

X1 ~ Gamma (2,1)

Figura 2.6: Dependéncia entre as varidveis aleatérias Gamma e t

Isso ocorre, pois o coeficiente de correlacdo linear expressa a dependéncia das varidveis
aleatérias e quando transformagdes ndo lineares sdo aplicadas a estas varidveis, a correlagdo

linear ndo é preservada. Instantaneamente, um coeficiente graduado de correlacdo, semelhante ao

7 de Kendall ou ao p's de Spearman, sdo os mais apropriados.

Assim, esses graus de correlagio medem o grau em que os altos (ou baixos) valores de uma
varidvel aleatdria esta associada com altos (ou baixos) valores de outra. Porém, ao contrario
do coeficiente linear de correlagdo, a medida é associada somente em termos de graus. Como
conseqiiéncia, o grau de correlacdo é preservado. Em particular, 0 método de transformagdo
descreve e preserva justamente o grau de correlacdo. Conseqiientemente, pode-se conhecer o grau
de correlagdo de uma distribui¢do normal bivariada Z, determinando o grau de correlagdo da

transformada final da varidvel X.
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Enquanto que para p é preciso parametrizar a distribui¢do normal bivariada, os coeficientes de
Kendall e Spearman sdo mais poderosos na descri¢do de dependéncias entre as varidveis aleatérias,

porque eles sdo invariantes na escolha das distribui¢des marginais.

E facil criar um especifico grau de correlacao entre X1 e X2, indiferentemente da distribuicao

marginal. Isto é feito pela escolha correta do valor do pardmetro p da correlacdo linear entre Z1 e Z2.

Na Figura 2.7, pode-se notar que para uma distribuicdo multivariada normal, o grau de
correlacdo de Spearman é quase idéntico a correlagao linear, correspondente & primeira bissetriz, ja
Kendall apresenta o comportamento dos graus de correlagdo parabdlicos ao coefeciente linear de

correlagdo.

—=~ Kendall's tau
—— Spearman's rhos

<
i
T
|

rank de Coeficiente de Correlagao
o
T
L

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tho

Figura 2.7: Comportamento dos graus dos coeficientes de correlagdo versus a correlagdo linear

O primeiro passo na construcdo descrita acima é definir o conhecimento da cépula. Uma
cépula bivariada é simplesmente uma distribuigdo de probabilidade de duas varidveis aleatérias,

cada uma com sua distribui¢do marginal uniforme. Estas duas varidveis, podem ser completamente
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independentes, mas deterministicamente relacionadas (por exemplo, U2 = U1). A cépula gaussiana
bivariada e parametrizada por p =[1 p; p 1], sendo uma matriz de correlagdo linear. U1 e U2 sdo
aproximagdes lineares, dependentes, quando as correlagdes possuem valores +/-1. Se o valor se

aproxima de zero, entdo nao existe dependéncia de p.

2.10 Coépulas Paramétricas

2.10.1 Cépulas Archimedianas

A representagdo Archimediana permite reduzir o estudo de uma cépula multivariada para uma
simples fun¢do univariada. Para simplificar, considere que uma cépula bivariada tenha p=2.
Assume-se que uma fungdo ¢ é convexa, decrescente, com dominio (0, 1] e com alcance de [0, inf)

1

tal que ¢(1) = 0. Sendo ¢~ o inverso da funcdo de ¢. Tem-se a fungao:

Co(u,v) = o p(u) + o)) para v € (0,1]. (2.40)

Esta fun¢do é chamada de cépula Archimediana. A fungdo ¢ é chamada de gerador de cépula
C,. Na Tabela 1, tem-se diversos geradores de diferentes familias de cépulas. Um tipo de gerador

determina uma cépula Archimediana e esta representa¢do ajuda sua identificagdo de forma.
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Tabela 1 - c6pulas Archimedianas e seus geradores

Familia Gerador ¢(t) Parametro Copula Bivariada

de Dependéncia (6) Cy(u,v)
Independéncia AInt Nao aplicdvel uv
Clayton (1978),
Cook-Johnson (1981), t0—1 0>1 (w0 400 —1)~1/0
Oakes (1982)

1

Gumbel (1960), (-In £)° 0>1 exp { [(f nu)’ + (—In U)ﬂ /9}
Hougaard (1986)
Frank (1979) In <=1 “inf < 0 < inf 1y <1 + W)

Para a constru¢do de uma cépula, um método sugerido por MARSHALL e OLKIN (1988), pode

ser descrito da seguinte forma: suponha-se que X; é uma fungdo aleatéria condicional, proveniente

de uma variavel positiva ; a fun¢do de distribuigdo é especificada por H;(x|vy;) = H;(x)" onde H(-)

é a mesma base da fungado de distribuigdo, para i = 1,...,p. MARSHALL e OLKIN consideram a

distribui¢do da fungdo multivariada na forma:

F(.%'l, Ty ..

,Tp) = E[K(Hy(z1)™, ..., Hp(wp)™)],

onde, K é uma fungdo de distribui¢do com marginais uniformes. MARSHALL e OLKIN ainda

mostraram que para um caso especial, todas as varidveis sdo iguais umas as outras, tendo y; = 2 =

.. = Yp = 1y, assim:
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F(xi,29,...xp) = Ey(Hi(x1)7,...,Hy(xp)7), (2.41)

F(zy,22,...,2p) = T(T_I(Fl(l‘l)) + ..+ T_I(Fl(l'l))), (2.42)

onde F; é integrante da distribuicdo marginal de F' e v(-) é a transformacado Laplace de ~, definida
por 7(s) = E,e™*7.
A transformagdo de Laplace tem uma inversa bem definida. Pela equagdo anterior, nota-se

que a fungdo inversa 77!

serve de gerador de cépula Archimediana. Na Tabela 2 é mostrada a
transformagdo inversa de Laplace para os geradores listados na Tabela 1. Assim, pode-se ver como

devem ser usadas distribui¢des conhecidas para gerar distribui¢des comuns. Esta transformacdo

inversa de Laplace representa, portanto, um importante tipo de gerador de c6pulas Archimedianas.

Tabela 2 - Geradores Archimedianos e suas inversoes

Familia Gerador ¢(t) Gerador Inverso Distribuicdo Transformada
de Laplace (7(s) = ¢~ 1(s)) de Laplace

Independéncia -Int exp(—s) Degenerativa

Clayton (1978),

Cook-Johnson (1981), t0—1 (1+s)~1/? Gama

Oakes (1982)

Gumbel (1960), (-In t)? exp(—s~1/%) Positiva Estavel

Hougaard (1986)

Frank (1979) In “;9;:11 O~ n[l + e(e? — 1)) Série Logaritmicas
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Sintetizando, assumindo que X1, X», ..., X}, sdo condicionais, tem-se -, independentemente da
fungdo de distribui¢do H;(z)”. Entdo, a distribui¢do multivariada oriunda da cépula é obtida por
um gerador de uma transformacgao inversa de Laplace da varidvel 7. Por causa da forma desta

distribuigdo, foi chamada de distribui¢do de mistura de poderes, onde tem-se:
T[=inHi(2)] = Eyerp(—(=inHi(x))y) = Fi(z)

Logo:

H(z) = exp(—1 1 (Fi(x))).
Isto providencia um caminho para especificacdo das fung¢des vindas das distribui¢des marginais.

2.10.2 Medidas Associativas

A distribui¢do ndo paramétrica ranqueada (também conhecida como uma distribuicdo livre) foi
proposta por SPEARMAN em 1904, como a medida direta entre duas varidveis. Sendo R; um valor
de x; entre outros de z;’s, S; um valor de y; entre outros de y;’s. O coeficiente de correlagdo, para

cada ranqueamento de dados é definido pelo coeficiente de correlagdo linear ordenado, sendo:
o 2i(Bi-R)(Si—S)

2 o2

\/Zz (Ri — R)"\/ 2 (5i = 9)

SCHWEIZER e WOLFF (1981) estabeleceram que as cépulas consideram toda a dependéncia

(2.43)

entre duas varidveis aleatérias e que a medida de correlacdo ndo paramétrica padrdo pode ser
expressa em termos de uma fung¢do de cépula. O coeficiente de correlagdo de Spearman ¢é definido
por:

p(X,Y) = 12E{(F (21) = 1/2) (F2 (1) — 1/2)}

p=12 / / {C(u,v) — uv}dudv (2.44)
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O coeficiente de correlagdo de Kendall 7 para varidveis aleatdrias continuas pode ser definido
similarmente. Sendo (X7,Y]) e (X3, Y>2) independentes e com vetores com distribui¢des aleatérias

idénticas, entdo para cada distribuigdo conjunta H, tem-se:

T=TXY = Pr[(X1 — XQ)(Yl — YQ) > O] — PI‘[(Xl — XQ)(Yl — }/2) < O]

=4 / / (C(u,v)dC (u,v) — 1.) (2.45)

Para estas expressdes, deve-se assumir que X; e X3 possuem uma fungdo de distribuigdo
continua conjunta. O coeficiente de correlagdio de Pearson, Cov(Xi,X2)/ (Vaer,Vang)l/ 2
depende ndo somente da cépula, mas também da distribui¢do marginal. Vale lembrar que esta

medida é afetada pelas mudangas (ndo-lineares) de escala.

Na Tabela 3 ilustra-se o cdlculo destas medidas de correlagdo. A correlagdo da cépula de Frank,

também chamada de fun¢ao de “Debye”, sendo definida por:

ko[* tF
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Tabela 3 - c6pulas Archimedianas e suas Medidas de Dependéncia

Familia Copula Bivariada Kendall’s Spearman’s
Cy(u,v) T )

Independéncia uv 0 0

Clayton (1978),

Cook-Johnson (1981), (u? +v 0 —1)"1/¢ s Férmula

Oakes (1982) Complicada

1

Gumbel (1960), exp {— [(— Inu)’ 4+ (—In v)ﬂ /0} 10! Férmula

Hougaard (1986) ndo resolvida

Frank (1979) Z1n (1 + W) 1—5(Di(=0)—1) | 1 — 2 (Dy(-0)

—D1(-9))

Para iniciar a construgdo de uma cépula Archimediana, o objetivo do algoritmo é gerar
X1, X, ..., X, de uma fungdo de distribuigdo conhecida F'(z1, 2, ..., xp) = C(F1(z1), Fa(x2), ..., Fp(zp)),

onde a funcdo da Cépula é:

Cluy, ug, ..y up) = @ Hp(ur) + ... + p(up)).

Para esta construcdo, GENEST e RIVEST (1986) e GENEST (1987), introduziram a idéia da
simulacdo completa da distribui¢do de (X, Xy, ..., X;) por meio de uma simulagdo condicional
recursiva de Xj, vinda de Xy,..., X1, para k=2,...,p. Com esta idéia, subseqiientemente LEE (1993)
desenvolveu que para simplificar, assume-se que a fungdo de densidade probabilidade conjunta de
X1, X, ..., X, existe. Usando a cépula para a construgdo da fungdo de densidade probabilidade

conjunta de X1, Xo, ..., X}, tem-se:

45



2.10 Cépulas Paramétricas Copulas Estatisticas

k
el ) = g R )]+ o+ o)) .40
= ¢ W {elFi@)] + -+ elFr(ze)]} (247)
k
=TI E @) ). (248)

Onde, a notagdo subscrita (j) significa que o j é a derivada parcial. Condicionando a densidade

de Xjy,...,X_, tem-se:

fk(l'l, ,l'k)

fe(zplzy, o zp_1) = feo1(@1, ey Tp_1) 24
= oW[Fu(zp)]FN () (2.50)
_ e D Lo Fy (1)) + - - - + @[Fi(a)]} (2.51)

e M =D Lo[Fy (1)) + - - + p[Fr1(zr—1)]} '

Logo, a funcdo de distribui¢do condicional de X}, oriunda de Xy,..., X, é

Fk(xk\xl,...,xk_l) = / ' fk(:ck|x1,...,xk_1)dx (2.52)
_ e D Lo (1)) + - - - + [ Fr(an)]} (2.53)

e =D Lo Fy (z1)] 4+ - - + @[Fr—1(zr—1)]} .
_ ¢ Y {Chp + gl Fr(an)]} (2.54)

go_l(k_l)(okfl)
Onde Cir=p[Fi(z1)] + - - - + ¢[Fr—1(zk—1)]. Com esta funcdo de distribuigdo, pode-se resolver a
funcdo de distribuicdo inversa, sendo avaliada atrdves de nimeros aleatérios uniformes, tal como,

F~! = X}. Sumarizando os algoritmos, tem-se:
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Algoritmo para Gerar c6pulas Archimedianas

1. Gerar valores aleatérios Uy, Us, ... ,U, uniformemente independentes com (0, 1).
2. Ajustar X; = F; '(Uy) e Cy = 0.

3. Para k = 2, ..., p calcular recursivamente X}, por meio da solugdo de:

e D LCy o + o[ Fiy(zp)]}
cp—1<k—1)(Ck,1)

Uk = Fk(Xk‘:Cl, ...,$k,1) =

Este algoritmo introduz implicitamente o contexto da cépula de Frank para p=2. Podendo o

mesmo ser visto a seguir.

Algoritmo para Gerar cépulas de Frank

1. Gerar valores aleatdrios U;, U; uniformemente independentes com (0, 1).
2. Ajustar X; = F; H(Uy).

3. Calcular X, com a seguinte solugéo:

-1
—a _ ,—aF»(X2)
Uy =e U1 <e ¢ + 1) )

e*CMFQ (XQ) _ 1

Com isto calcula-se Xy = F| 1(U*g), onde:

Use ™™ — efaUl(l — U*Q)
Uiz = —aU
Us+e 1(1 = Uy2)

Alguns exemplos de Cépula de Frank, sdo apresentados nas préximas Figuras.
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0 02 0.4 06 08 0 02 0.4 06 08 1

T -

Figura 2.8: Cépula Frank’s para p =2
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Figura 2.9: Cépula Frank’s para p = 4

Este algoritmo também pode ser usado para simular distribui¢des da familia de Clayton. Pela

Tabela 2, tem-se ') = (1 4 5)~ /¢, onde:

Esta expressao com p=2, tem-se:

e\ —(1a)-1
ol (1 + Fy(Xy) Ve — 1 UM - 1)
>—(1/a)—1

Uy =
-1/

—at (1 T |

Para o calculo de X, = F|~ 1 (Us2), tem-se:

Usy = (1 + Ul—l/a(Ul—a/(a—l-l) + 1))_0[‘
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Copulas Estatisticas

Alguns exemplos, da cépula de Glayton, podem ser observados nas préximas Figuras.

X

Figura 2.10: Cépula Clayton’s para p = 2
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Figura 2.11: Cépula Clayton’s para p = 4
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Para a cépula Gumbel-Hougaard, determinando o valor de X5, a equagdo necessita de uma

solucdo interativa, e embora seja um método direto, em muitas aplica¢cdes requer um grande niimero

de simulagdes. Um algoritmo alternativo foi introduzido por MARSHALL e OLKIN (1988) para a

construcdo da cépula.
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Algoritmo para Gerar c6pulas Gumbel

1. Gerar um valor aleatério para varidvel v, tendo esta uma transformada laplaciana 7,
2. Gerar valores aleatérios Uy, Uy, ... ,U, uniformemente independentes com (0, 1).

3.Parak =1,...,p calcular X, = Ffl(U*k), onde:

Uy = T(—")/_lank).

Relembrando, a fun¢do marginal de distribuigdo pode ser calculada pela funcao de distribuicdo

Fi(z) = 7(—InHg(x)), logo para cépula de Gumbel, tem-se:
U = exp[—(—y ' InUp) ™).

O resultado destas copulas podem ser observados nas Figuras.

> 0.5 > 05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 2.12: Cépula Gumbel para p = 2
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Copulas Estatisticas
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Figura 2.13: Cépula Gumbel para p =4

2.11 Cépulas Gaussianas

0 02 0.4 06 08 1 0 2 04 06 08 1
X X

A copula gaussiana esta associada a uma distribuicdo normal multidimensional, a partir de agora

sera definida como a seguinte funcao:

(g, oy tn; p) = Op(®(ur), ooy @ Huy))
Teorema 7 (Teorema Cépula Normal) A densidade da cépula gaussiana é
1 1 _
C(U1,...,Un;p) = T Xp (_icT(p ! _I)C)
2
Pl
Onde ¢; = ®'(u;) e 1 é a matriz de dimensdo idéntica (n x n).

(2.55)

Prova Utilizando-se a relacdo de jungado das densidades multivariadas, tem-se a densidade da

copula:
n

F@1, oy n) = c(Fi(z1), oo, Flan)) [ filx:)

i=1

Aplicando-se esta relacdo normal multivariada, tem-se:

1 e (_%g;Tp_lm) = c((®(u1), oo, B(un)) (H Lo

(2m)% [p|2
Obtendo-se a seguinte dedugéo:

il P 27
R Y 1S

(2.56)

(2.58)
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Assim, para o caso bivariado, a expressdo pode ser escrita:

c(ug,ug; p) = (2.59)

1 GG —paGe G+
p?eXp(‘ 20—p2) 2 )

Deduzindo:

G+E-plG G+E

Ul u 1
C(u1,u9; :/ / ————ex <— + >d:c dx 2.60
(1,423 0) o Jo 1-p2 P 2(1-p?) 2 e (260)

Sendo (; = (I)(xll) ey = @&11). Se for utilizada a decomposigdo candnica para distribuicdo

bivariada, a expressao C' é:

2 4 2
7 + x5 — 2pT1T2

o t(u1) @ (u2) 1

A equacdo seguinte, como forma simplificada, foi proposta por JOUANIN e sua dedugdo pode

ser vista em RONCALLI (2002):

C(u1,ug; p) = /Ou1 ) (— (I)1<u2)(1__2ij))1(u)) du (2.62)

A copula escolhida para ser utilizada nesta tese foi a gaussiana, porque o objetivo ndo era
amarrar o modelo a uma especifica distribuicdo. Assim, as varidveis podem ser transformadas por
meijo de polindmios de hermite ou ranqueadas para que assumam a forma gaussiana. O algoritmo

de copulas gaussinas e descrito a seguir:

Algoritmo para Gerar cépulas gaussianas

1. Gerar um valor aleatério para varidvel gaussiana;

2. Gerar valores aleatérios N1, Ny, ... ,IN, normalmente independentes com (0, 1);

3. Impor correlagdo exp(—0.5 x o’ * pinv * o /1/1 — p?).
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Capitulo 3

Parametrizacao de Reservas

Neste capitulo é apresentado o problema que deu origem i geoestatistica: o cdlculo de reservas. E discutida
toda a fundamentagdo tedrica desenvolvida para o cilculo de recursos recuperdveis, apresentando os pontos
fortes e também os pontos fracos. Os conceitos de curvas de tonelagem e teores sdo introduzidos, pois sido a

base da parametrizagdo de reservas minerais.

3.1 Geoestatistica Mineira

A geoestatistica surgiu como uma ferramenta de estudo do comportamento das varidveis aleatdrias
no espago. Em trabalhos de H.S. SICHEL (1949 e 1952), D.G KRIGE (1951) e H.J. de WIJS (1952),
sobre uma mina de ouro, bastante estudada, na Africa do Sul, as técnicas classicas de regressao eram
insuficientes para se estudar este jazimento. Assim, a geoestatistica foi originalmente desenvolvida
com o objetivo de melhorar a acurdcia das estimativas locais de teores de blocos de minério,

melhorando as regressdes rudimentares que até entdo eram utilizadas.

Nota-se, que, os desenvolvimentos tedricos feitos pelos sul-africanos, sdo originados de
observagdes praticas dessa mina de ouro. Basicamente, os trabalhos consistiam em fazer regressoes
nos valores de teores de blocos de minério. Eram pautados por aplica¢des de estatistica, pois
ainda ndo utilizavam o variograma. G. MATHERON em 1962, j4 trabalhava com os mesmos tipos

de problemas em jazimentos de uranio e também com permeabilidade de depdsitos petroliferos.
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tendo tido acesso a dissertacdao de mestrado de D. KRIGE, MATHERON com sua base tedrica
probabilistica, estabeleceu a teoria da krigagem. Isto foi feito utilizando o conceito de fungdes
aleatdrias, desenvolvida nos anos 30 pela escola francesa e soviética (P. LEVY, A. KOLMOGOROV,
A. KHINTCHINE), também utilizou os minimos quadrados, desenvolvidos nos anos 40 (H.
CRTAMER, N. WIENER, S. BOCHENER). Esse resultado foi apresentado na publicacdo intitulada
de Teoria das Varidveis Regionalizadas, onde estd o desenvolvimento, com todo formalismo
matemadtico, de um novo método de estimativa. Uma completa discussdo do tema pode ser

encontrada em CHAUVET (1999), JOURNEL & HUIJBREGTS (1978), CHILES & DELFINER (1999).

A novidade em relagdo a regressao dos minimos quadrados ponderados é a modelagem analitica
de um modelo de variograma. Com o variograma, foram introduzidos os conceitos de estruturas

embricadas, efeito pepita e anisotropia, efeito de suporte e de informagao, dentre outros.

A simulacdo estocdstica geoestatistica foi introduzida no inicio dos anos 1970 para corrigir
(substituir) o efeito de suavizacdo da krigagem e assim gerar mapas que representassem o
comportamento da varidncia espacialmente, previstos por meio de um modelo de variograma
(MATHERON, 1973; JOURNEL, 1974). O primeiro algoritmo de simulagao estocastica desenvolvido
foi o de Bandas Rotativas (Turning Band), originado de uma idéia sugerida em 1960 por
MATHERON. Os algoritmos de simulagdo seqiiencial sdo atualmente a esséncia da geoestatistica
teérica e pratica (JOURNEL, 1983; ISAAKS, 19990; SRIVASTAVA, 1992; GOOVAERTS, 1997;
CHILES & DELFINER, 1999). A simulacdo estocastica é derivada da distribuicdo condicional

de probabilidade, sendo que os valores sdo simulados, via amostragem de Monte Carlo.

As simulagdes sdo geradas por meio de fungdes aleatdrias, condicionadas as leis espaciais
multigaussianas. Isto significa que todas as combinagdes lineares seguem uma distribuigdo

gaussiana. Muitos destes algoritmos surgiram por meio de simulag¢des ndo-condicionais e o
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problema do condicionamento dos dados foi resolvido pela krigagem e pela variancia de krigagem.
Previamente, a varidvel regionalizada deve ser transformada em uma varidvel gaussiana. Tal
transformagdo é conhecida como anamorfose gaussiana (MATHERON, 1974, JOURNEL and
HUIJBREGTS, 1978, REMACRE, 1984 e RIVOIRARD, 1994) ou simplesmente transformagdo

gaussiana.

As distribui¢des multigaussianas sdo extremamentes comodas ao ser utilizadas, pois de-
pendem apenas dos momentos de 1¢ e 2¢ ordem ( Esperanga Condional e Covaridncia) para ser

representadas, o que facilita a inferéncia estatistica. Porém, isto acarreta varias restri¢des:

e Dificuldade de se conseguir a anamorfose gaussiana, quando o histograma da variavel
regionalizada é fortemente dissimétrico ou apresenta uma proporc¢do importante de valores

extremos (MATHERON, 1980, RIVOIRARD, 1994, EMERY, 2002);

e Simetria das distribui¢des de probabilidades em relagdo ao valor mediano: caracteristicas
estruturais de valores elevados (anisotropia, continuidade, ...) ocorrendo também com valores

baixos;

e Propriedade de desestruturacdo de valores extremos (MATHERON, 1989, GOOVAERTS,
1997): A ocorréncia de valores extremos causa incerteza, prevenindo que valores altos ou

baixos sejam conectados espacialmente.

Estas caracteristicas motivam a pesquisa de algoritmos de simulagdo estocéstica ndo-gaussiana.
Porém, existem alguns problemas quando se deseja simular distribui¢des que ndo sdo gaussianas,
dentre eles, pode-se citar: a especificagdo para uma coerente lei espacial que pode ser modelada
matematicamente; inferéncia dos pardmetros do modelo por meio de dados experimentais;

construgdes de realizagdes para este modelo e condicionamento da simulagdo aos dados.

Todos estes esfor¢cos, de métodos de estimativas de simulacdo estocastica, buscam o mesmo
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objetivo, que é saber se as expectativas sobre um determinado empreendimento serdo atendidas, ou

seja, se existe uma reserva.

3.2 Reservas Minerais

Segundo JOURNEL e HUIJBREGTS (1978), “o0s recursos in situ sdo determinados pelo ambiente geoldgico
do depdsito. As reservas dependem, nido somente, dos recursos in situ e de suas caracteristicas peculiares, mas
também do contexto técnico e econdomico da regido onde o projeto mineral estd inserido”’. Para a mineragdo,
o célculo da reserva constitui-se um importantissimo pardmetro, no que concerne a tomada de

decisdo de se lavrar ou ndo o minério, sendo fator decisivo no sucesso do empreendimento.

Define-se reserva, como a porg¢do da reserva mineral a qual os teores de metal (Z(x;)) dos blocos
x; foram estimados (Z*(z;)) com valores acima de um determinado teor de corte z. No célculo
da reserva, a escolha de cada bloco é realizada dentro de um limite de cava preestabelecido. A
defini¢do do teor de corte é feita dentro do contexto técnico e econdmico, no qual o projeto de
mineracado estd inserido. Tal teor de corte refere-se ao teor minimo de metal necessario capaz de
pagar os custos envolvidos na lavra, no tratamento e transporte de um volume unitdrio da reserva

mineral, para extragdo de um metal ou o intervalo de teor de minério que pode ser comercializado.

As Fungoes de Recuperagdo (gréficos do tipo Tonelagem x Teor) sdo de suma importancia para
a mineracao, pois as informacgdes de ordem financeira (lucro pela venda da tonelagem de material
lavrado) por elas fornecida, envolve desde a fase de tomada de decisdo pela implantagdo, até o
controle de teor no dia-a-dia de uma mina. Elas fornecem dados importantes para o planejamento
de estratégias gerenciais e operacionais, que permitem maximizar o beneficio do empreendimento
mineiro. Os erros ocasionados por esta tomada de decisdo podem ser vistos na Figura 3.1. Ela

apresenta o grafico da dispersdo Z(v;) x Z*(v;) obtido pela validagdo cruzada dos teores verdadeiros
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Z(v;) e os teores estimados Z*(v;) . Dado um teor de corte z o gréfico pode ser dividido em quatro

dreas, apresentando as seguintes informagoes:

L Minério 4
| L " 1
I +
| +
[ Minério + + 4
I‘ b= Classificado| + 4T ++ *
| T | Eetert v s : 1
| 5 4 A +
| 3 + - +
| 20 oy ]
[ | S + 4 + o+ +
| | Cor + % jg + n ]
] een 9 N
[ | B o "o 1
I N <l
_ [ ™ @ @ 2 Esteril Classificado como Minério 4
| @
&
- @
- Esteril | cur-off L L

Teor Estimado

Figura 3.1: Dispersdo entre teor estimado e teor verdadeiro, mostrando os erros cometidos na
estimativa quando se aplica um teor de corte.

e Blocos de minério classificados como estéril: todos os blocos serdo destinados ao depdsito de

estéril, pois Z*(v;) < z. Mas, de fato tem-se Z(v;) > z.

e Blocos de minério corretamente classificados: os dois critérios de selecdo sdo satisfeitos, ou

seja, Z(v;) > ze Z*(v;) > z. Entdo, todos os blocos desta area serdo selecionados para compor

a reserva recuperavel.

e Blocos de estéril corretamente classificados: os dois critérios de sele¢do nao foram satisfeitos,
pois tem-se que Z(v;) < z e Z*(v;) < z. Portanto, todos os blocos nao serdo selecionados, pois

sdo considerados estéril, e realmente o sdo, dado um teor de corte.

e Blocos de estéril classificados como minério: todos os blocos serdo selecionados, pois Z*(v;) >
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z. Porém Z(v;) < z, o que significa que os blocos estimados como minério sdo blocos de fato

estéril.

Basicamente, o calculo da reserva recuperavel constitui o problema de estabelecer rela¢des entre
tonelagem e teor, aos quais podem ser representadas sob diversos tipos de curvas (fungdes), sendo
possivel responder, rapidamente, importantes questdes relevantes a implantagdo de projetos de

mineracdo e também para o planejamento de lavra, tais como:

e Qual a tonelagem de minério da reserva mineral cujos blocos possuem teores com valores
maiores que o feor de corte? Para o dimensionamento de todos os equipamentos de
mineracdo, tanto os da lavra como os da usina de tratamento, é necessario a determinagao da
quantidade de minério que serd movimentada na mina e processada na usina de tratamento.

Determinando-se assim, o tempo de vida ttil da mina até a sua exaustdo econémica.

e Qual a quantidade de metal contida na porcao da reserva, cujos blocos possuem teores com
valores maiores que o teor de corte? Ao se selecionar os blocos que serdo incluidos em um
planejamento de lavra a curto prazo, é importante saber se a quantidade de metal contida

nesses blocos seréa suficiente para suprir a demanda prevista do bem mineral.

e Qual o teor médio dos blocos com teores maiores que teor de corte? Sdo preocupantes as perdas
econdmicas provocadas pela flutuacdo do teor metélico do minério com o qual a usina de
tratamento é alimentada. Por um lado, pela producdo de material de baixa qualidade, por
outro, pela perda de metal ndo recuperado. Entdo, é notéria a importancia econdmica da
incerteza do teor médio a adequagdo da flutuagdo do teor de alimentagdo (especificagdo da
usina). E, ainda, o teor médio estd associado a quanto da jazida poderd ser lavrada, ja que
minério de alto teor pode ser blendado com minério marginal, aumentando a quantidade de

metal extraido.

e E a questdo mais importante: Qual o beneficio (lucro financeiro) da lavra e tratamento do

minério dos blocos que possuem teores de metal com valores maiores que teor de corte?
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Qualquer empreendimento mineiro é concebido sobre alguns critérios de execugdo, dentre eles
destacam-se os seguintes: atender o suprimento do mercado com o bem mineral (metal) e/ou
maximizar o beneficio econémico do empreendimento. Para satisfazer o primeiro critério, se
faz necessaria a parametrizacdo de reservas de maneira a se ter conhecimento da quantidade
de metal que poderd ser lavrado e disponibilizado ao mercado. O segundo critério, e talvez
o mais importante, é a maximizacdo do beneficio econdmico. No planejamento da lavra, a
longo prazo, deve-se considerar quais blocos serdo lavrados em cada periodo de operacdo
da mina, de modo a satisfazer os objetivos de producdo. As fungdes de recuperagdo sdo de
grande utilidade para o planejamento de estratégias gerenciais e operacionais que ddo maior

garantia da maximizagdo do beneficio econdmico.

3.3 Reservas Estimadas

As Fungoes de Recuperagdo podem ser obtidas usando func¢des de densidade de probabilidade
(FDP) ajustadas aos histogramas experimentais aos dados (método continuo), ou ainda, traba-

lhando diretamente sobre os dados estimados (método discreto).

Os conceitos de efeito suporte e informagdo refere-se ao volume sobre o qual é definido
um parametro do recurso mineral, como por exemplo, o teor. O suporte pode apresentar
qualquer geometria e a informacao representa os dados existentes até 0 momento. De acordo com

MATHERON (1984), os dois principios da geoestatistica usados na mudanca de suporte sdo:
e A média permanece constante;
e As curvas de parametrizagdo se degradam quando o suporte aumenta (ver Figura 3.2).

Uma reserva mineral dividida em painéis V' (blocos grandes) e subdividida em blocos menores
v (Unidade Seletiva de Mina), definem-se os teores de blocos Z(v) e sobre os dois suportes V' e v.
Tem-se E [Z(v;)] = E[Z(V;)] e var [Z(v;)] > var [Z(V;)]. Logo, existem duas populagdes de teores

distintas entre si, que produzem histogramas diferentes. Esta diferenca nos histogramas entre os
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dois suportes, é chamada de efeito suporte, isto pode ser visto na Figura 3.2, utilizando o exemplo de

Walker Lake!.
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Figura 3.2: Curva Quantidade de Metal de Walker Lake em diversos suportes.

Sendo z o teor de corte, para o estabelecimento das fungdes de recuperagdo, a selecdo de
blocos se dé pelo teor estimado do bloco Z*(v;) > z e ndo sobre seu teor verdadeiro Z(v;) > z,
por ser desconhecido. Como todo processo de estimativa é passivel de erro, é comum encontrar
Z*(vi) # Z(v;). Esta diferenga provoca uma degradagdo das fungdes de recuperacdo. Este efeito,

devido ao desconhecimento do teor verdadeiro Z(v;), é chamado de efeito informagdo.

Sempre que ocorre Z*(v;) # Z(v;), leva-se ao viés Z*(v;) # Z(v;), que é a diferenca média
entre os valores verdadeiros e os estimados sobre todos os blocos. Nao basta que E[Z, — Z;] = 0,
pois podem ocorrer casos em que esta esperanca € nula, mas a correlagdo entre Z(v;) e Z*(v;) é
inexistente ou muito fraca. Existem varios fatores que levam a ocorréncia deste viés, tais como

amostragem nao representativa do depdsito, erros cometidos nas andlises quimicas, mineraldgicas

e granulométricas das amostras, além de erros cometidos no processo de estimativa.

Sejam as varidveis aleatérias Z e Y. De acordo com REMACRE (1997), conceitua-se esperanga

condicional de Z dado que Y = y (simbolizada por E [Z|Y > y]) da seguinte forma, para o caso

Banco de dados disponivel para pesquisa. Ver apéndice A
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continuo:
BZ)Y >4l = [ 2 f(:ly)ds @.1)

Aplicando-se o conceito de esperanga condicional na andlise do efeito de informagao, segundo
RIVOIRARD (1987), constata-se a ocorréncia do viés condicional E[Z(v;) — Z*(v;)| Z*(v;)] quando

se toma um valor Z*(v;) = z.

Na verdade, tem-se uma diferenca no teor médio E[Z*(v;)|Z*(v;) = z]. Neste caso, os blocos
com teor médio acima do teor de corte apresentam como a E[Z(v;)|Z*(v;) > z], que é diferente do
teor médio estimado. Assim, o viés condicional E[Z(v;) — Z*(v;)|Z*(vi)] é responsavel por um viés
no teor selecionado, dado por E[Z(v;) — Z*(v;)|Z*(v;) > z] que é a média do viés condicionado

para os blocos selecionados.

Em geral, Z(v;) ndo é conhecido. Dessa forma, a selecdo de blocos é feita por meio dos seus
valores estimados Z*(v;), o que poderd conduzir a escolha de blocos de teores reais baixos que
foram estimados com o de teores altos e ao abandono de blocos de teores reais altos que foram

estimados com o de teores baixos.

Como citado anteriormente, ocorre que Z*(v;) # Z(v;), o que implica no viés E[Z(v;) — Z*(v;)],
que ¢é a diferenca média entre os valores verdadeiros e os estimados sobre todos os blocos, sem que

tenha havido, ainda, qualquer selecéo.
Nao basta que E[Z(v;) — Z*(v;)] = 0. Existem casos em que esta esperanga é nula, mas ndo
existe correlacdo entre Z(v;) e Z*(v;), caso no qual a fungdo Z(v;) x Z*(v;) é simétrica em relagdo a

primeira bissetriz, mas os pontos sdo dispersos.

Supondo que a regressdo F[Z(v;)|Z*(v;)] seja linear, isto é, que Z(v;) e Z*(v;) tenham fungdes
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de densidade de probabilidade, como é ilustrada pela Figura 3.3, tem-se que:

BlZ(w) = 2% Z*(vi) > 2] = m _ plZ° (o) = m]

g
Na qual:
m = E[Z(v;)]
o2
o*2
p
Logo:

O—*

= E[Z"(vi)], (3.2)
= Var[Z(vi)], (3.3)
= Var[Z*(w)), (3.4)
= [Z(vi), Z"(vi)]. (3.5)

B[Z(vi)|Z*(vi)] —m = p[Z"(v;) — m],

onde p € a inclinagdo da regresséo, e é dada por:

o cov[Z(v), Z*(v;)] _

P=pP= var[Z*(v;)]
p>1
p=1
1¢ Bissetriz
p<l1
Z* (1)15

Figura 3.3: Representagao da regressao entre o estimado e o real para uma variavel com distribuigao

normal

Quando hd um ndo-viés condicional, a regressdo tem inclinacdo igual a 1 (primeira bissetriz).

Entdo, um valor de p diferente de 1, implica em um viés condicional. Sep < 1, o teor recuperado sera
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menor que o estimado. O estimador Z*(v;) sobrestima o teor selecionado. 0*% > 0% = p = pZ < 1.
Se p < 1, o teor recuperado serd maior que o estimado. Ocorre uma subestimativa, e isto pode levar
a decisdo de ndo implementar, ou postergar o projeto, alegando que o mesmo é economicamente

invidvel no momento.

Em geral, Z(v;) ndao é conhecido, assim, se a selecdo dos blocos for feita por meio de seus valores

estimados Z*(v;) que podera conduzir a:
1. escolha de blocos pobres que foram estimados como sendo ricos;
2. abandono de blocos ricos que foram estimados como blocos pobres.

Estes erros correspondem a dispersdo vertical dos pontos do gréfico da figura 3.1, ao redor da
1 bissetriz : Var[Z(v;) — Z*(v;)| Z*(v;)]. A diferenga Z(v;) # Z*(v;), provoca uma degradacao das
fungdes de recuperacdo. Como dito anteriormente, este efeito, devido ao desconhecimento do teor

verdadeiro Z(v;) é chamado de efeito informacgdo. Tem-se que:
Z(vi) = Z%(vi) = {Z(vi) = B[Z(0:)| 2% ()]} + {E[Z7(vi)| 27 (vi)] = Z"(vi) }-

O segundo termo do segundo membro da expressdo acima E[Z*(v;)|Z*(v;)] — Z*(v;) depende
apenas de Z*(v;), por isto ndo é correlacionada com o primeiro termo. Portanto, a varidncia do erro

de estimativa é dado por:
Var[Z(vi) — Z*(vi)] = Var{Z(v;) — E[Z(v;)|Z*(vi)|} + Var{ E[Z* (v;)| Z* (v;)] — Z*(v;)}.

Em que o segundo termo, do segundo membro, corresponde ao viés condicional, enquanto
o primeiro corresponde a dispersdo vertical do diagrama Z(v;) x Z*(v;) ao redor da regressao.
12(0)] 2" ()]
A variancia de estimativa é o compromisso de minimizar a diferenca entre o teor recuperado e
o estimado, com o intuito de minimizar o erro global de estimativa. Em geociéncias é comum
a variavel apresentar uma distribui¢do lognormal. Para este tipo de distribuicdo, tem-se que a

regressdo FE[Z(v;)|Z*(v;)], pode ser representada pela Figura 3.4.
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1¢ Bissetriz

/ p>0epr <1

p<0

Z*(’Ui)

Figura 3.4: Representacdo da regressdo entre o estimado e o real para uma varidvel com distribuigado
lognormal.

A nogdo de varidncia de dispersdo, que estd sendo introduzida é bastante singular na
geoestatistica. Primeiramente, por razdes historicas, pois para a estatistica cldssica, ndo existe a
varidncia de dispersdo. Mas em termos préticos, o seu cédlculo pode ser deduzido como:

1
"

o*(v|V) = B[S*(v|V)] = E [ y (Zi - 2)?
=1

Uma solucdo para estas correcdes é a aplicacdo de técnicas nao-lineares. Para qualquer método
de estimativa linear (krigagem, Inverso do Quadrado da Distancia, etc) usa-se a combinagdo dos
dados: z* = 3 A\yze. Na estimativa ndo-linear, por exemplo, pode-se escolher a soma de n fungdes

«

de cada dado avaliado: z* = ) fo(za). Ou melhor, considerar uma tnica fun¢do de n dados:

2" = f(zlv ceey ZTL)

Mas existe uma grande dificuldade devido ao alto grau de complexidade no ajuste desta
funcdo e ainda a existéncia de varios pré-requisitos para praticar estes métodos de estimativa. A
grande vantagem destes métodos é que, diferentemente dos métodos lineares, estes reproduzem
a variabilidade espacial dos teores verdadeiros. Consequentemente, é possivel derivar suas

proporgdes aplicando teores de corte.
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Os métodos ndo-lineares, apresentam a corre¢do dos blocos e amostras, e a isto foi chamado de
relacdo de Cartier. Considere-se que um ponto aleatério x em um bloco v. A esperanga condicional

de Z(z)condicionada ao valor do bloco v é igual a0 momento de Z de seu Bloco:
E[Z(x)|Z2(v)] = Z(v),
Por uma Anarmofose Gaussiana,
Z(x) = iﬁ
k=0

Onde Hy(Y(z)) sdo polindmios de Hermite, de uma anamorfose ¢,(Y (v)) dos blocos

correspondentes, a relagdo pode ser re-escrita:

E(p(Y (2))|Z(v)) = E(p(Y (2))[¢0 (Y (v))) = ¢u(Y(v))

A anamorfose gaussiana dos blocos pode ser expressa pelos coeficientes ¢y, (ajustados aos dados)

da anamorfose pontual é introduzido um coeficiente positivo r de correlagdo ponto-bloco:

pulY (v) = E(p(Y( Z% Y (©)leo (Y (0))) = Y ZErFH(Y (0),
k=0 k=0
A corregdo ponto bloco é determinada a partir da varidncia de dispersao dos blocos,
var(Z(v)) = var(po(Y (v))) = p_ Tr™,
k=0

3.4 Geoestatistica Nao-Linear

A geoestatistica linear foi desenvolvida para resolver combinagdes lineares de uma varidvel de
estudo Z(x) e também providenciar a varidncia de estimativa. Mas quando é necessério calcular
uma estimativa da variabilidade de Y (z) por meio de uma ou mais fung¢des f[Y (x)], os métodos
ndo-lineares sdo os mais indicados. Um engenheiro de minas estard buscando predizer quais blocos
elementares possuem teores médios acima do teor de corte econdmico e a quantidade de metal que

estes blocos contém. Segundo CHILES e DELFINER (1999, pg.375), quando existe um corte em
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uma varidvel, o problema basico é a determinagdo da distribuigdo acumulativa F'(z) = Pr Z(z) < z.
Portanto, é necessdrio especificar o aspecto espacial que distingue este problema da estimativa
padrdo em relagdo a distribuicao.

A elaboragdo de um modelo é a etapa primordial para resolver um problema prético. Os
métodos ndo-lineares ndo sao melhores que a krigagem linear para estimar os teores de um bloco,
mas sdo essenciais para resolver problemas de reservas. Segundo REMACRE (1984) via de regra, um
modelo responde a um certo ntimero de hipéteses . A validacdo dessas hipéteses é que garantem
a validagdo do modelo e somente com a adaptagdo do modelo a realidade, obtem-se métodos de
estimativas eficazes. Para se ajustar este modelo é necessario o conhecimento de quatro fatores

importantes:

1. Dominio A distribuigdo ndo é necessariamente estimada em apenas uma unidade seletiva de
lavra, mas em um dominio (um painel, uma bancada ou uma seqiiéncia de lavra). Talvez este
dominio de interesse D, possa ser usado utilizando-se todos os dados disponiveis (estimativa
global). Ou talvez, possa ser localmente distribuido baseado somente nos valores dentro de
uma vizinhanga (estimativa local). Uma tipica aplicacdo, é a determinagdo da distribui¢do de
teores de pequenos blocos em um painel de lavra. Se o espago entre as amostras é grande
comparado com as dimensdes do bloco, a previsibilidade dos blocos é pobre. O mais razoédvel

seria predizer o namero de blocos que esta acima de teor de corte.

2. Mudanga de Suporte Embora as medidas usadas na estimativa sejam obtidas por meio de
um suporte amostral pontual (amostras regularizadas), frequentemente o interesse estd em
estimar grandes suportes. Um depoésito mineral ndo pode ser minerado em pequenos
volumes. Portanto, a unidade seletiva deve ter um suporte adequado com o porte e a

seletividade dos equipamentos.

3. Efeito Informagio Na seletividade da mina, as sele¢des dos blocos sdo baseados em estimativas

Z* na qual o resultado econdmico é comparado com a selecdo feita em teores verdadeiros.
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Esta avaliacdo requer o modelamento da fungdo de distribuicdo conjunta Z e Z*, ou seja, os

dados obtidos pela lavra e a estimativa.

4. Efeito Correlagio As varidveis da geociéncias geralmente estdo correlacionadas, sendo
importante definir se um bloco estd acima de um teor de corte ndo apenas por uma variavel,

mas pelo conjunto, de forma que se maximize o valor agregado da unidade seletiva.

3.4.1 Funcao tonelagem

Sendo f(z) a fungao densidade de probabilidade dos teores Z(v) e F(z), sua acumulada crescente
(fdpa), definida por:
F(z) = P(Z(0) < 2) = / F(2)dz.

A funcao tonelagem 7'(z), também chamada de tonelagem de minério ou curva de proporgao,
por defini¢do é a probabilidade do teor Z(v) ser maior que um dado teor de corte z, ou seja, o
complemento de F'(z).

T(z)=P(Z(v) > 2) = /f(z)dz.

Logo, tem-se 0 < T'(z) < 1. Podendo-se também escrever:

P(Z(v) <z)+ P(Z(v) > z) =1,

F(2)+T(z) = 1.

Portanto:

T(z)=1-F(z).

Pode-se ver que T'(z) é a proporc¢do do niamero de blocos que possui teor de metal maior que o
teor de corte. Sendo uma fungao de densidade acumulada nao-crescente, definida no intervalo [0,1].
A Figura 3.5 mostra, para uma fun¢do lognormal, com média igual a 1 e diversos desvios padrdes,

suas respectivas curvas de Tonelagem.
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Figura 3.5: Curva tonelagem x teor de corte de uma funcdo lognormal, para diversos desvios
padroes

3.4.2 Fungao Metal Contido

A funcdo metal contido Q(z), também chamada de quantidade de metal, refere-se a propor¢ao de
metal contido nos blocos selecionados que possuem teores de metal acima do valor de corte z. Ou
seja, Q(z) é a proporgdo de metal da reserva mineral contido nos blocos selecionados pelo critério

Z(v;) > z. Logo, pela definigdo, a func¢do metal contido é definida, em proporcao, pela integral:
Q) = [ = s

E importante observar que para z = 0, tem-se, Q(0) que corresponde ao teor médio (m) do

depdsito mineral inteiro.
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Q(O)Z/z-f(Z)dzzE[Z}zm
0

A E[Z] refere-se a esperanca matemadtica dos teores Z(v). Neste caso, ()(0) é definida pela

expressdo de centro de massa.
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Figura 3.6: Curva metal contido z teor de corte da fun¢do lognormal para diversos desvios padrdes

3.4.3 Funcao Metal x Tonelagem

O metal contido em fungdo da tonelagem [Q(7")] fornece o metal contido ()(z), em uma porgdo da
reserva T'(z), a qual seus blocos possuem teores Z(v;) maiores que o teor de corte z. Tal fungdo é
de vital importancia para o estudo da seletividade. Q(7') representa a concentra¢do de metal (de
riqueza) de um depdsito mineral. Isto é, uma pequena quantidade de blocos do depésito pode
conter uma grande proporg¢ao de metal contido em todo o depésito. A funcdo Q(7') é definida pela

expressao:
+oo
Q(T) = / min (T, () du
0

A funcdo é sempre crescente e concava. A representagdo grafica desta fungdo é de grande
importancia para o estudo da seletividade, pois, a drea delimitada pela fun¢do Q(7') e a primeira

bissetriz, é igual a metade do indice de seletividade S. Sendo o0 mesmo uma medida de dispersao
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da variavel aleatdria Z, semelhante a variancia o.

O indice de seletividade é dado por S = %, onde A, para o caso tedrico:

A= /Z /Z [z =yl f(z)f(y)dzdy.

Para o caso experimental:

9 n n
A:mz Z ‘$i_$j|~

i=1 j=i+1

Onde n e m sdo o nimero de dados e o teor médio, respectivamente.
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Figura 3.7: Curva metal contido versus tonelagem da func¢do lognormal, para diversos desvios
padroes
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3.4.4 Funcgio Teor Médio

A fungdo Teor Médio m(z) corresponde ao teor médio dos blocos selecionados (daqueles com teor

Z(v;) > z), 0s quais vao compor a reserva recuperavel. m(z) é calculado pela relagdo:

Qw
e =70

m(z) € uma funcdo crescente, pois a medida em que o teor de corte (z) aumenta, os blocos mais
pobres serdo abandonados. Assim, apenas os blocos mais ricos serdo selecionados, fazendo com

que o teor médio dos blocos selecionados [m(z)] cresca cada vez que se aumenta z.
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Figura 3.8: Curva Teor Médio x teor de corte da func¢do lognormal para diversos desvios padroes
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3.4.5 Esperanca Condicional

Sendo Z(z) uma varidvel aleatéria e deseja-se estimar a probabilidade desta variavel ser maior que
um corte s. Uma medida tedrica do valor z(, de N pontos amostrais z, : @« = 1, ..., N de uma fungdo

F(z,21,...,zn) é definida por:
F(z,z1,....,2n) = PrZ(xo) < z,Z(x1) < 21,..., Z(zN) < 2N.
Para esta distribuicdo, pode-se deduzir que:
e Asmarginais Fy(2) = PrZ(zg) < 2z, Fi(2) =PrZ(x1) < z,..., Fny(2) =PrZ(zn) < z;
e A distribuigdo condicional Fy(z|z1, ..., 2n) de Z(xg) quando Z(x,) sdo os valores de z,.

O estimador 6timo de I(z) no ponto x, é a esperanga condicional de 1(,) <, isto é precisamente
Fo(z|z1,...,2n). Considere também Y, uma transformagdo gaussiana de Z pela fungdo de

anamorfose ¢ : Z = ¢(Y'). Logo, Z pode ser expressado por:
Z(x) = oY (2) + 0" ()W ()] (3.6)

Onde, Y* e 0™ sdo respectivamente a krigagem simples de Y avaliada nos dados de Y, e o desvio
padrao da krigagem. W (x) é a funcdo gaussiana normalizada, espacialmente independente de Y™*.

A probabilidade de Z ser maior que o teor de corte s é diretamente derivada da equagdo precedente:

Pr[Z(z) >s] = Pr[Y*(z)+ o (x)W(x) > s] (3.7)
o T2 27 =Y @)
- p {W( )> ] (3.8)
s Y (@)
_1-¢ < o ) (3.9)

Onde G é funcdo de distribuicdo acumulada. Na pratica, o modelo gaussiano possui boas
propriedades. Como é raro encontrar na geociéncia uma varidvel com distribui¢do gaussiana, é

possivel transformar uma varidvel com qualquer distribuicdo em uma com distribui¢do gaussiana.
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Se Z é uma funcdo aleatéria com uma distribui¢do marginal continua F(dz) e se G(y) é uma
funcdo de distribuicio acumulada normal (ou gausssiana), a transformagdo Y = G~1(F(Z)) é a
transformagdo de Z em uma funcgdo aleatéria com uma distribuigdo marginal gaussiana padrao.
A transformagdo gaussiana pode ser definida graficamente (figura 3.9) por meio de histograma
empirico. Cada ponto (z, F(z)) do grafico é associado a um ponto (y, G(y)) tal que F(z) = G(z).
Z também pode ser obtido por meio de uma transformacdo Y por Z(z) = ¢(Y (z)), a esta funcdo
¢ = F~'G denomina-se funcdo anamorfose, que pode ser obtida pela expansdo de um polindmio

de Hermite.

1
0.5 //f
Fiz) = G(y)

06

0.5
049

02+

z Z 3 25 2 15 1 05 0 (RN 1.5 2 25 3 Y

Figura 3.9: Exemplo de um gréfico de Transformagao Gaussiana

3.4.6 Varidvel Normal Condicionada

Sendo (Yp, Y1) um par de variaveis aleatérias com distribui¢des normais bivariadas e coeficiente de

correlagdo p:

_Yo—p¥1

U ) 3.10
2 (3.10)
Para uma varidvel normal padrao, tem-se:
E{U)=0
Var(U) =1
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Conseqiientemente, U é uma varidvel normal padrdo. Portanto, cov(U,Y;) = 0. Entdo, U e Y] ndo
sdo correlacionadas. Note que os pares (U, Y1) sdo distribui¢ées normais bivariadas (porque os pares
U e Y] sdo combinagdes lineares de Yj e Y;, que sdo bivariados normais). Logo, pode-se escrever a

seguinte expressao:
Yo = pY1 + /1 — p2U.

Onde U é uma varidvel normal independente de Y;. Portanto, como se conhece que Y7 = yj,

tem-se:
(YolY1 =y1) = py1 + V1 - p?U. (3.11)

Por esta dedugdo de condicionamento da varidvel Y, a média é E(Yy|Y1 = y1) = py1 e com

variancia igual 1 — ¢?.

Se Y1 = y1, pode-se usar o valor E(Yy|Y: = y1) e estimar Yj. Nota-se, que a estimativa de
variancia de Y é originado de Y; = y; e 1 — ¢? que ndo depende de y;. Deduzindo-se a equagéo de

regressdo de Yj, conhecendo Y7, tem-se:
E(YoY1) = pY1.

A equacgdo acima é linear. Assim, usando a expressdo do estimador de I(Yy < y), vinda de
Y1 = y1, tem-se:

E(Iyy<y|Vi =y1) = P(Yo <y[Y1 =11) = G (%) .
—p

3.4.7 Mudanca de Suporte

Quando se quer obter uma distribui¢do de blocos Z(v) por meio de teores conhecidos Z(z), é
necessario que o modelo satisfaca certas condi¢des. Primeiramente, a média dos valores deve
permanecer constante, E[Z(z)] = E[Z(v)]. O segundo ponto, é que o calculo da varidncia da
distribui¢do de Z(v) pode ser feita por meio do variograma ~(h) de Z(v), VarZ(v) = varZ(z) —

(v, v). O termo 7(v, v) representa o comportamento da variabilidade do bloco, ou seja, a dispersao
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de varidncia dos pontos dentro do bloco v.

Tw.0) =5 [ [2te = y)dady.

O resultado entre os pontos e o bloco é chamado de relagdo de Cartier’s e pode ser expressa pela
relagdo:

El2(z)|Z(v)] = Z(v).

Onde z é chamado de ponto aleatério localizado dentro do bloco v. MATHERON provou
que esta relagdo garante ordem de relacionamento entre as curvas de quantidade de metal e de

tonelagem de minério em relagcdo ao beneficio convencional nas curvas de teores de corte.

Assim, um modelo discreto gaussiano pode ser construido, tendo uma varidvel Z(v) que pode

ser representada pela fun¢do ¢, de uma varidvel normal Y,
Z(v) = pu(Yy).
Reescrevendo a equagdo de Cartier’s, para determinar ¢,:

Elp(Y (2))]eo(Yo)] = ¢u(Yo),

ou

Para avaliar algumas hipoteses, assume-se que os pares (Y, Y (x)) sdo uma distribuicdo normal
bivariada com coeficiente de correlacdo r. Desde que Y, e Y (z) sejam varidveis normais, a

distribuicao condicional de Y (z) vém de Y, = y, sendo normal com média ry, e varidncia 1 — r:
Y(z)=rY,+V1—-r2U.

Usando-se a fun¢do anamorfose ¢, dos blocos:

+o0
op(Yy) = / o(rYy, + V1 —1r2u) g(u) d(u). (3.12)

—00
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Onde g(u) é a funcdo de densidade da distribui¢do normal. Na prética, é mais conveniente usar

os polindmios de Hermite. Sendo Y, e Y (z) varidveis normais, a relacdo é similar:

E[H, (Y (2)[Yo] = " Hn (Y5).

Entao:
eo(Yo) = Elp(Y(2))|Yy]
0
= Y B [H,(Y (@)|Y.].
0
Logo:

Z(U) = (pn(}/v) = Z @nTan(Yv)‘ (313)
0
Pode-se obter o coeficiente de anamorfose dos blocos pela multiplicacdo dos correspondentes
pontos ¢, por r". A correlacdo entre os diferentes polindmios pode ser obtida por:

varZ(v) = Varp,(Yy,) = Z(cpn)2r2". (3.14)
1

Desde que varZ(v) = VarZ(z) — 7(v,v), o valor de mudanga de suporte r pode ser calculado,

o que corresponde ao conhecimento da varidncia dos blocos.

No caso da krigagem Disjuntiva, para a mudanca de suporte de estimativas locais para uma

fungdo de Indicatriz I(Z(v) < z), pode ser expressa em termos de polindmio de Hermite H,,(Y,):

1
Iyocy = G) + 3" —=Hp1(y)g(y) Ho(Yo).
v, (y 21:\/5 1(¥)g(y) Ha(Yy)
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Capitulo 4

Coépula e a Geoestatistica

Neste capitulo, serd mostrado como a cépula pode ser utilizada num dos pontos principais da geoestatistica
mineira, principalmente no que diz respeito ao acesso das incertezas. Discorre-se, primeiramente, sobre o
conceito de validagdo cruzada, apresentando a defini¢ido de reserva iluséria, 6tima e ideal: é introduzido
o conjunto de dados de Walker Lake, para exemplificar os resultados obtidos via cdpula, e por fim, sdo

comparadas a krigagem, a simulagdo seqiiencial gaussiana e a copula .

4.1 Valida¢ao Cruzada

Para aumentar o grau de certeza do valor real de uma jazida, é necessério realizar uma amostragem
muito adensada, porém isto é impraticavel devido aos altos custos envolvidos. Uma alternativa
comum é optar pela operacdo de validagdo cruzada, permitindo comparagdes entre os valores

estimados Z*(z;) e os valores verdadeiros Z(z;).

A validagdo cruzada é uma via para comparar as suposi¢des impostas em cada modelo de
estimativa (desde a escolha dos pardmetros do variograma até o tamanho da vizinhanga de
krigagem) ou sobre os dados (valores que ndo se ajustam em sua vizinhanga gerando os valores

andmalos). Para a realizacdo de estimativas é importante verificar a adequagdo do modelo de

variograma (ou de covaridncia) para assegurar resultados mais confidveis.
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica

O procedimento para realizar a validagdo cruzada consiste em remover o valor amostrado
Z(x;) do banco de dados e fazer uma estimativa Z*(z;), na mesma posi¢do z;, usando as outras
n — 1 amostras localizadas na vizinhanga escolhida, e assim procedendo-se com todos os valores
amostrais separadamente. A diferenga entre o valor amostrado Z(z;) e o estimado Z*(x;), isto
é: Z(x;) — Z*(x;), constitui o erro cometido na estimativa, indicando o efeito dos pardmetros
escolhidos (vizinhanca e modelo de variograma). Segundo REMACRE e CORNETTI (1996), a

validagdo cruzada auxilia a analise de uma série de fatores de estimativa, tais como:

e Comparar valor médio estimado com valor médio amostrado (ndo viés);

Comparar histograma amostral com histograma dos dados estimados;

Verificar a independéncia do erro Z(z;) — Z*(x;) e da variancia da krigagem;

Verificar o ndo viés condicional através do estudo da nuvem de dispersao Z(x;) * Z*(x;) .

Utilizando o projeto de Walker Lake, para a varidvel V, foi feito o variograma experimental e o
mesmo foi ajustado conforme ISAAKS e SRIVASTAVA (1998), a vizinhanga utilizada foi a mesma

sugerida pelos autores, conforme apéndice.

Um exemplo de grafico de dispersdo da validagdo cruzada é apresentado na Figura 4.1 . O
estudo da nuvem de dispersdo Z(z;)*Z*(z;) gerada pela valida¢do cruzada é de grande importancia

para a estimativa de reservas, devendo apresentar as seguintes caracteristicas:

e simetria em relacdo a primeira bissetriz;

e concentragdo dos pontos ao redor da primeira bissetriz.
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica

Na Figura 4.1, a linha vermelha representa a primeira bissetriz, em verde é mostrada a curva de
regressdo e os pontos vermelhos indicam a esperanca condicional. A partir desse grafico é possivel
constatar que os valores baixos teores sdo superestimados e os valores altos sdo subestimados. Os

dados desta tabela comprovam os resultados mostrados por ARMSTRONG e GALLI (2002).

1500 - 8

1000

501

S

Valida¢ao Cruzada das Amostras (ppm)

0 500 1000 1500

Dados amostrados (ppm)

Figura 4.1: Validacdo Cruzada da Varidvel V de Walker Lake, mostrando que teores baixos sdo
subestimados e teores altos sdo superestimados

Embora o variograma seja bem ajustado, nota-se que existe um viés na krigagem dos pontos
amostrados. Além disso, é possivel observar que de acordo com o teor de corte adotado, mudangas
significativas ocorrem nas correlagdes, o que pode ser comprovado ao se analisar a Tabela 4.1, na

qual sdo apresentados os coeficientes de correlacdo em fungdo do teor de corte adotado.
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica

Tabela 4.1 - Alteragdo nos coeficientes de correlagdo em fungio do teor de corte adotado

Teor de Corte 100 | 200 | 300 | 400 500 600 700 800 | 900 | 1000

Abaixo do Corte | 0.245 | 0.245 | 0.331 | 0.429 | 0.516 | 0.582 | 0.659 | 0.696 | 0.746 | 0.764

Acima do Corte | 0.776 | 0.740 | 0.735 | 0.689 | 0.686 | 0.651 | 0.590 | 0.539 | 0.577 | 0.492

Normalmente quando se procede a validagdo de qualquer método de estimativa espera-se que,

globalmente, ndo se tenha viés.

Para se assegurar de que o modelo de variograma, adotado na validacdo cruzada, seja adequado
para a estimativa de reservas por krigagem (ou cokrigagem) deve-se verificar se o erro médio

fornecido pela validacdo cruzada é préximo a zero:

B(2(es) ~ 2°()] = = 3 [2(w0) — Z°(z)] 2 0.

=1

Para o problema em estudo, tem-se E [Z(x;) — Z*(z;)] = 0.0137, ou seja, muito préximo do valor
desejado, j&4 que a média dos dados é 436,35 ppm. Porém, ao se analisar o histograma dos dados

(Figura 4.2), observa-se que existe uma certa variabilidade e grandes erros podem ser cometidos.

Verificando-se apenas o valor global do viés, pode-se dizer que ndo existe viés aparente. Se
o erro fosse um valor significativo negativo (ou positivo) representaria sistematicamente uma
sobrestimativa (ou uma subestimativa). Assim, antes do inicio do projeto, é possivel estar ciente
dos efeitos econdmicos envolvidos em reservas minerais sobrestimadas ou subestimadas. Porém
em casos como o apresentado, onde o erro estd proximo a zero, uma analise realizada somente

observando o valor global, o viés condicional estaria encoberto (conforme Figura 4.1).
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica
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Figura 4.2: Erro da Validag¢do Cruzada

Com os dados apresentados anteriormente, foi executada a krigagem ordindria pontual de
Walker Lake, e os dados foram comparados com os dados reais, como é mostrado na Figura 4.3.
Comparando a primeira bissetriz (linha vermelha) com a reta de regressdo (linha verde) pode-se

concluir que o valor estimado realmente foi enviesado.
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Figura 4.3: Gréfico de dispersdo da varidvel V estimada e os teores reais de Walker Lake, mostrando
que teores baixos sdo subestimados e teores altos sdo superestimados
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica

O coeficiente de correlacdo dos dados da validagdo cruzada é de 0.795 e o da estimativa é 0.809,
ou seja, valores bem préximos. Contudo, na Tabela 4.2, onde se apresentam os coeficientes de
correlacdo em fungdo do teor de corte, nota-se que dependendo do teor de corte, a correlagdo se

inverte, podendo ocorrer superestimativa ou subestimativa.

Tabela 4.2 - Comparacdo entre os coeficientes de correlacao em funcao do teor de corte

Teor de Corte 100 | 200 | 300 | 400 | 500 600 700 800 | 900 | 1000

Abaixo do Corte | 0.320 | 0.441 | 0.519 | 0.577 | 0.635 | 0.682 | 0.721 | 0.748 | 0.768 | 0.783

Acima do Corte | 0.765 | 0.744 | 0.724 | 0.701 | 0.685 | 0.676 | 0.663 | 0.659 | 0.642 | 0.636

O efeito da escolha do teor de corte e do coeficiente de correlagcdo respectivo é refletido nas
curvas de parametrizagdo de reservas. Para esta krigagem pontual, os impactos em termos
de previsdo da tonelagem e quantidade de metal sdo afetados diretamente pelo teor de corte.
Observa-se que a tonelagem pode ser superestimada até um determinado valor de teor de corte
e depois passa a ser subestimada. J4 em termos de quantidade de metal a curva apresenta um
valor maior que o valor esperado da krigagem, apesar da curva da validagdo cruzada apresentar a

quantidade de metal maior que os valores das amostras (Figura 4.4).
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica
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Figura 4.4: Curvas de Parametrizacdo da Estimativa e das Amostras

Comparando o erro entre os valores estimados e os valores verdadeiros, ou seja, entre as
amostras e a validacdo cruzada, krigagem e dados reais (Figura 4.5 ), conclui-se, por meio da

validacdo cruzada, que as curvas de reservas estimadas pela krigagem apresentaram um viés.
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4.1 Validagdo Cruzada

Copula e a Geoestatistica

O viés condicional na krigagem é o problema geral apresentado pelos sul-africanos nas minas

de ouro, estudadas de maneira quantitativa por KRIGE (1951), em que ele utilizou um modelo

empirico (linear) para determinar as diferengas entre as médias das amostras e a superestimativa e

subestimativa dos blocos de minério. KRIGE assumiu que esta relagdo era linear e desenvolveu um

sistema de regressao linear que quantificava o viés condicional.
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Figura 4.5: Erro entre as Estimativas e os Dados Reais

A regressdo é feita em fung¢do da varidncia dos blocos reais e dos blocos estimados, isto pode

ser visto no capitulo 5 do livro Teoria das Varidveis Regionalizadas e suas Aplicagdes (MATHERON,

1971), quando a regressdo é proxima de um (1), o viés é pequeno, mas quando os valores sdo
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4.1 Validagao Cruzada Copula e a Geoestatistica

diferentes o viés é grande. O problema estd descrito também em JOURNEL e HUIJBREGTS (1978).
MATHERON mostrou que a krigagem é um estimador linear que minimiza o viés condicional,
isto pode ser visto nas figuras anteriores. O problema estd em minimizar os erros da incorreta
estimativa pela reducdo da superestimativa e subestimativa. Ele provou que a krigagem é o método

que mais se aproxima do ndo-viés condicional.

Todas as tentativas de corrigir este viés, utilizam métodos lineares, buscando o ajuste das curvas
por meio de correlagdes gerais. Como foi visto, estas correlagdes mudam com o teor de corte

utilizado.

Coépula é uma nova maneira de modelar a estrutura de correlagdo entre as varidveis. Por meio de
cépula ndo se dissocia a estrutura de correlagao das distribui¢des marginais. A cépula é um método
nao-linear para correlacionar os dados. Foi criada uma funcdo beneficio para o Walker Lake, mais
elaborada que a fungdo Q — 2. * T, levando em conta custos de mineragdo e processamento, sendo

expressa pela equacéo:

FBy(zc) = n(zc) - [Qu(zc) — To(zc) - 2c) — & (T — T (z2¢) - 2c)

Onde o 7(z.) representa a varidvel de preco por conteido metélico. @Q),(z.) é a quantidade de
metal em um volume v, quando se aplica um teor de corte z. e T;(z.) é a tonelagem para o mesmo
caso. £ é uma constate de custos e T é a tonelagem lavrada.

O resultado da selecdo é apresentado na Figura 4.6. Pode-se observar que a curva do beneficio
calculado para os dados reais (linha vermelha com circulo vermelho) é maior que aos dados
estimados pela krigagem ordindria (linha azul, com asterisco). E ainda, dependendo do teor de
corte da jazida, o beneficio efetivo obtido pela selecdo dos valores estimados por K.O. (linha azul,
circulo azul) seria menor que o valor calculado, ou seja, as expectativas de teores, tonelagem e lucro
do empreendimento nado seriam alcancadas. Neste exemplo, até 400 ppm, o beneficio esperado pela

krigagem ndo é atingido, a curva mostra que a selegdo feita por meio dos teores da krigagem ndo
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4.2 A Seletividade das Distribui¢oes Copula e a Geoestatistica

alcanga seu objetivo em termos de beneficios.
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Figura 4.6: Beneficio de Walker Lake, para a selecdo perfeita, para a estimativa e o efetivo obtido
pela krigagem

4.2 A Seletividade das Distribuicoes

A parametrizagdo de reservas seleciona a porcdo da reserva que poderd ser lavrada
economicamente. MATHERON (1981) apresentou aplicagdes da validagdo cruzada, definindo

conceitos de reservas e realizando comparacoes entre elas.

MATHERON (1981) da um exemplo tipico, em que se tem Z(v;) como o teor de um bloco de
volume v; e Z(x;) o teor de uma amostra, quase pontual, localizada aleatoriamente, segundo uma
lei uniforme, na posicao z; dentro do bloco v;, sendo Fy(,y mais seletiva que Fy,)(efeito suporte).
Fazendo ¢ = E[Z(v;)|Z(z;)] a esperanca condicional de Z(v;) em Z(z;), tem-se que Fy(,) é mais

seletiva que F, (que representa o efeito informagéo).

Para o célculo de reservas minerais, a principio dispde-se apenas dos valores amostrais, quase

pontuais, dos teores Z(z;). Entaio, MATHERON (1981) define reserva iluséria como aquela formada
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4.2 A Seletividade das Distribui¢oes Copula e a Geoestatistica

pelos blocos, os quais foram selecionados de modo a conter amostra com teor de metal Z(z;) > z.
Entdo, as fung¢des de recuperagdo podem ser definidas pela parametrizagdo diretamente dos teores

Z(x;) > z, sendo expressas por:

Tu(2) = Tz (2)-
Qi(2) = Qz(z)(2).

Bi(2) = Bz (2)-

O indice il significa iluséria, e Z(x) a parametrizacdo sobre os teores das amostras. O termo
ilusoria refere-se ao fato de se estimar o teor de metal do bloco Z*(v;) pelo teor de metal da amostra
Z*(x;), ou seja, a reserva ilusdria poderia ser, também, denominada de reserva estimada ou reserva

esperada.

O mesmo autor define reserva efetiva como aquela que é efetivamente recuperada, com base no

critério de selecao Z(x;) > z:

Tep(Z(xi) 2 2) = Tyg@)(2)-
+oo

Quf (Z(z) > 2) = / o (Z(2)) Fyn) (d2(2).
Z(x)>z
+o0o

Bop (Z(zi) > 2) = / 1 (Z(x) — 2)] Fya) (dZ(2)).
Z(x)>z

O indice ef significa efetiva. De posse dos valores amostrados Z(z;), e com o uso de um
estimador, realiza-se a estimativa dos teores dos blocos Z*(v;). Como foi mencionado, Z*(v;) é uma

estimativa, portanto, passivel de erro.

Seriam obtidas as melhores relagdes tonelagem teor possiveis se os teores verdadeiros dos
blocos Z(v;) fossem conhecidos (auséncia de efeito informagdo), o que é inacessivel antes da lavra.

MATHERON (1981) define reserva ideal como aquela que foi parametrizada por meio dos valores
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4.2 A Seletividade das Distribui¢oes Copula e a Geoestatistica

dos teores verdadeiros dos blocos Z(v;), com corte em Z(v;) > z:

Tia(2) = Tz ) (2)-
Qid(2) = Qz(v)(2)-

Bia(2) = Bz (2)-

Em que o indice id significa ideal. Como a reserva ideal é inacessivel, ou seja, se conhece apenas
Z(x;) endo Z(v;) antes da lavra, MATHERON prop6s uma politica de otimiza¢do que consiste em

tomar o corte em ¢, segundo o qual ¢ > z, onde ¢ é a seguinte fun¢do condicional:
p=h(Z(x)) = E[Z(v)|Z(z)] (4.1)

e, com base nisto define-se a reserva 6tima como:

+oo
T ) = [ Fow @2@), (42)

o(Z(x))2=
+o0

Qupt (Z(2) > 2) = / h(2(2)) Fy) (d2(2)). (4.3)

p(Z(z))2z
+oo

Bopt (Z(1) > 2) = / 1 (Z(x)) — 2| Fyo) (dZ(x).) (4.4)

(Z(x))22

Que é o que se pode obter de uma situacdo real, onde o indice opt significa 6tima. Com base

nessas defini¢des, conclui-se que:
Bef(2) < Bopi(2) < Bia(2) < By (2).

A equagdo 4.1 exprime simplesmente que ¢(Z(x)) > z é o melhor critério possivel quando se
conhece o teor da amostra Z(x;) (da estimativa). E a diferenca B, (2) — B.f(2) resulta da escolha do
critério inadequado Z(z) > z. A segunda inequacdo representa o efeito da informagcéao e a terceira

inequacdo o efeito do suporte. Se a parametrizac¢do for feita em 7" ao invés de z, tem-se que:

Qef (T) = Qopt (T) .
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4.3 Reserva Ideal via Cépulas Copula e a Geoestatistica

Com a restri¢do que a fungdo ¢(Z(x)) seja crescente. E se assim for, tem-se:

Tey(2) = Topi(z1).-

Qef(z) = Qopt(zl)'

Com ¢(z) = z, onde se tem que 0s mesmos blocos sdo selecionados, mas para cortes diferentes,
ou seja, consiste em obter uma colecdo de ¢(Z(v;)), transformando cada um dos teores Z(v;) em

©(Z(v;)) utilizando a esperanga condicional acima.

Como Fy . € mais seletiva que Fy,), e esta mais seletiva que F,,, tem-se que:
Qopt (T) < Qua (T) < Qu (T).
4.3 Reserva Ideal via Cépulas

Para a krigagem pontual, utilizando cépulas gaussianas, é possivel construir a fungdo que define
reserva ideal, utilizando informagdes obtidas por meio da valida¢do cruzada com retorno via
distribuicdo empirica ! da krigagem.

A Figura 4.7, exemplifica como é a forma de distribuicdo bivariada entre os dados reais e a
krigagem dos 78.000 pontos (em azul); na mesma figura é apresentada a esperanca condicional
(linha com circulos preenchidos de azul); e em cinza tem-se 0 mesmo para a cépula.

O critério para se escolher o niimero de dados a serem simulados igual ao nimero de dados
krigados é uma forma de reproduzir todos os pardmetros que sdo desejados, sem a necessidade de

transformacgdes (Figura 4.8).

Ver apéndice B
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Copula e a Geoestatistica
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Figura 4.7: Grafico de Dispersao de Walker Lake, Real vs krigagem (azul) e Cépulas 10.000 pontos
simulados (direita) - Cépulas 50.000 pontos simulados (esquerda), com as respectivas esperangas

condicionais e seus histogramas

Simula¢éo da Validacdo Cruzada

1500 [

Krigagem Crdinaria (ppm)

2 Dados Originais

Simulagao

wabebuy ep oedenuwig

500

1000
Teor Verdadeiro (ppm)

4
1500

Figura 4.8: Gréfico de Dispersdo de Walker Lake, Real vs krigagem (azul) e Cépulas 78.000 dados
simulados (cinza), com as respectivas esperangas condicionais e seus histogramas
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Pode-se verificar a inversdo da krigagem nas curvas de tonelagem, sendo que a curva de
tonelagem ¢(7'z¢+(5)|T,(»)) € @ curva de quantidade de minério ¢(Q ze«(y)|Q.(,)) Tepresentam uma
cépula condicionada pelos valores da krigagem; a outra, curva de tonelagem (T e« ()| T.+()); € @
outra curva de quantidade de minério 1(Q ze«(2)|@.+(»)) Tepresentam a cépula condicionada pela
validagdo cruzada. Nota-se que até uma determinada quantidade de tonelagem que serd retirada,
a krigagem subestima o valor possivel. As curvas de parametrizacdo da cépulas, na estimativa
pontual, sdo idénticas as curvas dos valores reais (Figura 4.9). Apesar de a forma da curva da
validagdo cruzada via cpulas ser praticamente a mesma dos dados reais, € interessante considerar

as duas curvas, como espago de incerteza dos valores de tonelagem e qualidade do minério.
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Figura 4.9: Curvas de Tonelagem vs teor de Corte (acima) e Quantidade de Metal e Teor Corte
(abaixo)
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Aplicando alguns valores de teores de corte (Tabela 4.3) pode-se notar depois de um certo valor,
a krigagem passa a subestimar a tonelagem acima de um determinado teor de corte. Mas, sem o
conhecimento dos teores verdadeiros, ndo se sabe o risco de sua estimativa, podendo-se ter lucro
em um projeto, ou seja, uma tonelagem a mais de minério em um projeto que ja tinha um retorno
garantido, ou uma tonelagem menor que a esperada, obtendo-se prejuizo no projeto. A quantidade

de minério na krigagem é sempre subestimada, devido a suaviza¢do imposta pelo estimador.

Tabela 4.3 - Porcentagens da tonelagem acima de alguns teores de corte

Teor de Corte | Teores Verdadeiros | krigagem Ordindria | ¢(Tzex(2)|Toz)) | Y(Tzes (@) Tex(2))
065 (ppm) 75.50 88.45 88.58 72.87
260 (ppm) 44.39 47.98 48.23 47.67
425 (ppm) 25.49 20.66 21.00 25.94
620 (ppm) 10.75 6.98 7.13 10.85
750 (ppm) 5.26 3.05 3.11 5.42
850(ppm) 291 1.71 1.74 2.89

Em termos de quantidade de minério, nota-se que os valores previstos pela krigagem somente
sdo atingidos para o primeiro teor de corte. Os outros valores sdo subestimados. J4 para as copulas,
o valor real estd entre os valores previstos. Isto garante uma regido de incerteza, onde o valor real é

uma das solugdes possiveis (Tabela 4.4).
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Tabela 4.4 - Porcentagens da quantidade de minério obtidas de alguns teores de corte

Teor de Corte | Teores Verdadeiros | krigagem Ordindria | ¢(Q zex(2)|Qz(z)) | V(Qze ()| Q2+ (a))
065 (ppm) 98.34 98.69 99.12 98.51
260 (ppm) 80.72 75.72 76.25 83.97
425 (ppm) 57.73 43.40 4411 57.81
620 (ppm) 30.53 19.03 19.42 30.85
750 (ppm) 17.13 9.65 9.85 17.84
850 (ppm) 10.41 5.89 6.00 10.76

De posse desses valores, foram calculadas as curvas de beneficio. Na Figura 4.10, tem-se a curva
de uma fungdo beneficio para os dados reais e conseqiientemente a sele¢do perfeita. O valor obtido
pela krigagem foi bem abaixo do valor real, e isto ocorre, pois a quantidade de metal estimada é
sempre menor que os valores reais, para este exemplo. As curvas obtidas por meio das cépulas
conseguem acessar a incerteza do valor real, onde se tem uma regido de valores possiveis para o

beneficio esperado.
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Figura 4.10: Beneficio obtido via para os dados reais, krigagem ordindria e c6pulas

A quantificagdo do erro da estimativa também pode ser feita, ou seja, antes do projeto iniciar,
pode-se saber qual a quantidade de minério e a tonelagem que foram classificadas erroneamente
pela krigagem ordindria. A Tabela 4.5 mostra que, dependendo do teor de corte, podem existir
grandes erros de blocos de minério classificados como estéril e blocos de estéril classificados como

minério.

Tabela 4.5 - Beneficio obtido para diferentes teores de corte. (em MM US$)

Teor de Corte | Teores Verdadeiros | k.O. | KO.Efetiva | BFycsjas) | BEr(cx|ars)
065 (ppm) 12.2 12.1 119 12.7 12.2
260 (ppm) 23.1 19.0 18.1 245 19.2
425 (ppm) 17.4 11.2 11.1 18.2 11.5
620 (ppm) 7.31 3.28 3.31 8.56 3.43
750 (ppm) 2.35 -0.03 0.13 3.58 0.05
850 (ppm) -0.02 -0.17 -0.15 -0.11 -0.16
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A tonelagem de minério classificado como estéril prevista pela cépula, neste exemplo, é maior
que a diferenca entre os dados reais em relagdo a krigagem ordindria, mas esta diferenca é no
maximo de 2.15% (ver Figura 4.11). Por exemplo, no projeto de Walker Lake, para um teor de
corte de 200 ppm, através das copulas sabe-se que a krigagem tera classificado 7.5% dos blocos de
minério como estéril e no final da lavra em posse dos teores verdadeiros a diferenca seria menor

que 1% do valor previsto antes de iniciar a lavra pela simulacdo via cépulas.
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Figura 4.11: Percentagem de Tonelagem de blocos classificados erroneamente, comparando o valor
real e o valor krigado (vermelho) e a previsdo por cépulas (preto).

O mesmo acontece para a tonelagem de estéril que foi classificada como minério, com

implicag¢des diretas sobre a qualidade do produto. A Figura 4.12 mostra as diferencas percentuais
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entre a tonelagem real e a tonelagem krigada em relagdo ao teor de corte. Assim, os valores
possiveis, dos blocos classificados erroneamente, podem ser supostos antes de se conhecer os

valores reais.
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Figura 4.12: Diferencas percentuais de tonelagem nas classificacdes de minério e estéril entre os
dados reais versus krigagem e cépulas.

A quantidade de metal recuperada, também é de grande importancia, pois todo o beneficio esta
relacionado com a quantidade de metal produzida. A expectativa de teores estd na quantidade
de minério lavrado. Como pode ser observado na Figura 4.13, a simulacdo via cépulas estd muito

proxima do que realmente vai ser lavrado.
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Figura 4.13: Porcentagem de quantidade de metal com selecao errdnea, comparando o valor real e
o valor krigado (vermelho) e a previsdo por cépulas (preto).

As diferencas percentuais podem ser vistas na Figura 4.14. Mais uma vez, o erro cometido na
estimativa da quantidade de metal é calculado, antes de se conhecer os valores verdadeiros. A
maior diferenca chegou a 4% entre o valor verdadeiro e a previsibilidade via cépulas. A diferenca
entre estéril classificado como minério, ficou bem ajustada, sendo seu valor sempre menor que 2%,
tanto sobrestimando como subestimando. Para um novo projeto, sem o conhecimento do efeito
informacao, considerando-se uma previsibilidade de quanto sera o erro da estimativa em termos
de quantidade de metal via uma simulagdo, e estas diferengas comparadas com dados reais serem

menores que 4%, mostra o potencial deste método.

97



4.3 Reserva Ideal via Cépulas Copula e a Geoestatistica

I I I I I
QOB [t ....................... —— Diferenca entre minério classificado como estéril L
: : | —— Diferenca entre estéril classificado como minério

0.04 |-
0.02

.08 T T T T S i
SO0 b T b I _

Diferencas de quantidade de metal
(]

| | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Teor de Corte

Figura 4.14: Diferencgas percentuais de quantidade de metal nas classificagdes de minério e estéril
entre os dados reais versus krigagem e cépulas.

Utilizando os mesmo teores de corte, definidos na tabela anterior, nota-se que o erro cometido
pode ser previsto por cépulas, sem o conhecimento dos dados reais, cujos valores sdo préximos dos
valores verdadeiros. Por exemplo, se o teor de corte aplicado no projeto de Walker Lake for 260
ppm, a quantidade de minério classificada como estéril serd de 8.60%, e a previsdo por cépulas de
10.42%. Para um teor de corte de 620 ppm, a quantidade de estéril classificada como minério serd
1.59%, e por copulas 2.46%. Na Tabela 4.6 sdo resumidas as demais comparac¢des para diferentes

teores de corte.
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Tabela 4.6 - Diferencas de Tonelagem e Quantidade de Minério no projeto

Tonelagem (%)

Teor de Corte | Minério — Estéril | Minério — Estéril | Estéril — Minério | Estéril — Minério
Real Copulas Real Copulas

065 (ppm) 1.08 1.71 14.04 17.42

260 (ppm) 8.60 10.42 12.19 10.98

425 (ppm) 9.42 10.68 4.60 5.73

620 (ppm) 5.35 6.18 1.59 2.46

750 (ppm) 2.84 3.56 0.63 1.24

850 (ppm) 1.58 2.00 0.38 0.85

Quantidade de Minério (%)

Teor de Corte | Minério — Estéril | Minério — Estéril | Estéril — Minério | Estéril — Minério
Real Copulas Real Copulas

065 (ppm) 0.55 0.99 1.26 0.94

260 (ppm) 11.48 13.76 6.42 5.68

425 (ppm) 18.27 20.71 4.681 6.19

620 (ppm) 13.81 16.373 2.70 4.10

750 (ppm) 8.57 11.16 1.37 2.60

850 (ppm) 5.27 7.19 0.95 2.05
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4.4 Comparacao com a Simulacdo Gaussiana Seqiiencial

Uma outra maneira de acessar as incertezas é por meio da simulagdo estocastica. Para isso foi
utilizada a simulagdo gaussiana seqiiencial (SGS) com o objetivo de verificar a variabilidade do
fendmeno. O banco de dados de Walker Lake, com 470 amostras é de dificil simulagado, pois existe
uma grande variacdo de teores e de classes, sendo algumas mais representativas que outras. Em
muitos trabalhos, utilizando -se esse mesmo banco de dados, sdo feitas amostragens aleatdrias de
195 dados, com isto tem-se uma amostragem melhor distribuida e média dos dados mais préxima
dos 78.000 pontos. Em projetos de mineragdes reais, os dados sdo mais amostrados em regides
ricas, os furos sdo programados por gedlogos e o que se espera deles é que furem em regides
ricas de minério. Por isto, é importante a utilizagdo das 470 amostras de ISSAKS e SRIVASTAVA
(1989), pois representam um cendrio realista encontrado no dia-a-dia de uma mina. Foram geradas
100 simulagdes para o deposito. A partir destes dados foram criados cendrios probabilisticos; o
primeiro, é a média das simulagdes, cujo valor é préximo da krigagem; os outros dois utilizados
foram 95% de probabilidade de estar acima ou abaixo de um determinado teor de corte. O beneficio
obtido pelos cendrios da simulagdo condicional, ndo atingiram os valores reais, obtidos pela sele¢do

perfeita (Figura 4.15).
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Figura 4.15: Beneficio obtido por krigagem ordindria, c6pulas, média SGS, 95% de probabilidade de
estar acima e 95% de probabilidade de estar abaixo.

A Tabela 4.7, mostra que o objetivo da simulacdo de atingir as incertezas nao foi alcancado; o
beneficio dentro do intervalo probabilistico s6 foi atingido para o corte de 65 ppm; porém neste
corte, a krigagem ordindria foi o melhor estimador, enquanto que as cépulas, em todos os valores

de teores de cortes aplicados, envolveu a curva de teor real.

Tabela 4.7 - Beneficio obtido por teores de corte diferentes (em MM US$)

T.C. Real | kO. | BFy(cijzx) | BFr(cxjass) | SGS Médio | 95% Acima | 95% Abaixo
065 (ppm) | 12.20 | 12.10 12.70 12.20 12.50 13.20 11.50
260 (ppm) | 23.10 | 19.00 24.50 19.20 19.40 21.30 17.20
425 (ppm) | 17.40 | 11.20 18.20 11.5 11.80 13.30 10.60
620 (ppm) | 7.31 | 3.28 8.56 343 4.22 4.92 3.56
750 (ppm) | 2.35 | -0.03 3.58 0.05 0.42 0.49 0.36
850 (ppm) | -0.02 | -0.17 -0.11 -0.16 -0.12 -0.11 -0.16
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As curvas de tonelagem e quantidade de metal, em relagdo ao teor de corte obtidos via
simulagdo, mostram que os valores ficaram préximos dos valores da krigagem. Todos os valores
da média das simulagdes, exceto para o primeiro teor de corte, obtiveram melhores resultados que
a krigagem ordindria. O intervalo de probabilidade de 95% néo alcancou os dados de tonelagem e

quantidade de metal que poderiam ser estimados se fosse conhecida a reserva real (Figura 4.16).
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Figura 4.16: Curvas de parametrizagdo obtidas por krigagem ordindria, cépulas, média SGS, 95%
de probabilidade de estar acima e 95% de probabilidade de estar abaixo.

102



4.4 Comparagdo com a Simulacdo Gaussiana Seqtiencial

Copula e a Geoestatistica

A Tabela 4.8, é a representacdo ntimerica dos valores apresentados na Figura 4.16 . Pode-se

observar que no primeiro teor de corte nenhum método atingiu o objetivo. No corte em 260 ppm,

a simulagdo alcangou sua meta. Nos outros cortes, principalmente na cauda das distribuigdes as

copulas foram as curvas que fizeram o seu papel de contornar a curva real .

Tabela 4.8 - Porcentagens da tonelagem acima de alguns teores de corte

T.C. Real | K.O. | ¢(1,.. ()| Tetay) Y(Tyen ()| T () SGS Médio | 95% Acima | 95% Abaixo
065 (ppm) | 75.50 | 88.45 88.58 72.87 92.62 93.10 88.90
260 (ppm) | 44.39 | 47.98 48.23 47.67 48.35 51.15 43.61
425 (ppm) | 25.49 | 20.66 21.00 25.94 20.31 22.67 17.92
620 (ppm) | 10.75 | 6.98 7.13 10.85 7.52 8.26 6.94
750 (ppm) | 5.26 | 3.05 3.11 5.42 3.62 3.99 3.27
850 (ppm) | 291 | 1.71 1.74 2.89 2.02 2.20 1.83

Em termos de quantidade de metal, a cépula obteve os melhores resultados. Em especial para

altos teores de corte, onde os outros métodos subestimaram a quantidade de metal do projeto

(Tabela 4.9).
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Tabela 4.9 - Porcentagens da quantidade de metal obtidas de alguns teores de corte

T.C. Real | K.O. ng(ch*(w)@Zm) @Z)(ch*(x)@z*(x)) SGS Médio | 95% Acima | 95% Abaixo
065 (ppm) | 98.34 | 98.69 99.12 98.51 99.00 99.09 98.50
260 (ppm) | 80.72 | 75.72 76.25 83.97 74.07 76.28 71.71
425 (ppm) | 57.73 | 43.40 44.11 57.81 42.01 44.88 40.24
620 (ppm) | 30.53 | 19.03 19.42 30.85 20.13 21.24 19.89
750 (ppm) | 17.13 | 9.65 9.85 17.84 11.09 11.75 10.76
850 (ppm) | 10.41 | 5.89 6.00 10.76 6.79 7.11 6.56

Uma outra andlise pode ser realizada aumentando o intervalo de confianga, para isso foram

executados diversos testes para este banco de dados e com um intervalo de 85% de confianga,

obtendo curvas que acessariam os valores reais (Figura 4.17).
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Figura 4.17: Beneficio obtido por krigagem ordindria, cépulas, média SGS, 85% de probabilidade de
estar acima e 85% de probabilidade de estar abaixo
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Ao se aumentar o intervalo de confianga, o problema encontrado é que o espago de incerteza é
muito amplo e de dificil andlise. Quando se aplica um teor de corte de 260 ppm, tem-se um beneficio
variando de US$14.40 milhdes até US$ 29.10 milhdes, uma diferenca de US$ 14.70 milhdes, podendo
assim, variar mais que o dobro da probabilidade menor, tornando dificil defender um projeto que

tenha uma incerteza tao alta. Observando-se a Tabela 4.10, essa comparacdo torna-se mais clara.

Tabela 4.10 - Beneficio obtido por teores de corte diferentes (em MM US$)

T. C. Real | kO. | BFy(cijax) | BFr(cxjass) | SGS Medio | 85% Acima | 85% Abaixo
065 (ppm) | 12.20 | 12.10 12.70 12.20 12.50 15.90 9.90
260 (ppm) | 23.10 | 19.00 24.50 19.20 19.40 29.10 14.40
425 (ppm) | 17.40 | 11.20 18.20 11.50 11.80 19.40 8.90
620 (ppm) | 7.31 | 3.28 8.56 343 4.22 7.38 2.68
750 (ppm) | 2.35 | -0.03 3.58 0.05 0.42 2.40 -0.40
850 (ppm) | -0.02 | -0.17 -0.11 -0.16 -0.12 -0.15 -1.98

As curvas de tonelagem em relagdo ao teor de corte, obtidos via simula¢do, mostram que os
valores probabilisticos atigiram o objetivo de acessar as incertezas. Com 85% de probabilidade a
curva de tonelagem verdadeira foi envolvida. Apenas alguns valores, com baixos teores de corte,

nao foram envoltos nas curvas probabilisticas (Figura 4.18).
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Figura 4.18: Curvas de parametrizagdo obtidas por krigagem ordindria, cépulas, média SGS, 85%
de probabilidade de estar acima e 85% de probabilidade de estar abaixo

Nota-se que o espago probabilistico continua muito amplo. Utilizando-se ainda o teor de corte

de 260 ppm, a tonelagem prevista pode ser de 36.71% até 62.38% (Tabela 4.11). Como pode-se

projetar uma usina de tratamento, onde a tonelagem de metal tem um intervalo de probabilidade

tdo amplo? O valor de 260 ppm é justamente o teor onde ha a inversdo da superestimativa pela

subestimativa onde todos os métodos falham na curva de tonelagem.
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Tabela 4.11 - Porcentagens da tonelagem acima de alguns teores de corte

T. C. Real | K.O. | ¢(1.. ()| Tetay) Y(Tyes ()| T () SGS Médio | 85% Acima | 85% Abaixo
065 (ppm) | 75.50 | 88.45 88.58 72.87 92.62 95.15 82.37
260 (ppm) | 44.39 | 47.98 48.23 47.67 48.35 62.38 36.71
425 (ppm) | 25.49 | 20.66 21.00 25.94 20.31 33.10 15.12
620 (ppm) | 10.75 | 6.98 7.13 10.85 7.52 10.82 6.11
750 (ppm) | 5.26 | 3.05 3.11 5.42 3.62 5.25 2.84
850(ppm) | 291 | 1.71 1.74 2.89 2.02 2.86 1.57

Em termos de quantidade de metal, a c6pula obteve os melhores resultados. Acima de um

determinado teor de corte, os outros métodos subestimaram a quantidade de metal do projeto. Isto

faz com que o beneficio diminua a medida em que tenha um corte maior, podendo inviabilizar

projetos que seriam implementados caso o teor verdadeiro fosse conhecido (Tabela 4.12).

Tabela 4.12 - Porcentagens da quantidade de metal obtidas de alguns teores de corte

T. C. Real | K.O. ¢(QZC*(30)|QZ(:C)) Q/J(QZC*(QC)|QZ*($)) SGS Médio | 85% Acima | 85% Abaixo
065 (ppm) | 98.34 | 98.69 99.12 98.51 99.00 99.44 97.60
260 (ppm) | 80.72 | 75.72 76.25 83.97 74.07 83.74 68.12
425 (ppm) | 57.73 | 43.40 44.11 57.81 42.01 55.71 38.66
620 (ppm) | 30.53 | 19.03 19.42 30.85 20.13 24.03 19.63
750 (ppm) | 17.13 | 9.65 9.85 17.84 11.09 13.39 10.46
850 (ppm) | 10.41 | 5.89 6.00 10.76 6.79 8.03 6.28
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Capitulo 5

Funcao de Transferéncia

Neste capitulo, é apresentada a fungdo de transferéncia mais importante em um projeto de mina a céu aberto,
o otimizador de cavas. Em qualquer projeto de mineragdo, a primeira pergunta gerencial a ser feita é se a cava
6tima foi escolhida e qual é seu valor presente liquido. Foi programado um otimizador baseado no algoritmo
de Lerchs e Grossmann 2D em matlab e também um seqiienciador de cava, para explanagdo deste capitulo,
mostrando as conseqiiéncias da sobrestimativa e da subestimativa em projetos de mineragdo, o banco de dados

de Walker Lake foi utilizado para suportar os problemas ocasionados pelo erro de estimativa.
5.1 Avaliacao de cava final via c6pulas

Um aspecto fundamental no desenvolvimento de qualquer projeto de mineragdo a céu aberto é
a determinagdo das reservas minerais, obtidas por meio dos chamados limites finais da cava. Os
limites finais da cava definem o tamanho e a forma de uma mina a céu aberto no final de sua
vida util, buscando a maximizac¢do do lucro. Eles definem a extensdo das reservas lavraveis e
a quantidade de material estéril a ser retirado. Normalmente, marcam a fronteira além da qual
a explotagdo de um dado depédsito ndo serd mais econdmica. Os limites da cava na superficie
delimitam uma fronteira dentro da qual as estruturas de superficie da mina, tais como plantas de

beneficiamento e escritérios da mina, ndo devem ser locados.
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5.1 Avaliagdo de cava final via cépulas Funcao de Transferéncia

A verdadeira revolugdo em otimizac¢do de cavas de minas surgiu em 1965, com o aparecimento
do algoritmo idealizado por HELMUT LERCHS e INGO F. GROSSMANN e desde entdo
muitos autores o desenvolveram e muitas técnicas de programagdo lhe foram aplicadas. Até
o aparecimento do algoritmo LG, a otimizagdo de cavas finais sempre foi feita por um método
manual de tentativas. Nele se procurava, por meio de tentativas, chegar a uma cava que deveria ser
interessante e, se viesse a parecer muito estéril dentro desta cava, ela deveria ser fechada (em nova
tentativa) para desmontar minério de maior teor e menos estéril, mas se ao contrario, houvesse
possibilidade de alargar mais a cava, tal também deveria ser feito (em nova tentativa) e assim

sucessivamente até se alcancar uma cava final satisfatéria.

O algoritmo de LERCHS e GROSSMAN ¢é um algoritmo dual para o problema de fechamento
maximo e corte minimo que trabalha com a solugdo 6tima possivel. Sua relagdo para fluxo maximo

é bastante evidente, uma completa abordagem pode ser vista em LERCHS e GROSSMANN (1965).

O banco de dados de Walker Lake, rotacionado em 902, foi utilizado como uma secio geolégica
vertical representando uma jazida em 2D. Observa-se na Figura 5.1, que o resultado da krigagem é

uma imagem suavizada dos dados reais.

Figura 5.1: Walker Lake em secdo vertical pontual: dados reais (esquerda) e krigagem (direita).
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5.1 Avaliagdo de cava final via cépulas Funcao de Transferéncia

Assim, foram geradas as cavas 6timas para se verificar os efeitos da krigagem em um projeto
de minera¢do quando se utiliza uma fungdo de transferéncia, no caso, a otimizagdo de cavas. Os
valores da fungdo foram alterados, pois a lavra ndo serd mais feita como um painel, mas sim
como um modelo de blocos com minério e estéril. Para este caso, utilizando o teor de corte de
65 ppm, o valor obtido pela krigagem foi de US$ 1.80 milhdes. Seguindo a geometria proposta
pelo otimizador de cavas por meio dos dados estimados, o valor efetivo recuperado seria de US$
2.26 milhdes. Mas se os valores verdadeiros fossem conhecidos, o beneficio obtido seria de US$
2.42 milhoes. Esta diferenca é de 25.84% menor do que o projeto poderia realizar. Um resultado
satisfatorio é que o projeto teria um lucro de 20.41% maior. O questionamento que deve ser feito
é: se os investidores soubessem antes do projeto que existe uma alta probabilidade de o lucro do
empreendimento ser maior que o da estimativa, quanto seria a sua fatia na carteira investida? O
inverso também pode acontecer, se o projeto foi superestimado, portanto, vérias decisdes podem

ser tomadas dependendo da incerteza da estimativa.

Segundo MATHERON (REMACRE, 1984), os teores provenientes da amostragem sdo em geral
medidos sobre suportes pequenos. Tais teores sdo muitos dispersos, sendo ilusério pensar em
recuperar sO estes teores elevados: com efeito, ndo se lavram amostras, mas unidades muito
maiores, cujos teores sao menos dispersos e apresentam poucos valores extremos. Por isto, foram
estimados os teores de Walker Lake para um suporte de 5 x 5 metros, de modo a verificar o

comportamento das cépulas, sobre um outro volume.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia
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Figura 5.2: Cavas geradas de Walker Lake com secdo vertical pontual dados reais e krigagem.

5.2 Mudanca de Suporte via Cépulas

Durante um certo tempo, perdeu-se a verdadeira razao da krigagem: a de evitar o erro sistematico,
cultivando-se a varidncia minima. O controle de lavra tinha pouca importancia. Hoje, as exigéncias
sdo outras, e para cada bloco o problema é o mesmo: minério ou estéril? Esta preocupagdo ndo é
nova, KRIGE buscava a construgdo de um estimador que evitasse o erro sistemdtico. Foi a partir
daf que nasceu a geoestatistica, o outro aspecto, que estd sendo esquecido é a extrema simplicidade

das ferramentas utilizadas por MATHERON: nog¢des de regressao linear da estatistica aplicada.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

Em termos praticos, a krigagem consiste em encontrar a melhor estimativa linear do teor de um
bloco em fungdo da informacédo disponivel, ou seja, dos teores das diferentes amostras disponiveis,
seja no interior, seja no exterior do bloco que se quer estimar. A krigagem é uma ponderagdo
na qual se atribui um peso ao teor de cada amostra, peso este calculado de maneira a tornar
minima a varidncia de estimativa e ainda ser fungdo das caracteristicas geométricas do problema
(formas, dimensdes e disposi¢do mutua das amostras e do bloco). A solu¢do de um problema de
krigagem somente é possivel de ser resolvido quando calcula-se efetivamente o peso 6timo de
cada amostra, assumindo-se certas hipéteses sobre as caracteristicas geoestatisticas do depdsito
estudado, correlacionado com a fungio variograma ou a fungéo covariancia. E necessario notar que
no momento de se estimar estas fungdes, a partir dos dados, é que se coloca o questionamento das

hipéteses de estacionaridade (de 2? ordem ou intrinseca).

Como foi visto no Capitulo 3, a mudanca de suporte causa a degeneracdo das curvas de parame
trizagdo. Assim, para a simulac¢do via cépulas além da validac¢do cruzada, foi inserido o efeito de

suporte.

Na Figura 5.3, tem-se uma visdo tridimensional dos dados simulados. A simulagdo é
condicionada pelas covaridncias entre os dados que foram mudados de suporte pela validagdo

cruzada no suporte de 5 metros e pelo préprio valor krigado.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

) 1500
BT e
1500 : ,
£ ¥ = N SO
& 1000 5 1000 w4
> 500 g
© ©
5 3 500
1500
1000 1000 "
500 . . ,
w(c*[x*) (ppm) »(c*|X) (ppM) 0 500 1000 1500
o(c*|x) (ppm)
1500 1500
O
£ S £ g8 0 °
@1000 @H]@% EJDD 31000 : %%
:>< Ooo :>< . %
x O DE O E
< 500 o 2 500 o
™ O
B 500 1000 1500 500 1000 1500
w(c*x*) (ppm)

¢(C*[x) (ppm)

Figura 5.3: Simulacdo de cépulas com 3 parametros de entrada, correlagdes entre amostras e
validacdo cruzada, amostras no bloco e krigagem e validacdo cruzada no bloco e krigagem.

Tem-se ¢(c * |x) como a simulagdo da cépula condicionada aos valores das amostras no bloco,

1 (c* |z*) representa o condicionamento da validagdo cruzada e 7(c¢ * |z * *) o condicionamento com

o bloco krigado.

A primeira vantagem da krigagem aparece devido a sua propria defini¢do. Minimizando

a varidncia de estimativa, garante-se tirar o melhor partido das informacgdes disponiveis. Esta
vantagem notavel ndo justifica, muitas vezes, as complicagdes suplementares da prépria krigagem.

O interesse pratico mais importante da krigagem provém nao apenas da melhor precisdo possivel,
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

mas do que ela permite evitar, ou seja, o erro sistematico. Na maior parte dos depésitos, pratica-se
uma operagdo, chamada de selecdo, que consiste em extrair certos blocos julgados rentdveis e
abandonar outros julgados nao rentaveis. A Figura 5.4, mostra a secdo vertical krigada e os dados
reais, e nota-se que a krigagem ordindria, como qualquer estimador, cometeu alguns erros, pois

algumas regides perto de valores altos foram superestimadas.

metros (x5)

metros (x5)

metros (x5) metros (x5)

Figura 5.4: Walker Lake com secdo vertical blocos dados reais (esquerda) e krigagem ordindria
(direita).

Para a explanacdo deste capitulo, foram geradas trés cavas com teores de corte diferentes, uma
com 65 ppm, outra com 150 ppm e a terceira com 260 ppm. Acima desse teor de corte, o valor

descontado da cava foi negativo, ndo gerando assim cava 6tima.

A cava gerada com o teor de corte de 65 ppm, é apresentada na Figura 5.5. A segdo transversal
da figura foi cortada no nivel 25, para uma melhor visualizagdo. As cavas apresentam o mesmo

aspecto, mas seus valores sdo bem diferentes.
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5.2 Mudanca de Suporte via Cépulas

Fungdo de Transferéncia
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Figura 5.5: Cavas geradas de Walker Lake blocos 5x5.

O beneficio obtido pela cava, sem o seqiienciamento, ou seja, como se a lavra fosse feita em

todos os blocos a0 mesmo tempo, apresenta valores bem préximos dos valores reais. O resultado

obtido via cépulas, aproximou-se mais dos dados reais, esses resultados estdo resumidos na Tabela

5.1.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

Tabela 5.1 - Valor Presente obtido pelo teor de corte de 65 ppm

Cava Obtida Beneficio
Ideal 1.7369 x 106
Krigagem Ordindria 1.6858 x 106

Efetivo Krigagem Ordindria | 1.7049 x 106

Coépula (c*|z*) 1.6888 x 10°

Efetivo Copulas 9 (c*|z*) 1.7049 x 10°

Copula 7(c*|z**) 1.7342 x 109

Efetivo Copula 7(c*|z**) 1.7015 x 106

Contudo, em uma mina tem-se uma seqiiéncia de extragdo de minério. Portanto, foi programado
um seqiienciador de cavas em Matlab, para que fosse feito o calculo correto do fluxo de caixa obtido
pela cava gerada. Foi aplicada uma taxa de desconto de 12% ao ano e a capacidade de producao foi

aumentada, para que a lavra fosse sempre em um ntimero fixo de anos.

Desse modo, é possivel analisar o real impacto do estimador. Nas expectativas depositadas
no projeto, o foco estd orientado no beneficio obtido, que é o objetivo principal de todo
empreendimento. Na Figura 5.6, nota-se que, para este teor de corte, os investidores obtiveram
resultados satisfatorios. O beneficio final é superior ao inicio do projeto. A grande questdo é prever
se o valor obtido antes de iniciar um projeto, vai superar a estimativa ou serd um projeto que ird

falhar, obtendo um retorno financeiro aquém do valor esperado.

Na Figura 5.6, apresenta-se o valor esperado da krigagem e das cépulas (na cor preta). Pode-se

notar, que os valores de beneficio obtidos (pontilhado) sdo superiores aos estimados.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia
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Figura 5.6: Seqiienciamento e cava obtida com teor de corte de 65 ppm, via krigagem de blocos 5m
x bm, krigagem (em acima), cépula 1 (no meio)e cépula 2 (em baixo).

Os valores presentes liquidos, encontram-se apresentados na Tabela 5.2. Eles mostram que o
valor esperado pela krigagem ¢é 21,94% inferior ao valor ideal que poderia ser obtido pela cava. E a

diferenca entre o valor esperado e o valor efetivo é de 13,66%.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

Tabela 5.2 - Valor Presente Liquido obtido pelo teor de corte de 65 ppm

Sequenciamento Obtido Beneficio Liquido
Ideal 4.9256 x 10°
Krigagem Ordindria 3.8442 x 10°

Efetivo Krigagem Ordinaria 4.4525 x 10°

Copulas ¢(c*|z*) 3.8801 x 10°
Efetivo Copula ¢ (c*|z*) 4.4868 x 10°
Copulas 7(c*|z**) 4.0236 x 10°
Efetivo Copula 7(c*|x**) 4.5875 x 10°

Caso os teores reais sejam conhecidos, o melhor seqiienciamento da cava pode ser visto na
Figura 5.7 e 5.8, onde se prioriza lavrar toda a regido de altos teores primeiro, buscando recuperar

0s investimentos.
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Figura 5.7: Fluxo de caixa obtido pelo seqiienciamento com teor de corte de 65 ppm, caso fosse
conhecido os teores verdadeiros de blocos 5m x 5m .
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia
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Figura 5.8: Seqiienciamento e cava obtida com teor de corte de 65 ppm, caso fosse conhecido os
teores verdadeiros de blocos 5m x 5m.

Foi gerada uma cava com o teor de corte de 150 ppm. O beneficio obtido para esta cava, sem
o seqiienciamento, pode ser visto na Tabela 5.3. A geometria da cava foi a mesma para todas as

estimativas, portanto, o valor econdmico efetivamente lavrado foi o mesmo para todas.

Tabela 5.3 - Valor Presente obtido pelo teor de corte de 150 ppm

Cava Obtida Beneficio
Ideal 1.4681 x 106
Krigagem Ordinaria 1.4662 x 10°

Efetivo Krigagem Ordinéria | 1.4156 x 10°

Copula ¥(c*|z*) 1.4665 x 106
Efetivo Copula ¢ (c*|z*) 1.4156 x 10°
Coépula 7(c*|z**) 1.5126 x 10°
Efetivo Copula 7(c*|z**) 1.4156 x 10°
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

Foi aplicada a mesma taxa de desconto de 12% ao ano e a capacidade de produgdo foi

aumentada, para que a lavra fosse sempre em um ntimero fixo de anos.
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Figura 5.9: Seqiienciamento e cava obtida com teor de corte de 150 ppm, via krigagem de blocos 5m
x bm, krigagem (em acima), cépula 1 (no meio) e cépula 2 (em baixo).

Os valores presentes liquidos, encontram-se resumidos na Tabela 5.4. Pode-se observar que o
valor esperado pela krigagem foi 28,23% inferior ao valor ideal que poderia ser obtido pela cava.
As diferencas aumentaram em relagdo ao teor de corte anterior. Uma das cépulas conseguiu obter

uma diferencga de 7,01%, ou seja, o valor do projeto ficou préximo do valor esperado.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

Mais uma vez pode-se analisar o impacto do estimador nas expectativas depositadas no projeto,
cujo foco esta orientado para o beneficio obtido, que é o objetivo principal de todo empreendimento.
A Figura 5.9 mostra que para este teor de corte, o beneficio final sera superior ao inicio do projeto.
A grande questdo é prever, se o valor obtido antes de iniciar um projeto, vai superar a estimativa

ou serd um projeto que ird falhar, obtendo um retorno financeiro abaixo do valor esperado.

Tabela 5.4 - Valor Presente Liquido obtido pelo teor de corte de 150 ppm

Seqiienciamento Obtido Beneficio Liquido
Ideal 3.5139 x 10°
Krigagem Ordindria 2.5254 x 10°

Efeitvo Krigagem Ordinaria 2.9961 x 10°

Copula (c*|z*) 3.2679 x 10°
Efetivo Copula (c*|z*) 3.3534 x 10°
Copula 7(c*|z**) 2.2908 x 10°
Efetivo Copula 7(c*|z**) 24812 x 10°

Na Figura 5.10, tem-se o valor esperado da krigagem e das cépulas (na cor preta). Os valores de
beneficio obtidos (pontilhado) sdo superiores aos estimados. Caso os teores reais fossem conhecidos,
o melhor seqiienciamento da cava pode ser visto na Figura 5.10, onde se busca lavrar toda a regido

de altos teores primeiro, auferindo maior lucro, e buscando recuperar os investimentos.
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Figura 5.10: Fluxo de caixa obtido pelo seqiienciamento com teor de corte de 150 ppm, caso fosse
conhecidos os teores verdadeiros de blocos 5m x 5m.

A geometria do seqiienciamento ideal também pode ser observada na Figura 5.11, isto seria

possivel, se fossem conhecidos os teores reais.
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Figura 5.11: Seqiienciamento e cava obtida com teor de corte de 150 ppm, caso fosse conhecidos os
teores verdadeiros de blocos 5m x 5m.

A tltima cava que serd apresentada é a gerada com o teor de corte de 260 ppm. Os valores
calculados para o beneficio obtido pela cava, sem o sequenciamento, podem ser resumidos na
Tabela 5.5. Sem a utlizacado de taxas de descontos, o valor da krigagem foi o melhor resultado. As

diferencas entre o valor esperado e o ideal foram baixas.
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5.2 Mudanca de Suporte via Cépulas

Fungdo de Transferéncia

Tabela 5.5 - Valor Presente obtido pelo teor de corte de 260 ppm

Cava Obtida Beneficio

Ideal 0.8532 x 106
Krigagem Ordindria 0.7608 x 10°
Efetivo Krigagem Ordindria | 0.7826 x 10°
Cépula o (c*|z*) 0.6877 x 106
Efetivo Copula v(c*|z*) 0.7794 x 106
Copula 7(c*|z**) 0.1560 x 106
Efetivo Copula 7(c*|z**) 0.7528 x 10°

Como anteriormente, foi aplicada a mesma taxa de desconto de 12% ao ano, e a capacidade de

produgdo foi aumentada para que a lavra fosse sempre em um niimero fixo de anos.

Na Figura 5.12, apresenta-se o valor esperado, da krigagem e das cépulas (na cor preta). Os

valores de beneficio efetivamente obtidos (pontilhado) sdo superiores em todas as estimativas.

Nota-se que, a primeira cépula conseguiu obter resultados satisfatérios, principalmente nos anos

onde o beneficio seria negativo, devido a alta quantidade de estéril a ser removida para alcangar o

segundo corpo de minério.
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Figura 5.12: Seqilienciamento e cava obtida com teor de corte de 260 ppm, via krigagem de blocos
5m x 5m, krigagem (em acima), cépula 1 (no meio) e cépula 2 (em baixo).

Os valores presentes liquidos, encontram-se na Tabela 5.6. Eles mostram que o valor esperado
pela krigagem foi 28,13% inferior ao valor ideal que poderia ser obtido pela cava. As diferencas
aumentaram em relagdo ao teor de corte anterior. Uma das cépulas conseguiu obter o valor mais

préximo do valor ideal.
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5.2 Mudanga de Suporte via Cépulas Funcgéo de Transferéncia

Tabela 5.6 - Valor Presente Liquido obtido pelo teor de corte de 260 ppm

Sequenciamento Obtido Beneficio Liquido
Ideal 0.1068 x 10°
Krigagem Ordindria 0.0353 x 10°

Efeitvo Krigagem Ordinaria 0.0783 x 10°

Copula 1(c*|z*) 0.0614 x 10°
Efetivo Copula ¢ (c*|z*) 0.1051 x 10°
Copula 7(c*|z**) 0.0034 x 10°
Efetivo Copula 7(c*|z**) 0.0213 x 10°

Caso os teores reais fossem conhecidos, o melhor seqiienciamento da cava pode ser observado

na Figura 5.13.
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Figura 5.13: Seqiienciamento e cava obtida com teor de corte de 260 ppm, caso fosse conhecidos os
teores verdadeiros de blocos 5m x 5m.
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Capitulo 6

Conclusoes

Estudos especializados sobre falhas em projetos de mineracdo mostram que alguns fracassos dos
empreendimentos sdo diretamente atribuidos a erros de estimativa de minério. Muitos métodos
vém sendo propostos para solucionar o velho problema mineiro. Cada vez mais é preciso gerenciar

as possiveis falhas, para verificar a opgdo de investir ou ndo em um projeto.

Respostas rapidas sdo exigidas para diversos projetos. A simulagdo estocéstica foi formulada
com o objetivo de verificar a variabilidade de um depésito, seu objetivo é diferente da krigagem.
Apesar da velocidade dos computadores atuais, como gerar 50 ou 100 cavas oriundas de simulag¢des
condicionais e aplicar teores de cortes diferentes, seriam gerados milhares de cendrios deste
exercicio. O processo de defini¢do da cava matemadtica e seu seqiienciamento sdo demorados,
além disso, deve-se rodar uma funcdo beneficio para cada cendrio e os processos de importagdo
e exportagdo de modelos de blocos reais sdo lentos, e muitas vezes, os resultados obtidos, pela
simulacdo, ndo sdo satisfatérios. O compromisso de reproduzir a variabilidade do depésito
(conhecida no jargdo geoestatistico como cabeleira de variograma) ndo garante que as incertezas,
utilizando um teor de corte, sejam acessadas. A utilizacdo do banco de dados de Walker Lake
com 470 em vez dos tradicionais 190, mostram a influéncia de dados enviesados, isto foi visto no
capitulo 4, onde o cendrio na qual se definiu as incertezas do projeto foi o de probabilidade de

85%, mas como saber que o cendrio de probabilidade de 95% ndo acessaria estas incertezas, se em
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Conclusoes

projetos reais ndo se conhece o valor verdadeiro. A probabilidade de 85% acarretou um problema,
pois o intervalo entre as probabilidades de estar acima e abaixo, ficaram amplos, sendo impossivel
tomar qualquer decisdo; o sucesso e o fracasso do empreendimento ficaram com probabilidades

altas.

O objetivo principal desta tese foi atingido, o0 método de condicionamento utilizando cépulas
obteve sucesso de uma maneira simples, através do condicionamento da krigagem e da validagao
cruzada, definindo o intervalo de incertezas de um projeto. Em posse da melhor ferramenta de
estimativa ndo enviesada e os erros locais impostos pela defini¢do do variograma e vizinhanga
de krigagem (validacdo cruzada) foram utilizados em uma simulacdo que buscava reproduzir a
forma da distribuigdo conjunta, entre o valor estimado e o valor real (que ndo existe na prética).
Com isto, foi possivel estimar curvas do tipo tonelagem x teor e definir um intervalo de possiveis
valores para o projeto. Dependendo do teor de corte, a krigagem sobrestima ou subestima e com
os valores obtidos por cépulas foi possivel detectar a regido onde existe a inversdo dos teores, pois
tem-se uma estimativa. Os resultados obtidos na otimizac¢do de cava e no seqiienciamento mostram
o efeito da krigagem na otimiza¢do de cavas. Principalmente no que tange o erro econdmico
que uma seqiiéncia definida por uma estimativa pode levar, devida a selegdo erronea de blocos.
Os resultados obtidos no capitulo 5, mostram que o condicionamento utilizando cépulas, obteve

resultados efetivamente melhores que a krigagem.

Como sugestdo para trabalhos futuros, além de testar em outros bancos de dados sintéticos ou
reais; bancadas com valores conhecidos, verificando o comportamento das cépulas, pode-se impor
distribui¢des conhecidas, como a cépula lognormal, mudando o suporte, em termo de tedrico, por

meio da varidncia. Ndo sendo necessdrio a utilizagdo da transformagdo gaussiana.
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Apéndice A

Walker Lake

Para exemplificar esta tese, serd utilizado um banco de dados, conhecido pelos geoestatisticos como
Walker Lake. Este banco de Dados é derivado de um levantamento digital de altitude de uma
area em Nevada, no oeste dos Estados Unidos. Os dados originais continham 2 milhdes de pontos
em um gride regular (ISAAKS e SRIVASTAVA, 1989, p.4). Estes dados foram transformados em 3
varidveis cada uma com 78.000 pontos em um gride regular. Existem duas varidveis continuas, que
foram utilizadas nesta tese (ver figura A.1) e uma varidvel de indicatriz. As varidveis V e U, para

nosso caso de mineragao, represetaram seu valor em ppm.

Var ¥ Var U
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Figura A.1: Banco de Dados de Walker Lake, Varidvel V (esquerda) e Varidvel U (direita)

Uma amostragem foi feita no banco de dados, sendo que foram retiradas 470 amostras da
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Walker Lake

varidvel V e 275 amostras da varidvel U, ver figura A.2. A diferenga entre o nimero de amostras
é tipica em uma mineragdo, algumas varidveis sdo amostradas mais que outras, devido de custos,

falta de recuperagdo de massa, novas tecnologias etc.
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Figura A.2: Amostragem da Varidvel V (esquerda) e da Varidvel U (direita)

Tabela A.1 - Estatistica da Amostragem

Varidvel | Amostras | Minimo | Média | Maximo | Desvio Padrao | Coef. de Var.
A% 470 0.00 436.35 | 1528.10 299.92 0.69
U 275 0.00 613.27 | 5190.10 767.32 1.25

Na maioria dos projetos, um outro fator importante é a correlagdo entre variaveis, pois em alguns
casos, apenas um tipo de minério néo é suficiente para pagar todos os custos ou maximizar o valor
da jazida. Por exemplo, é muito comum uma minera¢do produzir cobre e ouro, e a venda dos
dois minérios garantirem o fluxo de caixa positivo. Uma forma de verificar a correlagdo entre as
varidveis é o grafico de dispersdo (pode ser visto na figura A.3). Para Walker Lake a correlagdo

entre as varidveis V e Ué de 0.55.
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Figura A.3: Correlacdo entre as amostras V e U

Outro ponto importante é que todo projeto de mineragdo é baseado em um modelo de blocos,
que possui um suporte muito maior que uma amostra e todo planejamento da mina é feito em

seqiiéncias de lavra ou painéis de lavra. Assim, o tamanho de blocos adotado para esta jazida foi de
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Figura A.4: Modelo de Blocos Walker Lake, Varidvel V (esquerda) e Varidvel U (direita)

5 x 5 metros (ver figura A.4).
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A.1 Simulag¢ao Gaussiana Seqiiencial Walker Lake

Utilizando o projeto de Walker Lake, para a varidvel V/, foi feito o variograma experimental e o
mesmo foi ajustado conforme ISAAKS e SRIVASTAVA (1998), a vizinhanga utilizada foi a mesma

sugerida pelos autores, conforme figura a seguir.

N346

Figura A.5: Ajuste de variograma e vizinhanga de Walker Lake

A tabela A.2 mostra as alteragdes estatisticas entre o gride 1x1 e o gride 5x5, ocorridas durante a

reblocagem.

Tabela 3.2 - Estatistica da mudanca de suporte

Variavel | Blocos | Minimo | Q25 | Média | Q75 | Maximo | Desvio Padriao | Coef. de Var.
V 1x1 7800 0.00 67.79 | 277.98 | 429.34 | 1631.16 249.84 0.89
V 5x5 3120 0.00 92.81 | 27798 | 414.32 | 1378.12 228.66 0.82
U 1x1 7800 0.00 6.67 | 266.04 | 316.35 | 9499.51 488.45 1.84
U 5x5 3120 0.00 22.82 | 266.04 | 361.87 | 2844.55 358.80 1.35

A.1 Simulacdo Gaussiana Seqiiencial

Considere uma fungao aleatéria Z(e), conhecida com N amostras z,, « = 1,2,..., N. Assume-se

que ha uma simulagdo ndo-condicional S(e) independente de Z(e) com a mesma covaridncia de

136



A.1 Simulag¢ao Gaussiana Seqiiencial Walker Lake

Z(e). Uma maneira de condicionar os dados é através da krigagem. O principio proposto por
MATHERON, é muito simples. Sendo Z*(x) chamado de uma estimativa de Z(z) no ponto z

baseado no dado Z(z,), sendo isso o inicio de um decomposigao:
Z(z) = Z*(x) +  [Z@) = 27(2)],
Valor Verdadeiro = FEstimativa Krigada + FErrode Krigagem.
O erro de krigagem é verificado desde que Z(z) seja conhecido. Agora, considere a mesma
igualdade para S(z), onde S*(z) é uma estimativa da krigagem obtida por simulac¢do, onde se

conhece somente os pontos amostrais z:

S(x) = 5%(x) + [S(z) — 5" (2)].

Como o valor verdadeiro de S(z) é conhecido, entdo o erro S(z) — S*(x) também o é.
Conseqiientemente a idéia é substituir, na decomposigdo de Z(z), o erro ndo conhecido por meio

do erro da simulagdo, assim temos uma simulagdo condicional:

Y() = Z(x) + [S(z)-5%()]

Simulacdo Condicional = Estimativa por Krigagem + Erro de Krigagem Simulado.

Desde que a krigagem seja um interpolador exato, para cada amostra tem-se Z*(zo) = Z(zq)
e S*(zq) = S(zq) e também Y*(z,) = Z(x,). Como conseqiiéncia, em termos de covaridncia,
Cov(Z(x),Z(x")) = Cov(Z*(x), Z'(z"))+Cov(Z(x) — Z*(x), Z(2') — Zx(2")), desde que Z(z) — Z*(z)
nao seja correlacionado com Z*(z') para todo z’. Sendo S e Z independente, a covaridncia de T' é

também a soma das covariancias de Zx tal que S — S*, igualando-se aisso a Z — Z*. Logo:

Cov(T(z),T(z')) = Cov(Z(x), Z(z")).

A familia de procedimentos seqiienciais envolve a escolha de um caminho aleatério através

dos n6és da malha a ser simulada; a estimativa de distribui¢cdo de probabilidade condicional local a
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A.1 Simulag¢ao Gaussiana Seqiiencial Walker Lake

partir dos dados condicionantes e os ja simulados e, finalmente, sortear um valor desta.

Esses métodos seqiienciais, propostos por JOURNEL e ALABERT (1989,1990) sio uma
aplicacdo do teorema de Bayes. Os n eventos dependentes A4;,7 = 1,...,n podem ser simulados

seqiiencialmente usando a expressao:

P(A1, Az, ... An) = P(An|A1, ..., An1) P(An-1] A1, ..., An—2)..P(A2]|A1).P(A1)

P{zpi1 < Zysr +dang, 028 < Zn < 2y +dzn|z1, . 20}

=P{zmy < Zyv1 < zmgr +dzygalza, e 2}

X P{zyvto < Zyya < 2my2 +dzmy2|21, 0 205 2041 )

P{zn < Zn <2y +dan|z1, . 2M5 2041, 2N -1 -
A técnica requer a inferéncia de n— 1 sucessivas distribui¢des de probabilidade condicionais, por
meio de uma transformagdo Gaussiana. O algoritmo de simula¢do Gaussiana seqtiencial consiste

dos seguintes passos:

1. transformar os dados condicionantes em valores Gaussianos padrao;

2. calcular e modelar o variograma dos dados condicionantes transformados;

3. definir um caminho aleatério através de todos os pontos da malha de simulagdo;

4. em cada ponto da malha, krigar um valor baseado em outros valores (condicionantes e ja

simulados);
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A.1 Simulag¢ao Gaussiana Seqiiencial Walker Lake

5. o valor krigado e a varidncia de krigagem associada, sdo os pardmetros da distribuigdo
Gaussiana condicional no ponto da malha, dado os dados condicionantes e os valores
previamente simulados. Sorteia-se um ntimero aleatério dessa distribuicdo e o adiciona ao

conjunto dos valores simulados;

6. retornar ao passo 4 até que os valores sejam simulados em todos os pontos da malha;

7. aplicar a transformagao inversa nos valores Gaussianos simulados condicionalmente.

As maiores vantagens desse método sdo: a) o condicionamento é parte integrante da simulagao
e ndo um passo separado; b) as anisotropias sdo manuseadas automaticamente, pode ser aplicado
a qualquer funcado de covaridncia; c) requer apenas um algoritmo de krigagem eficiente (com busca
de vizinhanga mével).

O variograma para a varidvel V simulada, pode ser visto na préxima figura, os pardmetros
utilizados para o ajuste do modelo foram rotagdo de 14 graus da diregdo noroeste, onde foi ajustado
um efeito pepita de 0.067. Duas estruturas esféricas foram ajustadas, sendo a primeira ( 30.00m,

18.00m, 18.00m) e a segunda ( 78.00m, 36.00m, 36.00m). Com os respectivos patamares: 0.51 e 0.42.

Hnzae

Distance ()

Figura A.6: Variograma Ajustado para Simulagdo Gaussiana Seqiiencial

Foi utilizada uma vizinhanga de 42 x 42 metros, onde o nimero maximo de dados escolhido
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A.1 Simulagao Gaussiana Seqiiencial Walker Lake

para a simulagdo de um bloco foi de 16, onde 12 desdes, poderiam advir da simulagdo. A semente

utilizada foi 54760341. Foram feitas 100 simula¢des no programa Isatis.
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Figura A.7: Exemplo de algumas simula¢des gaussianas seqiienciais de Walker Lake
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Apéndice B

DistribuicOes empiricas

Para simular dados multivariados dependentes, usando cépulas, é necessdrio especificar os

seguintes parametros:

1. A familia de cépulas (é o parametro da forma);
2. O rank de correlacao entre as variaveis;

3. A distribui¢do marginal para cada varidvel.

Tendo dois conjuntos de dados reais, (Ferro e Silica de uma jazida de ferro) e tendo como
objetivo rodar uma simulagdo de Monte Carlo com entradas que seguem a mesma distribuigdo dos

conjuntos. (os dois vetores possuem o mesmo nimero de dados, mas isto ndo é necessario).

Pode-se ajustar um modelo paramétrico separado para cada conjunto de dados e usa-los como
sendo as distribui¢des marginais. Contudo, um modelo paramétrico talvez ndo seja suficientemente
flexivel. Entdo, em vez disso, pode-se usar um modelo empirico para as distribui¢des marginais. S6

necessita-se de uma maneira de calcular a inversa da distribuigao fungdo cumulada.

A funcdo empirica inversa acumulada para esse conjuntos de dados é exatamente a funcdo
escada, com passos de 1/No. observagdes., 2/ No. observagdes, ..., 1. A altura dos passos é

simplesmente os dados ranqueados, ver Figura B.1.
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Distribui¢cdes empiricas
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Figura B.1: Funcdo Empirica dos Dados

Para as simula¢des devemos experimentar diferentes cépulas e correlagdes. Usaremos aqui uma
copula bivariada lognormal com um coeficiente de correlagdo igual a -0.60, correspondente aos

dados de entrada, ver Figura B.2.
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Figura B.2: Histograma das amostras e dos dados simulados

Foram simuladas 10.000 valores. Os resultados estatisticos podem ser vistos na tabela B.1,

juntamente com os respectivos histogramas dos dados originais e dos simulados.
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Distribui¢cdes empiricas

Tabela B.1 - Estatisticas da Simulac¢ado

Estatistica Dados de Entrada | Simulagao
Ntuimero de Dados 828 10.000
Média Ferro 66.50 66.51
Média Silica 1.377 1.373
Variancia Ferro 3.0234 3.0304
Varidncia Silica 1.1627 1.2053

As simulagdes, na geoestatistica, sdo geradas através de fungdes aleatdrias, condicionadas

as leis espaciais multigaussianas. Isto significa que todas as combinagdes lineares seguem uma

distribui¢do gaussiana, sendo que o problema do condicionamento dos dados foi resolvido

pela krigagem e pela varidncia de krigagem. Previamente a varidvel regionalizada deve ser

transformada em uma varidvel marginal gaussiana.

As distribui¢des multigaussianas sdo extremamentes comodas na utilizagdo, pois dependem

apenas dos momentos de 1* e 2% ordem ( Esperanca Condicional e Covariancia) o que facilita a

inferéncia estatistica. Porém, isto acarreta varias restri¢des, entre elas, a dificuldade de se conseguir

a anamorfose gaussiana, quando o histograma da varidvel regionalizada é fortemente dissimétrico

ou apresenta uma proporg¢ao importante de valores extremos.

Este método de simulacdo abre caminho para resolucées de alguns problemas da geoestatistica,

principalmente na drea da geoestatistica ndo-linear, onde pode ser vastamente aplicada.
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Figura B.3: Gréfico de dispersdao das amostras (esquerda acima), da simulagdo (direita acima),
Esperanga Condional (esquerda abaixo)e todos (direta abaixo)

A Figura B.3 mostra a dispersdo da simulagdo. Note que nesse caso foi feita uma simulagdo
com apenas duas varidveis, mas a metodologia ndo se restringe a dados bivariados. Em termos de
esperanga condicional, verifica-se que os resultados sdo muito préximos, tornando a simulagdo ndo

enviesada, apesar dos valores altos correlacionados com valores baixos.
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Apéndice C

Comparacao entre DistribuicoOes

Considere duas varidveis aleatérias X e Y positivas (esta restrigdo ndo é essencial), e designadas

por Fx, Fy, Tx, Ty, etc. As diversas fungdes estdo condicionadas a estas varidveis.

Parece bastante natural dizer que a lei de F'x é melhor que a lei de Fy, na mineragao, se:
Qx(T) > Qy(T)paratodoo € E(O,1).

ouse Vx(z) > Vy(z) paratodoo z > 0.

Estas duas defini¢des sdo equivalentes:

Qx > Qy(=)Vx > Wy

Isto é suficiente para usar as féormulas de dualidade (ver MATHERON, 1981) entre as fung¢des de
VeQ:
V(z) = S;tp(Q(T) —2T)
Q(T) = Inf(V(z) - 2T)
Por exemplo, suponha que Qy < @ x. Entdo, para todo T e todo z:

Qy(T) — 2T < Qx(T) = 2T > S#p Qx(T) — 2T) = Vx(2).

Por conseqtiéncia:

W(z) = S;Lpr(T) —2T) > Vx(2).
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Comparagao entre Distribui¢des

Assim Qy > Qx requer que Vy > Vx e areciproca é demonstrado, da mesma maneira.

A relagdo de ordem, F'x mais seletivo que Fy, na geoestatistica mineira, estd demonstrada

especialmente entre distribuicdes de mesmo momento, que é a comparacao de presente interesse.

Para dizer que a lei de Fx é mais seletiva que a lei de Fy, a condicdo necessdria é:
E(X)=E({Y) eVx > W (ou Qx > Qy). (C.1)

Uma condigdo necessaria e suficiente, para que a lei de Fx seja mais seletiva que a lei de Fy é

que Ep(X)] > E[p(Y)], isso significa:

/ o(2) Fx(d) > / () Fy (dy). (C2)

Para toda fungdo convexa ¢.

Realmente, toda a fungdo convexa em R adquire a forma abaixo:

o(x) =a+br+ /Oz (x —t)p(dt)

Para uma medida positiva ;x em R,. Entdo, para a varidvel aleatéria X, tem-se (MATHERON,

1981):

Elp(z)] = a+bE(X)+ OOFde/OOO(x—t)u(dt)

T

= a+bEX)+ | Vx(@®u(dt).

S— —

Inversamente, tendo ¢(z) = bz, veém bE(X) > bE(Y). Como b pode ser positivo ou negativo,
entdo F(X) = E(Y). Levando entdo ¢(z) = (x —x¢)+, a relagdo de Vx (o) > Vy (yp), entdo a tltima

equacao é verdadeira.
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C.1 Efeito Suporte Comparagao entre Distribui¢des

C.1 Efeito Suporte

Sera apresentado aqui um exemplo simples, feito por MATHERON, mas seu entendimento é
muito importante para a compreensdo do efeito suporte. Sendo Z(z),z € R™ uma fungdo
aleatéria (estaciondria ou ndo), II = |Jw; de um painel constituiu da reunido blocos disjuntos ;.
Considerando o volume de II como unidade seletiva de volume, designando »; como o volume do
bloco w;, de forma que ) | v; = 1.

Sendo Y um valor mediano de Z(x) no volume II e 0 mesmo para X; de Z(z) no bloco w;, de

forma que esta funcédo aleatdria possa ser expressa pela seguinte equagéo:

Como o v; constitui a probabilidade no espaco indexada, chamando esta fungdo aleatéria com
Pr(I =1i) = v;epor X = X de uma varidvel aleatéria composta, obtida pela substituicao de I em

i em X; (aleatoriamente 7). tem-se a esperanca condicional de X em relagdo Y:
E(X|Y) =Y uBE(XY).
E, como conseqiiéncia, tem-se a seguinte relagdo:
EX]Y)=Y.

Isto resulta que a lei de X (lei dos blocos) é mais seletiva que a lei de Y (lei dos painéis). Este

fendmeno, fundamental na geoestatistica, é conhecido como efeito suporte.

Realmente, para toda funcdo convexa ¢ e toda lei de probabilidade de F', tem-se:

o [ / zF(dz)] < / o(2)F(d2)

Em particular, aplicando a lei condicional de X:

p(Y) = ¢ [E(X]Y)] < E[p(X)[Y].
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C.1 Efeito Suporte Comparagao entre Distribui¢des

Levando a esperanga para dentro da equagado, obtem-se:
E[p(Y)] < Ep(X)].

Isto significa exatamente que F'x é mais seletivo que Fy-.

A relagdo de ordem Fx é mais disperso que Fy. Geralmente, a lei de Fx se deduz pela
dispersdo de uma lei de Fy, pode-se achar uma lei de duas varidveis F'(dx,dy) admitindo para
as leis marginais de F'x e Fy tal que:

E(X|[Y)=Y.

Isto é o mesmo que dizer que para Fy todo y pode ser achado com uma probabilidade de

transicdo de P,(dx) verificando a condi¢do baricéntrica:

/ 2P, (dz) = y.

Por conseqtiéncia,

/ Fy (dy) Py(A) = Fx(A)

Para todo o boreliano de A. Debaixo desta forma markoviana, é suficiente para verificar que a

relagdo: F'x é mais dispersa que Fy sendo uma relagdo de ordenamento.

No exemplo prévio, a lei dos blocos apresenta-se mais dispersa que a lei dos painéis. Entao,
pode-se dizer que Fx é mais disperso que Fy, entdo F'x é mais seletivo que Fy. Segundo
MATHERON (1981), o reciproco é verdade (e até mesmo em espagos vetoriais mais gerais que R).
Este teorema muito importante é chamado de teorema de Cartier (cuja demonstracdo encontra-se

d’Alfsen, sobre espagos compactos convexos). Assim:

Uma lei de F'x é mais seletiva que uma lei de Fy se e somente se Fy pode ser deduzido pela
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C.2 Efeito Informacao Comparagao entre Distribui¢des

dispersdo de Fy.

Ou seja, tem-se Ep(X) > Ep(Y) para toda fungdo convexa p(EX = EY e Vx > Vy), see
somente se pode-se deduzir a lei das duas varidveis F'(dz,dy) admitindo as marginais Fx e Fy e

tendo como E(X|Y) =Y.

C.2 Efeito Informacao

O efeito informagdo é outro problema, também inspirado da pratica mineira. Qualquer variavel
aleatdria Y pode representar o contetido de um bloco, a decisdo de selecionar ou ndo, pode ser
representada por X;,7 = 1,2...n que sdo os teores das amostras na qual se tomou a escolha. O teor
de corte y é definido com critérios que buscam escolher um boreliano em R" e selecionar os blocos
se (X;...X,) € A, e rejeitar, caso contrario. Entre todos os borelianos A possiveis, o melhor, para o

teor de corte é o boreliano A, do que alcanga o Sup de:

Y —y)

}F(dml, ey dTy).
Llyeeey L

By -unl- [ 5|

Ou F(dzy,...,dz,) é uma lei multivariada de X;. Pode-se, abreviar:

h(z1,....,zn) = E(Y|X1 =21, ..., xp = Xp).

Entao:
BUY =) a) = [ B(ha) = p)F(don, o)

Entdo o boreliano A,:

A;r ={h(z) >y} e A, ={h(x) >y}

Pode-se trabalhar com estas quantidades como sendo uma varidvel aleatéria:

H=h(X1,...,Xn) = E(Y|X1,..., Xp).
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C.2 Efeito Informacao Comparagao entre Distribui¢des

Realmente, estd varidvel H leva a uma 6tima selegdo, e a fungdo Vi (y) = E((H — y)+) representa
bem o valor maximo recuperdvel para um dado teor de corte. Da mesma maneira, para as

tonelagens e as quantidades de metal:
Ty(y) = E(lnsy): T (y) = E(Inzy)
Q;[(y) = E(HIH>y) = E(YIH>y)
Qf(y) = E(HIgsy) = E(YIg>y).
Isto, esta de acordo com a mesma defini¢do da esperanga condicional de H. Da mesma maneira,
tem-se T € (0,1), a fungdo Qg (7") representando o metal recuperavel para uma tonelagem 7" dada.
Como H é uma esperanga condicional, tem-se E(H) = E(Y') = my. Isto comprova que a varidvel

H é menos seletiva que Y/, resta verificar se Vy- > deVy. Mas é 6bvio, desde que Vi (yp) alcance o

Sup de:

/ (v — o) F(dy, ..., dx)
B

Tem-se o boreliano de B no R"™ + 1, de onde resulta:

Vy(yo) = / (y — yo)F(dy, ..., dzy)
RX A
= [ =) Fdy....dn)
Para todo o boreliano de R, e por continuagdo com A = A,:
Vy (y0) = Vi (yo)-

Pode-se notar que a mesma defini¢do de H = E(Y|X1,...X,,) é idénticaa E(Y|H) = H. Assim a lei

Fp é mais dispersa e mais seletiva que F,.

Assim, a varidvel H é sempre menos seletiva que Y. Este fendmeno leva o nome de efeito de
informacéo: a selegdo indireta (i.e, a selecao foi feita nos teores das amostras de X; e ndo nos teores

de Y, sendo as mesmas) sempre tem o efeito de danificar as fung¢des V (y) e Q(T).
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C.3 Exemplo Teérico Comparagao entre Distribui¢des

C.3 Exemplo Teérico

Sendo Y o teor de um painel e X o de uma amostra quase pontual ( suponha que esta amostra foi
implantada aleatoriamente dentro do decorrente painel, de acordo com uma lei uniforme), de forma
que Fx seja mais seletivo que Fy. Sendo H = E(Y|X) a esperanga condicional de Y em relagdo a

X, tem-se que Fy é mais seletivo que F, ou simbolicamente:
Fx > Fy > Fy.

A primeira desigualdade representa o efeito de suporte e a segunda o efeito informacao.
Analisando ingenuamente (ignorando a geoestatistica). Sendo yg o teor de corte (inserido por meio
do qual as despesas de tratamento sdo pagas e se obtem o lucro com a venda do valor contido).
A selegdo dos painéis para os quais a amostra correspondente possui X > yo (ou X > 1),
espera-se recuperar a tonelagem de T'x(yo) e o metal Qx(yo) e o valor Vx(zg). Para a tonelagem,
esta esperancga é razodvel, mas ndo o é, para nenhuma das outras duas fun¢des. Entdo Matheron

convencionou isto como ilusério.

Tiu(yo) = Tx (yo)

Qiu(yo) = Qx (o)

\ Vi (yo) = Vx (yo)

A quantidade efetivamente recuperada (a partir de um critério ruim) sera:

Terr(X >y0) = Tx(yo)
QX zw) = [ ha)Px(da)
X>yo

V(X =) = [ (he) = ) F(do).
>Y0

Nota-se imediatamente que:

Vers(X > y0) < Vi(yo).
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C.3 Exemplo Teérico Comparagao entre Distribui¢des

Porque:
Vir(yo) = Sup / (h(x) — yo) Fx (d).
A A

Para descrever a familia boreliana do eixo z: A = = > y, vinda da desigualdade anterior.

Na auséncia do efeito informagéao (isso significa se o teor Y fosse conhecido e se a selegao fosse
Y > yo) a obtencdo das melhores relagoes tonelagem/teor possiveis, é feita através do calculo do

efeito suporte. Isto é um ideal inacessivel na pratica, que pode ser expresso pelas equagdes:

(

Tia(yo) = Ty (o)

Qia(yo0) = Qv (yo)

Via(yo) = Vv (30)

Considerando o fato que se conhece somente X e ndo Y (efeito informagdo), as melhores

politicas consistem em cortar H > yp, onde H = h(X) = E(Y|X). Esta politica de otimizar leva a:

To(s0) = Ti(yo) = /h L Exla)
T)>Yo

Quptls0) = Qulyo) = /h L (@)
T)>Yo

Vo(o) = Vir(yo) = /h o (@)~ ) P
)>Yo

Que é o melhor que se pode obter em uma situagdo real. As desigualdades seguintes sado

inelutiveis:

VerrWo) < Vopt(y0) < Via(yo) < Viu(yo)-

A primeira desigualdade expressa simplesmente que h(X) > yo sendo o melhor critério possivel
quando s6 conhecido o teor de X. A perda correspondente V,,; — V.7 é o resultado da ma escolha

baseada nos critérios de X > yg: isto ndo deve ser feito. A segunda desigualdade representa o efeito
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C.3 Exemplo Teérico Comparagao entre Distribui¢des

de informacao (Fy é mais seletivo que F'rr), e o terceiro é o efeito suporte (F'x € mais seletivo que Fy).

Eliminando o pardmetro yy de maneira que a funcdo Q(7") correspondente, tem-se: Q.rs(T)
serd igual Qo (1), conseqlientemente se a fungdo h(x) é crescente em x: se h(x) é crescente, tem-se

efetivamente:

Topt(y0) = Tep(y1)Qopt (Yo) = Qeys(y1)-

Para h(y;)) = yo: estes serdo os mesmos painéis que serdo selecionados, mas com cortes

diferentes. Portanto tem-se:

Qopt(T) > de(T) > Qzll(T)

Pelas mesmas razdes (seletividade crescente das variaveis H,Y e X).
Caso Lognormal
Para ilustrar isto, suponha que X e Y sejam varidveis lognormais como a média mg e sendo 0%

e 0% as variancias de logX e logY. A condi¢do E(X|Y) = Y mostra que o coeficiente de correlagdo

deve ser:

gy
p=—.
ox
Que implica que: 0% < %. Entéo:
2
h(z) = B(Y|X) = mo—" e3% (=)
mo

Assim, se H é lognormal, com esperanga myg e seu logaritmo admite varidncia:

2 _ 4.2 _ 2 2
Og=pP0x =pP 0y.

Sendo, 0% < 0% < 0%, que traduz o efeito informagao e o efeito de suporte.
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Para um teor de corte yg, tem-se:

1 1
z= —logﬂ + —o.
o “mg 2

z terd ao memso indice H, Y ou X que o e as fungdes opt, id e ill, terdo a mesma forma.

T.(y) = 1-G(z)
Qulso) = moll — Glz — 0]

Vi(yo) = Q«(y0) — yoTk(yo)-

A indicagdo * substitui opt, id e ill. Tefp(yo) € Qers(yo) coincidem com Ty (Y1) € Qopt(y1) com

Y1 tendo h(y1) = yo.

C.4 Fungoes de Perdas

A selecdo de uma Unica estimativa com um alcance de possiveis valores de z, requerem um
critério de avaliacdo. Um critério comum é minimizar o impacto anexado a estimativa do erro
e(r) = z*(x) — z(x) que provavelmente ocorre. A esta funcdo é dado o nome de Fungdo de
Perda L(.), onde L(e(z)) = [e(x)]?>. Sendo que esta, minimiza o resultado da perda 27 () que €
aproximadamente L(z*(x) — z(x)). A determinag¢do da perda L(z*(x) — z(z)) requer o valor de z(x),
o qual ndo é conhecido na pratica. Portanto, a incerteza sobre z(x) é modelada por uma fungao
densidade acumulativa condicional (ccdf) F'(x; z|(n)), que é avalidvel. A idéia de se usar o modelo

de incerteza é determinar a esperanca da perda:

pr(z+ (2)|(n)) = B{L(z(z) - Z(2)}

= [TXL(z*(z) - 2) dF(2;2|(n))
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C.4 Funcgoes de Perdas Comparagao entre Distribui¢des

Na prética, usa-se a discreta aproximacao:
K+1
pr(z= (@)|(n)) =~ Y L(z* (2) = 21) - F(; 2| (n)) = F(23 21| (n) (C4)
k=1
Onde z;, é o valor de k do corte discretizado pelo o alcance da variacdo do valor de z, por
convencdo, F(x; zp|(n)) = 0 e F(z;2,-1]|(n)) = 1. Os outros cortes de z; podem ser identificados
com os p-quartiles correspondentes a um espago regularizado de uma ccdf, 2z, = F~!(x;k/[K +
1]|(n)). Sendo z;, definido como a média na classe (z_1, 2] que depende do modelo de interpolagdo,
por exemplo, para o modelo linear, z, = (z;—1 + 2x) /2.
A ¢6tima estimativa da funcdo de perda L(.) do valor de z é minimizada pela esperanca de perda:
z} (z) é semelhante tal que ¢ (2*(z)|(n)) é minimo.

A determinagdo da 6tima estimativa procede através de dois passos:

1. A incerteza sobre o valor ndo conhecido de z(x) no primeiro modelo através do

condicionamento de uma cdf .

2. Através de um modelo, a estimativa é deduzida de acordo com um critério especifico de busca

do 6timo.

O acesso a incerteza e a estimativa claramente mostram que ndo hd a melhor estimativa para
todas as situagdes. Uma boa estimativa depende da inten¢do do uso. Um modelo de incerteza pode

ser obtido dependendo da fungdo de perda escolhida.

C.4.1 Estimativa por E-Type

Considere primeiramente o critério dos minimos quadrados, que é a perda modelada pela fun¢ao

quadratica de qualquer erro de subestimativa e superestimativa:

L(e()) = [e(x))? (C.5)

A estimativa 6tima é mostrada como o valor esperado da ccdf na localizagdo x, também chamado
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de estimativa E-type, vindo da relagdo:
ket1
2p(x) = 2p(a) = Y Zx - [Flas 2| (n) = F (x5 2501 () (C.6)
k=1
As estimativas por E-Type e (co)krigagem sdo usualmente diferentes, embora 6timos para o
critério dos minimos quadrados. Essa diferenca estd na cdf vinda para a estimativa do E-Type que
deriva dos valores dos dados. Uma excecdo ocorre quando o valor original z sio normalmente
distribuidos e sua ccdf é modelada usando uma aproximacdo multigaussiana. Em todas outras
situagOes, a vantagem da estimativa do E-Type é avaliar a incerteza sobre o erro das zonas mais
ricas do que a variancia da krigagem.
O quadrado da estimativa do erro na expressdo anterior (L(e(z)) = [e()]?), os valores extremos

do erro, tendem a ter um grande impacto sobre a esperanca de perda. Assim, a estimativa E-Type,

pode exceder, dependendo do modelo de subida ou descida da cauda da distribui¢ao F'(z; z|(n)).

C.4.2 Estimativa pela Mediana

Usando a fungdo linear da estimativa do erro, que é uma fungdo quadratica, reduz-se o impacto
do modelo da cauda na expectativa da perda. Por exemplo, a perda pode ser modelada em uma

proporgdo absoluta da estimativa do erro:
Le(x)) = le(z)| (C7)
O critério da 6tima estimativa do desvio absoluto da média é a mediana da ccdf:
25 (z) = qos(z) = F~(2;0.5/(x)) (C.8)

O valor da mediana usualmente ndo é afetado pela escolha de um modelo particular de
extrapolagdo de subida de cauda.

C.4.3 Estimativa Inter Quartis

Semelhante a funcdo de perda simétrica, esta penaliza a subestimativa e superestimativa

igualmente, em muitas aplicagdes, a perda é assimétrica. Para a tomada destas decisdes claramente,
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por exemplo, o impacto da subestimativa em concentra¢ées toxicas é provavelmente maior que
uma superestimativa de igual amplitude.

Considere a seguinte assimetria linear da funcdo de perda:

wy - e(z) para e(x) > 0 (Superestimativa)

L(e(x)) = (C9)

ws - |e(x) | para e(z) < 0 (Sub — estimativa)
Onde os pardmetros w; e wy sdo relativos ao impacto anexado a superestimativa e subestimativa,

respectivamente. A 6tima estimativa é mostrada pelo p-quartil da ccdf (Journel,1984).

2; () = gp(x) = F~(x;p|(n))

onde p=—*— € [0,1]

w1 +wsz

Podem ser distingiiidos trés casos:

1. w1 = w Uma fungdo linear simétrica, é a 6tima estimativa do 0.5 quartil, ou seja, a mediana

previamente discutida.

2. w; > wg Oimpacto da superestimativa é maior que o da subestimativa de mesma magnitude.
Assim, pj0.5, a 6tima estimativa é menor que a mediana (uma conservativa escolha para
deteccado de deficiéncias). Considere uma assimétrica fun¢do de perda, onde w1=0.9 e w2=0.1.
O quartil é estimado pela interpretagdo do valor de corte de 90% da probabilidade de exceder
o valor ndo conhecido:

PrZ(z) > q0.1(x)|(n) = 0.9

Uma grande estimativa de ¢ 0.1(x) indica que o valor ndo conhecido é certamente maior que

o da localizagdo z.

3. w; < wy O impacto da superestimativa é menor que o da subestimativa de mesma

7

magnitude. Assim, p > 0.5, a 6tima estimativa é maior que a mediana. O quartil é
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estimado pela interpretagdo do valor de corte de 10% da probabilidade de exceder o valor
ndo conhecido:

PrZ(z) > q0.1(x)|(n) = 0.1

Uma pequena estimativa de ¢ 0.9(x) indica que o valor ndo conhecido é certamente menor que

o da localizagdo x.

Incrementando o contraste entre o relativo impacto w; e wy na estimativa dos campos de
quartiles correspondentes, ha um ajuste na probabilidade acumulativa muito pequena ou muito

grande.
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Apéndice D

Fluxograma da Metodologia da Tese

Dados de
Sondagem

Ajuste de
Madelo
(Fonte de erro)

Krigagerm ‘alidagio

Cruzada

Dados de entrada
para simulagdo via
copulas

F 3

Cépuls 1 (Validagso Cruzada)

Copula 2 (Krigagerm)

Se curvas de
parametrizacio da
copula 2 reproduziu
as curvas da
krigagem

Copula 3 (Amostrasz)

¥

Cdpula 1 representa validagdo cruzada
Cdpula 2 representa krigagem

Parametrds para o corte
da krigagem via
esperanca condicional
da Copula 1 & Copula 2

Cava Final e
Seguenciamento

Figura D.1: Fluxograma da metodologia aplicada para a corre¢do das curvas de parametrizacao
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Apéndice E
Codigo Fonte

gz ssdsszasisdsasadadsasadzasiadasiadsazasadassadiaazasadaatatnasdda

SH# UNIVERSADE ESTADUAL DE CAMPINAS -UNICAMP ##%
SH# INSTITUTO DE GEOCIENCIAS ##5%
SHH# DEPARTAMENTO DE GEOLOGIA E RECURSOS NATURAIS ##%
sH#-——-——-""-"-"""""""""""- ##5
$## Autor : Frederico Augusto Rosa do carmo ##5%
$## Orientador : Armando Zaupa Remacre ##%
s##-—-—————--------—---"-"-"- ##%
SH# RESERVA_COPULAS_2006 ##3

ST Es LTSS E LA EEEEE L LSS LIS EEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEE
% Entrada ASCII dos Furos de Sonda —————————————"——"——"————"——\—"—\—\——"———————————
clear all;
valida_cruz; %Arquivo com os dados em uma tabela -—————-——-"--"--""""""--———
Var_1 = V;
Val_C = Cross_V;
n2A= length (Val_C);
% Corrige valores negativos da ValidaA§ao Cruzada -—————-————-——————————————
for i=1: n2A

if val_C(i)<0

Val_C(i)=0;
end

krigbx5_2; % Busca no Isatis Valores Krigados —-————————------"-"-"-----———

fid = fopen(’C:\Frederico\ISATIS\WALKER LAKE\GTX\DIRE.2\FILE.2\
VARI.1l2/datavar’,’'r’,"'b’);

AMOSTRAS=fread (fid, [dx*dy],’ float’);

fclose (fid);

fid = fopen(’C:\Frederico\ISATIS\WALKER LAKE\GTX\DIRE.2\FILE.2\
VARI.1l4/datavar’,’'r’,’'b’);

VCAMOST=fread (fid, [dx*dy],’ float’);

fclose (fid) ;

% Procurando lugares onde existem amostras—————————""——"—————————————————
AMOST_5X5=AMOSTRAS (find (AMOSTRAS<100000)); % Amostras para o bloco ————-
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Codigo Fonte

4

KAMOS_5X5=V1_Est (f£find (AMOSTRAS<100000)) ; % Krigagem para a amostra —--—-—-—
VAMOS_5X5=VCAMOST (find (AMOSTRAS<100000) %

~ 0~

ValidaA§ao das Amostras ————-—

t = cputime;
nobs =size (Var_1,1);
% Transformando os dados em Variaveilis NOIMAIS .t ittt teeeenneeeneanss
[NS_AMOST, o_nscorel]l=nscore(Var_1,2,2,0,1600);
[NS_VC, o_nscore2]=nscore(Val_C,2,2,0,1600);
[NS_EST, o_nscore3]=nscore (V1_Est);
[NS_AMOST_5X5,0_nscored4]=nscore (AMOST_5X5) ;
[NS_VAMOS_5X5,0_nscore5]=nscore (VAMOS_5X5) ;
[NS_KAMOS_5X5, 0_nscore6]=nscore (KAMOS_5X5);
% Relacionamento entre as Variaveis - - —————----"--""""""""""""""""""-——
Sigl =corrcoef (NS_AMOST_5X5,NS_KAMOS_5X5);
Sig2 =corrcoef (NS_AMOST_5X5,NS_VAMOS_5X5);
Sig3 =corrcoef (NS_AMOST,NS_VC) ;
Sig = [ 1 Sigl(2,1) Sig2(2,1);Sigl(2,1) 1 Sig3(2,1);...
Sig2(2,1) Sig3(2,1) 11;
% verificando as diferenAfas entre amostras e Val cruz e Krigagem.........
s_origdata=sort (o_nscoreéd.d);
id=find(“isnan (o_nscored4.normscore));
PAMOST = interpl (o_nscored.normscore (id),o_nscored.d(id), ...
o_nscore3.normscore, 'pchip’);
s_origdata=sort (o_nscore5.d);
id=find(“isnan (o_nscoreb.normscore)) ;
PAVC = interpl (o_nscore5.normscore (id),o_nscoreb5.d(id), ...
o_nscore3.normscore, 'pchip’);
o_nscore7=o_nscore3;

[}
°

[DA Pl]l=sort (PAMOST) ;

[DVC P2]=sort (PAVC) ;

[DK P3]=sort (o_nscore3.d);

dumml = DVC-DA;

dumm?2 sort (o_nscore3.d)-dumml;
o_nscore7.d(P3) =dumm2 (P3) ;

L= mvnrnd( [0 O 0] , Sig , n );

X = [inscore(L(:,1),o_nscore7) inscore(L(:,2),o0_nscore3)
inscore (L (:,3),0o_nscore3)];
e = cputime-t

% ParametrizalAfao de Reservas ——————————————————
Paramet_Rsv
o

% Otimizador de Cavas ———————————————————————— - —————
Otimizador
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%$Sequenciamento de Cava ———————————"—"""""—"—"—"—"—\—"—"—"\—"—\—(\—\—(—(—(—(—(—(—(—(——(——————————
[SeqEst, fcEst, recEst, recRReal, fcREf, gaz]=SequencKrig (mascEst,
cavakst, dx,dy,Bver) ;
[SegR, fcR, recR, recRReal, fcRReal ]=SequencReal (mascVer, cavaVer,
dx,dy,Bver) ;
S EEs s E L EEEEL LSS EEE S L LSS EE ISR EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE LR

SH# UNIVERSADE ESTADUAL DE CAMPINAS —-UNICAMP ##%
SH# INSTITUTO DE GEOCIENCIAS ##%
SH# DEPARTAMENTO DE GEOLOGIA E RECURSOS NATURAIS ##%
SHp-———— ##%
$## Autor : Frederico Augusto Rosa do carmo ##%
$## Orientador : Armando Zaupa Remacre ##%
s¢t--———----------- ##%
$## Sub-rotina: Paramet_Rsv ##%

SHHHHFHHHHHAH S HF AR HH A S HH AR HH ARG HH AR H AR H AR SEHEE AR HEHES
vr =V1_Ver;

vr2=V1_Est;

vr3 =X (:,2);

vrd=X(:,1);

cl= [floor (min(vr)) : ((round (max (vr))-floor (min(vr)))/50) :round (max (vr))];
ncl = length(cl) ;

zmax = max (vr);

for i=l:ncl-1,

[

% Variavel Real-——————————————————— -

iaux = find(vr >=cl (i));

TonVer (1) = length (iaux);
OminVer (i) = sum(vr (iaux));
TMVer (1) = mean (vr (iaux));

[o)

% Variavel Estimada --——————-—--"""""""""""""""""—""————

iaux2 = find(vr2 >=cl(i));
TonEst (1) = length (iaux2);
QminEst (i) = sum(vr2 (iaux2));
TMEst (1) = mean (vr2 (iaux2));
TMEstEf (i) = mean (vr (iaux2));
QOminEstEf (i) = sum(vr (iaux2));

o)

% Variavel Real-—————————————————————

iaux = find(vr3 >=cl(i));
TonVer?2 (i) = length (iaux);
QminVer2 (i) = sum(vr3(iaux));
TMVer2 (i) = mean (vr3(iaux));

[o)

% Variavel Estimada -———————-—--—"""""""""""""""""———

iaux2 = find(vrd >=cl(i));
TonEst2 (i) = length (iaux2);
OminEst2 (i) = sum(vr4 (iaux2));
TMEst2 (i) = mean (vr4 (iaux2));

[

% Minerio classificado como Esteril - —————--—"-"—"""—""-———————————————
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ijaux3 = find(vr >=cl (i) & vr2<=cl(i));
TonMcE (1) = length (iaux3);
OminMcE (i) = sum(vr (iaux3));

[

% Esteril classificado como Minerio

iaux4 = find(vr2>=cl (i) & vr<=cl(i));
TonEcM (1) = length (iaux4);
OminEcM (i) = sum(vr (iaux4d));

o)

% Minerio classificado como Esteril

iaux3 = find(vrd >=cl (i) & vr3<=cl(i));
TonMcE2 (i) = length (iaux3);
QOminMcE2 (i) = sum(vr4 (iaux3));

% Esteril classificado como Minerio

iaux4 = find(vr3>=cl (i) & vrd<=cl(i));
TonEcM2 (1) = length (iaux4);
QOminEcM2 (i) = sum(vr4 (iaux4d));
end
cll = cl(l:ncl-1);

id=find (“isnan (vrd));

14

id2=find (“isnan(vr3));
TR =length(vr);
TE =length (vr2);
Tcl =length(vr4d);
Tc2 =length (vr3);
QR =sum(vr);

QE =sum(vr2);

Qcl =sum(vr4d (id));

Qc2 =sum(vr3(id2));
aux =[(0:0.35:17.15)1;

BenVer =
BenEst

BenVer?2
BenEst2=

BenEstEf=

figure

(aux.* (QminVer — TonVer.*cll))—-(0.05* (TR-TonVer) .*cll);
(aux.* (OminEst— TonEst.*cll))-(0.05* (TR-TonEst) .*cll);
(aux.* (QminVer2 - TonVer2.*cll))-(0.05* (TR-TonVer2) .*cll);
(aux.* (QminEst2 - TonEst2.*cll))-(0.05* (TR-TonEst2) .*cll);

(aux.* (QminEstEf — TonEst.*cll))-(0.05* (TR-TonEst) .*cll);
1,1)

subplot (2,

plot (cll,BenVer,’-rd’,’MarkerSize’,5);hold on;

plot (cll, BenEst,’-b*’,’MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll, BenEstEf,’-bo’,’MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll, BenEst2,’-kx’,’MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll, BenVer2,’-kp’,’MarkerSize’,5);hold on;
stem_handles = stem(cll,BenVer,’'r’);

grid on;

legend ('BF_{Real}’, " BF_{KO}'’, ’'BF_{KO-Efetivo}’, ’BF_{\phi(c*|x)}’,...
’BF_{\psi(c*|x*)}’);
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xlabel (' Teor de Corte’)
ylabel (' Lucro em USS$’)

TonVer = TonVer/TR;
OminVer = QminVer/QR;
TonEst = TonEst/TE;
OminEst = QminEst/QE;
TonVer2 = TonVer2/Tcl;
QOminVer2= QminVer2/Qcl;
TonEst2 = TonEst2/Tc2;
OminEst2= QminEst2/Qc2;
TonMcE = TonMcE/TR;
QOminMcE = QminMcE/QR;
TonEcM = TonEcM/TR;
OminEcM = QminEcM/QR;
TonMcE2 = TonMcE2/Tcl;
QOminMcE2 = QminMcE2/Qcl;
TonEcM2 = TonEcM2/Tcl;
OminEcM2 = QminEcM2/Qcl;
figure

subplot (2,1,1)

plot (cll, TonVer,’' -rp’,’MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll, TonEst,’ -bo’, " MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll, TonVer2,’-k*’,’MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll, TonEst2,’-kx’,’MarkerSize’,5);hold on;
axis ([0 zmax 0 11);

xlabel (' Teor de Corte’);

ylabel (' Tonelagem’) ;

legend (" T_{Z(x)}’, T_{Z°*(x)}’,"\phi (T_{z"{c*}(x)}|T_{z(x)})’,

"\psi(T_{Z {c*}(x)}|T_{z"*(x)})");
grid on;
subplot (2,1, 2)
plot (cll,QminVer,’-rp’,’'MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll,QminEst,’-bo’,’MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll,QminVer2,’-k*’,"MarkerSize’,5);hold on;
plot (cll,QminEst2,’-kx’,"MarkerSize’,5);hold on;
axis ([0 zmax 0 11);
xlabel (' Teor de Corte’);
ylabel ("Quantidade de Minerio’);

legend ("Q_{Z(x)}’,"Q_{Z *(x)}’, "\phi (Q_{Z"{c*}(x)}|Q_{z(x)})’,

"\psi(Q_{Z {c*} (x)}|Q {z"*(x)})");
grid on;

figure
subplot (2,1,1)
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stairs(cll, TonMcE,’r’);hold on;
cll, TonMcE2,’k’);hold on;

"Teor de Corte’);

stairs
xlabel
ylabel
legend (’Minerio Classificado como Esteril Real’, ’'Minerio

(
(
(
(" Tonelagem’) ;

Classificado como Esteril Copulas’);

grid on;

subplot (2,1, 2)

stairs(cll, TonEcM,’'r’);hold on;

stairs(cll, TonEcM2,’k’);hold on;

xlabel (' Teor de Corte’);

ylabel (' Tonelagem’) ;

legend (’'Esteril Classificado como Minerio Real’, ’'Esteril
Classificado como Minerio Copulas’);

grid on;

figure

subplot (2,1,1)

stairs(cll, TonMcE2-TonMcE, "r’); hold on;

stairs(cll, TonEcM2-TonEcM, 'b’); hold on;

legend('DiferenA§a entre Minerio Classificado como Esteril’,
'DiferenBAfa entre Esteril Classificado como Minerio’);

xlabel (' Teor de Corte’);

ylabel(’DiferenA§as de Tonelagem’) ;

axis ([0 zmax -0.075 0.0751);

grid on;

subplot (2,1,2)
stairs(cll, OminMcE2-QminMcE,'r’); hold on;
stairs(cll,QminEcM2-QminEcM, "b’); hold on;
legend(’DiferenA§a entre Minerio Classificado como Esteril’,
'DiferenASa entre Esteril Classificado como Minerio’);
xlabel (' Teor de Corte’);
ylabel(’DiferenA§as de Quantidade de Minerio’);
axis ([0 zmax -0.075 0.075]);
grid on;
figure
subplot (2,1,1)
stairs(cll,QOminMcE, "r’);hold on;
stairs(cll,QminMcE2,’k’);hold on;
xlabel (
ylabel (
legend (’Minerio Classificado como Esteril Real’, ’'Minerio

"Teor de Corte’);

"Quantidade de Minerio’);
Classificado como Esteril Copulas’);
grid on;

subplot (2,1, 2)
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stairs(cll,QOminEcM, "r’);hold on;

stairs(cll,QminEcM2,’k’);hold on;

$plot (cll, QminEcM3,’ --b’,’MarkerSize’, 3);hold on;

xlabel (' Teor de Corte’);

ylabel ("Quantidade de Minerio’);

legend (’'Esteril Classificado como Minerio Real’,
"Esteril Classificado como Minerio Copulas’);

grid on;

Gadssdssaississd sttt ittt ttddsi

SH# UNIVERSADE ESTADUAL DE CAMPINAS —-UNICAMP ##%
SH# INSTITUTO DE GEOCIENCIAS ##%
SH# DEPARTAMENTO DE GEOLOGIA E RECURSOS NATURAIS ##%
s#p-——-——-------——— ##%
$## Autor : Frederico Augusto Rosa do carmo ##%
$## Orientador : Armando Zaupa Remacre ##%
Stp-———-""-"-"-""-"- ##%
$## Sub-rotina: Otimizador ##%

SEEEEEE Lz EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE LSS
BenBloco_Ver=[length(vr) 4];
BenBloco_Est=[length(vr) 4];

cutoff = [65, 150, 260, 300, 425, 550];
for i=1:6
aux3 = find(vr>= cutoff(i));
aux4 = find(vr< cutoff(i));
BenBloco_Ver (aux3,1i) = (3.27*vr (aux3))-1200;
BenBloco_Ver (aux4,i) = —-1200;
auxb = find(vr2>= cutoff(i));
aux6 = find(vr2< cutoff (i));
BenBloco_Est (aux5,1) = (3.27*vr2 (aux5))-1200;
BenBloco_Est (aux6,i) = -1200;

Bver =[dx dy];

Best =[dx dyl;

aux=1;

corte =3;

for i=1:dx,

for j=1:dy,

Bver (i, j)=BenBloco_Ver (aux, corte) ;
Best (i, j)=BenBloco_Est (aux, corte) ;
aux=aux+1;
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[mascVer cavaVer]=LG2D (Bver,dx,dy);

figure

subplot (2,1,1)

imagesc (cavaVer) ;

axis equal;

axis([1 dy 1 (dx/2)1);
title ("Cava Otima Real’);

subplot (2,1, 2)

imagesc (cavaEst) ;

axis equal;

axis ([l dy 1 (dx/2)1);
title(’Cava Otima Krigagem’) ;

BEN_REAL =sum(sum(cavaVer))
BEN_KRIG =sum
BEN_EFE =sum
TON_REAL =sum (sum(mascVer)) ;

TON_KRIG =sum(sum(mascEst));

OM_REAL =sum(sum(mascVer.*Zver));
OM_KRIG =sum(sum(mascEst.*Zest));
QOM_EFE =sum(sum(mascEst.*Zver));

sum (cavaEst) )

( (
( (
(sum (mascEst.*Bver))
( (

SHAH A AR H R HHF AR AR HHF A H R HHF SR HHF SRR S

SH# UNIVERSADE ESTADUAL DE CAMPINAS -UNICAMP

SH# INSTITUTO DE GEOCIENCIAS

SH# DEPARTAMENTO DE GEOLOGIA E RECURSOS NATURAIS
—————————————————————— ##%
$## Autor : Frederico Augusto Rosa do carmo
%$## Orientador : Armando Zaupa Remacre

$## Funcao: LG2D

##5%
##%
##5%

#4#%
##5%

—————————————————————— #4e

##5%

SHAAAA AR A SRS SHHHHH A A4 A FHHAAAAAAA RS H A A A A A A FFAAAAAAASS S SHHES
function [masc2, cava2, EMKrig, Valor_Krig]=LG2D (ModBlock,dx,dy);

$Inserindo uma linha de zeros ——————————————————

m=ModBlock;
mij=zeros (dx+1,dy);
mij(2:dx+1,:)=m ;

$Fazendo Mij=Soma das colunas —-——————————————————

Mjk=cumsum (mij) ;

P=Mjk;

for j=2:dy

for i=2:dx+1
k=[-1 0 171;

% Procurando o maximo valor na coluna anterior
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if i==dx+1
kk=i+k (1:2);
else
kk=i+k;
end
maxx=max (P (kk, 3=1));
P(i, j)=Mjk (i, j) tmaxx;
end
end
%Desenhando a Cava ———————————————————— -
masc2 = zeros (dx+1,dy);
indmax = find (P (2, :)==max (P (2, :)));
masc2 (2, indmax) =1;
ii=2;
for j=indmax: -1: 2
k=[-1 0 17];
if ii==dx+1
kk=ii+k (1:2);
elseif ii==
kk=ii+k (2:3);
else
kk=ii+k;
end
maxx =max (P (kk, j-1));
ii find (P (kk, j—1) ==maxx ) ;
ii =kk(ii);
masc2(ii, j-1)= 1;

masc2(:,j-1)=[ ones(ii,1l); zeros(dx+1-ii,1)];
end
masc2= masc2 (2:dx+1, :);
cavazZ=masc2.*m;
Valor_Krig=sum(sum(cavaZz?)) ;
mascarall=cava2>0;
mascaral2=cava2<0;

VE = cava2.*mascaral2;
VM = cava2.*mascarall;
Valor_Est_Krig = sum(sum(VE)) ;

Valor_Min_Krig = sum(sum(VM)) ;
Valor_Tonel=sum(sum(masc2)) ;
SomaEst = cava2;

ii = find (SomaEst>0);
SomaEst (1i)=0;

find (SomaEst<0);

SomaEst (37j)=1;

.
.
Il
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TonEsterilKrig=sum(sum( Somakst));
TonMinerioKrig=Valor_Tonel-TonEsterilKrig;
EMKrig = TonEsterilKrig/TonMinerioKrig;

SHAHEHHHH A A HH A H A H R HHFE AR H S H R H A H A H A H S F SRS R 13

SH# UNIVERSADE ESTADUAL DE CAMPINAS —-UNICAMP
SH# INSTITUTO DE GEOCIENCIAS
SH# DEPARTAMENTO DE GEOLOGIA E RECURSOS NATURAIS

$## Autor : Frederico Augusto Rosa do carmo
$## Orientador : Armando Zaupa Remacre

%$## Funcao: SEQUENCIAMENTO

##%
##5%
##5%
##5%
##%
##5%
##5%
##5%

dgssdssdzassdsszsssdzasadassasadzasiadasiadsazasadaasadiassasadaasatnasdda

%  dx = Numero de dados na direffao X

%3 dy = Numero de dados na direBfao Y

% ns = Numero de simulalf§oes

% Gamma = Matrix que vai liberar os blocos

% Cap_Min = Capacidade de MineraB§ao por periodo de Tempo
% Ton_Cavas = Tonelagem Total a ser extraida

o
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function [SeqgR, fcR, recR, recRReal, fcRReal,gaz]=SequencKrig (masc,
cava, dx, dy,ModBlockR) ;

Vi=dx;

Vi=dy;

NBB = sum(sum(masc));

ns =1;

Cap_Min = floor (NBB/15) 15 = anos
Gamma = ones (dx,dy,ns);

SegR= zeros (dx,dy,ns);

Bloc_teor = ones (dx,dy,ns);
Gamma (:, :,:) = —-9999999;
Bloc_teor(:,:,:) = —9999999;

% Achando os Blocos que podem ser extraidos - ——————————--—--"""---———-
Block_Liber = find (masc ==1);
Gamma (Block_Liber) = -999999;

[o)

% Liberando a camada para retirar os blocos ——————————-—-—----—————
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for i=1l:ns

for j=1:dy
if Gamma (1, j,i)==-999991
Gamma (1, j, 1) = 0;
end;
end;
end;

o

% restringindo a capacidade de mineraBfao ———————————————————————————————
for i=l:ns
NB=1;
ano=1;
aaa =1;
aa=find (Gamma (:, :,1)==0);
aa=aa+ ((i-1) *dx*dy) ;
Bloc_teor (aa)=cava(aa);
Ach_Max = max (max (Bloc_teor(:,:,1)));
num_bl=find (Bloc_teor==Ach_Max) ;
esc_bloco =cava;
uu=find (cava==0) ;
esc_bloco (uu) =-99999999;
if num _bl>1
if num_bl>dx & num_bl<(dx*dy)-dx
triang_m = esc_bloco(num_bl+1l)+esc_bloco (num_bl-dx)...
+ esc_bloco (num_bl+dx) ;

al = find(max(triang_m));
else
al=1;
end
else
al=1
end
Gamma (num_bl (al))=1 ;
SegR (num_bl (al) ) =ano;
Bloc_teor(:,:,1)=-9999999;% Seguindo a Sequencia —-———————————————-

while NB<=NBB (i)
%Restringir pela capacidade anual-———————-—————————————————————
bb = find(Gamma(:, :,1i)==1);
bb = bb+((i-1)*Vj*Vi);

z = ceil(bb./(Vj*Vi));

z2 = z-1;

f = Dbb —(z2.*(Vj*Vi));

x = ceil(f./V3j);

y = f -((x-1)*Vj);

Pos = (z2) .*(Vi*Vi)+ ((x-1).*V])+y;

% PosilB§oes onde os blocos estao liberados————————-—————————————
PosD = (z2).* (VI*Vi)+ ((x).*VJ)+y;
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PosE = (z2) .*(VJj*Vi)+((x-2) .*V]j)+y;
PosB = (z2) .*(VJj*Vi)+((x-1) .*Vj)+(y+1l);

tm= length (PosB);
if PosD <= (z.*(dx*dy))& PosD>0

iii = find(Gamma (PosD) == 0) ;
Bloc_teor (PosD(iii) )=cava (PosD(iii));
end
if PosE <= (z.*(dx*dy))& PosE>0
iii = find(Gamma (PosE) == 0);
Bloc_teor (PosE(iii) )=cava (PosE(iii));
end
if PosB <= (z.*(dx*dy))& PosB>0
iii = find(Gamma (PosB) == 0);
Bloc_teor (PosB(iii) )=cava (PosB(iii));
end
Ach_Max = max (max (Bloc_teor(:,:,1i)));

num_bl=find (Bloc_teor==Ach_Max) ;
if num bl>1

if num_bl>dx & num_bl<(dx*dy)-dx
triang_m = esc_bloco(num_bl+1l)+esc_bloco (num_bl-dx)...
+esc_bloco (num_bl+dx) ;
al = find(max(triang_m));
if length(al)>1
triang_m = esc_bloco(num_bl+2)+triang_m;

al = find(max(triang_m));
end
else
al=1;
end
ale = length (num_bl);
al = floor(rand*ale)+1l ;
Gamma (num_bl (al))=1 ;
SegR (num_Dbl (al) )=ano;
Bloc_teor (num_bl (al))=-9999999;
else
Gamma (num_bl (1) )=1 ;
SegR (num_bl (1) )=ano;
Bloc_teor (num_bl (1))=-9999999;
end
LB1_BRai = find(Gamma(:, :,1i)==1);
IBl1_Bai = LBl_Bai+ ((i-1)*Vj*Vi);
z1l = ceil(LB1l_Bai./(Vj*Vi));

z21 = z1-1;
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f1 = LB1_Bai —(z2l.*(Vj*Vi));

x1l = ceil(fl./V3);

vyl = f1 -((x1-1)*VJj);

PosDC = (z21) .*(V3*Vi)+ ((x1l).*Vj)+(yl);
PosEC = (z21) .*(VJ*Vi)+ ((x1-2).*V])+(yl);
PosCC = (z21) .*(VJ*Vi)+ ((x1-1).*VI)+(yl);
Pos2 = (z21).* (Vi*Vi)+ ((x1-1).*Vi)+ (yl+1);

T2= length (PosCC) ;
for 1iii=1:T2
if (PosDC(iiii)>0) & (PoskEC(iiii)>0)& (PosCC(iiii)>0)¢&...
(PosDC(iiii)<=(dx*dy*ns)) & (PoskEC(iiii)<=(dx*dy*ns)) &
(PosCC(iiii)<=(dx*dy*ns))

if ((Gamma (PosDC(iiii))==1) & (Gamma (PosEC(iiii))==1)¢&
(Gamma (PosCC (iiii))==1)& (Gamma (Pos2(iiii))==-999991))
Gamma (Pos2 (iiii) ) =0;
end;
end;
end;

aaa=aaat+l;
if aaa==Cap_Min
ano=ano+1;

aaa=1;
end;
NB=NB+1;
end; % while
end; % for
SeqR(1,1)=0;
aa =max (max (SeqR(:,:,:)));

aa= reshape (aa,ns,l);
for i=l:ns

for j=l:aa (i)

asdf = find(SeqR(:, :,1i)==73);
recR (i, j) = sum (cava(asdf));
recRReal (i, j) = sum(ModBlockR (asdf));
end
end

as =max (aa);

fcR = zeros(ns,as);
fcRReal = zeros(ns,as);
Inv_Inic = -0;

fcR(:,1) =recR(:,1);

fcRReal(:,1) =recRReal(:,1);

G_anual

= 0.5;

for i=l:ns
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for j=2:aa (i)

fcR(i,3j) = fcR(i,j-1)+recR(i, J);
fcRReal (i, j) = fcRReal (i, j—-1)+recRReal (i, j);
$fcR(i, j) = fcR(i, j-1)+recR (i, j)-G_anual;

%$fcRReal (i, j) = fcRReal (i, j-1)+recRReal (i, j)—-G_anual;

end
end
gaz = 0:1l:as-1;
VPLEstimado = pvvar (fcR,0.12);
VPLReal = pvvar (fcRReal,0.12);
figure

subplot (2,1,1)
imagesc (SeqR)

axis equal

axis([1 dy 1 dx/21);

Title (’'Sequenciamento cava Krigada’)
for i=1l:dx
for j=1l:dy
if SegR (i, j,1)>0
text (j,i,num2str (SeqR(i, j, 1)), HorizontalAlignment’, ...
"center’,’VerticalAlignment’, 'middle’,’FontSize’
end
end
end

subplot (2,1,2)
imagesc (cava)

axis equal;

axis([1 dy 1 dx/21);

Title ('Cava Krigada’)
figure

subplot (2,1,1)

bar (gaz,fcR,0.9); hold on
bar (gaz,fcRReal,0.7,'r’)
[nl,ctrl] = hist (X(:,2),15);
[n2,ctr2] = hist (X(:,1),15);
[n3,ctr3] = hist (V1_Est,15);
[nd4,ctrd4d] = hist (V1_Ver,15);
nnl = 100.*nl./ (sum(nl));
nn2 = 100.*n2./ (sum(n2));
nn3 = 100.*n3./ (sum(n3));
nn4 = 100.*n4./ (sum(n4d));
Min_Var_1 = floor (min (Var_1));
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Min_Var_2 = floor (min(V1_Est));

Max_Var_1 = round (max(Var_1));

Max_Var_2 = round (max(V1_Est));

aa = [Min_Var_1; Min_Var_2; Max_Var_1; Max_Var_17];
minimo = min (aa);

maximo = max (aa);

figure

subplot (3,3,5);

plot (V1_vVer,V1l_Est,’r”’);hold on;

plot (X(:,1),X(:,2),"b.");

hl =gca;legend(’Dados Originais’, ’SimulalA§ao’);
%$econd2 (V1_Ver,V1_Est,X(:,1),X(:,2));

econdf (V1_Ver,V1_Est);

[econd, medvr,cl,Betal=econdf2 (X(:,1),X(:,2));
axis([minimo maximo minimo maximol]) ;

subplot (3,3,8); bar(ctrl,-nnl,1,’b’); h2 =gca; axis([minimo
maximo —-max(nnl)*1.1 0]); axis(’'off’);
subplot (3,3,4); barh(ctr2,-nn2,1,’b’"); h3 =gca; axis
([-max (nn2)*1.1 0 minimo maximo]);axis ("off’);
subplot (3,3,2); bar(ctr3,nn3,1,’r’"); h4 =gca; axis
([minimo maximo 0 max(nn3)*1.1]); axis('off’);
subplot (3,3,6); barh(ctr4,nn4,1,’r’"); h5 =gca; axis
([0 max(nn4)*1.1 minimo maximo]);axis (' off’);
set (hl,"Position’, [0.25 0.25 0.55 0.551);
set (h2,’Position’, [.25 .05 .55 .151);
set (h3,"Position’, [.05 .25 .15 .55])
(h4,"Position’, [.25 .85 .55 .15]);
(h5,"Position’, [.85 .25 .15 .55])

set
set

figure

plot (VAMOS_5X5, KAMOS_5X5,"rd","MarkerSize’,5)
hold on

plot (AMOST_5X5, KAMOS_5X5, "bp’,’MarkerSize’,5)
plot (AMOST_5X5,VAMOS_5X5, ko’ ,"MarkerSize’,5)

figure

plot3(X(:,1),X(:,2),X(:,3),"kp’");

grid on;

axis ([0 1600 0 1600 0 16001]);

xlabel (’ \phi (c*|x)’); ylabel (’\psi(c*|x*)’); zlabel (’\tau(c*|x**)’)
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