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Resumo

Neste projeto serd investigada a influéncia de ruido no processo de interacao da radiacao
(campo quantizado) com a matéria (sistema mecanico mesoscopico). Consideraremos o modo
do campo confinado em uma cavidade de alto fator de qualidade com um espelho fixo e o outro
espelho movel, este tratado como um oscilador mecanico suscetivel a pressao de radiacao do
campo da cavidade. Investigaremos a dinamica do sistema na situacao em que o modo do

campo confinado estard submetido a um ruido causando perda de coeréncia de fase.
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Abstract

In this project we will investigate the influence of noise in the process of interaction of
radiation (quantized field) with the matter (mesoscopic mechanical system). We will consider
the mode field confined in a cavity of high quality factor with a fixed mirror and one moving
mirror, this treated as a mechanical oscillator susceptible to radiation pressure from cavity
field. We will investigate the system dynamics in the situation that the confined mode field

is submitted to noise causing loss of phase coeherence.
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Capitulo 1

Introducao

Informacoes podem ser armazenadas em cavidades Opticas através de fotons colocados em
seu interior que passam a refletir nos espelhos que possuem alto fator de qualidade. Ainda
sao estudadas maneiras de acessar essas informacoes sem perdé-las posteriormente, como
tentativas de diminuir a perda de coeréncia de fase tanto do campo como do espelho para o
ambiente, ou como diminuir a perda de f6tons pelo espelho que nao é perfeitamente reflexivo
levando a uma perda de energia. O laser (abreviagao de Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation) é o exemplo mais comum no uso de cavidades 6pticas. Num artigo
recente [1] € mostrado o desenvolvimento de um ressonador mecéanico, que é formado em um
microchip de silicio em escala nanoscopica, que ao ser acoplado com a pressao de radiacao
de um laser resfria (diminui) seu movimento mecanico até o estado fundamental (alcan¢ando
um nimero de ocupagao médio de fonons de 0.85 £ 0.08). Esse resfriamento ¢ realizado a
temperatura ambiente de 20 K, aproximadamente mil vezes maior do que em experimentos
anteriores a esse artigo, abrindo caminho para o controle 6ptico de osciladores mesoscopicos
no regime quantico. Em outro artigo recente [2|, um sistema optomecanico é montado de
maneira a estabelecer uma interferéncia quantica eficiente entre um oscilador mecanico e
fotons oOpticos, que podem prover um transporte de estados quanticos livre de decoeréncia
através de fibras opticas.

Essa dissertacao define no Capitulo 2 varios conceitos derivados da mecanica quantica
como decoeréncia quantica, emaranhamento quantico, ensemble, superoperadores, e equa-
cao diferencial da média de um operador. Esse capitulo possui alguns desenvolvimentos e
defini¢oes que fiz no mestrado. No Capitulo 3 é apresentado uma cavidade Optica de alto
fator de qualidade com um espelho mével submetido a um potencial qualquer e com campo
eletromagnético dentro da mesma sendo refletido varias vezes. Serd montando um hamilto-
niano quantico perturbativo num regime nao-relativistico, ou seja, tratando o campo como

o agente perturbativo e o espelho oscilando em torno de uma posigao de equilibrio, além do
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campo ser considerado composto por praticamente um modo de oscilacao. No Capitulo 5, um
sistema qualquer interage fracamento com um reservatorio de temperatura finita criando um
amortecimento de fase, fendbmeno puramente quantico, no qual nao ocorre perda de energia
do sistema para o reservatorio, mas uma decoeréncia quantica do sistema, diferindo muito
ao ser comparado com um amortecimento de amplitude que é a maneira classica de que um
sistema perde energia para o reservatorio.

No dltimo capitulo, estdo os resultados que fiz durante meu mestrado, tratando uma
cavidade optica de alto fator de qualidade em que um de seus espelhos é movel sujeito a
uma oscilacao harmonica, sendo perturbado por um campo eletromagnético no interior dessa
cavidade. Esse campo estd sujeito a um amortecimento de fase devido a um acoplamento fraco
com um reservatorio a altas temperaturas, de maneira a garantir a aproximagao Markoviana.
Esse reservatorio é caracterizado por uma colecao de “espelhos moveis” sujeitos, também, a
uma oscilagao harmonica. Existe aqui uma semelhanca muito grande entre os vérios espelhos
do reservatorio e o espelho mével da cavidade, sendo diferenciados pela temperatura e pelo

acoplamento com o campo.



Capitulo 2

Definicoes

2.1 Coeréncia Quantica

Em fisica, coeréncia é a caracteristica dada a um conjunto de ondas que se interferem for-
mando uma onda estacionaria (no tempo e no espago). Define-se o grau de coeréncia en-
tre duas ondas eletromagnéticas através de funcoes de correlacao entre os campos elétricos
(E (r1,t1), E(r3,t3)) sobre um ensemble. Se a correlacao for igual a 1, entdo as ondas sao
ditas coerentes, se igual a 0 sao incoerentes e se entre 0 e 1 sao parcialmente coerentes.

No experimento da dupla fenda de Young feito com feixes de elétrons é possivel reconhecer
a coeréncia. Quando apenas a fenda 1 estd aberta, o feixe de elétrons atinge o anteparo
e forma uma mancha (concentragao de elétrons que colidiram com o anteparo) que possui
intensidade que varia com a posicao em relacao a fenda, ou seja, quanto mais proximo da fenda
maior a intensidade e quanto mais longe menor a intensidade. A func¢ao intensidade da fenda
1, I;(z) (onde x = 0 é a posicao da fenda 1), pode ser obtida através do modulo ao quadrado
da funcao de onda do elétron que passa pela mesma fenda, U;(x,t) (onde ¢t é o tempo), e
portanto I (z) = |V, (z, t)\Q. Quando apenas a fenda 2 esta aberta, o experimento ¢ analogo,
porém com Iy(z) = I1(x — d), onde d é a distancia entre as fendas, e Vy(z,t) = ¥ (x — d, t).
As funcoes de onda pertencem a C e variam com o tempo, porém a intensidade nao varia
com o tempo.

Quando as duas fendas estao abertas, o resultado nao é o intuitivo, ou seja, a funcao
intensidade resultante ndo é I (z) = I,(z) + Iz(z), € 0 que se obtém sdo franjas com um pico
de maior intensidade centrado entre as duas fendas e ao se afastar desse pico a intensidade
diminui. Aqui ocorre o fendomeno da sobreposicio qudntica, sendo necessario levar em conta
as funcoes de onda do elétron pelas fendas 1 e 2, sendo que as grandezas que se somam Sao
as funcoes de onda e ndo as intensidades. Portanto, W(x,t) = Wi(x,t) + Uo(x,t) e assim
Io(z) = |V (z,t)]> = Li(z) + Lo(z) + L1o(x), onde I15(z) = 2R { W (z, t)Uy(x, 1)} que pode ser
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negativo.

As ondas Wy (z,t) e Uy(x,t) ndo sdo necessariamente estacionarias, porém a onda V. (z,t)
é, j& que existe apenas uma diferenca de fase entre as ondas 1 e 2, evidenciando assim, que
elas sao coerentes, ou mais especificamente, possuem coeréncia qudntica, pois esse fenémeno
ocorre somente em nivel quantico. A nivel macroscopico, o experimento da dupla fenda de
Young feito com feixes de particulas macroscopicas resulta numa funcao intensidade intuitiva,
porque I15(x) é “absorvido” pelo ambiente, ou seja, as fungdes de onda de cada particula sao
modificadas de maneira que a coeréncia quantica se perde, resultando na decoeréncia qudantica.
Matematicamente, a funcao correlacao resulta em zero, evidenciando uma incoeréncia, ou
independéncia, entre as particulas que entram pela fenda 1 e as que entram pela fenda 2, nao

havendo interferéncia ou sobreposicao entre as mesmas.

2.2 Cavidade 6ptica

Uma cavidade optica é um arranjo de espelhos que aprisiona ondas eletromagnéticas em
uma regiao do espaco chamada cavidade por um intervalo de tempo que depende do fator
de qualidade dos espelhos, em que as ondas podem refletir muitas vezes e sofrerem pouca
atenuacao.

A onda aprisionada refletird vérias vezes e, por efeitos de interferéncia, se tornara es-
tacionaria, resultando numa superposicao de ondas com frequéncias bem definidas, devido
a interferéncia construtiva, dependentes apenas do comprimento da cavidade, e as outras

frequéncias serao suprimidas por interferéncia destrutiva.

2.3 Sistema

Em fisica, um sistema ¢ um conjunto de particulas e objetos ou entidades materiais escolhidos
para andlise que podem interagir entre si e com o ambiente que cerca esse sistema. Para um
instante ¢ qualquer, o sistema pode ser inteiramente caracterizado por um vetor estado |)(t)).

Apos ser definido, é possivel extrair informacdes do mesmo através do uso de observdveis.

2.3.1 Vetor Estado

Seja |¢) um vetor que pertence ao espago F. O espago F* é o espaco adjunto de F, e o vetor
(1| é o vetor adjunto de |¢), sendo que essa relacdo é bijetiva, ou seja, para todo [¢) existe
apenas um vetor adjunto (¢|, e vice-versa. Um escalar, A € C, pode ser usado para modificar

a intensidade e a fase de um vetor resultando no produto A [¢)). Simbologicamente, pode-se
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escrever a seguinte relagao bijetiva entre F e F™:
M) = A" (]

Um produto interno é um escalar que pode ser definido entre um vetor de F, |3), com
um de F*, (a|, dado por (a|f) € C. Um vetor unitario ¢ aquele que o produto interno
(¥ ]1¢) =1, e dois vetores sao ortogonais se (a|3) = 0.

Se um vetor [1)) pertence ao espago de Hilbert H, entdo ele pode ser descrito como uma

combinagao linear de um conjunto de vetores ortonormais que formam uma base {|a,)}:
) = cnlan) (2.3.1)
n

onde ¢, € C e (a, | am) = 0pm. Um vetor do espago de Hilbert pode ser chamado de ket, e o
vetor do espaco adjunto, H*, pode ser chamado de bra.

Para descrever um sistema fisico é necessario definir o espago estado £, que é um espaco
que esta contido em H e possui apenas vetores unitarios, ou seja, além da equacao (2.3.1),

deve-se acrescentar (1 |¢) = 1. Um vetor desse espago é chamado de vetor estado.

2.3.2 Emaranhamento

Um sistema pode ser composto por subsistemas, sendo que um sistema composto pelos siste-
mas A e B possuem H, e Hy como seus respectivos espacos de Hilbert, e o estado do sistema

todo é dado por |[¢)) € H,eHy, por exemplo:

) = [¥), & ), (2.3.2)

ou também

) = 16,218, + ), 210), (2.3.3)

As duas equacdes tratam sistemas diferentes. E importante notar que a equacao (2.3.3)
nao pode ser colocada da forma (2.3.2), ou seja, o estado do sistema descrito em (2.3.3)
nao é um produto tensorial do estado do sistema A com o estado do sistema B, ou seja é

inseparavel. Portanto, o estado de A esta emaranhado com o estado de B.

2.3.3 Observavel

Um observdvel A é um operador do espaco de Hilbert que é Hermitiano, com seus autovetores

formando uma base no espago estado [3], e possuindo significado fisico, ou seja:
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o AT = A. Condigao que implica em autovalores reais.

oo gn
) Z Z lal) (ol | = 1 (relagdo de fechamento), para o caso de um espectro discreto com
n=1 i=1

Alal) = a, |al), com |af) um autoestado de autovalor oy, € g, é a degenerescéncia de

an, além de (of | ad)) = 6,m0;

o A pode ser medido.

an
Defini-se P, = Z |al) (ol | como a projegao de um vetor estado no subespago de a,. O
=1

observavel A pode ser reescrito por:

A=>"a,P, (2.3.4)
n=1

com o, € R.

Para o caso do observéavel ter parte, ou totalidade, do espectro continuo, usa-se o teorema
espectral.

Os operadores posi¢ao, momento linear, momento angular e nimero de fétons sao exem-

plos de observaveis.

2.3.4 Regra de Born

A regra de Born foi formulada por Born num artigo em 1926 [4] e é utilizada para mostrar o
que acontece, teoricamente, ao extrair informacao de um sistema. Se o observavel A possui

espectro discreto e o sistema esta num estado |¢)) normalizado, entao:

e 20 medi-lo obteremos um dos autovalores «,, de A.

gn
e a probabilidade de se medir a,, ¢ dada por (¢| P, [¢)) = Z (| )%, Notar que P, [¢))
i=1
é a projecao do estado da particula sobre o subespaco de a,.
Como consequéncia da medicao, o estado do sistema serd projetado sobre o subespaco de

valor medido:

A " (o | ) o)
By 2

VORI 98 e
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2.3.5 Evolucao de um sistema

Para descrever como um sistema se modifica com o tempo é necessario usar a equacao de
Schrodinger [5] que foi proposta por Erwin Schrodinger em 1926:
Ldlp) -
com I:[(t) o Hamiltoniano que pode variar com o tempo t, h a constante de Planck dividida
por 27, e ¢ a unidade imaginéria.
Se f](t) = ﬁ, ou seja, o hamiltoniano nao depende do tempo, entao a solucao da equagao

de Schrodinger é dada por:
[9(2)) = i) [y (ko))

onde a exponencial é chamada de operador evolucao temporal. Para o caso de um sistema
composto de outros sistemas, a evolucao temporal é aplicada sobre o estado do sistema
todo, nao sendo possivel, em geral, aplicar, separadamente, para cada um dos sistemas. Por

exemplo, se o Hamiltoniano total do sistema é dado por:

~ A~

H:HA—i—ﬁB_'_V

onde V é o potencial de interacao entre os sistemas A e B dado por:

V=V,Vi
com V, um operador que atua no sistema A e V; um operador que atua no sistema B, entao
o operador evolucao temporal sera dado por:

e%HA(t_t())e%ﬁB(t_tO)B%VAVB(t_tO)

que ao ser aplicado sobre um estado inicial nao-emaranhado ir4 torna-lo emaranhado devido

ao termo envaVe(t—to)

2.3.6 Estado quase-classico

A

FEstado quase-cldssico é o estado no qual as médias quanticas (z), (p) e (H) sdo quase iguais
aos valores classicos x, p e H respectivamente, com 2 e p os operadores posicao e momento

respectivamente. Para o caso do oscilador harmonico simples, o Hamiltoniano do sistema é
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dado por:
SN SN e
H=—+-mwz
2m * 2
onde m é a massa da particula e w a frequéncia angular. Aqui sao definidos os operadores

aniquilacdo, a, e criacdo a', que satisfazem:

=
Q>
i
I
-

3
Il
Q>
pafy
Q>

onde os autovetores de 1 (operador nimero, que para um campo eletromagnético representa
o nimero de fotons) sdo {|n)} com n € N, no qual formam a base de Fock. Tais vetores

respeitam a seguinte relagao:

alny = aln—1)
ity = VATt

Os autoestados de H também sao {|n)} e as autoenergias sao:

1
En:hw(n+§)

Para uma particula submetida a um potencial harmonico, o estado coerente |«) (com |a| > 1)

é o estado que mais se aproxima de um estado quase-classico. Um estado coerente é definido

por:
ol o= a”
Q) =¢e 2 n
) =3 i)

onde o € C. O estado coerente satisfaz uma relacdo de incerteza minima (Ver 2.4.2).

2.4 Ensemble

Um ensemble ¢ uma colecdo de muitos sistemas idénticos [6] (a ideia é que, no limite, o

numero de sistemas tenda ao infinito), em que cada sistema estd num estado normalizado
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|9)[7]. E utilizado para analisar o comportamento estatistico do sistema.

2.4.1 Meédia sobre um ensemble

A média (de um observavel) sobre um ensemble consiste em medir o valor de um observavel

A para cada sistema da colecao e depois fazer a média desses valores:

(o]
E Nya
a n=1
A= —F—— (2.4.1)
>N
n=1
com N,, o nimero de sistemas que mostraram o valor «,, ao terem A medido.
Como a ideia de um ensemble é ter o numero de sistemas tendendo ao infinito, usa-se a
regra de Born afim de se obter o comportamento estatistico do sistema que estd num estado

normalizado [¢):

. N, A
im == W[ B [¥) (2.4.2)
>N
n=1

Portanto, aplicando o limite do nimero de sistemas em (2.4.1), e usando (2.4.2) e (2.3.4),

a média sobre um ensemble sera:
A= "0, (W Py o) = (| Algp) = (A)y (2.4.3)
n=1

2.4.2 Relacao de Incerteza

O termo incerteza nao possui uma definicao tnica, sendo que a incerteza sobre uma medida
de Aé representada por AA. Em 1927, Werner Heisenberg estabeleceu um principio que ficou
conhecido como o Principio de Incerteza de Heisenberg, que diz que existe uma quantidade
minima no produto da incerteza do momento cinético, Ap, com a incerteza da posicao, Az,

impossibilitando assim uma medicao exata da posi¢ao e do momento simultaneamente [8]:
ATAp ~ h

porém Heisenberg nunca chegou a dar uma definicao clara do que é incerteza, entretanto deu
uma explicagao plausivel sobre como chegar na equagao acima.

Ainda em 1927, Kennard foi o primeiro a demonstrar a relacdo moderna do principio de
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incerteza [9):

| S

0p0p =2

com o, o desvio padrao de medicoes sobre A que é um observavel, definido por:

or = V(A= () = /(A2) — (4

onde a média é feita sobre um ensemble.

Relagao de Incerteza de Robertson

Em 1929, Robertson [10] desenvolveu uma relagao de incerteza para operadores hermitianos
nio comutaveis A e B:

[([A, B])|

DN | —

OxOp =

2.4.3 Ensemble misto

Um ensemble misto ¢ uma colecao de ensembles ordenados de um mesmo sistema, com o
n-ésimo ensemble tratando o sistema num estado normalizado |¢,,) e possuindo uma fragao

populacional w,. A soma da fracdo populacional deve ser igual a uma unidade:
> w, =1 (2.4.4)

sendo que o nimero de ensembles pode ser finito ou infinito. E importante notar que a fracio
populacional ¢ um nimero real e positivo: w, > 0, ou seja, ¢ como se fosse a densidade de
cada ensemble da colecao.

E usado para descrever os possiveis estados em que um sistema pode estar. Por exemplo,
o estado de um foton pode ser descrito como uma sobreposicao das direcoes de polarizacao
circular (direita |O) ou esquerda |©), com (C|0) = 0), sendo que um possivel é |]) =
(|O) +|O)) /2 (polarizacio linear vertical), e outro é [<) = (|O) — ) /v/2 (polarizacio
linear horizontal). Entdo, um foton pode ser descrito por um estado puro, que pode ser
uma sobreposicao de outros estados puros. Agora, quando uma lampada incandescente esta
emitindo luz, essa luz nao pode ser descrita por um estado puro, pois seus f6tons nao estao
todos no mesmo estado. Ela é composta de fotons em todos os estados possiveis: cos 5 |O) +
e’ sin B |0), com 8 € [0, 7| e § € [0,27], equivalendo, no fim das contas, a um ensemble misto
composto de 50% |O) e 50% |O). Portanto, pode-se chamar luz nao-polarizada a luz de uma

lampada incandescente, e essa luz s6 pode ser descrita por um estado misto.
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2.4.4 Meédia sobre um ensemble misto

A meédia de um observéavel sobre um ensemble misto consiste em fazer a média dos valores

médios de um observavel A de cada ensemble de estado |t,) da colecao:

(A) = w,(A), (2.4.5)

com (A), = (¥n| A|¢n).
Essa definicao é a mesma que medir o valor de um observavel A para cada sistema da

colecao e depois fazer a média desses valores.

2.4.5 Operador densidade

Escolhendo uma base ortonormal e discreta no espago estado a relacao de fechamento pode

ser escrita da seguinte forma:

Z |9i) {9s] =1 (2.4.6)

Aplicando (2.4.6) em (2.4.5), a equagao ¢ reescrita da seguinte forma:

(A) = > wn (Wnl di) (&1 Aln) (2.4.7)

n 1
00

= Z@MA

i=1

O operador densidade de um ensemble misto é:

P=Y walihn) (Wl (2.4.9)

ou seja, é uma expressao matematica que relaciona a densidade de cada ensemble da colecao
com o vetor estado dos sistemas correspondentes.

E portanto, a média dos valores de A para um ensemble misto pode ser escrita como:
(A) = Te{Ap} (2.4.10)

A ordem dos operadores num traco nao modifica o resultado final, como foi mostrado em
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(A.1.15). A equacdo (2.4.5) também pode ser escrita como:

(A) = Tr{pA} (2.4.11)

2.4.6 Propriedades da matriz densidade

Nem toda matriz pode ser considerada uma matriz densidade. Existem algumas propriedades

que ela deve seguir:

o Hermiticidade

§ = 3w () ()’ (2.4.12)

como w, > 0, entdo w’ = w, e (|¢,) (wn])T = |n) (¥n]:

pr=p (2.4.13)
o Traco unitdrio
De acordo com (2.4.11):
Trp = (1) (2.4.14)
= > wy (| ¥) (2.4.15)

= ) w, (2.4.16)

Usando (2.4.4), entao:
Trjp =1 (2.4.17)

o Semi-positividade

Olhando a matriz densidade como se fosse um observavel, a média de seus valores sobre

um sistema de estado normalizado |¥) sera:

(WA = D wa (U] d) (a| V) (2.4.18)
= > w, (U] ) (2.4.19)
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Como w,, > 0e |[(V|,)| > 0, entao:

(| p|w) >0 (2.4.20)
Observar também que (U] |¥) = (Py), com Py = |0) (T|

2.4.7 Ensemble puro

Um ensemble misto que possui apenas um ensemble em sua colecao é chamado de ensemble
PUTo.

O operador densidade de um ensemble puro é:

p=1[¥) (¥ (2.4.21)

Para identificar tal ensemble é necessario que ele respeite a propriedade de idempoténcia:

7 = [6) () (0] = (2.4.22)

Falta agora verificar se a idempoténcia da matriz densidade é uma condicao suficiente
para identificar um ensemble puro.

Uma matriz idempotente pode ser projetada sobre o subespaco de autovalor 1, de acordo
com (A.2.6):

p= Z ") (] (2.4.23)

Como essa matriz também possui as propriedades de uma matriz densidade, entao o traco

deve ser unitario e independe da base escolhida que pode ser a base de autovetores de p:

Trp=g=1 (2.4.24)

Logo:
p= ") (v (2.4.25)

ou seja, uma matriz densidade idempotente é um ensemble puro. Comparando com (2.4.21),
conclui-se que [1') = |¢).

Portanto, um ensemble é puro se, e somente se, sua matriz densidade ¢ idempotente.
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2.4.8 Evolucao do ensemble

A evolucao de um ensemble descreve como o estado de cada sistema da colecao se modifica
com o passar do tempo. Para um ensemble misto, a variacao temporal do operador densidade

é dado por:

an [[4n(®)) (wn ()] (2.4.26)

Observar que um ensemble inicialmente puro continua puro ap6s ser evoluido, pois apenas
o estado dos sistemas se modificam de maneira igual, j4 que a equagao de Schrodinger é a
mesma para todos. Como cada sistema evolui segundo a equagao de Schrodinger (2.3.5),

entao:

B = S (M )+ ) (2427

- an(. O ) (0] = 5 1n(O) (O A))  (24.28)

Chegando na equagao de von Neumman
dp(t) 1 .
—:——At,Ht] 2.4.29
P = —— (), A () (2.4.29)
que é o analogo quantico do Teorema de Liouville da mecanica classica estatistica

dpcldssico <t>
dt

onde peassico ¢ a densidade de pontos representativos do espaco de fase [11], e o colchetes nao

- - [pcldssico(t)u Hcldssico<t>] (2430)

é um comutador, é o colchetes de Poisson. Por isso, tal operador recebe o nome de operador
densidade.
A equagao (2.4.29) é muito parecida com a equag¢ao do movimento de Heisenberg, diferindo

apenas no sinal de menos na frente do comutador, e também é chamada de evolucao unitdria.

2.4.9 Operador densidade reduzido

Seja p o operador densidade de um sistema composto A+B dado por

com |1,,) um estado possivel do sistema, que pode definir um emaranhamento entre A e B.

O operador densidade reduzido ¢ uma definicao que foi introduzida por Paul Dirac em
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1930 [12], que diz que, dado um sistema composto pelos sistemas A e B, o operador densidade
de A, p,, € igual ao traco parcial do operador densidade do sistema composto, p, sobre uma
base do sistema B, {|bm>B }:

pa = Trgp Z bin| £ 1bm), (2.4.31)

m
Como o estado [¢,,) é o produto tensorial de dois espacos de Hilbert, entdo o produto interno

da base de B com cada estado do ensemble serd (b |¢n) = [nm), ,

observando que A(i/Jnm | ¢nm>A < 1. Como corolério, se o operador p é um operador densidade,

entao p, também é um operador densidade.

Emaranhamento

Se o operador densidade p puder ser escrito da forma p = p,epgs, entao o ensemble é dito
separavel, caso contrario ele é dito emaranhado. Essa condicao de emaranhamento é mais
geral que a definida em 2.3, pois antes a definicao tratava apenas um sistema descrito por
um estado puro, agora a definicio abrange um sistema descrito por um estado misto. E
importante notar que se os estados [th,) sao separdveis, ou seja, [¢n) = [¢n) @ |¢n), nd0
implica que o ensemble seja sempre separavel. Por exemplo, se [¢,) = [¢,) |B) , entdao o

ensemble é separavel, com

pa = an|¢n>AA<¢n|
ps = |B), {0l

Evolugao temporal

Em geral, a evolucao temporal do operador densidade reduzido nao respeita a equacao de von
Neumman (2.4.29), devido ao emaranhamento dos estados entre os sistemas considerados,
tendo consequentemente sua fracao populacional variando com o tempo. A equacao que

descreve tal evolugao é chamada de equa¢cao mestra.
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Média de um observavel

Seja A um observavel que age somente sobre o sistema A, ou seja, AeH, A médiade A

sobre o sistema composto é dada por:
(A)as = TI"A,B{,@A}

como o traco sobre a base B age somente sobre o sistema B, entao TrB{fl} = A. Assim, a

média pode ser reescrita por
(A = Tra{(Trap) A} = Tro{puA}

O ultimo membro da equacao acima pode ser identificado como uma média sobre o sistema

A somente. Portanto,

<A>A,B = <A>A

2.4.10 Medicao sobre um ensemble

Seja o operador densidade, p, que descreve um ensemble ser dado por:
p= an |Un) (¥n]

O ensemble de estado [i,) é dado por:

Ao escolher um sistema desse ensemble, mede-se o valor do observavel A com autovetores
{|ax)}. Pela Regra de Born 2.3.4 o estado do sistema ira colapsar para um dos autovetores
de A, medindo «y, o sistema colapsa: [¢,,) — |ag). A probabilidade de medir ay, & |(a | )|

Ao medir o valor de A para todos os sistemas desse ensemble, ele colapsa:

P =5 3 Nk | ) leus) o
k

reparando que nesse ultimo ensemble |{ay | wn)|2 faz o papel de fracdo populacional.

Ao fazer o mesmo com p, o ensemble colapsa para:

P S wn o | ) o) (o

n,k
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reescrevendo esse dltimo ensemble, obtém-se:

p =3 ol plan) o) (o
k

com (| plag) fazendo o papel de fragao populacional, que também pode ser visto como a

probabilidade de se medir ay ao escolher aleatoriamente um sistema de p.

2.5 Entropia Linear

Na mecanica quantica, mais especificamente na teoria de informacao quantica, a entropia

linear de um ensemble é um escalar definido[13| por:
Sp=1-Tr(p% (2.5.1)

podendo variar de Sy = 0, correspondendo a um ensemble puro (p? = p = Tr (p?) = 1), até
Sp, = 1—1/d, correspondendo a um estado completamente misto, com d sendo a dimensao
da matriz densidade p. Essa definicao estd intimamente ligada a pureza do sistema, que é
definida pelo Tr (p?).

Pode-se definir também o grau do emaranhamento através do valor da entropia. Se S, = 1
significa que o estado do sistema em consideracao estd totalmente emaranhado com outro
sistema. Se S; = 0 significa que o estado do sistema em consideracao esta desemaranhado de

qualquer outro sistema (é como se, naquele momento, o sistema estivesse isolado do exterior).

2.6 Superoperador

Um superoperador, J, ¢ uma funcao linear que tem como dominio o espaco vetorial de

operadores lineares, H, e como imagem o mesmo espago vetorial de operadores lineares, H.
J H—-H

Aqui o termo “funcao” pode ser substituido por operador, porém o prefixo super é utilizado
para diferenciar do operador em que esta atuando. Os operadores possuem uma representacao
numérica sob a agao de vetores estado do espaco de Hilbert (por exemplo, seja Aum operador
do espago de Hilbert, entao (1| A |¢) € um namero), mas os superoperadores nao.

Seja J um superoperador que atua num operador p, entdo J(p) (p ndo representa, ne-

cessariamente, um operador densidade). Por ser linear, respeita as propriedades de homoge-
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neidade de grau 1 e aditividade:

e Homogeneidade de grau 1:

T (Ap) = AT (p)
com A\ um escalar, tal que A € C.

o Aditividade:
T(p1+ p2) = T(p1) + T (p2)

Como ¢ linear, J(p) pode ser reescrito como 7 p, ou seja, como se fosse uma multiplicagao de
operadores, pois tal propriedade respeita a linearidade. Convém observar que se J(p1)p2 =
T p1p2 e se T (p1p2) = T p1p2, entdo pode levar a conclusdo erronea de que J(p1)p2 = J(p1p2)
que sao resultados completamente diferentes, portanto é adequado nessas situacoes que se
coloque um parénteses em torno do superoperador atuando no operador, portanto J (p1)ps =
(Tpr1)p2 e T (p1p2) = T prp2-
Um superoperador é usado frequentemente para substituir somatorios em que p é seu
argumento:
Tp=Y_ apb; (2.6.1)
i
com a; e b; operadores. Pode-se ver que a linearidade é respeitada aqui. Seja £ um supero-
perador, verifica-se também que se Jp = Lp, para todo p, entao J = L.
Seja a seguinte equacao diferencial:
9 _ jsy o8
o p+ pB (2.6.2)
para qualquer operador AeB que nao variam com t. A solucao geral dessa equacao é dada

por:
p(t) = e'p(0)e™

com p(0) uma condic¢do inicial qualquer. Agora, seja a equacao diferencial:

dp .~

— = ApB 2.6.3

o = AP (2.6.3)
para qualquer operador AeB que nao variam com t. Nao existe solucao exata para esse tipo
de equacdo para qualquer que seja a condicdo inicial. E na resolucdo desse tipo de equacio

que o uso de superoperadores se torna ttil. De acordo com (2.6.1) seja Jp = AﬁB (notar
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que tal defini¢do é vélida, pois J é linear), entdo a equacao (2.6.3) se torna:

dp .
- Jp
e sua solucao formal pode ser dada como:
p(t) = 7(0) (2.6.4)

com a definicdo usual de exponencial para o superoperador e’

oo t"
Jt Y an
€ - Zn!j

n=0
pH) = Y —=I"0(0)
n=0 "
e aplicando varias vezes o superoperador J:

que por fim resulta em:
(0]

=3 A0S

n=0

i

onde se vé que é impossivel encontrar uma féormula em finitos termos de fungoes conhecidas
independentemente da condicdo inicial p(0). Para o caso especifico em que [5(0), B] = 0 e
[A, B] = 0, entéo:

o0 = 3" A B 0(0) = A5o(0)
n=0

Para testar a validade de (2.6.4) pode-se derivar em ¢ a exponencial, ou seja:

onde ¢ usado a linearidade de J para demonstrar essa igualdade, e portanto:

plt)

o = T h(0) = To(0)

e estd demonstrado que a solucao é valida.
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A mesma aplicacao de J pode ser usada para o caso geral:
dp A A ra
a Z aipb; = Jp

Voltando para a equagdo (2.6.2), pode-se conseguir solucionar tal equagdo através de

comutadores entre superoperadores, chamando:

Ap = Ap
Bp

Il
>
sy

entao:

— = (A+B)p
plt) = AP p(0)

A+B)t At Bt

e seria interessante que e! = e”e”", assim facilitaria a aplicacao do mesmo. Para verificar

a validade dessa equacdo, deriva-se ee®t:

deAt eBt
dt

— AeABE | ABBE — (A 4 At B At AL B

notando que foi usado e~*’e** = 1 (nem todo superoperador possui seu inverso). Como

o comportamento do superoperador é o mesmo do operador, pode-se aplicar o teorema de
Baker-Campbell-Hausdorff:

_ = t"
ABe M =B+ SATA A B] ]
n=1

TV
n comutadores

primeiramente analisa-se os produtos a seguir:

ABp = ApB
BAp = ApB

e agora é possivel analisar o comutador entre A e B:

A, B] p = ABp — BAp = 0
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entdo e!Be~A* = B e portanto:

d eAt eBt

i (A+ B)etieP
A
# = (A BB

mostrando a igualdade como se pretendia fazer:
e(.A—l—B)t _ eAteBt

E possivel mostrar que:
Bt »
p

Atﬁ Atﬁ
e finalmente obtendo a solucao exata:
) = 4B 5(0) = et p(0) = eAp(0)e"

2.6.1 Definindo o adjunto de um superoperador

Duas definigoes possiveis serao feitas e discutidas suas vantagens.

(2.6.1):
Tp=7) b,

e Definicao 1:
Jp="Yalpb

e Definicao 2:
Jh =2 bpl

21

Partindo da equacao

Agora, as vantagens de cada definicao serao discutidas, para isso os pontos utilizados serao

o adjunto de Jp e de JL, e o traco Tr{nJp}, além de analisar o caso especifico em que

(Tp)t = Tp' que ocorre quando se trabalha com equagdes mestras.

Adjunto de Jp

Pela equagao (2.6.1):
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(Tp)T =" blptal
e Pela definicdao 1: nao é possivel escrever o adjunto em termos de J e J7.
e Pela definicao 2:
(To) =T
ese (Jp)'=Jpe p' = p, entdo por essa definicio J' = J, ou seja, J é hermitiano.
Adjunto de JL

Seja £ um superoperador tal que:

e Pela definicao 1:
PO WP
(TL)'p = Z C;a; pb;d;
1,J
logo
(jﬁ)T — ETJT
que é mesma conclusao que se chega com matrizes ou operadores.

e Pela definicao 2:
(TL)'p = bldjpcial
2%

logo
(jﬁ)T — jTﬁT

Traco Tr {775}

Seja 77 um operador, entao:

T {7 p} = ZTr {ﬁdiﬁ?)i} - ZTr {Bmdiﬁ} — Tt {Z@ﬁ&iﬁ}

onde foi usado a comutatividade entre os tragos (A.1.15), porém nenhuma das duas defini¢oes

substitui o somatério por JJ ou por J'. Entdo, se faz uso do caso especifico em equacoes



CAPITULO 2. DEFINICOES 23

mestras, (Jp)T = Jp e p' = p, onde todo o superoperador J que satisfaz essas condigoes

pode ser representado por:
Tp=_ apbi +bjpa]

7

substituindo no traco, obtém-se:

Te {Jp} = Tr {Z (Bua: + alib}) ﬁ}
e Pela definicao 1:
Te{nTp} = Tx {pT "0} (2.6.5)

e Pela definicdo 2: nio existe representacdo possivel em termos de J e J7.

Depois de analisar esses trés pontos, sera escolhida a definicdo 1!, pois além de ter uma
definicdo mais proxima do hermitiano J £, uma representacio em termos de J' para o
hermitiano Jp nao possui tanta necessidade para o que vai ser usado nas equagoes mestras,
e 0 traco é um ponto importante para a média de observaveis como vai ser mostrado mais

adiante.

2.6.2 Propriedades do operador densidade reduzido

As vezes, uma equacao mestra ¢ modelada antes da mesma ser demonstrada por principios
estabelecidos. Por isso, é necessario que ela atenda algumas propriedades para que sua solucao
possa resultar em um operador densidade reduzido. Seja p o suposto operador densidade

reduzido que satisfaz:
dp
—=Jp 2.6.6
o =P (2.6.6)

Hermiticidade

Um operador densidade satisfaz pf(t) = p(t) para qualquer instante t. Para verificar tal

condigao a partir de (2.6.6), aplica-se o hermitiano sobre essa equagcio:

dpt N
o (TIp)

! Coincidentemente, verifiquei que tal definigdo é a mesma que a descrita por Zwanzig em 1964 [14], porém
utilizando um processo matematico mais formal e rigoroso para descrever as propriedades de um superope-
rador (ou do inglés: “tedradics” [15]). Basicamente, defini-se um produto interno (4| B) = Tr { ATB}, com
A e B operadores. Um superoperador J possui a seguinte propriedade: (JA|B) = (A|J'B) VA, B, que
coincidentemente, esse 7' possui a mesma forma da definicdo 1 que sugeri no texto.
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Para todo instante ¢, se:

dpt dp
= e In =70

6T (t) = p(t =
prt)=p(t) & — 7

dessa tltima igualdade, é possivel ver que (Jp)T = Jp = Jp', pois foi admitido que pf = p.
Entdo, sem admitir que pf = p, se:

. . _dpt ) . ) A
(Tp)t=Tp" Vpe = Tpt & pl(t) = e 5 (1)

e de (2.6.6) as solugdes ficam:

pit) = 707050 (tg)
pt) = 771 (k)

portanto, para que essas duas equacoes satisfacam pf(t) = p(t) é necessario que para um

dado instante qualquer to, p'(to) = p(to), e assim:
Pl =pt) Ve [p(t) = plto)] () [(T0) = Tp" V]

Tracgo unitario

Um operador densidade satisfaz Trp(t) = 1 para qualquer instante t. Para verificar tal

condigao a partir de (2.6.6), aplica-se o traco sobre essa equagao:

dTrp ) )
SE =T {7y = T {pT 1)
onde foi usado (2.6.5).
Entao, se:
dTrp
1=0= =0
J dt
e se:
dTrep

o =0= Tr {p(t)T'1} =0Vt

seja {|jn)} a base de autovetores do operador 771 com autovalores j,, entdo se:

Tr {p(t)T 1} =0=> jupalt) =0

n=0

com p,(t) = (ju| p(t) |jn). Como tal equagdo deve ser valida para todo ¢, inclusive para a



CAPITULO 2. DEFINICOES 25

condicao inicial ¢ = ¢y, entao:

Zjnpn(to) =0 (2.6.7)

existindo a liberdade de escolher qualquer p(ty), pois de acordo (2.6.6):
p(t) = €77 p(to)

portanto escolhendo, nesse conjunto de condigbes, de maneira arbitraria p,(to), conclui-se

que j, = 0 para todo n, mostrando que J1 = 0. Concluindo que:

dTrp(t)
dt

=0« Trp(t) = Trp(to)

Para que seja considerado uma matriz densidade, deve satisfazer a condicao Trp(ty) = 1.
Logo:
Trp(t) =1Vt & [Trp(to) = 1] ) [TT1 =10]

Semipositividade

Um operador densidade satisfaz (| p(t) [¢0) > 0 para qualquer ¢ e para todo |¢)) que pertence
ao espaco estado de Hilbert. E possivel verificar uma condicio suficiente a partir de (2.6.6).

Usa-se a notacao 1 > 0 para indicar que um operador é semipositivo definido.

= n!
. — (t —to)" o
= (W) V) = Y (Wl T"plto) [¢)

Se
(Tn >0 ¥ (n>0)]()[Ate) =0 com tg < t] = j(t) >0

essa é uma condi¢ao suficiente (e ndo necessaria). Sua demonstragao é a seguinte, se:
(In=>0 V(n=> 0)]ﬂ[ﬁ<t0) >0 com tog < t] = Tp(to) > 0= T?p(te) > 0= T"p(te) >0

e como t —ty > 0, entdo p(t) > 0.
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2.6.3 Meédia sobre o operador densidade reduzido

A média de um observavel A = fl(t), na representacao de Schrodinger, sobre um ensemble

de sistemas no estadol|t(t)) pode ser dado pelo Teorema de Ehrenfest:
d(A) . DA
— = —(HA — 2.6.8
a AT < ot > (268)
com (A)(t) = (¥(t)| A¥(t)) e H o superoperador evolucio unitéria:

HA = % [ﬁ,A] (2.6.9)

com H o Hamiltoniano do sistema. Tal equacao é util quando se conhece apenas o estado
inicial do sistema [¢)(0)) ( ou a média inicial (A)(0) ) a evolu¢io temporal do mesmo &
complicada, e o produto interno (1)(t)| A [)(t)) gera muitas contas. E possivel demonstrar a
partir dessa equagcao relagoes classicas, por exemplo, para o caso geral em que uma particula

de massa m esta sob a acao de um potencial V(i, t), o operador hamiltoniano é dado por:

R
A= v
2m+ (&%)

e deseja-se saber a média da posicao da particula (z)(t), entao:

L <%>

na notagao de Schrodinger:

2m m
oz
9 0
e portanto:
d(@) _ (p)
dt m

que é a equacao classica que define o momento linear cinético. Fazendo o mesmo raciocinio

para calcular (p)(t), entao:
. . oV .
[H,p} - [V(i,t),p] ~ ihe = —ihF (@, 1)

9p _

81&_0
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onde F(i“, t) representa o operador forga, e portanto:

d{p) _ -
= (F)
dt
que é a equacao classica que define forca, essa conclusao apoia o principio da correspondéncia.
Agora, é possivel fazer o mesmo quando se trata de um ensemble misto, ainda mais, é
possivel fazer o mesmo quando se conhece apenas a equagao mestra de parte do ensemble, por
exemplo, um ensemble sistema-+reservatorio em que se conhece apenas o operador densidade
reduzido do sistema, p. Entdo, deseja-se encontrar a média de um observavel A = A(t), na

representacao de Schrodinger, que como foi definido:

(A)t) = Te{pHA()} (2.6.10)

e o operador p, respeita a seguinte equagao mestra:

dp .
a Jp
onde foi definido p = p(t) para simplificar. Multiplicando ambos os lados da equac¢ao mestra
por A:
A dﬁ N
- ATH
P

e como A pode variar com o tempo, entao se substitui a seguinte igualdade:

dp d, .. 0A

i~ @\ T o
obtendo: .
adAp) o 0
_A aa
dt TP+ 5

Tragando ambos os lados da equacao:
ate { Ap} ) 94

como a notagao usada é a de Schrodinger, os vetores da base nao variam com o tempo e

assim a funcao traco pode comutar com a derivada temporal, ou seja:
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Usando (2.6.10) e (2.6.5) se obtém uma equagao parecida com Teorema de Ehrenfest:

A

d(A) . DA
— = (TTA) + <§> (2.6.11)

Para o caso especifico em que a evolucao é unitaria J = H:

. - 2 * L oq. R A~
pois Hl = H e (%) = —1 e portanto a média de um observavel A, usando sobre esse

d(A) . DA
o AT <§>

que aparentemente é idéntica a (2.6.8), porém, aqui, o ensemble é misto.

ensemble é:

2.7 Espaco de Fase

Espaco de fase é um espacgo onde todos os estados possiveis de um sistema sao representados
por um ponto de coordenadas posicaoxmomento. Para o caso quantico, as coordenadas do
ponto sdo (posi¢do média)x (momento médio), ou seja, abscissa representa a posi¢ao média e
a ordenada o momento médio. Costuma-se representar a incerteza (desvio padrao) no espaco
de fase em torno da vizinhanca do ponto que representa o estado possivel. Para conseguir
fazer isso em todas as direcoes é necessario representar o mesmo ponto em coordenadas
rotacionadas.

Seja Yy um eixo que cruza a origem dos eixos da posicao X e do momento P e que faz
um angulo 6 com o eixo X. Classicamente, se um ponto no espaco de fase possui coordenada
x em X e coordenada p em P, entao esse ponto terd coordenada gy em (Qy que satisfaz a
relacao:

Gy = xcosf + psinf

onde go =z e gz = p, e com 0 € [0, 7[. Quanticamente, defini-se o seguinte operador

Gy = T cosf + psind
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onde a média sobre um ensemble ira representar o valor da coordenada, e para evitar pro-
blemas com unidades de medida, utiliza-se transformacgoes que tornam adimensionais as

coordenadas (Ver Sub. 2.3.6) através do uso das quadraturas:

. a+af
gj =

2
o a—a
po=

=D .

00y 2

O conjunto de operadores {gyg} obedece a seguinte relagdo de comutacao:
JA Loy
[QQ, q€/] = 5 S11 (0 — 0)

observando que se A = 0" — 0 = 7, o comutador se iguala a 7, que é a comutagao canonica.

3
A incerteza em torno do ponto (z,p) é dada pelo desvio padrao, gy, do operador gy, assim:
o5 = oacos’ 0+ (({2,p}) — 2(2)(p)) sin cos 0 + o sin” (2.7.1)

onde {z,p} = p + pz. Notar que o segundo termo se trata da fungio correlagdo entre a
posicao e 0 momento.
Para o caso de um oscilador harménico simples com estado coerente |a) (Ver Sub. 2.3.6),

a média da posicao e do momento é dado por:

(&) = R{a}
) = Sa}

{z,0}) = 2R{a}3{a}

mostrando que o ponto possui coordenadas retangulares (R{a}, S{a}), e coordenadas polares



CAPITULO 2. DEFINICOES 30

(Jaf,€), ondea = |a| €. As incertezas sdo dadas por

1
0'125
1
O'p:§
1
O':EO'p:Z

mostrando que a relacao de incerteza é minima. A incerteza em torno de toda a vizinhanca
pode ser calculada através de (2.7.1):

g9 =

DO | —

que mostra uma circunferéncia de diametro % Na figura abaixo é mostrado um exemplo de
espaco de fase de um oscilador harmonico em que a seta indica o centro da circunferéncia de
diametro % que representa a incerteza em torno do ponto de coordenadas (3, 3). Conforme o

tempo passa, o ponto ira girar em torno da origem mantendo o mesmo raio de comprimento

3v2.

30F

25¢

20

05F

0.0 . . . . . .
0.0 0.5 1.0 L5 20 25 30

X

Figura 2.1: Espago de fase de uma particula no estado coerente|c = 3 + 3i), onde o ponto (3,3) representa
a média da quadratura da posicdo no eixo X (parte Real de «) e a média da quadratura do momento no
eixo P (parte Imaginéria de ), respectivamente. Um didmetro da circunferéncia concéntrica ao ponto (3,3),
que possui comprimento 0.5 e faz um angulo 6 com o eixo X, representa a incerteza da medida do operador

Gp = & cos @ + psinf de uma particula no estado coerente |«).



Capitulo 3

Interacao entre um espelho moével e a

pressao de radiacao

A interacao mecanica entre um espelho mével e a radiacao de um campo é um topico impor-
tante quando se trata da realizacao de experimentos de deteccao de ondas gravitacionais em
interferometros 6pticos de alta precisao, onde a pressao dessa radiacao nao pode ser ignorada
[16, 17, 18]. O estudo dessa interacio nao é usado s para o calculo de flutuagdes quénticas,
como as causadas pela gravidade, esse estudo é visto como um sistema fundamental na 6ptica
quéntica, pois dele dependem previsoes como a emissao de fotons de um espelho movel [19],
o surgimento da pressao do véicuo pelo efeito Casimir [20, 21] e o efeito bloqueio do modo
vacuo [22]. Além de previsoes, existem experimentos indicando que a pressao de radiagao e
um espelho movel podem ser usados para gerar luz comprimida (squeezed light)[23] e realizar
medigoes quanticas sem demoli¢do (quantum nondemolition measurement)[24].

Uma questao fundamental em relacao ao sistema espelho moével+campo é o formalismo
mateméatico e o rigor com relacao ao hamiltoniano. Nesse capitulo serd apresentado tal
hamiltoniano, porém no regime nao relativistico, mostrando a existéncia de um acoplamento
entre o espelho e a radiacao, e o surgimento da energia de Casimir. Primeiramente, sera feito
o formalismo classico identificando os operadores posicao e momento canoénico, para depois
quantizar e realizar aproximagoes chegando a um hamiltoniano composto exclusivamente
de apenas um modo do campo e seu acoplamento de primeira ordem com o espelho. Esse

capitulo serd baseado na referéncia [25].

3.1 Equacoes do movimento

Comecando com formalismo classico, seja uma cavidade 6ptica em uma dimensao ilustrada na

Figura 3.1, onde o campo se propaga apenas na coordenada denotada por z, e com espelhos

31



CAPITULO 3. INTERACAO ENTRE UM ESPELHO MOVEL E A PRESSAO DE RADIACAO32

v =q(t)x

0 ’ \ \ .
/ \ // l|ﬁq(l*)

\ /
\ / \\ /.r"
\ / N /
\u// \u-"/

Figura 3.1: Cavidade éptica com um espelho fixo posicionado em z = 0 e um espelho mével posicionado

em x = ¢(t), com t a variavel temporal. Os espelhos sdo planos, paralelos entre si e refletem totalmente o
campo eletromagnético que estd aprisionado entre os espelhos, e é representado pelo potencial vetor que é
perpendicular ao eixo x e possui componente A(x,t)g. Devido a pressdo de radiagdo o espelho maovel percorre

o0 eixo x com velocidade ¥ = ¢(¢)z.

de coeficiente de reflectancia igual a 1, ou seja, espelhos perfeitos. Um dos espelhos estéa
fixo na posicdo r = 0 e 0 outro, com massa m, se move no eixo r, sob a acao de um poco
de potencial V(q), com ¢ = ¢(t) sua posicdo em fungdo do tempo ¢, e com v = ¢(t)Z sua

velocidade. O potencial esta restrito a:
V(q) = 400 para ¢ <0 (3.1.1)

assim um espelho nao colide com o outro. O espelho e o campo constituem um sistema
conservativo. Seja A(z,t) o potencial vetor do campo na cavidade, que deve estar restrito a
condigao de contorno:

A(z,t) =0parax <0ex >qt) (3.1.2)

j& que o campo eletromagnético estd relacionado com o potencial vetor e deve ser nulo do
lado de fora da cavidade, indicando que nao hé transmissao, pois o coeficiente de reflectancia
é igual a 1.

Como a densidade de carga dentro da cavidade é nula e o campo se propaga no vacuo,

entao o potencial vetor deve respeitar a equacao de onda obtida através das equacoes de
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Maxwell (adotando a velocidade da luz igual a uma unidade, ¢ = 1):

Az, t)  0*A(z,t)
ox?2 Ot

(3.1.3)

onde essa equacao é respeitada para um referencial em repouso em relacao ao espelho fixo
em x = 0.

A equacao do movimento nao-relativistico do espelho é dada por:

V() 1 (aA@:, t>)2 (3.1.4)

dq 2 ot

x=q(t)

onde o segundo termo da equacao ¢ derivado da pressao de radiacao. Portanto, se o potencial
vetor, em x = ¢, varia de um instante para outro, entao o campo aplica uma forca sobre o
espelho que é sempre positiva e dirigida para fora da cavidade (de x = 0 para x = q).

O potencial vetor, entre os pontos © = 0 a x = ¢, pode ser expandido numa série
de Fourier em que se usa apenas uma série de senos. Tal expansao sera feita da seguinte

maneira, primeiro define-se uma func¢éo impar e periodica f(z,t):

A(z,t) para 0 < z <gq
flz,t) =
—A(—z,t) para —q¢<z<0

€ com

f(z42qn,t) = f(z,t) paran € Z

Essa funcao é continua, pois de acordo com (3.1.2) A(0,¢) = A(q(t),t) = 0. A expansao

sera:

Ft) = 3 eyt sin (@) () cos (@)

=0 q q

os coeficientes que multiplicam as fungoes senos e cossenos sao:

1 a(t) k 2 a(t) k
c(t) = —= f(z,t)sin (ﬂ) dz = —/ A(z,t)sin (ﬂ) dz
0

qa(t) J_q q q(t) q
1 —a(t) kmz
dk(t) = @ /q(t) f(Z,t) COS (T) dz =0

A amplitude do modo k é definida como:

Oult) = E [ s (22 o
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Como f(z,t) = A(z,t) para 0 < z < ¢(t), entao:

p = ; Qu(t)s /% sin (%) (3.1.5)

notar que ,/q(t) sin (k?tf) sao funcgoes ortonormais e também sao as autofuncoes de uma

particula aprisionada num poco de potencial infinito, e o valor k identifica um modo especifico
do campo eletromagnético, ou seja, o campo dentro da cavidade é uma sobreposi¢ao de ondas

em que apenas algumas frequéncias sao permitidas:

km
wi(q) = o (3.1.6)

Essas frequéncias nao possuem umdade de —— pois foi definido que a velocidade da luz é

¢ = 1. Ao passar para a unidade de a frequenc1a do modo k passa a ser :

segundo )

kme
Wk:((l) = T

com ¢ =& 3 x 10%m/s.

Observando que nao é possivel medir apenas uma frequéncia de campo nessa cavidade,
mas ¢ possivel que um modo seja muito mais intenso que outros, permitindo a medicao de
uma tnica frequéncia.

Os graus de liberdade do potencial vetor sao as amplitudes de cada modo e a posicao
do espelho, que podem ser vistas como coordenadas e que precisam satisfazer as equacoes
(3.1.4) e (3.1.3). Substituindo (3.1.5) em (3.1.3) e em (3.1.4), e usando a ortonormalidade

das fungoes senos, obtém-se as equacoes cléssicas do movimento:

Qk = _wk( Qk+2 Z.gk:]Q] q ng]@]_l_ Zgjkgﬂ@l (317)

mi = ~2219 1 Z D i (q)w; (9)QrQ; (3.1.8)

com os coeficientes adimensionais:

[0 o)
i = 1.
’ 0 para k=3
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3.2 Hamiltoniana classica e sua quantizacao

A partir das equagoes do movimento (3.1.7), e (3.1.8) é possivel construir a fun¢ao Lagran-

giana L:

. 1 1 q :

L(g, G, Qr, Q) = 5 > [ (@)Q%| + qu -Vig)—= ngijQj ng]glele
% 17755 jkl

(3.2.1)

sendo que essa lagrangiana substitui com apenas uma equagao todo o conjunto de equacoes

do movimento. A funcdo Hamiltoniana associada a L é dada por:
H(q,p,Qu, Pi) = pi + > PuQr — L(q, 4, Qk, Q1) (3.2.2)
k

sendo que p e P, s30 os momentos candnicos conjugados a ¢ e (), respectivamente, e sao

obtidos através da lagrangiana pela definicao:

oL
Pk — —_—
OQk
0L
p = EX:
chegando a:
54
P, = Qrp— Ezgkaj (3.2.3)
J
1 :
po= mi——> guQrQ;+ p ngggszng (3.2.4)
(T ikl
isolando @, em (3.2.3) e substituindo em (3.2.4):
o1
p=mq— p Z 91 PeQ; (3.2.5)
ik

agora isolando @ em (3.2.3) e ¢ em (3.2.5) e substituindo na lagrangiana (3.2.1) e depois

substituindo em (3.2.2), obtém-se a hamiltoniana classica do sistema:

(p+ 1)
2m

H= +V(q) + % Z [P? + wi(q)Q%] (3.2.6)
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com

observando que o primeiro termo em (3.2.6) se refere a energia cinética do espelho, sendo que
p nao ¢ o momento cinético do mesmo (mgq). O 1dltimo termo se refere & energia mecanica de
uma particula submetida a acao de um potencial harmonico, e que é o mesmo comportamento
que a amplitude de cada modo da radiacao ira descrever.

Como foi dito, essa é a solucao classica e a partir das equagoes do movimento (3.1.8)
e (3.1.7) é possivel determinar como as amplitudes, Q, e a posi¢cao do espelho vao variar
com o tempo. O hamiltoniano foi desenvolvido para efetuar a transformagao para a meca-
nica quantica, através do principio de correspondéncia, ou seja, as coordenadas e momentos
canonicos passam a ser interpretados como operadores, em que devem satisfazer a relacao de

comutacao candnica:
[Cjaﬁ] =1ih |:Qj7 Pk] = ih5jk

os comutadores nulos representam operadores de espacos de Hilbert diferentes, por exemplo,
o comutador de um operador do modo k com um operador do espelho deve ser nulo, pois
representam objetos diferentes, e mesmo o comutador de modos diferentes do campo sao
nulos, no hamiltoniano classico esses modos sao considerados graus de liberdade, e no quantico
operadores de espacos de Hilbert diferentes.

De maneira a especificar o estado quantico do campo na cavidade no espaco de Fock,

define-se os operadores de criacao e aniquilagao dos modos do campo dependentes do com-

primento da cavidade:

(@) = m (@) + P (3.2.7)
A 1 A R
a,(q) = (@) [wk(Q)Qk - ZPI@} (3.2.8)

Para uma dada posicao do espelho, ¢, os vetores que constituem uma base no espaco de
Fock para o sistema sao dados por [{n},q), onde {n} = {ny,ny,...,ng,...} representando o

conjunto do nimero de fétons em cada modo, ng:

iH{n},q) = qal{n}, @)
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Portanto, esse conjunto de estados formam uma base ortonormal completa, sendo que
qualquer estado do sistema, |¢), pode ser expresso como uma sobreposicao da projecdo sobre
esses estados: -

W) =3 [ datindalv) () a)
{n} °
notando que ¢ > 0, devido a (3.1.1).

O operador hamiltoniano quantica fica:

= CEIOE 4y 0> 0@ [al@mo + ] (3:2:9)

onde

() = ;—ZZ%\@ lal@al(@) - a@a;(@) + al@a; (@) - af@an@)]  (32.10)
kj

A energia do vacuo que aparece em (3.2.9) diverge. Classicamente, essa divergéncia nao
acontece, pois a energia do vacuo de cada modo ¢ dada como nula, e portanto a soma da
energia do vacuo de todos os modos continua nula. Quanticamente, o estado de menor
energia que um modo do campo pode estar ¢ o vacuo, e essa energia, diferentemente do
modelo classico, ¢ igual a %hwk, que ¢ muito pequena quando comparada a energia de um
estado quase-classico do modo k do campo, ou seja, estado no qual existem muitos fotons,
tornando desprezivel a contribuicao do vacuo desse modo.

O campo confinado é composto por uma soma de infinitos modos, e de acordo com o
modelo quantico, mesmo que nao haja fotons na cavidade, existe energia do vacuo de cada
modo, que ao ser somada diverge para o infinito, e essa energia é responsavel por uma
pressao sobre as paredes da cavidade, forcando-a a expandir. E ainda de acordo com o
modelo quantico, fora da cavidade o vacuo pode ser tratado como um campo composto por
infinitos modos, no qual nenhum dos modos possui fétons, e a energia do vacuo de cada
modo é somada e diverge para o infinito, sendo essa energia responsavel por uma pressao que
comprime as paredes da cavidade. A soma da energia do vacuo do campo confinado com a
energia do vacuo do lado externo da cavidade resulta num valor finito Ecasimm descrito na
referéncia [26], e que, por fim, comprime a cavidade. Observando que quanto mais proximo
o espelho movel e o espelho fixo estao um do outro maior é a pressao sobre a cavidade. Esse
fendmeno, previsto teoricamente, é chamado de Efeito Casimir-Polder, que foi proposto pela
primeira vez pelos fisicos holandeses Hendrik B. G. Casimir e Dirk Polder em 1948 [27] para

explicar a forca de atracao entre placas paralelas a uma distancia muito pequena. Apoés tais
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consideracoes, o Hamiltoniano fica:
+ V(@) + 1> @e(@)af(@)ar(@) + Ecum (3.2.11)

o valor da Energia de Casimir ¢ muito baixo comparado com a energia do campo que possui,

em geral, muitos fotons.

3.3 Aproximacao linear

Classicamente, quando o campo nao estd em contato com o espelho, o mesmo encontra-se
parado numa posigao de equilibrio (¢(0) = o). Ap6s o contato com o campo, o espelho
comeca a se movimentar. Se o campo atua somente como uma perturbagao sobre o espelho,
entdo o espelho oscila em torno da posigao de equilibrio, ou seja ¢(t) =~ qp. Quanticamente,
na representacao de Heisenberg, o operador posi¢ao do espelho em funcao do tempo pode
ser aproximado para §(t) ~ gol, com ¢o escalar. Como os operadores de (3.2.11) estdo na
notacao de Schrodinger, ¢ nao varia com o tempo, mas pode-se dizer que ao medir a posicao
do espelho num instante ¢, ela estard muito proxima a gy. Definindo o operador deslocamento
do espelho, Z,,:

fm:@—%l

é possivel expandir todos os operadores que estao em funcao de ¢ em torno de Z,, e descartar
termos de ordem maior que 2, ou seja, descartar O (22,), pois esta implicito que serdo obser-
vados apenas valores pequenos de &, (ou seja, o modulo dos autovalores de &, que forem

observados devem respeitam |z,,| < qo). Entao, por (3.1.6), (3.2.7) e (3.2.10), obtém-se:

P km T,
wr(q) = Gt oD Wy (1 - —)

(Zm + ol 0
. . Tm .
ar(q) =~ ax — 2—%(12

~ A

Lo

ﬂ
S
Q
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com
krm
W = —
qo0
ar, = ax(ql) = ST [kaAk‘Fipk}
N A ih kr.+. . it oa At A
Iy = I‘(qol):2—(]0Z:gkj\/;[aza,;r akaj—i—alaj—a;ak
kj

Substituindo essas aproximagoes no hamiltoniano (3.2.11), e depois fazendo uma trans-

formacao unitaria tal que o novo hamiltoniano do sistema seja:
H =T'HT

com

: il
T = exp [mni; o]

entao, o novo hamiltoniano fica:

H' ~ 2+ (i) + 7Y wpafay — 2m& (3.3.1)
k

onde

~

ﬁ(i‘m) = V(qA) _|_ ECasimir

A h o L L R
E = ™ > (=) s (akaj +ajal +afa; + a}ak>
ki

O momento candnico p em H' se torna o mesmo que o momento cinético. O termo de
interacao espelho-campo é da forma Em&o e é analogo a energia potencial de interacao dipolo
elétrico € com x a distancia entre a carga positiva e a negativa de mesmo modulo, e com £
a componente do campo elétrico num dado ponto do espago, que é paralela a linha que liga
as cargas.

O campo na cavidade possui varios modos sobrepostos, e para o caso especifico em que
existe um modo que é muito mais intenso que os outros, ou seja, quando existe um modo k em
que sua energia € muito maior que a dos outros modos, entao pode ser feita a aproximacao de

(3.3.1) para o Hamiltoniano citado na referencia |18| através da aprozimacgao de onda girante
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(Rotating Wave Approximation):

X 52 A
H ~ 2p—m + (i) + gl — %:@magak (3.3.2)

E necessario ainda que o movimento do espelho seja adiabaticamente lento para que
ele escoe a perda de energia do modo k para outros modos, mantendo assim a condicao
especifica de que o modo k£ é muito mais intenso que os outros modos. Mais rigorosamente, a
frequéncia do movimento do espelho, w,,, deve ser muito menor do que a frequéncia do modo

fundamental do campo w; = 7/qq, essa condigao recebe o nome de regime dptico.



Capitulo 4

Teoria Quantica de Amortecimento de

Fase

Quando em contato com um reservatorio, o estado de um sistema pode sofrer amortecimento
do tipo amplitude (escoamento de energia para o reservatorio) ou do tipo fase (perda de
coeréncia do sistema), sendo que a temperatura do reservatério pode estar relacionada com
o amortecimento. Nesse capitulo, inicialmente, serd descrito a evolucao temporal, através
de exemplos desenvolvidos na referéncia [28|, de um sistema sujeito a amortecimento de
amplitude ou sujeito a amortecimento de fase. Depois serd mostrado um desenvolvimento
geral, onde a equacao mestra do operador densidade reduzido do sistema seré resolvida até a
segunda ordem. Na tltima secao, sera feita a aproximagao Markoviana sobre um reservatorio
especifico caracterizado por uma colecao de osciladores e um potencial de interacao especifico
entre sistema e reservatorio. A referéncia [29] é utilizada em conjunto com [30] para mostrar

como desenvolver a equacao mestra e resolver as fungoes de correlagao.

4.1 Amortecimento de Amplitude

A descricao de um sistema que dissipa energia é feita pela operacao conhecida como amor-
tecimento de amplitude (do inglés: amplitude damping). Algumas situacoes que a energia é
dissipada sao: um atomo que emite espontaneamente um féton, um sistema com spin a alta
temperatura que se aproxima do equilibrio com o ambiente, e um f6ton em um interferémetro
ou cavidade que esta sujeito ao espalhamento ou atenuacao.

Para ilustrar essa operacao, suponha um oscilador harmonico (sistema principal) que

interage com o ambiente, modelado como outro oscilador harmonico, através do Hamiltoniano

~

H = hw(a'b + b'a)

41
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onde G e b sdo os operadores aniquilagao do sistema principal e do ambiente. Seja o es-
tado inicial do sistema todo em ¢t = 0 ¢ [¢(0)) = (c,|0), + ¢, |1), )2 |0) , com|0) e |1) os
autoestados de a'a, e o estado inicial do ambiente é o estado vacuo 10),,-
A evolucao do estado do sistema é dada por

w0)) = et ) = 3 T @t 51ay (6, 10),10), + e 1),0103,)

n=0
com
A 0) 10 aran =0
(a'b+0bfa)"10) «[0), = OyelO) »
0 paran > 1
PO 0) o1 ara nimpar
(ah + ba)" 1) e |0) = 0@l P
[1),®[0), para npar
e portanto

[U(t)) = ¢ [0), ®0), + ¢ (cos(wt) 1), 0), —isin(wt) |0), & \1)3)

Lembrando que esse estado foi obtido levando-se em conta apenas o Hamiltoniano de inte-
racao, sendo que Hamiltoniano que trata cada um dos sistemas de maneira individual foi
ignorado nesse processo com o fim de ilustrar apenas.

A matriz densidade do sistema principal é dada pelo traco sobre o ambiente do operador
densidade do sistema todo:

_ lco]? 4 |1 [P sin?(wt) eyt cos(wt)

Palt) = Tra([6(6)) (1)) (4.1.1)

cie, cos(wt) ey |? cos?(wt)

Conforme o tempo passa, o sistema principal perde energia (fotons) para o ambiente, que
pode ser observado pela amplitude da componente [1) (1] que & \01\2 cos?(wt), ou seja, para
t = 5 toda a energia se dissipa, restando apenas o vacuo. E para t = T, toda a energia
dissipada para o ambiente retorna para o sistema. A dissipacao de energia é caracterizada
nessa matriz como o amortecimento da amplitude do elemento de matriz diagonal referente a
um foton (além de amortecer a fase relativa entre os estados [0), e |1) caracterizados pelos

elementos nao-diagonais).
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4.2 Amortecimento de Fase

A descrigao de um sistema que amortece a fase relativa entre os autoestados de energia e nao
dissipa energia é feita pela operacao conhecida como amortecimento de fase. Matricialmente,
na base de autoenergia do Hamiltoniano do sistema, apenas os termos nao-diagonais sofrem o
amortecimento. Na matriz da equagdo (4.1.1), os elementos nao-diagonais que caracterizam a
fase relativa entre os estados [0), e [1) sdo amortecidos de t = 0 até t = -, porém os termos
da diagonal que caracterizam a energia do sistema também sao amortecidos e dissipam assim,
energia para o ambiente.

Algumas situa¢oes em que ocorre amortecimento de fase sao: um féton espalhando alea-
toriamente numa guia de onda, e estados eletronicos num atomo perturbados pela interacao
com cargas elétricas distantes.

Da mesma maneira feita na secao anterior, serd usado o exemplo de dois osciladores
harmonicos que interagem para assim ilustrar melhor essa operacao. Dessa vez, o Hamilto-
niano de interacao ¢ dado por

H = hwa'a(b+b)
e o estado inicial é o mesmo |¢(0)).

Portanto,
e”0), 9 [0), =10), ©0),

e—iﬁwt |1>A® 0) = e—iwt(13+l§’f) |1>A® |0>B = |1>A® |—iwt>B

B

com |—iwt) um estado coerente. Assim:
() = ¢ [0),210), +a 1), o [—iwt),

e a matriz densidade do sistema principal é

Conforme o tempo passa, os termos nao-diagonais sao amortecidos exponencialmente sem
que a energia seja dissipada para o ambiente pelos termos diagonais. No limite (t — +00),

0s termos nao-diagonais se tornam nulos caracterizando a perda de coeréncia do sistema.
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4.3 Interacao reservatoério-sistema

Seja um sistema S descrito pelo hamiltoniano H. Esse sistema est4 em contato com um
reservatdrio que ¢ uma enorme colecao de sistemas, cada um com varios graus de liberdade e
descrito por um hamiltoniano que ao serem somados resultam em R. O acoplamento entre o
sistema e o reservatorio é descrito pela energia de interagao V, que é nula para t <ty e para

t =ty ela é “ligada”. O hamiltoniano total descrito pelo sistema S e reservatorio é entao:

Como o sistema total estd isolado de qualquer outra perturbacao, entao seu ensemble

satisfaz a equacao do movimento dada por uma evolucao unitéria:

.
ih=l = [Hx,p] = [H+ R+ V. 0] = [Hy+ V. ] (4.3.2)

com a normalizac¢ao:
Trpep(t) =1 (4.3.3)

onde todos os operadores estao na representacao de Schrodinger e o traco do ensemble é
feito sobre o sistema e o reservatorio. Como em t = ¢y o sistema esta desacoplado com o

reservatorio o operador densidade ¢é separavel:

p(to) = pr(to)S(to) (4.3.4)

com S(tg) descrevendo o estado inicial do sistema e pr(ty) o estado inicial do reservatorio.

Usando a definicao de operador densidade reduzido:
S(t) = Trpp(t) (4.3.5)

ﬁR(t) = Trsﬁ(t) (4.3.6)

A defini¢ao da equacao mestra do sistema S para um instante qualquer é dada pelo traco
sobre o reservatorio da equagao (4.3.2), respeitando a normalizacdo (4.3.3) e a condigao inicial
(4.3.4).

Seguem os passos para remover explicitamente o operador R passando da representacio
de Schrodinger para a representagao de Interacao. O operador densidade na representacao
de Interagao é x():

p(t) = e*%HO(t*tO))Q(t)e%HO(t*tO) (4.3.7)
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lembrando que Hy = H + R. As duas representacoes coincidem quando t = ty:

p(to) = X(to)

Como [f[ , 1:2] = 0 para todo instante ¢, entao é possivel separar os termos da exponencial
em (4.3.7) e usando (4.3.5), obtém-se:

Q(t) = e*%ﬂ(tfto)TrR {e*%l%(tfto)ﬂt)e%é(tfto)} o L H(t—t0)
e como:
Try {e*%R(tfto)X(t)e%R(tfto)} = Try {)%(t)e%l?(t—to)eféﬁ(tfto)} )

entao se define s, que é o operador densidade reduzido do sistema na representacao de Inte-
ragao:
s(t) = Trp {x(t)} (4.3.8)

S(t) = e wH010)3(¢) el (t—t0) (4.3.9)

Os primeiros passos para obter a equacao mestra do sistema comecam aqui. Diferenciar

(4.3.9):
as _
dt

ey {i (.30 + %} -1 (4.3.10)

th
obtendo uma relagao entre as equagoes do movimento nas duas representacoes. Essa equacao

serd usada no final desta se¢ao. Diferenciando (4.3.7):

dp 1

dt  ih [ﬁo,ﬁ] Tt ioltt0 X it (4.3.11)
]

dt

e comparando com (4.3.2) conclui-se que:

i 7 d)% i 1 &
— L Ao (t—to) +Ho(t—to) _ [V A} 4.3.12
e _dt e i » P ( )

passando para a representacao de Interagao os operadores do comutador:
V = ettt (4 _ ¢g)ei Holt—to) (4.3.13)

chegando na equacao do movimento para x:

[f/(t —to), x] (4.3.14)
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Nao é possivel, em geral, resolver exatamente tal equagao, entao se faz uso de uma solugao

por aproximagcao. Integrando (4.3.14) de ¢y a t, e usando o teorema fundamental do calculo:

10 =it + 3 [ [P0 - st ar (4315)

Substituindo (4.3.15) nela mesma, ou seja, no lugar de x(t'), e repetindo esse processo,

obtém-se:

1 ftr. 1\2 1t ¥ . .
w0 =t [ [P - wiw] () [ [ [P -, [0 - wen]] ava
Zh to Zh to Jto
(4.3.16)
Notando que essa ultima equacdo nao é uma aproximacao, porém servird para uma futura

aproximacao.

4.4 Derivacao da equacao mestra sob amortecimento de

fase

Seja o hamiltoniano total do sistema e reservatério dado pela equacao:

He=H+R+V=Hy+V

e seja o hamiltoniano do reservatorio dado por uma soma de varios osciladores harmonicos

R= Zmﬂb

com b; o operador de aniquilacao bosonico e sz o operador de criagdo bosodnico. Seja o

de frequéncia w; cada um:

hamiltoniano de interacao V dado por:
3
V=H) F (4.4.1)
com F; sendo operadores do reservatorio [30]:

FlthCiéi F2:hzcigZT B =HWH Z2|77€|

O operador interacao comuta com o hamiltoniano do sistema, podendo caracterizar assim

um amortecimento de fase. O ultimo termo é uma renormalizacao semelhante aquela feita no
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modelo de Caldeira-Leggett [31| que utiliza o operador posi¢ao Z no lugar do hamiltoniano
H. Os escalares |C;| sao muito pequenos em relagdo aos elementos de matriz de H , 0 que
caracteriza um acoplamento fraco entre o sistema e o reservatorio.

Tragando ambos os lados da equagao (4.3.16) sobre o reservatorio, obtém-se o operador

densidade reduzido do sistema s = Try:

dt’ +

. . I
5(t) = S(to)+%/to Trg

o (5) [ [ o [rene]) (1..2)

e o sistema e reservatorio estdo desacoplados no instante inicial ¢y, ou seja, X (to) = 5(to)pr(to)-

HZ E(), 3(t0) pn (to)

Para prosseguir, ¢ feita a suposi¢cao que o reservatério possui uma distribuicao de Boltz-
mann, pois, em geral, o reservatorio estd em equilibrio térmico a uma temperatura 7' em
t =ty, e portanto o operador densidade é descrito por:

e PR

Pr(to) = pr(R) = T (4.4.3)

com

B= (4.4.4)

sendo kg a constante de Boltzmann.

O valor médio dos operadores F; sao:

~ A A

(Fi)p = (Fo)r =0 (Fs)p = AwH

onde Aw é um escalar, e por ser uma acoplamento fraco esse escalar ¢ muito pequeno (em
relagao aos elementos de H).

O operador densidade total [29] pode ser expresso como

onde xc(t) representa a correlagdo entre o sistema e o reservatorio descrito pelo operador

densidade pg(t) no instante t,

()
dt

= = [V(0), 8()n)]

O acoplamento entre reservatorio e sistema é assumido fraco, e portanto a correlagao entre
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o sistema e o reservatorio é fraca, ou seja, os elementos de matriz do operador correlacao,
Xc(t) sdo muito menores que os elementos de matriz de §(t)pr(1).

A suposigao feita sobre o reservatorio nos permite ter pr(t) = pr(to). Entao, a equacao
(4.4.2) se torna:

5(t) — 3(tg) = —(t—ty) Aw [ [H S(t())H +

N (zh) /dt/ dt" ‘7 (t'), [V(t”),ﬁ(t”)ﬁa(to)ﬂ +  (445)

+ T [V, [V >,>zc<t">}]}

O termo [f], [[:[, é(to)H possui a mesma ordem de 5(t). O operador xc(t) possui mesma
ordem do operador potencial de interacao V(t) (interacao fraca), que ¢ definido como uma
ordem maior que a ordem de §(tp). O termo [V(t’), [V(t”),é(t”)ﬁR(tg)H possui uma or-
dem maior que V(). E o termo [V(t’), [‘A/(t”),f(c(t”)ﬂ possui uma ordem maior que
[V(t’), [V(t”), §(t”)pAR(tO)H. Preservando somente os termos até segunda ordem em V (1),
entao o termo [V(t’), [\A/(t”),f(c(t”)ﬂ sera descartado [32].

Depois de descartar o termo de correlagao em (4.4.5), diferencia-se ambos os lados com

respeito ao tempo:

d5t) _ _p,, [, 50) || + <%>2 / e V. V), set)]| (@a6)

to

onde a integracao em t’ é feita sobre as funcoes de correlacao do reservatoério, que sdo carac-
terizadas por um tempo que é curto, mas finito.

Substituindo o termo de interacao V=H > F; com uma mudanca de variavel t' =¢ — 7
na equagao (4.4.6), desprezando os termos de ordem h*, sob a aproximacgao Markoviana

5(t') = §(t), entao se pode reescrever (4.4.6) como:

dz(tt) = —Aw []:], [H,§(t0)” - [f:[, [ﬁ,é(to)ﬂ i /000 dr Wi (1) —

- [msw] B3 [ ar W) - wyo) (4.4.7
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onde as funcoes de correlacao sobre o reservatorio sao definidas como

Wis(r) = Trd B0 F;(t = 7)pa(to)} = (B E;(t = 7))w
Wi(r) = Tea{Ei(t = 1) E5(8)pa(to)} = (Fi(t = 7) F5(1))n

com todos os operadores na representagao de Interagao. Na derivacao da equagao (4.4.7), foi
usado Wis(1) = Ws,(7) = Wi(1) = Wi, (1) =0 parai =1 e i = 2. As fun¢oes de correlagao
necessarias em (4.4.7) foram calculadas em [29].

Para temperaturas suficientemente altas a aproximacao Markoviana é vélida, e a equagao

(4.4.7) é reduzida para: A
=[]

e para converter para a representacao de Schrodinger basta seguir os seguintes passos:

chegando em:
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Capitulo 5
Campo com amortecimento de fase

Seja uma cavidade 6ptica com reflectividade total em seu interior e com um dos espelhos
moveis, sujeito a uma oscilagao harmonica simples, e com um campo eletromagnético em seu
interior que esta acoplado a um reservatorio térmico, de maneira que o reservatorio perturba
o campo, como se fosse uma colecao de espelhos sujeitos a uma oscilacao harmonica simples.

O Hamiltoniano do sistema campo-+espelho é dado pela equacdo aproximada (3.3.2):

o i
i ~ 2p—m + () + hwrdlar — q—jfmazak (5.0.1)

que possui predominancia do modo k e um regime Optico wy > w,,. Para simplificar a
notacao, o operador namero de fé6tons do modo £ do campo, d;dk, sera substituido por n,.

O operador deslocamento do espelho:

oh [b+bf 2h
Im=G—ql = y/— (“L—) = i (5.0.2)

MWy, 2

21

b—bf
p = \/2hmwm< ) = \/ 2hmw,, Dy
n = bib

verificando que os novos operadores posi¢ao e momento do espelho sdo adimensionais (qua-
draturas), com a rela¢do de comutagio candnica adimensional [Ty, pp] = % O acoplamento
entre campo e espelho serd identificado pela constante de acoplamento g, que possui unidade
de frequéncia, identificada na equagao (5.0.1) como:

Wi 2h

g=k = (5.0.3)
qo mwp,

o1
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Sendo um movimento harmoénico simples que o espelho sofre devido a perturbacao do

campo, entao:
H? 1 h
L ) = hwn, (m + —) o

244

=~ hwmﬁb
2m 2

a energia de Casimir pode ser desprezada, pois o regime Optico garante isso. A energia do
vacuo do espelho também pode ser desprezada, pois o niimero de f6tons do mesmo sera muito
alto de maneira a obter uma situacao quase-classica. O Hamiltoniano do sistema pode ser
reescrito como:

H = hwyhg + hwpmiy, — hgigdy (5.0.4)

Supondo que o reservatorio age como uma colecao de espelhos em oscilagao harmoénica,

entao o hamiltoniano do reservatorio sera:
R = E hw;tie,
i

com o operador nimero de fétons de cada oscilador do reservatorio dado por:

P A
Ne, = C;C;

A energia de interacao do campo com o reservatorio é semelhante & energia de interacao

campo-espelho:

com

onde
ﬁa (Fl + F2> = _hzgiﬁa"%ci

e assim ¢; ¢ a constante de acoplamento entre campo e o elemento ¢ do reservatorio. Lem-
brando que Fy ¢ um fator de renormalizacao, andlogo ao modelo de Caldeira-Leggett que
utiliza o operador posicao  no lugar de n,. O Hamiltoniano H dado por (5.0.4) comuta com
V, identificando assim um amortecimento de fase. A interacao entre campo e reservatorio é
uma interagao fraca, sendo possivel usar o desenvolvimento feito na secao Amortecimento de

Fase com as condicoes da aproximacao Markoviana sob altas temperaturas para o reservato-
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rio, que leva a equagao mestra na representacao de Schrodinger:

.
P = (=) 5 (5.0.5)

com 7 sendo um valor positivo muito pequeno, e os superoperadores sao descritos por:

Y
Nup = [, p]

5.1 Meédia de alguns observaveis

Analisando o adjunto desse superoperadores, obtém-se:

HY = —H
NI = N,

a

e assim a média de um observavel A pode ser dada pela equacao:

— L = —((H+~N2) A) + <E> (5.1.1)

Tal equacao mestra respeita certas propriedades demonstradas na Subsecao 2.6.2, como ser
hermitiana, pois:
{ (Hp)' =Hp'
(NZp)' =Nz
e a propriedade do traco estacionario, pois:

dTrp

0
dt

—(H+N)1=0 =

agora, quanto a semipositividade, ela sera analisada depois.
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5.1.1 Energia do sistema e ntimero de f6tons

Para analisar a média de energia do sistema, primeiramente se aplica os superoperadores

sobre o Hamiltoniano H, dado por (5.0.4):

HH = 0

N.H = 0
OH
=0
ot

concluindo por (5.1.1) que:

d(H) _
TR

confirmando a hipotese do amortecimento de fase, que diz que a energia nao vaza do sistema
para o reservatorio num regime de alta temperatura.

Uma anélise pode ser feita sobre a qualidade de armazenagem de informagao na cavidade,
ou seja, sobre o niamero de fotons do campo. E valido notar que pelo espelho ndo devem
vazar fotons, pois o mesmo, a principio, possui perfeita reflexdao, e o mesmo deve ocorrer com

o reservatorio que possui uma colecao de “espelhos” perfeitamente reflexivos:

Hi, = 0
Nong = 0
ong
o
concluindo por (5.1.1) que:
d(n, . A
<dt ) =0= (Rg)(t) = (Na)(0) = Ng (5.1.2)

confirmando que o ntmero de fétons, N, do campo do modo k na cavidade permanece

inalterado.
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5.1.2 Dinamica do espelho

E interessante verificar o que ocorre com o deslocamento do espelho no ensemble todo e notar

se respeitam as relacoes classicas do movimento:

iy = = hi [, 2] =~
Nozy, = 0
0z
o =0
concluindo por (5.1.1) que: )
di? = Wi (Py) (5.1.3)

mostrando que (py) recobra a defini¢ao classica de momento linear cinético. Fazendo a mesma
analise para o momento do espelho:
1

Hﬁb = E (hwm [ﬁbaﬁb] - hgﬁa [£b>ﬁb]) = wmi)b - gﬁa

Naﬁb =0
Oy _
ot
concluindo por (5.1.1) que:
d(p X
—g? = —wn(Zs) + gNi (5.1.4)

onde foi usada a equagdo (5.1.2). Essa equacdo descreve a dinamica classica do espelho,
ou seja, a forga resultante que é a soma da forca de oscilagdo —w,,(Zp) que é contréaria ao
deslocamento (z,) e pela pressao de radiagdo do campo que ¢é positiva e tenta afastar o
espelho mével do fixo da cavidade Optica. Esses resultados sao importantes, pois mostram
que, em média, o espelho nao é afetado pela dinamica do reservatoério que estd em contato
com o campo. As equagoes (5.1.3) e (5.1.4) podem ser resolvidas definindo a seguinte equagao

diferencial:

dX (t)
dt

e para o caso que A seja invertivel, a solucao geral é dada por:

=AX(t)+ B

X(t)=e"(A"'B+X(0)-A'B (5.1.5)
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Identificando tais matrizes, obtém-se:

()
(1) —
(t) ( >

1
A = wy
0

. e
1 —> |+> =\
-\ 1 0
=0=)\=
-1 = . 1
—i = [-)=3 ,
—1

a inversa de A é dada por:

= L0 ) g e
Wm \1 0 wm \ 0
e a exponencial é obtida através dos autovetores:

A = et ) (] 4 7ot | ) (|

- eiwmt 1 —g +67iwmt 1 7
o2 i1 2 \—i 1
B cos(wpt)  sin(wp,t)
= sin(wpt) cos(wmt)

encontrando assim a posi¢do e o momento pela equagao (5.1.5):

(Tp)(t) = ((iz)(()) — %) cos(wmt) 4+ (Pp) (0) sin(wp,t) + i—]\:“

B)(t) = —(<:@b><o>—ﬁ) sin(wmt) + () (0) cos(wm)
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(5.1.6)

(5.1.7)

E importante lembrar, de acordo com a Secdo 3.3, que o deslocamento do espelho é muito

menor que o comprimento da cavidade optica, ou seja, ¢ — qo < qo que é 0 mesmo que
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q(t) = qo (mantendo a aproximagao em primeira ordem que mostra um campo perturbativo)
e que w,, < wyg (mostrando que a energia do modo k nao é espalhada para outros modos).
Em (5.1.6), chamando:
N,
vsinu = (&)(0) — £F (5.1.8)

Wm

veosu = (pp)(0) (5.1.9)

entao

Substituindo (5.1.8) e (5.1.9) em (5.1.6), entao:

(Zp)(t) = vsin (Wt +u) + 9Nk

Wm

e o valor maximo do deslocamento do espelho é dado por v + i}ﬂ. Para respeitar a condicao
m

de que o deslocamento é muito menor que o comprimento ¢g, entao:

~ h gNg g gNg
< - -
(Tm) (1) < Do (v+ m) <L q = ﬁ<v+ o < Wy

aonde foi usada a Eq. (5.0.2) e (5.0.3).

5.2 Operador densidade do sistema

E possivel resolver a equacao mestra através do método dos superoperadores, e a partir da

equagao (5.0.5) a solugao formal fica:
p(t) = e p(0)

coI1m

[H. NG| =0
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sendo possivel separar os termos da exponencial:
p(t) = eM'e Nl 5(0)
O superoperador A/? & separavel também:
N2 = [Na, [Pa, Pl] = —20apitg + 720+ pn2 = (T + L) p
com

Tp = —2hupia (5.2.1)
Lo = i2p+ pi?

observando a comutagao entre esses superoperadores |7, L] = 0. Portanto:
p(t) = the—yﬁte—thﬁ(O)
Algumas exponenciais possuem uma forma exata por operador, ou seja:
p(t) = e~ nHtgmTAGt [e77"p(0)] e ~7hites Hi (5.2.2)

nao é possivel achar uma forma exata para e™?7!, mas dependendo da condigao inicial p(0)
é possivel. Agora é possivel determinar se p é semipositivo ou nao. Aplicando o bra-ket em

p(t) para um estado arbitrario [¢), o escalar produzido sera

(W] A(t) |6} = (] e #Tem 173 [T (0)] e 1ol er M 1)) (5.2.3)

notando que as exponenciais aplicadas aos ket e bra produzem

ety = [/ () «— (] e 3" = (¥ (1)) (5.2.4)

onde a seta de duplo sentido<— leva o espaco estado £ ao espaco estado adjunto ET e
vice-versa, ou seja:

Ay = i) +— (] AT = (/]

com A um operador do espaco de Hilbert. Substituindo (5.2.4) em (5.2.3), entdo

(W] p(t) (1) = (W' (£)] e et [T p(0)] e et o) (1)) (5.2.5)
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Novamente, as exponenciais aplicadas aos ket e bra produzem

e (1)) = [01(1)) — (W ()] e = (1) (5.2.6)
e substituindo (5.2.6) em (5.2.5), entdo

(Wl p(t) [¥) = (" ()] [e77*H0)] [4"(1)) (5.2.7)

E necessario analisar a série infinita produzida pela aplicacdo do superoperador J numa

condigdo inicial arbitraria p(0). Expandindo e

=750 = 3 5 g0y = 5 B sy (5.28)

n=0 ' n=0

n

onde foi usada a equagao (5.2.1). Substituindo (5.2.8) em (5.2.7), entao

w10 = 32 E1 e ooy i 1) (5:29)

Cada operador desse somatorio aplicados aos ket e bra produzem

Ay [9"(8)) = [Pn(t)) «— (Un(t)| g = (Pn(t)] (5.2.10)

e portanto, ao substituir (5.2.10) em (5.2.9) chega-se a forma final

TL

-y &) | A(0) [2(1)) (5.2.11)

n=0

sendo que [¢//(t)) € £. Basta que, como condicao inicial, o operador p(0) seja semipositivo
para que p(t) seja também. Portanto, se

p0) 20 = (W ()] p(0) [ (1)) 20 = p(t) 20 ¥y =20

n

provando assim a semipositividade de p(t).
Voltando a equagao (5.2.2), o operador H possui termos que nao comutam entre si para
tornar a sua exponencial separavel. Seguindo o processo feito no Apéndice A.3, é possivel

separar tais termos:

_if _ 2 _ —in
e FHt _ e zrnatezs ns (t—sint) sna(nb n b) iyt (5212)



CAPITULO 5. CAMPO COM AMORTECIMENTO DE FASE 60

onde n =1—e"" s=g/(2w,) é o parametro de acoplamento reescalado, 7 = wy/wy,, € t
representa o tempo reescalado, sendo o tempo dimensional em segundos multiplicado por w,,,
tornando-se adimensional. Para valores de s da ordem de uma unidade, os experimentos se
tornam praticaveis (wy ~ 10°Hz, w,, ~ 103Hz, gy ~ 1m, e m ~ 1075kg) |33, 34, 35|. No se-
gundo membro, a terceira exponencial, da esquerda para a direita, é o operador deslocamento
que atua sobre o espelho:

Dy(snig) = e (' —nD)

A partir de (5.2.12) e (5.2.2) é possivel aplicar uma uma condigao inicial arbitraria para
campo e espelho. Supor que, inicialmente, o ensemble seja puro e o estado seja coerente.
Essa suposicao é feita, pois a preparacao de um estado coerente para o campo pode ser
feita através de um laser, que é injetado dentro da cavidade através de suas paredes que,
externamente, possuem indice de reflexdo muito baixo. E a preparacao do espelho num
estado coerente é feita, por exemplo, utilizando a forca de compressao entre o espelho e uma
mola que, por serem objetos macroscopicos, produzem um movimento classico, preparando-o
assim, num estado quase-classico. Portanto, inicialmente o sistema pode ser descrito por um

estado puro:
[¥(0)) = la), ©15),

onde |a), e |3), sao os estados coerentes iniciais do campo e do espelho, respectivamente. O

ensemble inicialmente é escrito como:

p(0) = o) {af @ |5) (3]

Para analisar a evolucdo temporal, primeiramente, aplica-se o superoperador e=7* sobre o

ensemble, que é o responsavel por torné-lo misto, emaranhando campo e reservatorio:

0) =l 3 Gy ko 15) (3

i l! nlm/!
— el 3 L vy ) | 8) (5] (5.2.13)
e (& n m| ® /N
oo Vnlm!

onde |n) denota o estado de Fock do campo da cavidade.
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Agora, aplica-se os operadores et de cada lado do ensemble dado pela equacao (5.2.13):

I O] R o 0 T o 5)

n,m=0

= elof Z r' D= ) (mle |B) (B (5.2.14)

que apos essa tltima transformacao, os termos n # m serao amortecidos, obtendo apos se
passar muito tempo uma decoeréncia quantica para o campo. Antes de aplicar a evolucao
unitaria, é preciso reescalar o tempo substituindo w,,t por t, e v/w,, por o. Por fim, aplicando
a evolucao temporal unitaria que é a responsivel por emaranhar o campo com o espelho,
obtém-se:

[A)(t) — e—%ﬁte—vﬁit [6_7‘75@(0)} e —yn2 ehH?‘

Aplicando separadamente as exponenciais da equagao (5.2.12) sobre (5.2.14) pela esquerda e

pela direita, obtém-se:

e nyolf) = |nyo|se )
Dy(snig) [n) o |Be™™) = |n)e|Be™™ + snn)

onde foi usado Dy(snn,)|n) = Dy(snn)|n). As duas outras exponenciais que contém o
operador 7, serao aplicadas sobre seus autovetores |n). Esse raciocinio foi feito para o lado
esquerdo do operador densidade, porém é possivel fazer o mesmo ao aplicar para o lado direito,

notando que é necessario conjugar os operadores. A forma final do operador densidade é:

ﬁ(t) _ e_‘a|2 Z (ae_“” \)/%—W ) 6_g(n—m)2t6i52(n2_m2)(t—sint) |n> <m’ ® ‘an(t» <¢m(t)|

n,m=0

(5.2.15)

com |¢,(t)) denotando um estado coerente para o espelho dado por:

|6n(t)) = |Be ™ +sn (1 —e™™)) (5.2.16)
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5.3 Entropia linear do sistema

O calculo da entropia linear associado a matriz densidade p(t) permite dizer o quanto o

sistema estd emaranhado com o reservatorio. Primeiro, calcula-se p?(t).

PO = D pum(t) ) (ml e |6n()) (Gm(D)] =

n,m=0

o0

=021 = Y pul®)pum(t) ) (ml o |a(t)) (Dm(1)] (5.3.1)

n,m,l=0

onde foi usada a ortonormalidade dos vetores de Fock e o produto interno unitario de vetores
coerentes iguais.

Seja [1) e |p) vetores estados arbitrarios do espago de Hilbert #H, entao é valida a seguinte
identidade

Tr{lo) (W1} = (L) (5.3.2)

onde o traco é feito sobre o espago H.
Efetuando o traco sobre (5.3.1) e usando (5.3.2), obtém-se:

T {p*()} = pult)pin(t)

n,l=0

usando a propriedade que toda matriz densidade é hermitiana, entao pf,(t) = pin(t) e por-
tanto: .
. 2
Te{?()} = > lpm(D)] (5.3.3)
n,l=0
essa equacao so foi possivel devido a ortonormalidade dos vetores de Fock.

A entropia linear do sistema é alcan¢ada usando a equagao (2.5.1), assim:

2(l4+n

% | 12(4n)
Sp(t)=1—e 20 %" [ —ao-my (5.3.4)

I!n!
n,l=0

Cada linha da Figura 5.1 é representada por um valor absoluto de a de acordo com a
legenda. Esse grafico mostra que quanto maior |«|, mais rapidamente a entropia se aproxima
de 1, ou seja, maior é o grau do emaranhamento do sistema com o reservatorio. Caso
haja vacuo na cavidade, entao a entropia permanece nula o tempo todo, ou seja, o espelho

permanece num movimento harménico simples de estado |3).
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Figura 5.1: Entropia Linear do Sistema em funcdo da variavel temporal ot. O Sistema é composto por
uma cavidade 6ptica com um espelho mével submetido a um potencial harmoénico acoplado a um campo ele-
tromagnético confinado em seu interior. O campo esta acoplado a um reservatério que realiza amortecimento
de fase sobre o sistema. No instante t = 0, o campo estd no estado coerente |«) e o espelho moével no estado

coerente |f3). Cada linha do grafico representa um valor diferente de |a| dado pela legenda de cores.

Para t = 0 o sistema estd desemaranhado do reservatorio com S; = 0 e parat > o ! a

entropia converge para:

Si(lel) = lim Sp(t) =1— e 2 Z |n'2 (5.3.5)

t—+00

com o somatoério representando uma fungao de Bessel modificada de primeiro tipo, I (2 ]oz]2).

O ensemble do sistema para t > o~! converge para:

> 1) = Z'. ) (] [04(8) (6,(2) (5.36)

com uma, distribuicao de Poisson para cada estado possivel do sistema, ou seja, o sistema se
encontra nos estados ortonormais |1h(t)) = |n) @ |¢a(t)) com probabilidade e~ |a|*" /n!, e
portanto, se for possivel medir o nimero de foétons na cavidade, entao é possivel saber em
que estado quase-classico o espelho se encontra.

De acordo com a Figura 5.2, verifica-se que o sistema emaranha totalmente com o re-
servatorio para estados inicialmente quase-classicos (|a| > 1), e o ensemble se torna com-
pletamente aleatorio (ou seja, incoerente). Para |a| = 0 o nimero de foétons na cavidade é
zero, ou seja, o campo esta no estado de vicuo e permanece assim durante todo o tempo, e

o ensemble permanece puro.
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Figura 5.2: Entropia Linear do Sistema para tempos muito longos em fun¢ao médulo |a|. Cada ponto
do grafico representa o valor limite da entropia linear do sistema associado a cada curva da Figura 5.1. O

sistema, que esta acoplado ao reservatério através do campo, é amortecido de maneira a conservar a energia.

5.4 Entropia Linear do espelho

O operador densidade reduzido do espelho é dado por:

punlt) = Try (1)} = 1o Z of”

)) (¢n(D)] (5.4.1)

mostrando que a distribuicao é de Poisson, sendo invariante com o tempo. Observando que
na equa¢ao(5.2.15) a tunica informagdo sobre o reservatorio ¢ o termo o (que é o fator de
amortecimento de fase) e quando o = 0 significa que ndo ha acoplamento entre sistema e
reservatorio. Na equagao acima (5.4.1) ndo existe nenhuma informagao sobre o reservatorio,
mostrando que a equacao é a mesma se o0 = (), ou seja, o acoplamento do sistema com o reser-
vatorio nao modifica o comportamento do espelho. Além disso, nao importa a configuragao
inicial do ensemble, p(0), o espelho ndo vai ter seu comportamento afetado pelo reservatorio.

Elevando o operador densidade ao quadrado, obtém-se:

| ’2(n+m)

Pt = e S L (00(0) [ G (1)) 00 (1)) (6n(0)

n,m=0

notando que nao ¢é possivel usar a equacao 5.3.3 devido a nao-ortonormalidade dos estados

coerentes.
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Usando 5.3.2, a entropia linear do espelho é dada por:

2(n+m

Sn®) =1 - Tr {20} =1— 2 3 1 6

n,m=0

n!m!
o termo em bracket é calculado a seguir

(on(t) | (1)) = e~ 3lon O =bm () o=iS{om (£)(én () —¢m (1))}
67252(11777'1)2 sin2(%)eis(n7m)(%{ﬁ} sin t+S{B8}(1—cost)) = (542)

= [(6n(t) | S (1))]7 = 7t o) sin(3) (5.4.3)

onde foi usada a equacdo (5.2.16) para descrever o comportamento de ¢,(t), com R e
representando as componentes Real e Imaginaria de seu argumento, respectivamente. A
equacao final para a entropia do espelho é dada por:

)

—2|al? o e—4s n—m)?sin? (%
Sia(t) = 1 — eI Z | e ) (5.4.4)

n,m=0

notando que sua entropia independe da informacao do valor de (3, porém é necessério que o
estado do espelho seja inicialmente um estado coerente.

A dindmica do espelho que se destaca das equagoes (5.2.15) e (5.4.4) mostra que depois
de um tempo t = 27 (que equivale, classicamente, a uma oscilagdo inteira do espelho),
ele retorna, quanticamente, ao seu estado original |3) desemaranhando campo e espelho.
Para todos os instantes entre ¢ = 0 e t = 27 o estado do espelho estd emaranhado com o
estado do campo, sendo maximo para t = w. A dependéncia temporal do emaranhamento é
mostrado na Figura 5.3 e para um valor fixo de ||, quanto maior o valor do acoplamento
s, a entropia se aproxima mais de 1 e mais rapidamente isso ocorre, ou seja, maior é a
intensidade do emaranhamento do espelho com o campo e por mais tempo permanecem

altamente emaranhados.
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Figura 5.3: Entropia Linear do Espelho, S;(t), em fungdo do tempo t. Cada grafico esté associado a um
estado inicial coerente |a) do campo, onde cada linha representa um valor do acoplamento campo-espelho s

distinto. Os graficos estao plotados para o periodo de uma oscilacao do espelho, ou seja, de t =0 a t = 27.

5.5 Medicao sobre o espelho

Aqui serao feitas medicoes sequenciais. Primeiramente, serd medida a posicao do espelho,

mostrando como ensemble do sistema ficara apos colapsar. E depois, sera feita uma medicao
sobre o niimero de f6tons do sistema e serd analisado como a primeira medicao altera a analise
final. O processo feito aqui nessa se¢do segue um processo parecido feito na referéncia [36.

Ao medir a posicao do espelho, o ensemble do sistema colapsa para:

/ dz (2] p(t) |z, |z} (x] = elo Z/ L0 I G M

Im)
n,m=0 n.m:

2, 2.2(2
% e—o(n—m) te'Ls (n —

m?) (t—sint) (2| (1)) (Dm(t) | 2) |n) (M| |2) (2]

Medindo, entao, o nimero de fétons, o ensemble do sistema colapsa para:

o 2 oS [

(2 [ @u(®)” [n) (n] @ |z) (2]
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A fracao populacional é dada por

J !04| 2ol e o 2
P ([ 9u () = 4 e om0 (5.5.1)

fn(x>t) =

que nao depende do fator de amortecimento o que foi eliminado ao medir o niimero de fétons
e notando que a ordem das medigoes nao altera o resultado final, pois |2y, 7,] = 0. A parte
Real de ¢,(t) é dada por

R{pn(t)} = |B|cos(& —t) + sn(l — cost) (5.5.2)

e aqui ocorre um fato interessante que permite estimar o nimero de fé6tons na cavidade com

grande precisao: se ao medir a posicao do espelho, o valor obtido for:

v~ R{gn(l)}

entao o nimero de fétons na cavidade é muito provavelmente igual a n, pois a fun¢ao gaussiana
decai rapidamente tornado os termos com o ntimero de fotons diferente de n despreziveis.
Isso é possivel, pois sao conhecidos os valores: do estado inicial do sistema que foi preparado
como p(0) = |a) (a] @ |B) (8], com B = |B] €; do acoplamento espelho-campo s; e do instante
t em que ¢ feita a medigdo da posi¢do do espelho. Entdo, o valor de R{¢,(t)} também é

conhecido para todo n.

5.6 Entropia Linear do Campo
O operador densidade reduzido do campo é dado a partir da equagao (5.2.15) por

ﬁc(t) = Ty, {ﬁ(t)} _ 6_‘042 Z (Oéefir‘t) (Ozefirt) y

nlm!

n,m=0

. e_U(n_m)ztez‘s2(n2_m2)(t—sint) (G (t) | D (t)) |1} (M) (5.6.1)

onde o trago foi feito sobre o estado do espelho (que possui operadores de indice b), sendo
possivel a substitui¢cdo do produto interno dos vetores coerentes por (5.4.2). Como os vetores

de Fock sao ortonormais, entao é possivel usar 5.3.3 para chegar na entropia linear do campo:

n+m)

—Z| | n m —4s87(n—m sin L
Spo(t) = 1 — 2l Z T VPtg—4s™(n—m)” sin*(3) (5.6.2)
n,m=0
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onde foi usado a relacdo (5.4.3).

Na Figura 5.4, a abscissa é definida pelo tempo adimensional e a ordenada é definida
pela entropia dada por (5.6.2). A abscissa foi plotada até 67 que equivale a trés oscilagoes
completas do espelho, servindo para mostrar que a cada oscilacao do espelho, a amplitude de
oscilagao da entropia diminui em relagdo a s = 0 (ou seja, quando o espelho sofre agao apenas
de uma for¢a harmonica), fendmeno relacionado ao fator de amortecimento o. Além disso,
quanto maior ¢ o acoplamento, s, entre campo e espelho, maior é a amplitude de oscilagao
da entropia do campo em relacao a s = 0, mostrando que medicoes sobre o campo sofrem
maiores alteracoes para tempos curtos em relacao a s = 0, devido ao acoplamento com o
espelho. Também é possivel notar que quanto maior o valor do fator de amortecimento,
menores sao as oscilacoes da entropia, independente do valor de s, mostrando que o campo
parece nao estar em contato com o espelho e que medicoes sobre 0 mesmo levam em conta
apenas a influéncia do reservatorio, ou seja, em relacdo a situacdo em que o campo nao
estd nem em contato com espelho, nem com o reservatorio, o campo perde coeréncia para
o reservatorio, como mostra os gréaficos (g), (h) e (i). O reservatorio, em teoria, sofre uma
pequena perturbacao, sendo que sua entropia permanece praticamente zero, ou seja, qualquer
medicao feita sobre o mesmo deverd produzir os mesmos valores caso nao estivesse em contato
com o sistema. Pela equagao (5.6.2) e pela Figura 5.4, é possivel observar que para tempos
muito longos a entropia do campo se iguala a entropia limite do sistema (5.3.5), mostrando
que o campo atinge um emaranhamento limite com o reservatorio, resultando num ensemble
incoerente. Quanto maior é o valor de |a|, maior é esse valor limite, e maior é o valor da
entropia para s = 0. Portanto, em situacoes inicialmente quase-classicas, o campo quase
instantaneamente perde toda sua coeréncia para o reservatorio, resultando num sistema com
o campo exatamente no estado de Fock (ensemble incoerente), e a funcao distribui¢do da
posicao do espelho é dada por f,(z,t) (equacdo (5.5.1)), e portanto é provavel que uma
medicao da posi¢ao do espelho esteja proxima de R{¢,(t)} determinando com mais exatidao
(quando comparada a uma situagio inicial que ndo é quase-classica, onde o estado do campo

¢ uma sobreposicao do nimero de fotons) o nimero de fotons dentro da cavidade.
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(j) Legenda.

Figura 5.4: Entropia Linear do Campo, S;..(t), em fungio do tempo ¢. Cada gréfico esta associado a um
estado inicial coerente |a) do campo, onde cada linha representa um valor do acoplamento campo-espelho
s distinto descritos pela legenda de cores. Os graficos estao plotados para o periodo de trés oscilagdo do

espelho, ou seja, det =0 a t = 6.
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5.7 Medicoes sobre o campo

Nao é possivel usar a equagao (5.1.1) para encontrar uma féormula exata para a média de um
operador arbitrario do campo, sem saber exatamente qual a condi¢ao inicial 5(0), pois, em
geral, ao tentar efetuar esse processo, ¢ necessario conhecer o comportamento da média de
um segundo operador do campo que surge nessa equacgao diferencial (5.1.1). Esse segundo
operador, ao passar também por (5.1.1), ird dar origem a um terceiro operador do campo
(distinto do primeiro e do segundo), que ao passar por (5.1.1) ird dar origem a um quarto
operador do campo (distinto dos trés operadores anteriores) sendo que esse processo pode ser
realizado infinitamente, ou seja, nao é possivel encontrar uma féormula exata para a média
do primeiro operador em questao. Existem algumas excecoes que nao entram nesse processo
infinito, e o caso mais simples é de operadores que comutam com os operadores do potencial
de interacao, V. Isso ocorre devido ao superoperador e~77* ndo possuir uma forma exata ao
ser aplicado sobre uma condi¢do inicial arbitrariap(0), sendo exibido apenas como uma série
infinita. Para encontrar a média de operadores do espelho é possivel usar apenas (5.1.1),
porque J atua apenas em estados do campo.

Continuando com a condigao inicial quase-classica p(0) = |a) (o]« |8) (8], entdao sera

encontrada a média da quadratura da amplitude, z,, do campo de modo k.

5.7.1 Numero de Foé6tons

Se for possivel acessar diretamente o campo eletromagnético, entao ao medir o nimero de

fotons de (5.6.1), o estado do sistema colapsara para:

(t) 253 (0] pe(t) In) [n) (n|
n=0

onde (n|pc(t)|n) é a fracdo populacional do nimero de fotons, e o novo ensemble possui

traco unitario. A fracao populacional fica:

2n
. Lo la™
(] pelt) ) = e~ 2L

mostrando que nao ha modificacao com o tempo.
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5.7.2 Quadratura da Amplitude

I, € o operador quadratura da amplitude do modo k£ do campo definido por:
L Wk
Lg = QHQk

que é um operador adimensional. Lembrar que Qk é o operador amplitude do modo k do

campo. Classicamente, o campo eletromagnético é

B = VxA
. OA
E = —V¢p— —
Ve ot
0¢ -
= — A 7.1
0 o TV (5.7.1)

com E e B os campos elétrico e o magnético, respectivamente, e A e ¢ sao o potencial vetor
e o potencial elétrico escalar, respectivamente. Na situacao do experimento fisico proposto,
nao existem cargas livres na cavidade 6ptica nem corrente elétrica. O potencial vetor e o

potencial escalar sao dados por

Az, t) = Az, )
o(z,t) = 0

onde ¢(x,t) é calculado usando (5.7.1) e usando o fato que ndo existem cargas livres.

Usando a equagao (5.6.1) é possivel encontrar a média de z,:

(£a)() = Tr {pel(t)2a} (5.7.2)

Aplicando z, sobre um estado de Fock, obtém-se

By |n) = % (Viln—1)+ VT iln+1) (5.7.3)

Substituindo (5.7.3) em (5.7.2), entdo

@0 =5 32 ) (VATH (I = 1) G} + VA F T (1) fl}) (5.7.4)

n,m=0
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onde

(ae—irt)n (ae—irt)*m

ac e_a(n_m)2tei82(n2_m2)(t—sint) <¢m(t) ’ qﬁn(t»
nim!

P (t) = eloF

Usando a identidade (5.3.2) em (5.7.4)

()0 = (Z Vi) +Y mpfm,m<t>>

pela propriedade hermitiana de p.(t), entao (p;,n_l(t))* = p5_1.,(t) e como n e m sdo indices

mudos na equacao acima, a média passa a ser

(@a)(t) =Y VAR {p}, (1)} =R {Z ﬁp;,n_1<t>}

<§:a>(t) = €_|a|2€_‘7t€—28251n2(%)x

—irt_is(R{B} sint+SI{B}(1—cost)) - |ov
X é)%{ae e ;—(n—l)!

|2(n—1) )
eis (2n—1)(t—sint)

alterando o indice n — n + 1, entao

(B)(t) = e lolfeote=2sn(3)

00 <|Oé| eisz(tfsin t)) n

—irt Jis sin t+$ —cos is?(t—sin
X R aeirte R stk (B 1—cos) i t-sint) 3 . (5.7.5)
n=1
onde
00 isQ(tfsint)>
ol e
Z <| | _ e|a|2cos(252(tfsint))ei|a|2sin(252(tfsint)) —1 (576)
— n!
Substituindo (5.7.6) em (5.7.5)
<Li’a>(t) _ |Oé‘ e—(\a|2+at+232sin2(%)) |:e|a|2(:os(252(t—sint))x
X cos (z+ la)? sin (2% (t —sint))) — cos(2)] (5.7.7)

onde a nova funcao z, substitui termos repetidos:

z=0+rt+sR{B}sint + I {B} (1 — cost)) + s*(t —sint)



CAPITULO 5. CAMPO COM AMORTECIMENTO DE FASE 73

com
o =|ale?

O escalar que caracteriza o estado inicial do espelho pode ser reescrito como
5= 18]

5.7.3 Meédia da quadratura da amplitude

A equacao (5.7.7) é muito complexa para ser analisada, porém o valor do acoplamento s é
fundamental em sua compreensao, pois com o aumento de sua intensidade se verifica que o
grafico t X (Z,)(t) se agrupa de maneira a criar intervalos de tempo em que (Z,)(t) ~ 0 em

relacao ao valor das amplitudes que ocorre nos agrupamentos. Por exemplo:

(xa)(t)
(=)

0 50 100 150 200
t

Figura 5.5: Média da quadratura da amplitude do campo, (Z,)(t), em fungdo do tempo, t. O ntimero
médio de fétons na cavidade optica é|a| = 4, o fator de acoplamento entre o campo e o espelho movel é
s = 0.18 e a razao entre a frequéncia do campo e a frequéncia de oscilagao do espelho é » = 3. Nao ha
amortecimento do campo por parte do reservatorio, o = 0. O estado inicial do espelho é o vacuo, 5 =0, e a

fase do campo é nula, 6 = 0.
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Reparando que existem intervalos que a média da quadratura da amplitude quase se

anula. Ao aumentar o valor de s, entao o grafico fica:

4,
2 ‘ (
\
| 1 |‘
- | | | |
2 | M‘ ‘v | (\H ‘ | H\, I M‘U
s 0 i i I Il | il
3 \ | | || —
e ‘d M |
| | |
) |
J r
4t
0 50 100 150 200

t

Figura 5.6: Média da quadratura da amplitude do campo, (Z,)(t), em fungdo do tempo, t. O ntmero
médio de fétons na cavidade optica éja| = 4, o fator de acoplamento entre o campo e o espelho movel é
s = 0.34 e a razdo entre a frequéncia do campo e a frequéncia de oscilacdo do espelho é » = 3. Nao ha
amortecimento do campo por parte do reservatorio, o = 0. O estado inicial do espelho é o vacuo, 5 =0, e a
fase do campo é nula, 6 = 0.

Os grupos da Figura 5.6 se aproximam e contraem sua largura em relacao aos da Figura
5.5, além de alguns diminuirem sua intensidade. O fator s altera a largura de cada grupo e
o espacamento entre eles, sendo que é possivel unir grupos, além de alterar o valor maximo
da amplitude de um grupo. E de acordo com as figuras 5.7 e 5.8, o niimero médio de fétons
na cavidade dado por N, = |a|2 altera o valor maximo da amplitude de cada grupo, além de
alterar a largura de um grupo. O valor de r altera o niimero de picos e vales dos grupos. O
valor de [ altera o espacamento entre dois vales consecutivos e o niimero de vezes que cada
grupo cruza o eixo t. O valor de 6 altera a fase dos vales no grupo. O fator de amortecimento
o ao ser aumentado, destr6i rapidamente grupos mais afastados de t = 0. A partir de um
certo valor de o (o0 = 1 pode ser considerado um valor bem alto) sobra apenas o primeiro
grupo que comeca em t = 0 e termina aonde determina os valores de s e de |a|.

Para uma situagao inicialmente quase-classica (Ja| > 1 ), mesmo que nao haja amorte-

cimento (o = 0), os grupos se afastam tanto que, por um longo periodo de tempo, existira
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apenas o primeiro grupo, onde a média da quadratura da amplitude oscila apenas nos primei-
ros instantes e depois passa a ser praticamente nula por um longo periodo. Para a situacao
quantica, por exemplo a Figura 5.7, onde é mostrada uma situacao com acoplamento fraco
entre campo e espelho, nota-se que os grupos ainda nao se formaram, e o espaco entre eles

nao é nulo, e que ao ser amortecido com o = 0.008, o grafico se torna a Figura 5.8.
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Figura 5.7: Média da quadratura da amplitude do campo, (Z,)(t), em fungdo do tempo, t. O ntimero
médio de fétons na cavidade optica éja| = 1, o fator de acoplamento entre o campo e o espelho movel é
s = 0.08 e a razao entre a frequéncia do campo e a frequéncia de oscilagao do espelho é r = 0.3. Nao ha
amortecimento do campo por parte do reservatério, o = 0. O estado inicial do espelho é o vacuo, 3 =0, e a
fase do campo é nula, § = 0.
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Figura 5.8: Meédia da quadratura da amplitude do campo, (Z,)(t), em fungao do tempo, t. O ntimero
médio de fotons na cavidade optica é|a] = 1, o fator de acoplamento entre o campo e o espelho movel é
s = 0.08 e a razao entre a frequéncia do campo e a frequéncia de oscilagdo do espelho é r = 0.3. Existe
amortecimento de fase do campo por parte do reservatorio, o = 0.008. O estado inicial do espelho é o véicuo,

B =0, e a fase do campo é nula, § = 0.

Durante os instantes em que a média da quadratura da amplitude é praticamente nula,
nao significa que o campo eletromagnético também é nulo, pois a energia do campo deve
se manter constante, como foi calculado ao mostrar que o niimero de fétons do modo k£ na
cavidade é constante. O que ocorre é que os graficos mostraram o comportamento da média
da quadratura da amplitude do potencial vetor, e isso indica que uma situagao inicialmente
quase-classica se torna quantica com o passar do tempo. Usando a teoria desenvolvida na
Subsecao 2.4.10 e medindo a quadratura da amplitude do estado do campo, ele colapsara

para:
polt) 23 / dz (] pe(t) |2) |2) (2]

onde (x| po(t) |) representa a fragdo populacional, e 0 novo ensemble acima nao possui trago

unitario, ja que o vetor posicao nao é normalizdvel. Analisando a fragao populacional, obtém-
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se:

ef|oz|272:):2

— s _ — (lel/va)" ™ —(ot+252 sin?(¢/2)) (n—m)?
fla,t) = (2| pe(t) |z) = T > ol € H, (V22) Hy (V2z) X

n,m=0

x cos [(0 —rt+ s || (sin(t — &) — sin€))(n —m) + s*(n* — m?)(t — sint)]

onde foi usado 3 = | S| €%, e as autofuncgoes energias representadas em coordenadas de posi¢ao:

11
Vamiane H2)

com H,, sendo o polindémio de Hermite.

(z[n) =

Na Figura 5.9 sao mostradas a quadratura da amplitude na abscissa e a fracao populaci-
onal na ordenada, sendo que o instante é t = 30, assim a comparagao pode ser feita com a

Figura 5.5 que mostra uma média nula nesse instante.

00§
0.03

|| 0.02

Figura 5.9: Fragio populacional da quadratura da amplitude do campo, f(x,t), no instante ¢t = 30, em
fungdo da quadratura da amplitude do campo . O namero médio de fétons na cavidade optica é|a| = 4,
o fator de acoplamento entre o campo e o espelho moével é s = 0.18 e a razdo entre a frequéncia do campo
e a frequéncia de oscila¢do do espelho é 7 = 3. Nao ha amortecimento do campo por parte do reservatoério,
o = 0. O estado inicial do espelho é o vacuo, 5 = 0, e a fase do campo é nula, § = 0.
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f(x,t
004"
0.03
0.02
A\ N
/’ \ ‘J/ \\
o [
’ ‘\\\ N 0.01 N ," \‘\
/ N Ay \
/ /o VANVANYA WAYAY. v, \
/ VAVAVAVIVAVAVAY \
/ \
L N .,
-4 -2 0 2 4

Figura 5.10: Fracdo populacional da quadratura da amplitude do campo, f(x,t), no instante ¢t = 30, em
fungdo da quadratura da amplitude do campo z. O namero médio de fétons na cavidade optica éla| =4, o
fator de acoplamento entre o campo e o espelho mével é s = 0.18 e a razio entre a frequéncia do campo e a
frequéncia de oscilacdo do espelho é r = 3. Existe amortecimento de fase do campo por parte do reservatoério,

o = 0.1. O estado inicial do espelho é o vacuo, 5 = 0, e a fase do campo ¢é nula, 6 = 0.

Ficando evidente nas Figuras 5.9 e 5.10 que a quadratura da amplitude nao é nula, e
portanto o campo eletromagnético também nao é. Nota-se na Figura 5.9 que a populacao
com amplitude positiva é parecida com a de amplitude negativa, evidenciando que a média é
quase nula, como mostrado na Figura 5.5 para o instante t = 30. Essa semelhanca aumenta
muito, quando o amortecimento aparece na Figura 5.10, onde a fragao populacional pode ser

reescrita como se o > 1:

a2 % (af)y)"
> U e

(@] pe(t) [x) =

Esses pontos foram enfatizados para mostrar que o estado do campo que comega como
quase-classico |a) (Ja| > 1), ndo continuara quase-classico, pois, classicamente, se nao ha
amortecimento, a amplitude nao permanece nula por longos periodos de tempo. Uma das

explicagoes para isso é que a energia classica do campo que ¢ dada por:

1 [0 OAN?  [0AN?

= de || =— | + | = 5.7.8

() +(5) 679
e nao deve variar com o tempo, como foi mostrado tanto classicamente como quanticamente.
Assim, para que a média da amplitude, (Qk>, corresponda sempre aos valores cléssicos, ela nao

pode se anular por longos periodos. Tal comportamento nao pode ocorrer, como foi mostrado

nas Figuras 5.5 e 5.6, pois a derivada temporal de (Qk>, que seria usado na equagao (5.7.8),
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iria quase se anular, alterando, assim, o valor da energia do campo na cavidade. Portanto,
nao deve haver a criacao de grupos para que o estado continue quase-classico. Uma outra
explicagao para que o estado do campo nao continue quase-classico é o valor que a incerteza

sobre a medicao da quadratura da amplitude produz, pois:
(&%) > (&) (5.7.9)

sendo que se o estado continuasse sempre quase-classico esses valores seriam aproximada-
mente iguais. Conclui-se, entao, que a equacao (5.7.7) (com o = 0) nao é solugao da equagao
classica (3.1.7).
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Capitulo 6
Conclusao

A equagao do operador densidade do sistema (5.2.15) trata uma cavidade optica com um
campo eletromagnético e um espelho, ambos preparados em estados coerentes (campo pre-
parado no estado |a) e o espelho em |53)), sendo que o campo interage com um reservatorio,
no qual o fator de amortecimento de fase é 0. Tal equacao foi desenvolvida a partir do
formalismo Hamiltoniano de um campo eletromagnético dentro de uma cavidade, tendo esta
um espelho moével, juntamente com a teoria do amortecimento de fase. Foi verificado para
tempos longos (t > o~ !) que o ensemble perde coeréncia devido ao amortecimento (equagao
(5.3.6)), sendo que esse processo ¢ irreversivel como mostra a entropia linear do sistema na
equagao (5.3.4) ou no gréfico (5.1), observando que para valores de |a| > 1 (estado inicial-
mente quase-classico) o ensemble chega a se tornar completamente misto (entropia igual a 1).
Entretanto campo permanece sem perder energia para o reservatério que ¢ um resultado es-
perado, ja que esse reservatorio foi modelado por uma colecao de espelhos sujeitos as mesmas
condicoes do espelho movel da cavidade, diferindo apenas na intensidade do acoplamento
com o campo e no valor da temperatura para que possa valer a aproximacao Markoviana.
Lembrando que a equagao (5.2.15) é valida somente para quando um modo do campo é muito
mais intenso que os outros modos, num regime 6ptico, ou seja, para a frequéncia do campo
muito maior que a do espelho, além do desenvolvimento ser nao-relativistico, assim o espelho
nao atinge frequéncias muito altas.

Ao analisar o comportamento do espelho pela equagao (5.4.1) foi possivel concluir que o
comportamento do espelho nao ¢ alterado pela presenca do reservatorio, pois ao variar o valor
do amortecimento de fase, o, a equacao continua a mesma que o = 0, ou seja, o acoplamento
do sistema com o reservatério nao modifica o comportamento do espelho. Essa conclusao foi
feita para uma condicao inicial coerente |«) (o ® |3) (8], porém nao importa a configuragao
inicial do ensemble, (0), o espelho ndo vai ter seu comportamento afetado pelo reservatorio.

Portanto, a entropia linear do espelho possui o mesmo comportamento comparado com o caso

81
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em que o campo nao estd em contato com o reservatorio. Pelos graficos mostrados na Figura
5.3, temos um processo reversivel, em que a entropia varia periodicamente de forma que
quanto maior o valor do acoplamento do campo-espelho, s, mais proximo de um ensemble
completamente aleatorio ele chega para t = 7 (instante de emaranhamento méximo entre
campo e espelho).

Medindo a posicao do espelho movel é possivel determinar com certa precisao o niimero de
fotons confinados na cavidade optica. De acordo com a equagao (5.5.1), a fracdo populacional
da posicao do espelho ¢ uma fungao gaussiana com os valores dos picos variando com o niimero
de fotons na cavidade, ou seja, os picos estao localizados em R{¢,(t)} (equacao (5.5.2)) com
n o namero de foétons. Isso é possivel, pois sao conhecidos os valores: do estado inicial do
sistema que foi preparado como p(0) = |a) (a]e|B8) (8], com B = |B|e®; do acoplamento
espelho-campo s; e do instante ¢ em que é feita a medicao da posicao do espelho. Entao, o
valor de R{¢,(t)} também ¢é conhecido para todo n. Portanto, se o valor da posicdo estiver
proximo a um desses picos, entao o nimero de fo6tons na cavidade é provavelmente igual a n,
pois a funcao gaussiana decai rapidamente ao se afastar de seu pico, tornado a possibilidade
de termos com o nimero de fotons diferente de n despreziveis.

Quanto ao campo confinado na cavidade, sua entropia do linear é descrita pela equacao
(5.6.2) que apresenta uma sobreposicao de caracteristicas da entropia do sistema com a
entropia do espelho, que pode ser melhor visualizada ao comparar o grafico da entropia do
campo na Figura 5.4 com as Figuras 5.3 e 5.1. A perda de coeréncia do campo ocorre para
tempos longos (¢ > o71), onde a entropia atinge um limite, e quanto maior o valor de ||,
mais proximo de um ensemble incoerente o campo chega.

Classicamente, a energia do campo esta relacionada com a amplitude do campo e sua va-
riacao temporal, e na mecanica quantica um estado quase-classico deve relacionar, da mesma
maneira que o modelo classico, a média da energia do campo com a média da amplitude do
campo e sua variagao temporal. Porém, para o sistema composto por uma cavidade 6ptica
com um campo confinado e um espelho mével, ambos descritos inicialmente por estados co-
erentes demonstrou que sua evolucao temporal leva a média da quadratura da amplitude do
campo a se comportar como nos graficos 5.5 e 5.6, ou seja, para certos intervalos de tempo a
média da amplitude é quase nula, formando grupos. Quanticamente, a média da quadratura
a amplitude é nula nesses intervalos, e a média da energia nao é nula e nem varia com o
tempo, e assim essas médias nao podem ser relacionadas pela equacao classica da energia. A
conclusao é que o estado do sistema que era inicialmente quase-classico deixa de ser com o
passar do tempo, diferindo assim da descricao feita pelo modelo cléssico.

Ao acoplar o campo com um reservatorio, a média da quadratura da amplitude do campo

se aproxima de zero com o passar do tempo, como mostrado no grafico 5.8, e aparentemente
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“destroi” o campo conservando a energia do campo na cavidade (devido ao amortecimento
de fase), porém essa destruicao ocorre apenas para a média da amplitude do campo, pois de
acordo com o grafico 5.10 o campo continua a existir, apenas a distribuicao das amplitudes
se modifica de maneira que o lado com amplitude positiva desse grafico é idéntico ao lado
com amplitude negativa. O grafico 5.10 explica de maneira semelhante o que ocorre com a

média amplitude do campo que se anula durante intervalos de tempo do grafico 5.5.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Traco do comutador

O trago do produto de dois operadores A e B feito sobre uma base discreta é dado por:
Te{AB} = (6| AB|6;) (A.L1)
e sobre uma base continua é dado por:

Te{AB} = / du (p(u)| AB |¢(w)) (A.1.2)

Para uma base discreta com N vetores, o traco pode ser reescrito como:

N
Ti{AB} = ) (0| AB o) (A.1.3)

Von A

= DD (il Aloy) (951 Blen) (A.1.4)
=1 j5=1
N N R

= YD (@l Blo) (¢l Aley) (A1)
=1 j=1
N N R

= > S Blow) (ol Aley) (A1.6)
=1 i=1
JN B

= D (¢ BAlgy) (A.1.7)
j=1

= Tr{BA} (A.18)

85



APENDICE A. APENDICE 86

Para uma base continua com vetores no intervalo fechado u € [a, b, o trago pode ser reescrito

(4B} = [ (o) ABlo) (A.19)
-/ a / o ()| A160)) (6(0)] Blo(w) (A.110)
-/ i / o ()] Blo(w)) (9(u)] A16(0) (A111)
= [ [ au o1 Blotw) (ol Ao (A112)

- / dv (6(v)] BA |p(v) (A113)
_ TBA) (A114)

E portanto, o traco sobre o comutador de dois operadores AeB (feito sobre uma base finita)
é:
Tr{[A, B]} = Tr{AB} — Tr{BA} = 0 (A.1.15)

Porém esse resultado nao é sempre valido para bases discretas com infinitos vetores e para
bases continuas com intervalo infinito, pois nem sempre é possivel comutar a ordem de uma
soma dupla ( como foi feito na passagem (A.1.5) & (A.1.6) ) ou integral dupla ( como foi
feito na passagem (A.1.11)a(A.1.12) ) quando seus intervalos sao infinitos. Nesse caso, para
que a comutacao seja possivel, é necessario que o valor do trago ( (A.1.1) e (A.1.2) ) seja

convergente. Por exemplo:

= Tr{l} = +o0

Tr{[a, a']
o]} = ihTr{1} = +ioco

¥
Te{[z, 5]}
nao satisfazendo assim (A.1.15).

A meédia de um observavel, fl, sobre um ensemble descrito pelo operador densidade p é

dado por:
(4) = Te{Ap)

onde o traco é feito sobre uma base infinita. Como uma média qualquer nunca resultari
num valor infinito, entao é sempre possivel comutar os operadores A e p no argumento da
funcao traco. Na dissertacao existem trechos em que somas duplas com infinitos termos

foram comutadas, porque o valor da soma dupla em questao ¢ finito.
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A.2 Matriz idempotente

Uma matriz idempotente A é uma matriz que ao ser multiplicada por ela mesma resulta nela

mesmas.

~

A2 =A (A.2.1)
ou seja, ¢ uma matriz que possui a mesma poténcia natural sempre:

AN = A (A.2.2)

com N € N*,

Seja | ) um autovetor normalizado de A, usando esses autovetores em (A.2.1):
(an)? |od) = v |al) (A.2.3)
conclui-se que os autovalores sao:

ay = 1 (A.2.5)

Logo, a matriz A pode ser escrita como:

g2

A= Z |ay) (| (A.2.6)

i=1

com ¢go o grau de degenerescéncia do subespaco de autovalor 1.

A.3 Derivacao do operador evolucao temporal unitario

Nessa sec¢do sera seguido o procedimento da referéncia [36]. A evolugdo temporal unitéria é
dada por:

A _i i A PN 7 AT
U(t) —e F Ht — o ria, inpt+isig (b+bT)t

onde t é o tempo adimensional reescalado, ou seja, o tempo usual dimensional dado em
segundos multiplicado pela frequéncia w,,, s = g/(2wn), € r = wg/wy. Considerando uma

transformacao unitaria usando o operador deslocamento definido por:

D= ﬁb(—sﬁa) — ¢~isha(b'-D)



APENDICE A. APENDICE 88

Notando que a amplitude de deslocamento é proporcional ao ntimero de f6tons na cavidade,
e que o adjunto do operador deslocamento é DT = ﬁb(sﬁa). Usando o Teorema de Baker-

Campbell-Hausdorff (BCH), e aplicando a transformagao unitaria, obtém-se:

A A A

DbDY = b+ sh,
DYDY = bf + sn,
Dn,Dt = n,

Usando o fato que
Ur{XHU" = f{UXU'}) (A.3.1)

para qualquer funcdo f, operador unitario U, e conjunto arbitrario de operadores {)A(z}, 0

efeito da transformacao sobre o operador evolucao temporal é calculado e se torna:

A

A A s c 9.0, s
DU(t)DT —e zrnutezs nate inpt

Multiplicando pela esquerda por Dfe pela direita por D é desfeito a transformacao unitaria,

voltando a obter U (), porém com uma forma diferente:

A

s 0.0, Ay oA
U(t) — e zrnatezs natD]Le mth

pois D comuta com n,. Como e~ "te’™t = 1 entio:

A~

s 240, AL s A s s
U(t) —e zrnatezs natD]Le 'Lntheznbte inpt

notando que e~*! é um operador unitario, e aplicando a transformacdo unitaria em D através
de (A.3.1) e usando o teorema BCH, obtém-se:

A

efiﬁbtﬁembt _ e—sﬁa@fe*“—i)e“) _ Db<—567itﬁa)

e pela propriedade da adicao de argumentos em operadores deslocamento:

~ ~ 252

Dy(sig) Dy(—se™g) = Dy(s(1 — e )p, )e " Masint

Logo:
IR c 24201 s ~ AT, *7 SN
U(t) —e Lrnatezs fg(t s1nt)esn,1(77b n b)e inpt

comn=1-—e",
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