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Resumo

O quarto de estadic pode ser decomposto em um retdngulo ¢ um quarto de
circulo; em cada uma destas regides a equagao de Helmholtz é separdvel. Construimos
explicitamente as fung¢oes de Green para cada regiao e sua matriz de Bogomolny guantica
finita que inclue ondas reais ¢ evanescentes. Os autovalores e autofuncdes, calculados
com extrema eficiencia, 540 comparados com os resultados de outros métodos numéricos,
verificando-se sua precisio. Sio estudados os limites assintdticos dos elementos de matriz,
sendo 08 autovalores resultantes comparados com os célculos numérices. Finalmente,

deriva-se uma aproximagio semicldssica para os zeros do determinante de Bogomolny.
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Abstract

The quarter-stadium can be decomposed into a rectangle and a quarter-
circlg; in each of these regions the Helmholtz equation is separable. We thus explicitly
construct Green functions for both regions and a fully quantum mechanical Bogomoloy
finite matrix including real and evanescent waves is built. The eigenvalues and the eigen-
functions calcnlated with extreme efficience and compared with other numerical methods,
vertfying their precision. We study the malrix elements in the asymptotic limit, the resul-
ting eigenvalues are compared with the numerical one. Finally, we derive a semiclassical

aproximation for the zeroes of the Bogomolny deterininant.
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Introducao

A antiga teoria quintica é baseada na condigio de quantizagio de Bohr
Sommerfeld. Segundao esta, o sistema cldssico é quantizado através da varidvel de agdo
associada ao toro invariante{l]. Per outro lade, foi reconhecido por Einsten[2], que este
método 56 podia ser usado em sistemas cujas trajetdrias estac sobre os toros invariantes.
Este mesmo métode nio podia conectar os sistemas classicamente cadticos com a sua
contraparte quintica.

(Os métodos semicléssicos usados para tratar sistemas quanticos estdo nor-
malmente associados com o método WKB ou com a sua generalizagio para varios graus
de liberdade, Van Vleck 1928[3], para obter expressdes semiclassicas do espectro e auto-
fungGes de sistemas quanticos. Estes métodos sé sdo aplicdveis em sistemas integriveis,
mas no para sistemas cadticos.

Em 1982 Gutzwiller[4] monstrou que a aproximagioe semiclissica para a
integral de caminho de Feyman[5] podia ser usada para computar valores aproxima-
dos de energia dos autovalores de um sistema quantico (Anisotropie Kepler Problem)
cuja contraparte cldssica é cadtica. O trabalho de uma longa série de artigos por ele
(Guizwiller(6, 7, 8, 9, 10, 11, 4]) e por Balian e Block ({12, 13]) juntou as Grbitas pe-
riédicas de um sistema cldssico com o espectro do correspondente sistema quintico. A
chamada de Férmula do Trago Semicldssica apresenta a dificuldade matemédtica de ser
uma série divergente. Considerdveis esforgos tem side investides tentando salvar esta di-
ficuldade: Por meio do método de ressomagdes, que & !;a.sea.do em principios matematicos
[14],[15},[16],[17] ou sobre idéias fisicas. Estas dltimas introduziram o andlogo gquintico

de uma segdao de Poincaré classica, o método da segBo, no limite semicldssico.
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Classicamente, as caracterfsticas qualitativas principais do sistema continuo
sdo deduziveis a parlir do mapa no espago de fase reduzido. Se quase todas as drbitas
atravessarem a segdo, quase todas as drbitas peri6édicas do sistema cldssico aparecerdo
come sendo pontos periddicos no mapa de Poincaré. Estas 6rbitas periddicas e pontos
periédicos proliferario exponencialmente com o periodo tanto no sistema como no mapa,
se a dindmica for cadtica.

O espectro de energia de um sistema quantizado relaciona-se com as érbitas
peridédicas clissicas e as érbitas periddicas cldssicas intersectam a secdo de Poincaré. Por
isto, & natural pensar em que s¢ possa estabelecer uma analogia com o problema cldssico,
tentando construir um mapa quéintico reduzido definido na segio, com a finalidade de
obter toda a informagio quantica do sistema.

A construgio de um mapa guantico sobre uma secio foi feita por Bogomolny
[18, 19]. Neste trabalho Bogomolny construiu uma fungic de Green semicléssica a partir
da convolugao de duas fungoes de Green definidas em cada lado da secao. Este esfor¢o se
limitou, principalmente, a derivar a férmula do srago de Gutzwiller como uma expressao
vinda da condigio de quantizagio.

Além do limite semicldssico, cabe indagar a possibilidade de colocar esta
teoria de forma exata, quinticamente. Aqui, resgata-se a proposta de Prosen{[20], que
baseada na teoria de espalhamento de Doron e Smilansky[21], fornece uma decompo-
sigdo intuitiva de movimento ligado e movimento espalhade a ambos lados da seio de
Bogomolny.

Estrilamente, o espalhamento fisico 86 acgntece para uma nimero finito de
modos propagantes, isto é , canais abertos & direita e & esquerda da secdo. Além deles, hd
um niimero discreto ¢ infinito de modos evanescentes que devem ser considerados para uma
exata teoria de quantizacio. Estes modos evanescentes, que foram incluidos no operador
unitirio de Prosen [20], ndo se correspondem com o movimento cldssica e por isto nio sdo
considerados no propagador semicldssico de Bogomolngr. Suponha-se, gue transladamos ou
rodamos a se¢dC como para perder uma componente significativa do movimento classico;

para ser especificos, um conjunte de 6rbitas periddicas curtas deixa de cruzar a segdo. A



eonstrucdo dos canais de espalhamento serd insensivel a esta alteracio, enquanto que o
propagador semiclassico serd afetado. Concluimaos que o efeito desta alteracdo da segio é
que a contribuigio dos modos nao oscilantes deve aumentar relativamente s contribuigdes
dos modos propagantes, Gnicos a sobreviver no limite semicldssico.

Em um recente artigo, Ozorio de Almeida[22], tratando sistemas separdveis,
discute a construgdo da secio de Bogomolny e a condigdo de autovalores de maneira
exata, quanticamente, sem invocar aproximacio semiclissica nenhuma. Destacam-se os
seguintes resultados : A fungiio de Green, geral, obtida por Bogomolny pode admitir
zeros esplirios; mas impondo nela restrigies especiais, & condicdo de Bogomolny torna-se
necesséria e suficiente. Torna-se claro que, em termos de uma tecria exata, quintica, para
definir uma. hoa secdo, sé se pode partir do critério de que todas as autofuncdes possam

ser expressas como sendo do tipo potenciais de uma camada,y, sobre a secio X,

vp= [ WQI6(2 & E)Q,

ao invés do critério intuitive semicldssico de Bogomolny, pelo qual todas as érbitas devemn
atravessar a secio. Sé se pode invocar a estrutura clssica das érbitas periddicas apés o
entendimento da aproximagio semicldssica vinda da condigdo exata de autovalores. Esta
nao pode preceder a defini¢do da fungio de Green.

A dimensio do espago de Hilbert de ¢ para a qual ¥g é propagante, é finita,
mas crescerd com a energia. Se perturbarmos o sistema da separabilidade, grande parte
da estrutura encontrada serd perdida , mas a divisio em modos que oscilam ao menos
uma regiao e os que decaem longe da secio deverd ser mantida. Q estudo do simples caso
de sistemas separdveis por Ozorio de Almeida[22] revelou explicitamente que o movimento
cléssico que ndo intersecta a secdo de Bogomeolny afeta a condicdo de quantizagio através
dos modos nao oscilantes. Naturalmente, sistcinas separdveis sio uma ferramenta para
este formalismo, mas bem do que o seu oposto. Mqis interessante é a investigacao de
Prosen[20] para sistemas semi-separaveis, isto é, sistemas que sio separdveis em cada lado
da secio, mas o sistema completo nio o & A dinAmica cldssica & ndo trivial, contendo

a mistura genérica de movimento regular e cadtico. Outro sistema separdvel & o ‘quarto
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de estddio’. Colocando a secio de Bogomolny como na figura (0.1), dividimos este bilhar

num retangulo ¢ um quarto de cfreulo.

(2)
(1

-8 1) X

Figura 0.1: O quarto de estddio construido como a unide de um retangulo(2), e um quarto
de circulo(1). A secio de Bogomolny & definida em z = 0 e as linhas verticais, na regifo

(2), representam as Srbitas cléssicas verticais on ‘bouncing ball’.

E curioso que o esquema usual de quantizagio do tipo espalhamento nio
é conveniente neste sistema. O retdngulo na figura (0.1) pode ser facilmente juntado a
um tubo semi-infinito a direita da se¢io. Podemos também juntar um tubo similar &
esquerda do quarto de circulo, mas o sistema resultante nao serd separavel, isto porque os
modos individuais ndo satisfazem as corretas condigbes de borda. Entdo, é melhor tomar
vantagem da construgio original de Bogomolny para obter a fun¢io de Green A direita
numa base separdvel como explicitou Ozorio de Almeida[22]. Isto pode ser interpretado
como espalhamento nao fisico num tubo infinitamente enrolado, mas bem do que num
tubo linear.

O propédsito desta tese é estudar a mecénica quantica do quarto de estddio
desde 0 ponto de vista desta secao particular de Bogomolny, além dos limites assintGticos
e semicldssicos, que sao estabelecidos a partir da sua formulagio exata, quinticamente,

No capitulo 1 estabelecemos a analogia entre a secao de Bogomolny e uma

secdo de Poincaré classica e discutimos a condigio de autovalores, quintica, a partir de
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uma equacio de compatibilidade sobre a prépria secéo.

No capitulo 2 estudamos as condiges nas quais a condicio de quantizagio
de Bogomolny se faz necessdria e suficiente. Para isto discutimos a construgao das fungbes
de Green-Bogomolny para sistemas que sio separaveis, isto em termos de uma mecanica
quantica exata.

Note-se gque o ‘quarto de estiddio’, um sistema paradigmdtico totalmente
cadtico[23], pode ser exatamente decomposto em formas alternativas de movimento, por
separado, tanto cldssica quanto quinticamente. No capitulo 3, decompomos o quarto de
estddic em um retangulo ¢ um quarto de circulo. Assim, construimos as fungces de Green
para ambas regides e uma matriz de Bogomolny, isto dentro de uma mecinica quantica
exala. Nestes mesmos termos, sio discutidas as contribuigdes dos modos nao oscilantes.
Outro fato de interesse é a familia marginal de orbitas cldssicas periddicas do tipo bouncing
ball mostradas na figura (0.1), que ndc cruzam a se¢io, podemos investigar como isto
afeta as contribui¢bes dos modos evanescentes, aos niveis de energia e as autofungdes,
correspondentes. E especialmente interessante discutir a relacio entre nossos resultados
exatos com os de Tanner{24], que usou a mesma se¢do para obter uma fun¢do de Green
semicldssica.

No capitulo 4 calculamos para o estddio os autovalores e as autofungées de
estados altamente excitados, Para isto, fazemos um rdpido estude do regime agsintético
das funcgOes de Bessel. Isto permite calcular as diferentes ordens que fazem com que
Ju. (k) = 0 e facilita os cdlculos analiticos para as diversas integrais sobre a secio que 530
resolvidas assintdticamente. N

No capitulo 5 invocamos a estrutura cldssica das drbitas periddicas, que
atravessam a se¢io de Bogomolny, a partir da condi¢io de autovalores, quantica. Cons-
traimos o nosse operador de Bogomolny, que descreve 0 mapa semicldssico e por 1ltimo
obtemos uma expressao aproximada da densidade cumulativa média de estados.

Finalmente, no capitulo 8 apr&'entamcl)s as nossas discussdes e perspecti-

Yas.



Capitulo 1

A Secao de Poincaré Quéntica

Aqui estabeleceremos a analogia entre a segio de Bogomolny & uma se¢io de
Poincaré cldssica. Além disto, discutiremos a condigio de autovalores, quintica, a partir
de uma equagac de compatibilidade sobre a prépria se¢io.

A exposigao da teoria aqui apresentada basea-se principalmente na discussio

levantada por Ozorio de Almeida [22].

1.1 A condigao de Quantizacao

Podemos definir uma se¢iio de Poincaré cldssica de um sistema de L graus de
liberdade como sendo uma superficie T no espago de fases 2L—Dimensional. Isto elimina
uma coordenada, entretanto o correspondente momento é forcade a manter a condigdo
de conservagao da energia. Denotando, por q a posigdo.ne espago de configuragdes total,
0 @ serd reservado para estabelecer a sua restrigao numa superficie (L — 1}-Dimensional;
de forma anédloga os correspondentes momentos serao denotados por p e P, respectiva-
mente. Portanto (@, P) sdo coordenadas de uma superficie de 2(L — 1) dimensdes, Nos
concentraremos no case L = 2, contudo ressaltamos que o método a ser apresentado &
bem geral. .

No caso em que as coordenadas sio separdveis, a superficie T definida em

g = 0 dividird o espago de posigGes acessiveis em duas regides finitas indicadas como V)
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e V4, como se mostra na figura (1.1). Nédo obstante, também poderiamos ter considerado
o caso no qual tanto Vi — o0, quante V2 — oo, pois dade um valor finito de energia
presume-se que as drbitas cldssicas sio ligadas e portanto interceptardo repetidas vezes a
secio T. Estabelece-se o Mapa de Poincaré (P, Q) —+ (P,@) , com o ponto de retorno de
cada 6rbita originado por cada ponto na segio T e de forma que o momento transverso a

E tem o mesmo sinal [25].

X
et
(2) 3
v2 ()
G=0

Figura 1.1: O espago de posigbes acessiveis é dividido em duas regides finitas, indicadas

como V) e Vy, pela secao L.

O principio de incerteza impede o conhecimento simultdneo de coordenadas
e momentos de nm sistema quantice correspondente a dado sistema cldssico. A se¢do de
Bogomolny é portacto construida exclusivamente sobre o espago de posigdes , definindo-se
entdo uma superficie de (L — 1) dimensbes . Fnfatiza-se que a construgio de mapa de
Poincaré classico sé se faz possivel por conhecermos a dindmica cldssica em cada sub-
regido, Vi e Va. Do mesmo modo, sé poderemos preterder construir o correspondente
mapa quintico a partir do conhecimento da mecinica quintica a ambos os lados da
se¢io em Vp e V.. Aqui esta informacgio é proporcionada pelo par de fungdes de Green

complementares, G (g, ¢'; E) e Ga(q, ¢'; E), satisfazendo as seguintes propriedades:
* i} G, satisfaz a equagdo de Schrodinger ndo homogénea dentro de cada regido V;
[E - /] Gy)lg, s E) =d(g ~¢) ji=12.
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e ii) Nas bordas B;, que limitam o volume ¥}, as fungdes de Green (G obedecem as

mesmas condigdes de contorno que as autofuncgdes de i
« iii) As fungbes de Green (g, ¢'; A) podem ser arbitrarias na se¢io L.

Aqui se faz necessdrio estender o volume Vi — Vi, assim como V; — V4,
de forma que ambas regides se sobrepdem. Geramos assim duas novas segdes 1), e Iy,
como na fig.(1.2). Com isto, a condigdo i) é aplicdvel dentro de cada volume Vi, e V4,

enquanto que a condi¢do ii) refere-se a um pegueno alongamento das bordas.

zﬁ

(2)
(1}

T2e

Figura 1.2: As duas segdes auxiliares £,, e Ly, originando duas novas regices V3, e Vi,

respectivamente.

Definimos a fungio de Green Gj(g, ¢'; ) como solugde de i) numa regido
limitada pelas bordas B; + B}, que inclui V;. O Hamiltoniana deve coincidir com B {5, q)
dentro de V;, mas pode ser definido arbitrariamente no espago restante. Evidentemente,
também podemos tomar B}, — oo, entretanto B; pode ou nao ser finito.

Torna-se necessario fazer a hipétese de que existe alguma autofuncio ¥,

correspondente ao problema
H¥,(q) = EVy(g) (1.1)

dentro do volume V| + V; e que cumpre as condigGes especificas de contorno sobre as

bordas B; + B:.



Estabelece-se 0 anzats de que as solugfes na regido (1) podem ser escritas

na forma de um potencial de uma camada

Usa) = [ Gile, Qi By (@) (12)

Embora(1.2) satisfaz antomaticamente a condigdo correta sobre o contorno By, nio pe-
demos assumir que todas as solucdes tenham esta forma. Esta questfio se tornard mais
clara no préximo capftulo, quando estudarmos o case mais simples de movimento numa
dimenséo.

A fungdo do tipo ‘potencial de uma camada’ ¥,z apresenta descontinuidade
na derivada em Ly, assim come Gi(g, @, F) é também descontinua na derivada em
¢= Q.. Por causa disto nfic se pode representar uma autofungéo suave do problema em
ambos os lados de Iy, por (1.2) em todo V. Suponha que podemos casar exatamente as
fungies de onda ¥ g e Wzp ao longo de L. Para isto, ¥ag(g) é definida em V3. também

por (1.2}, mas com a prévia troca de subfndices 1 — 2

Wae(o) = [ Gale, Q% Bl @) (13)

Nio podemos esquecer que as fungdes y1{q) e p2{g), que auxiliam a definir ¥,z e ¥yp,
ainda sdo desconhecidas . A estratégia para resolver ¢ problema se sustenta na idéia de
usar uma das solugdes do tipe ‘potencial de uma camada’ e estendé-la ao outro lado da
regido, Em uma dimensio podemos aproveitar o fato de que a equago de Helmholtz tem
solugdes analiticas, isto nos permite usar a continuagao analitica . Num caso mais geral
podemos resolver o problema de Cauchy em V; usande como condigdo inicial ¥,2(Q) e
%‘I’,E(Q). A solugao resultante suavizada em V) + V; satisfaz a correta condigio sobre
B, e serd chamada simplesmente de ¥g(g) de aqui em adiante. Para obter a condicic
sobre #{Q) 2 fim de que ¥g(g) seja uma autofuncio do problema total de autovalores
seguimos o procedimento de Bogomolny/[18, 19, relacfionando a condigdo i) e a equacdo
{1.1). Desta forma obtemos a identidade de Green (segunda) para depois, com ajuda do

teorema de Stokes, chegarmos 3 expressio



2
r [ QUHQ)ACQ,Q ) - G(Q.Q! BV &(Q)

2
+E' = E) [ Gala, Q5 E')Usla)dg =0, (14)
Ve
onde / & escalhido fora de V2 {dentro de Vi) de modo que
[, e~ @)¥s(aiig =0

@8, é a derivada normal 4 borda em B;. Note-se que a expressdo integral {1.4) decomnpde-

se da forma

[, 0= [, 421+ fan

Se Ug(g) for uma autofungio a integral sobre By se anula, isto porque ¥g(6}) e G2(Q)
satisfazem as mesinas condicdes de borda. Além disto, se G'2(g, Q@; ') ndo tiver polos
podemos também eliminar a integral sobre ¢ volume V; escothendo £ = E. Substituindo

(1-2) na integral sobre ¥ e mudando a ordem da integragio obtemos

R CAA AL A (1.5)
onde
@1, QsB) =y [, 40 [61(Q.Q% B35 6a(Q, € ) - 6a(@, Q5 E) 361 Q. Qi ).
Obtemos os autovalores para o problema total como uma condicdo de compatibilidade
para (1.5) a partir da solugdo de : .
det G(Q!, Qs B) = 0. (1.6)

Isto significa que o operador @, que leva as funcdes em X, & se¢do sobre .., deve se
anular na encrgia E. Levando I, e Do, sobre I, isto é fazendo Q) — @' e Q¥ — @Q*,
a expressdo acima torna-se uma condi¢do sobre as fuilgées de Green complementares na
segio de Poincaré . Estabelecidos os valores de B que satisfazem a condigio (1.6}, a

densidade de camada i é calculada com auxilio da equagio (1.5).
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Note-se que poderiamos ter formulado o problema com as condigdes inicias
Ve &,V definidas na regiao 2, contudo a equagdo de compatibilidade acima seria a mesma.
Além de mais, na equacdo (1.5) seria apenas troear p; — pa. Isto pode ser interpretado
como uma contdigdo para a existéncia de uma tnica densidade na segdo de Bogomolny.

Em torno desta formulagao hi duas questdes que devem ser formuladas.
E possivel que nem todas as autofuncdes do problema possam ser expressas na forma
(L.2) — (1.3), neste caso (1.6) ndo serd uma condi¢io necessdria. Por outro lado se G
tiver um avtovalor zero para uma dada energia,(1.6) também serd nula para a sua corres-
pondente autofungdo p(Q). Entao a condigdo de Bogomolny nio seria suficiente j4 que

proporcionaria zeros espiurios.
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Capitulo 2

Problema de Autovalores

Neste capitulo discutiremos as condigbes baixo as quais a condi¢ao de quan-
tizagao de Bogomolny se f[az necessdria e suficienle. Para isto estudaremos a comstrugio
das fungdes de Green-Bogomolny para sistemas separiveis em termos de uma mecénica
quéntica exata.

Com estes fins, revisamos o problema de autovalores em uma dimensao e
construimos a sua funcdo de Green que apds € usada para construir as fungées de Green

auxiliares para sistemas que sdo separdveis em duas dimensdes.

2.1 Problema de Autovalores em Uma Dimensao

Em alguns casos especiais a equagio de Schrodinger independente do tempo
é separével nas suas varidveis em regides ' do espago dg configuragdes, assim o problema

de autovalores se reduz & um problema do tipo Sturm-Liguville[26):
{%[r(2)8:] — s(z) ~ X(x)} V(z) =0, —az <z <ay, (2.1)
gujeito 4s seguintes condigdes de borda

aV(a,d)  +H&EV(e, ) =0

(2.2)
azV(—ag, A) +5:8;V(—ag,}) =0.

12



Seguindo o algoritmo estabelecido no capitulo 1: Gera-se duas subregides
finitas indicadas por i = 1 e 2 nos intervales = € [—a},a1] e * € [—ay, ), respectivamente.
Evidentemente, em uma dimensio a segdo de Bogomolny se reduz a um tnico ponto, que
seré definido na origem z = 0 . Em cada uma destas subregides construimos as fungoes

de Green sujeitas 4s equagbes auto-adjuntas

=1 ;-af <z <a.

{B:[re(®)02) — &i(z) — Mi(2)} gulzcz’s A} = 6(z — «') . (2.3)
1=2 ;—a; <r<a)
e pelas condi¢des de borda

_1 (e, 75 8)  +B10;m(a, 252} =0 (2.4)

algl(_aiszf; A) +ﬁla:rgl(_a‘;lxr; A) = 0)

2T A Oegz(an, 2';2) =10
io oag2(ap, '3 8)  +Bebogaier, 2 A) (2.5)

0i292(—02,3"; A} +F20:92(—02, 73 2) =0,

Para z > 0 as fungGes ry, s, t; coincidirdo com r(x), s(z), #{z) na equacio (2.1), enquanto
estas iltimas coincidirie com 72, $2,%2 para £ < 0. Note que a primeira condigao (2.4) e
a segunda condigio (2.5) juntas satisfazemn automaticamente a condigao (2.2).

Dadas duas solugdes da equagdo (2.1} denctadas como U e V, estas serdo

linearmente dependentes, em z = 0, sempre que o Wronskiano delas
W =Va,U(z) — Uz} V(z)|,p = 0.

Do mesmo modo, se 7(z)|:—a # 0, as duas fun¢ies de Green definidas acima casardo se
‘0 Wronskiano delas se anular em £ = 0 tornando-se solugdo do problema de Sturm-
Liouville (2.1). Note-se que 86 certos valares de A enmprirde a condigio de nulidade do

Wronskiano, em z =0, que serd denotado de g{z’, x"; A)
8l 2" A) = [z, 7' NBega(, 2", A) — 0oz, 2", Mot (2, 75 0)], o =0 (2.6)
Na linguagem desta feoria, podemos dizer que a condigio sobre § impde a continuacio

analitica de g (z,z'; A} para satisfazer as equagdes {2.1) — (2.2). Todas as fungdes satis-
fazendo (2.1) — (2.2) para = > 0 serac proporcionais a gi(z, 7'; A).
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A condigio sobre §(2’, z"; A) deve proporcionar todos os autovalores A do
poblema de Sturm-Liouville se for garantido que §:(0,#'; M) e g2(0, 2"; A) ndo sdo nulos.
Neste caso poderemos tomar ¢ limite £ — 0 e £° — 0 de maneira que, ao se anular
(0,0 1), o autovalor A é obtida de uma fungio definida sobre um inico ponto (a segio
em uma dimensdo}.

Como é afirmado na ref.[22], é importante enfatizar que as funcGes g;(z, 2'; A}
nio sdo as fungdes de Green usuais adotadas no tratamente do problema de Sturm-
Liouville[27], pois a nossa fungdo de Green é obtida resolvendo um problema onde A # 0
dentro de uma equagao integral. Entretanto as fungies de Green gi(x, z'; A} podem ser
congtruidas da maneira usual.

Seja v1(x) a solugdo que satisfaz a versdo homogénea da equagao {2.3) ea
primeira condigdo (2.4) e uy(xr) uma outra que também satisfaz a versdo homogénea da
equacio(2.3), mas com a segunda condigio (2.5). Com isto a fungdo de Green g (z, ', A)

pode sempte ser construida na forma

a(nd,\) = { awm(EFz); wmzz> @7

an(@u(z); ~a <z <.
Uma outra expressdo similar também pode ser escrita para ga{z, '} A)

gofz, 7, ) = { coup(2)vefz); oz > a8

cov(aVuplz); —mp <z <2,

Substituindo estas duas expressdes gi(z, £'; A), g2{z, 7'; A) na condi¢ao de compatibilidade

(2.6) obtemnos .
(', 2" A) = erea{wn(0)Bru2(0) — uz(0) 001 (0)Jur (") (") (2.9)

Note-se que §(x’, £"; A} é proporcional A fungio de Green para o problema complementar
de Sturm-Liouville com coeficientes r1, 51,2 no caso de z > 0 e ry, 52,1, quando

z < 0. Nao obstante os cocficientes da fungio de Green gy (z, #'; A), go(z, #"; A} ndo sejam
us corretos a nossa fungdo de Green complementar também se anula se u,(z’) = 0 ou

ty{z") = 0 causando zeros espirios dependentes da escolha dos pontos z!,z7, —al, 4},
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Uma maneira de evit4-los consiste em levar as bordas, o} e a), bem longe aié o infinito e
impor que na regido semi-infinita 56 existam solugdes do tipo ondas propagantes viajando
nas diveghes Loo[22). Vemos como isto é feito quando lidamos com ¢ problema de uma

particula num pogo unidimensional.

2.1.1 Particula num Pogo Unidimensional

A particula de massa unitaria é confinada num pogo unidimensional definido
1a regido = € [—a,1]. S6 serio do nosso interesse as solugdes que se anularem nas bordas
(condigao de Dirichlet).

Seguindo ¢ formalismo prévio, torna-se necessario dividir a regido em duas
regiGes parciais semi-infinitas, para depois construir as respectivas fungdes de Green. Ve-

jamos o caso de ga(z, 7'; k)
(e, rErgoo
g2z, %' k) = (2.10)
ux{z’')sink(z +a); —a<z <z

Note-se que esta escolha satisfaz automaticamente a condigdo de Dirichlet em z = —a.

Como & nsual, para construir uma fungao de Green impde-se as seguintes condi¢des:

o Continuidade da fungao ,

o Descontinuidade da derivada da fungae.

- +
Com estas duas condicdes requeridas em z = ', encontramos as fungies u(1') e v2(z')

isink(z’ +a)e™=+);, P <z < oo
ga{xa’s k) = (2:11)

teHF v sink(r +a);, —a<z <o,

Veja-se que wup(z') nunca serd zero e portanto ndo contribuird com zeros espirios na

condigio de autovalores. Com estas mesmas consideragfes obtemos a fungiio de Green
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q1(z,z'; k) agora na regido < —oo, 1]:

Let*(1~#) sin k(1 — z); F<z<l
alz, @A) = (2.12)
Lsink(l--2)e*l3); —co<z <2
Voltando & condigio de compatibilidade, esta é estabelecida substituindo as
funcdes de Green gy(z < 2’) e g1 {2 > ') na eq.(2.9)
1 . ;
s iy LT ke —a) k(e 2 +2(1+a))
B 2" k) =~ e e | (2.13)
Note-se que §(z'z"; A} pode ser interpretado como sendo resultado da interferéncia de duas
fungoes de Green livres. A primeira expressa o movimento direto de 2’ — 7 e a segunda
expressa também o movimento de £ — ", mas que antes no caminho bate e reflete sobre
os extremos da caixa localizados nos pontos z = —a e © = 1. E este tiltimo o an4logo ao
movimento classico de uma particula, que se assemetha a um mapa de Poincaré.

Para calcular os autovalores fazemos com que 2/, 2" — 0 na condigdo para
(2.13)

1 )
i k) = ——[1 — g*E1+a)]] | ]
#0,0,k) = —5[1-¢ | (2.14)
Os autovalores sio aqueles & que fazem com que §(0, 0; x) se anule & com isto :

_ an
k=25 ,n€ Z.
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2.2 Problema de Autovalores em Duas Dimensoes

2.2.1 Particula num Pogo do tipo Retangulo

A particula de massa unitdria é confinada num pogo do tipo retangulo de
largura {a + 1) na direcdo z e comprimento 1 na diregio y, fig.{2.1). 84 serdo de nosso
interesse encontrar as solugbes sujeitas as coudiges de Dirichlet nas bordas.

Considere-se a equagao de Schrodinger em coordenadas cartesianas
(R =1}

[% + % + QE] ¥(z,y) =0, (2.15)
Dada a separabilidade da equacdo a solugdo acima pode-se escrever na forma
¥(z,y) =< jlr >< jly >, obtemos assim duas novas equagdes

[%f + kﬁ] <yli >=0,

(2.18)

[& + (28 - k2)] < zlj >=0.
O conjunto de solugGes nas suas respectivas varidveis é um conjunto ortogonal dois a dois
com peso 1, por serem equagdes do tipo Starm-Licuville(Apéndice A).

Pondo em pratica o algoritmo descrito no capitulo 1, estabelece-se a secao
de Poincaré quantica num plano paralelo ao eixo y exatamente no ponto z = 0, fig.(2.1).
Dado que a equagdo de Schrodinger é separdvel, fixado um valor de energia, a funcio de

Green pode-se decompor em modos préprios verticais Y
Gj(z, 2,4, ¥; E) = T (Yl m} (m, 1Y) gjm(z, 25 KR ); (2.17)

onde {y|j,m} = +/Zsin(myr), para satisfazer a condigio de borda em y =0 e y = 1.
Enquanto as fungies de Green g;,(z, 2'; k2,) poderdo ser escolhidas como sendo as fungdes
de Green complementares que satisfazem o problema’ de Dirichlet unidimensional(2.11)-
(2.12)

9o (z, 2" kD) = ﬁe‘*‘m("""“’ sinkp(r+a); —a<z<s” (2.18)
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Gim(@, 2’ k) = Letnllgink, (1 —2); ¥ <r<, (2.19)

onde kp, = V2E — m2ne.

Figura 2.1: Bilhar retangular e a sua se¢io de Bogomolny estabelecida em z = 0.
Substituindo estas expressdes na condigio de compatibilidade
Gy, 7,2 E) = [ydy[Gily,y,=,7; E)o:Galy,y", 7, 2"; E)
= Go(y, ¥, 72" B)O:Gi(v. ¥, 2.7 E)| .y
=3 [jn‘ dy<nly><yl2,m >] Letlbna’—kn)
< yln 1> {[f L] e¥lhnting 4 [(L — (L] c2ika
—[E -]+ [+ ] <m2y >

= Yo €50 ) < yln > {2 _ 1} < ny? >

Aqui j& temos substituido as respectivas fungbes de Green pelas suas representagdes em
modos préprios, além de ter deixado explicito o valor da integral sobre a secio (entre
colchetes)

1
jo dy < m, lly >< ¢2,n >=bppa.
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Expressando G(z', =%, i/, ¥"; E) na base seno, obtemos a matriz
(ﬂ'G |n.) |kr.(=' -z} [ 2ika (61} 1] ‘ (220)

qué fica sendo uma matriz diagonal. Os autovalores sdo encontrados fazendo z' e 7 — 0.

Para calcular os k, que zeram os elementos diagonais da matriz < n|Gln >, temos

<nl@n>=0— k=34 l€L

Lembrando-nos que
kl=2F— nn?; nm < V2E,

05 autovalores obtidos resultam ser os conhecidos.

Bo = 3{n?n? + £25} snle€L. (2.21)

Voltando & expressdo (2.20), vemos que quande mrx > v 2E, Gy, descreve modos nio
oscilantes; para estes det & nao se anula. Dito de outra forma, estes modes néo afelam
zeros do determinante de Bogomolny.

Voltando ac problema das autofungbes: Na secdo, deve existir uma énica

densidade de camada g
[ 60,0 Eyutuday = | dntr)Cte 0,6 ) =
Representemos tanto ¥ quanto 4 na base, natural, das fungbes seno
<nlGiLn><nlu>=", (2.22)

onde
1
< m, Hpu>= pyg fo dy < y|l,n > p(y).

Esta diltima implica que temos restrito u a ser proporcicnal a {y|1,n}. Note-se que este

conjunto de fungbes (y|l,n) formam uma base completa e portanto os coeficientes p,
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definirdo de maneira tnica ;(y) e vice-versa. Re-escrevendo {2.22) na forma

(nGnyprn = e [ezik“(“+1) - 1] Bin
= LeBa(o41) [gin [kn(a+ 1)]} pun (2.23)

= I, e gy, =0,
Note que &= 11, & sempre real. A matriz 11, é real e possui os mesmos autovalores que
a matrlz complexa G. Para resolver a equacdo homogénea basta escolher Thn = €%y,

um real nao nulo. Agora j4 podemos escrever ¥, g

1
Win(z,) = [ 4YGi(z,0,v, s E)uly),
onde apés substituida a expressdo para ¢; em modos préprics temos:

Tie(@,y) =<pll,n><nly > nlz,0;k))

= Am, <nly>sink,(l-z); 0<z<L
A mesma anslise pode ter sido feita para calcular a densidade na regifio (2). Ainda &
preciso calcular o fator de proporcionalidade que suaviza a fungdo de onda na segio. Para

isso usamos a continnidade da fun¢do na sec¢io

1 1 .
T, <yl > sink, = —eF 0, < y|2,m > sinkga
k.. 1n km Hzm, ¥ H

Temos liberdade para escolher i, = sink,,a ¢ I, = sink,, e com isto
< mly > g sin knasio ka(l w‘z); t<z<l
Yg(z,y) = (2.24)
<mly > f-sinkpsinkn(z +a); —a<z <0,
onde kZ, = (2E ~ m*x?) e

]
a+1)2

Bt = 3{m?n? + £25); m,l L. (2.25)

Pode-se verificar que a derivada na diregdo z também é continua em z = 0, com o qual

resolvemos o problema.
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2.2.2 Particula num Pocgo do tipo Segao Circular

A particula de massa unitiria é confinada num pogo do tipo segio circular
de raio 1 e setor angular (@ + ), fig(2.2). 56 serd de nosso interesse encontrar as solugdes
restritas 4s condigbes de Dirichlet nas bordas.

Consideremos a eqnacio de Schrodinger em coordenadas cilindricas
(R =1):

£ 10 17
82 ror  rig¢?

+ 2E] U(r, ¢} = 0. {2.26}
Dada a separabilidade das equagdes a solugdo acima pode escrever-se na forma

¥(r, ¢) =< jlr >< j|¢ >. Com isto obtemos duas novas equagdes do tipo Sturm Liouville

[%(r%) +2Br - £] <rlj>=0,
(2.27)
&+ < glj>=0.
O eonjunto de solugdes de cada equagio & ortogonal, dois a dois. Para a primeira, na
direcdo r 0 conjunto é ortogonal com peso }, enquanto que a segunda na varidvel ¢ a
fungao de peso é 1, para valores diferentes do parimetro » (Apéndice A).
Estabelece-se a segio de Poincaré quintica sobre um segmento de raio de
comprimento 1 paralelo a y, exatamente em z = 0; fig.(2.2), onde o angulo ¢ é medido a
partir do eixo y. Esta situagio é bem diferente da discutida por Ozorio de Almeida[22],
porque a segio de Bogomolny é agora o raio ao invés de um arco de circulo.
Pela separabilidade da equagio de Schrodinger, a fun¢do de Green pode se
decompor em modos prdprios radiais para um dado valor de ecnergia.

Gylr,r 6,85 8) = 3 <rinj>< il > guld ¢527), (2.28)

onde < n, jlr > J,, (kr) é uma fungao de Bessel de primeira espécie de ordem i, e

& =+v2E. Qs modos sio determinados pela condicio
<mjlr=0>=0, <njr=1>=0,
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de modo a satisfazer as condigbes de borda em r = 0 e r = 1. Evidentemente v, é
fun¢ao da energia. Quanto as fungbes de Green g;n (9, ¢';1%), estas podem ser escolhidas
como sendo as fungbes de Green complementares que satisfazem o problema de Dirichlet

unidimensional(2.11)-(2.12)

g, ¢";02) = ;1-;8‘""(°+¢") sin(d+a) —a<p<g’ (2.29)
e
Gin(, ¢512) = e Nsinu(F-¢) f242 ¢ (2.30)
¥
1
-alp
x
0

Figura 2.2: Bilhar do tipo se¢io circular e a sua segdo de Bogomolny estabelecida em

r=0.
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Substituimos estas expressées na condigdo de compatibilidade (1.6)

G(T’, 7‘”) ¢’: tﬁ”, E) = fz dl" EGI (1", T'J ¢': ‘ﬁ‘) E)arcz(", T”: ¢) ¢"; E)
- G! (T, T"a {b, ‘ﬁ"; E)arcl (T, T', ¢! ¢"; E}}¢:0

= m [ 1dr «q, ljr >< r|2,m >] L gilbmg” —endf)

x < r|l,n> {[i + ﬁ} 2ilunBima) | [;1: B #] s

_[%_%]Emvma_[vvi:+$]}<m,2|r”>

_ ﬁei”n(ﬂ'—fl < r’In - [eziv..(nﬂ?) _ 1] < njr >
Aqui substituimos as respectivas fungbes de Green por suas representagdes em modos
proprios, além de ter deixado explicito o valor da integral sobre a se¢io de Bogomolny E,

estabelecida em ¢ = 0. Veja-se que esta iniegral é { Apéndice A)
1
[ Ei_r_ <m lr ><r|m,2 >= b,
o T
Projetando (i‘(r, 7, ¢, ¢'; E) na base das fungtes de Bessel, obtemos a matriz diagonal
{(n| G ln) = ——en¥—#) |: Zvm (et ) 1] . (2.31)

0s autovalores sio caleulados fazendo ¢’ ,¢" — 0, calculando os 1, que zeram os elementos
da matriz < n|@|n >,

Vp = rz'%ﬁ; L €Z.

Einteressante notar, que podemos estudar um conjunto de casos nos quais a se¢io circular
ndo é necessariamente simétrica e que dependendo em a e §, v, ndo precisa ser inteiro,
podendo tornar qualquer nimmero real.

Encontrados os #,, determinamos o valor da autoenenergia. Para isto vol-

tamos s fungdes de Bessel e vejamos que no limite assintético[28]

LK) = fEcos(x~vE - %) vk (2.32)
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Analisando apenas a sua fase, encontramos os zeros que sio dados por
fp—tI-Tx(2n-13 ;n>1¢cZ,
e dat ¢ simples ver que
m {30+, — §}5

Lembrando que v, = os autovalores resultam ser aproximadamente

Q+B’

Eyum={n+ -1’5 indel. {2.33)

2(a+ﬂ)
Considerando a expressio (2.31), verifica-se que esta nfio se anula quando a
ordem é complexa pura. Este é o caso dos modos nio oscilantes que também nio afetam
o determinante de Bogomolny.
Para calcular as autofunges, recorre-se ao argumento que restringia a existén-

¢tia de uma vnica densidade de camada na segdo
1 u 1,
[} oG 0:E) = [ ayGir, 0,4 E)alr) =
Representemos tanto (¢ quanto u ra base, natural, das fungdes de Bessel de primeira
A
espécie
<G n < n,1ju >=0, (2.34)

onde

Ldr

<,y >= 1y x [ - < n, 1|r > u(r).

0
Esta dltima expressio implica que temos restrito a densidade a ser proporcional a
< rjl,n >. As funcbes de Bessel de primeira espécie formam uma base completa e
portanto os coeficientes iy, definem de maneira dnica u(r) e vice-versa. Reescrevendo

{2.4)
< ﬂ"éln’ > pin = S [ (B te) _ 1] Hin

Zw
= L) {sin [vo(a + B)]} pn

= Hnnei”"ﬂyl,, = {).
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Resolvemos a equagio homogénea escolhendo fi;,, = e™*#j1y,, um real nao nule. Note que
a matriz real IT., possui os mesmos autovalores que a matriz complexa & . J4 podemos

escrever Wy g na forma

Ug(r, ) =<rll,a><nl1lGiL,n><n1|u>

=;]';‘ﬁ1n3inun(ﬁ"¢) ,OSQSS,B

Ainda é preciso calcular o fator de proporcionalidade que suaviza a fungio de onda na

seao. Calcula-se este fator usando o argumento de continuidade da funcio na secio

1 R i, .
,u],.”—e""'Jta <r|l,n>sinyf= phy—e"’"‘“ < 7|2, m > sin paa,

n 'm
Bin _ efp  _ sinwaa
Fan | €Puga T sinenf”

Escolhendo, F,, = sinva e T, = sin v, as autofuncdes sdo escritas na forma

;1;- < rln>sinvasiny,{(f—¢); 0<¢6<f
‘I’E(T, qﬁ) =

st

< rin>siny,Bsinm(e+ @), —a< <0,
onde
b = 3!_—:-_53 ;{ €L,
Pode-se verificar que a derivada normal A se¢doc também satisfaz a condi¢ao de continui-

dade em ¢ = 0, com o qual resolvemos o problema.

25



A Teoria de Bogomolny

para o Estadio
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Capitulo 3
I Teoria Quantica

Decompomos o quarte de estddio em um retingulo e um quarte de circulo
dando origem a uma secdo de Bogomolny natural; em cada uma destas regites a equagio de
Helmholtz é separdvel. Contrariamente aos exemplos anteriores, o estédic como um todo
nio é separdvel, sendo nosso o primeiro tratamento quantico a usar essa separabilidade
parcial. Assim construimos as fungoes de Green para ambas regites & uma matriz de
Bogomolny em uma mecanica quintica exata. Nestes mesmos termos, sio discutidas as

contribuicdes dos modos nao oscilantes.

3.1 As Fungoes de Green-Bogomolny
para o Estadio

O estddio dessimetrizado, ou quarto de est‘édio, pode ser decomposte em um
retingulo e um quarto de circunferéncia. O segmento de reta que define esta separagio
natural serd chamada de se¢io de Bogomolny £, fig.(3.1).

o importante notar que em cada uma destas regioes a equacio de Helmholtz
é separdvel. Como nos outros cases ja abordados, estamos interessados em cbter o conjun-
to de solugBes que se anulam na borda. Ou seja, as solugdes com simetria impar-impar,

no que diz respeito s fungdes de onda do estddio completo.
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(2)

} (1)

-a 0 x

Figura 3.1: O quarto de estddio e a sus secio de Bogomolny definida em = = 0.

Seguindo Bogomolny[19), devemos construir as funcdes de Green Gy (g, ¢'; E)
e Ga(q, ¢'; E) nas respectivas regides da figura(3.1), satisfazendo a equagio de Helmholtz
nio homogénea :

(2E - V')Gi(a. 4 E) = 8(g — ¢),

onde ¢ é a posigao (z,y). Além disto, ) devera satisfazer as mesmas condigdes de
Dirichlet que as autofungdes do quarto de estddio ao lengo do raio horizontal e o quarto
da circulo na fig.(3.1), enquanto que G deve se cancelar ao longo dos lados do retangulo,
exceto na propria segdo.

A separabilidade em ambas regiGes nos permite explicitar as férmulas para
as fungoes de Green em termos da decomposigao espectral de modos préprios, como fot fei-
to por Ozorio de Almeida[22. De fato, basta coletar as fungdes de Green jd desenvolvidas

na se¢io 2.2. A mais simples & a regido (2), onde decompomos

Golg, ¢ E) =S, <yl m><m, 2y > gafz, k1) i2<0 (3.1}
onde k2, = 28 — m?r? |

<m, 2y >=< ¥[2,m >= VZsinmry
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e escolhemos a fungio de Green para o movimento unidimensional na direcdo r a ser
Gz, ' k) = ”“"'(”*‘) sinkp(z+a) ;—a<z <. (3.2)

Esta néo & a tnica possibilidade para a fungéo de Green que satisfaz as condicdes de borda
na regifo (2), mas é aquela que Ozorio de Almeida monstron ser uma das que impede os
zeros espirios ma condigido de quantizagao. Esta & obtida colocando a imagem da fonte
em 1’ com respeito a £ = —a, assim o movimento quantico corresponde a dois caminhos
entre ' e £. Um é direto, enquanto que o ontro caminho reflete em z = —a. Portanto
este caso relaciona-se com o formalismo de Doron e Smilansky([21] e Prosen{[20]: nao hd a
possibilidade para o movimento retornar, uma vez que a regido (2) é abandonada.

A hipétese de Bogomolny nos disse que podemos representar qualquer fun

3o de onda na regido(2) como :
L I L)
wa(z,y) = j; ay'p2 ()G, 4, 0, ¥} B), (3.3)

que reduz pela separabilidade a

ta(z,y) = Z#mgz(f 0; kz) < m, 2y >, 39

onde

Ham = [dy'pq(y'} <y|Z,m>. {3.5)

Sendo que < y|2, m > forma uma base completa para o espago de Hilbert de funges sobre
-& se¢do, esta representagio(3.4) € sempre possivel. *
Podemnos também separar a equagio de Helmholiz na regido(1), usando

coordenadas polares: ¢ = (r, ¢), obtemos

d¢2F(¢) + v F(p) = A (3.6)

que tem a mesma forma que a equagho para T na regido (2), e a equagido de Bessel
a, 9 2
{5(ra)+2Er—T} < Tll >=10. (37)
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Esta situacao é bem diferente da discutida por Ozorie de Almeida [22], porque a segdo de
Bogomolny é agora o ralo, em vez do arco de circulo. Aqui os modos sdo determinados

pela condigio : < r =0[1 >=<r = 1|1 >=0, tal que
<, lr >=< r{l,n >oc L, (K1), (3.8)
onde k = v2F e a seqiiéncia de nimeros reais v, é determinada pela equagao
Jun(8rHp=1 = 0. (3.9)

Qinteiro n determina o ndmero de nodes em < r|l,n >; assim como m indica a quantidade
de nodos em < y|2,m >.

Considerando que & » v, podemos usar a aproximagao[28]

Jokr) = [.'cr]_§ COS {nr - u% - %} , (3.10)

de maneira que para n > 1 a condigio (3.9) vem a ser

2 1
by = ;h‘.*{- 5 —2n. (311)

Neste mesmo limite, quando E 3 n os modos v, & v2E; da mesma forma que &y, = v2E
quando E *» m. Enfatizamos que em outras situagdes a expressio acima precisa de
dramsticas corregdes[29], como serd mostrado numericamente no capitulo 4.

A fungao de Green para o movimento angular unidimensional pede-se esco-

Iher exatamente de forma andloga a (3.2),
alp, ¢5v2) = Let i siny, (5 - ¢)‘ ;¢ S p< A, (3.12)
de maneira que a fun¢io de Green completa na regido (1) vem a ser
Gilg,d; F) = Zg,(q&, &' u,?,) <rll,n><nlf >, (3.13)
n .

Pertanto @) é diagonal na representacdo da base de Bessel |[1,n >, assim como Gq é
diagonal na representagio de Fourier-seno,|2,m >. Podemos também usar < r|l,n >

como uma base ortonormal do espago de Hilbert definida na se¢fo, por serem solugdes
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do problema de Sturm-Liouville com condicdes de Dirichlet. Assim, podemos decompor

qualquer densidade
1
m(r) =3 = <nlir >, (3.14)
n
para obter toda fungio de onda na regido (1) na forma

tir,¢) = fgdr'm(r)Gi(r,¢,7,0; E)
(3.15)
= 3 bt (6, 05 2) <y Lr >

As fungdes de onda ¢ (7, @) e ¥u(z, y), definidas pelas equagbes (3.4)-{3.15),
satisfazem a equacdo de Helmholtz e as condigdes de borda nas suas respectivas regioes.
A condigdo para que elas possam casar so longo da se¢io, junto com as suas derivadas
normais, é que exista uma dnica densidade na secao u(y) = pa(y) = pu(r)|,—y, de modo

que

fol dyp(@)G0,y.¢5 E) = fo drG(d 0, E)p(r) = 0 (3.16)
onde :

G@Q"\ QS E) = [Fdy{Gi(r,0,m, &; E),—0:Ga(z", 4", 0, 1; E)
(3.17)
~Ga(a", 4", 0,; B)(20G1(r, 0,7, ¢'; E)lrcy } -

Seguindo Bogomolny[19] ou Ozorio de Almeida[22], expandimos Gy na base < r|l,n > e
+

"Gy na base < y|2, m >, para obter :

G(g. 4% E) = Lom {(@1(0, ¢ 02)Pz2(z", 0, K2) fdy < m, 2y >< y|Ln >
—g2(=", 0, K2)051 0, #'5.62) [ & < m, 2y >< g|L,n >} (3.18)

x <y m><nlly >.
Aqui podemos reconhecer imediatamente o8 elementos de matriz que mudam as bases.
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A matriz < 2{1 >, com elementos

<m2Ln> = J%‘<m,2|y ><yll,n>,

(3.19)

que ndc é nem unitdria nem ortogonal, porque esta transforma autofungdes do operador

de Sturm-Liouville com diferentes fungbes de pesof26],

<m2y>=3 <m2Aln><nlly>.
n

(3.20)

J4 que ambos conjuntos de fungdes sdo reais, poderemos sempre usar < 2|1 > ou < 12 >

para decompor os senos em funcgdes de Bessel,
<yym>=Y <ylln><nl2Zm>
n

representa a mestna expressio que (3.20).

A expansdo inversa,
<nlly>=3 <nlZm>"<m2y>
m
é dada pela matriz inversa < 1|2 >"'=< 2|1 >, onde :
<1237l =<n12,m>" =fdy< n,l]y‘>< vlZ,m>.
Levando ¢” e ¢ na secio, obtemos :
G(0,3",0,r, E) = 3. < y"2,m >< m, 2|GLn >< n, 1y >,
nm

. 4
onde

<m,2|G|L,n > = 08.42(0,0;k2) < m,211,n > ¢,(0,0; 1)
—g2(0,0; k%) < m, 2|1, n > 8,01 (0, 0;12).
Assim a equagdo de compatibilidade para a equagio (3.16) é
T < |2, m ><m, 25é|l,n > =¥ <m 2iél1, n><nllp>
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A condigae sobre o determinante de Bogomeolny é
det < m, 2|1, n >=0, (3.27)
donde é derivada, facilmente, a condigdo de autovalores em termos da matriz real,
Uypa(E) = e7%2 < m, 2|G|1,n > e ¥, (3.28)

sin®at  sink
det IT = det {cosk,,ﬁ <m,2|l,n>"" b L L
Vn

5 } . (3.29)

<m,2|l,n > cos

Desta maneira os autovalores sio obtidos como o0s zeros de uma fungao real. Aqui vemos,
que ncsta expressio formal o preco de usar bases separdveis em cada lado da seciio &
que veIn a ser necessario usar explicitamente os elementos de matriz ndo unitarias entre
as bases de Fourier-seno e a base de Bessel. Mesmo assim, mostraremos mais adiante
que (3.29) proporciena um eficiente método para calcular autovalores e autofungoes. Mas
antes disso, discutiremos o truncamento da matriz [I{E), que dependerd da construcio

dos modos néo oscilantes.

3.2 0Os Modos Nao Oscilantes

3.2.1 Modos nio oscilantes na regiio (2)

O uso dos modos < 7, 2|y > como uma base para representar uma fungao
quadrado integravel arbitraria sobre a seciio com condigdes de Dirichlet ndo prevé restricao
-nenhuma sobre o inteiro m. Portanto o numero de ondd transversal vird a ser imaginério
puro quando m > ﬁfﬁ, isto ¢, 0s modos correspondentes serdo da forma ‘sinh |k, {(z + a)’,
uma superposigado de modos que crescem e outros que decrescem exponencialmente em
torno da segio. Estes dltimos, tamnbém conhecidos como modos evanescentes, sio a inica
classe permitida em um tubo semi-infinito, isto potque a amplitude deve permanecer
sempre finita. Por esta mesma razio, a influéncia destes modos nio oscilantes deverd
decrescer rapidamente com m dentro da regido finita para a qual definimos a fungio de
Green G.
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No caso de sistemas completamente separdveis, foi mostrade por Ozorio
de Almeida{22], que estes modos nio oscilantes ndo afetam os zeros do determinante de
Bogomolny. Na verdade , a matriz €7 fica sendo diagonal, é por isto que os autovalores
sio obtidos cancelando os elementos de matriz individuais. Os modos no estddio estdo
fortemente acoplados, é per isto que ndo podemos a principio ignorar estes modos gue
nio oscilam, mesmo que estes nfo contribuam no limite semiclassico.

Podemos ainda fazer nma avaliagdo aproximada da grandeza do acopla-
mento destes modos ndo oscilantes na regido (2) com os modos oscilantes da regido (1)

combinande as aproximagoes (3.10)-(3.11}
[kr] ¥ cos[u(r — 1) +nr — Z] ;67 > 1,
T (mr) = (3.30)
0 s KT < Uy,
pasra n > 1. Portanto, os elementos de matriz entre as bases de Fourier ¢ Bessel sio
aproximadamente :

dy
{nxy)s

1
<n1]l,m>""r j;n {Sin[(mﬂmﬁ)yﬂ*ﬁfﬂ‘ﬂ"lr%]

+sin [{mx + K)y — K+ nw — %]} (3.31)

e a sua contribuicic maxima acontece quando £ = v2E = mm, cancelando as oscilagdes

na primeira integral:

<n,l|2,m> L~ %(—%_—n {1 - [% (],— %)r} . (3.32)

um clculo similar nos conduz a :

< m, 2L, 1 Smes™ ?w {1~ [3 (1»”’_%)}%}. (3.33)

vm 7r m

O segundo termo em(3.31} decai mais rapidamente do que (3.32) por um fator da ordem
(mm + x) 7}, enquanto que o termo principal cresce com (mx — £)~' com respeito a (3.32)

ou (3.33)(Apéndice B ).
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Assim encontramos que 08 elementos de matriz, em valor, s30 insensiveis
ao indice n na representacic de Bessel, mas que hd um méximo para m = 3'—:/——’5 Sur-
preendentemente este é exatamente o ponto que separa os modos oscilantes dos modos
exponenciais. J& que m deve ser um inteiro, encontramos que ¢ acoplamento mais forte
deve-se alternar em energia entre o maior modo oscilante e ¢ menor modo néo oscilante.
Como pode ser verificade numericamente, raramente 05 modos ndo cscilantes afetam for-
temente o valor das autoenergias, mas estes sempre contribairic componentes importantes
da fungfio de onda na regido(2).

Resulta simples encontrar a fungio de Green que inclue os modos nao osci-
lantes na regido (2).Para isto consideremos a equagdo (3.1) que representa Gz em modos
proprios nas coordenadas retangulares

Golg, ¢ E)= Y, <yl2m><2mly > g5z, 2" [kml?), (3.34)

m> LK
onde
< yl2m >= VI sinmay.
Definindo |km[* = m?x® — 2B >0,

1
g2(z, 7" k) = l-k—mule-“‘mlu sinh |k l{z + a). (3.35)

Aqui se vé claramente que estes sio modos que moram em torno da segio x = 0.

3.2.2 Modos nao oscilantes na regido (1)

. H4 também uma base de dimensdo infinjta na representagio das funcdes
de Bessel definidas sobre a segdo, mas também hd uma curicsa anomalia envolvendo
a natureza dos modos nao oscilantes neste caso. Para entender o problema é melhor
considerar o quarto de estddio como sendo o limite de uma familia de bithares , como na
figura(3.2), isto &, substitufmos o quartoe de circule na regide(1) por um quarto de anel de
raio interior g e raio exterior (1 + p}. A condigio de Dirichlet sobre a equagio de Bessel

leva-nos & seguinte seqiiéncia de solugbes
< 1|1, r >= apJ, (kr} + b Y, (kr), (3.36)
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onde Y, sdo as fungdes de Neumann singulares na origem para s real. Se p — 0 entdo

by, = 0.

1+6

(2

Mm

-a o P X

Figura 3.2: Familia de estddios

Da mesma forma que antes, n especifica ¢ nimero de modos em < r|l,n >,
mas, j4 que ¥, decresce com n, hi um miximo # para o qual v permanece real. Para
obter 0s modos restantes, v, deve se tornar imagindrio puro, isto nos conduz a modos
ndo oscilantes na direcao transversal angular. Ambas, J,(xr) e Y, (xr) oscilam rdpida e
infinitamente préximo de r — 0, quando ¥ & imagindrio pure. Incrementando o médulo de
v podemos encontrar tantos modos como queiramos na vizinhanga da origem no intervalo
ge (1+p). A seqiiéncia de 1, estd bem mais proxima da origem conforme p € diminuida,
tal que no limite quando p — 0 uma infinita seqiiéncia de 1, imaginarios puros acumula
em v = 0.

Para bilhares como na figura(3.2) com algum raio finito p, podemos adi-
cionar qualquer nimero de modos nao oscilantes para representar a func¢io de onda na
regiao(1), assim como na regido(2). Este niimero deve ser truncado, uma vez que a con-
vergéncia numérica de & ¢ alcancada, porque adicionando mais filas com elementos de
matriz bem pequenos causard que o determinante eventualmente seja instdvel numerica-
mente. Este truncamento serd essencial na regido (1) quando p — 0, ou seja, o quarto
de estidio. Neste caso podemos tomar um modo ndo oscilante no quarto de circulo,
precisamente 1 = 0, para qualquer valor de . Este modo terd a forma (3.36) com a,

e by escolhido de forma a ser satisfeita a condigdo de Dirchlet em r = 1. Mesmo que
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Yo{kr) diverge na origem, toda as integrais na teoria estac bem defizidas, Desta forma
colocamos um limite na dimensao do determinante, isto faz com que sempre encontremos,
pelo menos, um modo nao oscilante na regio {2) como para completar a matriz quadrada
<miGin >.

E interessante notar que este bilhar da fig{3.2) é bem similar ao sistcma
recentemente estudado por Lin e Jaffe[30]. Eles ddo também uma consideragho cspecial
aos modos ndo oscilantes, mas o seu problema é incluir modes exponencialmente crescentes
em tubos abertos.

Vejamos como estas consideragdes podem ser explicitades matematicamen-

te. Para isto seguimos a notagao de Berry e Ozcrio de Almeida [31] ,

Ju(kr) = —I——\Il.,(r),

\/F
onde ¥, ¢ solucao da equagdo
&
ond ~—(u - —)] =0, (3.37)

com & = v 2E. Note-se que a condigio em r = p nao exclue esta outra solugao

¥, (kr) = %\Py(r),

que é excluida s6 na origem. Portanto, uma solugao geral pode-se escrever assim

\/iqu(r) = and, () + B ¥, (). (3.38)

Fixado p, teremos uma série de autovalores reais 14, sujeitande as solugdes ao problema
_de contorno. No limite p — 0, obtemos b, — 0 para todas essas autofungbes.

Por outro lado, em vez das autofungies J, e Y, poderiamos usar H! e
H? como fungdes independentes. Estas tem a vantagem de ter formas assintéticas mais

parecidas com as solugbes WKB

2 T T
HA — exp{ti(r —— - =)},
22r) 5| Zexplitr 3 - D)

enquanto que as solugbes WKB tem a forma
() gy opls f drQ(r)}, (3.39)
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onde

I
Qr) = /K%~ =2
Note-se que
limy o UE(r) o exp{tisr}. (3.40)

Evidentemente, /7H!?(r} e ¥(r) se tornam assintoticamente proporcionais no limite
eln que 1 — 6o,

Voltando & equagao (3.37), o termo % (1?~}), pode ser considerado come um
potencial repulsivo de um sistema unidimensional, isto quando » é real. Por pequeno que
seja % — %, haverd um ponto de retorno para r > 0, fig.(3.3). Neste ponto a aproximacao
WKB explode, embora ela se aproxima dele methor do que as formas assintdticas das
fungbes de Hankel[31} . Além do ponto de retorno as solugbes WKB deixam de ser
oscilatorias e passa-se a ter

TE(r x| |[Qu(r}dr
(=~ IQu(r) exp(z [ Q) dr}.

A que decai na origem (¥") aproxima-se & fungio de Bessel de primeira espécie J,(r) e a
que cresce (%) aproxima-se & fungio de Bessel de segunda espécie Y, {r).

Note-se que quando a ordem passa a ser um imaginario puro, ¢ potencial
se torna atrativo e as duas solugbes oscilam infinitamente rdpido na origem, fig.(3.3). Ai
veinos que estd correta a corregdo »2 — 1 — »? em Berry e Qzorio de Almeida[31), pois
a transigio se d4 para ¥ = O e ndo para v = L. O que esta corregao nao pode dar é a

divergéncia logaritmica de ¥; na origem.
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Figura 3.3: Potencial repulsivo (v é real) e potencial atrativo (v é complexo).

Para a ordem imagindria pura a aproximagio WKB nao tem mais que en-
frentar a ponto de retorno, entdo podemos usd-la livremente. Note que a dependéncia
de H, com » deixa de alterar a sua fase quando a ordem é imagindria pura, tornando-se
meramente um fator real multiplicativo. Isto é porque o nimero infinito de oscilagdes

na origem torna a fase na origem indeterminada. Vamos entdo tomar para a ordem

imagindria
Qr) =y/s2 + L:Hi-z-,
R ;
¥i(r) ~ 3 exp{iz/:er(r)}.

Temos que satisfazer as duas condigdes de Dirichlet em p e {1 + p). Tomande

#,(r) = [ drQfr),

1
Q(r)

Satisfazemos as condighes de contorno em p com a solugio

Ti(r) =~ exp {+ig,{r)}.

V.(r)= -Q%; sin ¢,(r).
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A condigio emn r = (1 + p) serd satisfeita se
2 1+p
bual +0) = F(B.fnl’,p) = [ drQfr) = . (3.41)

Fixo p, F fornecerd implicitamente a fungio v2(E). Vejamos como é que esta fungdo
depende de pardmetro p, para um = fixo.

9 2,
T |2}'|5,,d|v| ?—'|.,,,dE =0,

ou seia
dv?  8eF
G T o
onde
L”lz _ _Jrlﬂ't er'l
dE [P LQ-v
Ambas essas integrais sdo singulares no limite p — 0, portanto

dg* -%
% =lim, 0 — —54 = —p* 0.

Acontece que para um p muito pequeno e um dado E, temos n modos reais com 14, (E) > 0.
Tornando agora a ordemn imagindria pura mesmo de médulo muito pequeno, ji temos
o mode n + 1, por causa da divergéncia na origem do potencial atrativo centripeto.
Com acréscimos muitos pequenos: v — (v + §v), {v + 26v),...; j4 teremos os modos:

(n+1),(n + 2),...; se acumulando todos em v -+ 0, fig.(3.4).
&

( :

V()

Figura 3.4: Os modos quando a ordem é complexa
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Em conclusido: Para p # 0 os modos ndo sio apenas J,(r) temos que con-
siderar Y, (r), mas no limite p — 0 esperamos 7‘;'1';,,4(1'). Entretanto, como J=¥,,(r) é
suave em relagio a v, podemos tomar um tnico modo 7‘;111.1,,‘ (ry= -‘-};‘Pg(r), entendendo-
se que hd wm limite envolvide.

Agora resulta simples encontrar a fungio de Green que inclui os modos nao
oscilantes na regiao {1). Considere-se a eq.(3.13) que representa G em modos proprios

nas coordenadas r, ¢
Gi(g,4; E) =< r|1,0>< 0,1]r > gi (¢ ¢, 0) (3.42)
onde segundo (3.12)

@ (¢) ¢,; 0) = limu..—m ﬁéuu(%iw] siniy, ("2! - ¢)
(3-43)

—QS’

ESE]

enquanto que a parte radial, escreve-se

<ri1,0 > ——;—F\Ifo(r) = aodo{sr) + boYa(xr).

Para satisfazer as condigdes de Dirichlet em r = 1, escolhemos as constantes ay =

Yo(k); bo = —Jy(x}, de moda que

< rlL,0 > -\}-Fq:[,(r) — Yo(k)Jo(wr) — Jo(k}Ya(xr). (3.44)

3.3 A Densidade de Camada

Temos discutido por inteiro ¢ problema de calcnlar os autovalores, restando
calcular as autofungdes respectivas. Este problema se reduz a calcular a densidade de
camada na sec@o. Para isto, Voltemos & expressdo de compatibilidade das duas solugdes

na segio (3.16),
/ ' G, T, 0 E)uly) = 0. (3.45)
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Podeinos escolher qualquer uma das bases ortogonais para representar a densidade. Pre-

ferimos usar [1,n >, assim (3.27) reescreve-se como
3 <m, 2G| n ><n,lp>=0 (3.46)
n

O estadio dessimetrizado possui autovalores nio degenerados, portanto as suas respectivas
auto-fungoes deverdo ser todas reais, porque a possibilidade de ter antofungies complexas
conduz a que a sua complexa conjugada seja também uma autofungdo, contradizendo a
hipétese inicial.

E simples monstrar que T, = une® % é sempre real, para isto voltemos &

expressao de compatibilidade(3.45)

To<m Gl n>< 0, lu> =T, e e f <n,lp>
= Eﬁ Hmne‘.y”% <R, 1|.“' > (347)

= Yon Mimn Py =0,

sendo que a matriz II & real(3.29).

Resolvendo a equagio homogénea (3.47) obtemos os corretos 7, = pe™ ¥,
Devemos notar que a forma simples de se fazer este cilculo numericamente consiste em
decompor a matriz I1 na forma LU [32], onde L é uma matriz triangular inferior e U uma,
matriz triangular superior.

Aqui é importante mencionar que as integrais que normalizam os modos
-prc')prios na regido (1) sao )

[01 < n,ifr >? édr.

Todas séo bem definidas a menos da correspondente eom o modo < 0,1|r >, Este dltimo
modo é uma combinagao de Jp e Yo e portante eresce infinitamente perto da origem. Assim
mesmo, a integral sobre LJZ(r) tem nma divergéncia Togaritmica {(no limite p —» 0}. Este
fato interessante faz com que, para a expansdo de qualquer u(r) finita, em que u{0} =0, o

componente g — 0. Em conclusao, o modo < 0, 1|r > nos ajudou a acertar a convergéncia
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dos nossos autovalores, mas prescindimos dele quando descrevemos a fungio de onda na
regido (1).

Podemos calcular < m, 2|p > com as corretas constantes de proporcionali-
dade, usando a condigio de continuidade da funcao de onda, ou da sua derivada normal

1a propria segéo. Preferimos usar esta iltima
1 .
- z; <r|l,n> g, cosvn% =Y < yi2,m>< m,2u > e cos ko, (3.48)
n m
donde

o = umeu‘k...c — 3 <m,2llvﬂ>F1ncosvn-‘!' (3'49)

coB kma
Assim, obtemos Wg real,

T B < ¥i2,m > “‘“—"'I’:"(:—"'"l i—a<z<0
Ty = (3.50)

Tl <plln>22E9  gcgcx

Finalmente temos resolvide o problema de calcular tanto os autovalores
quanto as autofungdes para o estddio, segundo a teoria quantica da segio de Bogomolny.
O {inico ponto problemético da teoria consiste na necessidade de truncamento Enito da ma-
triz II. Sabemos que o resultado ndo pode ser exato, pois obtemos autofungdes analiticas
dos dois lados da secio X, enquanto sabemos que as verdadeiras solugdes nio podem ser
analiticas na vizinhanga do ponto de borda onde o circulo e o segmento de reta se tocam
L) extremidade de X. Mesmo assim, mostraremos que a jnaneira pela qual o nosso método

respeita a geometria do estddio se reflete na sua notivel eficiéncia numérica.



3.4 Resultados Numéricos

O c4lenlo das autoenergias para o quarto de estadio a partir do determinante
da matriz real (3.29), cuja dimensio é determinada pelo nimero de modces reais v, mais
o modo vy, resulta ser eficiente e preciso. Na fg (3.5) exibimos a densidade cumulativa
de estados para o estadio, com parametro a = 1, e o seu desvio com relagao a densidade
suavizada média incluindo o termo de Weyl além das corregdes revisadas em Baltes e
Hilf[33]. O efeito no espectro devido & exclusdo dos modos evanescentes da matriz de
Bogomalny & mostrada na fg(3.6). Aqui encontramos que o desvio é sempre menor do
que metade do espacamento médio de niveis, por isso podemos assumir que os autovalores
basicamente tem convergido apesar da pequena dimensio das matrizes usadas, como &
mostrado na fig(3.7).

Na fig(3.8) comparamos o nosso espectro com os resultados bem precisos
calculados por Vergini e Saraceno[34j, usando superposi¢io de ondas planas e ondas nio
oscilantes. Este desvio estd dentro de um terco do espacamento médio de niveis. £ im-
portante resgatar que em ambos métodos a avaliagio intrinseca da precisio é bastante
diferente. Como em muitos outros casos, Vergini verifica que a intensidade da fungio de
onda na borda é proxima suficiente da condigio de Dirichlet. Isto é automaticamente
satisfeito pelo método de Bogomolny, ao passo que a dificuldade estd agora com a suavi-
dade do casamento da fun¢do de onda obtida como expansdes de (3.4) e (3.15) ao longo
da se¢io, como se mosira na fig (3.9). Finalmente, a fig(3.10) exibe dois exemplos da

Wronskiano
'

w(y) = V1 Oz 9a(0,8) — (0, i (00) (3.51)

enquanto que a integral de w{y) sobre a secio é mostrada na fig.(3.11). Resgata-se que

em todos os cases a fungiio de onda foi previamente normalizada ao longo da segiio, isso é

@Ol =00y =1 (3.52)
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Figura 3.5: A densidade cumulativa de estados (fig. superior, curva quebrada), enquanto

que a figura inferior mostra seu desvio em relagao 4 densidade suavizada de Weyl {curva

continua (fig. superior)), para o estddio com a =1.
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Figura 3.6: Efeito no espectro da exclusio dos modos ndo oscilantes como fungio do
nimero de onda .
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Figura 3.7: A dimensdo da matriz de Bogomolny & como fungdo do mimers de onda .
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Figura 3.8: Comparagao do nosso espectro (EB) com o espectro de Vergini e Saraceno

(EV), em unidades do espagamento médio de niveis. No eixo horizontal, n representa a
seqiiéneia de autovalores.
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& = 28.0063 K = 26.9704 & = 329431

Figura 3.9: As autofuncées obtidas como expansdes de eq(3.4) e (3.15).5 é o niimero de

onda.
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Figura 3.11: A integral do wronskiane na segio.No eixo horizontal, n representa a
seqiiéncia de autovalores.
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Capitulo 4

II Teoria Assintotica

O algorftmo desenvelvido, no capitulo 3, permite-nos calcular os autovalo-
res e as autofungdes do estddio dessimetrizado a partir da prévia informacgdo sobre a segéo
de Bogomolny. Este algoritmo segue a seguinte seqgiiéncia: Primeiro é preciso calcular as
diferentes ordens que zeram as fungdes de Bessel, para um dado x. Em seguida calcu-
lamos as diferentes integrais que constituem os elementos da matriz, que representam a
transformacio de uma das bases para a outra e viceversa, Finalmente é 56 calcular os
zeros do determinate de (2, isto determina os autovalores. As autofungdes sio calculadas
pelo prévio cdlculo da densidade.

Nesta segao pretendemos calcular para o estadio, os autovalores e as auto-
fungdes de estados altamente excitados. Para isto faremos uwm ripido estude do regime
assinldtico das fungoes de Bessel. Isto permitird calcular as diferentes ordens que fazem
-com que J,(k) = 0, assim como facilitard fazer os cdleulos analiticos para as diversas

integrais sobre a se¢o.

4.1 As funcgoes de Bessel de grande argumento

.

Fica mais simples resumir ¢ comportamento assintético das fungdes de Bes-
sl definindo z = &, o quociente do argumento ¢ a ordem[29]. Interessados em descrever

o comportamento das fungdes de Bessel como func¢io da sua ordem; fixamos o argumento
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e mudamos apenas a ordem. Encontramos que quando z > 1 a regido envolve oscilagoes,

0 caso em que z = 1 & uma regido de transicio e finalmente passa-se a ter um comporta-

mento exponencialmente decrescente numa regido em que z < 1 (Apéndice C).
Interessados na regido z > 1, na qual J,(x) oscila, aqui explicitamos a sua

forma funcional]29]:
Ju() = M(m,v) cos [Q(x, ) — T, (4y)

onde :

;M(K, b’) = 4/ R .

Qlr,v) =T - - S +varesin (£}

(4.2)

Como mostraremos numericamente, esta férmula é bem melhor que a expressio usual
linearizada, védlida apenas quando £>»1
Podemos calcular os diferentes v, que zeram a fungio de Bessel analisando

apenas a fase da fungfa(4.1), para um dado % :
Qe v) -3 =02rn-1)%; neZzl. (4.3}

Esta equacao transcendental é resolvida numericamente.
Podemos fazer algnmas previstes na consideragao das seguintes aproxi-
magoes :
V= K(l- $4);
&

arcsin (&) =~ £

®x?

que substitufdas na expressio (4.3}, nos conduz a

o T
E—T+{Em(2nﬁl)§—z}=0. (4'4)

i

Resolvendo a equagio (4.4) ,obtemos

w57 -2 (33 (55)
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Sendo £ <« 1, s6 congideramos a solugdo com sinal menos, aiém disto

')'1—2-—2{.'5—(2?1—1)£}<?r2
4 &k 2/ 2 4’

ou seja,

K> (2n - %) % (4.6)

Definindo & no intervalo [{x, (I + 1)w] com ! € Z> 1, podemes escolher & = {{ + 8)7, onde

§€[0,1]. Assim (4.6) toma a forma
£ =l+6 z2n-1 (4.7)
A partir desta expressao calculamos os possiveis valores de 7 :

d>z sn<l+],

)

< sn<l
Com isto concluimes que dado & € {Ir, (I + 1)7] , tsperamos o conjunto v seja:
Vi Vay e Vi1, U slm< k< (143
{ R I PR TR (o L R (B )8
Verifica-se a afirmacio feita no capitulo 3, segundo a qual ao incluir o Grico modo nio

oscilante na regiao circular sempre incluimos pelo menos um modo nio oscilante na regido

retangular.

4,2 As Integrais sobre a Secao de Bogomolny

Resulta mais simples calcular as integrais sobre a secdo de Bogomalny sub-

traindo da integral no espago total a integral da sua regiio complementar, ou seja:

[a=["a- [ &t

Este simples artificic nos permitird usar uma mistura de expressbes exatas e aproxi-

magdes assintdticas, isto é, expressdes exatas como é o caso da primeira integral, f3° dy[],
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e métodos aproximados como sdo o método da fase estacionaria ou a integral de borda es-
tacionaria, para integrar a expressdo complementar, /= dy[). Aqui calcularemos tanto as
integrais que definemn as matrizes de transformagio, quanto as integrais que normalizam

as fungoes de Bessel.

4.2.1 Os elementos de matriz e as suas integrais
A regido y€ [0,00 >

Devemos enfatizar que as expressdes a serem citadas sao todas resultados
exalos[35].

No quarto de circulo as ondas reais sdo relacionadas com a fungio de Bessel
de ordem » > 0. No que respeita a regifio retangular as ondas reais estio associadas com
08 modos de m# < K, em caso contrario (m# > k) os carrespondentes modos sdo do tipo

nio oscilante. Vejamos a seguir as suas integrais:

sas e 50 —
fo° Jo(ky) sin(mry)dy = <
Y ocm(®m)
L {mr+;mn’rl—m!} 'mint—K s > K,
(4.8

f uin(uaw:in(ﬂ)) "

I L(xy) sin(m‘rry}%l =4

" ¥ gin [5F)
L {mr+v'm71r’—u’} ¥

T > K.

No caso dos modos ndo oscilantes no quarlo de circunferéncia , considera-se

4 mistura das fungdes de Besse] de ordem zero (3.44)

To(wy} = Yo(k)Jo(sy) — Jo(x}Yo(sy)-
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Podemos integré-las par separado:

’ 0 1M < K
2 dulny) sin(my)dy = |
1

v~ e SR LR

.

arcsin (2%} ;mm < &

fo” Jolky) sin(m:rry)ifv! = 1

£ ;M > K,
(4.9)
s s < &
15 Yo(ry) sin{mzy)dy =
%Iﬁ-l:vn(a: 'Ei::Ll) ;mT > K,
0 JIMT <K
J5° Yo(ry) sin{lay) % =

(=8 — /™ 1} mr > A

A regidoy € [l,0 >

Vejamos antes que para ¥ > 1 o quaciente z = & > 1, Ent&o podemos nsar
a3 expressdes[29]:

J{y) ~ M(y)cos [Q(y) — 3]

(4.10)
Yoy} = M(y)sin|[Q(y) - 5,
onde
M(y) =,/;,”—7n,;?y;;
(4.11)

Qly) = o = of - vI+ uarcsin(ﬁ).
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As inteprais a serem resolvidas tem a forma geral

I = f{® A(y)cos (Q(y) - })sin (mmy)dy
=} 5" Aly) (sing* —sing } dy (4.12)

=19 [° Aly) {e"')' - e“f} dy,

onde ¥ determina a parte imagindria e

*y) =Qy) - & £ mmy,

M(y) (4.13)
Aly)

fl

s M(u).

No limite quando ¥ vai para infinito, A(y) — 0. Além disso as fases ¢* mudam rapi-
damente, neste mesmo limite. Estes simples argumentos justificam a aplicabifidade dos

métodos de integracao assintética como sao

» Integracio por fase estacionaria, aplicdvel s6 se a fase ¢t for nio linear em y, isto
exclue as fungdes de ordem zero e os modos nao propagantes ma > & (ondas nio

reais).

¢ Integragdo por borda estacionaria, aplicivel mesmo nog casos em que a fase for

i +
linear em g.

Em relacido com as integrais calculadas via borda estacionaria, afirmamos que pelo menas
em primeira ordem estas ndo contribuem ( Apéndice D) e verifica-se numericamente
que podemos preseindir delas. Enquanto que as integrais calculadas por fase estaciondria

contribuem dramaticamente, como serd mostrado numericamente.
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Integrag@o por fase estacionaria

Recorrende & equacio (4.12), vemos que a expressic geral cam a qual lida-

remos tem a forma
f ' flmey. (4.14)
Aqui, assume-se que as contribuigdes relevantes estdo em torno dos pontos ¥ que fazem
com que a fase seja estacionaria:
8,q(w) =0 ;e<yo<h (4.15)

Podemos expandir ambas as expressdes ¢{y) e f(y) em torno do ponto yo, ate a segunda
ordem, assim as integrais sdo todas gaussianas, Adiante assumiremos que f = f(w) ,
g=gq(w) . " = f"(w) e ¢ =¢"(30) , com isto :
2 fy)et®ay e f o0, WOt 4 1 [0, X i Pegy
(4.16)
L derietigg,

Nas expressoes & direita, a segunda integral é impar pelo que a sua contribuigao ¢ nula,
enquanto a hltima

[ et N na,, [T sy, (4.17)
a0 EL 2 A

Entretante o valor da primeira integral & direita em (4.16)

f"" SHlardene) gy o /ILB"(H%)_ (4.18)
—oo §q" +

Finalmente, substituindo (4.18) e (4.17) em (4.16)

f Fly)edy / 17 { G Y e 1)2";"}, {4.19)

J4 podemos lidar com o problema das integrais:

Vigm = f° 4. (sy) sin(may)dy,
(4.20)
Vom =7 L(sy) sin(mwy)#‘:-.
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Fstas, segundo (4.12), podem ser reescritas de modo geral como:
o1 it () . o= (0)
Vo = ESFA(y) {e"’ Yo g }, (4.21)

onde

Vigm jse Aly) = M(y)
Vom = (4.22)
V2in 8¢ Aly) = M)

e segundo (4.13)
T
g*(y) = Qly) — 7 £ mmy. (4.23)
Calculemos os pontos estaciondrios, ¥, resolvendo

1
B,a* (o) = 5;\/»;21;3 —1rtmr =0 (4.24)

Estes pontos devem se situar no intervalo 1 < yy < oo; daf que s6 contribui a fase com
sinal negativo, por esta razio a primeira integral A direita em (4.21) € nula.

Resolvendo (4.24) obtemos :
W =gty > 1 i VET VT < mr < k. (4.25}

Estabelecido quais sdo os pontos estacionsrios, yy, substituimos (4.19) em (4.21):

Vam = =/ {4510 Q) — mwn) + 17 o5(Qaw) ~mmnl}. (420)

cnde

Qo) = K2yl — 12 — vg + arcsin(-;:—). (4-27}
o
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Definindo

50

h 2nTyy—w )

Q" _ L’!. Ih
wg ¥ vo!

{4.28)

Vulwo) = [2 7;,-;— sin (Q(w) ~ mmye),
Jolw} = \{;27&,:,3—_‘,, cos (Q{yo) — mr),

e substituindo as respectivas amplitudes (4.22) em (4.26) obtemos as respectivas integrais
Vipn = [° Ju(ky)sinmaydy =~ —, /35 {yu(yﬂ} - %u (i - 5h) Ju(yO)} ,
(4.29)
Vin = Jlky)sinmry w —L L2 {3, () + o (5B 4 & + 3T (w0)}

4.2.2 O Fator de Normalizagio

A construcao da diferentes fungdes de Green em cada uma das regices, de-
pende dos modos préprios estarem normalizados sobre a segdo de Bogomolny., Obviamente
este problema néo é trivial quando lidamos com as fungdes de Bessel. Discutiremos agora
como € que isto pode ser feito wsando estas férmulas e técnicas assintdticas.

0s modos reais

Note que aqui # > 0. Por outro lado, pelds mesmos argumentos usados na

seqao anterior

[ Ty ) - [ )— SR ‘:f’ (4.30)

Integrais na regido ¥ € [0,0c): Estas integrais sio resolvidas exatamente
(35]

2y = L
f:’ Jo(ky) it (4.31)
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Para tratar das integrais na regido complementar,[1, o), vejamos que

It} 4y ol Q) - (432)

onde
Qy) = JePy? — 2 — y% + varcsin —. (4.33)
kY
A terceira integral em (4.30) pode ser reescrita como
00 d: 1 o= d
f k) E 3 f A%(y) {1+ cos 290} =, (4.34)
1 y 1 Y
onde

Ay) = %Vsﬁ,

(4.35)
vy =Qw-%
Podemos ainda calcular a primeira integral 4 direita em (4.34)
LAYy ~ LR L+ by
(4.36)
= 2
= ra(l+§5)

Aqui temos usado o fate de % < 1, para fazer uma expansio em série de Taylor. Enquanto

a segunda integral  direita em (4.34)

% F %-’Az(y)wﬂq(y), (4.37)
pode ser resolvida usando a técnica da fase estacionaria. Calculemos primeiro os pontos
estacionérios H

2aly) = IVRTF T =0 o y=2<l. (4.38)
Encontra-se que nao exislem pontos estacicnarios nesta regido, por isto a integral (4.37)
se anula.

Finalmente subtraindo (4.36) de (4.31} resolvemos {4.30}, a integral que

normaliza as fungoes de Bessel de ordem # 3£ 0+
B3R~ {t- im0 (439)

61



4.3 Resultados Numéricos

Expressfes assintdticas para as funcgdes de Bessel

Um fato crucial desta teoria é que podemos usar as excelentes expressoes
assintéticas para avaliar as fungbes de Bessel. S6 para mostrar isto é que apresentamos
0s seguintes resultados que repetem os céleulos do capitulo 3 , mas que substituem as
rotinas numeéricas que avaliam as fungles de Bessel pelas suas expressdo assintéticas (4.1).
Vejamos come o cdlenlo das autoenergias para o quarto de estidio a partir do determinante
da matriz real {3.29), cuja dimensdo € determinada pelo mimero de modos reais vn mais
o modo vy, resulta ser bem eficiente.

Na figura {4.1) exibimos a densidade cumulativa de estados para o estddio
com a = 1 e o seu desvio com relagio a densidade suavizada média que inclue o termo de
Weyl além das cotregdes revisadas em Baltes e Hilf[33].

Mostramos na fig{4.2), o efeito no espectro devido A exclusic dos medos nio
oscilantes da matriz de Bogomolny. Aqui encontramos que o desvio é sempre menor do que
um meic do espagamento médic de nfveis, por isto podemos assumir que os autovalores
basicamente tem convergido apesar da pequena dimensdo das matrizes usadas, como se
mostra na fig (4.3).Note-se a analogia com os resultados apresentados no capitulo 3.

Finalmente comparamos estes autovalores assintéticos com os valores en-
contrados no capitula 3 e isto é mostrado na fig(4.4). Aqui pode-se notar que, é bem
mais provavel o desvio ir diminuindo & medida que » vai aumentando e isto permile-nos
inferir que, & medida que x cresece, 0s nossos resultados serdo otimizados, mais ainda.
E importante acrescentar que este mesmo desvic, quando normalizado com relagio ao

espagamento médio, & em geral menor do que um tergo e isto pode ser visto na fig(4.5).
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Figura 4.1: A densidade cumulativa de estados (fig. superior, curva quebrada}, enquanto
que a figura inferior mostra seu desvio em relagio 4 densidade suavizada de Weyl (cutrva

continua (fig. superior)), para o estadio com o = 1.
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Figura 4.2: Efeito no espectro da exclusao dos modos nao oscilantes como fungac do

nimero de onda .
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Figura 4.3: A dimensio da matriz de Bogomolny como funcéo de «.
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Figura 4.4: Comparagao relativa do espectro assintético com o espectro exato obtida no

capitulo 3. No eixo horizontal, n representa a seqiiéncia de autovalores.

66



0.50

040 I

o

w

o
y

o
()
[=]

[Eass-Eex|/E

0.10

0":“:.0.0 50.0 100.0 150.0 200.0

n

Figura 4.5: Comparagio do espectro assintético com o espectro exato em unidades de

espagamento médio. No eixo horizontal, n representa a seqilencia de autovalores.
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Resultados Numéricos

Express6es assintdticas para os elementos de matriz

Alguns fatos sio cruciais nesta teoria. Além de usarmos as excelontes ex-
pressies assintGticas para avaliar as fungbes de Bessel(4.1), calculamos as integrais na
secdo, todas analiticas, usando uma mistura de férmulas exatas(4.8-4.9) e técnicas de fase
estacionaria(4.29). 56 o determinate da matriz real(3.29) € calculade numericamente. Isto
tudo, otimiza notavelmente o tempo de computagao dos autovalores e das autofungses.

Ressalta-se a relevdncia das contribuiges introduzidas nas integrais pelo
método da fase estacionaria. Com este fim, vejamos primeiro os resultados quando sé
consideramos a integral na regido 0 — oo. Na fig(4.6) a curva quebrada mostra a densi-
dade cumulativa de estados e seu desvio entorno da densidade cumulativa média de Weyl,
mcluidas as corregoes de Baltes e Hilf, ¢ que é representada pela curva continua . Observe-
se que o desvio negativo d4 conta da incompleteza dos autovalores. Nesta mesma regido
de energia ,v2E =k € [G, 147r], apresentam-se os resultados que ja incluem a integral
complementar (1 — 0o). Assim, a fig(4.7) mostra a densidade cumulativa de estados e
sen desvio entorno da densidade cumulativa média. Os resultados, dentro da regifio de
energia v2E = & € [, 14n], sdo apresentados na Gg{4.8) .

Podemos ainda [azer uma comparagao relativa destes dltimos resultados
com aqueles obtidos na segdo anterior (4.3) e isto é mostrado na fig(4.9).Aqui vemos
que o desvio vai diminuindo a medida que & cresce, iste nos permite afirmar que para
& grande os nossos resultados serdie bem melhores, ainda. Incluimos também a fig(4.10)

que mostra estas mesmas flutuagdes, mas agora normalizadas em relagdo ao espagamento
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médio e resgata-se que esta ndo € maior do que um meio.

A dimensado das matrizes, avaliadas como fungio do nimero de modos w4,
ademais do modo v, é mostrada na fig(4.11). Finalmente a fig(4.12} mostra as intensi-
dades para algumas das autcfungdes obtidas como expansdes de {3.4) e {(3.15).

Com estes excelentes resultados obtidos, passa-se agora a lidar com os
célculos na regido de energia V2E = & € [30m, 33x], bem mais alta. A fig(4.13) mos-
tra a densidade cumulativa de estados e 0 seu desvio entorne da densidade cumulativa
média que inclue as corregies de Baltes e Hilf.

Na fig(4.14) mostramos a dimensdo das matrizes que precisamos avaliar,
definidas pelos modos 1y, além do modo vy, Finalmente a fig(4.15) apresenta as intensida-
des para algumas das autofungbes obtidas como expansdes das mesmas expressdes (3.4)
e (3.15).
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Figura 4.6: A densidade cumaulativa de estados (fig. superior, curva quebrada}, enquanto
que a figura inferior mostra seu desvio em relagio & densidade suavizada de Weyl (curva
continua, (fig. superior)), para o estddio com a = 1. x € {97, 147}. Aqui ndoc estdo sendo

incluidas, nas integrais, as corregtes por fase estaciondria .
70



2250 |

175.0

125.0

75'900.0 900.0

1100.0 1300.0 1500.0 1700.0
2E

40
20 -

AN(E) o0+

20t

o

-4'900.0 $00.0 1100.0 1300.0 1500.0 1700.0
2E

Figura 4.7: A densidade cumulativa de estados (fig. superior, curva quebrada), enquanto
que a figura inferior mostra seu desvio em relagao & densidade suavizada de Weyl (curva
continua (fig. superior)), para o estddio com a = 1. x € (97, 14x). Aqui j& estao sendo

incluidas, nas integrais, as corregdes por fase estaciondria.
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Figura 4.8: A densidade cumulativa de estados (fig. superior, curva quebrada), enguanto
que a figura inferior mostra seu desvio em relagio 4 densidade suavizada de Weyl (curva
contfnua (fig. superior)), para o estddio com a = I. & € (r,14nr). Aqui estdo sendo

incluidas, nas integrais, as correcGes por fase estacionéria.
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Figura 4.9: Comparagio relativa do espectro assintétice aproximado com o espectro as-

sintdtico da segio anterior. No eixo horizontal, n representa a seqiiéncia de autovalores.
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seqiiéncia de autovalores.
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Figura 4.11: A dimens3o da matriz de Bogomolny como funcio de «.
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Figura 4.12: As autofungies obtidas como expansbes de eq(3.4) e (3.15). x é o nimen

de onda.
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Figura 4.13: A densidade cumulativa de estados {fig. superior, curva quebrada}, enquantc
que a figura inferior mostra seu desvio em relagio 4 densidade suavizada de Weyl (curva
continua (fig. superior)), para o estddio com a = 1. k € (30w, 33r). Aqui estdo sendo

incluidas, nas integrais, as corregoes por fase estaciondria.
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Figura 4.14; A dimensio da mattiz de Bogomolny como fungio de &

78



£ =094.7118 K = 04.7349 & = §4.,8202

Figura 4.15: As autofunges obtidas como expansdes de eq(3.4) e (3.15). & & o nimero

de onda.
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¢ Movimento restrito & regido (1}, S = 2,1,
A partfcula nao chega a visitar a regido {2).
* Movimento curto.

A partfcula vai de ¢/ — z*, sem tocar as bordas do bilhar.

-2 e

Figura 5.1: As orbitas classificadas pela fragao de trajeto do mapa de Poincaré déssico.
De cima para baixo esbogamos as quatre possibilidades de movimento entre as regides {1}

e (2} descritas no texto.

Podemos descrever a dindmica do sistema em termos desta interpretacio
semicldssica: Na regido (2), é muito simples ver que o movimento clissico na diregio
vertical tem um momentum de modulo p; = ma, enquanto que na diregdo horizontal
o momentum & p, = v2E — m?x?, como para manter constante a energia total E. No
que diz respeito & regido (1) pensa-se numa particula se movimentando radialmente com
momentum K = \/iﬁ, enquanto que roda como uma velocidade angular constante 1,. Na
expressdo (5.1), o somatério sobre m e n expressa apenas os possiveis valores de momen-
tum compativeis com a energia do sistema cldssico. E possivel fazer uma representagao
pictérica da dindmica cléssica do sistema, assim a fig(5.2} mostra o caso de uma particula
se afastando lentamente da se¢ao na regido (1) ou (2). De novo as duas regides se tornam

mais comparaveis para p # ().
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-2 0 r

Figura 5.2: O movimento cléssico da particula, aos dois lados da segiio,num bilhar perten-
cente & familia de estddios, para o caso de uma particula com pouca velocidade transversal

a segdo.

No limite & > v, a teoria semiclassica resulta bem simples de ser estudada.

Nesta situagdo, a expressdo assintdtica das fungdes de Bessel 8[28]

2 T w
Jo(ry) = 1/;;5 cos {xy — vy - Z] (5.5)

Analisando a fase de J,(sy)(,=; calculamos as diferentes ordens que fazem com que esta

se anula , para k fixo:

X T T
5= VE - Z = (2‘.'1-— 1)5, (56)
donde
v (25+ ) - 2w >0, n<E4+ L. (5.7}

Voltando na expressdo (5.4) vemos que precisamos entender a grandeza das
contribuigdes das amplitudes Pp, e Mp, definidas em (5.3) . Pelos mesmos critérios do

capftulo 4, afirmamos que as integrais na secio de Bogomolny sio em valor

E<m2ln> mLlamln>! o« f-sinfnarcsinZI] smr <k (5.8)
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Capitulo 5
I11I Teoria Semiclassica

E bem sabido que o espectro de energia de um sislema quantizado relaciona-
se com as Orbitas periddicas cldssicas, dentro de uma teoria semicléssica, mais precisa-
mente, pela formula do trago de Gutzwiller {36). E este o caso dos sistemas cléssicos nio
integraveis .

Nesta se¢io, nosso interesse é invocar a estrutura cldssica das orbitas pe-
riddicas que atravessam a segdo de Bogomolny. Esta aproximacio semicldssica vird da
exata condigdo de autovalores obtida no capitulo 3. Construiremos o operador de Bogo-
molny, que descreve o mapa semiclassico, na segdo I da fig.(3.1). Por dltimo obteremos

uma expressao para a densidade cumulativa média de estados N (E).

5.1 As Orbitas Periédicas e o Mapa Semicldssico

£
A condigdo de quantizagio segundo (3.18) estabelece

G(d ¢4 E) =T < ¥"|2,m > eHnle"+0) {cosk,,,a <m,2|L,n>""! 515‘;?_:

(5.1)

+“%'“m“3 <m,2|l,n> cos g'f}e‘""@““ <mlly >.

Aqui temos substituido para cada regido da figura (3.1) as fun¢des de Green representadas

em modos préprios,(3.1)-(3.13).
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Substituindo as segnintes expressdes na equagio acima,

coskpasinv,} = ${sin (ke + 1}) — sin (kna — %3}

sin (kma) cos (14,2) = §{sin (kma + tu 3} + sin (kna — 1 5)},
G rteescreve-se como

G(¢¢ E) = Tam < ¥|2,m > e*nle) 3 [P sin (ki + 1 8)

, (5.2)
+ My sin (kna — u,,%)} e < n 1y >,
onde
Pop =1 {ﬁ <m,2l,n>+L <m2Ln>"1};
(5.3)
My =1 {Fl...' <m,2Ln> ~;1: <m,21,n >“1},
ou
é’(y’,y”; E) - ':-"Enm < Unizgm > {Pmnei[m(h+:c"}+v“(w—¢’)]
+ M eilkm(2atsT)—vadf} _ pf - pilkos” dun(x-¢)] (5.4)

—Pmne"[""‘"*‘"‘w} <nlly>.
Nesta expressio, j4 podemos encountrar uma analogia com um mapa de
Poincaré cldssico. Existem quatro diferentes caminhos classicos que cruzam a secio. Estes
sdo reconhecidos identificando as respectivas fases dos modos propagantes na eq(5.4).
Como é de conhecimento geral, as fases sdo dadas pela agio cldssica ao longo da érbita
[37). Vejamos agora quais sdo estas Orbitas, classificadas pela fracio de trajeto do mapa
de Poincaré cldssico efetuado, como mostra a fig. (5.1).

* Movimento completo, S = 2(kna +1,3).

A particula reflete nas bordas x = —a, ¢ = %, atravessando uma vez a segao.
3 Cal

& Movimento restrito & regido (2), S = 2k.a.
A particula ndo chega a visitar a regido (1).
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Lembre-se que a contribuigio das integrais por borda estacionaria na regiao complementar
sio nulas. Pela linearidade da fase nio existem contribuigdes por fase estacionaria. Com
estas consideragdes temos que, para as integrais ha segdo, as contribuigbes nao completas
se anulam {My,, = 0). Restam, somente, as contribui¢tes de 6rbitas completas e curtas
(Pam # 0) em torno da segdao. Podemos tomar o limite ¥, ¢/ ~» 0 e fazer com que

My =0 em (5.4), obtendo
G W E) N1 <2 m> {Pamelntatrnsl_ polcn iy >, (59)

Tendo levado o problema bidimensional num problema unidimensional, sé encontramos
um tinice tipo de érbita completa que atravessa a se¢io de Bogomeolny, Entre estas 6rbitas
que sdo as que contribuem para o mapa de Poincaré, os poatos fixos do mapa serio as
Orbitas periddicas do bilhar.

Com a finalidade de identificar o operador de Bogomolny “T’, que descreve

0 mapa semicldssico, reescrevemos (5.9) na forma

G‘(y‘,y'; E) = % Enm < y"l?,m > Pmn' {Pm_lsln-’eik"":m‘F’m’ueil’mr - 6n'n} <n 1]? >

(5.10)
=i T <V12,m > Pawden < 1Y >,
onde temos definido
PrnPrie = Pt P =1, (5.11)
G = {P,;,‘,,e"‘"‘z“P,,me"““ - éw,,}_ (5.12)

De aqui para a frente, a repeticio de sub-indices implica na sua somatdria .
Note-se que a condigio alternativa que faz com que o determinante de & se
anule é

det § = 0.
Agora, j4 podemos reconhecer o operador de Bogomolny
Twn = r;,lneik'nhpmuei”nr, (513)
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que estd sendo representado na base das fungdes de Bessel .

Quanto 3 dimensio da matriz &, ela é dada pela expressio scmicldssica:
Dim= 2 fndpdg =25 =m ;7% <25, (5.14)

A matriz é finita e 56 depende do nimero de modos verticais com energia menor do que
E, pois s6 incluimos os modos reais.

Voltemos ac operador de Bogomolny (5.13) e verifiquemos as suas proprie-
dades [18]:

s Unitariedade

T = Pl etitmop givnx {Pn,,m,e *ot 8 Py e""""}t
=P;L e"’"‘mf‘P ew.nre wmrpf —21kmra(_pn )i (5_15)

= Pl e¥mep, Pl e dktwa(p L gt

Podemos ver que a condigdo que faz com que o operador seja unitario vai depender do
produte PP?. Vejamos que dentro dos limites atribuidos verifica-se que este produto é

aproximadamente diagonal. Segundo (5.8}
—<m,2|l,n > <m2\1n>l——P
ﬁ 1 1 ] ’ mn-

Substituindo estas expressdes na definicio
&

i
PmnP,L,,‘ = PpnPomt = . <m,2|L,n><n,1j2,m >}

£ Vn

Mas, segundo (5.7): v, = %(.m + % — mr). Dai que quando x> mm, nx ;

T
k= 2—J{,.z.& .
Com isto
T

m _ -
P P, 2 5 <M 2Ln><n 12 m = ol
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Disto segue que
p-! 2kt

i f
m Pl

Finalmente , ,
~ 25 2K
(Prm)! 2 —(Pha)!, = = Ponn,

o que reduz em (5.15) a 77t = I. Isto completa a demonstragio,
e Compasicio Linear
TonTowr = P,;‘lnez""““ Prnetn® P;";’eﬁhmrn Py r&n'™
—_— r;;"l;‘eiikmnpmn Pn:;' E2ilmum,n”E2ivnmr
= Pr:‘sln e2ikmc(5mm, P ot ehitann}

— Pjlettitndp,  oRityen)
Repetindo o processo { vezes, temos

TXTx - -T xT =T =Pl p, e,
e

n'm
1

(5.16)

(5.17)

Voltando & expressao (5.12), os autovalores semicldssicos sio dados pelos

zeros do determinante de §. Podemos avaliar este determinante pela expansao em série

de poténcias da matriz T, usando a férmula de Plemels-Smithies{38]:

L

det g(E) =det{T(E) -1}

= Ehico(-1)" mrom(T) =0.
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Oude, o M define a dimensfo da matriz T e

YT m-1 0 w0
T TrT m—2 .. 0
Tr?* TrT*  T9T . 0
am(T) = | . . . L (5.19)

Trr™ Trr™-t 7rI™2 | T

Aqui, o, representa a contribuigio de todas as trajetdrias periédicas que juntas cruzam
a secio de Bogomolny exatamente m vezes.

Resulta bem simples calcular ¢ Trago de T7,

T =%, Pn—"l'em'kmapmneiunx

as Em PmnP;,;eﬁ"”*°e‘(2‘+%)
(5.20)
= Zm immeﬁkmaei(2n+ £l

— zm Ezikmnes'(2n+';-).
Para chegar nesta expressdo recorremos a expressao (5.7)
v % (26 + %) - 2n,

com a qual ¢
£VnT oy es‘(2u+é}) R
Além disto, temos usado a propriedade de invarianca do trago frente a uma operacio de
cOmUtagao.
Deve-se acrescentar que tendo monstrado que o operador T segue a proprie-

dade de composigio(5.17), obtemos para

M
TTT‘ = Eleﬂik,,.ae!i(%-y\—-})_ (5.21)
n=
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Substituindo as expressoes (5.21) em (5.19} e este dltimo em (5.18) calculamos os auto-

valores semicléssicos de &,

5.2 A densidade cumulativa média
Seguindo Bogomolny]{18], ¢ possivel calcular & densidade cumulativa média
NE),

eﬁ*ﬁ(s) = det Tpin
= det Pl elkmap, et (5.22)

= [Hmew""“] det ;L det P, [[1.e™7].
Finalmente, tomande o logaritmo da expressio (5.22) obtemos

N(E) =4 {TH, 2hna + 54, 2003}
(5.23)

=1lyk, (kmn + Vm%)

Ainda, podemos levar a soma discreta em {5.23) numa expressao continua,
para isto faremos uso da férmula de soma de Poisson. Mas calculemos apenas o primeiro
termo que troca a soma discreta em (5.23) por uma integral. Obteremos assim a densidade

cumulativa média suavizada < N(E) > ,

+

< N(E) > =%f {\/(52—x2w2)a+(m+——:c7r)}
%{%arcsm’—"+ \/T]tH-(FH-’)I }IE

(5.24)
= —‘;{(a+ 2)f62 (3+2a)ﬁ+w}

=@+ HE- F-(3+2WE+]
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Aqui podemos identificar os termos, aproximados, de Weyl incluindo as suas corregoes

previstas segundo Baltes e Hilf[33]:

Area do bilhar A =a+ %,
Perimetro do bilhar £ =3+ 2g, (5.25)

Curvatura do bilhar X = %
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5.3 Resultados Numeéricos

Um fato importante nesta teoria é que os modos evanescentes, em ambas
regides, sao excluidos. Além disto, as fases das fungGes de Bessel foramn linearizadas (5.6)
e com isto conseguimos construir um operador de Bogomolny (5.13) aproximadamente
unitario (5.15) e que cumpre com a regra de composigao (5.17), como a construcio de
Bogomolny impds. E importante dizer que o fato de ter retirado as contribuigdes dos
modos evanescentes implicam na exclusdo das drbitas cldssicas do tipo bouncing ball
[24].Por idltimo, os autovalores sio calculados como fungioe do trago do propagador de
Bogomolny usando a expressio (5.18) .

Os primeiros resultados foram obtidos para um bilhar com pardmetroa = 1.
Na fig.(5.3) mostra-se a densidade cumulativa de estados e seu desvio entorno da densidade
cumulativa média. Esta iiltima ¢ calculada usando a expressao (5.23) e é representada
pela curva continua . A seguir, na fig.(5.4) apresentamos resultados andlogos, mas desta

vez para um estddio com parametro a = 5.
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Figura 5.3: A densidade cumulativa de estados (fig. superior, curva quebrada), erquanto
que a figura inferior mostra seu desvio em relacio & densidade suavizada de Weyl {curva

continua (fig. superior}) calculada segundo eq.(5.23), para o estddio coma =1,
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Figura 5.4: A densidade cumulativa de estados (Bg. superiror, curva quebrada), enquanto

que a figura inferior mostra seu desvio em relacio 4 densidade suavizada de Weyl (curva

continua (fig. superior)) calculada segundo eq.(5.23), para o estidio com a = 5.
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Discussoes e Perspectivas

A reformulagio da teoria de quantizagio semicldssica de Bogomolny[18, 19)
para ser exata, quanticamente, feita por Qzorio de Almeida {22}, nio depende da natureza
classica do problema. Dai que podemos usid-la independentemente do sistema ter uma
origem cléssica integravel ou nao.

No bithar do tipo segio circular, cap. 2, a escolha da segio de Bogomolny
radial permite-nos representar a fungdc de Green, em energia, em modos préprios radiais,
isto conduziu a quantizar primeiro o momento anguar. Nesta representagio especial o
operador de Bogomolny fica sendo diagonal, assim como acontece com o problema da
caixa retangular. (Quantizando o momentc angular os autovalores também podem ser

calculados usando a expressio mais geral, eq.(4.1)[29]:

VKT — 17 + varceos z- = (2n— l}% n>1€Z.

Este mesmo resultado foi obtido de forma direta por Robnik[39] e também por Boasman.
Este dltimo usou para isto 0 método semicldssico de integral de borda[40].

Estudando um bilbar circular, Prosen e Robnik[41] afirmam que é impossivel
conhecer individualmente os autovalores de um sistema quantizado usando métodos se-
micldssicos. Neste trabalho eles pretendem monstrar que a dispersio dos autovalores
semicldssicos com respeito acs exatos cresce com a energia. Aqui expressamos a nossa
discrepancia com ta! afirmacao. Verificamos computacionalmente que a formula (4.1} for-
nece bons autovalores, bem perto dos exatos, tal como foi verificado por Boasman[40].
Esta concordancia nos induziu a usar as aproxitnagdes assintGticas no capitulo 4.

Devemos acrescentar que o sucesso desta teoria em aplicagBes como a caixa
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¢ a prépria secio circular, dois sistemas separdveis, verificam que nesses casos a coudigio
de quantizagdo de Bogomolny & necesséria e suficiente. Testar esta teoria quantizando um
sistema cldssicamente caético foi outro desafio. Isto fez do estddio um excelente sistema
a ser estudado.

Podemos pensar no estddio como a jun¢do de um retingule e um quarto de
¢frculo. Cada um destes subsistemas separadamente é cldssicamente integrivel , mas o
conjunto nao necessariamente precisa sé-10[23]. Definir a se¢io exatamente na unido destas
duas regides permite-nos formular a teoria construindo explicitamente para cada regiao
uma fungao de Green representada em modos préprios. Assim, consegnimos estudar além
da teoria quantica os limites assintético e semiclassico. Uma outra vantagem do método
¢ que lida com matrizea de Bogomolny de dimenséo finita.

O uso de uma teoria completamente guantica para o quarto de estédio,
capftulo 3[42], ¢ um exemplo esclarecedor da teoria de Bogomolny para movimento
cadtico. Um fato especial é que a familia de érbitas do tipo bouncing ball runca cruza ou
toca a secao escolhida, mas isto é compensado pelo fato de que a 1ltima destas 6rbitas
realmente coincide com a se¢do.

Tanner[24}, seguindo Sieber et al.[43] e Alonso e Gaspard [44], sustenta que
ag 6rbitas bouncing ball podem ser totalmente subtraidas do espectro, porque o deter-
minante espectral fatora em duas partes e uma delas nunca zera. Mas este termo é
essencialmente aquela fungdo de Green que propaga livremente ao longo do tubo. Cer-
tamente, o espectro continuo resultante ndo contribue com autovalores discretos, mas as
.6rbitas bouncing ball n&o sio densas dentro do correspondente movimento cldssico. Por
esta razdao vemos que resulta dificil atribuir parte do espectro a estruturas cléssicas es-
pecificas: mudando a borda, pederos niio alterar certas orbitas, mas sim alteramos a
funcio de Green na qual as drbitas aparecem no limite semiclassico.

E de se observar que, 4 segao usada por 'I:anner ¢ perto suficiente 4s bouncing
ball para que as suas contribuigdes ndo recaiam completamente sobre os modos evanes-
centes, ausentes na aproximagho semicldssica empregada. Nossos resultados na fig(3.6)

mostram que a inclusio de modos nio oscilantes origina pequena correcdo nos antovalores.
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Se a secdo usada fosse um raio dentro do quarte de circulo, uma série de autoenergias
podia estar completamente ausente, dentro da teoria semicldssica. Pode ser interessante
verificar esta predigdo computacionalmente.

Mesme assim, os modos evanescentes contribuem uma componente signifi-
cativa as autofungdes dominadas pelas cicatrizes das bouncing ball tal como na fig(3.9).
Estes estados aparecem frequentemente perto da condicio de quantizagio k = mm, como
¢ esperado, contudo hd uma pequena componente aleatdria também. Em contraste , o
efeito dos modos ndo oscilantes sobre ¢ espectro de energia perto destes valores é as vezes
suprimido, como é mostrado na figura (3.6).

Note-se que hd uma singular correspondéncia entre o desaparecimento dos
modos nao oscilantes na regido anular da fig(3.2) com a supressio das bouncing balls
radiais, esmagadas quandoe o raio interno p —+ 0. Se considerdssemos o quarto de estddio
originado neste limite, o qual é necessério para a nossa construgio, obterfamos dois pontos
nos quais a borda junta linhas retas a circulos néo analiticamente, em vez de um. Assim
esperamos que o desacerto das fungbes de onda em ambos lados da sego, mostrado
na fig(3.10), seja mdximo perto de zero ou um, porque estamos fornecendo expressoes
analiticas em ambos lados da segio para fungoes de onda que ndo o sic, ao longo da
secao.

As formulas assint6ticas mostraram ser bastante eficientes. Um outro teste
nao trivial que mostra a validade delas é feito na segio 4.3.1 . As figuras: (4.1),{4.2)
e (4.3) mostram wm comportamento completamente andlogo aos seus similares, figuras:
(3.5),{3.8) e (3.7); obtidos na segio 3.4 . Na figura(4.5} compara-se estes resnltados com
08 resultados quénticos em unidades do espacamento médio. Observa-se que a dispersio
é bem comportada, em correta concordincia com os resultados de Boasman(40).

A formulagio completamente assintética, segio 4.3.2, onde usamos a mis-
tura de integrais exatas, eq.(4.8)-eq.(4.9), e aproximadas, eq.(4.29), para avaliar a grande-
za dos acoplamentos entre os diferentes modos, também rendeu bons resultados. Otimiza-
mos o tempao de computagdo. Além disto, os resultados mostrados nas figuras: (4.8),(4.11)

€ (4.12) estio em acordo com os seus correspondentes, figuras: (3.5), (3.7) e (3.9). A fi-
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gura {4.10) mostra que a dispersdc em unidades do espagamento médio concorda com o3
nossos resultados anteriores. Isto deu extrema confiabilidade ao nosso algoritme cons-
truido e permitiu calcular autovalores em regides de energia altas, como se mostra nas
figuras: (4.13), (4.14) e (4.15). Temos conhecimento de que existem bem poncos métodos
que conseguem lidar com este desafio[34].

Invocamos a estrutura das érbitas periédicas em torno da segdo a partir da
férmula exata, eq.(3.29). Isto nos permitiu levar ¢ problema bidimensional a um problema
em uma dimensdo. Neste s6 existe um tipo de drbitas periddicas, aquelas que batem ¢
refletem nos extremos do bilhar. Construimos um mapa semicldssico na representagio de
momentum; em condigdes bem mais gerais que as obtidas por Tanner[24], embora inter-
pretemos o movimento semicldssico de forma bem parecida com ele. Resgata-se que em
condigdes bem particulares monstramos que o operador de Bogomolny é aproximadamente
unitrio & cutnpre com a regra de composicao linear, em analogia com a ref.[24].

Neste mesmo limite semicldssico, conseguimos obter uma expressio para
a densidade cumulativa média de estados eq.(5.23) e a sua correspondente suavizada
eq.{5.25). E nesta tliima que sio reconhecidos os termos que definem, aproximadamente,
a geometria do bilhar que incluem as corregoes segundo Baltes e Hilf|33]. Destacamos a
simplicidade deste cdlculo, com a metodologia usada. Uzy Smilansky e Iddo Ussishkin na
tef. [45], descrevem a real dificuldade deste problema.

Gostariamos de explorar mais ainda este regime semicldssico. Segundo a
andlise aqui feita, efetuamos fortes aproximacgoes para chegar numa teoria semiclissica
‘usual. Seria interessante explorar regites de maior energia para ndo precisar efetivamente
dos modos nao oscilantes. Poderiamos também analisar com maior detalhe a influéncia
das contribuigdes periddicas em relagdo com as ndo periddicas no mapa.

Por outro lado, esta mesma metodologia abre a possibilidade de estudar
variagdes do problema por nos resolvido, dificilmente resolvidas por outros métodos, como

sio: Um estédio sujeito a um potencial constante na borda, ou uma particula num plano;
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sujeita a uma seqiiéncia de potenciais com o perfil de estddio

v 2 <0
Viz,y) =
{2+ 1 220,
onde n € Z.
Podiamos por a prova nosso algoritmo, estudando o mesmo sistema de Lin
e Jaffe[30], para investigar o problema de localizagio.
Finalmente, o método da segio é bem mais geral. A sua generalizagao para

lidar com sisternas nac separaveis pode ser mm dos desafios futuros.
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Apéndice A

Ortogonalidade das fungoes

carateristicas do operador L

Seja £ um operador de Sturm-Liouville
LY, (z) = &, [p(&)3:Ya(x)] - s(z)Ya(z) + Ar{z)Ya(z) = 0, (A1)

com autovalor A e fungio caraterfstica Y3 (x), restrita as condiges de Dirichlet nas bordas.
As funghes caracteristicas do operador £, para autovalores diferentes, sfo
sempre ortogonais duas a duas com peso r(z) .
Esta afirmagdo pode ser, facilmente, monstrada fazendo certas manipulagtes

sobre a equagdo acima {A.1} para chegarmos na seguinte expressao
_ b
1(2) Yy (2)0:Ya(z) ~ Ha(z)B:Yar (@2, = (N - 3) j; r@Ya(#Yu(z)ds.  (A2)

. &
Em A.2, o termo entre colchetes, & esquerda, & sempre nulo. Isso, pelas condigdes de

borda, Ya(zHo=ap = 0. Dai que
0=(¥-2) f ’ (2) Vi ()Y (z)dz. (A.3)
Escolhendo A* # A, néo nulos
[‘ ! r{@)Y) ()Y (@)dz = 0. (A.4)
Com isto finalizamos a demonstragéio.
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Apéndice B

Avaliacao aproximada das integrais

na se¢ao de Bogomolny

Faremos uma avaliagio aproximada das diferentes integrais que mudam as

fungbes senos para as fungdes de Bessel e vice-versa,

<ml2,m>"! =~ 2}':1: +W cos [ky — ¥ § — I]sin [may]dy
~ [ e {s’m (5 +mm)y — va§ - 4+ (B.1)

—sin [{(x ~ mn)y — 1§ - -’4'—]} .
Aqui temos substitufdo as fun¢des de Bessel pelas suas expressdes assintdticas, lineariza-
das.
+
Considerando que ¥ = mx, em B.1, a primeira integral 4 direita decai mais
rapido do que a segunda, por esta razio sé ficaremos com esta Gltima.

Uma outra consideracio a ser feita é que

A T
u,,,§+z=n—mr+§: (B.2)
isto faz com que pogamos substituir
. m L3 . K m --n
sin{{x — mm)y — g — :1-] == sin (V"E + Z) = (—1)™", (B.3)
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Com tudo isto a expressao B.1, escreve-se como

<n,12,m>"! %o+-[li-};;_j’é3y‘;dy

{B.4)
PO Y o ¥ il 2|y _r-%
~;L—.};—{1—\/, [1 —m‘}}
Da mesma forma podemos calcular a integral
<m12,m> %2 —he cos[ry - va§ — §]sin [mmy}ldy
a2 f_.!:, fln‘-y {sinf(n-i— mw )y - Y% 1}]4— (B5)
- gin[(k — mmy — v, % — {]} $av.
Usando a mesma série de aproximagdes feitas com B.1. Isto nos permite escrever
<mi2m> &Rl gty
(B.6)
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Apéndice C

Expressoes assintéticas para as

Fungoes de Bessel

Aqui fazemos um rdpido estudo das expressdes asintéticas para as Fungdes
de Bessel, para isto definimos z como a razdo x/v ; onde o numerador é o argumento e o
denominador é a ordem da fungio de Bessel[29).

Se substituimos z = 21 na equagio de Bessel
zﬂi.f {vz) + zi.f fvz) — 121 - A h(vz) =0 (C1)
dzz"" dz™ J
e definimos u(z) pela equagao integral
el z
vz} = oy el f u(z)dz}, (C.2)
para apos substitui-la na equacio C.1, obtemos
2 {u’(z) + uz(z)} + zu(z) ~ A{L — 2%) =0, (C.3)

De aqui em adiante podemos analisar duas situagbes 2 > lez € L.
A regido z < 1: Aqui assume-se que para ¢ grandes, u(z) é expansivel

numa série geométrica decrescente de v

u(z) = pttg + U + Hg/V + 1.&3/112 + —.y (04)
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onde u; ¢ uma funcao de z e é independente de . Substituindo esta equagio, C.4, em

C.3 e zerando os coeficientes das varias poténcias de i obtemos os diferentes uy

uy = V1< 2%z,
U = z/(l - zz)l

4x4s8
vy = gt
e = 4241023428
3T Te-AT
Apos integrar C.2 conforme a definigdo, obtemos que numa primeira aproximacio

z* exp (11 — 22)
V2u(l — 2P A(L+ V1= 2

A regidc z > 1: Fazendo a substituiciio z = sec 3 a expressio C.5 reescreve-

Jo(vz) =

(©.5)

s5¢ assim

2o0t B

v

exp{— P, +iQ,}, (C.6)

onde
P, =284 sec? B+ sec* ) + O(1/v*);

Qv =v(tan g — ) — ZL(2 + 3sec? B} + O(1/44).

Quando § — 7/2, estamos na regido desejada; af

P, -0,

@, = visecd—m/2).
Disto segue que

J(vsecf) = \/gf'j':icos(Q.: - %%
7

Y,(vsecd) = \fz%ﬂsin(Q,, -2
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O termo dominante nesta expansio C.7, pode ser escrito na forma

Jo(z) =M, cos(Q, -2
(C8)
Y(z) = M,sin(Q,— 1),

onde

— 2 .
My =iz

Q. =v7 1% — vl +varcsin(®).

A regido v = x: Expressando as fungdes de Bessel na sua forma integral
Ly =1 [ co{u(o - sin0)}ds + O(1/) (C9)
L ﬂ D 1

e fazendo a seguinte mudanga de varidvels: ¢ = 8 — sin 8, reescrevemos C.9 na forma

[ eostute - sinayyas = [ I(i)s(:l:: dd. (C.10)

Em C.10, a integral & direita, segundo o teorema de Bremwick[29), toma a forma

L0 2 [~ 67 cosvpap. ~ 2 P (1/3) cos(/6).
& / 62/3,1/:

1—cosf

Dai que

L)~ 33

QI8 178 (c1)
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Apéndice D

Integracao assintética pelo método

da Borda Estacionaria

Aqui avaliamos as Integrais, na se¢ao, pelo método da borda eslacionaria.

Para isto considere-se a expressio

[ ey, (D)

O cardter do integrando é decrescente a medida que y — oo, por esta razio pressupde-
se que s6 os pontos na vizinhanga da borda ,y = a, sio relevantes. Dai que podemos

expandir ¢ em torno de ¥ = @, até uma primeira ordem

fnmf(y)eiq(”)dy g fom fe"h‘*"f”dt. (D.2)
Esta integral {D.2) é simplesmente resclvida .
o _ 1 .
[ e ay = T (D.3)

Aqui assume-se que as fungles f = f(a), g =g(a) e ¢ = ¢'{a).
Com tudo isto, j& podemos lidar com as integrais
Vigm = 7 Ju(sy)sin(mxy)dy;
(D.4)
V2o = L L(&y) sin(m'rry)ff,
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que podem ser reescritas, de modo geral, como
1 o ity _ e
Vim =39 [ Aly} {70 — e @}, (D-5)

Onde
Viam ;A(y) = ‘M(y)

Vaum ;Aly) = ¥

) = Q) — 7 £ mmy.

Calcula-se V,,, com ajuda de D.3 , disto resulta

Vom = Aly) {?8:«# sin(g™ + %) + ﬁsin g+ %)}Lzl . (D.6}

Note-se que
sin (g*(1) + -12[) = cos(g*(1}) =0,

disto segue que V,,,, = 0.
Faremos a mesma andlise para tratar cs modos evanescentes. As integrais

a ser avaliadas s3o similares com as integrais em D.4, é 56 substituir J, — J, dada por
_ 2 _ 2 T
Tolw) = ,/W—Ey sin{s(1 — 4)) = |/ 7 cos [(1—9) - 5. (D.7)
Assim, a integral! genérica a ser resolvida é
o0 . 71 .
Vorm = fl Ay) cos [n(l —y) - 5] sip (mzy)dy. (D.8)

Esta integral é completamente andloga com A integral D.5, antes resolvida, dai que para

avalid-la analisamos apenas as suas fasesem y =1
sin[q*(y)+£]‘ = sin [x(1 —y)—i:l:rmrJrE]‘ =0.
2 y=1 2. 2 y=1

Isto faz com que a integral Vo, D.8, seja também nula.
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