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Resumo

Apobs apresentarmos uma revisao dos principais modelos teoricos para o movimento Brow-
niano, consideramos em particular o caso de uma particula Browniana carregada sob acao de
campos elétrico e magnético. A obtencao de uma solucao analitica para este caso, resolvendo a
equacao de Kramers para a distribucao de probabilidades de uma particula no espaco de fase,
foi sugerida em 1943 por Chandrasekhar, mas até os anos noventa do século passado, o pro-
blema foi raramente considerado na literatura. Obtivemos a solucao fundamental exata deste
problema, e analisamos algumas aplicacoes. Consideramos uma classe particular de solucoes,
aquelas com perfil inicial Gaussiano (no espaco de fase), sendo a solu¢do uma convolucao de
Gaussianas (a solu¢do fundamental ou propagador, e o perfil inicial). Calculamos algumas
grandezas hidrodinamicas e termodinamicas a partir da expressao exata para a distribucao de
probabilidades de uma particula Browniana, a saber, a densidade de particulas, as densidades de
fluxo de particulas, de energia, de fluxo de energia, de entropia e também a temperaura efetiva
do gas Browniano, que pode ser obtida a partir das densidades de particula e energia cinética.

Publicamos em 2005 a solucao fundamental exata e algumas aplicacdes no regime assintotico.
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Abstract

After presenting a sketch of the several theoretical approaches to the Brownian motion
model, we consider a charged Brownian particle under electric and magnetic fields. A path
to solve analitically Kramers equation, for the particle distribution probability in phase space,
was suggested in 1943 by Chandrasekhar, nevertheless until the nineties of last century, this
problem was rarely considered. We present the exact fundamental solution and analyze some
applications. We consider a particular class of solutions, namely, with a gaussian initial profile
(in phase space), thus the resulting solution is a convolution of gaussians (both the fundamental
solution or propagator, and the initial profile). Then we compute some hydrodinamical and ther-
modynamical densities from the exact expression for the probability distribution of a Brownian
particle, for example, particle density, matter flux density, energy density, energy flux density,
entropy density, among others, and some derived quantities suchs as the effective temperature of
the Brownian gas. In 2005 we published part of these results, namely the fundamental solution

and some application on the asymptotic regime.
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Capitulo 1

Introducao

Iniciamos este capitulo fazendo uma breve revisao historica do Movimento Browniano,
objetivando contextualizar os resultados por nés obtidos e divulgados em um artigo publicado

em 2005 [1], bem como fazer uma revisao do estado da arte de maneira geral.

O interesse em se estudar movimento Browniano estd ligado ao fato de que na natureza
observamos comumente o fenémeno da difusao ou dispersao em fluidos devido & colisoes da
denominada particula Browniana com as moléculas que compoem o fluido. O estudo de tal
movimento é um toépico classico em mecanica estatistica e tem aplicacoes em diversas areas da
fisica e de outras ciéncias, tais como em biologia [2, 3, 4|, quimica [5], financas [6], e outros

campos |7, 8, 9.

Chamamos de movimento Browniano, o movimento aleatorio que pequenas particulas apre-
sentam quando imersas em um fluido. Este tipo de movimento era bem conhecido dos bidlogos
que ja tinham observado o movimento de particulas organicas em fluidos, e que achavam que
tais movimentos tinham um carater especificamente organico. Essa idéia permaneceu até que o
botanico escocés Robert Brown relatou em 1828 o mesmo movimento para particulas de matéria

inorganica.

Robert Brown foi um dos maiores botanicos da Inglaterra em sua época. A ele atribui-se



a descoberta do nicleo das células das plantas e também a classificagao de diversas espécies
de plantas. Em 1828, Brown escreveu um artigo intitulado “A brief account of microscopical
observations made in the months of June, July and August, 1827, on the particles contained in
the pollen of plants; and on the general existence of active molecules in organic and inorganic
bodies” [10, 11], em que descreve suas observacoes sobre o movimento de poélens de plantas
em um meio liquido. Segundo o artigo, enquanto examinava a forma destas particulas imersas
em agua, ele observou muitas delas em movimento, trocando de lugar no fluido e até girando
em torno de seu eixo. Depois de observacoes repetidas, Brown percebeu que tais movimentos
nao surgiram de correntes no fluido, nem de sua gradual evaporagao, mas pertenciam a propria
particula. Brown, entao, examinou particulas de vérias outras plantas (inclusive de plantas que
haviam sido preservadas num herbéario por cerca de um século), e observou movimentos similares
em todos os casos. Repetiu as observagdes para materiais inorganicos (fragmentos de vidros)
que apresentaram o mesmo comportamento observado para materiais organicos, transferindo

assim o problema do campo da Biologia para o campo da Fisica [10].

Apos a observacao de Brown, nos trinta anos que se seguiram, nao houve interesse significa-
tivo por suas observagoes. Mas com o desenvolvimento da Termodinamica e novo interesse pela
teoria cinética dos gases por volta de 1850, houve um novo estimulo para pesquisas relacionando

calor e movimento microscopico.

Christian Wiener ¢é citado por alguns escritores [10] como o primeiro a associar o movimento
Browniano ao movimento das moléculas num liquido, entretanto para ele a matéria consistia
de d&tomos materiais e também de dtomos de éter e o calor seria a energia cinética de ambos
tipos de atomos. Giovanni Cantoni também atribuiu o movimento Browniano aos movimentos
térmicos no liquido dizendo que tal fenomeno constituia uma bela demonstragao experimental
dos principios fundamentais da teoria mecéanica do calor (a honra do descobrimento da causa

verdadeira do movimento Browniano também tem sido atribuida a ele).

Sumarizando a situagao, em 1878 o movimento Browniano estava se tornando largamente

conhecido e enquanto uma minoria dos cientistas da época ainda atribuia sua causa a efeitos
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elétricos ou osmose, a maioria parecia pensar que ela deveria estar conectada a movimentos
moleculares térmicos. Apesar disso, ainda nao havia uma teoria quantitativa que pudesse testar
a observacgao do fenomeno [10]. Ainda assim, até 1879 nao houve muita atengio para desenvolver
uma, teoria quantitativa do movimento Browniano, baseado na teoria atomico-mecanica do
calor. Uma curiosidade é que neste periodo houve uma completa auséncia de publicacoes sobre

movimento Browniano pelos tedricos cinéticos Clausius, Maxwell e Boltzmann.

O tratamento quantitativo definitivo para o fendémeno do movimento Browniano sé veio
com o trabalho de Einstein em 1905 [12]|. Einstein usou uma equagao de difusio cuja solucao
da a probabilidade de distribuicao de particulas no espaco e no tempo, e através desta, obteve
o deslocamento quadratico médio da particula como uma funcao do coeficiente de difusao.
Ora, este resultado relaciona o deslocamento médio da particula ao diametro da molécula no
fluido, ou seja, quanto menor o didmetro da molécula, menor o deslocamento da particula.
Portanto, segundo a relagao obtida, o proprio fato de a particula se mover implicava na existéncia
das moléculas. Resumidamente, podemos ver que Einstein resolveu o problema Browniano
associando a lei de Stokes (que pressupoe uma forga de atrito atuando sobre a particula) a difusao
aleatoria da velocidade da particula [12, 13]. Mais tarde, Jean-Baptiste Perrin realizou um
experimento validando a relacao obtida por Einstein e confirmando definitivamente a proposta
atomista [14]. Ha de se citar aqui, mesmo que ndo muito conhecido, que o australiano William
Sutherland, ja havia obtido a relacao de difusao obtida por Einstein, apresentando-a no ano de
1904 na conferéncia ANZAAS na Nova Zelandia [15, 16]. Sutherland publicou sua relagao de
difusdo em uma revista internacional de Fisica [16] em 1905, alguns meses antes do resultado

de Einstein ser publicado.

Um outro cientista, Paul Langevin, contemporaneo de Einstein chegou ao mesmo resultado,
mas por outro caminho. Langevin raciocinou sobre a segunda lei de Newton. Ele imaginou a
particula inicialmente em repouso e uma forca sendo aplicada a ela. Devido ao atrito com o
fluido, a particula deveria cessar seu movimento em algum tempo, mas como isso nao era o

observado, Langevin supos que deveria existir alguma outra forca, além do atrito, imprimindo



movimento a particula |13, 17]. Assim, ele propos a conhecida equagdo de Langevin. Resolvendo
tal equacao, Langevin obteve o deslocamento quadratico médio de uma particula Browniana
num fluido, que coincide com o resultado de Einstein. Quanto a forca adicional, sugerida por
Langevin, também chamada de forca flutuante, nao é possivel afirmar sua forma precisa, mas
podemos atribuir-lhe propriedades estatisticas. Outra caracteristica da forca referida é que
existe uma relagao entre ela e o termo dissipativo, relacao também conhecida como teorema da
Flutuagao-Dissipagao [18], que explicita a relagao entre a dissipagao e as flutuagdes do sistema
considerado. A abordagem de Langevin para o problema foi feita no espaco de velocidades,
considerando como é o comportamento da velocidade média no tempo, e usando médias para
isso. Existe uma abordagem para o problema no espaco de velocidades, assim como a de
Langevin, mas com um cardter mais probabilistico (considerando a probabilidade de que no
tempo t, a velocidade da particula esteja entre v e v+dv). Essa abordagem é feita através
da equacao de Fokker-Planck [19], cuja versdo no espago de fase é conhecida como equagao de
Kramers [20]. A equagdo de Kramers para a particula Browniana livre (sem forgas externas)

foi resolvida analiticamente por Chandrasekhar [19], em 1943.

No presente trabalho, resolvemos a equacao de Kramers para uma particula Browniana
carregada, sob acdo de campos magnético e elétrico externos. Antes de nosso trabalho, uma
solucao exata para a equacao de Kramers, considerando um sistema assim, nao tinha sido
possivel. A equacdo considerando apenas campo magnético foi solucionada exatamente [21] e
para campo elétrico também [22]. Mas até aqui ninguém havia publicado a solugao considerando
ambos campos, simultaneamente. Assim sendo, o objetivo do presente trabalho é propor uma

forma de resolucao exata para tal sistema.

Sistemas Brownianos em que campos externos estao presentes, podem ser bem ilustrados
com aplicagoes recentes como o caso dos motores Brownianos. Trata-se, resumidamente, de um
sistema em que uma particula Browniana se encontra sob um potencial dependente da posicao
(tipicamente, uma equagao de Langevin com campo externo). Neste caso também, ocorre perda

de energia por atrito e o ganho de energia via forca estocastica e ambos sao compensados em



média. Entretanto, em adicao a esta dinamica, a particula absorve energia do meio que pode
ser armazenada num deposito interno. Além disso a energia interna pode ser convertida em
energia cinética a uma taxa dependente da velocidade. Também existe uma dissipacao interna,
que se assume ser proporcional & energia do deposito. A conversao de energia resulta em uma
aceleragao adicional da particula Browniana na direcao do movimento e este termo é adicionado
a equacao original de Langevin que se analisada agora, preserva a mesma forma da equagao
inicial (apenas com os termos disssipativos, flutuante e de campo externo), entretanto com uma
pequena diferenca na constante de atrito. Esta agora inclui um termo dependente da velocidade.
Portanto, o valor do coeficiente de atrito muda de acordo com o valor da energia interna do
deposito (que por sua vez é uma funcao da velocidade). Neste caso, o novo termo de atrito
pode assumir um valor negativo, o que implica que a particula ¢ impulsionada com energia,

funcionando como um motor [23] e dai o termo motor Browniano.

No Capitulo 2 desta tese, apresentamos a teoria base para este trabalho, incluindo os
resultados de Einstein, Langevin e uma introduc¢ao mais detalhada a equacao de Fokker-Planck
(equacao de transporte associada a equagao de Langevin no espaco de velocidades), a equagao de
Kramers (equagao de Fokker-Planck no espaco de fase) e a equacdo de Smoluchowski (equagao
de Kramers no regime assintotico ou de tempos longos, também equivalente ao caso de grande
atrito). Também apresentamos, no caso da equacao de Kramers, sua resolu¢ao como proposta

por Chandrasekhar e algumas aplicacoes derivadas dessa.

No Capitulo 3 desenvolvemos a solucao exata para a equacao de Kramers, para uma
particula Browniana carregada e sob a agao de campos externos (elétrico e magnético), lem-
brando que a solugao fundamental ou propagador (solugao com perfil inicial de Delta de Dirac)
foi aplicada a uma classe particular de solucoes, a saber, aquelas com perfil inicial gaussiano (no
espaco de fase). Alguns detalhes sobre os calculos que figuram nesse capitulo sao mostrados no

Apéndice A.

No Capitulo 4 aplicamos os resultados obtidos no Capitulo 3, calculando na primeira parte

algumas grandezas hidrodinamicas e termodinamicas, a saber, as densidades de particulas, de
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fluxo de particulas, de energia, de entropia, além da temperatura efetiva do gas Browniano. As
deducoes e detalhes técnicos sobre convergéncia numérica, relativos as expressoes obtidas, sao
incluidas no Apéndice B. Alguns do nossos resultados sao apresentados em graficos, que sao
analisados segundo sua evolugao no tempo e espaco e comparados ao resultado esperado para o

caso de equilibrio local.

No Capitulo 5 apresentamos as conclusoes de nossos resultados e perspectivas de trabalhos

a serem desenvolvidos.

Apos o Capitulo 5, seguem os apéndices, as referéncias e uma se¢ao de anexos que contém
copia do artigo publicado (ref. [1]), onde apresentamos a solu¢ao fundamental e algumas apli-
cagOes no regime assintotico, e um artigo que foi aceito para publicacdo na revista Physica A,
onde alguns resultados deste trabalho foram utilizados. A referéncia |1] tem sido citada onze

vezes na Literatura (referéncias [24] & [34]), destacando o carater pioneiro de nosso trabalho.



Capitulo 2

Teoria do Movimento Browniano

Robert Brown em 1827, foi o primeiro pesquisador a constatar que os movimentos irregu-
lares de todos os tipos de pequenas particulas em fluidos tém uma causa fisica e nao biologica,
como se pensava até a época. O que Robert Brown mostrou foi que a matéria, organica ou
inorganica, imersa num fluido (solvente), pode ser entendida como composta de particulas pe-
quenas que exibem um mesmo tipo de movimento aleatério no solvente, movimento denominado
doravante de Browniano. Estudos posteriores foram corroborando a idéia de que a matéria era
composta de pequenos entes indivisiveis ou atomos, nao sendo, portanto, continua. Aceitar
que o movimento das particulas era fruto de agitacao térmica de moléculas que compunham
o meio no qual as pequenas particulas estavam imersas, em ultima anéalise, era validar a pro-
posta atomista. Isto de fato veio a acontecer definitivamente com o trabalho quantitativo
sobre movimento Browniano que foi elaborado por Einstein e apresentado como sua tese de
doutorado em 1905. Obtendo uma relacao entre o tamanho das moléculas e o0 movimento das
particulas suspensas, Einstein possibilitou a Jean-Baptiste Perrin a comprovagao experimental
da natureza discreta da matéria. Embora este trabalho de Einstein seja muitas vezes citado
como o primeiro, sabemos, como mencionado na Introducao, que W. Sutherland publicou re-
sultados semelhantes alguns meses antes, e que Bachelier havia proposto resultados similares

em 1900, quando estudou a flutuacao de precos na bolsa de Paris. Outro trabalho semelhante



ao de Einstein foi desenvolvido por Marian von Smoluchowski [35] e publicado em 1906. Nas
abordagens de Einstein e Smoluchowski, o movimento Browniano é visto como um problema de
flutuacoes randomicas e validas somente quando ignorados os efeitos que ocorrem em intervalos
de tempo da ordem do tempo de colisao. Para tratamentos mais gerais, podemos recorrer ao
trabalho de Langevin que também propds um tratamento para o fené6meno Browniano baseado
na segunda lei de Newton (a abordagem de Einstein incluia uma distribuigdo de probabilidade
no espaco de coordenadas, enquanto que Langevin obteve a versao estocéstica da segunda lei
de Newton, no espaco de velocidades) [36]. A abordagem de ambos considerava uma particula
em um meio, livre de forcas externas. Uma versao em forma de equacao diferencial parcial, da
descricao do movimento Browniano de uma particula livre no espaco de velocidades, foi obtida
por A.D. Fokker e posteriormente, uma discussao mais geral foi proposta por M. Planck ([37] e
[38]). J& a versao diferencial na configuracao espacial foi proposta por Smoluchowski, desta vez

em 1915 [39].

Uma outra abordagem foi proposta por Kramers [20], no espaco de fase, incluindo a pre-
senca de forgas externas. Em particular, esta abordagem encontra muitas aplicacoes no campo
da fisica, por exemplo o caso de uma particula Browniana carregada sob acao de campos elétrico
e magnético externos e neste contexto, se situa nossa tese. Obter uma solugao exata para tal
sistema é de grande relevancia pois, além de servir como ponto de partida para problemas mais
complexos, nos permitiria calcular quantidades interessantes como as densidades de diversas
grandezas como: o fluxo de particulas, a energia cinética, a entropia e também a pressao local,
bem como buscar possiveis aplicacoes em outros campos do conhecimento como na biofisica,
por exemplo estudando motores moleculares. Neste capitulo, revisamos as descricoes essenciais
e classicas do movimento Browniano, a saber, as teorias desenvolvidas por Einstein, Langevin,

Smoluchowski e o formalismo de Fokker-Planck e Kramers.



2.1 Modelo de Einstein

Apesar de sabermos, como ja introduzido no capitulo anterior, que Einstein nao foi o
pioneiro a desenvolver uma teoria formalmente correta para o problema Browniano, ainda é
comum referenciar seu trabalho de 1905 como o introdutoério neste contexto. Sendo assim,

expomos a seguir, de forma breve, o desenvolvimento de Einstein para o problema.

Consideremos algumas particulas espalhadas irregularmente em um liquido (homogéneo),
tal que o tamanho de tais particulas nos permita observar seus movimentos através de um
microscopio. As particulas descreverao movimentos irregulares do tipo Browniano. Supondo
que os movimentos irregulares observados para as particulas surjam do movimento (térmico)
molecular, teremos um processo de difusao. Assumimos também que cada particula executa
um movimento independente do movimento das outras particulas, e que o movimento de uma
particula em dois intervalos de tempo diferentes sao processos mutuamente independentes. A

partir da equacao de difusdo (unidimensional) [13]

Of (z,t) D82f (x,1)

ot or? '’

(onde D é o coeficiente de difusao e f (z,t) é a funcao distribuicdo de particulas no espago
e no tempo), é possivel obter uma solu¢do denominada fundamental como sendo a gaussiana

normalizada

Esta solucao mostra como a distribuicao de particulas se espalha no tempo, com a condigao

inicial f (z,t = 0) = §(x) e a condigdo de contorno f (z — Fo0,t) — 0.

De posse dessa funcao de distribuicao, podemos calcular o deslocamento quadréatico médio



“+o0o
(%) = / 2 f (z,t)dx = 2Dt (2.1)
e definir o deslocamento médio da particula sob a forma

A = \/(22) = V2Dt. (2.2)

Além disso, para relacionar a difusao no liquido (devida a agitagao térmica das moléculas)
ao deslocamento observado para a particula, Einstein obteve uma relacao entre o coeficiente
de difusao D e a mobilidade das particulas suspensas, considerando que a particula de raio p,
imersa no liquido de coeficiente de viscosidade 77, movendo-se sob a acao da forca gravitacional
P, experimentara uma forga oposta de origem hidrodinamica (dada pela Lei de Stokes). Quando

esta forca equilibrar a forca gravitacional P, a particula caird com velocidade limite igual a

P

UOZFW.

Se n é o numero de particulas por unidade de volume, entao nvg é o niimero de particulas que
passam por unidade de area e por unidade de tempo, sob acao da gravidade. Sabendo que D é
o coeficiente de difusao da particula suspensa, entao, devido a difusao, o nimero de particulas

que passa por unidade de area no tempo é

on
—D—.
Ox
No equilibrio dinamico temos
P
nvg = B —Da—n. (2.3)
6mnp Ox
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Desde que no equilibrio a densidade de particulas sob acao da gravidade varie segundo a dis-
tribuicao

P(x—xO)NA}’ 2.4

n = ngexp {— AT

onde N4 é o nimero de Avogadro, T' é a temperatura e R é a constante universal dos gases,

podemos substituir a equagao (2.4) na equagao (2.3) chegando & expressao

RT 1
D= ——— 2.5
N, 6mnp (2:5)

onde o termo 67np é chamado de mobilidade. Ou seja, Einstein concluiu que o coeficiente
de difusao depende apenas do coeficiente de viscosidade do fluido e do tamanho da particula

suspensa.

Utilizando a equacao (2.5) na equagdo (2.2), é possivel obter o deslocamento médio da

IRT 1
Ap = 4| ——L. 2.6
Ny 3mnp ( )

O coeficiente de viscosidade do fluido 1 é proporcional ao inverso do quadrado do didmetro

particula

da molécula (até entdo hipotética) que constitui o fluido. Portanto, Einstein chegou a uma re-
lacao entre o deslocamento médio da particula Browniana e o diametro das moléculas do fluido,
sendo que quanto maior tal diametro, maior o deslocamento da particula Browniana. Ora, tal
constatacao teorica implicaria no fato de que se as particulas Brownianas se movem (o que era
observado experimentalmente), entdo as hipotéticas moléculas existiriam. Este foi o argumento
cabal para a comprovagao da hipdtese atomista e pode-se dizer também que é o que torna este
trabalho de Einstein extremamente importante para o contexto da Fisica como um todo. Outro

feito importante, ligado a este trabalho de Einstein, foi a possibilidade do calculo do niimero de

11



Avogadro. Einstein calculou o mesmo, utilizando a equagao (2.6), entretanto obteve um valor
cerca de 3 vezes menor que o correto (como foi averiguado depois). Tal diferenca em seu resul-
tado foi devida ao uso de um valor errado para o coeficiente de viscosidade, que foi corrigido

em trabalhos posteriores.

2.2 Equacao de Langevin

O tratamento proposto por Einstein considerava como variavel a coordenada da particula.
Langevin, por sua vez, sugeriu um método alternativo ao de Einstein, através das equagoes de
Newton, ou seja, considerou as mudancas na velocidade da particula devido as colisdes entre a

particula Browniana e as moléculas do fluido que o encerra.

Como mencionado anteriormente, o movimento das particulas Brownianas é mantido pelas
flutuacoes nas colisoes com as moléculas do meio no qual estao imersas. Nao havendo, portanto,
qualquer forca externa, Langevin propos uma equagao fenomenolégica para uma particula livre,

que pode ser escrita como

mo = —Fg + F(t). (2.7)

Portanto, como Langevin sugeriu, a influéncia do meio na particula pode ser dividida em duas
partes: uma parte deterministica (ou sistemética), que representa a for¢a de atrito ﬁs que
a particula Browniana experimenta e uma parte estocéastica (ou termo flutuante), devida a
forca flutuante F(t), que caracteriza o movimento Browniano. O termo de frenamento (ou de
atrito)ﬁg é dado pela Lei de Stokes, a qual estabelece que a forca que desacelera uma particula

esférica de raio p e massa m em um fluido ¢ dada por

Fg = mI'¥ = 6mpn7, (2.8)
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onde T" é denominado constante de dissipagao (damping) da equacao de Stokes e 1) é o coeficiente

de viscosidade do fluido, como definido na secao anterior.
Para a parte flutuante, duas suposicoes sao utilizadas:
i) <ﬁ(t)> = 0, ou seja, a for¢a média devida as colisdes ¢ nula.

ii) <ﬁ(t)ﬁ(t’)> = C0 (t —t'), ou seja, colisdes sucessivas sao independentes (ndo tém memoria),
onde C' = 6mI'kgT caracteriza a intensidade das flutuagoes (ruido), sendo kp a constante de
Boltzmann e T a temperatura do fluido. O valor de C é calculado mediante a validade do
teorema da equiparticao de energia para tempos longos. A relagao entre as flutuagoes (C) e a

dissipacdo I' é o famoso teorema da flutuagao-dissipacao [13].

A suposigao 1) implica que a forga média exercida sobre a particula Browniana nao tem uma
direcao privilegiada, enquanto a segunda suposicao implica que a particula nao tem memoéria

das colisoes sucessivas.

A aceleragao flutuante das particulas Brownianas, devida a presenga de F'(t), é essencial-
mente randdémica, no sentido de que as particulas Brownianas tendo as mesmas coordenadas
e/ou velocidades iniciais, sofrerdo aceleragoes que diferirdao de particula para particula, tanto

em magnitude, quanto em sua dependéncia do tempo.

O procedimento utilizado por Langevin objetivava, assim como Einstein, o deslocamento
quadratico médio da particula Browniana. Podemos fazer o mesmo, reescrevendo a equagao

(2.7) para o caso unidimensional, como segue

)

#=-Ti+ (2.9)

sendo que I' & definido na equagao (2.8), e & denota a velocidade da particula. O termo F' (t) /m

é denominado ruido branco estocéastico.
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Multiplicando ambos membros da equagao (2.9) por z, temos que:
F(t)

xi = —lat +rv——= (2.10)
m

e considerando as relagoes

d 2

d—"'; = i
d2 2

d; = 20 + 2ud = 2 (i) + 2%

obtemos

L Lda*
8= 5y = ()% (2.11)

A equagdo (2.11) pode ser escrita em fungao da equagao (2.10) como

d?x? 9 dz? 2
—2(2)" =—-T—+ —xF(t
gz @) ar ttE W
que apo6s tomarmos a média, resulta
d? (x?) d{z?) 2
—2(i*) =T — (zF(t)) . 2.12
L —a(aty = 1S 4 2 wry) (212)

Usando a relagao da equipartigao de energia m (i?) = kgT e considerando que (xF(t)) = 0

podemos simplificar a equagdo (2.12)
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d* (x?)
dt? dt

2
— ZkgT =0, (2.13)
m

onde definiremos ¢ = 2kgT /m.

A solugao da equagao (2.13) para o deslocamento quadrético médio (z?) pode ser obtida

M@

d

mais facilmente pela transformacao de varidvel = y de modo que a equagao (2.13) se torna:

y+Ty—c=0. (2.14)

Fazendo 3y = 'y — ¢, temos que ['y = 3/ e portanto,

y+Ty =0,

que resulta ¢’ = Ae " (A constante).

Considerando que em ¢t = 0, y (0) = 0, temos que

t=0= 4y (0)=A=Ty(0)—c=A = A=—c

-

Substituindo a solucao y' (t) = —ce " na equagao y' = I'y — ¢, obtemos

2kgT It
= 1— : 2.15
y=—TF,—(1—=¢") (2.15)
Lembrando que y = @, temos
= 1—
dt I'm ( ¢ )

15



que integrando de 0 a t, resulta na solucdo da equagao (2.13):

2kpT

<x2>—— { %;(eft—-l)}. (2.16)

Fazendo uma anélise nos limites de tempo, temos os dois casos a seguir:

Se t — 00, temos que o deslocamento quadratico médio é proporcional ao tempo

2 k;BT 1kBT
I m 37rp77

(@) =

onde utilizamos o valor de I' definido na equagao (2.8). Se compararmos a expressao acima a

expressao (2.1), obtida por Einstein, verificamos que

kgT
67 pn

D=

é o coeficiente de difusdao obtido no método de Einstein (primeira versao do teorema de flutuacao-

dissipacdo).

Se t — 0, expandimos a exponencial da equacao (2.16) em uma série de Taylor em torno

de t = 0, obtendo

2k: T 2]{: T ? s
2 B B r 2 3

Desprezando os termos superiores a t3, temos aproximadamente

(o) =28
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que nos mostra que para tempos curtos, o deslocamento quadratico médio nao depende da na-
tureza do fluido (independe de T' e consequentemente de 1), ou seja, a dindmica em tempos
curtos é guiada pelo movimento inercial da particula (antes de qualquer influéncia externa), o

que é conhecido como regime balistico.

2.3 Equacao de Fokker-Planck

Uma equacgao de transportes no espaco de velocidades

A toda equagdo de Langevin (equacdo diferencial estocastica para a velocidade ¥) cor-
responde uma equacao diferencial a derivadas parciais que determina a evolucao temporal da
distribui¢ao probabilistica de velocidades f (v,t). Tal equacao diferencial, deterministica (nao
estocastica), é conhecida como a equagao de Fokker-Planck e descreve como a distribuigao de
probabilidades evolui para o equilibrio (regime assintético) ou outro estado estacionéario. No
caso de equilibrio termodinamico, a solucao assintotica da equacao de Fokker-Planck corres-
ponde a distribuigdo de Maxwell-Boltzmann [40]. Conhecendo a solugao para todos os tempos,
temos acesso a toda a histéria da evolugao temporal das probabilidades, e podemos analisar
assim como o sistema converge para o equilibrio final ou outro estado estacionéario se for o caso.

A seguir apresentamos uma dedugao da equacao de Fokker-Planck.

A probabilidade de encontrar a particula com velocidade v, no tempo t + 7, satisfaz ([13])
a lei de evolucao (o tempo 7 é suficientemente pequeno, permitindo assim uma expansdo de

Taylor e suficientemente grande tal que permita varias colisoes)

fo,t+71)= +oof(v—A,t)¢(v—A,A)dA, (2.17)

—0o0

onde ¢ (v — A, A) é a densidade de probabilidade de que a particula de velocidade v— A seja en-

contrada com uma velocidade A. Expandindo f (v,t + 7) em tornode 7e f (v — A, t) ¢ (v — A, A)
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em torno de A, temos:

f(v,t—l—T):f(v,t)+7%+%%+... (2.18)
0 A? 9?
f(v—A,t)gb(v—A,A):f(v,t)¢(v,A)—A%+7%. (2.19)

Tanto 7 quanto A sao considerados grandezas pequenas, tal que podemos desprezar os
termos de ordem superior nas equagoes (2.18) e (2.19). Substituindo as equagoes (2.18) e (2.19)

na equagao (2.17) obtemos

of rorf [T d(fo) | A20%(f9)
f(U,t)‘f‘TE‘l—EW = /OO |:f(U,t)¢(U,A)—A BN +7 902 :|dA
+o0 o +o00
= Jt) [ ¢(U,A)dA—%[f : A¢(U,A)d4

+§—; {f (0,1) /M %%@,A) dA] .

—00

Considerando que a probabilidade é normalizada e nomeando os termos entre colchetes

(denominados respectivamente de primeiro e segundo momento da distribugao ¢) temos que

- ¢ (v, A)dA =1 (2.20)
%/w A¢ (v, A)dA = <AT(U)> = M, (v) (2.21)
%/_ﬁo %2¢(U,A) dA = <AZ$})> = M, (v) (2.22)
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obtemos a conhecida equacao de Fokker-Planck para a distribugao f:

of (v, t) 0 0?

S8 My (0) f (0,8)] = 5 (M (0) £ (0,)] = 0. (2.23)

Na equagao (2.23), M, (v) é chamado termo de arrasto e M (v) é chamado termo de difusio

(no espago de fase).

Podemos aplicar a equacao (2.23) ao caso do movimento Browniano, usando para isso a

expressao de Langevin. Para calcularmos M; (v), consideramos a equagao de Langevin

dv
— =-T A 2.24
e 10} (2.24)

onde A(t) = F (t) /m, T'= X/m é a constante de dissipa¢do ou amortecimento (damping), A é

o coeficiente de atrito e F'(t) é a for¢a randdmica.

Integrando a equacao (2.24) no tempo de t a t + 7, obtemos

w(t+7) —v(t) = —Tw ()74 /t Ay ar (2.25)

Chamando A = v (t + 7) — v (1), vemos que a média temporal da equacao (2.25) satisfaz a

relagao
(wit+71)—v(t)=(A)=-Tv(t)T,

que substituido na equagao (2.21), resulta a expressao para o termo de arrasto




Para calcular Ms(t), podemos usar a equagao (2.25) para calcular A%

t+T7
A? = (Twr)® — 2Fv7‘/ A)dt + G? (1), (2.26)
t

onde Gy (1) = [T A(t) dt.

t
Tomando a média (A?) na expressao (2.26), observamos que o segundo termo do lado
direito da equacao se anula, pois estamos assumindo que (A (¢')) = 0. Além disso, como 7 é

. 2 ~
muito pequeno, o termo (I'v7)” pode ser desprezado, resultando apenas na expressao

(8 =(czmy= [ [ | aeaey dt"] .

Assumindo que a for¢a randémica F'(t), ou ainda, A (t) esta correlacionada instantanea-

mente pela relacao (A (t') A (t")) = 2D (t' — t"), entdo

my =8 _p

que é denominado termo de difusao no espaco de velocidades.

O valor de D pode ser obtido integrando a equagio (2.24) com um fator integrante e'’

t
v(t)—v(0)e = e_”/ VA () dt
0
que, elevado ao quadrado, pode ser rearranjado, e tomando o valor médio obtemos
2 t v ’ "
<[U (t) — (0) G_Ft} > _ 6—2Ft/ / 6F(t +t'" <A (t/) A (t”)> dt" | ar'.
o |Jo

Usando (A (') A(t")) =2D¢ (t' — t") obtemos
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<[U (t) — v (0) e_Ft}2> =2¢72D /t At = ? (1—e?").

0

Tomando I't > 1 na expressao acima, verificamos que

e considerando o teorema da equiparticao de energia, tal que

1 1
§m <1)2> = §kBT;

observamos que o coeficiente de difusdo no espaco de velocidade ¢ dado por My = D = T'kgT/m.

Substituindo M; e M na equagdo (2.23), temos

of (v,t) 9] TkpT 02
o Fa_u [wf (v,t)] — >

(v,1) = 0. (2.27)

m Ov?

Portanto a equagao de Fokker-Planck quando aplicada & equagao de Langevin resulta em
uma equacao de difusao com arrasto, no espago de velocidades, também conhecida como pro-

cesso de Ornstein-Uhlenbeck [10].

2.4 Equacao de Kramers

A equacao de Fokker-Planck no espacgo de fase

A seguir introduziremos um problema classico, estudado pela primeira vez no contexto da
equacao de Fokker-Planck em 1940 por Kramers, e no qual calculamos a probabilidade por
unidade de tempo de que uma particula escape de um poco potencial passando através de uma

barreira. As aplicagoes para este tipo de problema sao inimeras, como mencionado no capitulo
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de introdugdo, e entre elas figura a cinética quimica de reagoes [20], no proprio trabalho original

de Kramers, em 1940.

Consideramos um conjunto de particulas com distribuicdo de probabilidade f(p,q,t) no
espaco de fase (espago ¢-p). A evolugao da distribuigdo de um tempo ¢ a um outro tempo t+7

é dado por

“+oo

foL,q,t+71)= fp=24Aqt)d(p—A,qA)dA, (2.28)

—00

sendo ¢ andlogo ao da secao anterior, entretanto para o espaco de fase. Na auséncia de movi-
mento Browniano, o movimento é deterministico e as equagoes de movimento, em termos das

coordenadas generalizadas, sao (por simplicidade, adotamos a massa m = 1)

p = Flq),

onde F (q) é a forca atuando sobre as particulas. Assim a evolugao temporal das coordenadas

p e q, considerando um tempo pequeno 7, é dada por

G = q+pr (2.29)

m = p+JT,

onde os pares ordenados (¢, p) e (g1, p1) estao relacionados aos tempos t e t+7, respectivamente.
Na presenca do movimento Browniano, todos os incrementos possiveis em p devem ser conside-
rados com probabilidade ¢ (p — A, ¢, A). Portanto, fazendo uma integracao sobre todos os A

na equacao (2.28), usando as expressoes (2.29), obtemos
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+oo

flp+Frq+prt+71)= fp—248qt)d(p—A,qA)dA. (2.30)

—00

Através de uma expansao em Taylor dos termos

af of of

f(10—1-_7:7',q—i-p7',t—I—T):f(p,q,)—I—a ]:T+a—p T (2.31)
0 0?
N R L e

podemos escrever o lado direito da equacao (2.30) como

+oo +oo 8 400

—00

62 —+o0 A
+8T92 [f/_oo 7¢(p, 7, ) dA] (2.33)
2
) = L1 (e My (0, 0) 7]+ 2 [F (b t) Ma (s ) 7).

dp op?

Finalmente, substituindo as equagoes (2.31) e (2.33) na equagao (2.30) obtemos

2

o 4 St UM (.0)) - 5 M )] =0, (234

E+p8_q+}—(q)

of
0
que é conhecida como equacao de Klein-Kramers.

Sendo conhecidos My = —T'v e My = D = T'kgT/m, reintroduzindo o valor da massa e

denotando ¢ = x e p = v, temos
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of  of of .0 kT 0°f

que é a equacao de Kramers para o modelo Browniano. Esta equacao é uma generalizacao da

equacao de Fokker-Planck no espaco de fase, necessaria no caso de forcas externas F nao nulas.

2.5 Equacao de Smoluchowski

A equacao de Kramers no limite de atrito intenso

Nesta secao deduziremos uma equacao de difusao para um ensemble de particulas descritas
por uma fun¢ao de distribui¢do de probabilidade f(x,t), na qual as particulas executam um
movimento deterministico em um campo de forca, além de seu movimento Browniano caracte-
ristico. A evolucao da distribuicao, de um tempo ¢ para um outro tempo ¢ + 7, é dada pela

equacao

flz,t+71)= - flx—At)p(A)dA. (2.36)

—00

Considerando que o potencial externo atuante sobre a particula Browniana é V(x), a

equacao de movimento serd dada por

i+ yi+ V (x) = F(t), (2.37)

dV (x)
dr

em que F(t) ¢ a forca randomica e V'(z) =

Sob condigao de atrito muito intenso (overdamped), no qual & < vi, podemos simplificar

a equacao (2.37) na forma
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vi = =V (z)+ F(t). (2.38)

O incremento deterministico em x no tempo 7, que corresponde ao primeiro termo do

segundo membro da equagao (2.38), pode ser calculado como

o V@)
ot ~

T (2.39)

Expandindo a fun¢do f em torno do tempo ¢, do lado esquerdo da equacao (2.36), e em

torno de z do lado direito, temos:

of of (0 oo 9, 10°
f(x,t)—l—[a—{%—a—i(a—f)}T:/_m [f(x,t) afA—l—za];Az]qb(A)dA

= f(x,t) :Ogb( )dA—gﬁ N Ag (A dA+82f /Mlﬁ dA. (2.40)

Pode-se mostrar também que

+o00o
d(A)dA = 1
oo
/ Ap(A)dA = 0
1 [T>1

Portanto, substituindo a relacao (2.39) na expressao (2.40) e usando as integrais em (2.41),

obtemos

or_ o {f (W“”)ﬂ +D627f (2.42)



onde D é o coeficiente de difusdo (no espaco de coordenadas) e é dado por kgT'/7, como na
dedugao de Einstein. A equacao (2.42) é conhecida como equagio de Smoluchowski que pode ser
interpretada como uma projecao da equacao de Kramers no espaco de coordenadas no regime

de atrito intenso.

2.6 Solucao da equacao de Kramers para uma particula

livre

Quando nao h& campos externos, a equacao de Kramers para o caso tridimensional é dada

por (equacao (2.35))

of _of 0 TkpT Pf

A solu¢io geral da equacdo (2.43) pode ser expressa em termos de seis integrais indepen-

dentes derivadas do sistema Lagrangiano [19]:

cuja solucao é dada por
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Introduzindo novas varidveis definidas por

= (&n, () = ve"
(2.44)

(X,Y,2)=14

oL
I
s EST)

podemos reescrever a equagao (2.43) sob a forma

of p 1
o =30f+q|'VEf + fe“vﬁ(vﬁf) + ﬁvfaf (2.45)
onde g = T'kgT/m.
, podemos simplificar a equagao (2.45) para uma forma mais com-

Denotando y = fe

pacta
Ix o2ty2 2 Ftv v VQ
It =dq “X Fe ( pX) 2

que em termos das variaveis definidas pelas equagoes (2.44), se escreve como
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Ix ort o’x  OPx  OPx 2 d’x d*x d*x
o _ 2 2.4
o 1 {6 oe o Tae) T \aeax Tanay Tacoz)t (240

1 /(0% 0* 0*x
I (ax2 Tzt 8Z2)}

A solugao para a equagao (2.46) foi demonstrada por Chandrasekhar em seu trabalho [19],

no qual é citado o seguinte Lema: Sejam ¢ (t) e 1 (t) duas fungées arbitrarias do tempo. Se

temos a equagao

ox _
ot

Ox
o€?

0%y
DE0X

9%x

+U° (1) 55

¢ (t) 55 +20 (1)U (1)

(2.47)

com as condigoes iniciais ¢ = 0e X = 0 em ¢t = 0, entao sua solugao possui a forma da Gaussiana

(2.48)

1 < a§2+2h§X+bX2>
X - )

= ——ex
27TA£1,/2 24,

em que as funcoes temporais a, b, h e A sao definidas por

a = 2/tw2(t)dt,
b = 2/tqb2(t)dt,
ho= —2/0 o (1) () dt,

A, = ab— h>
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Para aplicar tal Lema & equacgao (2.46), devemos observar que a mesma é separavel em

pares de variaveis (£, X), (n,Y) e ((, Z), de modo que podemos supor uma solugao do tipo:
X=X1 (S,X) X2 (’I’},Y)X3 (CvZ) :

Cada uma das fungoes xi1, x2 e xs satisfaz uma equagao da forma da equagao (2.47), onde

podemos identificar (comparando as equagbes (2.47) e (2.46)) as fungoes

o(t) = ¢,

q" /2

Y(t) = T

Assim, a soluc¢ao da equagao (2.46), com condigoes iniciais ¢ = Gy e P=Pyemt=0,é

2

— —

1 a|ﬁ—ﬁo|2+2h(ﬁ—ﬁo)<ﬁ—ﬁo)+b P— P

—————exp ,
87T3A2/ 2 24,

X:

onde

t
a = 2/ U 2dt = 2qT2t,
0
t
b = 2/ ge’tdt = qU 7t (e = 1),
0
t
h = —2/ gl 'edt = —2¢I' 2 (" — 1) .
0

Pela equacao (2.44) verificamos que
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onde denotamos Ty e Uy, respectivamente, como vetor posicao e vetor velocidade da particula

Browniana em t=0.

Por fim, a solu¢ao fundamental da equagao (2.43), que expressa a distribui¢ao de probabi-

lidades para a particula Browniana, pode ser escrita como

T a|G — Gol? + 20 (G — o) (13—130)+b

———exp | — ,
87T3A2/ 2 24,

f=

que alternativamente também pode ser expressa sob a forma

) {F)?‘Q —2H§§+G‘ﬁ‘2]
87 (FG — H2>3/2€$p - 2(FG — H?)

f (2.49)

Na equagdo (2.49) definimos

FG - H? = (ab — h2) e M= Ay,

e usamos a notac¢ao



em que

R = Z—3— =0, (1—e)
S = v—ipe

F o= qI? (2t —3+4e” " — )

G = It (1 — 6_2”)

H = ¢I'? (1 — e‘“)2

No proximo capitulo desenvolvemos a resolucao para o caso em que a particula sente um
potencial devido a forcas elétrica e magnética (forcas mecanicas também podem ser adicionadas,

mas nao utilizamos neste trabalho).
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Capitulo 3

Solucao exata da equacao de Kramers
para uma particula Browniana carregada,

sob acao de campos elétrico e magnético

A resolucao analitica da equacao de Kramers para uma particula Browniana, sob agao de
campos elétrico e magnético externos, foi sugerida em 1943 por Chandrasekhar [19] mas até
aqui ainda nao demostrada. Neste capitulo, desenvolveremos uma resolucao exata da equacgao

de Kramers para uma particula Browniana sob acao de campos elétrico e magnético.
Consideramos a equacao de Kramers [20]:
op  _op Fop 19 (de> AkpTy 0°P

—— + (3.1)

ot Vo Tmas T m ov m OR

onde o coeficiente de atrito A é o inverso do tempo de colisdao 7, m é a massa da particula e Ty é
a temperatura do reservatorio com o qual a particula mantém contato. A fungao P = P(¥,,t)
representa a distribuicao de probabilidade de encontrar a particula na posicao Z, com velocidade

U no tempo t, ﬁd é a forca de atrito e F denota a soma das forcas externas.
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Assim, denotaremos F, = —\%m como a forca dissipativa de Stokes. Definiremos também

a velocidade térmica a partir da lei de equiparticao da energia:

mv% = kBTR,

em que consideramos a constante de Boltzmann kg = 1.
Para simplificar a apresentacao da equagao (3.1), definiremos as novas variaveis adimensio-

nais,
(3.2)

onde [ é o deslocamento da particula entre duas colisdes sucessivas (caminho livre médio).

Usando a mudanga de variaveis dada pelas igualdades em (3.2), podemos reescrever cada

termo da equacao (3.1), em func¢ao das novas varidveis como segue

0P _oPor _10P
ot ot 1ot

ot
op _opoz _1op

or  or or 1oz

oP OPO7 1 0P

v

—\Um, reescrevemos o termo dissipativo que aparece na equagao (3.1)

Mas como Fj

como
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12(AP)  a@p)

m  O0v ov

ao passo que em termos das variaveis definidas na equagao (3.2), escrevemos

ONGP) _ 0(5P)0F _ A O(7P)

ov T ow ov  wp O

Entretanto, definimos v/ = -, ou seja, ¥ = t'vr. O que implica que
vp

0 o )\UT(?(U,P)
—~ (¢#P) = 2L
A 57 (0P) T

resultando na igualdade

MR O°P )\msz 9’P  lvp® 0°P

Sabendo que

0?P 0 ( 1 ap)

vr 817/

02 0v

o 907 10

ov 0V 0v  wp dU
entdo a derivada de segunda ordem em ¢ se torna

0%P 1 9?P

o up? 0v?

Substituindo as expressoes acima na equagao (3.1), temos
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el i 2 2
18_P+ﬂ8_P+£i8_P_>\B(UP)+)\vT 18P‘ (3.4)

ot I o7 ' muvrov = OF kg vp2 0072

Definiremos a forca externa como

— —

F=F(0t)= Fpeo+eE+ o x B,
C

onde F),.. denota uma forca mecéanica, o termo eFE denota a forca elétrica e o termo (eU X B) /c

representa a forca magnética. Substituindo a forca F na equagao (3.4), obtemos

10P 1-0P 1

Tot! T 0¥  mur

- L e -~ JP 19(WP) 10°P
Free E+-v B) A - = ~ Ao
< Tl cU X o T Ov T Ov'?

(3.5)

Definiremos agora a aceleracdo a devida as forcas elétrica e mecanica, com potencial ¢

associado, e a aceleracdo d,,q, (devida a forca magnética):

1. Temos d = % (FmeC + eE> = —g—iﬁ como a aceleracao devida a forca elétrica e mecanica

(com dimensoes).

Para tornar @ adimensional, usamos as variaveis ja definidas na equagao (3.2): vrd = 7@

a::—l—(ﬁgw—+eﬁ>. (3.6)

2. Temos ey = % (EU X B) = U X & como a acelera¢do devida a for¢ca magnética (com

dimensoes).
Para tornar d,,, adimensional reescrevemos sob a forma @,,,, = U x &, onde & = eB/mc

(fungdo de ¥ e t) é a freqiiéncia de ciclotron com dimensbes e usamos novamente as
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varidveis (3.2): 0" = ¥/vp e Q = 74 ou seja,
— T —y = Ur ~
Umag = —U X Q= —7 X ww, (3.7)

onde w = w,7T e w, = || .

Substituindo a expressio (3.7) na equagao (3.5) temos:

(3.8)

10P 1.,0P {c?_i_v_Tﬁ’xww}@P_la(U’P) 192P

A —v A= A= — - D
TOot! T OF T vr T ov T ov T 0U'2

Eliminando o indice linha por conveniéncia e definindo o eixo z como a direcao do campo

magnético (w0 = 2), a equagio (3.8) pode ser reescrita como:

lop 1.0p aop 1. 0P 10(WP) 10°P
Fot " 7lor Tror . Yoy T or T o

ou ainda por

(3.9)

que é a equagao (3.1) em termos das variaveis adimensionais.
Doravante todas as variaveis sao adimensionais, exceto quando o contrario estiver explicito.

Com a mudanca de varidveis, o fator A foi absorvido pelas variaveis renormalizadas. Pode-
mos reescrever o termo entre parénteses, na equacao anterior, de tal forma a definir um novo
A que encerra o termo dissipativo tipo Stokes e o termo relativo ao campo magnético [21].

Explicitando o termo entre paréntesis na equacao acima, temos:
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W2 X U= —wu, T + wu,§ = w (=0, & + v,9) .

Dessa forma, o termo entre colchetes na equagao (3.9) pode entdo ser renomeado como:

AN =T+ w2 x U= (v, —wuy) T+ (v, +wvg) Y+ v,2.

No caso de campo magnético nulo, temos A = I (matriz identidade) na forma adimensional

e A = A\ na forma dimensional.

Podemos expressar At na forma matricial como:

1 —w O Uy

1 0 0
|$> =10, |y> =111: |Z> =101,
0 0 1
além dos projetores (tensoriais)
0
=10 {oo1}=|><z|
1
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0 0
1 0

és= |0 [010}— 1 [100}:|x><y\—ly><xl
0 0

Portanto, podemos expressar Av também sob a forma:

AU = (6 — weés) U,
onde € = €; + é;, como utilizado no artigo.

Por fim, a forma compacta da equacao de Kramers é dada por

opP 0P _0P 0 0?P

E -+ 07 + a% = %(A’UP) + 8? (310)

A equacdo (3.10) foi resolvida por Chandrasekhar ([19]) para o caso particular em que A
¢ a matriz identidade e @ = 0 (sem campos externos) [19]. A resolugao para o caso geral foi

apenas sugerida na mesma referéncia.

O caso em que @ = 0 e o campo magnético estd presente, foi resolvido por Czopnik e

Garbaczewski [21]. O procedimento adotado em seu artigo é brevemente resumido a seguir.

Considerando a presenca de um campo magnético externo, a equagao (3.10) apresenta uma
matriz A # I (como tratado na equagao de Kramers resolvida no Capitulo 2, se¢ao 2.6). Assim,
o processo de resolucao deve ser refeito, uma vez que nao podemos usar a solucao obtida por

Chandrasekhar.
O modelo que considera o atrito linear (no caso da equagdo de Langevin para a particula
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livre) pode ser adotado ao caso da difusdo de particulas na presenga de um campo magnético
constante que atua sobre as particulas via forca de Lorentz. A equacao (dimensional) de

Langevin para o movimento é expressa como

dv L e L =
== — AU+ Ux B+ A(t) (3.11)

onde e é a carga elétrica da particula de massa m.

Para simplificar, assumiremos um campo magnético constante na direcao Z, tal que B =

(0,0, B). Desta forma, a equacao (3.11) pode ser reescrita como:

dv

— = AT+ At 12
= A+ A), (312
onde a matriz A possui a forma
A —w. O
0O 0 A

A solugdo para a equagao (3.12) pode ser obtida formalmente e expressa como

t
F(t) — Mg = / M=) 1 (5) ds. (3.14)
0

Chamaremos o lado esquerdo da igualdade na equacao (3.14) de §, assim como realizado

na referéncia [21]|. Desta forma temos

S =5 (t) — e Mg, = /0 v (s) A (s) ds, (3.15)

onde v (s) = e A=),
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Ora, as propriedades estatisticas de S sdo identicas aquelas do segundo membro da equagao
(3.14), assim o problema de deduzir a expressao para a densidade de probabilidade P (7, t|t))
é equivalente ao de deduzir a distribuicao de probabilidade para o vetor randdémico S. No

Apéndice A apresentamos as justificativas para os resultados mostrados a seguir.

A distribucao probabilistica de velocidades de g, com condigao inicial ¥ (t = 0) = ¥, é uma

gaussiana com média zero, cuja variancia é igual a

2 ' —2\(t—s) kgT —2Xt
o®=2D [ e ds = —— (1 —e V) (3.16)
0 m
e é dada por
1 |5 — e M|
P (0, t|vy) = — : 3.17
(¥, 7o) [27TM (1-— 6_2/\”]3/2 exrp ( QkBTT (1 — e=2X) ( )

Passemos a um procedimento analogo, s6 que agora para o processo espacial, em que defi-

nimos o deslocamento espacial sob a forma

Usando v (t) como dado na equagdo (3.14), temos que

¢
7(t) = e My + / e M=) A (5) ds (3.18)
0

Quando integramos a equagao (3.18) no tempo, resulta
t —y
FT—Ty— A" (1—e ™) = / AT (1- eA(S_t)) Al(s)ds
0

ou, usando a notacdo Q = A~ (1 —e ) e ¢(s) = A~ (1 — *7Y), obtemos
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R=7—1T—Qty= [ ¢(s)A(s)ds. (3.19)

Como temos B = BZ, a simetria cilindrica nos permite considerar separadamente os pro-

cessos no plano xy e na direcao do eixo z. Assim, para o processo planar, temos

cos (wet)  sen (w.t)

—sen (wet)  cos (wet)

que ainda estao com dimensoes.

Finalmente, como no caso do espago de velocidades, podemos obter (ver equagao (5.6) do

Apéndice A) a distribuicdo de probabilidade (dimensional) do vetor randomico (planar) R, a

saber
1 |z — x9 — Quo|?
P(f,tlfo,to = 0,270) = exrp | — s (320)
At s (t+6) AL 2 (t+0)
onde

_i o 20(t-9)
0= o (1 e )

2
A2 4 w?

{A+ e M [—Acos (wet) + wesen (wet)] }

Dado que os vetores S e R tém distribuicao gaussiana com média zero, temos que a dis-
tribuicao de probabilidade conjunta W <§ , ﬁ) ¢ determinada pela matriz de varidncias e co-
varidncias: C' = (¢;;) = ((z;x;)), com z = (S, 52, R1, R). Em funcao de S e R, a matriz de

covariancias ¢ dada por
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(S181) (S152) (SiRy1) (SiR2)

o (S251)  (S2S2) (Sal) (S2Ra) | (3.21)
(R1S1) (RiS2) (RiRi) (RiRy)
(R2S1) (R2S2) (RaRi) (RoRy)

enquanto a distribui¢do (planar) de probabilidades de Se R é dada por

. 1 1\ 1 .
W (S, R) =W (%) = o] <detC’) exp (—5 %:C’ij iz |, (3.22)

onde Cj; ! denota as componentes da matriz inversa.

Para obter as matrizes C' e C~! explicitamente, precisamos calcular os valores esperados
que aparecem na matriz (3.21). Definindo cada um destes valores esperados (calculados no

Apéndice A, da equagao (5.7) até a equagao (5.10)) como g, f, h e k, temos:

g 0 h —k f 0 —h k

0 koh 1 0 —k —h
C= g (& C_lzm(fg—h?—kz) f

hok f 0 et “h -k g 0

k h O f k —h 0 g

A probabilidade definida pela equagao (3.22) pode ser reescrita como:

5|2 |2 . - -
N [fS +g|B|] —2nSE+ 2k SxR]
W (S’R):zlw?(fg—lh?—k?)exp - ‘2(fgh2k=2) 3 - (3.2

com dimensdes para o plano XY e onde S e R sio dados pelas equacoes (3.15) e (3.19), respec-
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tivamente.

A solugao na direcao z é a mesma obtida por Chandrasekhar (mostrada no Capitulo 2,

equagao (2.49)), quando particularizamos para uma dimensdo apenas, ou seja,

1 1/2 e GR? — 2HRS + FS?
)

Wi (z,v,t) =W (S,R) = {472 FG I (G — 1Y) } , (3.24)

onde R =z —vy(1—e M)A, 8 =0v—uvpe™ F = (D/X(2X —3+4eM — ), G =
D (1—e ) e H=D (1-e™M)".

Desta forma, a distribuicao de probabilidades resultante sera

W =W, (5 ﬁf) W (S, R),

onde W, (5’, ﬁ) é dada pela equacgao (3.23) e W, (S, R) é dada pela equagao (3.24).

Supondo agora que partimos da equagao (3.10), ou seja, que o termo relativo ao campo
elétrico foi adicionado ao nosso sistema, temos uma equacgao cuja forma foi utilizada por Ferrari
[22|, para o caso em que A é a matriz identidade (dissipa¢do devida ao atrito com o fluido

apenas). Sendo assim, como foi sugerido no artigo de Ferrari, introduzimos as novas variaveis:
(3.25)

onde (), é a velocidade média (no tempo t) da particula Browniana, que é dada pela solugio

da equacao

—a+ A7), =0. (3.26)



Portanto

(W), =~ (1—e ™) a+e M, (3.27)

e sua integral temporal ¢ dada por

(1 —e™) 4, (3.28)

==

t—» / ]' ]‘ —At —
; <U>t,dt :K t—K(l—e ) a +

onde @ é a aceleracao devida a um campo elétrico constante no tempo e uniforme no espaco.
Passando a equacao (3.10) para o espago <fi, V), utilizando (3.25), temos que se

P* <J§ (t), 1% (t) ,t) é a funcao de distribui¢ao no espago <]§, ‘7'), no tempo t, entao

P(Z,7,1) ded? = P* (fi (1), V (1) ,t) dRAV (J (ﬁ, V) ,

onde o jacobiano ‘J <§, V) é dado por
Lo 9 ok 10
‘J(R,V)‘: = ~1.
oo

Temos portanto que

oP (ap*) _9P*OR QP*9V _oP*  ,_ OP* d(0),0P i

5 \at ). TR a Tavar Tt - g T o e

Se lembrarmos das novas variaveis definidas na expressao (3.25), segue que:
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o 9 o o0 o9 o ,
Oz, OR. Ov; OV, 0v2 V2 (1=1,23)

Portanto, podemos reescrever a equagao (3.10) no espago (ﬁ, \7) como segue:

. opP* d(®),oP* 9P* (. , . \NOP* QP 3 /(o . 2P+
- - = V = — =—=A(V P =
(@) OR i o ot ( +<U>t) ok o7 T ov ( +<U>t> NPT
ou ainda,
oP*  _oP*  [(d(D), q> d OVAP* 9P+
+V—=(—"L—-a+A®), | =P+ . 3.29
ot OR ( dt @, oV oV V2 (3.29)

Notamos que a equacao acima tem a mesma forma da solucao obtida por Chandrasekhar

para o caso sem campos externos [19], desde que

o que reduz a equagao (3.29) a forma

P* . P* _"P* 2P*
O | pob _ VP P (3.30)
ot OR oV ov?2

Portanto a equacgao (3.10) (com campo elétrico nao nulo) foi reduzida a forma da equagao
de Fokker-Planck (no espago (é, 17')) para o caso livre de campos externos, cuja solucao foi

obtida por Chandrasekhar (ref. [19]) em 1943:

- ﬁVtR ‘7 Mot —G’é—é02—2H<ﬁ—ﬁo>v+F"72 231
( s Vo | 0, 0>_87T3(FG_H2)3/26XP 2(FG—H2) ) ( )
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onde

kT

F=—5(2M-3+ de™M — e7?M) (3.32)
G= ’@WT (1—e M) (3.33)
H= ];f—f (1—e )2 (3.34)

Aqui, A é um escalar e vemos que para o caso em que apenas o campo elétrico esta ligado,
a unica diferenca com relagdo a solugao para auséncia de campos (obtida por Chandrasekhar) é
com relacao as variaveis, ou seja, considerar a presenca de campo elétrico no sistema é equiva-
lente & trocar as variaveis (&, ¥') pelas novas variaveis (ﬁ, ‘7), mantendo, entretanto, o formato
da solucao de Chandrasekhar. Porém, como estamos interessados na resolugao do problema
incluindo também o campo magnético, devemos utilizar a solugdo obtida por Czopnik [21]
(equacao (3.23), anteriormente demostrada e que conserva as mesmas variaveis que a resolugao
de Chandrasekhar) entretanto com as novas variaveis <ﬁ, V) sugeridas por Ferrari [22] e agora

considerando o A como a matriz adimensional dada por

1 —w 0
A=|w 1 0] (3.35)
0 0 1

Todavia, como A nao é diagonal, devemos primeiramente diagonalizé-la e para isto con-
sideraremos a relagao A = SDS™! (onde D é a matriz diagonal de A e S ¢ uma matriz de
transformacgio a determinar). Se A = SDS™!, entao D = S~'AS. Precisamos, portanto, dos
autovalores da matriz A que podem ser obtidos da equacdo Det (A — I¢) = 0 (a matriz diago-

nal D é composta pelos autovalores na diagonal principal), onde € sao os autovalores a serem
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determinados. Partindo da equagao

Det (A — Ie) = W (1—¢) 0 =0,

verificamos que os autovalores sao da forma e; = 1 4+ iw, e =1 —iw e €3 = 1, de modo que a

matriz diagonal de A é

14w 0 0
D = 0 1—dw 0

Os autovetores, do tipo @ = (a, b, ¢), sdo obtidos fazendo Au = eu, ou ainda (A — Ie)u =0
para cada autovalor e, portanto, para €; obtemos @, = (a, —ia,0), para €, Uy = (a,ia,0) e para
€3, U3 = (0,0,1). Determinados os dois autovetores, as colunas da matriz S sdo compostas pelos

autovetores na forma

a a 0
S=1| —ia ia 0 |,
0 0 1
cuja inversa é dada por
a 1 0

St=14a —ia 0

0 0 1

Para obter um valor para o parametro arbitrario a, podemos usar a relacaio D = S!AS,

de forma que, resolvendo o sistema, chegamos aos valores a = j:\/i5 eb= :F\/Li, que resulta na
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matriz

1 1

z n 0
=1 -% n 0

0 0 1

Uma vez obtida a matriz S, podemos reescrever R e V em funcdo de A para ter expressa a

solu¢do da equacgao (3.10) completamente (ou seja, com todos 0s campos externos).

Na referéncia [22| sdo definidas as novas variaveis (equagoes (3.25))

V=0-(0),=— (3.36)

t
sz—/<m@ﬂ (3.37)
0

tal que

(@), =A"(1—e ) a+e My (3.38)

que é a solucdo da equagao (3.26). Além disso, no espago <é, 17), temos que a condicao inicial
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6 P (RV,0) =nius (R Ro) s (V).
Para expressar a equacdo (3.23) em fungio de A, precisamos escrever as novas varidveis em

funcao de A:

1. Variavel R = & — fot (0), dt" -

A expressao para a integral que aparece em R ¢ dada pela equagao (3.28)

t
/ (@pdt =A"[t=A"(1—e™)]a+ A (1—e )5,
0

de forma que R pode ser reescrito como

R=%Z—Mat+M*(1-0)d—M(1-0)7.

onde M = A1, © = e e @ é a aceleragao conservativa (com potencial associado ¢) dada
pela equagao (3.6). Portanto, é em @ que aparece o campo elétrico externo (a contribuicdo

magnética aparece em A).

2. Variavel V =7 — (0), = %?:

Notamos que

o @t @

dR  di  d do \ d do
Az

A Y Y]

dR . do ,d¢ dO dt, dOT,
e+ M M2 M2 M
A =i =R a M
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diR _ e add o an
E—U—FM%—FM%(—Ae )+MUQ( Ae )

Como M = A=t e MA = I, temos que

dR . dé Ao, .

G M— — M——e M

T dz* oe
dR

onde @ é dada pela equagio (3.6).

Por fim, obtidos R e V, podemos substituir na solugao (equacao (3.23)) e obter a solugao

geral explicita para o sistema no plano. Entretanto, como nos resultados estao presentes as

grandezas A e e ™ também precisamos obter uma expressao para e .

Para este proposito, consideramos a expressao valida para qualquer funcao ¢:

6(A) = S6(D) S~ (3.39)

que quando aplicada ao caso ¢ (A) = e = S¢ (D) S~

% (e—€1t + e—ezt) % (e—slt 6—62t) 0
¢ (A) — _% (€—€1t e—ezt) % (e—elt + e—egt) O
0 0 e—est
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e tcos (wt) e tsen(wt) O cos (wt)  sen(wt) 0
eM=0=| —¢tsen(wt) etcos(wt) 0 | =e€"| —sen(wt) cos(wt) 0 |. (3.40)

0 0 e’ 0 0 1

Utilizando as relacoes para é;, é; e é3, podemos reescrever as equagoes (3.32), (3.33) e

(3.34):

CFOAD)+HFN)] L i [F (M) = F (M)

F (A) = B €s + 9 ég + F ()\3) él
H(A) = [H (A1) ‘2F H()\2)]é2 n i[H (>\1)2— H(/\2)]é3 +H (M) ér.

Da mesma forma, e A = © = ¢! [cos (wt) é; + sen (wt) é3 + é4].

Uma outra grandeza necesséria para os calculos, ¢ A™'. Assim podemos calculd-la como

segue:

1 —w O a b c 1 00
AM7t=I=|L, 1 o0 de fl=]010]. (3.41)
0 0 1||g h i 00 1

1 w 0
1 R .
0 0 (14+w?



onde definimos

Q
I

1+ w?

Finalmente, podemos escrever a solucao fundamental, denotada por Pr, como aquela que

satisfaz a condicao inicial

P(f, ’U,t - O‘fo,ﬁo) - (S(f— fo)d(ﬁ— 170)

e as condi¢oes de fronteira Pp (7, U,t) — 0 nos limites |{Z}| |[{v}| — oo, dada por

e 1)’ 1 1
PF (.’L’,U,t‘l’o,’l)g) = (%) A—\/Eea:p (-5@) s (343)

onde

=9, -, — P,

(I)d - VTA'UV + ETATE
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onde temos que 0s a,, k e A sao dados por

a,=g=1-0b
m = h = a (1 —2bb, + b)
a, = [ = a{a, + 2t — 4o [1 + b, (wbs — b.)]}
k= a(2b.b, — wa,)

2 2
A = a,a, —a,, — k7,

com b, = exp (—t), b. = cos (wt) e by = sen (wt).

Os termos g, h, f e k sao elementos da matriz (3.21), calculados no Apéndice A (equagoes
(5.7) a (5.10)) e os termos nos quais aparece * foram calculados considerando campo magnético

nulo (w = 0).

—

Lembrando que os vetores B = (r1,79,73) € V= (v1,v2,v3) tém componentes dadas pelas

novas variaveis obtidas

R=%—Mat+M*(1-0)d—M(1-0)7 — 7 (3.44)

V=0—-M(1-6)d— 0, (3.45)

podemos expressar a solugao geral, com condicdo inicial dada Py (Zy, 0p) e condigoes de fronteira

P (Z,0,t) — 0 nos limites |{Z}| |{7}| — oc:

P(Z,7,t) = / Pr (2,0, |0, B0) Py (Zo, ) diediy.
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Lembrando da definicao de uma gaussiana em trés dimensoes

onde o é o desvio padrao e i é o valor médio para a distribuicao, estudaremos somente o caso de
perfil inicial dado pelo produto de duas gaussianas, uma representando a distribuicao espacial

e outra a ditribuigao de velocidades: Py (Zo,Uy) = g (Zo) g (V).

A distribuigao espacial esté centrada na origem (definindo a origem em zero), com desvio

padrao L, e dada como segue:

3
. 1 \? -7
Iz (gjo) = N (271-L2) €2L9 )

A distribuicao de velocidades iniciais tem valor médio Vo e o desvio padrao definido como
To/m, onde Ty pode ser interpretado como a temperatura inicial para esta distribuigao (m é a

massa da particula Browniana), e dada pela expressao:

N

m _m(ﬂofvo)z
v (Ug) = N 2Ty
9o () (27TT0> ©

Para escrever tais gaussianas em forma adimensional usaremos as notagoes dadas em (3.2),

utilizadas anteriormente:

2
muv 7 s . , e
Lew?= = = % (Tg é a temperatura do reservatorio e Ty é a temperatura inicial).

onde [ =
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Desta forma escrevemos resumidamente a solu¢ao geral, normalizada
N2 1
P(Z,5,t) = / exp [—553 5 (170 - VO) - 5@1 d7,di, (3.46)

ondeﬁ:l;,:y:

V() 5= () (3) 3o
- — | ——==Nlv"{— — ] ——.
X or | AVAx o) \2r) AVA#

Obtida a solucao geral, é possivel calcular uma série de grandezas Termodinamicas, como
a densidade de particulas n, a densidade de entropia, entre outros, constituindo assim uma
aplicacao do resultado obtido a Fisica. Tal procedimento envolve uma série de integragoes (con-
volugoes de gaussianas), cujos resultados sao mostrados e devidamente analisados no proximo

capitulo.
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Capitulo 4

Aplicacoes dos resultados exatos

Estamos em posse da solugao geral para a equacao de Kramers para uma particula Brow-
niana carregada na presenca de campos elétrico e magnético constantes, dadas as condigoes

iniciais gaussianas, e condicoes de fronteira nulas no infinito do espaco de fase.

A integral dada pela equacao (3.46) devera ser calculada para as 3 dimensodes (x,y,z).
Observando que as integrais sao similares para cada uma das dimensoes, introduzimos uma
mudanca de variaveis para facilitar a apresentacao dos resultados. As varidveis definidas no

final do capitulo anterior serao denotadas como

z

{z} ={zm; m=1,23},

{v} ={vm; m=1,2,3},

U
Zo = {7} = {Tm; m=1,2,3},

Uy = {0} ={Um; m=1,2,3}.

Escrevemos asssim as condicoes iniciais gaussianas como

Py ({#} (7)) = N (27;2)3/2 (zﬂo)g/g exp [— 2 (gi” += (Umz;oW)

m
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onde T} é a temperatura inicial, m é a massa da particula Browniana, N é o nimero de particulas
e onde T,,, U, se referem & posi¢do e a velocidade iniciais (denotados no capitulo anterior como

T e 0y, respectivamente).

Tornando adimensional, podemos reescrever:

- LN N2 2202 m(Tpur — Vyor)?
PO({*T}’{U}) = N(QWLQ) (27TU’2> CXPy ~ 22 + 2Ty

onde definimos o comprimento [ = [/L e a velocidade v = vr /v adimensionais, onde v'? = v2 =
To/m é a velocidade térmica, associada & temperatura Ty, [ = vpT é 0 caminho livre médio e 7

é o tempo entre colisoes.

Assim obtemos a formula geral

l\DI»—l

P, ({7}, (7)) :Nexp{ 3 [z%;? + —Vm)ﬂ} (4.1)

onde

1 \3¥2/ 1 \3~2
=N )
N (27TL2> (27TU’2)

Lembrando também as matrizes (3.42) e (3.40) definidas no Capitulo 3
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e definindo a matriz C = M (1 — ©), que explicitamente se torna:

a(m +wps)  alwp —p2) 0

C=| —a(wpr —p2) a(p+wus) 0 ; (4.2)
0 0 1—et
onde
p = 1—eteos(wt)
po = e ‘'sen(wt),

também redefiniremos o termo ® que aparece na equacio (3.46) e que é fun¢do das mesmas
matrizes. Para isso, primeiramente, consideramos que os indices m (m/,m/) e n (n/) variam de

1 a 3. Por questao de simplicidade, vamos definir os vetores

Am = ITm — (Z anan> t+ Z an [Z Mnn/ <an/ - Z ®n/m/am/>] (43)
Bm = Up — Z an <an - Z @nm/am/> = Unm — Nm (44)

e também

Ry = Ap—Tm— Y Connln (4.5)

Vi = Bu—Y_ Oualy (4.6)
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onde o termo a,, refere-se a aceleracao dada por:

a=— (Frnee + €eE)
mur

onde 7 = [ /vy é o tempo de colisao, F,,.. é a for¢ca mecanica, e é a carga elétrica, e E é o campo

elétrico.

A solugao fundamental Pr (equacdo (3.43)), é dada por

m

Pr (e} (b L () = s e (—% Z%) , (@.7)

sendo

o = > (dnV2+ fuR2) (4.8)
Oy = 2)  guVnlim (4.9)
P3 = %ngmn}zmvn (4.10)
d, = d(amnriém)qtdoam (4.11)
fm = [ (6m1+ 6m2) + P03 (4.12)
Gn = g (Om1 + 6m2) + ¢°0ms3 (4.13)
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d = a% [1— e + 2t — da (11 + who)]
PO % = —4(1—e) 42
f= g
o= e ®)

g = Oz% 201 — (1 —e7)]

¢ = ﬁ (1=’

onde

K = « [2/@ —w (1 — e_2t)]
A = 2a(l—e?)(t+2a) —8a’m

A = 2(1—-e")[t(l+e")—2(1—€eT)].

Pode-se verificar que A° > 0 uma vez que o valor minimo de

t(l+ef)—2(1—€")
é zero para t = 0.

Lembrando que ¢,,,3 representa o simbolo de Levi-Civita, que é definido como
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£123 = E312 = €231 = 1 (permutagdes pares) (4.14)

E132 = €321 = €213 = —1 (permutagbes impares) (4.15)

€122 = €133 = €211 = €233 = €311 = €322 = €111 = €222 = €333 = 0, (4-16)
notamos que

Y @ => | dnVii + 200 Vi B + fr o + 2 > esmnBRnVa | -

— — m m A ~

4.1 Grandezas Hidrodinamicas e Termodinamicas

Definimos nesta se¢ao algumas grandezas Termodinamicas que calculamos utilizando a
solugdo geral obtida e dada pela equacdo (3.46). Antes de prosseguir com estas definigoes,
usaremos uma nova notagao para a solu¢ao geral (3.46), chamando-a a partir de agora de

densidade de probabilidade p:

P (7, 0,t) = p({z},{v}, 1) = /Oo d{z}d{v} Pr ({z},{v},t{z}, {v}) B ({7}, {v}) -

Integrando a densidade de probabilidades dada acima, podemos encontrar os diversos mo-

mentos na velocidade, obtendo assim a densidade de particulas n do sistema

n({x},w=/d{v}p<{x},{v},t>,
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a densidade de fluxo de particulas J
I({a} o) = [ dohohofa} (o) 1),
a densidade de energia cinética &
(o)) = Su({h. 00U} 0 = 5 [ afo} o} p(la}. o)1),
a densidade de fluxo de energia J. ({z},t)
e (aht) = 5 [ d{o} (0} 0} o (fa} 0}
e densidade de entropia s
s(faht) == [ d{uhp(la}. {0} inkp (e}, (o) 1) (417)

onde definimos 6 ({z},t) como a temperatura efetiva local do gas Browniano [1| e k é uma
constante aditiva na entropia escolhida tal que, sob condi¢oes de equilibrio térmico (tempos

longos e campos externos nulos), recuperamos o estado de equilibrio [1]:

h
Ink = —1 In—-.
n +3nTTR

Lembrando que h (constante de Planck), 7 (tempo de colisao) e Tx (temperatura do reser-
vatorio) aparecem aqui com dimensoes.

Para obtermos as grandezas Termodinamicas mencionadas precisamos antes obter uma ex-
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pressao para p ({z},{v},t), ou seja, integrar a equacdo nas varidveis 7y e vp. Comecamos

escrevendo a densidade de probabilidade explicitamente:

p({a} {v},t) = /Ood{f}d{U}PF({x},{v},tl{f}&@})Po({T},{@})

_ X/Zd{f}d{@}exp{—z {ﬁf;w(@m—vm)%r%@m”

m

- X/_Oo d{f}d{v}exp{—z {sz,ﬂ—?(@m — V) + %dmvg‘;

)

1, , K

onde

(Y e (L) (L)
YT\ o) ava 2r) \27) AVAY
Utilizando as defini¢oes (4.5) e (4.6), obtemos

X/Oo d {7} d {0} exp { 3 {m’fn +F (B = Vi) + 2d V2

2
X/O;d{x}d{v}exp{—z {Bffn“‘ﬁ(@m _Vm)2

2
+1f R2+525 A =T — Y ConTn | { Bo =Y OnusT
9 mAly, A : 3mn m m : mnUn n — nn/Yn/

p({z}, {v}, 1)

m

K

1
+gm‘/7an + imezn + Z ; €3mnR7nVn
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p({a} v} .t) = X/“d{x}d{v}exp{z

(ﬂ + ;fm) T, + (gm (Z OmnTn — Bm>
+fm (zn: Cann - Am) + % Zn: E3mn (; @nn/Un/ - Bn)) T,
2
5 B = V) + 2 <Bm - ;emnyn> + 3 <Am - znj Cmnvn>
K A _ _
+Z ; €3mn m ; Cmnvn Bn - ; @nnlvn/ .

2

Definindo

1
Omn + fmC +KZ )
mn mImn m“mn ~ E3mn/Inim
g g A — 3 / /
K

L ({Ta}) = Y S — &,

podemos escrever

m

+% fm <Am - Cmnm) + gm (Bm > @mnm> (Am -y Omn@n>
+§ > Esmn <Am -y Cann) (Bn -y @m,@n,>] }
X /_OO d{T} exp {— > [T, + Ty ({04 }) T } .

m

p({z}, {v},t) = X/_DO d {T} exp {Z la(am — V)2 + %dm <Bm —~ Z@mnvn>

Reescrevendo o termo [*° d{z}exp{—,, T2 + I, ({Un}) T}, que aparece na tltima
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expressao, temos:

/_Zd{f}exp{ (0,72 + 11, })xm]}
::./i:d{f}exp{ > {(vf__xm> I, })gm}}
: exp{z<n§5%}>;}/_w{ zl(m Ml}

verificamos que

de modo que reescrevemos

[oroa]- (v )] - i [ men
o,

e assim

/_Zd{f} exp {— ij [, + Ly ({T0}) Tl } _ E[ {\/%exp

I
010,

(Tt
}

@ | (M >)]

€
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desde que

Portanto, verificamos que

2
p({z} {v},t) = 7r3/QX\/ﬁ [m d{v}exp { ; [? (Tm — Vi) + %d'm, <B7n - ; ®mnvn>
2
+%fm <Am - ; Cmnvn> + Im (Bm - ; @mnvn> <Am - ; Cmn/Un/)
2
+§ TZL E3mn (Am - TZL Cann> <Bn - ; Gnnlvnl> } exp {; ﬁ ; SmnUn — gm] }

2
1 o0 1
VN S _ I ) B
T x\/m/_ood{v}exp{ > [W(Um Vin) + 5dm <Bm ;@mnvn>

m

2
+%fm (Am - ; Cmn”n) + Im (Am - Z Cmnlvn/> (Bm - ; @mnvn)

n/
2
+§ zn: E3mn (Am — zﬂ: Cmnvn> (Bn — ; @nn,vn,ﬂ } exp {; ﬁ zn: o o £m] } .

Manipulando alguns termos da expressao anterior, temos

Y Om — Vi) = A0, — 290,V + V2, (4.18)

2

1 1

n,n/ n
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2
= I Y ConConBu — fuAn Y OB+ 5 i,

n,n/ n

m (Am - Cmn,vn,> (Bm - @mn@n) (4.21)

n/

= % Zn: €3mnAmBn + % Zn: €3mn <Z C'mm/@nn/@nlﬁml>

mr,nt
_g Z E3mn Z (Am@nn/ + BnCmn/> En’] )

n/

1

4Q,,

2
Z gann - gm] = ﬁ [Z gmnvn - fm] [Z gmnlﬁn/ - gm] (423)

1 L 1 _ 1,
- m Z SmnSmnUnUnsr — mfm ; SmnUn + mfmy

n,n/
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e podemos reescrever

1 oo
32 =
plie) )0 = o [T a
(o} {0} Voo, |
_ 1 nns>n/m
X exp {_ Z 75mn + 5 Z <dn/®n/n@nlm + fn/Cn/nCn/m + 29n/Cn/m@n/n B : éﬂg / >
m,n n/ "

K
+Z Z 53n/m/Cn/n®m/m

m/,n/

VnOm + Z
nSnm K
+ (ann + gan) Cnm - g - :| + Z Z €3nm (An/@nm + BnCn/m)

2Q,
-2

2§Vm + Z [(dan + gnAn) Onm

Um

n,n/

40,

1 1 ~ 2 K
§de7%1 + §fmA72n + gmAm By, + ’YVEn - gim + K Zn:EZWmAmBn

} |

Se definirmos

c - Y

1 1 - 2 K
§de’r2n + 5 A% 4+ g A By + V2, — Ein + x Xn: €3mnAmBn

m 4Q,,
- ~ £n§nm K
Mm = 27V, + zn: [(dan + 9nAn) Onm + (fnAn + gnBn) Crm — T + 3 ,;, canrm (AnOnm + BrCosm)
Q = Yomn + 1 Z dp©nm© + frCrmC, +24,,0,,.C _ SnmSnim i 5 Z . oo
mn =Y Omn 2 py /=i nim nr~nin~nim InrOnmCnim 2in A P 3nm/YnmYmm
podemos escrever
p({z}, {v},t) = Ws/zx\/ﬁ exp (—k) / d{v} exp < > QunTnTm + Y nmvm) . (4.24)
1822823 oo o~ —

Antes de prosseguir, faremos uma anéalise das componentes da matriz )., para verificar

a convergéncia da integral na equacao (4.24). Esta analise pode ser vista no Apéndice B, na

pagina 119.

Voltando & expressao (4.24), notamos que
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p ({l’} ) {U} 7t) = 7T3/2X\/911W C€Xp ( ) / d {U} exp ( Z QmnVnUm + Z nmvm>

= 773/2x QleQ exp ( / fl/ dvg/ dvs

exp [ Qu (v1) (Q12 + Q21) T1T2 — Qoo (T2)? — Q33 (U3)? + Ty + 1m2Ua + 77363]

= 773/2X 9192 exp ( /T1/ cfz/ dvs

exp [—Qn (1) + mT1 — Qoo (T2)? + 1202 — Q33 (U3)? + 773@3}

3/2

1 S _ _
= 7 X\/ﬁ exp (—k) 1;[ {/_Oo dv,, exp [—Qmm (’Um)2 + nmvm} } .

Mas como

/_O:O AUy, exp [—Qmm (ﬁm)2 + nm@m} = /_Z dU,, exp {— (\/Qmmﬁmf —+ nmvm}

2 00 2
. Im — _ A e Nm
- o [<2V Qmm) ] /700 dv"l P [ < Qmmvm/ 2\/ Qmm) ‘|
2
Tim 1 < ~ \2
exp [(2 %Qmm> ] o [ _ domexp [— (Om) ]
/2 ()’
- V Q’nl'f’b exp 4Qmm ’
podemos reescrever
P fond.t) = 1 oxp (Y0 L)
e Vi 02023Q110Q22Q33 — 4Qmm

1 1

3 2 2

= T X————F=—===¢6Xp —g —dmB,, +7V,, —
XSZIQHV“BQZB { |:2 4Qmm

} (4.25)

K m
+gmAmBm + Z ;€3mnAmBn - m

onde
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EnSnm
2Q,,

- K
Nm = Q'va + ; |:(dan + gnAn) Gnm + (ann + gan) Cnm - :| + Z Z E3nm (An/@nm + Bncn/m)

n,n/

K
fm = fmAm + gmBm + Z zn:g?)man

1
Qm = B+=fm.
B+5f

Fazendo algumas manipulagdes na equacao (4.25) (que podem ser vistas no Apéndice B,

na pagina 129) e definindo o vetor Z,,, a seguir

— 2Qd, — (9,) 3 K 1 K
—nm — T@nm + Q_ngncnm + Z ; €3an_n/ ﬂCn’m ﬁ Z 53n’m/@m/m ’

podemos reescrever a equagao (4.25) como

1
X
Qv 23Qs3

p({x},{v},t):ﬂ'g )

ex$>[——j{:(7}1%-£%n}%1%—13i21n)

ou ainda

p({z},{v},t) = W3xm exp {— Z {Tm + (Um — Np) Yo 4 (U — N )? Zm} }

. 1
71—3 ———— = €X — .
X91Q11\/Q3Q33 e {—H) (4.26)

onde

H=3" [(Tn— NaYin & N7 Zn) + v (Vo = 2N ) + 0 2]

e onde definimos
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2
~ fm 2 1 ~ An
T, = AV 4plm 2 2 Yoo
Y, = § —§ 2 B | =T Y B
m 5 (Q Gm + €3nm pa 2Qn/n/ Qngnn mn) v . an

2dem - m ]- E 2 1 K 2
Z, = (g ) 4 (Emm>2 _ (Z12) + R

(1= dpm3) -

Para obter os momentos na velocidade, precisamos realizar as integrais da equagao (4.26)
para cada momento desejado. Para isso, consideramos um gerador tinico de momentos, apenas
variando o grau da velocidade a ser integrada de acordo com o momento pretendido, o qual

chamaremos de Fungao Geratriz.

4.1.1 Funcao Geratriz Gy

Nossa funcao geratriz é uma equacao que gera todos os momentos na velocidade, bastando

para isso integrar a equacdo (4.26) na variavel {v} como é mostrado a seguir:

Gy ({2} 1) = /m {0} () p({x} . o} ,1).

Escrevendo Gy ({z},t) explicitamente em fun¢ao da equacao (4.26), obtemos

3+4 _3

G ({a} 1) = (Q> o [ Ty (@)

exXp {_ Z [(Tm - NmYm + N;Zm) +Um (Ym - 2NmZm> + U?an} }

m

onde, se { = 0, temos o primeiro momento (densidade de particulas), ¢ = 1, temos o segundo

momento (densidade de fluxo de particulas), e assim por diante.
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Antes de realizarmos as integrais, notamos que

_>

U = l;m [V\p exp (7 . \Ifﬂ = l)lm Vg exp (v, Y, +v,¥, +v,V,)]

U —0 v —0

= lim 0 /'\+ 0
~ oo l\ovw, T o, T au,

= (Ux/z'\—l— Uy§+ Uj%) gm exp (¥, + v, ¥, +0,V,) = .

v —0

Da mesma forma

0? 02

82

(= i [Few (7)) = 1 | (5054 50+

T -0 V-0

= [(UI)2 + (vy)* + (02)2} lim exp (v, ¥, + v, ¥y +0.V,)

v —0

e também

(7)‘3 = lim [Vﬁ, exp (7 . E})}

v —0

83

) exp (v, V, + v, ¥, + v, ¥,)

(7)2 Y

83

3—)0

. o3 o3 3 ~ 83
im { Kaxpg w00z Ba@mawg) v (33%3\1@ " ow T Pau, 002

3 3 3\
+ ( 9 0 4 > k} exp (v Uy + vy, ¥y + UZ\IJZ)}

Sov.0uz TPou.0uz t ous

= { [ (@ 430" +302)") T+ vy (3(0a) + (1) +3(02)7) T+ w2 (3(0a) +3 () + (12)%)

_l)im exp (v Vs + vy ¥y +v,0,)
v —0

= (V).

Portanto, de um modo geral, (¢ =0,1,2,3), temos que

(ﬁ)é = lim [pr exp (7 : 3)] :

v —0

Assim podemos escrever que
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j+ k’) exp (v, Uy + v, U, +v,V,)

)

o~

J

k
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(UT)3+€7T3X ) ; /oo
G t) = —————2—11 d
ez} ) D Q11v 23033 Eflilovql oo v}

exp {— S (T = NonYon + N2 Zin) + Ve (Yo — 2N Zin, — Vi) + 02 Zi }

m

3424 _3

()" x ¢
= — 2 2 lmV
Q1053 T
11 {exp [~ (Tyn — NonYom + N2 Z) ] / AV exp {— [Um (Yo — 2N Zim — W) + 02 Z ] }}

m

(or)* i ¢ 2
W) X i v (T — NypYon + N2 Zpn,
QG053 T o 1;[ e [ )

o0 Y, — 2N Zm — U \ 2 Yo — 2N Zm — U \ 2
d m - Zm m -
/_oo v eXp{ (V ot N ) < N )

l

340 3
—(UT> X lim Vé’H
Qv 70
<Ym — 2N Zy, — VU

2V Zy,

/ dp, exp (—02,) }

2
) — (T = N + N2 Z,)

1
{\/ZGXP

(UT)3+Z7T3X . ¢ 1
= —*—— = |limV ——exp
Q1053 To 1;1 V' Zm

2
) —(Ton — NpwY + N2 Zi)

7r1/2}

<Ym — 2N Zpy — Uy

07
(UT)3+Z m3ym3/2 . y <Ym — 2N, Dy, — \Ilm>2 9
= lim Vy exp — (T, — Np Yo, + N Z .
Q1 21V Q3375 G0 ; 2V Zm (T = NowYoo - NonZin)

E portanto, temos uma formula que pode “gerar” as grandezas termodinamicas que nos

propusemos a calcular neste trabalho:

3+¢_3.,.3/2
(vr) T X7 lim Vﬁ, exp

Ge({z},t) = Q1 Q11 21V Q3375 T 0 {;

Ym - 2NmZ’m - \I’m ? _ I’m (427)
2/ Zm,
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onde

Ly = (Trn — Ny Y + N2 Zy,) -

A equagdo (4.27) é a fungdo geratriz de densidades de probabilidade.

4.1.2 Densidade de particulas n

A densidade de particulas foi obtida através da equacao (4.27) para ¢ = 0, ou seja,

n({z},t) = Gy ({z},t), que explicitamente é dada por:

(vr)? T3y 3/2 < — 2N Zy — W, )2
n({z},t) = hrn exp -1, 4.28
(e} 1) 1Q11 21V 23Q3323 T 0 ; 2V L (4.28)
(UT)S'/T X 3/2 Ym 2NmZm)
= €xXp — (T — Ny Yo + N? P Ly .
01Q1121vQ3Q3323 2V Z (T Zm)

A equagao (4.28) é chamada de densidade de probabilidade de particulas, e uma visualiza-
cao grafica de como tal distribuicao se comporta no tempo e como atuam os campos magnético

e elétrico sobre ela sao mostrados na segunda parte deste capitulo.

4.1.3 Densidade de Fluxo de Particulas J

Utilizando a equacao (4.27) para ¢ = 1, obtemos a densidade de fluxo de particulas, ou seja

J({z},t) = G1 ({z},1t), que explicitamente em fun¢do da equacao (4.26) resulta:
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(UT)3+1 L U 9 ~ 0 ~ 0 ~
J t) = | k
(1) N Q11Z1vVQ23Q3373 Eflfo o, " a‘I’y] " ov,

o {3 Y, — 2N, Z, — 0,
X
P14 SN

}

2
> — (Trn — NpwYo + N2 Zy)
1 (vp)t w33/

ep ! (Ym—ZNmZm>2 ;
2 < Im = 2lVmsm
2201 Q11 Z1v Q233323 — 2V Zn, "
Y1 - 2N Z1~ Yo —2No /1~ Y3 —2N3/3~
1 1215 Y2 2215 Vs 3237\
Z1 A Z3

(4.29)

A equagao (4.29) nos da a densidade de probabilidade de fluxo de particulas.

4.1.4 Densidade de Energia Cinética &£

Para calcular a densidade de energia cinética, usamos a equagao (4.27) com ¢ = 2, ou seja,

teremos £ ({z},t) = Gy ({z},1), como segue:

&
1 (UT)3+2 7739(7T3/2 . 0? ~ 0% ~ 0% ~ ~
5 1 k- L
2N Q1121 23Q3373 TIJITO 8\1/926Z + 6\1/53 + oOV?2 (Z S )

Y — 2Ny Zom — U\ 2 )
exp {; < SN > — (Tn = NmY + Ny Zn)

(UT)3+2 WSXWS/Q

1 . 0? 0? 02
9 lim st o592 T 592
2MQ11Z1vV0Q3373 7o \OVZ 0V OVZ

oo {3 Y, — 2N, 7, —
X
P14 SN

U 2
m> — (T — NypYim + N2 Z,)

}

1 (vp)® miymad/?

ZQl@llzlx/Q‘s@aszs
1|1 /Y] —2NZ1\? 1 |1 /Y, —2NoZ1\2 1 |1 /Ys—2N3Z3\2
a8 St N (T Bl (et i St O I (T Nl (kS k- B IR |
7 |2 N 71 12 V7 75 |2 N2
Y, — 2N, Z \ 2
) — (T — NYm + N2Zp) | ¢ - 4.30
exp{;(NZ)( +m)} (4.30)

A equacao (4.30) nos dé a densidade de probabilidade de energia cinética.
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4.1.5 Densidade de Fluxo de Energia J¢

Utilizando ¢ = 3 na equagao (4.27), obtemos a densidade de fluxo de energia, como mostrado

a seguir:
Je ({2} ,1)
(UT)3+3 T3y
NMQ11Z1V Q3373
{ - (Y1 2N1Z1>3 g1 <Y1 2N121> - <Y22N221>3 a1l (YQ 2N2Z1> -
27, 27, 27, 27, 27 27,

Ys — 2N375\° 1 [(Ys;—2N3Z
N _<533> _3<353>

273 273 273

d

Y — 2Ny Zom \ 2

A equacao (4.31) nos dé a densidade de probabilidade de fluxo de energia.
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4.1.6 Densidade de Entropia S

Para calcular a densidade de entropia, utilizamos a equagao (4.17), o que resulta

S({z},t) = fé’i)\/ggxm d{v}exp { En: (T — N + N2 Z) + U (Yoo — 2N Z) + V2 Zin | }
In WSXW exp {_ %: [(Tm = N Yom + N%ZM) +m (Y = 2NmZm) + v?an} }
- 1(5?1)% d{v}exp { Zm: (T, — NwYin + N2 Z0)) + U (Yo — 2N Zon) + 02, Z) }
{m [ﬂSXW} " [(Ton = NowYou + N2 Z1n) + 0 (Yo = 2N Zin) + 02, Zi] }
+ ngi gg’é o / d{v} Z (T — NowYo + N2Z) + 0n (Yo — 2N Zun) + 02 Zo]

exp{_z

m

%
— (). [w]

2
2 ~w2 77’m 2 § m

2

40,

}

- Z(Tn_NnYn+N£Z ) G van 1Q11 Q3Q3 / v}

-3
+ > (Ya-—

n

exp{_z

m

* EZ QlQll QSQs / d{ohen

n

exp{_z

m

772
4Qmm

[e.e]

1 ~
§dm372n + VV?n

(vr)’ 7y
2N )Q1Q11\/Q3Q3

1
§de; +3V2 —

4Qmm

772
4Qmm

1 -
§dm372n + 7V72n
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e portanto

7r3
S{z}.t) = n({a},0) |3 (Tn — NYa+ N2Z,) —In (m?ﬁ)]

+Z o — 2N Zn) I ({2}t +ZZK ({z},1)

— _n({z o™X
= sl (QlQntQz)
"‘Z[(Tn_NnYn"‘NgZ) ({z},t) + (Yo — 2NnZy) n({x},t)—i—ZnKn({:r},t)].

A ultima equagao nos da a densidade de probabilidade de entropia.
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4.2 Apresentacao Grafica dos Resultados

Fizemos graficos para a evolucao no espaco e tempo da densidade de probabilidade de

particulas, equagao (4.28). Primeiramente, fixamos uma das coordenadas espaciais na origem

(z = 0) e mantivemos os campos externos desligados (w = 0 e @ = (0,0,0)). Os graficos da

Figura 1 mostram que as particulas tém concentragao maior na origem, no inicio dos tempos

e 4 medida que este passa, o perfil inicial se difunde no espaco com diminuicao da amplitude

(ou seja, uma gaussiana que se difunde no espaco, diminuindo sua amplitude, aumentando seu

desvio padrao e conservando assim seu volume). Utilizamos os incrementos de tempo t = 0.5,

1, 3, 15, 30, 70, 150, 200 u.t. (unidades de tempo adimensionais).
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Figura 1. Evolugao da densidade de particulas até t = 15 u.t sem campos externos.
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Deixando o tempo transcorrer ainda mais, o processo de difusao continua até que a ampli-

tude é imperceptivel e uniforme (equilibrio), como se vé na Figura 2.
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Figura 2. Evolucao da densidade de particulas de t = 30 u.t. até t = 200 u.t sem campos

externos.

Com as mesmas configuracoes adotadas para os graficos anteriores, mas agora com o campo
elétrico ligado na direcao x, vemos que além da difusao obsevada anteriormente, o sistema apre-

sentou um deslocamento progressivo no mesmo sentido, como vemos nas Figuras 3 e 4, a seguir:
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Figura 3. Deslocamento da gaussiana no

sentido da
@ = (1,0,0)).

aplicacao do campo elétrico (w

=0e

Na Figura 4 podemos ver que para t = 200, a gaussiana esta bastante distante da posi¢ao
em que estava inicialmente (x = 0), no inicio dos tempos (Figura 3).
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Figura 5. Difusao de particulas no espaco e deslocamento no sentido de aplicacao do campo

elétrico (w=0e @ = (1,1,1)).

A partir dos graficos da Figura 6, vemos que mesmo transcorrido um tempo longo, o
comportamento observado para o inicio dos tempos se mantém. Aqui notamos uma diminuicao
na amplitude um pouco mais rapida para tempos longos devido ao fato de que agora o modulo

do campo elétrico é mais intenso.
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Figura 6. Difusao de particulas no espaco e deslocamento no sentido de aplicacao do campo

elétrico para tempos longos (w = 0e @ = (1,1,1)).

Ou seja, na presenca de campos elétricos, o perfil inicial da densidade se difunde mais
rapidamente que o caso sem campos e o centro da gaussiana se desloca (é arrastado) na direc¢ao
do campo aplicado.

A simulagao do que acontece com a difusao de particulas no caso em que apenas o campo
magnético estéa ligado (campo elétrico nulo), nos levou a observagdo do mesmo comportamento
que para o caso com ambos os campos desligados, exceto pela diminuicao da amplitude que foi

mais lenta que no caso sem campos.
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Figura 7. Difusao de particulas no espa¢o com apenas o campo magnético ligado (w = 1 e

@ = (0,0,0)).

As Figuras 7 e 8 nos sugerem que a diminui¢ao na amplitude é mais lenta que nos ca-

s0s sem campo magnético, o que deve-se ao fato de o campo magnético fazer girar a particula

carregada em torno do eixo z.
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Figura 9. Difusao de particulas no espaco

@ = (0,0,0)).

amplitude da gaussiana ¢ muito mais lenta que no caso em que o campo magnético nao ¢ apli-

cado, como vemos na Figura 1.
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A Figura 9 nos mostra que mesmo transcorrido o tempo até t = 15, a diminuicao da
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Figura 10. Difusao de particulas no espago com campo magnético muito intenso (w = 100 e

@ =(0,0,0)).

De maneira geral, comparando as Figuras 1 e 2 (caso sem campos) com as Figuras 9 e
10 (caso com campo magnético intenso), observamos que a difusdo é inibida pela presenca do
campo magnético que causa uma espécie de confinamento.

Ligando o campo magnético e o campo elétrico na dire¢ao x, observamos uma diminuicao
da amplitude novamente mais lenta que na auséncia do campo magnético e acrescido a isto um

arraste no sentido positivo do x e negativo do y, como mostram as Figuras 11 e 12.
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Figura 11. Difusao de particulas no espaco com campos magnético e elétrico ligados (w =1 e

@ = (1,0,0)).

As amplitudes das gaussianas na Figura 11 podem ser comparadas aquelas da Figura 2, in-
dicando que mesmo com o campo elétrico ligado, e consequentemente ocorrendo o deslocamento

na direcao do mesmo, a presenca do campo magnético inibe um pouco o processo de difusao no

tempo.
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Figura 12. Difusdo de particulas no espago com campos magnético e elétrico ligado (w =1 e

@ =(1,0,0)).

Por fim, ligamos o campo elétrico nas trés diregoes, aumentando assim o moédulo do mesmo,
e mantivemos o campo magnético ligado. O resultado foi uma diminuicao mais rapida na am-
plitude em se comparando aos casos anteriores, e um deslocamento no sentido positivo de x

(Figuras 13 e 14).
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Figura 13. Difusao de particulas no espaco com

campos magnético e elétrico ligado (w =1 e
@ = (1,1,1)).

A amplitude da gaussiana na Figura 14 para ¢t = 200, se comparada a correspondente
na Figura 12, mostrou que quando aumentamos o modulo do campo elétrico, a difusao ocorre
de maneira mais intensa, nos levando a crer que com a presenca de um campo elétrico mais

intenso podemos acelerar o processo de difusao, contrariamente ao caso visto em que temos

apenas campo magnético intenso e através dele atrasamos a difusao.
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Figura 14. Difusdo de particulas no espago com campos magnético e elétrico ligado (w = 1 e

@ =(1,1,1))

Os graficos confirmam as nossas expressoes analiticas para a densidade de particulas e tam-
bém confirmam o fato de que, sendo a solucao fundamental e o perfil inicial ambos Gaussianas,
a convolucao das Gaussianas é também uma (Gaussiana, com uma diminuicao de amplitude, e
aumento do desvio padrao, sendo o campo elétrico um termo de arraste do centro da Gaussiana
na direcao do mesmo e o campo magnético fazendo girar a distribuicao de particulas em torno
do eixo em que ele atua, com frequéncia ciclotronica e reduzindo o tempo de diminuicao da
amplitude.

Fizemos alguns graficos para a temperatura efetiva do gas Browniano, variando novamente
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@)

os parametros relativos ao campo magnético (w), campo elétrico (@), tempo (t) e espago (?)

A expressao para a temperatura em funcao de tais parametros pode ser obtida através da relacao

9(7,@:;%

onde £ (7, t) é a densidade de energia cinética, dada pela equacio (4.30), n (7, t) é a densidade
de particulas dada pela equagao (4.28) e onde assumimos o Teorema da Equiparti¢do de Energia.

Os graficos foram obtidos primeiramente fixando a origem em zero e fazendo o tempo variar
de zero até 70 unidades de tempo (u.t.). A temperatura é dada em unidades de T (temperatura
do reservatorio), e os graficos foram gerados considerando os dois casos: temperatura inicial
menor e temperatura inicial maior que a temperatura do reservatorio, representadas pelas curvas
vermelha e azul, respectivamente.

A Figura 15 mostra como varia a temperatura quando os campos externos estao desligados.
Se a particula tem uma temperatura menor ou maior que a do reservatorio, ela tende a assumir

a mesma temperatura deste em tempos longos. Ambas as curvas abaixo tendem ao valor 1

(unidade de Tg).

94



1.0
180
1.04 -
0.8 160
®
2 06-
0 140
o
e
S 04-
120
0.2-
1 —
0.0- 10

tempo

Figura 15. Gréficos do perfil de temperatura para campos desligados.
Quando ligamos o campo magnético (w = 1), observamos que ndo ocorre mudanga no

perfil da temperatura, e novamente ambas as curvas atingem o valor de temperatura igual a 1

(unidade de Tg), como pode ser visto na Figura 16.
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Figura 16. Graficos do perfil de temperatura para campos elétrico desligado e magnético igual

al.

Em seguida, variamos apenas o campo elétrico, mantendo o campo magnético desligado.
Observamos que a temperatura alcanca um valor maximo em torno de aproximadamente 1.8
(unidade de Tg) para o campo elétrico apenas em uma dire¢ao. A Figura 17 mostra o caso do
campo elétrico ligado apenas na direcao x; os graficos para o campo elétrico ligado nas dire¢oes

y ou z sao idénticos, visto que implicam em um mesmo moédulo para o campo elétrico.
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Figura 17. Graficos do perfil de temperatura para o campo magnético desligado e o campo
elétrico ligado e igual a 1 (em apenas uma direcao).

Se o campo elétrico for ligado nas trés direcoes a = (1,1,1), ou seja, se aumentarmos
o moédulo do campo elétrico, com o campo magnético desligado, a temperatura do sistema

estabiliza em um valor de aproximadamente 3.3 (unidades de Tg), como mostra a Figura 18.
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Figura 18. Graficos do perfil de temperatura para o campo magnético desligado e o elétrico

ligado nas trés diregoes.

Combinamos também os campos elétrico e magnético, fazendo primeiramente w = 1 e
ligando o campo elétrico em uma dimensao apenas. O resultado foi o mesmo para as direcoes x
e y e a temperatura tende a 1.5 (unidades de Tg), como pode ser visto na Figura 19. Este com-
portamento pode ser comparado ao mostrado na Figura 17, indicando que o campo magnético

modula o valor da temperatura final atingida.
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Figura 19. Gréaficos do perfil de temperatura para o campo magnético igual a 1 e o elétrico

ligado em uma dire¢ao (x ou y).
Entretanto, quando o campo magnético (w = 1) é ligado junto com o campo elétrico apenas

na dire¢ao z, o comportamento permanece 0 mesmo que para o0 €caso sem campo magnético ou

seja, a temperatura tende a 1.8 (unidades de Ty), como mostra a Figura 20.
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Figura 20. Graficos do perfil de temperatura para o campo magnético igual a 1 e o elétrico
ligado na direcao z.
@

Quando fazemos w = 1 e ligamos o campo elétrico nas trés diregoes (d = (1,1,1)), a

temperatura do sistema tende ao valor de 2.5. Os resultados aparecem na Figura 21.
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Figura 21. Gréficos do perfil de temperatura para os campos magnético e elétrico ligados (w = 1

e d=(1,1,1)).

Com a anélise dos graficos de temperatura, pudemos observar que quando ligamos o campo
elétrico com o campo magnético ligado, o valor méximo atingido pela temperatura é atenuado
em se comparando com o caso em que atua apenas o campo elétrico. Entretanto, quando os
campos estao ligados apenas na direcao z, o valor atingido continua o mesmo que no caso em
que nao havia campo magnético. A temperatura efetiva sempre relaxa a temperatura de equi-
librio, na auséncia de campos elétricos, e a um valor maior que a temperatura de equilibrio na
presenca de campos elétricos, sendo de forma geral uma relaxacao exponencial. Portanto, com
campo elétrico nao nulo, o valor final (assintotico) da temperatura é maior que no equilibrio,

nunca sendo um efeito maior que aquele para campo magnético nulo, como pode ser visto a
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seguir pela expressao assintotica para a temperatura |1] (com dimensdes):

w7¢y:1%;9:1—%+%ﬁ(zﬂ (4.32)

expressao que depende dos campos externos através do fator u (7, t) (a velocidade hidrodina-

mica), dada por (com dimensoes)

u(Z,t)=Vp+ Vg

onde
1

V=
D=9

(R+R x Q)

e Vp & obtido através da solucao da seguinte equacao com dimensoes

V= (d}+9VFxB).
C

SR

Vemos, portanto, através do termo quadratico da equagao (4.32), que o valor final da

temperatura é de fato modulado pelo campo magnético, quando o campo elétrico esta ligado.

Fizemos um ultimo teste, aumentando muitissimo o campo magnético em relagao ao campo

elétrico (w =100 e @ = (1,1,1)) e os resultados sio mostrados a seguir.
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Figura 22. Gréficos do perfil de temperatura com o campo magnético muito mais intenso que

o elétrico.

Observamos pela Figura 22 que quando o campo magnético é muito mais intenso que
o campo elétrico (em modulo), as curvas apresentam o mesmo comportamento visto na Figura

20 em que o campo elétrico atua apenas na direcao z.

Por fim, analisamos as curvas no inicio dos tempos a fim de observar a diferenca entre
as velocidades com que cada caso atinge a temperatura final (assintética). Como vimos nas
Figuras 15 e 16, sem o campo elétrico, o valor final da temperatura nao é afetado pelo campo
magnético, entretanto demora um pouco mais para alcancar o equilibrio, o que pode ser notado
comparando as curvas rosa, vermelha e preta com as demais (Figura 23), e o que confirma

também nossos resultados assintoticos.
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Figura 23. Comportamento dos perfis de temperatura no inicio dos tempos, para o caso de

temperatura inicial menor que a do reservatorio.

Na figura 23, podemos observar que quando o campo elétrico é ligado, as curvas ascen-
dem mais rapidamente. Além disso, comparando o caso em que w = 1 e q = (1,1,1) com o
caso em que w = 100 e q = (1,1,1), vemos que a presenca de um campo magnético mais intenso
torna a “chegada” ao equilibrio mais lenta, quando o campo elétrico esta presente. Em resumo,
aumentando a intensidade do campo elétrico, o sistema atinge o limite assintotico mais rapi-
damente, muito embora, possamos controlar esta “velocidade” aumentando também o campo

magnético.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho foi iniciado com uma breve revisao historica do Movimento Browniano. A
seguir, fizemos uma sucinta revisao das principais abordagens teoricas: os trabalhos de Einstein
e Smoluchowski, a formulacao de Lagevin e de Fokker-Planck, respectivamente denominadas
(segundo Kubo [42]) a representacdo de Heisenberg do movimento Browniano (equagoes dife-
renciais, nesse caso estocésticas, para as variaveis dinamicas) e a representagao de Schrodinger
(equacao a derivadas parciais para a distribuicao de probabilidades que descreve os valores
esperados ou momentos das variaveis dinamicas, sendo que, no nosso caso, as observaveis in-
cluem variaveis denominadas hidrodindmicas e termodinamicas). A equacao de Fokker-Planck,
formulada inicialmente no espaco de velocidades, foi estendida ao espago de fase (velocidades
e coordenadas espaciais) por Kramers e Klein [20], e posteriomente por Chandrasekhar [19].
Kramers também mostrou que no limite de tempos longos (regime assintotico) ou de grande
atrito, as equagoes se reduzem (integrando nas velocidades de forma apropriada, o que é co-
nhecido como as acrobacias matematicas de Kramers [19]) a equacdo de Smoluchowski, anterior
a equagao de Fokker-Planck. Por sua vez, a equacao de Smoluchowski se reduz a equacao de

difusao na auséncia de campos externos, ou seja, resultado original de Einstein.

Nos tltimos anos, o movimento Browniano, um modelo j& muito utilizado praticamente em

todas as areas das ciéncias exatas [43], teve sua relevancia exaltada por sucessos em modelos
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e interpretacdo de experimentos com os denominados biomotores (motores moleculares) (|15],
[23]). Porém, sendo as particulas carregadas (ions) muito presentes em transporte celular e
considerando que os biomotores parecem ser bem modelados como motores Brownianos, ao
menos em uma primeira fase, o estudo de trasporte de ions no esquema Browniano, considerando
os efeitos de campos elétrico e magnético, parece quase inexistente na Literatura (exceto no
estudo de plasma Browniano [21]). Neste contexto, decidimos estudar as consequéncias do
campo elétrico e magnético na dinamica de um gas Browniano. A relevancia deste problema e
o caminho para sua solucao foram apresentados por Chadrasekhar em 1943 [19]. Porém, até os

anos noventa, esse problema permaneceu ignorado.

Procuramos um caminho alternativo ao sugerido por Chandrasekhar. Em primeiro lugar,
utilizamos os resultados de Ferrari 22| (incluindo campo elétrico, mas sem campo magnético)
onde, com uma transformacao de coordenadas (gauge ou calibre de Ferrari), o campo elétrico
pode ser absorvido pelas equagoes resultando em uma equacao para particula livre (sem campo
externo). Em segundo lugar, consideramos os resultados de Czopnik e Garbaczewski [21], que
consideraram o campo magnético em uma direcao apenas e seu efeito no plano perpendicular
a esta. Os resultados foram compactados com o campo magnético calibrando o coeficiente de
atrito, resultando numa particula livre com um tensor de atrito (sendo sua parte nao diagonal
dependente do campo magnético). Operando ambos calibres na solu¢ao para uma particula livre,
obtida por Chandrasekhar [19], construimos e publicamos [1]| a solucdo geral exata inédita para
um gas Browniano sob campos elétrico e magnético homogéneos (nao dependes das coordenadas
espaciais). Recentemente, o problema tem sido considerado por diversos autores com citagoes

ao nosso trabalho pioneiro (referéncias [24] a [34]).

Nesse trabalho [1], estudamos essencialmente a solu¢ao fundamental (condi¢ao inicial como
delta de Dirac). Depois de obter a solugdo fundamental, uma gaussiana generalizada no espago
de fase, estudamos solugoes gerais com perfil inicial gaussiano. Como a solucao geral é uma
convolucao da solucao fundamental com a condicao inicial, o caso estudado tem solugao analitica

(uma outra distribugdo gaussiana, obtida através de um processo arduo e trabalhoso, porém
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possivel). As diversas grandezas relevantes (hidrodindmicas e termodinamicas) também podem
ser geradas como integracoes de gaussianas e derivadas paramétricas de uma funcao geradora de
momentos. Apresentamos resultados para diversas grandezas relevantes. Também apresentamos
alguns gréficos, visualizando os resultados e corroborando que a convolucao de Gaussianas é
também Gaussiana e que o alargamento das Gausssianas corresponde ao conhecido alargamento
difusivo. Os efeitos dos campos também sdo observados: o campo elétrico desloca (arrasta) o
centro da Gaussiana em sua direcao, e o campo magnético gira a Gaussiana em torno do eixo
que o contém, atrasando a difusao da mesma. Finalmente, apresentamos graficos mostrando a
relaxacao da temperatura efetiva a um estado estacionério (de equilibrio, caso o campo elétrico
seja nulo) e a um estado estacionario diferente ao estado de equilibrio, quando ligamos o campo

elétrico.

Além da relevancia em se obter solucoes exatas, a importancia é também de carater pratico.
Essas solugoes exatas amenizam enormemente problemas que envolvem diversas espécies de
particulas Brownianas, que interagem através de reacoes quimicas, por exemplo, onde solugoes
exatas nao tém sido encontradas. Nesses casos, as diversas aproximacoes ou simulacoes numeéri-

cas podem ser iniciadas partindo de solucoes analiticas.

A continuacdo de nossos trabalhos contempla, utilizar nossos resultados exatos em combi-
nagao com algumas aproximacoes, para estudar particulas Brownianas carregadas, que reagem
quimicamente, por exemplo. Também podemos aplicar os resultados a sistemas hidrodinamicos
sem carga, mas sob forcas de Coriolis. Outras aplicacoes envolvem estudar a validade de princi-
pios variacionais na termodinamica de processsos irreversiveis. Alguns resultados e aplicagoes

nessa direcao serao publicados [44] (anexos).
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Apéndice A

Calculo dos elementos da matriz de variadncia e covariancia

No Capitulo 3 (equagao (3.15) ), introduzimos a solugao para a equacao de Langevin sob

acao de um campo magnético:

Agora, dividiremos o intervalo de integragdo no tempo em um ntumero grande (N) de
pequenos subintervalos de tempo At (¢ (s) é constante em cada subintervalo (jAt, {j + i} At)

e igual a ¢ (jAt)). A expressao resultante, neste caso é

N-1

G+DAE N-1 . N-1
Swtsn [ A@ds= Y viGan B =35 (5.1)

S

=

onde v (s) = e A=),
Fisicamente, B (At) é a aceleragao liquida que a particula Browniana pode sofrer durante

um intervalo At (refs. [19, 21]). Uma vez que temos o termo A (s) como um termo de ruido

branco, podemos inferir que a distribuicao de probabilidade de B (At) é gaussiana com média

zero e variancia ¢ = AKgT'/m, de forma que
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2

B 3/2 B (At)
w [B (At)} = (@) erp _‘ZLW (5.2)

ou ainda, ja que §; = 1 (jAt) B (At) = ;B (At),

@ [5)] = det (v7") w (¥7'5) .

Como deti) (5) = e 3NE=5) e ¢p71 (5) = U [ (t — 5)] M), temos

1V | A2 [ (¢ = jAn)] 5[
w[s5] = ArqAt 6*3)‘(t*jAt)eIp B 4qAt

e, portanto

1 L\ 5[
w [Sj] = (47‘(th 6—2>\(t—jAz€)) exp _4the—2>\(t—jAt) ’

Os §; sao variaveis randomicas mutuamente independentes, cuja distribui¢ao é gaussiana
com média zero e variancia 02 = 2qAte 2714 Assim, a probabilidade de distribui¢ao de S
(equacao (5.1)) é também gaussiana com média zero. Sua varidncia é igual a soma de variancias

de §;, ou seja, 0% = 2¢%; Ate 2\ =34,

Tomando o limite de N — oo chegamos a

KT
N m

t
o’ = Qq/ e =9 g (1—e?).
0

Como S = 7 (t) — e M7, (equacio (3.15)), a densidade de probabilidade de transicio da
velocidade da particula Browniana, observada a condicao inicial ¥ = 4y em ty = 0, é escrita

comao:
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3/2 B
e 1 ‘v t) —e 1y

Para o processo espacial, podemos proceder como para o caso anterior no espaco de ve-
locidade. Assim, nés procuramos a distribui¢do de probabilidade do vetor randémico (planar)

R = f(fgb(s) A(s)ds (equacdo (3.19)), onde

R=7- f QUO

Dividindo o intervalo de tempo (0,t) em pequenos subintervalos para assegurar que ¢ (s)

seja constante no intervalo (jA?, {j + 1} At) e igual a ¢ (jA?), obtemos

(F+nA _,
=55 (AN /At A(s)ds = S5 (jAt) B (At) = 2417, (5.4
J

onde Z; = ¢ (jAL) B (At) = ¢; B (At).

Usando a equacao (5.2), e considerando que #; = ¢;B (At) obtemos a distribui¢do de

probabilidades de Z;:

S _ 1o 1 .
w [T;] = det [(bj 1] w [qﬁj 1:6]} = detcbjw [¢j 135]] )
Como foi definido no Capitulo 3 que:
p(s) = AT(1—er)=AT[1—e? tS)U(t—s)]
1 =eosw (s —t)  —er5Dsenw (s —t)
A2t w? — senw (s —t) 1 — e eosw (s —t)

onde
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coswt  senwt
U (t) — )

—senwt coswt

podemos obter seu determinante

deto (s) {1+ e _ 92625 o5 (s — t)}

- A2+ w?

e também podemos escrever ¢! (s)

1

= 1= AU [ (s — £)}] A
1 + 2=t — 2eMs Y cosw (s — t) [L-e {=(s = 0)}]

¢~ (s)

Seguindo este padrao, podemos ver que a inversa da matriz ¢; tem a forma

ot = A
T
onde
F 1 — AUA Deosw (AL — 1)  —eMADsenw (JAL — t) A w
i— : .
AU senw (AL —t) 1 — A Neosw (AL — t) —w A
e

v =14 AN 9 AUA D cogy (FAL — 1),

o que resulta também

dewj’l = (detqﬁj)_l = (>\2 + wz) i

i
e como consequéncia, a distribuicao de probabilidade de Z; se torna
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onde

=

S .y

resultando finalmente

A2 4 w? m{_(x?w?) |fj|2}'

W] = 4mqAtry; 4qAtry;

Desde que a distribuicao de probabilidade acima é gaussinada com média zero e variancia

= 2qAt2 i O vetor randomico R por ser a soma das varidveis randomicas Z; (equacao

(5.4)), tem a seguinte distribuicao

N (R2+ R2)
v <R> N QWZjajzexp {_ QE]U]Z-

sendo que 0?2 = ¥%; 0 = QQZJAtﬁ%.

No limite de At — 0 chegamos a integral

1 t
o’ = 2q—/ v (s) ds.
0

A2+ w?

Fazendo fo s)ds =t + 6, onde

113



2

b ey
0 = 2\ (1 € ) 22 +w2

[A+ e (—Acoswt + wsenwt)] (5.5)

podemos reescrever a densidade de probabilidade de transicao para o processo espacial como

P (Z, 1o, tg = 0,Ty) = (5.6)

1 7 — Zy — Q|
KgT ) CIP\ = TKaT
4 EbT (t+0) AEeT (t +0)

m  A24w? m  A24w?

onde

1 A w Y A w coswt  senwt

~ N2, 2
At w — A —w A —senwt coswt

ja que e M = e MU (¢).

Estamos interessados no processo completo para o espaco de fase, e nao apenas nos processos
espacial e para o espago de velocidades, individualmente. Portanto, precisamos especificar
a densidade de probabilidade de transicao P (Z,,t|Z, Vo, to = 0) do sistema considerando as
condicgoes iniciais ¥ = Ty e U = vy em t = 0, o que é equivalente a calcular a distribuicao de
probabilidade conjunta dos vetores S e R, dados pelas equacdes (3.15) e (3.19), respectivamente.

Como mencionado no Capitulo 3, tais vetores tém distribuicoes gaussianas com média zero
e consequentemente a distribuicao conjunta W <§ , é) é determinada pela matriz de variancias
e covariancias C' = (¢;;) = ((z;,2;)), onde z = (S, S, R, Ra) e 4,5 = 1,2,3,4. A seguir esta o
calculo dos elementos da matriz de covariancias, mostrada no Capitulo 3.

Para calcular as integrais (elementos da matriz de covariancias) observamos que (4; (s)) =0

e (Ai(s)A; (5) =2¢6;;0 (s — &), onde ¢ = %)\:
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Célculo de g:

g = (5151) = (5252) / / AE=9) [eosw (t — s) cosw (t — s') (Ay (5) Ay (8)) +

senw (t — s) senw (t — s') (Aa () A (8')) 4 2cosw (t — s) senw (t — ") (A1 (s) Az ()] dsds’

/ / Mt=9) [cosuw (t — 5) cosw (£ — ') 2¢0 (s — &) +

senw (t — s) senw (t — ') 2¢6 (s — §")] dsds’

t
g= 2q/ e 2A(E=) [cos®w (t — s) + sen®w (t — s)] ds
0

¢
g=a,= 2qe_2’\t/ e ds = % (1—e?). (5.7)
0

Célculo de f:
1 2 t s
f = (RiR1) = (RaR2) = <>\2+w2> /0 /0 { [)\ (1 — e M) cosw (& — S)) + we M) senw (& — s)
{)\ (1 — e M) cosw (t— 8’)) + we M=) gengw (t— s/)} (A1 (s) Ay (5))

I |:_)\e*)‘(t75)senw (t—s)+w (1 _ e M9 pps (t— 3))}

[—)\e*)‘(t*‘g/)senw (t—5) +w (1 — e M= o (t— s’))] (As (s) Az (3')>} dsds’'

2 t
[= (ﬁ) 2q/0 { A (11— e N9 cosw (t — s)) + we M= seng (t — s)]2

+ [—/\e_’\(t_s)senw (t—s)+w (1 — e M) cosw (t — s))]Q} ds
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2 t
f= (%) 2q/ [()\2 +w?) (1 — e M cosw (t — 8))2 + (W + N?) e P sen (t — s)] ds
M +w 0

) t
f= )\Q_f B / [1 — 926 2Mt=9) o (t _ S) + 6—2/\(15_3)} ds
w= Jo

2q

1 — —s

onde I; =2 f(f e M= cosw (t — s) ds = 52— [A + e M (= Acoswt + wsenwt)] .

)\2+w2

Usando também a defini¢io dada para 6 na equagao (5.5), temos

_ 2%
N2 w2

f=a, [t+6].

Calculo de h:

— _ _ 1 ! ° —A(t—s) =A(t—s)
h = (R1S1) = (S1R1) = )\24‘012/0 ds/o {[)\ <1 —e cosw (t — s)) + we senw (t — s)] Aq (s)+
[—)\e_’\(t_s)senw (t—s)+w (1 — e M) cosw (t — s))} Ao (s)} {e_’\(t_sl) [cosw (t — §') Ay (s) +

senw (t - s') As (s')] } ds'

h = ﬁ /Ot ds /0S {e_)‘(t_s,)cosw (t—s") [)\ (1 — e N eosw (t — 3)) + we™ M senw (t — 5)} (Ay (5) Ay () +

e (=) senw (t—s") [—)\e_A(t_S)senw (t—s)+w (1 — e M eosw (t — s))] (Ag (5) Ag (s'))} ds'
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2q
)\2 +w2
e N senw (t — 5) [-Ae M senw (t — 5) +w (1 — e cosw (t—5))] } ds

>

t
/ {e M cosw (t — ) [A (1 — e M eosw (t — 5)) +we X senw (t — s)] +
0

2 t
h )\2 f ) / 6*)‘(1578) [)\COSLU (t — 3) + wsenw (t _ S) _ )\e*)\(tfs)} ds
w= Jo
% /t P\e,,\ggcoswx 1 we Msenwr — 5672)\1} du
A2 +w? Jy
onde x =t —s
h = am = \2 j—wz [1 +e M — 26_’\tcoswt} ) (5.9)
Calculo de k:
1
s S =) = s

/Ot ds /OS { [)\ (1 — e M cosw (t — s)) + we M senw (& — s)] Aq(s)+
{—/\e_)‘(t_s)senw (t—s)+w <1 — e M cosw (t — s))} Ay (s)}

{e_’\(t_sl) [—senw (t — s') Ay (S') + cosw (t — s') Ao (s')] } ds'

k= ﬁ /Ot ds /OS {—e_’\<t_sl)senw (t—s") [)\ (1 — e M eosw (t — s)) + we M genw (t — s)}
(Aq (5) Ay (")) + e 2175 cosw (t—s")

{—)\e_/\(t_s)senw (t—s)+w (1 — e M= cosy (t— 5))} (A2 (s) Az (S/)>} ds’
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o

2q
)\2 _|_ w2
e cosu (1 — ) [~he 0 senss (¢ — 5) e (1 — oo (¢ — )]} ds

t
/ {—e M senw (t — s) (A (11— e M cosw (t — 5)) + we " senw (t — s)| +
0

2q

t
_—)\2 o /0 e*A(tfs) [)\senw (t — S) — WCcosw (t — 3) + we*)x(tfs)] ds

q
A2+ w?

2e Msenwt — ch (1- e’QAt)] : (5.10)
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Apéndice B

Analise da positividade dos elementos da matriz Q

Como iniciado no Capitulo 4, apresentamos aqui a andalise da convergéncia da integral que

aparece na equacao (4.24) através da verificagao do sinal dos elementos da matriz Q.

A matriz Q,,, é dada por

- 1 SnmSnm \ | K
an - 75mn+§ ; (dn/@n/n@n/m + fn/Cn/nCn/m + 29n/@n/n0n/m - éQn; )+Z Z 63n/m/c(n/n@m/m

m/,n/
onde

K
Smn = gm®mn + fmCmn + Z %: 53mn/@n/n-

Analisemos, primeiramente os elementos da diagonal (m = n):

-1 S\, K
Qmm - /7 + 5 zn,: (dn,@i,m + fnloz,m + 29n/@n/m0n/m - ﬁ/n/) + Z Z 6S’VLI’mIC{nMn6771/771

m/,n/

de modo que

-1 2 K
Qll = 7 + 5 %: (dn/@ill + fn/CrQL/l + 2gn/@nllcn/1 - QQITIL,) + Z Z 8?m/m/c’nll(amll

m/l,n/

K 1
A (C11021 — CnO11) + 3 (dl@?l + d2©3; + d303, + [1CF + foC3 + f3C5

2 2 2

Si1 Sa1 $31
2¢101,C 29209, C 29303,C51 — - -
+291911011 + 292021021 + 293031031 20, 20, 293)

:74_
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onde

K
i = g0+ fiCn + Z921

K
G1 = 2091 + foC — Z@n

G311 = 93031 + f3C5.

2

-1 S, K
Q2 = 7+ 3 ; (dn/@i,z + fwChiy + 29mOnnCrin — QQIi,) + A Z E3nmCrn2Omr

ml,n/

. K 1

- 7TA (C12822 — CnOr2) + ) (d107; + d203, + d303, + [1CF, + 203 + f305,
§122 §222 §§2

4291012012 + 2G2022C9 + 2g3032C50 — 0 " 20 T 20,

onde

K
G2 = 1012+ f1Ci2 + Z@m

K
G2 = G202 + foCs% — Z®12

G32 = 3032 + f3C30.

-1 2 K
Q33 = 7+ 5 %: (dn/@i,g + fn/Ci,;g + 20nOn3Chiz — ZQ,Z) + A Z €3nmCnzOmis

m/,n/
K 1
— (C13093 — C3013) + B (dl@%g + dy©35 + d3O35 + [1C75 + foCos + f3C55

= F4+
TTA
2 2 2
S13 S23 S33 >

2¢:10:13C 2G9093C: 293033C33 — - -
1291913013 + 292023023 + 293033033 20, 20, 204
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onde

K
Gi3 = 1013+ f1Ci3 + Z923

K
Gog = 2023 + folos — Z®13

G33 = 3033+ f3C33.

Os elementos fora da diagonal sao

1 Snr2Sn, K
Q12 = 5 zm: (dnlgnQ@n/l + fnlOnIQCnll + 2971/@71/2071/1 - Q?Zn,/l) + Z mz,;/ 53n/m/0n12@m/1
K 1
= A (C12091 — C99011) + 3 (d1012011 + d202202; + d3032031 + f1C12C11 + f2C52C

G12611 G22621 $32631
C3,C 20101,C 2G909,C 203039C3; — — —
+f3C32C51 + 291012011 + 292022051 + 2935032C'5; %0, 20, 293)

1 Sni3Sn K Z
QIS = 5 En/ (dn/(an/?)@n/l + fn/Cn/3Cn/1 + 29n/@n/30n/1 - 2,5271//1) + Z L 83n/m/C’n/3G)mll
K 1
= A (C13091 — C93011) + 5 (d1013011 + d2O9309; + d303303; + f1C13C11 + f2C93C;

§13S11 G23%21 $33631
C33C 2g:0913C 2G9093C 203033C3; — — -
+f3C53C51 + 291013C11 + 292023051 + 293033C5, 20, 20, 293)

1 Sns1Sn, K
QQl = 5 ; (dn/@nﬂ@n/Z + fn/Cn/lCnIZ + 29n/@n/10n/2 - 2/;271//2) + Z ;/ 53n/m/0n/1@m/2
K 1
= — (C1109 — C1012) + 5 (d1011012 + d2021029 + d3031039 + f1C11C12 + f2C9 Coy

A
C11612 G21622 §31§32)

C31C39 + 291011C12 + 220991 Cg + 293031 C — - -
+ /3031052 + 291011 C1a + 292021 Co2 + 293031 Cso 20, 20, 2003
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Q23

QBl

@32

! Sni3Sn. K
5 ; (dn/(an/3@nl2 + fn/Cn/3Cn/2 + 2gn/@n/3cn/2 — 2,;71:2) -+ Z Z €3n/m/Cn/3®m/2

m/,n/
K
A

+f3C53C55 + 291013C12 + 29202305 + 293033C590 —

1
(C13092 — C93012) + 5 (d1013012 + d2093099 + d3033039 + f1C13C12 + foCa3C

§13S12 o $23%22 o $33632
20 200, 2023

1 SnrSn K
5 ; (dn/@nﬂ@n/?) + fn/Cn/lOn/3 + 2gn/@n/lc(nlfﬂ - ﬁ) + Z Z 53n/mlcn/l®m/3

ml,n/

K 1
— (C11093 — C51013) + 5 (d1011013 + d2021093 + d3031033 + f1C11C13 + f2C9 Cas

A

G11613 621623 $31633
(5.0 2q:10,,C 239045, C 20303,Cs3 — — —

+f3C31C53 + 21011C13 + 299021 Ca3 + 293031 Cs 20, 20, 293)

1 Snr2Sn K
5 zn,: (dnlgnQ@n/Z’) + fnlOnIZCn/?) + 2971/@71/2071/3 - 2?2”:3) + Z Z 8?)’rz/’rn/C(nQ(9771/3

m/,n/

K

1
A (C12093 — C99013) + 5 (d1012013 + d2023023 + d3033033 + f1C12C13 + f2C92C03
G12613 G22623 §32§33>

C35C 20:10:,C 272095 C: 293032C'33 — - -
+f3C52C33 + 291012013 + 292022023 + 293032C'33 20, 200 203

Lembrando que

e teos (wt) 2 0
0 = — 1o e teos (wt) 0 (5.11)
0 0 et

a(pn +wpz) o (wpn — o) 0
C = | —a(wm —p) a(m+wp) 0 ) (5.12)

0 0 1—et
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notamos que

O3 = O93 =03 =03 =0

013 = 023 = C131 = 032 =0

de modo que

G13 =631 = G23 = G32 = 0

e também
Q13 = Q31 = Qa3 = Q32 = 0,
p = 1—eteos(wt)
po = e 'sen(wt).
Visto que

K
91011 + f1Cn + ZGQI

_ K
= gie fcos (wt) + fra(py + wiip) — NG

C11

= a% [(1—e) (14 2wpo) — 2ue™],

K
1 = G209 + f2C2 — O3

A
K
= —gopts — foa (wpy — po) — Ze’tcos (wt)
1
= —ax (26 s +w (1 — e ) (2u1 — 1)],
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K
—~ 022

Si2 = 1012+ f1Ci2 + A

K
= qipo + fra(wpg — po) + Ze*tcos (wt)

1
= aZ [26_2tu2 +w (1 — e_Zt) (211 — 1)] = —G1,

K
G2 = G209 + f2C2 — Z@m

K
= goe tcos (wt) + faar (puy + wiip) — N
1
= oy [(1—e) (14 2wp) — 2me™ ] =,

G3 = 3033+ f3Cs3
= ge '+ f5(1—e)
_ % (1—e)?(1+2e7Y),

os termos nao nulos de Q sao dados por

Qll =

=Y
> =

(C11021 — C21017)

w\»—u +
N

2
§ S

103, + d203) + f1CF) + f2C3) +201011C11 + 292091 Coy — - — 2
20 20

(C11021 — C21011)

I
Y

L\D\»—t +
B> =

1
IS8

2 2
STRRES
(@ 1+ @%1) +f (Cfl + 0221) +2¢(011C11 + ©21Ca1) — 711%21 12} )

K
Q2 = A (C12021 — C22011)

1 G116 G216
—1—5 <d1@11@12 + d20O21022 + f1C11C12 + f2C21Ca2 + 291012011 + 2g2022C21 — ;1912 - ;1922>
K
= X (C12021 — C22011)
1
+§ [d (011012 + ©21022) + f (C11C12 + C21Ca2) + 29 (012C11 + O22C21)] ,

124



K
Qa1 = A (C11022 — C21012)

S11612 . 621622 )

2 20

1
+§ <d1@11@12 + d2021022 + f1C11C12 + 202102 +291011C12 + 292021 Caz —

K
= A (C11022 — C21012)
1
+§ [d (011012 + O21022) + f (C11C12 + C21C22) + 29 (011C12 + ©21C22)],
. K
Qa2 = v+ x (C12022 — C22012)
1 2 2 2 2 §122 §222
+- [ d1©7y + d2O35 + f1CT5 + f2055 + 291012C12 + 292022C20 — ——— — =
2 201 20
-~ K 1 2 2 2 2 §122 + §121
= ~v+ Z (012@22 — 022@12) + 5 d (@12 + @22) + f (012 + 022) + 2g (@12012 + @22022) — 50, ,

onde utilizamos o fato de que

01, + 03, = e *sen® (wt) +e *cos® (wt) = e *
03, + 0% = e sen® (wt) +e *cos® (wt) = e *
011012 + 0210 = e *cos (wt) sen (wt) — e *'sen (wt) cos (wt)
= 0,
Ch+Ch = [a(p+wm) + o (wm — p2)]?

— 0 (1) (1= eeos (@0) + (¢ sen ()]
= a[l+e* —2e"cos (wt)]

= « [2u1 — (1 — e_gt)} ,

C%+C2 = [a(wm — pa)* + o (11 + wps))?

= a[l+e? —2e"cos (wt)],
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C1iCiz + Cn G = o (pu1 + wpiz) (wpn — pa) — & (p + whia) (wpnn — pi2) = 0,
011011 +015C1 = e fcos (wt) a(py + wiz) + e Tsen (wt) a (wpy — o)
= ae " [ucos (wt) — pgsen (wt) + wpgcos (wt) + wpysen (wt)]

= ae ' [cos (wt) + wsen (wt) —e ],

011015 — 01,C1; = e 'cos (wt) a(wuy — p2) — e 'sen (wt) a (g + wiig)
= ae " wpycos (wt) — pacos (wt) — pysen (wt) — wugsen (wt)]

= ae " [weos (wt) —we™" — sen (wt)]

e assim

. K 1 —2t 2 2 St + St
Qu = 7+ A (C12011 — C11012) + 2 de™" + f (011 + 012) +29 (01101 + ©12C12) — 20

1
. K
= 7+ Zae’t [w cos (wt) — we™ — sin (wt)]
1 St + f
—1-5 {de% + fa[2m — (1 —e)] + 2gae™ [cos (wt) + wsin (wt) — e '] — %]
1
_ €—4t 1
=7 2 {(1 +w?) (1 +w?+45t) (1 —e2t) — 85 (1 + 2t — 2e~2t cos (wt))]

{62t — 86 — 1883e* 4 2pe™ + 48te* + 2w?e* — 8fw? + 6w e + 2e1 fuw? + 4e*'t[uw?

+e*w! — 8B’ [-3+ (=1 + ) w?] cos (wt) + 8¢’ (=2 + €*') Bwsin (wi) }

1 1
= 7T 2 {(1 +w?) (1 +w?+45t) (1 —e ) =86 (1 — 2e~t cos (wt) + e~ %)
{(1 +w) e 128 (1+w?) [1+2(t—2e7) ] + 65 (w? — 3) ™

+88e™" { [ (w? 4 3) cos (wt) — 2wsin (wt)] e™* + wsin (wt) — w” cos (wt) } }
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- 1 1
=0T 2 [(1 +w?)?(1—e2)+ 48[t (14 w?) (1 —e2) —2(1 — 2e~t cos (wt) + e=2)]

X [(1 + w2)2 e 2t 4 20 { (1 + wz) [1 +2 (t - 26_2t) e_zt} 43 (w2 B 3) o2

+4e " {[(w? + 3) cos (wt) — 2wsin (wt)] e + w [sin (wt) — w cos (wt)] } }]

1 1 . oy - .
= 7+§[1—e—zt+2m} e +28{a[1+2(t—2e7) ™| +3a (1 —da)e™

+4a’e™" { [(w? + 3) cos (wt) — 2wsin (wt)] e + w [sin (wt) — wcos (wt)] } }] .

K
Q2 = A (C12012 + C11011) + g (©12C11 — ©11C12)

= —ae! {IA( [cos (wt) + wsin (wt) — e "] + g [wcos (wt) — we™" — sin (wt)] }

{[2p2 —w (1 — e7")] [cos (wt) — e ™" +wsin (wt)] + [2p1 — (1 — e7")] [wcos (wt) — we™ — sin (wt)] }

= —042%€7t {[2¢7 " sin (wt)w — 2 (1 — e " cos (wt)) + (1 — e~ %) (1 — w?)] sin (wt)

+2 [e " sin (wt) — we™" (cos (wt) — e *)] [cos (wt) — e™'] }

2w — 4we cos (wt) + 2we? cos (2wt) + et sin (wt) + 3 sin (wt) — w?el sin (wt) + w?e3! sin (wt) — 2€%! sin (2wt)
2{2 +t+ w?t — e?* (=2 + t + w?t) — 4et cos (wt)}

1
2 t(14+w?)(1—e2t)+4etcos(wt) —2(1+e2)

2

«

<2we_3t — e 2" [(w? — 3) sin (wt) + 4w cos (wt) ]| + 27" [w cos (2wt) — sin (2wt)] + (1 4 w?) sin (wt)) ot

{2we™3 — e7? [(w® — 3) sin (wt) + 4w cos (wt)] + 2" [w cos (2wt) — sin (2wt)] + (1 4 w?) sin (wt) } .
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K

Qn = A (C12012 + C11011) — g (012C11 — 611C12)
= —Qh
- K 1 —2t 2 2 STIRRIE
Qe = 7+ A (C12011 — C11O12) + B de™™ + f (CH + C12) + 29 (011C11 + 012C12) — 20,
= Qu.

_ 1 c2
Q33 = 7+ 3 (d3®§3 + f303; + 293033C33 — 2;;3)

= 7+ ﬁ {[(1 e ) 41—t r 2+ (1-ef)’ (1 43e7) - zA})Qg (1-e'(1+ Qet)z}

1 e 428 [1+e(-9+2t) +12e7% — 4e™¥]
2(1—c 1) L+et +4B[(t+2)e "+t -2

1 e 2+ 283 {1 + [2t -(3- 264)2} 67%}
2(1—e7") (I+e ) +48[(t+2) et +1 2]

| 2B+ [1 L 4Bt —28(3 — 2e—t)2}
201 —et) (L+et)(1+4Bt) —8B(1—e?)
128+ 72 [1 4Bt — 26 (3 — 2e*tﬂ
2 (1—e2t)(14+48t) —88 (1 —et)?

:§+

B+e 2 [% +28t— 63— 2e—f)2]
(1—e=2t) (1448t) — 88 (1 —et)?

;e p{ie 2 - 3200 e}
2(1—e ) (1+e ) +4B8[t(1+et)—2(1—e?)]
1 e 2?4+ {1 + {Qt —(3- Qe*t)Q] efzt}

2 1—e=2t £ 28A0 '

Observe que Q33 > 0 visto que
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t(l+e?)—2(1-¢") > 0

L2t = (3-207) e = 0

Deste modo vemos que a matriz (),,, é da forma

Qu Qi 0
Q= -Q1 Qu 0
0 0 Qs

e a convergéncia das integrais fica condicionada a positividade de Q.
Manipulagoes matematicas na equagao (4.25)

Para tornar o argumento da exponencial que aparece na equagao (4.25) mais compacto,
fizemos as manipulagoes e inserimos as novas variaveis mostradas a seguir.

Podemos notar que no argumento da exponencial referida temos o termo:

&m

1, K
§fmAm + gmAmBm + K zn: €3mnAmBn — 10,

2
1. K 1 K
= ifmAm + gmAmBm + Z ; €3mnAmBn — m (fmAm + gmBm + Z gEgman>

1 K
= EfmA’%n =+ gmAmBm + Z ; €3mnAmBn

1 K K
_m (fmAm + gmBm + Z ;€3man> <fmAm + gmBm + Z Z/ E3mn’Bn’>
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1 9 2 K

1
490y,

2
1 K 1 [(K\?
_mg 253man (fmAm + gmBm) - m (A) (Z 53man)

1
40,

2
K 20 — fm 1 [(K)\?
1 1 K 1 2 K ’
_ = - 2 - R _
= Q,, B <2fmAm + gmAm By + A §n 53mnAmBn> <2gmBm> <2A En 53man>

1
= QfmA?n + 9mAmBm (fmAm + gmBm)2

)

enquanto que

nSnm K
£2Qn :| + K Z E3nm (An/@nm + B”Cmm)

n,n/

ann + gan + % Zn/ €3nn’ By ]
Snm

o = BVt Y [(dan 0 An) O + (fuAn 4 g0 Ba) Con —

= AV + )
n

K
+Z Z €3nin (Anlgnm + BnCn/m)

n,n/

(dan + gnAn) enm + (ann + gan) Cnm - QQ

= QWVm + Z |:(dan + gnAn) Gnm + (ann + gan) (Cnm - Snm ):|

2Q,
K Sn'm
‘l‘z Z E3nm |:An/@nm + (Cn/m - Qin> Bn:|

n,n/

1 K
BCrm — *gn(u)nm - ﬁ %: €3nn/Onim

2
Bn}

1
= Q’VV +Z{dB +gn n)@nm+(ann+gan)Qi

+— Z E3nm { n/@nm JF

}

ﬁCnm*

1 K
ign’gn’m - ﬁ %/: 6371/717,/(_)m/m
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= 29V, + ZAnQﬁ

n
+> By

n

n

2Qy,dy, — (Qn)2 B
T@nm + angn nm T — Z 53n/n BCrim — 2A Z €3n/miOmmn .

K
(fncnm + gn@nm + Z Z 53nn/@n/m>

Definindo o vetor a seguir

_20d, — (9,)° 8 K 1 K
—nm — Tgnm + Q_ngncnm + Z zn/: 53n/nQ_n/ 6Cn’m - ﬁ ; 53n’m/@m/m )

reescrevemaos 7),:
- Ay, -

onde lembramos que

fnCnm + gn nm + — Z <<’:3nn/(an/m

Antes de prosseguir, podemos notar que a definicao de =, implica que

[1
-
=

|

20d
1—<)@11 + —9011 + — Z 53n/1 <5On n— = Z €3n! m/@mxl)

2€)
- %@11 + QﬁlgC’n + %8321 (5021 — %5321911) )
Sy = %@11 + Qﬁgcn +— A Z€3n/2 ! (5071 27 5N 25371 m/@m/Q)
_ %@11 + QﬁlgCn + %5312 51 (5012 - %5312@22)
= W@H + Qﬁlg(}’n + [A(aggl <5C'21 - %8321@11)
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CIN %@12 - —9012 + = Z 3 gy <5Cn 2= 5x Z Exn m/@m/2>
= %@12 + QﬁlgC’lg + IA(€321 (5022 - %5321@12) ,

En = —%@m - —gc12 - Zem (5@ P Zggn m,@m,l)
= —%@m — QﬁlgClg + %6312 (5011 - %5312921>
= _291612—91()2@12 — Qﬂlgcm [A(€321 ! (5022 %5321@12)
= —Ep

=1 = %@“’ " 5 $Cat x Zgg”’l 1 (60”3 2A Z&”” m'@m'?’)
=0

= o L K S (0 S ewnn)
=0

_ 2Q3d3 — (g3)° B
Z5 = ——————03 + 93031 + — Z€3n/3 BCw1 — oA Z&m mrOmn

2005
=0
— 20ad5 —
=32 = %3(93)@32 + —g3C3 + — Z €3n/3 (Bcn 27 5N Z E3n’ m/@m/2>
= 0.

E voltando a equagao (4.25), vemos que o argumento da exponencial é dado por

52
40,

1 2 | 2 772 2
Z §dem+’yVm 4Qmm + 3 fmA +gmA Bm+ zn:g?mmAmBn -

m

2
_ 2 (AVm)' GV, A, )1 A, 1
- Z ’)/Vm 4Qmm 4Qmm 5 Zn: Qn Snm 4Qmm B zn: Qn Snm + ﬁfm QQm Am

m
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1 _ 1 ([ K\’
—~ =nme=mn’ — ~ | 5 A €3mnE3mn/
4Qumm O, \2A ) “3mn=s

Mas temos que

1 - 1 /K\?
—Zomsmn — ~ | T E3mnE3mn/
4Qmm Q,, \2A ) “imned

_ o 1 0 o 1 o 1
= (By) 0n (E11)” + (Bo) 0% (Za2)” + (Bs) 10w (Zs3)
2 1 0 o 1 0
—(B1) 10v9 (E12)” — (B2) 0n (Z12)




e, portanto, vemos que a integral em v,, pode ser feita sem problemas.

Se definirmos

2
= 3V Jm g2 1 o E,ﬁ
T, = V. +6 A 0. (2va—|—6 4 Qn§nm>

Ym = 6 (Q Im + Z 83nm - Z/ 2@171/”/ é_zgnn’ Emn’) - ? Emn%

20d — (g)* | 1 5 [Ew)? 1 (K
Z, = = — — | — 1 —
" QG =) T 4G, o, \2n ) |10
pOdeIIlOS reescrever p como
1
T b o} ) = 7y exp m + B Y, + B2 Z,,
Pl Ao b 0 = TG s [ 2 (T )

ou ainda

p{zm},{vn},t) = WSXW exp {— Z |:Tm + (Um = Nm) Y + (Vi — Nm)2 Zm} }

oy
Q1Q11v 23033

m

1 exp {_ > (T = NoYon + N2 Zim) + v (Yo = 2N Zn) + 03, Zim) } .

Que é nossa solucao geral, e pode ser utilizada para obter os diversos momentos.

134



Referéncias Bibliograficas

|1] T.P. Simées, R.E. Lagos, Physica A 355, 274 (2005).

[2] F. Jiilicher, A. Adjani, J. Prost, Rev. Mod. Phys. 69 1269 (1997).

[3] P. Reimann, P. Hanggi, Appl. Phys. A 75 169 (2002).

|4] P. Hanggi, F. Marchesoni, F. Nori, Ann. der Phys. 14 (1-3): 51-70 (2005).
[5] P. Hanggi, P. Talkner, M. Borkovec, Rev. Mod. Phys. 62 251 (1990).

[6] J. Voit, Physica A 321, 286-99 (2003).

[7] T. Kosztolowicz, J. Phys. A: Math. Gen. 31 1943 (1998).

[8] D. Helbing, P. Molnar, Phys. Rev. E 51 4282 (1995).

|9] Y. Katayama, R. Terauti, Fur. J. Phys. 17 (1996) 136-140.

[10] E. Nelson, Dynamical Theories of Brownian Motion (Princeton University Press, Princeton,

1967).
[11] R. Brown, Phil. Mag. (New Series) 4, 161-73 (1828).

[12| A. Einstein, Investigations on the theory of the Brownian movement. New York: Dover,

1956.

[13] D.S. Ray, arXiv:physics/9903033 v2 (1999).

135



[14| J.B. Perrin, Nobel Lecture, december 11, 1926.

[15] P. Hanggi, F. Marchesoni, Chaos 15, 026101 (2005).

[16] W. Sutherland, Phil. Mag. (6-th Series) 9, 781-5 (1905).

[17] D.S. Lemons, A. Gythiel, Am. J. Phys. 65 (11) nov. 1997.

18] H.B. Callen, R.F. Greene, Phys. Rev. 86 (5) 702-10 and 88 (6) 1387-91 (1952).
[19] S. Chandrasekhar , Rev. Mod. Phys. 15 1 (1943).

[20] H.A. Kramers, Physica 7 284 (1940).

[21] R. Czopnik, P. Garbaczewski, Phys. Rev. E 63, 021105 (2001).

[22| L. Ferrari, J. Chem. Phys. 118, 11092 (2003).

[23] F. Schweitzer, Active Brownian Particles with Internal Energy Depot in: Traffic and Gra-

nular Flow ’99: Social, Traffic, and Granular Dynamics, Springer, Berlin 2000, pp.161-172.
[24] J.I. Jiménez-Aquino, M. Romero-Batisda, Phys. Rev. E 74, 041117 (2006).
[25] J.I. Jiménez-Aquino, M. Romero-Batisda, Rev. Mez. Fis. F 52 (2), 182 (2006).
[26] J.I. Jiménez-Aquino, M. Romero-Batisda, Phys. Rev. E 76, 021106 (2007).
[27] J.I. Jiménez-Aquino, M. Romero-Batisda, Physica A 386, 63 (2007).
[28] F.C.N. Paraan, MP Solon, J.P. Esguerra, Phys. Rev. E 77, 022101 (2008).
[29] N. Voropajeva, T. Ord, Phys. Lett. A 372, 2167 (2008).
[30] J.I. Jiménez-Aquino, R.M. Velasco, F.J. Uribe, Phys. Rev. E 77, 051105 (2008).
[31] J.I. Jiménez-Aquino, M. Romero-Batisda, Rev. Mez. Fis. E 54 (1), 81 (2008).
[32] L. Ferrari, J. Chem. Phys. 132, 044907 (2010).

136



[33] A. Baura, M.K. Sen, B.C. Bag, Fur. Phys. J. B 75, 267 (2010).

[34] J.I. Jiménez-Aquino, F.J. Uribe, R.M. Velasco, J. Phys. A: Math. Theor. 43, 255001 (2010).
[35] M.v. Smoluchowski, Ann. d, Physik 21, 756 (1906).

[36] D.S. Lemons, A. Gythiel, Am. J. Phys. 65 1079 (1997).

[37] A.D. Fokker, Ann. d. Physik 43, 812 (1914).

[38] M. Planck, Sitz. der preuss. Akad. p.324 (1917).

[39] M.v. Smoluchowski, Ann d. Physik 48, 1103 (1915).

[40] S.R.A. Salinas, Introdu¢ao & Fisica Estatistica (EDUSP, 2005).

[41] W. Hauser, Introd. to the Principles of Mechanics. Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1966.
p-258.

[42] R. Kubo, Supplement of the Progress of Theoretical Physics, 64 (1978).
[43] W. Ebeling, E. Gudowska-Nowak, I.M. Sokolov, Acta Phys. Pol. B. 39, 1003 (2008).

[44] R.E. Lagos, T.P. Simées, 2010 (preprint anexo).

137



138



Anexos: Artigo e Preprint

139



Available online at www.sciencedirect.com

e @ PHYSICA /

Physica A 355 (2005) 274-282

www clsevier.com/locate/physa

Kramers equation for a charged Brownian
particle: The exact solution

Tania P. Simdes®, Roberto E. Lagos™**

*Instituto de Fisica 'Gleb Wataghin’, Universidade Estadual de Campinas { UNICAMP) CP. 6165,
13083-970, Campinas, SP, Brazil
bDepaﬂamnlm de Fisica, IGCE Universidade Estadual Paulista (UNESP) CP. 178, 13500-970 Riv Claro,
SP, Brazil
“Virtual Research Center-CC@Complex-Science and Computing for Complexity, UNESP SP, Brazil

Received 28 October 2004
Available online 11 May 2005

Abstract

‘We report the exact fundamental solution for Kramers equation associated to a Brownian
gas of charged particles, under the influence of homogeneous (spatially uniform) otherwise
arbitrary, external mechanical, electrical and magnetic fields. Some applications are presented,
namely the hydrothermodynamical picture for Brownian motion in the long-time regime.
© 2005 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

In Chandrasekhar’s 1943 celebrated paper [1], Kramers equation [2] was solved for
the free Brownian particle and some general lines were drawn towards solving this
problem in a field of force. Only recently some progress was reported considering
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Kramers equation for a charged Brownian particle in a field of force: Czopnik and
Garbaczewsky (CG) [3] solved Kramers planar equation in a magnetic field,
essentially transforming the magnetic field contribution into a tensorial Stokes-like
dissipative force. Later, Ferrari [4] via transformed phase space variables, mapped
Kramers equation for a charged Brownian particle in an electric field into the free
Brownian particle case. By combining both CG’s ‘rotated’ Stokes force and Ferrari’s
gauge, in Section 2 we report the exact fundamental solution of Kramers equation
for a charged Brownian particle in an uniform, otherwise arbitrary field of forces. In
Section 3 we present some applications, concerning the hydrothermodynamical
picture of Brownian motion, the validity of the local equilibrium approximation and
the ‘linear’ regime (see for example Ref. [5,6]). Comparison is made with some results
obtained via a perturbative recursive scheme [7,8]. Finally in Section 4 we present
some concluding remarks and outline some work in progress.

2. Fundamental solution

We study a Brownian gas composed of charged particles (mass m, charge e) under
the influence of external fields: mechanic (mec), electric (E) and magnetic (B) fields,
uniform in space and in general time dependent. Our starting point is Kramers
equation for the density probability distribution P(X,¥, f) in phase space (position r,
velocity v) at time ¢, in contact with a reservoir at temperature Tk and under the
force fields

F(v,t):Fm+eE+§va. 1)
The associated Kramers equation [2] reads

3P BP FoP 9 Fy TRrO*P

TR e T Ewm T tmoe @

with Boltzmann’s constant kz = 1, A = z~! is the friction coefficient (inverse of the
collision time) and F; = —Amv is the dissipative Stokes-like force. As in previous
work [7,8], where a perturbative recursive scheme was presented for a more general
case, we define vy, a thermal velocity given by mwv% = Tr and dimensionless
variables by scaling space, velocity and time, respectively, with / = tvr, vy and =.
Also, we define the conservative acceleration a (and the associated potential ¢) and
the cyclotronic frequency vector €, respectively, as (hereafter all quantities are
dimensionless unless stated otherwise)

¢
& ] (3)

T
a=m~—-—vT(Fm+eE)=—
Q:—e—rBzmé\). 4)

mc

Notice that in terms of the usual dimensional cyclotronic frequency [8], we have
® = w.7. Concerning notation, we chose the very convenient bra-ket convention.
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Denote any vector V. by V = V,|x) + V,|y) + V.|z) and its adjoint by VI =
Vi{xl + V(¥ + V2{z| (all quantities are real). We also define some useful dyadics,
namely: e; = |z)(z|, ex = |x){x] + [») (¥, e3 = |x}{¥| — |»){x] and the unit dyadic
e = e; + ;. Furthermore, we define the z-axis as the magnetic field direction (& = %),
and Kramers (2) is cast in a compact form as

oP 2P OoP 0 orp
§+V§+SE=E;AFP+‘5;{, (5)

where the magnetic contribution is included as a tensorial Stokes-like dissipative
term (see [3,8])

Av=v+Q xVv=(e—we;)v.
We also define
M= A" = ey + ofe; + we3)
with ! = 1 + w?. In dimensional form this tensorial collision time constant has the
familiar form [8]
1 @,T 0

-t 1 0 . ©)

M= _____f__é.
I+@D°\ o 0 1+ (002

Since the planar (x, y) dynamics is decoupled from the z-axis dynamics, the case
a =0 can be trivially solved generalizing the planar results of (CG) [3]. Then,
transforming to new variables R and V, via Ferrari’s gauge [4] we map our problem
to the free Brownian particle solved in 1943 by Chandrasekhar [1]. Here we
particularize to time-independent external fields case, yielding Ferrari's transformed
variables [4]

R =x-6x(a,M,7),

V=v—dv(a, M),
where
v =M(l — Q)a+ Oy,

éx = Mar — M?(1 — ©®)a + M(1 — ®)vp +xo ,

@O = exp(—t)(e; + ez cos wi + e3 sin wi)
and with Kramers (5) mapped to the trivially solved [3,4,1] equation

or oP 0 a’p

The fundamental solution G(x, v, f]xg, vo), namely with free boundary conditions and
the point-like initial condition

G(x,v,t = 0|xp, Vo) = 5(x — X)d(¥V — vo)
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is given by
G(x, v, t{xp,v) = -lm 3—~l-—~—cx —10
x: s KO! 0 - 27{ A\/? P 2 L]
where

D=D; - B, - D,
with
®; =VIAV+R'AR,
@, = V'A,R +RTA,V,
D, = 2QT(R xV),

or in a compact form

@ = (vt RT)A(::) s

where
A= Av _Am + |QIE3
a _Am - |Q!e3 Ar
with
% . a
Ay = jez +z;'el .
Q=%a,

ap = o1 — 2b.b. + bf) ’
k= a(2bb, — way),
a; = ala, + 2t — da(1 + b.(wb; — b)),

be =exp(—1), b.=cosmt b, =sin wf.
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®

The superscript * in Eqs. (7) and (8) denotes the corresponding quantity evaluated at

null magnetic field (v = 0).
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The general solution satisfying the initial condition P(x,v, = 0) = Py(x,v) is
given by

Px,v, 1) = [ dxo dvoG(x, ¥, 1[0, %) Po(X0, ¥o) - ©)

We normalize the probability P to N, the total number of particles in the gas and
define the particle density

n(x, f) = / dvP(x,v,1)
requiring

N = f dxdvPy(x,v) = / dxdvP(x,v,1).
A mean density #g is defined in the thermodynamic limit as N = no ¥, where the
volume is defined by ¥ = [dx. Thermal equilibrium conditions (TEC) are reached

in the asymptotic regime 7 — oo under null external fields, where we retrieve the
Maxwellian distribution

Prec(v) = 2n) ™ no exp —1v? .

3. Hydrothermodynamics of Brownian motion

We start by defining some quantities of interest [7,8]: particle flow density J, the
associated hydrodynamic velocity u, kinetic energy density &, local gas temperature
(in T’z units), local pressure p, entropy density s, Gibbs energy density g and the total
chemical potential u, respectively, defined by

Jx, 1) = / dvvP(x,v,t) = n(x, Hu(x, 1),
&(x, 1) = 3n(x, H0(x, 1) = } / dvv P(x,v, 1),
P(x, 0 = n(x, HO(x, 7) ,

s(x, 1) = — / dvP(x,v, 1) InnP(x,v,1),

g(x, 1) = e(x, ) — 0(x, 1)s(x, 1) + p(x, 1),

g(x, )
n(x, 1)

u(x, 1) = +¢.

144



T.P. Simédes, RE. Lagos / Physica A 355 (2005) 274-282 279

The additive constant

h
lnx=—l+3ln;-f‘-;

is chosen such that under TEC we retrieve the usual thermodynamical entropy
density [7,8). This equilibrium entropy and the associated chemical potential are,
respectively, given by (in dimensional form)

Seq(no, TR) =My (% +In "i(n%_iﬂ)

no(T
ttogrior TR) = T In22LR)
ny
with
2emT R\ *?
HQ(TR) - ( hz R)

Furthermore, we define an entropy flux density as
Jy= - / dvvP(x,v, )In xP(x,v,1).

Balance equations are computed as in Refs. [7,8], yielding the continuity
(Smoluchowsky) and the entropy balance equations, given, respectively, by

on
'é'? +VI=0
and
Os(x,7)  OJs(x,1)
or * ox ox, 1),

where the entropy production density o(x, 1) is given by

2
o(x, 1) = f dvP(x, v, t) (EE%(_:H:‘_)) — 3n(x, 1)
In this brief report we compute the non-equilibrium long-time regime (LTR, the
limit # 3> | and with non-zero external fields). In this limit we have
0¢

oV = —Mar—V}:

Ox =Vrt+x*, X"=x0—M(Vr—v).

Thus, in the LTR Ferrari’s [4] transformation is simply represented by the
constant velocity shift Vr or equivalently, given by the solution of the (dimensional)
equation

Vr

—;—#—’E(ch+eE+§VF x B) .
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We highlight some results in the LTR, corroborating some previously obtained
results, via a recursive method [7,8]. We may cast

P, v, ) =n(x, )W (X, v, 1)

where to lowest order in 7! we have

1+ 2:)"‘/2ex _(+29
dnt P 4z

W(x,v,1) = ( V-~ Vp),

11?1 1
n(x, 1) = (Z“r}ht) p exp—-z-F(R)

with

I@®) = 5 (R + o(QRY) ~ V5,

Then it is also satisfied the relation
on o
Jx, ) = -M| — -
(.= -M(52+n3E) (10)
We define a magneto covariant derivative as in Ref. [8] for any given function f(x, r)
as (notice the potential ¢ is expressed in Tz units)
0
Df =M exp(—$) 5=/ (x, D exp(@)

of(x,0) ¢

o
—m(Z& +f(x,t)$)

and from (10) we retrieve Smoluchowsky equation with a magnetic field [8]
on O
7 = o O (1n

Also, the local temperature 7(x, ), the entropy density and the total chemical
potential (in dimensional form) are given by the following expressions:

T(x,1) 11,

-»—-T-—,;_-_ﬂ(x,r)_l 2:+3u(x,t), (12)
5(x, ) = seg(n(x, ), T(x, ) + 05(x, 0) , (13
H(X, 1) = pog(n(X, 1), T(X, 1)) + Op(X, 1) , (14)
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where the entropy and chemical potential shifts, are, respectively, given by (to lowest
order in ¢~! and w¥»~M?)

3s(x, ) = —dn(x, Du(x,1) ,

Su(x, ) = §T(x, Ow’(x, 1) + $(x, 1) .
Furthermore, the hydrodynamic velocity u may be cast in several equivalent forms,
namely

_ Cax O (Hx, DN
ux, ) = D, lﬂﬂ—-Ma(B(x’ﬂ) =Vp+Vr.

Let us briefly comment on the last equation. The entropy density (Eq. (13)) with
u(x, £) = D, In n is formally reminiscent of a Ginzburg-Landau expansion as noted
in Ref. [8]. Also, as stated by Landauer [9] the gradient of a bona fide non-
equilbrium chemical must be proportional to the particle flux J = nu.

It was found [8] that a suitable expansion parameter is the collision time t
(or its temsorial partner M). In the LTR and confirming our conclusions in Ref. [8],
for the Brownian motion of a charged particle, the local equilibrium hypothesis 1s
satisfied only to first order (linear) in (M) and where, among other things, Onsager
relations are satisfied. In this linear approximation we have T(x, ) = T, os(x, 1) ~
0, du(x, £) &~ ¢(x, £). Furthermore, up to second order in t

IO~ 328, a0 5en(x, D)
yielding a non-equilibrium temperature independent of the magnetic field, and a
positive definite entropy production that vanishes as r~1.

4. Concluding remarks

Here we have presented the fundamental exact solution for Kramers equation in
a field of uniform forces, hitherto unknown, and applied the results to the long time
regime. Work in progress seeks solutions for general initial conditions and other
than free boundary conditions (for example, membranes [10]) and the associated
hydrothermodynamical picture, to be inserted into a more general framework [5.6].
Also, we will address the question of a nonuniform reservoir temperature T g(x)
[8,11] and the inclusion of chemical reactions [8,12] to our Brownian scheme.
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Charged Brownian Particles:
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We consider a charged Brownian gas under the influence of external and non uniform electric, magnetic and me-
chanical fields, immersed in a non umtform bath temperature. With the collision time as an expansion parameter, we
study the solution to the associated Kramers equation, including a linear reactive term. To first order we obtain the
asymptotic (overdamped) regime, governed by transport equations, namely: for the particle density, a Smoluchowski-
reactive like equation; for the particle 's momentum density, a generalized Ohm s like equation; and for the particle s
energy denzity, a Maxwell-Cattaneo like equation. Defining a nonequilibrium temperature as the mean kinetic en-
ergy density, and introducing Boltzmann ‘s entropy density via the one particle distribution funetion, we prezent a
complete thermohydrodynamical picture for a charged Browman gas. We probe the vahdity of the local equilibrium
approximation, Onsager relations, varational prineiples associated to the entropy production, and apply our results to:
carrier transport in semiconductors, hot carriers and Brownian motors. Finally, we outline a method to incorporate
non linear reactive kinetics and a mean field approach to interacting Brownian particles.

Pacs 05.20.Dd, 05.40.-a, 05.40_Jc, 05.70.Ln, 51.10+y, 66.10.Cd, 82.40.-g

Keywords: Brownian motion, Kramers equation, Smoluchowsk: equation, dissipative dynamics, evolution of nonequi-
librium systems, Brownian motors, carrier transport.
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1: Introduction

The ubiquitous Brownian motion [1]-[8] remains an outstanding paradigm in modern physics [9]. The theoretical
framework [10, 11] consisting of Kramers equation (a Fokker-Planck equation in phase space), Smoluchowski equation
(asymptotic or overdamped contraction of the latter) and the associated stochastic Langevin equation, have been
widely applied to diverse problems, such as: Brownian motion in potential wells, chemical reactions rate theory,
nuclear dynamies, stochastie resonance, surtace diffumion, general stochastic processes and evolution of nonequilibrium
systems, 1n both classical and quantum contexts. More recent applications include thermodynamics of emall systems,
molecular motors, chemical and biological nanostructures, mesoscopic motors power output and efficiency, and the
fractional Kramers equation applied to anomalous diffusion. Concerning reviews and applications, we mention some
representative but by no means an exhaustive list of references [10]-[60], some monographs [61]-[70] in addition to the
"founding papers" [3]-[8]. In his celebrated 1943 Brownian motion paper [11], Chandrasekhar outlined the method for
solving a Browman particle in a general field of force. It took approximately sixty years to report exact solutions tfor
the Brownian motion of a charged particle in uniform and static electric and/or magnetic fields [71]-[85] (see also
some previous related works [86, 87]).

In Section 2 we generalize and extend previous work [75, 77] and consider a charged Brownian particle in general
field of force (including magnetic fields), in an inhomogeneous medium (a nonuniform/nonisothermal bath temperature
profile [88]-[113]). Furthermore we include a reactive linear term (BGK like [114]-[117]) and obtain a general associated
Kramers equation. In Section 3 we expand the solution generalizing a previous result [75] yielding recursive relations
(for other expansions in the literature see for example [64, 73] and [118]-[120]. In Section 4 we use these recursive
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relationz to obtain the Hydrothermodynamiecal picture ot Brownian motion. In Section 5 we present some straight
forward applications namely, the linear Onsager-like expansions for the entropy production for Brownian motion,
egeneralized Shockley carrier transport equations, hot carrier transport and chemically reacting Brownian gases. Finally
in Section 6 our concluding remarks include turther applications of our results.

2: CGeneralized Kramers equation for a Brownian charged particle

Consider a charged Brownian gas composed of N particles (mass m, charge ¢) in an inhomogeneous bath temperature
profile, under the influence of external fields (not necessarily uniform in space, nor time independent). Our starting
point is Kramers equation for the one particle distribution function P(x, v t), at position X, with v and at time t,

being in contact with an inhomogeneous bath temperature T(x) (natural units kg = 1) and under a general field
of force: a mechanical contribution F,.. = —VW, with W = —xF.;(t) + Une. (allowing for potential derived
forces and non potential homogeneous external forces); an electric contribution F... = ¢E = —¢V¢ and a magnetic

contribution (Lorentz “s velocity dependent force) Fmag=%qv # B. The total external force can be casted as a potential
derived force plus a velocity contribution

F(x,v,t)= Frec (%,t) + Fopp (X,1) + Fpppp (x8) = Fpu—mw X v (1)
where
Fpot = —VU
U = —xFey (t) + Unec +9¢ (2)
w = iB
me

For a charged Brownian particle, Kramers equation for the distribution P(x, v t) reads (see for example [73, 75, 77])

oP OP 1. 0P 10 (  TEOPY_d (. . 9P
+v —l—mF(x,v,t)av—Tav(P—o— 3v)_6v(T vP—l—l"a“r (3)

at dx

where the Brownian collision time is denoted by 7, the mobility by A, defined by the relation mA = 7 (7 = b
Stokes friction coefficient). The mobility and the diffusion coefficient D, are hoth related to the bath temperature
via the celebrated fluctuation dissipation theorem D = AkgT (Sutherland-Einstein relation [4, 5]). Notice that in
our scheme the mobility (or 7) may also have a position dependent profile; and T is related to fluctuations, as given
by D = 72T. The left hand side of the previous equation may be denoted as the streaming operator L, operating on
P along the (Newtonian) trajectory v —x, mv = F. The right hand side is denoted as the Fokker Planck collision
kernel operator Kgp where the first term 1is the contribution of the (dissipati\-‘e) Stokes force Fg = —7vv and the
second term the fluctuating eontribution, so 1n expheit form we have

a d 1 g
L(F) =— —+—F Ao 4
R )
7] ad
Krp(AT) = 5 (T_lv + T‘E) (5)
and we may cast equation (3) in the compact form
L(F)P(x,v.t) = Krp(7,T)P(x,V.t) (6)
Let us define a tensorial Stokes force [?5,_ YT] as
Frs=—-A"lv—mwxv=—-M"lv (7)
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where the magneto mobility tensor M 1s defined (when operating over an arbitrary vector V) as

V+1V x wtrlw (w - V)
14+ 72w?

M(7,w)V = A

In particular we notice the familiar form [77] for the case B =57

;9 1 Tw 0
M7, = —Tw 1 0 9
) el 0 0 1+ 72?2 o

[t was shown [74, 77] that by defining such a tensorial Stokes force equation (6) is equivalent to

L(U)P(x, v.t) = Kpp(M,T)P(x, v t) (10)

thus, the streaming operator includes only de (scalar) potential derived force and the magnetic contribution enters as a
dissipative non diagonal contribution in the collision kernel (for convenience we have denoted L(U) =L(F,.; = —VU)).
Now as in [75, 115] we add a BGK contribution to the collision kernel denoted by Kggzx . This collision operator 1s
single relaxation time approximation [114]-[117] where the distribution P relaxes (collision time Tg) to a prescribed
distribution Fy, the latter instantly equilibrated in the velocity coordinates, to the bath temperature, thus

3
m 2 mv?
Py(x.v.t) =mng(x.t v. T(x vmT(x)) = —— 3 —— 11
V) =m0 TE)  folemT () = () e () 1)
where fy 18 a (normalized) Maxwellian distribution, ng is a prescribed density profile. For the Brownian gas we
define particle density as n(x,t) = fva(X;V;t) where N = fdxn(xjt)_ In general ng(xX,t) needs not to satisty
N = fdxng(x,t) (BGK is not a particle conserving approximation). The BGK kernel is given by

Kzer(no(x,t), 7o, £)P(x,v,t) = 7%] (P(x,v,t) — Po(x,v,t)) (12)

and represents the simple chemical reaction 4 «—— Ay, both compounds with particle density n(x, t) and ng(x,t),
respectively, and with forward (backward) rate ky(k_), we have

5 ), = /dv]KBGKP(X, vit) = —kin(xt)+k_ng(xt)=— (M), (13)

where we have defined the ratesas by =k_ = Tu_l, Then, Kramers equation for a charged Browman particles under
a general fleld of force 1n an inhomogeneous medium, ineluding a linear reactive term, 1= compacted as

L(U)P(x,v,t) =Kgp(M,T)P(x,v,t) + Kgar(no(x, 1), 70) P(x, v,t) = KP(x,v,f) (14)

This is a generalized kinetic equation in the Fokker-Planck (FP) context for a charged Brownian particle. The
novel aspect in our approach 1s to include on an equal footing the following aspects: An external magnetic
field (a velocity dependent force ) rarely considered in the Brownian context; an inhomogeneous bath temperature
profile T'(x) and, in addition to the particle conserving FP collision kernel, we add a non conserving particle colli-
sion contribution (a generalized BGK mechanism), enabling our approach to incorporate chemical reactions and/or
generation-recombination processes (for the latter we may consider an inhomogeneous collision time profile T(x)).
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3: Recursive expansion of Kramers ecuation

We expand Kramers equation (14 ) in order to obtain a recursive solution. Some expansion methods include [118]-[120],

and we review a method outlined in ref. [75]. The expansion is casted as

v T(x
= T

P(x,vt)= Z Wit (3, P (W) o= 2ur’ m

n,m,[=0

(15)

where O, (W) =0, (W2 )b, (wy )&, (w.) is the product of (normalized) Hermite functions [121]. Following [75] and using
appropriate recursion relations [121], equation (14) reduces to a difference-differential recursive system of equations
for the U's (v has been integrated out). These recursion relations are better displayed in the compact form, and as
before [75] we allow for a slowly time varying (compared with T) external temperature field T'(x,?).

k;ngdn‘o — 7w+ A*XAZ, + (A*A+TR)Z, n = (n1,na, na) (16)
(i
where
g 1 vU vT 18T
B=r ol = I NA e (VAL A = CAT (A LAYy 17
at+/r0+ +1,T( Ao {(z,r + )2T+2Tat (17)
with V :a—i and
— 1;;T-_‘L—r\rzz+:*1.::‘\I(nlmm:" (18)
n

vnylngIngl

The asymmetric lowering and raising operators A, A* are defined respectively by

A] Zn = Z‘nl—l:ng,ng ATZn e (1 + nq }Zn1+1,ng,n3
A7, = Zﬂl‘nz—l,"s A;Zn ki (1 = n2)2n1 na+1lng (]9)
ASZn = Zﬂ]_‘ng:ng—] A;Zn = (1 —+ Tls)an a2 ng+1

4: Hydrothermodynamics of Brownian Motion

We now proceed in a standard fashion [122]-[125] and define some relevant moments of the distribution P(x, v ).
The usual (lower) moments are: particle density n(x,t), particle flux vector density Jys(x,t), pressure tensor density
II(x,t), kinetic energy density E(x,t), energy flux vector density Jg(x,t) and the total energy flux vector density
Jo(x.t). Some useful auxiliary quantities are also defined, namely: mass density p(x,t), mass flux density J,(x,t)
charge flux density J,(xX.t), scalar pressure p(X,t) and the stream velocity u(x,t). All of the above are defined by:

n(x,t) = fva(x,v,t), p(x,t) =mn(x,t) (20)
Ju(xt) = fdva(x;v;t) =n(x,t)u(x,t) (21)
J.(x.1) =mIn(x2), Jo(x1) = gIn(x.2) (22)

13

I(xt) = m/dvva(x, v.t), p(xt) = EZHM(X;I)

i=1

(23)
I, (xt) = m/dv(v —u)(v—u)P(x,vi) =I(xt) — pu(xt)u(xt)
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E(xjt) = %m/dv lv|> P(x,vt) = gp(x,t) (24)
Je(xt)= %m/dvv [v]* P(x,v.t) (25)

Jo(xt) = fdvv (%m lv|* + U(x?t)) P(x,v,t)=Jp(x?) + U(x, )T (x,t) (26)

These relevant moments can be readily associated with the expansion coefficients Z,,, see equation (18)

n(x,t) = Zooo, Pooo(W) = fo(v,m, T(x)) (27)
Z100

JJM I{X, t) = Z|]'|l] (28)
Zoo1

2Z30 “Z110  Z101
M(x.t) =n(xt)T(x) +m | Zi1o 2Zo0 Zon (29)
Z1o1 Zo11  Zoo2

5 3Z300 + Z120 + Z102
JE(XJt) = ET(X)JAM (th) +m Z‘zlu -+ 82030 -+ Z(]]z (30)
Zao1 + Zo21 + 32003

Then, the recursive relations, equation (16), as outlined in [75] can de compacted into a set of balance equations

(conservation of mass, momentum and energy, respectively) yielding the hydrodynamical picture. For the particle
density the recursive relations yields

an on
E + VI = —k_,_n + k_ng = E e (31]

a generalized Smoluchowski equation with a dissipative (reactive) term; for the particle flux we obtain

a3, 1. /d 1
ka3 (—+—) Ty Mg soars b= Wil (32)
at T Tg m m

if casted in terms of the stream velocity, and using equation (31) we obtain the Navier-Stokes equation for Brownian
flow

d 1 1
M (uV)ut-VIL, = — (VU + Fais) , Faiae = — (A‘l i @) u (33)
at P m Tom
other equivalent versions of equation (32) in terms of the charge flux density and with F.y; = 0 in equation (2) are
aJ T'n L
Sk + 3, =0 (E+Rud, x B) _%vvmec_%vn (34)

153



1 1 aJ
J,=0"A(T",w) (E—avo*mc—q—nvn) - mA[T*;w)Eq (35)

a generalized Ohm “s law [124] where the effective relaxation time 77, the effective conductivity ¢* and Hall's coefficient
are respectively given by
1 1. | ¢>T'n

1
[P S *(x.t) = Ry(xt) = — 36
i T To’ et m a(x.t) ngc (36)

Finally we obtain the energy balance equation

JE 1 3

— +VJg=-JIuyVU- —(E - E Ep = —neT 37
at T E M Tl]( 0) 0 2”0 ( )
Thermodynamics is introduced by defining the kinetic temperature © [75, 77, 126] (a generalization of the equipar-

tition theorem, assuming the Brownian particle to have only translational degrees of freedom ) defined as

E(xt) = gn(x,t)e(xit) (38)
when substituted into (37) yields
P +VIg= 39—6—U v LR (e-1) (39)
2" 5t e=\3 W ma e

We define entropy density S and the entropy flux density Jg respectively as [73, 75, 77]

S(xt) = —fva(x?v?t) InkP(x,v,t)
(40)
Ja(xt) = —fde(x; v, t)InkP(x,v,t)
where the constant kK (Ink = -1+ 31In %) 15 chosen such that under equilibrium conditions S — Seq [75, 127] (for a
simple ideal gas, where h 18 Planck’s constant).
(L) 2 :
g 2 ng (2 T 3 :
Seq(Tteq, Teq) = Neg (5 +In qu) , ne(Tey) = (71%) (41)

An entropy balance equation is readily obtained [123], yielding an expression for the entropy production g solely

in terms of the particle distribution

as(x,t T s(x,t
é}:’ ) + s(‘;(;( ) =Yg = /dv(l—l—lnch(x?v,t)]]K(P) (42)
Finally [73, 75] we define the various thermodynamical potential densities, namely: F (Helmholtz), G (Gibbs),

u! (intrinsic chemical potential), and x (total chemical potential), respectively given by [127]

F(xt) = E(xt)—0(xt)sS(xt)
G(xt) = F(xt)+p(xt)=n(xt)u’ (xt) (43)
uxt) = plxt)+U(xt)

the equilibrium expression for the chemical potential is [127]
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no(Teq)
e By — - 1n@

(44)
Meq

All moments, or equivalently, the expansion coefficients Z,, n # 0, see equation (18), are expandable in powers of T,

when solving the recurrence relation (16), and considering Tw as an independent parameter. Hereafter, when referring

to expansion order, we mean in powers of T, for example, the magneto mobility tensor M in equation (8), 15 a first

order quantity. We further expand the expansion coefficients as
o0
= N SR (45)
k=1

For |VT| 5 0 we have Z,(,k] = 0 for £ < integer [%] For the 1sothermal case |VT| = %—{ = 0 we have Z,{lk) =0 tor
k< N.

Now, we discuss several relevant cases concerning the heat bath interaction with the Brownian gas (a gas of real
particles or some collective property of a given macroscopic system). In order to simplify the discussion we denote the
Brownian gas as the solute and the heat bath as the solvent (the fluid in which the Brownian particle is immersed).
As the solute fluctuates and dissipates in the solvent, towards an equilibrium (or non equilibrium steady) state, the
solute temperature ©(x,?) evolves according to the Brownian dynamics (given by equation 3) adjusting itself to the
solvent temperature T(x,t) and the external fields acting on the solute. On the other hand the solvent temperature
is perturbed by the solute temperature, a very weak interaction indeed, since as a heat bath, T(x, t) relaxes instantly
(or very fast compared with T) to a preseribed heat bath temperature profile T}, (x), the latter a stationary function
to be considered as both an 1nitial and a boundary condition. We reahze that VI 1s not controlled at all in the
interior of the system but only on its surfaces. In the bulk, the solute performs its Browman evolution, while the
solvent temperature relaxes (very fast) to the prescribed profile. This is a unsatisfactory state of affairs since in the
bulk, the control parameter Tj,(x) evolves as T(x,t) perturbed by the solute, at temperature ©(x t), which in turn
evolves following T'(x.t), thus a clear cut distinction between controlled external (thermal) fields and the resulting
(thermal) fluxes cease to exist [125].

We analyze three simple cases, with no attempt to model the heat bath at this point (see for example[65, 128]).

- Strictly Isothermal Bath, with T'(x,t) = Ti,(x) = Tx

- Strictly Stationary Inhomogeneous Bath with T'(x.t) = T}, (x), |[VT| # 0, and

- Weakly Interacting Bath, first order in 7, where T'(x,t) = T}, (x) only at the boundaries.

From the recursion relations (16), for the strictly 1sothermal case, the solute temperature has a second order
correction (in 7), already obtained by us, as an asymptotic solution to a particular isothermal exact solution [77]. We

present our result, as in [77], in terms of the stream velocity u(x, t), in turn expressed as a magnetocovariant derivative

O(x,t)=Tr + %muQ(x? t) (46)

where

u(x t) =— Tn Mexp (—U(;;’t)) v [n(xj t) exp (U(X“ t))] (47)

n(x,t) Tr
This is a generalization of Shockley’s expression for hot carriers effective temperature [129, 130]. Shockley’s result
coincides with our result at zero magnetic field and homogeneous carrier concentration (provide we 1dentify the hot
carrier with the solute, at temperature ©, and the solvent with the lattice, at temperature Tg).
For the weakly interacting bath, to first order in 7, we obtain

O(xt)=T(xt)+ %%Xt) e

identical to equation (7.2) obtained by [126], provided we identify the solute with electrons, at temperature © and

T(xt+ ) (48)

the solvent with the lattice, at temperature T
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5: Applications

A)- For the strictly isothermal bath case, we present the second order results, from the recursion relations (16) and
by expanding (40). Our results are equivalent to the asymptotic regime for an exact solution [77]: the local equilibrium
approximation [131]-[135] is not fulfilled [136]; in particular the entropy density and the chemical potential are given,
respectively by the expressions

S(n(x,7),0(x,t)) = Seq(n(x,t),0(x,t)) — %n(x?t)uz(x;t)
(49)
kn(x,1).0(x.0) = pun(n(x.0).0(x.0)) + Ul 1) + 5mu(x.0)

where the temperature © and the stream velocity u are given respectively by equations (46) and (47).

B)- For the strictly stationary inhomogeneous bath case, the local equilibrium approximation holds, 1in particular
the entropy density and the chemical potential are given, respectively by the expressions

S(x,t) = Seq(n(x,t),Tin(x))
(50)
WD) = g (1%, T () + U(x, 1)

C)- For the weakly interacting bath, again an as in case A) the local equilibrium approximation does not hold, to
first order (in 7). The particle flux density is given by the (equivalent) expressions

Ixu(x,t) = —-n(x,t)MVU(x,t) — MV (O(x, t)n(x,t))
(51)
= —n(x, )MV (U(x,t) + O(x,t)) — D(x,t)Vn(x,t),
where D = ©(x,t)M 1s the magneto-diffusion tensor. The total energy flux density is given by
5 B}
Jo(x, t)= (56(}(, t) + U(x, t)) Jn(x,t) — En(x? t)O(x, t) M3 VO(x, t) (52)

and where we have incorporated, at no cost, an inhomogeneous collision time profile 7(x) as well as a space varying
magnetic field, with the compact defimtions

MV = 0(x)(V+7(x)V x w(x)+7;(x)w(x) (w(x) - V))
A 1
o) - e T = 59
M (1,w) = M(%,w) M, =M e

Notice that in equations (51) and (52) according to equation (48) O(x,?) can be substituted by T(x,t) since the
magnetic mobility tensor M, equation (8), is already a first order quantity. With the last observation in mind, we
rewrite the “fluxes” in terms of the “forces”, following [125, 133]. Thus, we define the matter and heat “forces” as

Xu(xt)=-V (%) Xolxt)=V (%) (54)
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where

ru'(x'- t) = Heq {R(X: t)? T(K?t)) HE DT(XJ t) (55)

so to first order in T we have the linear flux-force relations

J‘M(X;t] = LML’W (Xt)XM(XJt) + LMQ (X,t]X_Q(K,t)
(56)

JQ(X,t) oo LQM(X‘,IE)XMF(XI) =+ LQQ (X,t)XQ(X]t)

where the coefficients are given by
Luam(xt) = n(xt)T(xt)M
Lug(xt) = Lom(xt)=n(x1)T(xt) (gT(x__t) + U(x,t)) M (57)
2
Loo(xt) = n(xt)T(x,t) (gT(x:t) + U(x,t)) M—l-gn(xjt}Ts(x?t)M

LI,;)M(B) T LMQ(_B) (58)

the last equation indicating that Onsager relations are satisfied [125], [131]-[135]. Nevertheless, the Onsager like
coefficients do not depend solely on the equilibrium values of the state variables (mass density, temperature). Instead
they are functions of the external potentials and nonequilibrium state variables, namely n(x,t) and O(x,t), which in
turn evolve according to equations (31) and (39) respectively (for simplicity of presentation we omit the spatial and
temporal dependence)

on
E = —VJM—k+n+k_ng
(59)
3 00 5 5 31
—MN— = —|=VOL+VU |Jyy —OVIy+-V(nOMz;VT)— —— o-T
2" 5t (2 ) o A el e )

and substituting from equation (48), within the linear approximation (first order in T7) we obtain the coupled equations
for the evolution of the state variables n(x,t) and T(x,t) (or ©)

an 1
a_? +—(n—no) = VMY Y =nVU +nVT +TVn (60)
1]
3 g 90 or i 3T 5VT+ VU ) MY - TV (M Y)+5V(M V) 61)
a\" "o, )5 "2 B2 ~ \2 i) i~ i (

Equation (60) is a generalized Smoluchowsli like advection diffusion reactive equation, and equation (61) is a
Maxwell-Cattaneo like equation, generalizing Fourier’s heat equation, incorporates inertial effects [70, 126],[137]-
[139], as noticed from the time delay character of equation (48), where the time needed for the acceleration of the heat
flow 1s considered.

Thus, even though Onsager relations are satisfied, the coefficient’s dependence on nonequilibrium state variables and
external fields, indicates that any variational principle associated with the entropy production [132, 134, 135, 140, 141],
is not applicable to the present case [69, 142]

In the absence of the BGK reactive term, null magnetic field, and for the strictly stationary inhomogeneous bath
case, we recover the inhomogeneous media advection-diffusion equation, presented by [96] and given by
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an(x,t)

ot
and for the rigid conductor (constant particle density n), no reactive term and null external fields, we retrieve the
inertial corrections to Fourier’s law, known as the Maxwell-Cattaneo equation [137]-[139] (of the hyperbolic type,

=V (AX) [n(xt)VU(x) +n(xt)VT(x) + T(x)Vn(x,t)]) (62)

known also as the telegrapher’s equation)

aTg:t) ¥ %(’SQEE;(;) = K (T VT (xt) + (VT(x1))’) = ~VIF(T(x1)) (63)
I:(T) = KT (x )V (ﬁ) — _KT(xt)VT(xt) = —k(xt)VT(x), (64)

with K = QTO)\_The right hand side of the last equation is known as the fundamental form of Fourier’s law [63]

D)-Carrier transport in semiconductors, in the Brownian scheme, for the strictly stationary inhomogeneous bath
case [143, 144]. Consider two Brownian gases, say electrons (density n., collision time 7., mobility M, = M(7.,w.),
effective mass m, and charge —e) and holes (density p_, collision time 7,, mobility M, = M(T, w, ), effective mass
m, and charge e, and with m., ¢ = o.-'c_\v|eB|)_The BGK mechanism 1s associated in this case to carrier generation-
recombination with the respective generation-recombination times TE,L\ and with the n%s the respective equilibrium
carrier concentrations. Then, by applying equation (60) we obtain

i = VM, (—en.E+n.VT +TVn.) — = (ne —n?)
c c c T c TE c °
(65)
O = VM, (+ep,E+p, VT +1 Vp,)—l(p, —po)
at v v v v ’T? v v

Shockley’s equations (unidimensional, isothermal, null magnetic field case) are readily recovered [143, 144]. Inho-
mogeneous generalizations of Shockley’s equations are of current interest [145]-[152].

E)-Our scheme can readily be generalized for several Brownian gases (o = 1, . [) interacting via non reactive
potential U, s and with the usual BGK reactive term associated to each gas. By applying a mean field approxamation
scheme to a many component Brownian gas [153, 154], as worked out in several contexts in [155]-[161], Kramers system
of equations can readily be generalized to

Lo (USF) P (x,v,t) = (Krp(Ma,T,) + K& or) Pa(x, v.1) (66)

where

U, = Valx )+ Y [ayUasx—yinsy6)  ma(y.t) = [avPaly. v (67)
3

F)- We briefly sketch how to incorporate several chemical reactions schemes, beyond the BGK scheme (deterministic,
stochastic, photoreactions, etc., see for example [162]-[175]) 1n order to model molecular motors. We present two
chemical reactions that can be approximated at the Kramers equation level, yielding the correct Smoluchowski-
reactive equation.

For the nonlinear reaction

A+B =2 C4+D (68)

the kinetic equations are retrieved if we start consider the BGK like scheme
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KaexPa(x,vt) = —kingPy+k_ncnpfo(v.ma,T)

KZcxk Pa(x,v ) —kynaPg + k_nenpfo(v,mg,T)

(69)
KgexPe(x,vit) = —k_npPc+kynangfo(v,me,T)
Kok Pp(x,vt) = —k ncPp+kinangfo(vmp,T)
Finally, for the reaction cycle
L NG LS N L CO (70)
we reproduce the correct kinetics with the approximation
K% oxPa(X,V,t) = —kaPa + ka1 /o™ (V, Ma, T)Ma_1 ng =mny a=1,.1 (71)

6: Concluding remarks

We have extended our previous work on charged Brownian particles [73, 75, 77|, in order to obtain a consistent
expansion scheme in powers of the collizion time. We presented the complete hydrothermodynamical picture for
charged Brownian particles in the Kramers equation scheme, considering the action of external magnetic, electric and
mechanical fields, chemical transformations within the BGK scheme, and furthermore space dependent thermal fields
(inhomogeneous media).

We developed a recursive method, in order to expand in powers of the collision time 7, the several moments of the
solution of Kramers equation, enabling us to compute the governing equations for mass (charge), momentum (stream
velocity) and energy (heat) flow. In the appropriate limits we retrieve previous results, and present novel formulations
and results with immediate physical consequences.

Applications A, B and C (previous section) clearly indicates that the Brownian scheme cannot be modelled, in general
and in earnest, by the local equilibrium approximation, no variational principle associated with entropy production
1z applicable, and hyperbolic extensions of Fourier heat conduction law must be considered even in lowest order.
Therefore, variational prineiples relevant to the Brownman scheme, must go beyond entropy production considerations,
and include among others, free energies, efficiency factors and power output as well [69, 70] and connected to
nonequilibrium fluctuation and work relations [176]-[185].

In the following Applications items we briefly outline, from the formalism developed in this work, some novel schemes-
D) the incorporation of magnetic field effects on the nonequilibrium state variables (including an application for carrier
transport in inhomogeneous semiconductors); E) inclusion of interacting Brownian fluids via mean field approximation
schemes, and F) inclusion of chemical reactions to Kramer’s approach to Brownian motion.

Qur future work concentrates in variational principles associated to the Brownian motion, inclusion of chemical
reactions and the magnetic field effects in hot carrier transport in semiconductors [186].
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