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Resumo

Nesta dissertacao, sao apresentados os principais resultados de nosso estudo sobre a dinamica
e processamento de informagao quantica usando um fon aprisionado numa armadilha harmoénica
interagindo com campos eletromagnéticos cléssico (laser) e quantico (cavidade). Propomos um
método de geracao de estados de Bell envolvendo luz e o estado vibracional do ion através
de uma medida condicional de seu estado interno eletronico. Essa medida é realizada apos
um tempo de interacao apropriado e uma preparacao inicial simples. Também propomos um
esquema de implementacao de portas logicas nesse sistema. Demonstramos que, pela simples
sintonia dos niveis eletronicos com as frequéncias dos campos, é possivel construir uma porta
controlled-NOT tendo os niveis internos do fon, bem como os niveis vibracionais, como qubits.
O campo de uma cavidade é usado como qubit auxiliar e permanece basicamente no estado
de vacuo, aumentando a robustés de nosso esquema contra efeitos dissipativos na cavidade.
Apresentamos também algumas conseqiiéncias da quantizacao do campo na dinamica ionica,
em especial, no padrao dos revivals. Efeitos dependentes da intensidade e o aparecimento
do fenomeno de super revival apresentam uma forte dependéncia com a posicao do centro da

armadilha relativo ao modo da cavidade e com o valor do parametro de Lamb-Dicke.
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Abstract

In this thesis we show the main results of our studies in the dynamics and information
processing using a trapped ion interacting with classical (laser) and quantum (cavity) elec-
tromagnetic fields. We propose a method of generation of Bell states involving light and the
ion’s vibrational state through a conditional measurement of its internal electronic state. This
measurement is made after an appropriate interaction time and a suitable initial preparation.
We also propose an implementation scheme of quantum gates in such system. We demontrate
that simply by tuning the electronic levels with the frequencies of the fields, it is possible to
construct a controlled-NOT gate having the ion’s internal level, as well as the vibrational ones
as qubits. A cavity field is used as auxiliar qubit and basically remains in the vacuum state,
which increases the robustness of our scheme against dissipation in the cavity. In addition,
we show some consequences of the field quantization in the ionic dynamics, especially in the
revival patterns. Intensity dependent effects and super revival phenomenon arising are strongly
dependent on the position of the trap centre relative to the cavity mode and on the value of

the Lamb-Dicke parameter.
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Introducao

Um grande nimero de trabalhos tedricos e experimentais tém investigado a habilidade de
controlar coerentemente estados quanticos de fons aprisionados [1-4], moléculas [5, 6]
e sistemas 6pticos [7—10]. Em especial, o estudo de fons aprisionados interagindo com feixes de
laser tem recebido grande aten¢ao nos tltimos anos em virtude dos progressos experimentais na
geracao de estados quanticos nesse sistema [11-14], bem como por sua grande potencialidade
no campo do processamento de informagao quantica [15-17]. Neste tipo de experimento, a in-
teragao do laser com a matéria ({fons) é satisfatoriamente descrita por um modelo semi-cléssico,
no qual a matéria é tratada quanticamente enquanto que o campo continua a ser descrito pela

fisica cldssica.

Contudo, uma grande quantidade de fenomenos decorrentes da interacao da radiacao com a
matéria é entendida através de uma descrigao inteiramente quantica do sistema, ou seja, tanto
matéria e campo eletromagnético sao quantizados. Dentre esses fendmenos estao, por exemplo,
a emissao espontanea, Lamb shift e a largura de linha do laser [18]. No entanto, poucos trabalhos
sao encontrados investigando a influéncia da estatistica do campo na dinamica do fon [1,19],
e a transferéncia de coeréncia entre os estados vibracionais e o estado do campo na cavidade
20,21]. Do lado experimental, um tnico fon aprisionado foi acoplado, com sucesso, ao campo
eletromagnético da cavidade [10,22]. Mais recentemente, tém aparecido algumas propostas
tedricas de implementacao de portas logicas usando eletrodinamica quantica de cavidades com
fons aprisionados, em particular, na Ref. [23] é usado um sistema de dois fons de quatro niveis
em interagao com o campo de uma cavidade na Ref. [24] ¢é utilizada uma cavidade bastante fora

de sintonia com os niveis de energia eletronicos do ion.

No intuito de compreender o papel da quantizacao do campo na dinamica de um ion aprisio-
nado, realizamos alguns estudos gerais e demonstramos que sob certas condigoes, o sistema
apresenta uma dinamica bastante semelhante aquela observada do modelo de Jaynes-Cummings

com constante de acoplamento dependente da intensidade [25,26]. Contudo, um fon aprisionado
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interagindo com o campo quantizado inserido numa cavidade apresenta a vantagem de que o
Hamiltoniano nao ¢ introduzido fenomenologicamente como ocorre na generalizacao do Jaynes-
Cummings. No caso i6nico, mostramos ser possivel a deducao de uma constante de acoplamento
dependente da intensidade por primeiros principios, ou seja, a partir do Hamiltoniano deduzido

formalmente.

Nossos primeiros estudos ja apontavam para a potencialidade do sistema ion-cavidade na
manipulacao coerente de estados [3,4]. Isso se deve principalmente ao fato de estarmos tratando
com trés subsistemas interagentes entre si com caracteristicas individuais ja bastante exploradas
em diferentes contextos e também ao fato desse sistema poder ser manipulado por um laser
externo. Esses fatos nos motivaram a realizar analises sistematicas das possiveis aplicagoes
dessa interacao na geracao de estados quanticos, com perspectivas voltadas para a computacao
quantica. Mostramos que num regime em que o campo manifeste seu carater quantico, é possivel
gerar todos os estados que compoém uma base de Bell [3], importante no estudo de fundamentos
da teoria quantica, nos esquemas de teletransporte de estados e criptografia [27-29]. Mostramos
também que um ifon aprisionado interagindo com um modo do campo quantizado pode ser
usado para a construgao de uma porta légica quantica Controlled-NOT [4] que, em conjunto
com as portas de rotacoes de qubits, formam um conjunto de portas capaz de efetuar operacoes

computacionais universais [29].

Os capitulos desta dissertacao estao organizados como segue. No capitulo 1 sao apresen-
tados alguns conceitos basicos sobre a interacao da radiagdo com a matéria, necessarios ao
entendimento das principais experiéncias e desenvolvimentos em éptica quantica, e em espe-
cial, dos resultados apresentados nesta dissertacao. Algumas discussoes sobre aprisionamento e
manipulacao de fons sao também realizadas. Ainda nesse capitulo, é apresentada uma revisao
de computacao quantica ressaltando pontos fundamentais como o paralelismo quantico e a ex-
isténcia de um conjunto universal de portas logicas quanticas, fatos esses que tem motivado, nos
ultimos anos, uma grande quantidade de esforcos tedrico e experimental na busca de sistemas

e regimes que possibilitem a implementacao desse novo tipo de computacao.

No capitulo 2 é apresentado o sistema fisico e suas caracteristicas. Esse sistema consiste
de um fon aprisionado inserido no interior de uma cavidade contendo um modo do campo
quantizado e interagindo simultaneamente com um laser externo classico. A funcao desse laser

¢ manipular coerentemente essa “molécula” ion-cavidade.

No capitulo 3 sao apresentados nossos resultados. Primeiramente, apresentamos uma pro-

posta de geragao de estados emaranhados envolvendo o estado do campo (f6tons) e o estado
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do movimento vibracional do centro de massa (fénons). Em especial, mostramos que é possivel
gerar toda uma base conhecida como base de Bell [3]. Em seguida, ainda explorando a evolugao
coerente do sistema com perspectivas voltadas a computacao quantica, propomos um esquema
de implementagao da porta controlled-NOT nesse sistema fon-cavidade e laser externo [4]. Esta
é uma proposta inovadora quanto aos esquemas anteriores envolvendo ions pois abre a possi-
bilidade de usar fétons como qubits auxiliares, o que pode ter aplicacoes diretas no transporte
de informacao de um ponto a outro do espago numa espécie de rede de informagao quantica
(quantum network) [30] que, apesar de exigir cavidades de altas finesse, nos parece algo “fac-
tivel” com a melhora tecnologica das cavidades. Nessa rede, os ions aprisionados funcionariam
como os blocos fundamentais de processamento de informacao e os fétons como uma espécie de
“fio” por onde a informagcao é transportada. O capitulo termina com um estudo sobre o papel
do posicionamento da armadilha e a importancia do parametro de Lamb-Dicke no caso ion e
campo ressonantes. E mostrado que dependendo do estado inicial e do valor desse parametro, o
sistema pode apresentar evolugoes dinamicas completamente distintas, tais como: o surgimento
de colapsos e revivals (ressurgimentos) periddicos e o fenomeno de super revival caracterizado
por ser um revival a longo tempo de uma dinamica que ja apresenta revival num tempo mais

curto.

O 1ltimo capitulo é dedicado a discussoes dos principais resultados, bem como das pers-
pectivas futuras sobre esse sistema que é composto de um ion aprisionado interagindo com
o campo quantizado em uma cavidade. O primeiro apéndice contém a deducao a partir de
primeiros principios do Hamiltoniano do fon aprisionado em interacao com o campo eletromag-
nético que é a base de todo o trabalho desenvolvido nessa dissertagao. O segundo e tultimo
apéndice traz um procedimento de célculo do operador de evolucao temporal que pode ser

usado numa grande variedade de Hamiltonianos incluindo os utilizados nessa dissertagao.
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Capitulo 1

Conceltos Fundamentais

1.1 Interacao da Radiacao com a Matéria

Nesta secao discutimos a interacao do campo de radiacao quantizado com um atomo. Na
situacao em que é possivel restringir a interagao para apenas um modo do campo eletromag-
nético com dois niveis eletronicos de um atomo/ion, o Hamiltoniano do sistema adquire uma
forma simples que admite solugao analitica exata. Esse modelo, conhecido como modelo Jaynes-
Cummings, é uma importante ferramenta da optica quantica e sua realizagao experimental é
de fundamental interesse. A implementacao desse modelo ja é realizada tanto no contexto das

cavidades Opticas [31] quanto nas de microondas [9].

O Hamiltoniano da Interacao Atomo-Campo

Um elétron de carga e e massa m interagindo com um campo eletromagnético externo
(classico) é descrito pelo seguinte Hamiltoniano de acoplamento minimo (sem considerar spin):
~ 1 R 9 R R

H= - D—ecA(r t)]" +eU(r t)+ V(r), (1.1)
em que p é o operador de momento linear, A(7,t) e U(7,t) sdo os potenciais vetor e escalar
do campo externo clédssico, respectivamente, e V' (7) é um potencial central, como por exemplo,
o que liga um elétron na posi¢cao r ao nicleo atomico. Nesse caso, iremos supor que o nicleo

esteja localizado numa posigao 7.

Consideremos agora que o atomo ¢ iluminado por uma onda plana eletromagnética de modo
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que o potencial vetor seja dado por
A(7,t) = A(t) '™ + A (t) e R, (1.2)

Na regiao 6ptica ou de microondas, o comprimento de onda da luz é muito maior que a dimensao
linear do dtomo (valor médio do tamnho da érbita do elétron), ou seja, (k- 7) < 1. Entao, em

uma primeira aproximacao, podemos escrever

| | k- or)?

gtk (1.3)

Q

a qual é conhecida como aproximacao de dipolo. E importante salientar que estaremos traba-

lhando no calibre de Coulomb, isto é,

U@, t) = 0, (1.4)
V-A = 0. (1.5)

Neste caso, a equagdo de Schridinger para o Hamiltoniano (1.1) e usando a aproximagao de

dipolo A(7,t) = A(rg,t), toma entdo a forma

{_h_ {v _ %A(ro, t)} } U(r,t) = ih%lll(r,t). (1.6)

2m

Uma simplificagao do problema é permitida com a definicao de uma nova funcao de onda
O(r,t), tal que

U(r,t) = exp |:%A('I°g,t) f“} O(r,t). (1.7)

Com essa nova fungao a Eq.(1.6) toma a forma

(Ho — e - E(ro,t)] ®(r,t) = ih ®(r, 1), (1.8)
no qual
~ pQ
Hy = —— + V() (1.9)

2m
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é o Hamiltoniano nao-perturbado do atomo. Notamos que o Hamiltoniano total do sistema
H =Hy+ H, (1.10)

com

~

Hy = —er - E(rg,t) (1.11)
é agora escrito em termos do campo elétrico E que é independente do calibre usado.

Até o presente momento o campo eletromagnético foi tratado como uma perturbacao externa
classica e, para muitos propositos, esse tratamento é conveniente e explica os resultados de forma
bastante satisfatoria. Contudo, existem muitos casos onde o tratamento classico do campo
falha na explicacao de fenomenos observados experimentalmente e uma descrigao quantica do
campo se faz necessaria. Um exemplo é a emissao espontanea num sistema atomico. Para um
tratamento rigoroso do decaimento atomico no espaco livre, precisamos considerar a interacao
do dtomo com os modos de vacuo do universo. Mesmo no caso simples da interacao do atomo
com um unico modo do campo eletromagnético, numa cavidade por exemplo, as predicoes do
modelo semiclédssico e quantico podem diferir completamente. O modelo semiclassico preve
apenas oscilagoes de Rabi para a inversao atomica (diferenca da probabilidade de ocupagao
dos dois niveis), enquanto que na descrigdo quantica da intera¢do atomo-campo é possivel
a ocorréncia do fenomeno de colapso e revival devido ao casamento das fases envolvidas na

preparacao inicial do estado do campo [18].

A extensao para o tratamento quantico se d4 identificando as varidveis canonicamente con-
jungadas (num formalismo lagrangeano) e impondo que sua rela¢ao de comutagcao resulte em if.
Essa é a receita proposta por Dirac [33]. Existem excelentes textos que tratam desse problema
em detalhe [18,34,35]. A extensao direta do Hamiltoniano (1.10) para o caso quantico se d&
trocando o campo cldssico E(rg,t) por seu operador observével E. No caso de um tnico modo
e tomando ry = 0, temos

E=¢E(0b+0b) (1.12)

em que € é um vetor unitério de polarizacdo, £ = (hw./2¢)V) sendo w, a freqiiéncia do modo
do campo, €y a permissividade elétrica do vacuo, V' o volume de quantizacao que nas aplicagoes
encontradas ao longo da dissertacao correspondera ao volume real de uma cavidade sem perdas e

b (Z)T) sao operadores bosonicos do campo eletromagnético que satisfazem a relagao de comutacao

[b,0T] = 1. (1.13)
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E também necessario acrescentar no Hamiltoniano nao-perturbado o termo referente a energia

do campo livre

H, = hw,b'b. (1.14)

Em resumo, a interacao de um campo de radiagao quantizado monomodo com um tnico

atomo pode ser descrita pelo seguinte Hamiltoniano na aproximagao de dipolo:
H=H,+H.—er-E, (1.15)

no qual H, é o operador Hamiltoniano (1.9). A Eq.(1.15) pode ser reescrita numa forma
conveniente através da escolha da base atomica |i) correspondente aos autoestados de H, com

autovalores F;. Podemos assim, expressar H, e er em termos dos operadores de transicao

atomica
oy = ) {4l (1.16)
lembrando que nesse sub-espaco vale a relagio Y7, [i)(i| = I, sendo I é o operador identidade.
Entao
Hy=Y E6; (1.17)
e também

= 2_ el Gt Gl = >_ 6 o (1.18)

(2] (2]

em que @;; = e (i|r|j) é o elemento de matriz da transicdo de dipolo elétrico. Com isso

H= thbTb+ZE Gii+ R gijoi(b+b1), (1.19)

7]

no qual

i €€
é entao identificada como a constante de acoplamento atomo-campo que, por questao de sim-
plicidade, adotaremos como sendo real. Consideremos agora o caso mais simples que ¢ o de um

atomo de dois niveis. Neste caso, obtem-se para 7,7 = ¢g,e o Hamiltoniano

H = hw.b'b+ (B 649+ Bebee) + hg (e + 64e)(b+ 1), (1.21)

[

com os sub-indices “g” e “e¢” denotando os estados fundamental (ground) e excitado (excited),

respectivamente.
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E 1til reescrever esse Hamiltoniano [18] em termos dos operadores de Pauli

G, = ety (1.22)
Gi = 6o (1.23)
o_ = 0Oge (1.24)

os quais satisfazem as relagoes de comutacao [6,,64+] = £2064, 0 que nos leva a

~ ~

Er:hwciﬁlﬂ%&Z+h9(&++&_)(b+w) (1.25)

com wy = (E. — E,)/h.
Na representacao de interagao esse Hamiltoniano assume a forma dependente do tempo

~

V() = hgle, bellwo—wolt o 5 pte—ilwo—welt 4 5 ploilwotwe)t 4 5 po—ilwotwe)t] 1.26
glo+ +

No caso em que atomo e o campo eletromagnético estao muito proximos da ressonancia, ou seja,
wo — we & 0, essa expressao consitird de dois termos praticamente estaticos (independentes do
tempo ¢), e de mais dois termos dindmicos que oscilam rapidamente. E possivel descartar esses
termos na chamada aproximagao de onda girante RWA (Rotating Wave Approximation) que
consiste em desprezar termos os quais oscilam rapidamente em comparacao a termos estéaticos
ou lentamente oscilantes. Nos tempos de interagao de interesse, esses termos nao contribuem
apreciavelmente. Isso pode ser visto mais rigorosamente usando teoria de perturbacao depen-
dente do tempo, no qual o termo estatico fornece uma contribuigao proporcional a 1/(wg — w.),
que na condi¢ao de ressonancia (wy ~ w,) tende a infinito. Dessa forma, efetuando a RWA no

Hamiltoniano (1.25) obtem-se
; ity 4 wo b it
H="hwb b+Taz+hg(a+b—l—a_b). (1.27)

Esse é Hamiltoniano que descreve a interagao de um atomo de dois niveis interagindo com um
modo do campo eletromagnético quantizado, sob as condi¢oes de ressonancia e aproximacao de

dipolo elétrico. Essas hip6teses formam o que chamamos de Modelo Jaynes-Cummings [36,37].

Esse modelo é muito importante em Optica quantica por varias razoes. Primeiro, o Hamil-
toniano (1.27) pode ser resolvido exatamente e exibe alguns efeitos dinamicos nao previstos na
descri¢ao semiclassica como é o caso do colapso seguido de revival na inversao atomica [37].

Segundo, esse modelo permite a explicacao da emissao espontanea e com isso explica os efeitos
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dos varios tipos de estatisticas quanticas do campo em sistemas mais complexos como, por
exemplo, o micromaser e o laser. De fato, o decaimento espontaneo de um nivel atomico é
tratado considerando a interacao de um atomo de dois niveis com os modos do universo no

estado de vécuo [18].

1.2 Aprisionamento de fons numa Armadilha de Paul

O surgimento de técnicas experimentais mais avancadas possibilitou o aprisionamento e
resfriamento fons atomicos o que tem permitido a observagao de quantum jumps [38,39], a
manipulacao coerente de seus estados quanticos de movimento [11,13,40] e o estudo da interacao
desses estados com o ambiente [41,42]. Portanto, evidencia-se assim o potencial desse sistema
no estudo de topicos de fundamental importancia tanto do ponto de vista académico, quanto do
ponto de vista de aplicagoes praticas. Com relacao a essas possiveis aplicagoes praticas, algumas
propriedades desse sistema fazem dos fons aprisionados fortes candidatos a implementacao de

um computador quantico, dentre as quais destacamos:

a. a habilidade de manter esses atomos aprisionados por longos periodos de tempo (dias ou

até semanas), o que permite longos tempos de interagao;
b. a habilidade de preparacao de estados quanticos via lasers externos;

c. a alta eficiéncia na leitura do estado eletronico via técnicas de fluorescéncia.

Devido a sua carga nao neutra, os fons atomicos sdo aprisionados (confinados) por um
arranjo de campos eletromagnéticos. Dois tipos de armadilhas tém sido usadas para o estudo

dos fons a baixas temperaturas, a saber:

e Armadilha de Penning: que usa uma combinacao de campos elétricos e magnéticos estati-

Cos;

e Armadilha de Paul: que aprisiona os fons pelo uso de campos elétricos oscilantes.

Nesta secao discutimos a chamada armadilha de Paul linear que, dentre outras vantagens,
permite o uso de técnicas que minimizam os chamados micromovimentos do ion, e que devido

a sua geometria, facilita também a captacao da fluorescéncia ionica. Um potencial elétrico

po(t) = Uy + Vp cos(t) (1.28)
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oscilando com radiofreqiiéncia €2 é aplicado entre dois eletrodos lineares (fios) diagonalmente
opostos entre si (rod electrode), Fig. 1.1. Os eletrodos sao acoplados a capacitores (ndo mostra-
dos na figura) cuja fun¢ao é manter o potencial (1.28) independente da coordenada z. Os outros
dois eletrodos sao aterrados. O potencial resultante no eixo da armadilha (paralelo a dire¢ao

z) é do tipo quadrupolar e assume a forma

Po
o(t) = F(ﬁ - ) (1.29)

To
sendo 1 ¢ a distancia do eixo da armadilha (eixo z na Fig.(1.1)) a superficie de um dos eletrodos
lineares. As equagoes classicas de movimento para um fon de massa m e carga ¢ na presenca
desse campo sao

mi =qFE = —qVo(t) (r=axt+yy+22) (1.30)

cujas componentes satisfazem

Z=0,
. q
—— U+ V/ Qt)y=0
Y mrg[ o+ Vo cos(Q)] y ) (1.31)
i+ LQ [Up + Vo cos(t)] x = 0.
mrg
Apos a substituicao
4qUy 2qVp Ot
=——, b=—— = — 1.32
¢ mra Q2 mra Q2 ¢ 2 (132)

as equagoes nao nulas de movimento (1.31) tomam a forma de equagdes de Mathieu dadas por

% +[a+2bcos(2Q)]z = 0, (1.33)
d*y
d_CZ —[a+2bcos(2()]y = 0. (1.34)

As equagoes de movimento (1.33) e (1.34) para um fon aprisionado numa armadilha de Paul
sao equagoes diferenciais cujos coeficientes sao funcoes oscilantes e pertencem a uma classe
de equagoes diferenciais chamadas de equagoes de Mathieu [43-45]. Dentre os muitos outros
problemas que levam as equacoes de Mathieu, o mais trivial talvez seja aquele proveniente do
método de separacao de varidveis aplicado a equacao de Helmholtz escrita em coordenadas
cilindricas elipticas. Tais equacoes possuem solucoes que podem nao ser estaveis dependendo

dos valores de a e b, casos esses que devem ser evitados quando desejamos aprisionar o fon. As
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equagoes de Mathieu podem, em geral, ser resolvidas aproximadamente usando as chamadas
solucoes de Floquet. No regime a < b* < 1 a solugao aproximada e estdvel das Eqgs.(1.33) e

(1.34) pode ser obtida por uma série de Fourier [44,45] e a solu¢ao de ordem mais baixa ¢ dada

por
z(t) = x9 [1 + gcos Qt] cos(wyt + ¢z), (1.35)
y(t) = o [1 — gcos Qt] cos(wyt + ¢y), (1.36)

nos quais
wx:g %2—1—@ wy:% %—a, (1.37)

e Zo, Yo, Oz, Py sd0 constantes determinadas pelas condigdes iniciais. Ao analisarmos (1.35) e
(1.36) notamos que o movimento de um tnico fon aprisionado na dire¢do radial é harménico e
com uma amplitude modulada com uma freqiiéncia €2. A oscilagao harmonica correspondente
as freqiiéncias w, e w, ¢ chamada movimento secular, enquanto que a pequena contribuicao
oscilando na freqiiéncia €2 é chamada de micromovimento. Esse micromovimento pode ser mi-
nimizado sob certas condi¢oes como, por exemplo, através da escolha apropriada de potenciais
em eletrodos adicionais. Nao é nosso objetivo nesta dissertacao discutir detalhes sobre a mini-
mizacao do micromovimento, pois estes podem ser encontrados em [46]. Uma vez desprezado o
micromovimento, o ion se comporta com se estivesse confinado num pseudo-potencial harmonico

Yop na direcao radial dado por

m
qthap = 3(%% 2+ wly?) (1.38)

que para um caso tipico com Uy = 0 (a = 0), tem-se w,=w,. Consequentemente,

Wy

(2* + %) (1.39)

m
qYap = 5

sendo w, a freqiiéncia radial dada por

Qb nz
TR mrROv2 (1.40)

Conforme Ref. [47], os valores tipicos para esses parametros sao da ordem Vj ~ 300 — 800V,
Q/2r ~ 16 — 18 MHz, ry = 0.2mm, o que leva a uma freqiiéncia radial de w, /27 ~ 1.4 —2 MHz

para um fon de Célcio *°Ca™. Na natureza, 97% do Célcio consiste desse isétopo.



CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 9

Para realizar o confinamento na direcao z, que nos calculos anteriores esteve livre, aplica-
se os potenciais U; e Uy nos dois eletrodos em forma de anel (ring electrodes), mostrados na
Fig.1.1. Pode-se escolher U; = Uy = Ujp. Célculos numéricos [47] mostram que o potencial

préximo ao centro da armadilha é harmonico e com freqiiéncia axial aproximada w, dada por
1
SMmwszo & € qUa, (1.41)

no qual 2 € a distancia do centro da armadilha até o centro do eletrodo anel, ou seja, a metade
do comprimento da armadilha na direcao z, e ¢ é um fator geométrico. Valores tipicos sao
w, /27 ~ 500 — 700 KHz para Uz ~ 2000V e zg ~ 5mm [47]. Assim o pseudopotencial para

um ion confinado numa armadilha de Paul em todas as trés direcoes é descrito por

mw mw?z?

qsp = TT(iUQ + %) + 2Z . (1.42)

Para os valores experimentais fornecidos anteriormente, obtem-se para a profundidade do pogo
de potencial na diregao axial (w,/2m ~ 700 KHz)

2.2
_ mwizg

v, ~ 100 eV, (1.43)

bem como na diregao radial (w, /27 ~ 2 MHz)

2,.2
mw:r,

V., = T’"O ~ 820eV. (1.44)

O pogo de potencial na direcao radial é, portanto, muito mais profundo que no eixo da armadi-

lha. Assim, o movimento do ifon na direcao radial tem pequena amplitude quando comparada

a direcao axial e sera aqui desprezado. Essa caracteristica é a razao dessas armadilhas serem

chamadas de lineares. Os {ons ficam localizados na direcao radial porém oscilando na direcao

axial, formando uma espécie de linha de fons, conforme mostram as Figs. 1.2 e 1.3.

Por tltimo, apresentamos agora o processo de carregamento dos ifons na armadilha como
realizado em [48]. Antes de iniciar o carregamento, os potenciais da armadilha sao desligados
para evitar o aprisionamento de ions residuais nao desejados. Um forno atomico produzindo
atomos de Calcio ¢é ligado e a temperatura é aumentada progressivamente. Entao um canhao
de elétrons é acionado, ionizando os atomos de Calcio diretamente no volume da armadilha
agora ligada. Lasers de resfriamento sao direcionados a nuvem de fons contendo algumas

centenas de fons ocupando uma area de diametro de aproximadamente 200 um. A nuvem de
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ions gradativamente relaxa para um estado estacionario onde o aquecimento por radiofreqiiéncia
(devido aos eletrodos) é balanceado pelo resfriamento a laser. O numero de fons é reduzido
desligando o laser de resfriamento. Para um ntmero pequeno de ions, ocorre uma transi¢ao de
fase formando uma estrutura cristalina linear (ver Fig. 1.2 e 1.3). Isso é chamado de cristal

1onico ou cadeia de ions. O processo de carregamento leva aproximadamente um minuto.

rod electrode

Figura 1.1: Armadilha de Paul linear, http://heart-c704.uibk.ac.at

& % 5 &% & &% & & ® 3

—

Figura 1.2: Cadeia de 10 fons *°Ca™, http://www.physik.uni-mainz.de/werth/calcium/
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TR

S0 M

Figura 1.3: Ions “°Ca™ aprisionados, http: //www.physik.uni-mainz.de/werth/calcium/
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1.3 Computacao e Informacao Quantica

Quando pensamos em computacao € usual que tenhamos uma idéia abstrata baseada em
conceitos légicos e argumentos que estao mais préximos da matematica que da fisica. Contudo,
nao podemos nos esquecer que o computador é um objeto fisico e, que portanto, o processo
computacional, seja ele efetuado por qualquer hardware, é um processo que obedece as leis da
fisica. Uma vez que a mecanica quantica é uma teoria fundamental, parece natural pensarmos
em uma maquina que realize o processamento de informacao num nivel tal que certas defini¢oes
como, superposicao ou emaranhamento de estados quanticos, possam ser usadas como um novo
tipo de recurso computacional. Essa é a idéia formalizada por Deutsch [49] num artigo que
dispertou a atencao da comunidade de fisicos para essa area que reune fisica, matematica e

ciéncia da computacao e que hoje conhecemos pelo nome de computacao quantica.

A procura por sistemas fisicos capazes de implementar essas idéias de maneira controlada
passou entao a ser um importante campo de pesquisa. Em [4] nds mostramos que um ifon
aprisionado interagindo com o campo quantizado tem o potencial para a implementacao de um
conjunto universal de portas logicas e que, portanto, pode realizar qualquer operacao logica.
No que segue é apresentado alguns conceitos basicos sobre computacao quantica, necessarios ao
entendimento das propostas apresentadas nessa dissertacao. Uma boa introdugao ao assunto

pode ser encontrada em [29].

1.3.1 Qubits e Portas Logicas Quanticas

Em computacao classica, a menor unidade de informacao, o bit, pode assumir dois estados:
0 ou 1. Sua generalizacao quantica se da no contexto de sistemas de dois niveis, em que o

estado geral para esse bit quantico (qubit), é dado por
1) = al0) + b[1), (1.45)

o qual é parametrizado por dois niimeros complexos a e b satisfazendo a relacao |a|? + |b]? = 1.

Existem infinitas possibilidades para o estado de um qubit, podendo estar numa super-
posicao coerente de 0 e 1. Essa caracteristica da origem a um paralelismo sem anélogo cléssico
e que ja foi explorado na criacao de algoritmos quanticos eficientes na solucao de problemas de
grande complexidade computacional. Um exemplo que ilustra bem a eficéncia da computacao

quantica é o problema da fatoracao de grandes niimeros inteiros. Esse problema demanda um
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tempo exponencial de solu¢ao no melhor algoritmo classico conhecido. Foi demonstrado [50]
que um computador quantico seria capaz de solucionar esse problema num tempo polinomial,
o chamado algoritmo de Shor, o que vem motivando a pesquisa em algoritmos quanticos e

consolidando a expectativa sobre o poder computacional de tais maquinas.

Operagoes sobre o qubit (1.45) devem preservar sua norma, e portanto, devem ser descritas
por matrizes unitarias 2x2. Em principio, qualquer operacao unitaria pode ser imaginada como
uma porta logica quantica. Num espago de dimensao 2, ou seja, de um tnico qubit, o efeito
da aplicacao de operacgoes unitarias pode ser visualizado como a rotacao de um vetor unitario
na chamada esfera de Bloch [29]. Por esse motivo, operagdes unitdrias em um tnico qubit sao

freqiientemente chamadas de rotagoes de qubits.

Dentre todas as rotacoes possiveis, algumas das mais importantes sao as matrizes de Pauli:

XE<01>, YE(Q_i), ZE(I O), (1.46)
10 7 0 0 —1

a matriz de Hadamard (denotada por H), a de fase de 1 qubit (denotada por S) e a também a

7/8 (denotada por T), as quais sao dadas por

1 1 1 10 1 0
H=— , S = , T = . , 1.47
\/5(1—1> (01) <0 e”/8> (1.47)

respectivamente.

No intuito de simplificar a visualizacao e o entendimento sobre os algoritmos quanticos é

usual representar essas portas num circuito. Na Fig.1.4 sao mostrados alguns desses simbolos.

Hadamard H
Pauli-X X
Pauli-Y Y
Pauli-Z Z

Fase de 1 qubit S
/8 T

Figura 1.4: Simbolos num circuito quantico
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Um conceito basico envolvido num processo computacional, seja ele classico ou quantico, é
o conceito de operacao controlada. Entendemos esse conceito como uma operagao condicionada
a resposta de uma dada pergunta como, por exemplo, se A € verdadeiro, entao faca B. Um
exemplo de tal operacao controlada é a chamada Controlled-NOT (usualmente referida como
CNOT). Essa operacao consiste de uma porta com dois qubits de entrada |c,t), conhecidos
como qubit de controle |c) e qubit alvo |t), respectivamente. Em termos da base computacional
{10),]1)}, a agdo da CNOT é dada por |c)|t) = |c)|t & ¢), onde @& denota a soma de mddulo
2. Em resumo, se o qubit de controle estd no estado |1), entdo o qubit alvo é flipado (trocado),

caso contrario, ele permanece inalterado:

0,0) = 0,0),
0,1) = [0,1),
1,0) = [L1),
1,1) = |1,0). (1.48)

A representacao dessa porta num circuito quantico é apresentada na Fig.1.5.

Figura 1.5: Simbolo para a porta CNOT

Outro exemplo de operagao controlada importante em nosso trabalho é a porta de fase de

2 qubits. Sua acao na base computacional é dada por

0,0) = 0,0,
0,1) = 10,1),
1,00 = [1,0),
1,1) =-—[1,1), (1.49)

isto é, apenas o estado |1,1) ganha um sinal negativo, enquanto os demais estados da base

computacional permanecem inalterados.
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Nas préximas secoes sao discutidos o exemplo do Algoritmo de Deutsch e também os con-

ceitos de universalidade e paralelismo quantico.

1.3.2 Universalidade das Matrizes Unitarias de Dois Niveis

Em computagao classica, para se computar uma fungao arbitraria sao necessarias pelo menos
trés portas l6gicas: AND, OR, NOT [29]. Dizemos que tal conjunto de portas é universal para a
computacao cldssica. Para a computagao quantica, existe um resultado similar de universalidade
quando qualquer operagao unitaria puder ser aproximada, com precisao arbitraria, por um
circuito quantico envolvendo apenas tal conjunto de portas. Nessa se¢ao, descreveremos uma
das possiveis construcoes de universalidade para computagao quantica baseada no conceito de
matriz unitaria de dois niveis. Existem outras construgdes de universalidade [29], em especial,
aquela onde qualquer operacao unitaria pode ser aproximada, com precisao arbitraria, usando as
portas CNOT, Hadamard, fase e 7/8. Uma vez que as trés tltimas portas citadas sdo matrizes
de rotacao, é usual enunciar esse importante resultado como: “qualquer operacao unitdria pode

ser aproximada, com precisao arbitrdria, usando as portas CNOT e rotagoes de qubits”.

Com o objetivo de mostrar que a matriz U pode ser decomposta num produto de matrizes
unitdrias de dois niveis, ou seja, matrizes unitarias que atuam nao trivialmente apenas em duas
ou menos componentes de um vetor d-dimensional, consideraremos uma matriz unitaria U que
atua num espacgo com a mesma dimensao do vetor. Para melhor exemplificar a idéia por traz

dessa decomposigao, consideraremos primeiro o caso em que U é uma matriz complexa 3 x 3

(d=3):

a d g
U=\|b e h (1.50)
c [
Neste caso devemos procurar por matrizes unitarias de dois niveis Uy, Uy e Us tais que:
U;UUU =1, (1.51)
sendo I é a matriz identidade. De (1.51) segue que
U = vluu]. (1.52)

Demonstrando (1.51), automaticamente teremos demonstrado (1.52), ou seja, que U pode

ser decomposta num produto de matrizes unitarias de dois niveis. Portanto, comegaremos
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a demonstracao pela construcao de U,. Para b = 0, vamos supor que:

1 00
Uy=1010 (1.53)
0 0 1
Por outro lado, para b # 0, suporemos:
a* b*
Vial? + 161> /]al? +[b?
U = b —a (1.54)

V9P + b2 V/lal? + [b]?
0 0 1

E importante notar que em ambos os casos U; é uma matriz unitaria de dois niveis e que

quando multiplicamos U; por U obtem-se:

a d g/
ULUu=10 ¢ K |. (1.55)
CI f/ j/

Foram usados elementos de matriz genéricos denotados com ‘linha’, pois seus verdadeiros val-
ores sao irrelevantes para a demonstracao. O importante é que construindo U; da maneira
(1.53) ou (1.54), o elemento de matriz (U;U)s torna-se igual a zero. Esse é o ponto chave
da demonstracao. Aplicamos agora um procedimento semelhante para encontrar U, tal que

(UyUyU )31 seja também nulo. Sendo ¢ = 0, vamos admitir que

1%

a 00
U= 0 10 (1.56)
0 01
Se ¢ # 0, iremos supor
/a / 0 ! /
Via' P+ | |a']? + [¢]?
U, = 0 1 0 . (1.57)

/ /

C
0
Vi0d PP+ |@'? + |<]?
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Em ambos os casos, quando realizamos a multiplicacao matricial obtemos

1 d// gl/
ULUU=|0 ¢ n |. (1.58)
0 f// j”

Uma vez que a matriz (1.58) é unitaria (produto de matrizes unitérias é também uma matriz

unitaria), devemos ter as seguintes relagdes satisfeitas para os elementos de matriz complexos:

d// — g// — 0
‘6//’2+‘h//|2:’fl/‘2+’j//’2:1
fl/el/* _'_ hl/jl/* — O (159)
Finalmente, ao admitirmos
1 0 0
Us=1 0 ¢&* n"™ |, (1.60)
0 f//* j//*

podemos facilmente verificar que UsUsU U = 1.

Num caso mais geral, U atua num espago d-dimensional. Entao, de maneira similar, pode-
mos encontrar matrizes unitarias de dois niveis Uy, ...,Uy tais que a matriz Uy 1Uy_o...U U
tenha seu elemento (Uy_1Uy_5...U1U)11 = 1, e o restante da primeira linha e da primeira coluna
todos iguais a zero. O processo é repetido para as d — 1 submatrizes unitarias até que a matriz

U possa ser escrita como
U=V..Vg, (1.61)

nos quais as matrizes Vi sao matrizes unitdrias de dois niveise k < (d—1)+(d—2)+..+1=
d(d—1)/2.

Uma conseqiiéncia direta dessa demonstracao é que uma matriz unitaria arbitraria num
sistema de n qubits, pode ser escrita como um produto de no méximo 2"~!(2" — 1) matrizes
unitarias de dois niveis. Para matrizes unitarias especificas e com um nimero maior de ele-
mentos nulos é possivel encontrar decomposicoes envolvendo um menor nimero de matrizes

unitarias de dois niveis, e portanto mais eficiente.

No préximo capitulo, mostraremos como o sistema de ions aprisionados inseridos numa cavi-
dade e interagindo com um campo externo pode ser usado para a implementagao das matrizes
unitarias de Hadamard (1.47) e de fase (1.49).
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1.3.3 Paralelismo Quantico e Consideracoes Fisicas

Uma vez que é possivel realizar operacoes légicas com os aparatos da mecanica quantica,

surgem algumas questoes importantes, como por exemplo:

e Que classe de problemas computacionais pode ser realizada usando circuitos quanticos?
e Como essa classe pode ser comparada com aquelas realizaveis num circuito 1égico classico?

e E possivel encontrar uma tarefa em que o computador quantico seja mais eficiente que o

cléssico?

Comecamos essa discussao apresentando como simular um circuito 1égico classico num circuito
quantico. Ressaltamos que a discussao em termos de circuitos € igualmente rigorosa a discussao

com operadores e seu uso nessa dissertacao se deve ao seu forte poder elucidativo.

Essa questao nao é trivial pois a computacao quantica é baseada em operadores unitarios
cujas acoes sao claramente reversiveis. J& os circuitos classicos possuem muitas portas légicas
irreversiveis como, por exemplo, a porta NAND [29], cuja agdo é tomar dois bits de entrada a
e b de modo a realizar a operacao AND seguida por uma operacao NOT. Mas um importante
resultado da computacao classica resolve completamente o problema: “qualquer circuito cldssico
pode ser trocado por um circuito equivalente contendo apenas elementos reversiveis’. Tal fato

é realizado com o uso da porta de Toffoli.

A porta de Toffoli possui trés bits de entrada e trés de saida, conforme ilustrado na Fig.
1.6. Esse circuito implementa a tabela (1.1). Dois dos bits de entrada sao os bits de controle e
permanecem inalterados pela aplicacao da porta de Toffoli. O terceiro bit é um bit alvo que é

trocado se ambos os bits de controle sao iguais a 1, caso contrario permanece inalterado.
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a L a
b ® b
¢ D c®ab

Figura 1.6: Porta de Toffoli

Inputs Outputs
b7
0

o
@)

_== = O OO O
_— OO~ RKkOOolT
—_ o= O = O M= OO
_ == O O OO
—_—_ 0 O = = O

O R P Ok OO

Tabela 1.1: Tabela da verdade para a porta de Toffoli

Para provar que a porta de Toffoli é reversivel, notamos que a aplicacao sucessiva desta leva
(a,b,¢) — (a,b,c @ ab) — (a,b,c) (1.62)

e que portanto, essa porta possui uma inversa simples que é ela mesma. Como um exemplo

de que a porta de Toffoli pode simular portas irreversiveis, consideremos a porta NAND. Se
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tomamos o bit ¢ igual a 1, conforme Fig. 1.7, a acao é justamente a porta desejada, ou seja, o
terceiro bit é a saida da NAND. Um bit preparado de maneira conveniente para a realizagao

de uma dada operacao controlada é usualmente chamado de ancilla.

a L 2 a
b '3 b
¢ D 1®ab

Figura 1.7: Circuito cléssico implementando uma porta NAND e usando a porta de Toffoli

A porta de Toffoli esta sendo discutida como uma porta classica, contudo ela pode ser
implementada como uma porta légica quantica. Por definicdo, a implementacao quantica da
porta de Toffoli apenas permuta os estados da base computacional da mesma maneira que seu
andlogo cldssico. Por exemplo, se o estado de entrada é |110), a porta troca o terceiro qubit
porque os outros dois estao no estado |1), o que resulta em |111). E possivel demonstrar que a
matriz que realiza tais permutacoes é uma matriz unitéria e que portanto a porta de Toffoli é

também uma legitima porta quantica.

E claro que se a habilidade em simular computadores classicos fosse a tunica coisa que um
computador quantico é capaz de fazer, nao haveria sentido em prosseguir com a exploracao
dos efeitos quanticos para complicar. A vantagem de um computador quantico é a maneira
como ele calcula funcoes em paralelo. De modo simplificado, o paralelismo quantico é a capaci-
dade que tais mdquinas tém de calcular um funcdo f(x) para muitos diferentes valores de z

simultaneamente.

Para entender como isso ocorre, consideremos o caso simples de uma funcao f(x): {0,1} —
{0,1}. Para que a operagao seja reversivel é conveniente guardar junto ao valor de f(z) o
valor da variavel x. Isso pode ser feito com a aplicagao de uma sequéncia apropriada de portas

légicas [29] transformando o estado inicial |z,y), no qual o primeiro qubit é um registrador de
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dados e o segundo um registrador alvo, em |z,y® f(z)). A transformacao |x,y) — |z,y® f(z))
¢ usualmente denotada por Uy e é claramente reversivel. No caso y = 0, o estado do segundo

qubit é exatamente o valor f(z).

Consideremos agora o circuito mostrado na Fig. 1.8 que aplica Uy num input nao pertencente
a base computacional, isto é, o registrador de dados esta numa superposi¢cao dos estados dessa
base, (]0) +]1))/v/2. Esse estado pode ser criado com a aplicagdo da porta de Hadamard (1.47)

em |0). A aplicacao de Uy resulta no estado

_10,£(0)) + 11, (1))
7% .

Esse é um estado que contém informagao sobre f(0) e f(1), é como se tivessemos calculado f(z)

[¥) (1.63)

para dois valores de x simultaneamente. Essa caracteristica é chamada paralelismo quantico.

0) + 1)
V2

Uy

0) — 1y y&flz)—

Figura 1.8: Circuito quantico para calcular f(0) e f(1) simultaneamente

Ao contrario do paralelismo classico, em que circuitos multiplos sao construidos para com-
putar simultaneamente f(z) e cada um deles para um valor de z, no caso quantico um tnico
circuito é empregado no calculo da fungao para diferentes valores de x simultaneamente, que é

uma conseqiiéncia direta do fato de um bit quantico poder estar num estado de superposicao.

O paralelismo quantico permite que todos os valores da fungao f sejam calculados simultane-
amente, ainda que tenhamos calculado essa funcao uma tnica vez. Contudo, esse paralelismo
nao ¢ imediatamente 1til, isso porque uma medida resultara em apenas um tnico valor da
fungdo. Em nosso exemplo, a medida resultara ou no estado |0, f(0)) ou no estado |1, f(1)).
Claramente, qualquer computador classico pode fazer isso muito bem. Deve existir entao al-
guma coisa a mais que torne o paralelismo quantico algo 1til, ou seja, algo que nos permita
extrair mais informagao de superposi¢oes do tipo Y |z, f(z)), do que apenas um tnico valor
de f(z). A seguir veremos um exemplo de como informagao adicional pode ser retirada de

problemas desse tipo.
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O algoritmo de Deutsch [49] combina de forma clara duas propriedades importantes: para-
lelismo quantico e interferéncia, sendo esse tltimo efeito o responsavel em tornar o paralelismo
util na obtengao de mais informagao sobre a fungao com apenas um tinico passo. Esse algoritmo

¢ representado esquematicamente no circuito na Fig. 1.9.

|0) H x x H

1) H y  y® f(x)
t t t t
|v0) |41) |12) |13)

Figura 1.9: Circuito quantico para implementar o algoritmo de Deutsch

Neste caso, o estado de entrada (input) é escolhido como

|tho) = |01). (1.64)

Esse estado é enviado a duas portas de Hadamard, o que resulta em

wﬁ:{mxgn]ﬁm;;n} (1.65)

Em seguida, esse estado é enviado a porta Uy. Notamos que a aplicagao de Uy em estados do

tipo |x)(|0) — |1))/v/2 resulta

2,0® f(x)) — |z, 1® f(x))
V2
:|@m@f@»—ﬂ@ﬂ@>

V2

o (0 = 1)
= (YO (1.66)

Usla)(10) = [1)/v2 =

Usando esse resultado obtem-se

) = 5 (-1 000) [ Sy [, (167
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Logo

[0y + 1) [10) — 1) _
vl se f(0) = f(1),
|1h2) = (1.68)

F10) = 1] [10) = [1)]
P [P w0 )

Uma aplicacao final da porta de Hadamard no primeiro qubit resulta

0) = |1)] _
T se f(0) = f(1),

[4hs) = ) (1.69)

ey |22 s 0 £ )

Notando que f(0) @ f(1) é igual a zero se f(0) = f(1), e igual a um de outro modo, podemos

+(0)

reescrever (1.69) concisamente na forma

10) — |1>}
==+|f(0) f(1)) | —— 1.70
) = 10 0 51 [P (1.70)
Medindo o primeiro qubit pode-se entao determinar f(0) @ f(1). Logo, o circuito quantico na
Fig. 1.9 nos deu a habilidade de determinar uma propriedade global de f(z), que é f(0)® f(1),
com um tnico calculo da fungdo f. Isso ja supera um circuito (computador) cléssico que

precisaria de no minimo dois cdlculos a saber, f(0) e f(1).

Esse exemplo ilustra a diferenca existente entre o paralelismo quantico e os algoritmos clas-
sicos aleatérios (randomized algorithms). O estado |0, £(0)) + |1, £(1))v/2 néo corresponde a
um computador cldssico que calcula f(0) com probabildade 1/2 e f(1) também com proba-
bilidade 1/2, isso porque num computador classico essas duas alternativas sdo excludentes e
num computador quantico é possivel que as duas alternativas interfiram uma com a outra para
gerar algum tipo de propriedade global da funcao f. Isso é realizado com uso de portas do tipo

Hadamard que combinam as diferentes alternativas, como é feito no algoritmo de Deutsch.

A esséncia e a dificuldade do desenvolvimento de algoritmos quanticos é justamente a escolha
apropriada dos qubits de entrada e da transformacao final. Essas escolhas devem permitir uma
determinacao eficiente de propriedades globais da fungao f, propriedades essas que requeririam

do computador classico maior quantidade de calculos da funcao.
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Até esse ponto tratamos basicamente dos conceitos matematicos que estruturam a com-
putacao e informacao quantica. Contudo, nao passaria de uma curiosidade matematica se a
natureza nao se comportasse de acordo com essas leis. O problema é que todas essas argu-
mentacgoes foram idealizadas para um sistema fechado, isto é, evoluindo unitariamente durante
todo o tempo. Na realidade, os sistemas fisicos nao estao completamente isolados e isso deve ser

levado em consideracao quando pensa-se na implementagao experimental desses computadores.

As unidades elementares da teoria sao os qubits, ou seja, sistemas de dois niveis. Para
a implementacao de um computador quantico, os qubits devem ter uma representacao fisica
robusta que retenha suas propriedades quanticas de superposicao. O sistema fisico escolhido
deve evoluir da maneira desejada e deve permitir a preparacao dos qubits em algum conjunto
especificado de estados iniciais. Esse sistema deve também permitir a medida eficiente do
estado final apods a realizacao das operagoes logicas que corresponde fisicamente a sua evolucao

temporal.

E um grande desafio experimental a realizagao desses requerimentos basicos e normalmente
eles sao apenas parcialmente satisfeitos. Uma moeda tem dois estados, cara ou coroa, mas é
um qubit muito ruim porque nao apresenta qualquer efeito de superposicao desses dois estados,
ou equivalentemente, esses efeitos nao duram tempo suficiente para qualquer observacao. Um
Unico spin nuclear pode ser um 6timo qubit porque superposicoes, de um estado alinhado na
direcao a favor ou contra um campo magnético externo, podem durar por muito tempo, alguns
dias [29]. Porém, pode ser dificil construir um computador a partir de spins nucleares porque
eles acoplam muito fracamente com qualquer interacao externa o que torna extremamente dificil
a medicao da orientacao de um tunico ntcleo. O que é uma vantagem do ponto de vista da

coeréncia da superposicao torna-se uma dificuldade no ponto de vista da medida.

Um computador quantico deve ser bem isolado para manter suas propriedades quanticas.
Ao mesmo tempo, seus qubits devem ser acessiveis para a manipulagao externa, tanto para a
realizacao das operacoes légicas quanto para a medida de seu estado no final da operacao. Uma

implementagao realista deve satisfazer um balanco delicado entre esses dois vinculos.

Nos préoximos capitulos é apresentado como o sistema de fons aprisionados interagindo com
o campo quantizado pode ser empregado na implementacao fisica das idéias expostas nesta
secao. A evolucao dinamica do sistema e os regimes de operacao sao estudados tendo em mente

o compromisso entre manipulacao externa e coeréncia quantica.



Capitulo 2
Descricao do Sistema Fisico

No processamento de informagao quantica é desejavel que os qubits (sistemas de dois niveis)
possuam um tempo de coeréncia suficientemente longo para a realizacao das operagoes légicas
necessarias. O uso de estados eletronicos metaestaveis de um ion aprisionado ja se mostrou
bastante promissor nessa diregao [16,48]. Contudo, nesse sistema o transporte de informagcao
para outros lugares do espaco nao parece ser uma tarefa facil ja que se trata de um sistema
bastante localizado. O uso de fétons como “qubit carrier”, ou seja, que carrega informacao
para outro lugar no espaco, parece uma escolha mais adequada. No ambito da eletrodinamica
quantica em cavidades (CQED), o acoplamento féton-atomo é realizado enviando os atomos
a cavidade num esquema tipo micromaser. Essas experiéncias foram realizadas com bastante
sucesso pelo grupo de S. Haroche (Franga) [9]. O problema nesse caso é que o sistema estd
sujeito a flutuacoes no feixe atomico térmico que atravessa a cavidade, incluindo flutuagoes
no numero de atomos e na intensidade da constante de acoplamento. Ainda nesse tipo de
experimento, a interagao atomo-campo se dd num intervalo de tempo bastante curto, que
é o tempo que o atomo demora para atravessar a cavidade. Seria desejavel obter tempos de
interagao mais longos, principalmente quando pensamos em manipulacao de estados e no estudo

dos mecanismos de perda de coeréncia.

O uso de ions aprisionados em experimentos CQED vem ao encontro da eliminacao desses
problemas. Principalmente, os tempos de interacao ion-campo sao muito maiores ja que um
fon pode permanecer aprisionado por muito tempo (dias) [51]. Em fungao disso, o nimero de
fons na armadilha nao flutua. E claro que inserir uma armadilha de Paul numa cavidade nao é
uma tarefa experimental facil. Porém, discutiremos um trabalho experimental recente [22] que

indica ser possivel a manipulacao coerente da interagao fon aprisionado-campo cavidade, o que

25
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¢é fundamental para a implementacao das idéias expostas nesta dissertacao.

2.1 Progressos experimentais

Recentemente, grupos experimentais ja tradicionais na manipulagao de micromasers como
é o caso do grupo de H. Walther (Inst. Max Planck, Alemanha), ou ainda na manipulacao
coerente de fons aprisionados interagindo com campos de laser, como ¢é o caso do grupo de
R. Blatt (Univ. Innsbruck, Austria), tém realizado experiéncias envolvendo fons aprisionados
interagindo com o campo quantizado numa cavidade 6ptica [10,22]. Dentre esses trabalhos,
o mais direcionado ao uso desse sistema na manipulagao coerente de estados é o do grupo de
Innsbruck. Nessa secao, ¢ discutido de maneira sucinta o aparato experimental e alguns detalhes
das experiéncias realizadas por esse grupo. Essa apresentacao é 1til para dar embasamento fisico

as propostas apresentadas no préximo capitulo.

Esse grupo utiliza fons de cédlcio “°Ca™ que possuem a estrutura de niveis, freqiiéncias de
transicao e larguras de linha apropriadas para a manipulacao coerente das transicoes, além
de possuir uma massa apropriada para o aprisionamento e cristalizacao numa armadilha de

Paul [48].

Os dois niveis eletronicos usados sao Sz ¢ Dsjp que tém uma separacao A = 729 nm,
Fig. 2.1. A transicao entre esses dois niveis é claramente do tipo dipolo-proibida e a razao
dessa escolha é que um nivel acoplado dipolarmente a outro possui um tempo de vida muito
curto (emissao espontanea), o que certamente destrdi a coeréncia da evolu¢ao do sistema. E
necessario, portanto, a escolha de niveis no minimo metaestaveis. Algumas alternativas seriam o
uso de transi¢coes Raman acoplando niveis hiperfinos [11] ou uma transicao do tipo quadrupolo-
permitida acoplando um nivel mestaestavel ao estado fundamental do dtomo. Essa é a escolha
adotada para o célcio (transi¢do S-D) que nao possui estrutura hiperfina. Lembramos que uma
transicao do tipo dipolo-permitida envolve uma regra de selecao em que os niveis devem ter
uma diferenga de momento angular igual a um, como é o caso de uma transicao S-P, e que uma
transicao tipo quadrupolo-permitida envolve a regra de que a diferenca de momento angular
deve ser igual a dois, como ocorre na transicao S-D.

A determinagao da probabilidade de excitagao (ocupagao do nivel D) é feita via técnicas de
fluorescéncia, mais especificamente, numa técnica conhecida como electron shelving technique,
onde a discriminagao entre dois estados eletronicos pode ser realizada com uma certeza de

praticamente 100%. A probabilidade de excitagao é medida com o uso de uma segunda transigao
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Figura 2.1: Estrutura de niveis do fon Ca*

bastante intensa do tipo dipolo-permitida S-P excitada com o uso de um laser externo. Quando
a fluorescéncia dessa transigao forte cessar (dark period), significa que o d&tomo se encontra no
estado D. Repetindo a preparacao inicial do estado e medindo a fluorescéncia dessa transicao
S-P por um numero muito grande de vezes é possivel determinar a ocupacao do estado D.
No caso do célcio, a fluorescéncia é registrada com a transicao Sy, — P2 de separacao de
A =397nm, Fig. 2.1. Essa transicao é também usada no resfriamento Doppler do movimento

vibracional do ion.

Para acoplar a transi¢ao entre os estados S-D ¢ injetado na cavidade o campo de um laser
de Ti:Sa com A = 729nm e largura de 1kHz. Para resfriar e registrar a fluorescéncia é usado
também um laser de Ti:Sa porém com \ = 794 nm e largura de linha menor que 300 kHz. Esse

laser é dobrado em freqiiéncia para se obter o comprimento de onda A = 397 nm.

A cavidade utilizada [22] é do tipo confocal, de raio de curvatura R = 25 mm e separacao
entre os espelhos de L = 21 mm. Essa cavidade possui uma finesse medida de F = 35000
em A = 729nm e no modo fundamental T EMyy. O modo sustentado na cavidade é do tipo
Gaussiano com uma cintura (waist) wy = 54 pm. Os espelhos sao acoplados a dois cristais PZT

que permitem a variacao da separacgao entre eles por meio da aplicagao de um voltagem.

Os fons de célcio sao aprisionados numa armadilha de Paul (rf) cujos eletrodos e end-
caps (separados um do outro por 1.2 mm) sao feitos de molibdénio e produzem freqiiéncias
(wWg, wy, w,) iguais a 2m(2.9,3.9,7.4) MHz numa poténcia do campo rf de 1W [22]. Aqui, a

direcao z representa o eixo da armadilha, x e y sao as direcoes radiais. O angulo entre o eixo da
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cavidade e o eixo da armadilha (z) é de 452. Essa é uma escolha apropriada para a realiza¢ao do
resfriamento e para outros detalhes mais especificos que nao sao importantes no entendimento

bésico da situacao experimental.

Com o aparato descrito anteriormente, o grupo deu um passo importante em direcao ao
uso de fons aprisionados em esquemas de computagao e informacao quantica, envolvendo o
acoplamento do fon com o campo da cavidade. Em [22] é demonstrada a possibilidade de
controlar de maneira coerente o acoplamento dos estados eletronicos e vibracionais do ion com

o campo quantizado.

Um dos trabalhos surgidos durante nossos estudos [3] foi a proposta de um esquema de
geracao da base de Bell, que é importante em muitos aspectos na teoria de informacao quantica.
Propusemos o uso desse sistema que acopla o movimento de um ion aprisionado, seus graus
internos de liberdade (eletrénicos) e o campo quantizado. Em [22] Mundt et al. (grupo expe-
rimental de Innsbruck) cita nosso esquema de geracao como uma das aplicagoes decorrentes do

controle coerente desse sistema.

Esses recentes trabalhos experimentais no sistema de ions aprisionados interagindo com o
campo quantizado dao suporte e justificam o estudo realizado nessa dissertagao. Na préxima
secao é apresentado o modelo Hamiltoniano para esse sistema e também alguns dos diferentes

regimes de operacao que permitem uma grande diversidade de dinamicas distintas.

2.2 Ressonancias e Bandas Laterais

Consideramos um ion de dois niveis aprisionado num potencial harmonico e inserido no
interior de uma cavidade contendo um modo do campo eletromagnético quantizado (freqiién-
cia w.c). Uma possivel base para descrever o sistema seria aquela formada pelo produto direto
das bases que descrevem os sistemas livres {|e), |g)} ® {|m),} ® {|n).}. Esses kets referem-se
a estrutura interna do dtomo de dois niveis {|e), |g)} (autoestados de 4,), a0 movimento do
centro de massa do ion {|m),} com m = 0,1,2, ..., (autoestados de a'a) e ao campo monomodo
intracavidade {|n).} com n =0, 1,2, ..., (autoestados de E)Tl;) Nessa base, os operadores para o

subespaco dos dois niveis podem ser escritos como

o= = le){el —1lg)(gl, (2.1)
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os quais satisfazem as relacoes de comutacgao ja especificadas anteriormente.

Esse sistema ¢é ainda for¢ado por um laser propagante externo (freqiiéncia wy). O propésito
de incluir o laser é a manipulagao coerente do sistema ion + cavidade. Essa é uma perturbacao
dependente do tempo cujo movimento é imposto externamente e que portanto, nao nos interessa
sua dinamica. Nessas condigoes, o laser externo pode ser satisfatoriamente descrito como um

campo classico.

O Hamiltoniano para esse sistema (A)pode ser escrito na forma:
ﬁ = ﬁ0+ﬁcav+ﬁ6xt7 (22>

em que Hy é o Hamiltoniano livre do sistema, H.,, ¢ o Hamiltoniano de interacao do ion com

o campo da cavidade e H,,; ¢ o Hamiltoniano de interacao do ion com o campo externo, sendo

dados por:
Hy = hyammwc%m%&z (2.3)
Hegy = hig(64 +6) (b7 + b) cos[ne(a’ + @) + ¢] (24)
Hepo = B (64 ¢ @ 0menttt] 4 5 omilin (@) —wntto)) (2.5)

Nas Eqs. (2.3), (2.4) e (2.5) temos que a'(a) sao os operadores de criagio (aniquilagio) rela-
tivos as excitagbes no movimento vibracional (freqiiéncia v), l;T(l;) sao os operadores de criacao
(aniquilagao) das excitagoes no campo da cavidade (freqiiéncia w..) , 4 (;7_) sao os operadores
atomicos de levantamento (abaixamento), w, é a freqiiéncia atémica, v é a freqiiéncia vibra-
cional i6nica, 0, = 2mag/ A\ e . = 2mag/\. sdo, respectivamente, os parametros de Lamb-Dicke
relativos aos campos do laser e da cavidade sendo ag a largura do pogo harmonico, Ay, (A.) o
comprimento de onda do campo do laser (cavidade), Q2 a constante de acoplamento laser-ion e
g a constante de acoplamente campo da cavidade-ion. As fases ¢ e 6 dao a posicao do centro
da armadilha (centro do potencial harmonico) com rela¢do ao modo do campo quantizado e ao

campo inicial do laser, respectivamente.

Vamos assumir a seguir um “duplo” regime de Lamb-Dicke, ou seja, n, < 1 e n. < 1, tal

que possamos aproximar o cosseno e as exponenciais presentes, respectivamente, em (2.4) e
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(2.5) por
expling(a’ +a)] ~ 1+iny(a’ +a) (2.6)
2 1 2 T 2(~72 2
cos[n.(a’ +a)+¢] ~ |1 ne(l+24%a) _ (@ 2+a) oS ¢
—ne(a" + @) sin ¢ (2.7)

E fundamental notar que retemos termos até segunda ordem no parametro de Lamb-Dicke.
Nessa aproximagao e ja na representacao de interacao, o Hamiltoniano H; = H .y, + Heyy assume

a forma

H;, = hQ[e%5 et 4 h.c)
+in h Qe a et 4 o5 gleiCart)t _ p ]
2
+hg cos [l — %C(l +2a%a)|[5_bTe! 4 g, bl ! t2ed)t L p ¢ ]
— 1. hg sin ¢[&+d@f€i(5ac+u+2wc)t +6.a bl giBac—v+2we)t 4 h.c.]

— e hgsin @[6.a beCac=t 4 5 a1 ! Cactt 4y ]

2
o %hg CoS ¢[&+€LT2 l;]‘ei(éac—i-Ql/—‘rchc)t + a_+d2l;1'€i(6ac—2u+2wcc)t + hC]

2
- %Chg cos g[6_al bl (et 4 5 G2pTei—dac2)t 4 py ] (2.8)

em que Ou7, = We—Wr, € 0ge = Wy —Ww, 820 as dessintonias atomo-laser e atomo-campo da cavidade,
respectivamente. Temos agora duas dessintonias que podem ser variadas experimentalmente e
esse ¢ um ganho devido ao acréscimo do campo externo no aparato experimental. O aumento no
nimero de parametros reflete a possibilidade de melhor controle sobre o sistema ou pelo menos
uma maior riqueza de regimes manipulados, por exemplo, via pulsos do laser externo. A seguir,
explicitamos alguns Hamiltonianos e, portanto, possiveis operacoes unitarias decorrentes das
escolhas de 0,7, € d,., e da realizagao da aproximagao de onda girante em (2.8). Essa aproximagcao

é valida somente num regime de acoplamento fraco (2, g < v).

Primeiramente vejamos o caso d,. # kv (kinteiro) ou g=0 (sem a cavidade)

H, = hQ[e?6, et + h.cl
+ in Q¥ a et L e?5 Tt Gt _p ] (2.9)

no qual surgem trés possiveis escolhas para d,y,:
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e 6, =0 (“carrier”)
H,=hQ(64¢? +6_¢7"). (2.10)

Tal interacao causa transi¢oes apenas entre os dois niveis internos do fon sem alterar o estado
do campo ou do movimento de centro de massa. E interessante notar que apesar de haver
trés subsistemas interagentes, a ressonancia entre o campo externo e os dois niveis eletronicos
¢é ainda capaz de induzir o aparecimento desse tipo simples de interacao. Esse Hamiltoniano
permite a implementacao da porta légica de Hadamard. No préximo capitulo, mostramos como

utilizar esse Hamiltoniano na construcao de uma porta controlled-NOT nesse sistema.
e 4, = v (“primeira banda lateral vermelha”)

A

Hy=inhQ (G rae —o_ale ™). (2.11)

Esse é um Hamiltoniano do tipo Jaynes-Cummings usual e descreve um processo em que o fon
se excita (ou decai) enquanto que o movimento vibracional massivo sofre uma decaimento (ou
excitagao) de um quantum de energia. Além de todas as propriedades dinamicas ja bastante
conhecidas, esse Hamiltoniano ¢ utilizado, no caso do ion, para trazer sua energia vibracional
até o do estado fundamental. Esse esquema é conhecido como resfriamento de banda lateral
resolvida [52].

e 4, = —v (“primeira banda lateral azul”)
Hy=inhQGrate? —6_ae™™). (2.12)

Trata-se de um Hamiltoniano conhecido como anti-Jaynes-Cummings e representa um processo
de duplo decaimento (ou excitagdo) onde os graus de liberdade internos e de movimento vi-
bracional do fon decaem (ou excitam-se) simultaneamente de um quantum de energia cada.
Tal processo nao é encontrado na eletrodinamica quantica de cavidades padrao. Esse tipo de
interacao tem sido utilizado experimentalmente no NIST para o estudo de uma série de estados

nao classicos do movimento do centro de massa do fon [11].

Temos ainda outras situagoes possiveis para o Hamiltoniano de interacao, decorrentes agora

do ajuste da sintonia atomo-campo da cavidade.
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No caso d,;, # kv (kinteiro) ou 2 = 0 (laser desligado), temos que (2.8) se reduz a

H; = hgcosg[l —n2(1+ 2ata)/2)[6_blePact 4 G, b eiCoct2we)t 4 p ]
—Ne hg sin ¢[&+dT8T€i(6ac+V+2wc)t + a—+d [;Tei(éac—’/"r%dc)t + hC]
— e hgsin ¢[Ga b e P! 4 5 afpeGactt 4 p ]

2

—%ﬁg coS ¢[&+&T25T6i(6ac+2u+2wc)t + 6+d2gTei(5aﬁ2u+2wc)t + h.c)

2
— e fig cos glo_aT Blei ot 4 6 2ptei(—dac=)t | py o) (2.13)
no qual destacamos algumas escolhas de d,. que geram Hamiltonianos estudados no desen-
volvimento deste trabalho, ou seja, na obtencao da base de Bell, portas légicas e acoplamento

dependente da intensidade do movimento ionico.

® 0,c=0
H; = hgcos p[1 — n2(1 + 2a'a)/2][5_b' + 6.,.b]. (2.14)

Também um Hamiltoniano do tipo Jaynes-Cummings porém com a particularidade de que a
constante de acoplamento depende, em nosso caso, da intensidade do movimento do centro de
massa do fon (a'a). Isso trard importantes conseqiiéncias a dinamica do sistema como veremos

no proximo capitulo. Destaca-se nesse caso o aparecimento do fenomeno de super revival.

L4 (sac: —Vv

H; = —n. hgsin ¢[6,.a'b + o_a bl (2.15)

Esse é um Hamiltoniano que descreve um processo onde o campo perde (ou ganha) um féton,
enquanto que o fon e seu graus de liberdade vibracional e eletronico ganham (ou perdem) um
quantum de energia. Essa interacao é utilizada no proximo capitulo para a geragao da base de

Bell e também na proposta de uma porta légica controlled-NOT.

4 50,0 =V
H; = —n, hgsin ¢[6.a b+ _a'b'. (2.16)

O processo fisico descrito nesse Hamiltoniano é o que o campo e o movimento vibracional do fon
perdem (ou ganham) um quantum de energia cada, enquanto que a parte eletronica perde (ou
ganha) um quantum de energia. Esse Hamiltoniano é também utilizado no préximo capitulo

para gerar a base de Bell.

Fica entao claro que este sistema, em virtude da diversidade de Hamiltonianos, tem um

potencial bastante grande para a manipulacao de estados quanticos. O proximo capitulo é
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dedicado a exploracao dessas diferentes escolhas de dessintonias para a geragao e manipulacao
de estados quanticos com perspectivas voltadas a computagao e informacao quantica. Também
apresentamos um estudo dos fenomenos de super revival e periodicidade decorrentes, dentre
outras condigoes, do posicionamento do centro da armadilha com relagao ao nodo do campo da

cavidade.



Capitulo 3

Dinamica e Manipulacao Coerente de

Estados Quanticos

Nesse capitulo sao apresentados os principais resultados de nossos estudos sobre a interagao
do campo eletromagnético quantizado em uma cavidade 6ptica com um ion aprisionado num
potencial harmonico gerado por uma armadilha de Paul. E apresentado nas secoes 3.1 e 3.2
como esse sistema fisico permite a geracao da Base de Bell e da porta logica Controlled-NOT.
Os esquemas envolvem preparagoes iniciais factiveis do estado do sistema e um ajuste apro-
priado das frequéncias do campo e do ion. Todo o processo é realizado com pulsos, isto é,
tempos de interagao de duracao finita e as medidas sobre o sistema sao realizadas pela co-
leta da fluorescéncia ionica, que é um processo que possui uma alta eficiencia. Na geracao da
porta controlled-NOT, pulsos de laser externo ao sistema sao aplicados o que torna possivel a
obtencao da evolugao necessaria a construcao da importante porta de Hadamard. Esse é um
ponto importante pois a capacidade de poder manipular o sistema fon-cavidade com campos
externos abre muitas possibilidades e regimes de operacgao, discutidas no capitulo anterior e

aqui aplicadas.

Uma questao importante nesse sistema é saber o quanto a localizacao do movimento vi-
bracional do ion, ou seja, a largura do poco harmonico com relagao ao comprimento de onda
dos campos envolvidos na interacao, influencia a dinamica do sistema. Essa informacao é
traduzida no parametro de Lamb-Dicke que usualmente é muito pequeno, tomando valores
méximos em torno de 0.2 nos experimentos [11-14]. Esse valor pequeno permite as expansoes
usuais do Hamiltoniano de interacao em primeira ordem nesse parametro. Essa é a chamada

aproximacao de Lamb-Dicke e além de apropriada para a descricao correta de uma série de

34
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resultados, simplifica bastante os calculos nesse sistema. Contudo, apresentamos na secao 3.3
algumas situagoes em que essa aproximagao nao ¢ apropriada mesmo no caso de valores do
parametro de Lamb-Dicke muito menores que 0.2. E necessario, nesse caso, uma expansao
até segunda ordem nesse parametro. Consequentemente, uma série de fendmenos interessantes
surgem em funcao desse novo termo e da preparacao adequada do estado do sistema, no qual

destacamos o surgimento do fenomeno do super revival.

3.1 (Geracao da Base de Bell

Para um sistema formado por dois subsistemas de dois niveis |0) e |1) (interagentes ou
nao), é possivel contruir uma base que é simplesmente o produto direto das bases de cada
subsistema, no caso, A = {|00),]01),|10),|11)}, em que foi usada a notagdo abreviada de
|a) sistemal @ |b)sistemaz = |ab). Sabemos que essa escolha nao é unica e que para diferentes
tipos de problemas, a escolha de outra base pode ser mais conveniente para calculos e para a

visualizacao de propriedades do sistema.

Uma outra escolha possivel seria B = {\%(|00) + |11)), \/Lﬁ(|01> + |10))}. Essa base é im-
portante no tratamento de uma série de problemas em fisica, como por exemplo, na soma de
momento angular 1/2 no qual esses kets recebem o nome de estados singleto e tripleto e em
informacao e computagao quantica nos quais sao chamados estados de Bell ou pares EPR. O
seu uso como base ¢ de fundamental importancia nos estudos e aplicacoes do emaranhamento

quantico [29]. Como exemplo, consideraremos o estado

~100) + |11)
= —\/5 )

Esse estado é responsavel por muitas surpresas em computacao e informagao quantica, incluindo

W)+ (3.1)

o teletransporte de estados quanticos [27]. O estado de Bell (3.1) tem a propriedade de que
uma medida sobre um dos qubits tem dois resultados possiveis: 0 com probabilidade 1/2,
levando ao estado |¢') = |00); 1 com probabilidade 1/2, levando ao estado |¢') = [11). Assim,
uma medida no outro qubit sempre dard o mesmo resultado que a medida no primeiro qubit,
significando assim que o resultado das medidas estao correlacionados. Ainda mais, outros
tipos de medida podem ser realizadas no primeiro ou segundo qubit, e as correlagoes entre os
resultados das medidas ainda existirao. Essas correlacoes tém sido objeto de grande interesse

desde o famoso trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen no qual eles apontaram pela primeira
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vez essas estranhas propriedades do estado de Bell [53]. Essas correlagoes foram estudadas por
John Bell [28] que provou um resultado muito interessante e surpreendente: “as correlagoes
medidas no estado de Bell sao mais fortes que qualquer outra que possa existir nos sistemas
classicos”. Esses resultados foram talvez a primeira indicacao de que a mecanica quantica

permite o processamento de informacao além do que é possivel no mundo classico.

Apresentamos agora um esquema de geracao de toda a base de Bell usando o sistema de fons
aprisionados interagindo com o campo quantizado numa cavidade. Voltando aos Hamiltonianos
do capitulo anterior, consideremos agora a evolucao temporal do sistema para alguns estados

iniciais especificos. Em especial, adotaremos
[T(0)) = [n)e ® [m), ® (cos O |e) + € sin O |g)), (3.2)

ou seja, a cavidade contendo n f6tons no estado de Fock |n). , com o fon descrito pelos estados
vibracionais de Fock |m), e os estados eletronicos preparados numa superposigao coerente dos
estados excitado |e) e fundamental |g).

Consideraremos primeiramente o caso d,. = v que é descrito pelo Hamiltoniano (2.16), e
nessa equagao fixaremos ¢ = —7/2. O operador de evolugao temporal U (t) = e""*/" pode ser
calculado, por exemplo, através de uma expansao na base atomica {|e), |¢g)} conforme explicado

no apéndice B. Neste caso,

U,(t) = Csale)(e| + Culg)gl — i Snrable)(g] = ia1b1Syi1]g) (el (3.3)
com
Chi1 = coS (ncg\/(fﬂd +1)(bth+1) t) : (3.4)
C, = cos (ncg atabth t) ) (3.5)
e

A

SnJrl =

sin (ncg\/(fﬁd +1)(bth+1) t)

(3.6)
V@ta+ 1)t + 1)
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A evolugao do estado inicial (3.2), obtida com a aplicacao de (3.3) é dada por

B(E) = [cos@cos(egy/ it Dm + 1) Hln)elmhe
—i e sinOsin (n. gv/nm t) |n — 1).|m —1),] |e)
+[ € sin © cos (. gv/nm t) [n). |m),
—icos Osin(negy/(n +1)(m+1) t)[n + 1)c fm+ 1), ] [g) (3.7)

que é um estado emaranhado envolvendo os graus de liberdade internos do ion (dois niveis

eletronicos), o movimento vibracional (centro de massa) e o campo na cavidade.

Experimentalmente as medidas realizadas nesse tipo de sistema sao medidas de fluorescéncia
do fon, ou seja, ilumina-se o fon com um laser externo e detecta-se a luz que ele emite em decor-
réncia dessa excitacao, conforme explicado no capitulo anterior (electron shelving technique).
A anadlise dessa radiacao fornece informagcao sobre os estados eletronicos do fon e é usada para
projetar o estado interno em |e) ou |g). Uma medida desse tipo ird colapsar o estado total
do sistema (3.7) num estado emaranhado envolvendo o movimento vibracional e o campo na
cavidade. Se considerarmos em (3.7) que inicialmente o movimento do fon é resfriado até o
estado fundamental |0), e que nao hé fétons na cavidade (vacuo) |0)., entdo, uma medida de

fluorescéncia que resulte em |g) projetard o campo e o movimento vibracional no estado
[9) = [cos O cos(n. gt) + € sin O] |0), |0), — i cos O sin(ne gt) [1)c |1). (3.8)

Se a medida ¢ realizada para tempos de interacao dados por

4k +1
t = M7 (3.9)
219
vemos da equacao (3.8) que o estado gerado para © = /4,
1. ,
W) = —=(€"?]0)c]0)y — i[1)c[1)w), (3.10)

V2

é um estado do tipo Bell envolvendo como subsistemas dois sistemas fisicos distintos; um ion
aprisionado e o campo eletromagnético numa cavidade. Notamos que a fase relativa ¢, envolvida
na superposicao dos niveis eletronicos, é completamente transferida para o estado emaranhado
resultante (3.10).

Consideraremos agora a evolugao temporal do estado inicial (3.2) para o caso 0, = —v,
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descrito pelo Hamiltoniano (2.15), fixando também ¢ = —m /2. O operador de evolugao neste

regime ¢ dado por

U-(t) = Cppale)(el + Crlg){gl — i Sballe)(g| — iblas), |g)(el, (3.11)
em que
C’;H = cos (ch\/ (btb + Data t) : (3.12)
¢! = cos (ch\/ btb (ata + 1) t) : (3.13)
e

sin (7709 (bth + 1)ata t)
Sl = . (3.14)

(bth + 1)ata

A evolugao do estado inicial (3.2), obtida com a aplicagao de (3.11) é dada por

W(t) = [cosOcos (ngy/(n+ m) ) [n)e [m),
—i €' sin O sin (ng n(m+1) t) In—1)c|m+1),] |e)
+[ € sin © cos (ng\/n(m +1) t) [n)e|m),

—icosOsin (ng (n+ Om t) 7+ e fm — 1), ] |g). (3.15)

No caso em que o fon é inicialmente preparado no primeiro estado excitado |1), e o campo
ainda no estado de vacuo |0)., teremos para os mesmos tempos de interacao (3.9) e para © = /4

que uma detecgao do fon no estado eletronico |g) resultard na geragao do estado:

1

|¢>:E

(€°10)e[1)y — i[1)[0),) , (3.16)

que também ¢é um estado do tipo Bell envolvendo o campo e estado vibracional do fon aprision-
ado. De fato, fixando ¢ = £+7/2 nas eqgs.(3.10) e (3.16) obtemos a chamada base de Bell:

)= = = (03l0) £ [1)el1)0) (3.17)
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1
V2

que multiplica ambas as situagoes.

ICI)>:E (|0>c|1>v + |1>c|0>v) ) (318)

a menos de uma fase global e'™/2

Em resumo, para gerar a base de Bell nesse sistema é preciso resfriar o ion até seu estado
fundamental de movimento (|0),) para obter dois dos quatro estados da base, ou partir de seu
primeiro estado excitado (|1),) para obter o resto da base. A geragdo desse primeiro estado
excitado, ou seja, de um estado de Fock com um féton (fénon) ja foi realizada no sistema de fons
aprisionados [40]. A cavidade deve ser preparada no estado de vécuo e a frequéncia do modo do
campo eletromagnético deve ser ajustada em ¢,. = +v. Uma medida no estado interno do ion
que resulte em |g) colapsa o estado do sistema naqueles que formam a base de Bell, envolvendo

o movimento do ion e o estado do campo da cavidade.

E importante realizar uma estimativa do tempo ¢, (3.9) necessario para a geragao desses
estados. No caso k = 0, que é o menor tempo possivel, temos que to = 7/2n.g. Para 1. ~ 0.2
e g ~ 2m x 10° MHz que sdo estimativas bastante realisticas [11, 20, 21], obtem-se ¢y ~ 0.1us

como o tempo de evolugao necessario para a geragao de um dos estados (3.17) e (3.18).

Na implementacao experimental desse esquema ¢é preciso ter em mente que os tempos de
decoeréncia nao podem superar, ou mesmo ser da mesma magnitude que . E sabido que as
escalas de tempo para a decoeréncia do movimento ionico em experimentos recentes sao da
ordem de milisegundos ou mais [21], e que a emissdao espontanea pode ser suprimida usando
niveis metaestaveis com tempos de vida da ordem de segundos. O maior problema esta real-
mente nas cavidades Opticas que apresentam os menores tempos de coeréncia no sistema, da
ordem de microsegundo [20]. Uma vez que a nossa estimativa de ¢y é cerca de uma ordem de
grandeza menor que o principal tempo de decoeréncia do sistema, o esquema apresentado aqui

nos parece factivel com os recursos experimentais atuais.

Algumas outras propostas de geracao de estados de Bell em outros sistemas podem ser
encontradas na literatura, incluindo esquemas usando quantum dots [55], dois fons aprision-
ados [56], ou ainda os trabalhos [21,54] usando fons ou a4tomos neutros aprisionados em trés
dimensoes interagindo com campos de lasers e de cavidades afastadas espacialmente. Cada um
desses esquemas tem suas caracteristicas préprias que podem ser mais ou menos apropriadas
para o tipo de pesquisa ou aplicacao de interesse. O que destaca a proposta apresentada nessa
dissertacao, das demais citadas, é o fato da base de Bell, em nosso caso, envolver o emaran-
hamento entre dois subsistemas distintos e de grande interesse: o oscilador harmonico massivo

(fon aprisionado) e o campo eletromagnético (f6tons). Por um lado, tem-se um sistema bastante
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localizado (ion) e de relativamente facil manipulagao via, por exemplo, pulsos de laser externos.
Por outro lado, tem-se um sistema pouco localizado e ideal para enviar informagao a pontos
distantes do espacgo que é o foton. Apesar da base de Bell ter sido gerada dentro da cavidade,
o féton pode ser transportado a outros pontos do espago, como por exemplo, através de guias

de onda.

Essa caracteristica pode ter aplicacoes em testes de fundamentos de mecanica quantica,
como nao localidade e desigualdades de Bell, ou ainda em criptografia e no envio de informacao
quantica. Essas aplicagoes ainda estao sendo estudadas e sao uma continuacao natural desse
trabalho.

3.2 Proposta de Construcao da Porta Logica Controlled-
NOT

Nessa secao é apresentado um esquema para a manipulagao de estados quanticos do sis-
tema fisico formado por um fon aprisionado interagindo com o campo eletromagnético de uma
cavidade que permite a construcao da porta de Hadamard e da porta de fase de 2 qubits,
tornando possivel a implementacao da porta CNOT. A porta CNOT é equivalente a aplicacao
sucessiva de: uma porta de Hadamard no qubit alvo, uma porta de fase de 2 qubits e ainda

outra Hadamard no qubit alvo. Por exemplo, considere a seqiiéncia

a0+ )
11,0) 1) 7 \/—(\1 ,0) +11,1)) —
fase %(u 0) — |1,1)) —

H 1 (10) +11)) (10) = 11))
2 (g5

) (3.19)

S

I
—
—

Y

que é exatamente a acdo da porta controlled-NOT em |1,0). E facil verificar que essa decom-
posicao da controlled-NOT numa sequéncia de portas de Hadamard e de fase vale para os outros
estados da base computacional, ou seja, para |0,0),]0,1) e |1,1). Essa decomposigao é bastante
util pois, em nosso sistema, as portas de Hadamard e de fase puderam ser obtidas diretamente
da evolucao temporal de um estado inicial apropriado do sistema numa situacao em que os

regimes de ressonancias e bandas laterais sao escolhidos de maneira conveniente.
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Consideramos também a interacao do ion na cavidade com um campo externo classico de
um laser resultando no Hamiltoniano (2.2). Vamos supor o centro da armadilha localizado
no antinodo do campo da cavidade, o que é feito fixando ¢ = —7/2 na Eq. (2.4). Para um
“duplo” regime de Lamb-Dicke em que n;, < 1 e n. < 1, podemos escrever exp [z n(al + d)} i~
1+inp(at+a) esinn.(a’+a) ~ n. (a'+a), o que nos leva a obter na representagao de interagao

a seguinte expressao para o Hamiltoniano:

H, = hQ [?Lre’io exp( idqrt) + h.c.}
+in, hQ [64e " aexp{i(dar — v)t} — h.c.]
+in, hQ [61e7" a' exp{i(dar, + )t} — h.c.]
+n.hg _&+dTl;T exp{i(0ac + v + 2w, )t} + h.c.}
+n.hyg _&+d b exp{i(8ae — v + 2w, )t} + h.c.]

+n.hg -6+dlgexp{i(5ac —v)t} + h.c.]

+n.hg _&+d75exp{i(5ac + )t} + h.c.} , (3.20)

em que 047, = Wq — Wr, € 0ge = Wy — we. No sistema considerado, podemos implementar a porta
de Hadamard por meio da evolucao descrita pelo Hamiltoniano
Hs,  =hQ6,e7 + 6 ", (3.21)

aL=0

o qual é obtido tomando d,;, = 0 em (3.20), e efetuando uma aproximagao de onda girante. O

operador de evolucao temporal para esse Hamiltoniano, na base atomica {|e), |g)} é dado

Usaro(t) = cos(Q) [e) {e| + cos(2t) |g) {g| — ie™ sin(Q) [g) (] — ie” sin(Q) [e) (g]
= cos(Q) I, —isin(Qt) (e ?|g)(e| + €”|e) (g]). (3.22)

no qual I, = |e)(e| + |g)(g|. Aplicando esse operador de evoluciio aos estados |g) e |e) obtemos,

respectivamente, os estados

Usia(t)lg) = cos(@)|g) — i sin(Q) [e) (3.23)

A

Us,iat)lg) = cos(Q)[e) —ie™sin(S2t) |g) (3.24)

que para Qt = 7/4 (pulson/2) e § = 7/2 fixos obtém-se como resultado a aplicagdo da porta
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de Hadamard:

saals) = 5 la)+ )
Usa-ale) = (1) = o))
Para implantarmos a porta de fase (1.49) é necessério o Hamiltoniano de interacao
Hs, _, =n.hgl6,a'b+6_abl, (3.25)
obtido ao fixarmos d,. = w, — w. = —V e realizando uma outra aproximacao de onda girante.

A evolucao temporal com o Hamiltoniano (3.25) é idéntica aquela mostrada na obtencao
da base de Bell (3.15), bastando apenas fixar © = 0 ou 7/2 nos casos em que o atomo esta
preparado inicialmente nos estados excitado |e) ou fundamental |g), respectivamente. A apli-
cacao de um pulso 27 (9. gt = 7) nos estados {|0)., |1),} @{le), |g) } ® {|0).} realiza as seguintes

transformacoes:

[10)4[9)]10)c - — [10)e|g)] 0)e,
[10)o]€)] 10)e — [I0)u[€)] 0)e,
[11)s[g)]10)e — [[1)o|g)] 10)e,
[1)o]e)] 10)e — =[I1)u[€)] 0)e, (3.26)

que reflete justamente a acao da porta de fase (1.49). Ao se completar a operacao (i.e., apos
um pulso 27), o campo da cavidade permanece no estado de vacuo e é deixado pronto para
novas operagoes, como vemos em (3.26). O sistema descrito pelo Hamiltoniano (3.20) torna
possivel a implementacao de uma porta de Hadamard e de uma porta de fase simplesmente pela
sintonia independente dos niveis atomicos relativamente aos campos do laser e da cavidade. Se
dar, = wq = wr, = 0 em (3.20) (apds aplicacdo da aproximagao de onda girante), nds terminamos
com o Hamiltoniano necessario para a implementacao de uma porta de Hadamard. Por outro
lado, se 0, = w, — w. = —r, 0 Hamiltoniano obtido sera precisamente aquele necessario para a
operagao da porta de fase de 2 qubits (3.25). Uma vez que é necesséaria uma aplicagao sequencial
de uma porta de Hadamard, uma porta de fase e outra porta de Hadamard novamente para se
ter uma porta controlled-NOT, precisamos entao de uma rapida mudanca no Hamiltoniano de
interacao (3.21) para o Hamiltoniano (3.25) e de volta para o Hamiltoniano (3.21). Isso pode

ser realizado pela aplicagdo de campos elétricos estaticos (via efeito Stark, por exemplo) para
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sintonizar os niveis atomicos de energia com os campos do laser e da cavidade.

Uma questao importante que naturalmente surge é o efeito da decoeréncia na operagao
da porta. Aqui temos fontes de decoeréncia provenientes do movimento do ion aprisionado
(aquecimento) e também do campo da cavidade . Essas fontes irdo afetar a evolu¢do unitaria
necessaria para a realizagao das operacoes logicas quanticas. Nos experimentos realizados até
o presente momento usando um fon aprisionado inserido numa cavidade [10,22], os campos
estao no regime 6ptico e as cavidades épticas disponiveis atualmente [54] tém um tempo de
decaimento 7. =~ 1.0 us. No caso do grupo de Innsbruck esse valor chega a 7. ~ 8.0 us [57]. Em
nossa proposta, levaria 7,4 = m/4 ) para realizar uma porta de Hadamard e 7,,, = 7/ 7. g para
realizar uma porta de fase. Utilizando novamente 7, ~ 0.2 e Q = g ~ 27 x 10°MHz, estimamos
que um tempo minimo de 7,,; &~ 5 us é necessario para o procedimento dos trés passos no caso
optico, o que estd muito proximo do tempo de decaimento da cavidade. Uma tentativa seria
o uso de cavidades no regime de microondas onde o tempo de vida do féton é muito maior,
7. ~ 0.2 [10]. Entretanto, experimentos similares pelo que conhecemos na literatura nao foram
ainda realizados no dominio de microondas. Parece entao que avangos na tecnologia presente

sao necessarios para a implementacao do esquema descrito nesta segao.

Novamente existem muitos outros esquemas de implementacao de portas logicas usando
fons aprisionados. A proposta pioneira foi a de Cirac e Zoller [15] que utiliza {ons de trés niveis
interagindo com campo eletromagnético de um laser descrito classicamente. Recentemente,
foram divulgadas algumas propostas envolvendo ions e cavidades mas ainda utilizando ou niveis

eletronicos extras ou outros regimes bem diferentes do apresentado aqui [23,24].

E importante ressaltar em nossa proposta que o qubit auxiliar (campo da cavidade) per-
maneceu basicamente no estado de vacuo, o que reforca a robustés de nosso esquema contra
dissipagao na cavidade. O uso de fétons nesse esquema pode vir a ser 1til na transmissao de
informagao a pontos distantes do espago, mais especificadamente entre cavidades. Outra van-
tagem em nosso esquema é que o controle é feito de maneira relativamente simples através da

aplicacao de pulsos sucessivos numa sequéncia de trés passos.

Na préxima secao serd discutido o papel da localizacao relativa do ifon aprisionado em
interagao com o campo eletromagnético quantizado e alguns tempos caracteristicos do sistema

sao apresentados em conformidade com os padroes de revival e colapso na inversao atomica.
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3.3 Dinamica Dependente da Intensidade do Movimento
Ionico

Nesta se¢ao, continuamos explorando as conseqiiéncias de se ter um ion aprisionado em in-
teracao com o campo eletromagnético quantizado. E mostrado, que sob certas condigoes, a na-
tureza quantica do campo é capaz de induzir efeitos dependentes da intensidade na dinamica do
ion aprisionado, algo de certa forma andlogo aos modelos dependentes da intensidade presentes
na eletrodinamica quantica em cavidades [25,26]. Contudo, nesses modelos a dependéncia da
constante de acoplamento com algum tipo de intensidade é introduzida fenomenologicamente,
enquanto que no caso apresentado nesta se¢ao, é possivel uma dedugao dessa dependéncia por

primeiros principios, ou seja, num formalismo Hamiltoniano.

Consideramos novamente um tunico ion aprisionado numa armadilha de Paul, inserido no
interior de uma cavidade éptica de alta finesse e contendo um tnico modo do campo eletro-
magnético quantizado. O movimento vibracional é acoplado ao campo bem como aos graus
internos de liberdade de tal modo que o Hamiltoniano do sistema, para ¢ = 0 na Eq.(2.4), pode

ser escrito como

H = hwala+ hw.bb+ h % G+ hg (64 + 6_)(b1 +b) cos[n. (&' + a)]. (3.27)

Consideramos o laser desligado (€2 = 0) pois nao é necessirio a manipulacao externa do
estado do sistema na obtencao dos resultados apresentados nessa secao. E importante ressaltar
que o caso ¢ = 0 corresponde a configuracdo em que o centro da armadilha (o minimo do
potencial harmoénico) coincide com o antinodo do modo do campo eletromagnético da cavidade,
diferentemente do considerado nas segdes anteriores (¢ = —m/2) que corresponde ao centro da

armadilha no antinodo do campo da cavidade.

No regime de Lamb-Dicke 7. < 1 (o fon confinado numa regido muito menor que o compri-
mento de onda do campo da cavidade), podemos aproximar
n?(1+2afa)  n2(a'? +a?)

cos[n.(a’ +a)] ~ 1 — 5 — 5 : (3.28)
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A parte de interagao do Hamiltoniano (3.27) passa entao a ser escrita como:

R 2 1 2ATA 2(~t2 ~2 R R
= g |1~ L2 R (o) (3.29)

Nos podemos escrever o Hamiltoniano acima na representacao de interacao para entao aplicar
a aproximacgao de onda girante. Sintonizando o campo de modo tal que fique em ressonancia
com a transicao atomica, w, — w, = 0, podemos eliminar os termos rapidamente oscilantes e
obter o seguinte Hamiltoniano de interagao:

]:I!:ﬁg

)

[1 n?(1+ 2a'a)

5 } (6_0" + 6.D). (3.30)

O Hamiltoniano resultante é semelhante ao Hamiltoniano Jaynes-Cummings (1.27) e descreve
a aniquilacao de um féton e a simultanea excitagao atomica (IA)Jr e b sdo operadores do campo),
mas tendo uma constante de acoplamento efetiva que depende do niimero de excitacao (a'a) do
oscilador ionico. Mostraremos que isso trara conseqiiéncias interessantes a dinamica das popu-
lagoes dos niveis internos (eletronicos) de energia como, por exemplo, os fenomenos do super
revival e periodicidade. Ressaltamos ainda que retemos termos da ordem de 7? na expansao
do cosseno (3.28) que sao na verdade muito menores que um. O motivo é que n?(a'a) nao é
desprezivel para um nimero de excitagao suficientemente grande, e portanto, a estatistica do
movimento harmonico massivo passa a ter consideravel importancia na dinamica atomica, como
veremos mais claramente a seguir. Entretanto, ¢ importante ressaltar que o valor de (a'a) nao
pode ser arbitrariamente grande, caso contrario, somente poderemos truncar a expansao em

série de cos[n. (a" + @)] em ordem superior a n?2.

O operador de evolugao associado ao Hamiltoniano (3.30) pode ser escrito como

U(t) = Coumsr l€){el + Conm |9) (9] = i Smnsab[€) (gl — i Smnsab [9) (e, (3.31)
com
Crunir = cOS (g [1—2(1+20m) /2] /(A + 1) t) , (3.32)
Coun = cos (g (1= 52(1 + 2 /2] Var t> , (3.33)
(S

sin (g [1—n?(1+2m)/2]\/(n+1) t>

"D : (3.34)

Sm,n+1 -
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no qual usamos a notacao m = a'a e n = b'b. Consideramos agora o seguinte estado (produto)

inicial
p(0) = [e)(e| ® p(0) @ p,(0), (3.35)

ou seja, o nivel interno de energia (eletronico) preparado no estado excitado |e)({e|, o campo
preparado num estado genérico p.(0), e 0 movimento vibracional do movimento do centro de
massa do fon preparado também num estado genérico p,(0). Sua evolucao temporal, governada

pelo operador de evolugao (3.31) resulta, num tempo ¢, no seguinte estado conjunto do sistema:

~

ﬁ<t> = Chntt /30<0)/3 (0) Cm n+1 ‘ ><€| + BTSm,nnLl /60(0)/31)(0) gm,n+16 |g> <g|
+1 CA’m,n-&-l ¢(0)p,(0) Sm,n—H b le)(g] — iETSm,rﬁl £c(0)p,(0) Om,n+1 lg)(el], (3.36)

em que os operadores C' e S sio aqueles (3.32), (3.33) e (3.34). O estado resultante em (3.36) 6,
em geral, um estado emaranhado envolvendo os graus de liberdade internos do fon, o movimento

vibracional e o campo da cavidade.

A dinamica dos niveis internos do ifon dependerao das distribuicoes iniciais da excitacao
tanto do campo da cavidade quanto do movimento vibracional do centro de massa, dadas por
(n|pe(0)|n) = p5,,,(0) e (m|p,(0)|m) = py, ,,(0), respectivamente. Por exemplo, a inversao de

populacao atomica sera:
W(t) = Tr [6.5(t) Z Z 25 (009 (0) cos [2g (1= n2(1+2m)/2) Vi + 1 t] . (3.37)
m=0 n=0

Deve ser ressaltado que para o caso de n fixo, isto é, a cavidade num estado de nimero |n),, a
inversao W(t) apresenta um comportamento periédico conforme mostrado na Fig. 3.1, é dado

por
W) = Z Pon.m(0) cos [29 (1—n2(1+2m)/2) Vn+1 t}
= mem cos [(A +m B)gt]

= Z Cm cos [m Bgt] + d,, sin [m Bgt] , (3.38)

m=0

com A =2(1-n2/2)vn+1, B=-2n2vn+1, ¢y = p},,n(0)cos A e dp, = pb, ,,(0)sin A. A

Eq. (3.38) é exatamente uma série de Fourier de uma fungao periédica, Fig. 3.1. Por outro
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lado, se o movimento vibracional do fon estd num estado de nimero |m),, a inversao W(t) é

exatamente aquela do modelo Jaynes-Cummings com uma constante de acoplamento dada por
gl=nz(1+2m)/2]

“0 IOIOO ZOIOO 3OIOO 4000
gt
Figura 3.1: Inversao de populagao W em funcao da variavel adimensional gt para tempos longos.
Inicialmente o campo é preparado no estado de nimero |0 >, (estado de vécuo). O parametro
de Lamb-Dicke utilizado foi 7. = 0.05. O movimento do centro de massa estd inicialmente
preparado no estado coerente |2 >,,.

Outro caso interessante ocorre quando o campo e o oscilador massivo sao preparados nos
estados coerentes |a.) e |a,), respectivamente. Nesse caso podemos estimar alguns tempos
caracteristicos da dindmica da inversao atomica (3.37) que sao os tempos de revival e de colapso.
Os tempos sao obtidos reconhecendo que as somas em (3.37) podem ser agrupadas de duas

maneiras:

= i p;]n,m(o) f:pfz,n(() COS Zan ann Z pmm COS Qan ) (339)
m=0 n=0

em que

an

)

=g (1 —n(1+2m)/2) Vn + L. (3.40)

Com isso é possivel estimar dois tempos de revival que marcam o instante em que os termos

vizinhos em (3.39) diferem por um miltiplo inteiro de 27, ou seja,

2(Qmn — Qa1 )t =2km, (k=1,2,..) (3.41)

)

e também
2(Qmn — Qa2 = 2km, (k=1,2,...). (3.42)

No limite de grandes ntiimeros médios (v + 1 — v/n) = 1/(2v/72) e para distribuicoes com um
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Uinico maximo, que é o caso do estado coerente, temos

2km\/n

th = 3.43
2
¢ k
™
= 3.44
Podemos obter uma estimativa dos tempos de colapso de forma anéloga,
(Qm,mrﬁ - an,ﬁ—\/ﬁ)ti ~ 1 (3.45)
e também
Qs vmn — Qe yma)te ~ 1. (3.46)
Esses tempos sao dados explicitamente por
gtl ~ ! (3.47)
¢ - ni(1+2m)\’ '
2
e
gt? ~ ; (3.48)
©onzymn+1)

No caso em que o estado inicial do campo e do oscilador sao estados coerentes, a somatéria

em m na expressao (3.37) pode ser efetuada e o resultado é dado por

W(t) = 05 (0)wa(t), (3.49)
na qual

wy(t) = exp {—m [1 — cos (2 ng\/n——i-lgtﬂ }
X Cos [2 < - %3) Vn + 1 gt — msin (2 ng\/n——l—lgtﬂ (3.50)

e m é o numero médio de excitacao do movimento vibracional num estado coerente.

No que segue, é apresentado o comportamento de W (t) para diferentes preparagoes do es-
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tado inicial do sistema. Em todos os casos apresentados o campo e o estado vibracional do
fon foram inicialmente preparados no estado coerente |a.) e |, ), respectivamente, e o estado
eletronico do atomo no estado excitado |e). Todos os comportamentos apresentados a seguir
podem ser compreendidos como uma competicao entre as diferentes frequéncias envolvidas o
que se traduz nos tempos caracteristicos apresentados anteriormente. Sao as ordens de mag-
nitude desses tempos que vao determinar o padrao ou a forma da curva W(t). Na Fig. 3.2,
o comportamento a tempos curtos apresenta o fenémeno de colapso e revival e um amorteci-
mento das oscilagoes de Rabi que é bastante sensivel ao valor do parametro de Lamb-Dicke 7.,

de modo que quanto maior seu valor, maior o amortecimento. Esse amortecimento dependente

1 0 T T T T 1.0 T T T T
0.5 1 0.5
0.5 - -0.5
-1.0 L L L L -1.0 L L L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
gt gt

Figura 3.2: Inversao de populacao W em funcao da variavel adimensional gt. Inicialmente foi
tomado . = 5 e o, = 2. O parametro de Lamb-Dicke utilizado foi . = 0.02 em (a) e . = 0.04
em (b).

de 7. é compreendido analisando o tempo de colapso gt? na Eq.(3.48) que depende do inverso do
quadrado do parametro de Lamb-Dicke, mostrando que quanto maior o valor desse parametro
mais rapido as oscilacoes sao atenuadas. A presenca desse colapso a tempos longos levanta a
hipdtese da existéncia de um revival dessas oscilacoes. De fato, para a mesma preparacao inicial
dos graficos apresentados na Fig. 3.2 temos a tempos longos o aparecimento do fenémeno do
super revival, Fig. 3.3. O tempo de super revival é dado pela Eq.(3.44) e diminui com o aumento

de 7.
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Figura 3.3: Inversao de populagao W em funcao da variavel adimensional gt para tempos longos.
Inicialmente fixamos a. =5 e a,, = 2. O parametro de Lamb-Dicke usado foi 7. = 0.02 em (a)
e 1. = 0.04 em (b).

Diferentes magnitudes dos estados coerentes iniciais gerarao diferentes padroes de revivals.
No caso em que o ntimero médio de fénons se iguala ao niimero médio de fétons Fig. 3.4, a in-
versao de populagao apresenta uma série de batimentos devido ao interferéncias das freqiiéncias

de revival dadas pelas Eqgs.(3.43) e (3.44).

1.0 T T T T

0.5

30.0#4—%»»—-

-05F

-1.0 L L L L
0 100 200 300 400 500

gt

Figura 3.4: Inversao de populacao atomica W em funcao da variavel adimensional gt. Inicial-
mente foi tomado a. =4 e a,, = 4. O parametro de Lamb-Dicke usado foi 7. = 0.05.

Desses resultados, fica claro que, na expansao (3.28), quando o centro da armadilha é posi-
cionado no antinodo (¢ = 0) do campo da cavidade, a inclusao de termos em 7> é necessdria
para a correta descri¢ao da dinamica do sistema na condigoe ion-campo em ressonancia. Esses
termos de segunda ordem juntamente com as estatisticas do campo e do movimento vibracional

sao responsaveis pelos diferentes padroes de revival e colapso que dao origem a periodicidades
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(Fig. 3.1) e a super revivals (Fig. 3.3). Contudo, se o parametro de Lamb-Dicke 7. e 0 niimero
médio de excitagao m forem muito grandes, tal que o produto ! m? se torna da ordem de n?m
ou maior, a expansao (3.28) deverd obrigatoriamente conter termos de ordem superior a 2 para

a correta descricao da evolucao temporal do sistema.

Por fim deve ser ressaltado que os mecanismos de decoeréncia atuam negativamente na
observagao desses fenomenos e sabemos que, em geral, eles causam um amortecimento nas
oscilagoes que serao mais ou menos acentuados dependendo da qualidade da cavidade e do
controle dos outros canais de decoeréncia ionicos. Apesar disso, alguns fenomenos descritos
nessa se¢ao ocorrem em tempos curtos e sua obtencao experimental parece ser possivel com os

recursos experimentais atuais.



Conclusoes

Apresentamos nesta dissertacao os principais resultados obtidos em nossos estudos sobre a
interagao de fons aprisionados com campos classicos e quantizados. Mostramos que é possivel
gerar toda a base de Bell com uma preparagao apropriada do estado inicial do sistema seguida
por uma medida de fluorescéncia que projete o estado do sistema num estado emaranhado envol-
vendo o movimento vibracional do fon aprisionado e o campo da cavidade [3]. Essa preparacao
inicial consiste basicamente em resfriar o ion a seu estado fundamental ou no primeiro estado
excitado, preparar uma superposi¢ao atomica dos niveis eletronicos de energia (algo feito com
pulsos de laser externo) e por fim, a preparagdo de uma cavidade no estado de vacuo. Foi
também mostrado como os ajustes de dessintonia geram varios Hamiltonianos de interacao, em
particular, destacamos o caso em que o Hamiltoniano envolve um acoplamento dependente da

intensidade do movimento do ion.

O uso de um laser externo na manipulacao do sistema fon-cavidade permitiu a implemen-
tagao da porta controlled-NOT [4] nesse sistema. O controle via laser externo foi fundamental
na operacao do sistema fisico em tempos especificos para a evolugao temporal necessaria a
geracao da porta. Nossa proposta utiliza a decomposicao da controlled-NOT numa aplicacao
sequencial de portas de Hadamard e de fase, portas essas obtidas pelo ajuste das dessintonias
ion-campo num duplo regime de Lamb-Dicke no qual o ion se move numa regiao do espago
muito menor que o comprimento de onda do campo da cavidade e do laser externo. A mudanca
de dessintonia para a implementacao das portas pode ser obtida, por exemplo, pela aplicacao

de campos elétricos estdticos (efeito Stark).

Uma importante caracteristica que diferencia nosso tratamento de uma CNOT dos demais
envolvendo fons aprisionados é que o qubit auxiliar (normalmente um terceiro nivel) utilizado em
nosso esquema € o préprio estado do campo quantizado. Esse fato pode, em futuros esquemas,
propiciar a construcao de redes quanticas de informacao, onde o féton da cavidade pode ser

utilizado no envio de informagao de um lugar a outro do espago, ou mais precisamente, entre
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duas cavidades, por exemplo, via guias de onda.

Também exploramos a influéncia da quantizacao do campo eletromagnético na interagao
com um ion aprisionado. Um resultado interessante ocorre no caso ressonante com a inclusao
de termos de segunda ordem em 7). combinado com o posicionamento do centro da armadilha
de maneira conveniente, isto ¢, no nodo do campo da cavidade. Nessa situagao, foi possivel a
obtenc¢ao de um Hamiltoniano dependente da intensidade do movimento vibracional, ou seja, do
nimero médio de fénons a'a. Em virtude da inclusdo de termos de segunda ordem 7., obtivemos
uma grande variedade de comportamentos fortemente dependentes do valor 7. e da preparacao
do estado inicial do sistema. Esses comportamentos diversos podem ser entendidos como uma
competicao de dois tipos de revivals e colapsos. Em particular, analisamos a sensibilidade dos
padrdes de revivals para diferentes estados iniciais e para diferentes valores de n.. Quando o
estado inicial do campo é um estado de nimero verificamos que a dinamica se torna periddica,
guardando muita semelhanga aos resultados obtidos no modelo Jaynes-Cummings dependente
da intensidade [25], tendo porém, a vantagem de que em nosso tratamento, ao contréario de [25],

o Hamiltoniano é deduzido por primeiros principios e nao introduzido fenomenologicamente.

Esse estudo inicial nos permitiu entender melhor a interagao da radiacao com a matéria
e alguns resultados interessantes foram obtidos. Contudo, ainda muitas perguntas estao em
aberto e alguns problemas interessantes que sao a continuacao natural desse trabalho merecem
ser estudados. Um deles é o encadeamento de varias cavidades contendo fons aprisionados con-
truindo assim a rede quantica de informagao ja citada. Com essa rede, seria interessante buscar
a implementagao de protocolos de criptografia e também a implementacao do problema funda-
mental de teleportacao de estados. Ainda no campo da informagao quantica, seria interessante
buscar nesse sistema estados robustos a perda de coeréncia, os chamados estados ponteiro [60]
e construir a partir deles, uma base para a manipulacgao de informacao, em especial, tentar

utiliza-los como qubits num registrador.

O maior problema na implementacao experimental desse sistema parece ser as cavidades.
Os progressos no acoplamento do fon com o campo quantizado tém sido realizados no ambito
das cavidades Opticas. Essas cavidades possuem atualmente um tempo de decaimento do f6-
ton em torno de 1us, o que é ainda pouco para o processamento de informacao quantica de
alta fidelidade. Contudo, esses progressos ja indicam a possibilidade de manipulagao coerente
desse sistema e alguns dos resultados apresentados nessa dissertagao parecem factiveis com as

possibilidades experimentais atuais.



Apeéendice A
O Hamiltoniano da Interacao Ton-Laser

A interacao de um fon aprisionado com um laser é um problema complicado mas que em
geral pode ser modelado simplificadamente como a interacao de um sistema de dois niveis com
um oscilador harmoénico simples. Os dois niveis correspondem a dois estados eletronicos do ion
que é forcado a se mover numa regiao restrita do espago por meio do uso de uma armadilha
eletromagnética como, por exemplo, uma armadilha de Paul explicada na secao 1.2. Uma vez
que o ion pode ter sua energia cinética reduzida até valores muito baixos, o seu movimento neste
caso deve ser tratado como o de um oscilador harmonico quantico. O acoplamento dos niveis
eletronicos com os graus de liberdade vibracionais é realizado com a aplicacao de uma laser.
Tal acoplamento ¢ possivel pelo fato de que a absorgao e emissao de fétons sao acompanhadas
por um recuo do ion. Neste apéndice, apresentamos a deducao do Hamiltoniano desse sistema
e também o tratamento do caso em que o laser ¢ substituindo pelo campo eletromagnético

quantizado contido em uma cavidade éptica de alta finesse.

A Hamiltoniana classica livre para um ion de massa m preso num potencial harmonico

unidimensional é dada por

»® mle?

om T 2

na qual v é a frequéncia angular do movimento vibracional, x é o deslocamento do fon com

Hvib = (Al)

relagdo a posigao de equilibrio (tomada como sendo a origem) e p corresponde ao momento
conjugado a coordenada z. O movimento do fon pode ser quantizado introduzindo os operadores
% e p com a relagao de comutacao canonica [z, p| = ih. E conveniente escrever estes operadores
como combinacoes lineares de outros dois operadores a' e @ que podem ser interpretados como

operadores de cria¢do e aniquilacdo de excitagoes no oscilador harmonico quantico [18]. Essas
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combinagoes lineares sao dadas por

h

— ol + a A2
Z 5 V(a +a) (A.2)
R hmv R

b= g (A.3)

Com o uso da relagao de comutacao entre £ e p pode-se mostrar que esses novos operadores

satisfazem [a, a'] = 1. O Hamiltoniano livre do oscilador pode entdo ser escrito como
H,y = hv(ata +1/2) (A.4)

cujos autoestados sao os chamados estados de nimero (Fock) |n) que correspondem aos estados
com energia hAv(n + 1/2) e nimero de excitagdo n bem definidos. Os estados |n) formam uma
base e portanto qualquer estado do oscilador pode se escrito como uma combinagao linear desses
autoestados de Hmb. Um caso importante é o chamado estado coerente |«) definido como o
autoestado do operador de aniquilacdo @ com autovalor «, ou seja, ala) = a|a), [18]. Esse

estado é expandido na base de Fock |n) como
o) = eI’ /22_’71 (A.5)

Acabamos de tratar o grau de liberdade vibracional do ion que, como sabemos, possui
também uma estrutura interna eletronica e isso se apresenta como um novo grau de liberdade.
Vamos considerar que o ion tem apenas dois niveis internos denotados por |g) e |e) com energias
correspondentes a F, e FE. respectivamente, sendo por definicao £, < E, que leva a uma
frequéncia de transigao eletronica (atomica) w, = (E. — E,)/h. O Hamiltoniano livre associado

com os graus de liberdade internos é entao dado por

Hin = Ecle){el + Eqlg){gl = =76. + 1 (A.6)

no qual 6, = leYe| — |g)(g] e I = |e){e| + |g){g|. Conhecidos os Hamiltonianos dos dois

subsistemas, podemos finalmente escrever o Hamiltoniano livre total do sistema composto
. X . Fiwo L
HO = H’int + Hm’b = TOO'Z —+ hVGTG, (A?)

no qual descartamos os termos constantes pois eles representam apenas uma fase global na



APENDICE A. O HAMILTONIANO DA INTERACAO ION-LASER 56

evolugao temporal.

Consideraremos agora a aplicacao de um laser externo que aproximaremos como uma onda
propagante monocromética seguindo os passos da referéncia [47]. Neste caso, o campo elétrico

do laser é dado por

E(q,t) = €FEycos(k-q—wrt+6)
eEy

> [ei(kﬁ—th-‘rG)_|_e—z'(k~f1—th+9)}

, (A.8)
em que Fjy é a amplitude real do campo elétrico, € é um vetor unitario de polarizacao, wy, é a
freqiiéncia do laser, k é o vetor de onda com k = wy /¢, ¢ é a velocidade da luz, g é o operador

de posi¢ao do centro de massa do ion e 8 é um fator de fase.

O Hamiltoniano de interagao assumindo um atomo com uma configuracao eletronica tipo
hidrogeénio, ou seja, com um tunico elétron na camada de valéncia, pode ser expandido em

primeira ordem resultando no Hamiltoniano de interacao na aproximacao de dipolo dado por

no qual gt = er, é o operador de momento de dipolo elétrico do atomo e r. é o operador

da posicao relativa entre o elétron e o nicleo do fon. No intuito de simplificar a visualizacao

do problema, tomaremos agora o caso unidimensional no qual o fon se move na direcao x e

o laser também estd alinhado nesta direcdo. Neste caso, podemos escrever ¢ = (z,0,0) com
h (st o A N T —

\/ 7= (a" + @) e, usando a relagao de fechamento I = |e)(e| + |g)(g|, teremos

z

f{l _ hQ(é’+ + &_){ei[nL(dT-l-&)—th-&-Q} + e—i[nL(&T—i-d)—th—i-O]}’ (AlO)

h

3= que equivale

em que 1y, = 2wag/AL é o chamado parametro de Lamb-Dicke sendo ag =
a largura do pog¢o harmonico e Q = —|({e|@|g)|Eo/2h é a frequéncia de Rabi que fornece a
magnitude do acoplamento na interagao entre o fon e o laser. O Hamiltoniano (A.10) pode ser
simplificado através de uma aproximacao de onda girante em que descartamos termos oscilantes
com freqiiéncia wy, + w, (comparados a termos com freqiiéncia w;, — w, ) e o resultado é o

Hamiltoniano de interacao

I:h = hQ (64 gt +a)—wrt+0] | 5 =i [nL((AlT+CAL)7th+9]). (A.11)

Quando o fon ¢ inserido numa cavidade 6ptica de alta finesse contendo um modo do campo
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eletromagnético, é necessario considerar o efeito do fon nas propriedades fisicas do campo
cuja dinamica dependera do acoplamento entre esses dois subsistemas. Assim, para a correta
descricao desse sistema, o campo deve ser tratado quanticamente e isso é realizado identificando
as varidveis canonicamente conjugadas e impondo a relagdo de comutagao apropriada [34, 35].

Nesse formalismo, o operador campo elétrico é dado por

A

E(z) = éE(b+ bY) cos(kz + ) (A12)

em que € é um vetor unitario de polarizacao, € = (hw./2¢)V) sendo w, a freqiiéncia do modo do
campo, € a permissividade elétrica do vacuo, V o volume de quantizacao e b (b') sdo operadores

bosonicos do campo eletromagnético que satisfazem a relagao de comutacao
[b,0'] = 1. (A.13)

E também necessario acrescentar no Hamiltoniano nao-perturbado do sistema (A.7) o termo

referente a energia do campo livre

H, = huw,b'b. (A.14)

A interagao é ainda dada pela Eq.(A.9), porém no lugar do campo classico E(z,t) é necessério

usar o operador observavel (A.12). Neste caso,

o

Hy=hg(6, +06_) (b +b) cos[n.(a’ + a) + ¢, (A.15)

no qual g = —|(e|x€|g)|/h e n. é o parametro de Lamb-Dicke relativo ao campo da cavidade.



Apéendice B

Calculo de Operadores de Evolucao

Temporal

Ao longo desta dissertacao foram utilizados varios Hamiltonianos distintos e, conseqiiente-
mente, foi necessaria a realizacao do calculo de muitos operadores de evolugao temporal. Com
esse operador calculado, é possivel descrever a dinamica do sistema para qualquer preparacao
de seu estado inicial. Esse é o caso da computacao quantica em que se prepara um registrador
contendo n-qubits e é necessario determinar seu estado de saida, uma vez conhecido o tipo de

interacao fisica ou, equivalentemente, o tipo de porta logica que atua neste registrador.

B.1 Representacao de Interacao

Uma abordagem tutil quando estamos interessados na evolugao temporal de um sistema
quantico consiste em fixar toda a dependéncia temporal do vetor de estado (ou operador densi-
dade) na energia de interagao. Isso é realizado através de uma transformagao unitéria do vetor
de estado na equagao de Schrédinger e essa descricao no novo espago transformado recebe o

nome de representacao de interagao. Consideremos a equagao de Schrodinger

0 i
aW(t)) -~z Hli(t)) (B.1)

na qual H é o Hamiltoniano total do sistema qua consiste de um termo H, nao perturbado

(livre) mais um termo de interacdo H;. No modelo Jaynes-Cummings apresentado na segao 1.1

58
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temos

Hy = hw. b+ % 5. (B.2)
€
Hy=hg(6,b+6_b). (B.3)

Uma vez que a Eq.(B.1) é linear e homogénia, segue que a evolugao temporal de um estado
inicial [1(0)) até o estado |¢(t)) deve ser realizada por meio de um operador unitario U (t)

chamado operador de evolugao temporal

[0 (1)) = U(6)]2(0)) U(0)=1 (B4)

em que [ é o operador identidade. Substituindo (B.4) em (B.1) obtemos a seguinte equagao de

movimento para para o operador U

o - i
— =——H B.
8tU(t) 5 U (B.5)

Na representacao de interacao definimos o vetor de estado [1;(t)) por

[i(1)) = Ug ()] (1)) (B.6)
na qual ‘
Up(t) = exp (—%HO t) : (B.7)
Com essa definicao segue que
0 0 ~ 0
(1) = £ 0RO + T30 £ 9(0), (B.3)

e assim, com o uso das Egs.(B.1),(B.6) e (B.7) obtemos finalmente a equagao que descreve a

evolucao temporal do vetor de estado nessa representacao que é dada por

0 iy
a0 (0) = =2 V(O (1), (B.9)

na qual

A~

V(t) = U () HiUo(t), (B.10)
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¢ o operador Hamiltoniano na representacao de interacao. De fato, qualquer operador O na

representacao de Schrodinger ira se transformar conforme

~

O(t) = Ul (t)OUy(¢). (B.11)

Isso pode ser visto através do cdleulo do valor médio do operador O no estado |1(t)) que deve,
é claro, permanecer invariante numa mudanga de representacao. A solucao formal da Eq.(B.9)

¢ dada por
[ () = U1 (1)]¢h1(0)), (B.12)

na qual
. t -\ 2 pt t R R
Out) =12 / dt1v<t1)+(—3> / dt, / dts V() V(ts) + .. (B.13)
h Jo h 0 0

Em muitos casos interessantes, % independe do tempo ¢ e entdo a Eq.(B.13) gera simplesmente

a expansao em série da funcao exponencial

) = 14 CXU | CVURT | CV

1
> (—iVt/R)"
_ ;( n!/)

- <_%> | (B.14)

Neste caso, devemos saber aplicar essa exponencial num estado inicial genérico e para isso é
conveniente calcular explicitamente esse operador numa base conveniente para o problema. Na
proxima secao é apresentado um método de cdlculo da exponecial (B.14) na base do dtomo de
dois niveis que pode ser aplicado para uma série de Hamiltonianos de interagao, incluindo os

utilizados nessa dissertacao.

B.2 Expansao na Base do Atomo de Dois niveis

Nesta secao ¢ calculado o operador de evolucao temporal para Hamiltonianos de interagao

do tipo

V=h\6.A+6_B) (B.15)
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no qual A e B sao operadores genéricos de outro subsistema como, por exemplo, operadores
do campo eletromagnético ou do movimento do centro de massa de um iona aprisionado num

potencial harmonico. Na base de dois niveis |e), |g) com representagao matricial

(1 (0
re>:<0), \g>:<1), (B.16)

podemos escrever o Hamiltoniano (B.15) na forma

) A
V=h\ ( y ) (B.17)
B o

Para obtermos a exponencial (B.14) é necessério calcular as poténcias do Hamiltoniano (B.17)
mantendo o cuidado de nao trocar a ordem de aparéncia de A e B pois em principio eles nao

precisam comutar. Calculando as primeiras quatro poténcias de V teremos

V2 = (h\)? fé B§>’ (B.18)

Vi = (h))? 0 (AB)A> (B.19)
B(AB) 0/’ '

Vi o= (k) éB) (éA)g>’ (B.20)

SRR (AB)*A)

VS o= (h)) B(ABp 0), (B.21)

podemos perceber que as demais poténcias comegarao a repetir o mesmo padrao. O operador

de evolucao temporal (B.14) para esse Hamiltoniano pode ser entao calculado componente a
. U, U
ot)y=1 " 2P, (B.22)
U Uz

T = 1 (AB)FAL‘)Q N (ABZW)4 o

9
= cos()\t\/ﬁ). (B.23)

componente, ou seja

no qual
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(ABJAN)  (ABPAN) |
3! 5!
ABY(M)?  (AB)?2(\)5 | -
( ?))'( )+( )5!( ) i

[712 = —A)\t +Z

= —i|M—

_sin(A\tV AB) i
1 ——— Al
V AB
Semelhantemente, os demais componentes podem ser calculados resultando em
. . sin(\tV AB
Oy = —ip AV AB)
VAB

Up = cos(AtV BA). (B.26)

(B.24)

(B.25)

Finalmente obtemos a forma geral

cos(AMtV AB) —i M A
Ui(t) = _ VAB . (B.27)
. sin(A\VAB) =
AB

~

Como um exemplo de aplicacao do resultado acima, consideremos A = g, A = be B =0

que corresponde ao Hamiltoniano Jaynes-Cummings (B.3). Neste caso,

= in( AtV bbt)
cos(AtV bbt) —i sin(AtV/b01) b

ﬁl(t) = o \/ﬁ Y bb . (B28)
—ibf % cos(MV/ b1h)
bbt

Usando os projetores desse espaco de dois niveis podemos reescrever o operador de evolucao
(B.28) na forma

Up(t) = cos(MVbb)|e)(e| + cos(AtV D) g){g]
sin(AtV/ bbt) 3 bb
T

 sin(\¢V/0b7)
Vb vV bbt

e)g| —ib |9) (el (B.29)

—1
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