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Resumo

’ "‘&{ este trabalho, analisamos conceitos de Informagdao Quéantica e Optica Quantica no contexto
' <) de Eletrodinamica Quantica de Cavidades (CQED). Recentemente, CQED vem apresentando
};‘A ‘ grandes avangos tecnolégicos, justificando o interesse em vérias propostas de implementacdo
experimental. Na primeira parte do trabalho, consideramos o efeito da emissao espontdnea num sis-
tema de dois 4tomos de dois-niveis idénticos interagindo dispersivamente com o campo eletromagnético
quantizado numa cavidade de alto fator de qualidade Q. Investigamos o efeito destrutivo do decaimento
atdmico na geragdo de estados maximamente emaranhados. Em particular, calculamos a fidelidade de
teletransporte, obtendo o limite superior para a taxa de decaimento espontaneo dos 4tomos que ainda
permite teletransporte usando tais estados como canal quéntico.

Na segunda parte, apresentamos os Estados Coerentes Emaranhados Tipo-Cluster (CTECS) e discuti-
mos suas propriedades. Apresentamos um esquema de geracdo desses estados em cavidades, mediante
escolhas convenientes de interagdes dtomo-cavidade, através do ajuste de dessintonias e aplicacdo de um
campo cléssico externo. Apés a realizagdo de medidas atomicas, CTECS representando campos eletro-
magnéticos ndo-locais em cavidades separadas podem ser gerados. Generalizamos o esquema de geragdo
para 2p-cavidades e analisamos a utilidade do CTECS gerado para teletransporte, considerando perda

de f6étons nas cavidades.
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xi

Abstract

n this work, we analyze concepts of Quantum Information and Quantum Optics in the context

of Cavity Quantum Electrodynamics (CQED). Nowadays, CQED is achieving great technolog-

ical advances, justifying the interest in several proposals of experimental implementation. In

the first part of the work, we consider the effect of spontaneous emission in a system of two identical
two-level atoms dispersively interacting with the quantized electromagnetic field inside a high quality
factor Q cavity. We investigate the destructive effect of the atomic decay in the generation of maximally
entangled states. In particular, we compute the fidelity of teleportation, obtaining an upper limit for the
spontaneous atomic decay rate which still allows teleportation using those states as quantum channels.
In the second part, we present the cluster-type entangled coherent states (CTECS) and discuss their
properties. We present a generation scheme of these states in cavities, by means of convenient choices
of atom-field interactions, through adjustments of detunings and application of a classical external field.
After the realization of simple atomic measurements, CTECS representing nonlocal electromagnetic fields
in separate cavities can be generated. We generalize the scheme for 2p-cavities, analyzing the utility of

the generated CTECS for teleportation, considering photon leakage in the cavities.
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1. INTRODUCAO

¢J | xperimentos de pensamento?® tiveram um papel fundamental no surgimento e consolidagao

da Mecanica Quantica. Nos primoérdios dessa teoria, os proprios fundadores imaginaram dis-

Q_ positivos simples de experimentos ficticios com dtomos e fétons, discutindo as conseqtiéncias
esperadas de tais experimentos, mesmo ‘sabendo’ que jamais viriam a ser realizados na realidade [1].
Tal abordagem facilitou a elaboracdo de uma teoria cada vez mais concisa. E interessante enfatizar que
naquele tempo, os pensadores da teoria quantica sequer cogitavam, completamente convencidos, que tais
experimentos jamais sairiam de suas imaginag¢des. Esse argumento de impossibilidade de realizacdo de
experimentos continuou ao longo da primeira metade do século passado, vivenciado por Erwin Schro-
dinger. Certamente os brilhantes cientistas da "velha’ teoria quantica ficariam surpresos com os incriveis
avangos a partir do final do século passado. Podemos agora isolar um tinico &tomo ou um tnico féton,
definindo e manipulando seus estados de maneira bastante precisa, e até mesmo acompanhando sua
evolucdo em tempo real [1].

O surgimento dessas novas e profundas mudangas na maneira de se entender o mundo que nos cerca,
foi acompanhado de conceitos que vao totalmente contra a nossa “ingénua intuigdo fisica da realidade”.
Na época da "velha’ teoria quantica, muitas conseqiiéncias da 'nova’ teoria quantica estavam ainda sendo
desvendadas e encontraram forte oposi¢do dos fisicos mais influentes da época, inclusive um dos mais
influentes, Albert Einstein, que ndo se convenceu totalmente sobre as novas interpretagdes, até o fim de
seus dias. O pivd de boa parte das discussdes, que continuaram durante praticamente todo o século
vinte, e ainda permanecem até o presente, com boas chances de ser um dos maiores enigmas da fisica
atual, é o que conhecemos por emaranhamento. Esse efeito ocorre manifestamente quando dois ou mais
sistemas, ap6s uma interagdo, se encontram num estado cujas propriedades individuais passam a ser
inter-dependentes, ndo mais sendo explicadas por argumentos puramente cldssicos.

Os experimentos de pensamento tém deixado cada vez mais de ser apenas fruto da nossa imaginacao,
e ja encontram aplicagdes em muitas dreas da ciéncia. Esses experimentos estdo de fato colaborando para
entender cada vez melhor os fundamentos da Mecénica Quantica, permitindo descobrir novas facetas
dessa brilhante teoria, com potenciais aplica¢des das predi¢des obtidas em Teoria de Informagdo Quan-
tica (QIT)®, e vém sendo realizados no ambito da Optica Quéantica. Uma de suas primeiras realizacoes
se deu com a manipulacdo de d&tomos em armadilhas de ifons [1]. Em outras realiza¢des, o campo é
armazenado em cavidades com espelhos altamente refletores, permitindo que dtomos passem por essas

cavidades, interagindo com o campo. Tais experimentos, formam uma sub-drea de Optica Quantica,

@ Gedankenexperiment, no original em alemao.
b Acrograma para Quantum Information Theory. Adotamos nesta tese os acrogramas em inglés.



denominada Eletrodindmica Quantica de Cavidades (CQED)‘ [1]. Atualmente, existe um grande con-
trole desses experimentos, tanto no dominio de microondas, como 6ptico de freqiiéncias [1]. Nao fosse
pelos problemas impostos pela perda de coeréncia dos sistemas, seriam certamente uma realizacdo dos
experimentos de pensamento mais famosos. Recentemente, um tipo especial de estado emaranhado
multipartido, denominado estado cluster tem atraido muita atengdo devido a potenciais aplicagdes, pois
forma, por exemplo, a base para o modelo de Computacio Quantica Baseada em Medidas (MBQC)9, uma
alternativa a abordagem convencional. Nessa tese, apresentamos propostas tedricas de experimentos de
pensamento no contexto de CQED e voltados para a geracdo de estados tipo-cluster, usando estados
coerentes. Aplicamos conceitos de Informagdo Quéntica para quantificar o emaranhamento dos estados
quanticos produzidos sob a agdo de canais de perda de coeréncia e analisamos a utilidade desses estados
para a realizagdo de teletransporte.

Dividimos a apresentagdo dessa tese como segue: No capitulo 2, resumimos os conceitos fundamen-
tais de Informagao Quantica e Optica Quantica. Revisamos os postulados da Mecanica Quantica com a
linguagem de Informacdo Quantica, introduzindo alguns detalhes sobre o conceito de emaranhamento,
descrevendo a medida de emaranhamento que adotamos para os nossos cédlculos, a concurrence, e o pro-
tocolo de teletransporte padrao, terminando com uma discussdo da fidelidade de teletransporte para um
dado estado bipartido. Nos capitulos 3 e 4 apresentamos os resultados que obtivemos no contexto de Ele-
trodinamica Quantica de Cavidades (CQED) e a geragdo de Estados Coerentes Emaranhados Tipo-Cluster
(CTECS)®. Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as conclusdes e as perspectivas de continuidade dos
trabalhos apresentados. Nos apéndices A e B, revisamos um método para a obtengdo de Hamiltonianos

efetivos e a dedugdo da equagdo mestra.

¢ Acrograma para Cavity Quantum Electrodynamics.

d Acrograma para Measurement-Based Quantum Computation.
¢ Acrograma para Cluster-Type Entangled Coherent States.
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2. FUNDAMENTOS

“ presente tese versa sobre resultados cujos fundamentos estdo concentrados em Informagao
i Quantica e Optica Quantica. Neste capitulo resumimos os principais fundamentos dessas

42
.‘ i areas da fisica, necessdrios para o acompanhamento dos resultados apresentados nos proxi-
~ LI\

mos capitulos, procurando sempre apontar as principais referéncias para um desejado aprofundamento

no assunto.

2.1. Informag¢do Qudntica

A Teoria de Informacdo Quantica (QIT) trata das leis para o processamento quantico de informacao,
realizado em sistemas que seguem as leis da Mecanica Quantica. E interessante a simbiose existente entre
essas duas teorias e a contribuicdo que a primeira vem trazendo para o entendimento dos fundamentos
da segunda.

Com o propésito inicial de maximizar a capacidade de comunicagdo de um canal cldssico (telefone),
no final da primeira metade do século XX, os trabalhos seminais de Shannon deram origem ao que hoje
conhecemos por Teoria de Informagdo. Suas predigdes tém se mostrado bastante gerais, servindo como
base para muitas aplica¢des em diversas dreas da ciéncia, bem como para o subseqiiente desenvolvimento
da versdo quantica dessa teoria [2].

A Teoria de Informacdo Quantica (QIT) é bastante recente e, devido ao grande interesse que vem
despertando em muitas areas da fisica e de outras ciéncias, vemos o surgimento de vérios livros sobre
o assunto. Atualmente, contamos com um ntimero cada vez mais expressivo e eclético de livros-texto
[2-6], cobrindo tépicos introdutdrios da teoria cldssica de informagdo e incluindo todos os avangos e des-
cobertas da drea, assim como excelentes artigos de revisdo [7—9]. Assim, procuramos reunir os principais

fundamentos em Informagao Quantica, os quais sdo tteis no contexto desta tese.

2.1.1. Mecdnica Qudntica

Resumiremos agora alguns fundamentos de Mecénica Quéntica. Os fundamentos mais basicos, tais
como, notagdo de Dirac e algebra de ‘bras’ e ‘kets’, espaco de Hilbert, operadores e medidas (projeti-
vas), estados puros e mistos, auto-valores e auto-vetores, decomposigdo espectral (forma diagonal), trago

(parcial), podem ser encontrados em excelentes livros-texto, tradicionais e recentes [1, 2, 10].



4 2.1. Informagio Qudntica

Postulados. E interessante como os postulados da Mecéanica Quantica, em sua forma mais geral, quase
nuca sdo apresentados nos livros-texto sobre o assunto, salvo exemplos como [2, 3, 10]. J& de inicio, per-
cebemos o beneficio que a Informagdo Quantica vem trazendo para a Mecanica Quantica: uma redugdo

para 3 postulados? [6]:

Estado. Um sistema é descrito por um estado quantico. Um estado (puro ou misto) é representado por
operadores densidade no espaco de Hilbert. Um operador densidade pode ser usado para representar
uma distribui¢do de probabilidade. Assim, em geral, um estado de um sistema é uma distribuigdo de

probabilidade de estados quanticos puros.

Observdvel. Uma quantidade fisica é representada por um operador Hermiteano. Tal operador possui
auto-valores reais, passiveis, portanto, de medi¢do. Enunciando de outra forma, sdo operadores cujos

valores médios (esperados) representam uma grandeza fisica (observavel).

Evolugdo. Um conjunto particular que pode ser usado para a medi¢do do estado de um sistema é dado
por projetores (operadores) ortogonais. Contudo, um sistema auxiliar pode ser usado para fazer medigdes

ndo-ortogonais. Um conjunto qualquer de operadores O que satisfaz a relacio de fechamento 3~ 070, =
i

1 é denominado mapa completamente positivo® (mapa-CP)°, mapeando operadores densidade em outros

operadores densidade
o — Z Ofo0.. (2.1)
i

Assim, o mapa-CP pode ser usado juntamente com um sistema auxiliar para definir medicdes, e descreve
de maneira conveniente a evolugdo ndo-unitaria de um sistema quando este interage com outros sistemas,
por exemplo, na emissdo espontdnea. A evolugdo unitdria é um caso especial de mapa-CP, na qual temos
apenas um operador na soma (2.1).

E importante enfatizar que nem todo mapa positivo é um mapa-CP, por exemplo a transposicéo, cuja
positividade reside no fato de que qualquer estado ¢ possui transposigdo ¢* > 0. A transposicdo parcial
de um dado estado pode resultar num estado que ndo é positivo (ndo representa um estado fisico), fato
que é usado para identificar [11, 12] e quantificar emaranhamento.

O mapa-CP representa a evolucdo de um sistema, quando nao atualizamos nosso conhecimento sobre
o resultado (outcome) de uma medigdo particular (distribui¢do de probabilidade de estados quanticos
puros), tal que realizamos um somatoério sobre todas as medic¢oes possiveis. Por outro lado, ao sabermos
o resultado correspondente ao operador O!O; (operador de Kraus), o estado do sistema imediatamente
ap6s esse resultado é dado por O} 9O,/ tr(0f0,9). Este é um caso especial do formalismo de medigdes

generalizadas, usualmente referida como medicio avaliada de operador positivo, POVMY, um conceito

@ Esse numero é adotado aqui e originalmente em [6] com a fusdo dos postulados de medida e evolugdo unitdria num sé.
O ntimero adequado [2] ndo é ainda um consenso nos livros-texto sobre o assunto, e podemos encontrar até mesmo 10
postulados nas referéncias mais tradicionais [10].

b Operadores da forma 00 s3o sempre positivos para qualquer operador O [2].
¢ Forma compacta para mapa linear, trago-preservante, completamente positivo.

d Acrograma para Positive Operator Valued Measure.
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2. FUNDAMENTOS 5

muito importante em Informagdo Quantica[2]. Como exemplo, dado um estado compartilhado por duas
partes A e B, qualquer operagdo mapa-CP realizada localmente numa ou nas duas partes, caracteriza o
que chamamos de LOCC* [2].

2.1.2. Emaranhamento

O emaranhamento é uma propriedade compartilhada (correlagdo) entre duas ou mais partes A, B,
C, etc, que ndo pode ser explicada pela Mecanica Cldassica. E uma caracteristica particular da Mecanica
Quantica, sendo o ingrediente chave para muitas aplica¢gdes em Informacao Quantica [13].

Desde sua proposicao por Schrodinger [14], a importancia desse conceito tem sido demonstrada em
estudos que vao desde fundamentos da Mecanica Quantica [15-17], até a afirmacdo da Informagdo Quan-
tica [6, 18, 19]. O emaranhamento é atualmente reconhecido como um importante recurso na realizagdo
de tarefas sem analogo cldssico [20], tais como, teletransporte de estados quanticos [21], codificagdo densa

[22], correcdo quantica de erros [23] e distribuicdo quantica de chaves criptograficas [4, 24].

Classificagdo de Emaranhamento. Apesar de sua extrema relevancia, muitos aspectos do emaranha-
mento permanecem ainda ndo compreendidos. Um exemplo bastante ilustrativo dessa dificuldade é a
busca por um critério geral para identificar emaranhamento em estados quanticos multipartidos. As
primeiras tentativas, para o caso bipartido, foram baseadas nas observagdes obtidas da decomposigdo de
Schmidt e das desigualdades de Bell: Sabemos que as desigualdades de Bell sempre sdo violadas por
quaisquer estados emaranhados purosf, por exemplo, os denominados estados Bell®

[@F) = —=(100) +[11)),

+ 1
¥7) = 5 (101) £110)). (2.2)

S

Esses estados, assim como qualquer estado unitariamente equivalente a esses, sdo conhecidos por vio-
larem maximamente as desigualdades de Bell", e sdo também conhecidos como estados maximamente
emaranhados.

Na literatura, existem vdrias classes de estados que definitivamente ndo violam as desigualdades de
Bell, os denominados estados separdveis ou desemaranhados. Por defini¢do, podemos sempre escrever

tais estados na forma [2]
Qap = Z Pi0s ® 0. (2.3)
i
No entanto, assim como se pode concluir para a decomposi¢do de Schmidt, um critério de emara-

¢ Acrograma para Local Operations and Classical Communication.

fDa decomposicao de Schmidt e da relagio de indempoténcia g2 = ¢, temos que um estado puro é emaranhado se tr Qi <1,
para ¢, = trg ¢ [2].

& Na notagdo desta tese, a menos que disposto de outra forma, o primeiro qubit refere-se a parte A, o segundo a parte B, o
terceiro a parte C, e assim por diante.

" Em termos da decomposicio de Schmidt, o traco parcial de qualquer das partes, resulta num estado maximamente misturado
para a parte restante.



6 2.1. Informagio Qudntica

nhamento baseado nas desigualdades de Bell se mostra ineficiente para estados mistos [2]. Um exemplo
bastante ilustrativo é dado por uma classe de estados mistos, conhecida como estados Werner [25]. Tais
estados sdo definidos como misturas de estados Bell, onde o grau de mistura é determinado pelo para-
metro f = (Y [o[¥Y):

ow = fI¥ )Y |+ 1?(%)@* + D)W (D[ + [DT) (DT, (2.4)

com 0 < f < 1. O parametro f é denominado Fracdo de Singleto (singlet fraction), uma medida da

1

fidelidade de um dado estado ¢ em relagdo ao estado singleto da base Bell [26]. Quando f = 3, o estado

Werner pode ser reescrito como
ow = %(\‘P*M‘ﬁ +[EHY(EF]) + %(|‘If*><‘1f*\ +1@7) (@) + %(l‘I’*><‘P*| +OH) (@),  (25)

0 qual é um estado totalmente separavel, pois uma mistura de quaisquer estados maximamente emara-
nhados é um estado separével. Quando f > 1, ¢,, ndo mais pode ser reescrito numa forma separével
sendo, portanto, emaranhado. E interessante notar que mesmo emaranhado (f > %), o estado Werner
somente comega a violar as desigualdades de Bell para f > 0.78. Portanto, é necessario a busca de alter-
nativas para uma classificacio de emaranhamento de estados mistos. E importante lembrar que o estado
Werner desempenha um papel importante nos protocolos de purificagdo de emaranhamento de estados
mistos, o primeiro deles conhecido como protocolo BBPSSW! [27].

Em [11, 12] é apresentado um critério necessdrio e suficiente para emaranhamento de estados mistos
bipartidos de dimensdo méxima igual a 5. Tal critério é baseado na positividade do operador densidade
parcialmente transposto. Atualmente, os diferentes critérios de deteccdo de emaranhamento sdo obtidos
usando o que chamamos de testemunha de emaranhamento: basicamente, operadores Hermiteanos que
nos auxiliam na tarefa de decidir se um dado estado é emaranhado ou ndo [2]. Se um dado estado é
emaranhado, sabemos que existe uma testemunha de emaranhamento que pode identifica-lo como tal,
mas a obtengdo dessas testemunhas para sistemas multipartidos e de qualquer dimensdo tem se mostrado
bastante dificil e dependem do estado analisado.

Portanto, o estudo qualitativo e quantitativo do emaranhamento tem se tornado cada vez mais difun-
dido na literatura da drea. O conhecimento atual é muito mais abrangente em sistemas bipartidos. Os
diversos resultados obtidos para esse caso particular vdo desde defini¢des para quantificar emaranha-
mento, com as idéias bastante originais de destilagdo e formacdo de emaranhamento [26], protocolos de
concentragdo [28] e purificagdo [27] de emaranhamento, até quantidades que definem a utilidade de um
dado estado bipartido para a realizacdo de tarefas quanticas (como por exemplo teletransporte e codifi-
cacdo densa). Neste caso inclusive, para sistemas bipartidos expandidos no espago de Hilbert C?®C?
[29].

No entanto, no caso geral de estados multipartidos, a situacdo se mostra bastante adversa. Boa parte
das dificuldades encontradas tém suas origens no fato de que muitas propriedades observadas no caso

bipartido ndo sdo imediatamente extensiveis para o caso multipartido, por exemplo, medidas de emara-
! Tniciais dos sobrenomes dos autores do trabalho: Bennett, Brassard, Popescu, Schumacher, Smolin e Wootters.

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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nhamento, decomposi¢do de Schmidt e interconvertibilidade [30].
No caso tripartido, temos duas maneiras inequivalentes de se emaranhar trés qubits compartilhados

entre trés partes A, B e C, os denominados estados GHZ e W, definidos como [31-33]

IGHZ) = %(\000) +[111)),
W) = %(|001> +1010) + [100)). (2.6)

As dificuldades para casos mais gerais, envolvendo mais de 3 partes, foram mencionadas em [31].
Dois anos mais tarde, surgiu uma primeira tentativa de classificagdo de estados quadripartidos, com 9
diferentes classes de estados emaranhados [34]. O assunto foi recentemente retomado em [35] seguindo
a mesma filosofia do trabalho original [31], resultando em 8 maneiras inequivalentes de se emaranhar
quatro qubits. Assim, o tema de pesquisa em classificagio de emaranhamento multipartido continua

sendo bastante atual e ainda sem uma resposta definitiva.

Quantificacdo de Emaranhamento. Uma vez que temos alguns mecanismos para saber se determinados
estados sdo ou ndo emaranhados, é interessante saber o quanto estes estados sdo emaranhados. Uma
maneira pode ser obtida pelo protocolo de destilagdo ou formagdo de emaranhamento. Contudo, ndo
sabemos ainda como fazer isso para um estado misto geral [2].

Uma boa maneira de se comegar a quantificar emaranhamento é discutindo as propriedades que
qualquer medida potencial de emaranhamento deve satisfazer. Mesmo nesse assunto, os pesquisadores

desta drea ndo parecem compartilhar as mesmas opinides [3]. Sdo trés as propriedades basicas [2, 3]:

Discriminagdo. A primeira propriedade afirma que um estado desemaranhado ndo deve possuir qual-
quer correlagdo quantica. Portanto, a medida de emaranhamento é zero, E(¢) = 0, se e somente se
o estado ¢ é separdvel. Essa propriedade geralmente é apresentada numa versdo mais ‘suave”: Se ¢ é
separével, entdo E(¢) = 0, pois a versdo mais geral é sempre mais dificil de ser satisfeita devido aos

denominados estados emaranhados limites [3].

Inalteragdo. Essa segunda propriedade diz respeito ao comportamento do emaranhamento sob simples
operagdes locais unitérias. E intuitivo que a quantidade de emaranhamento nao pode ser alterada desta
forma, pois a transformagdo caracteriza apenas uma mudanca de base e é completamente reversivel.
Assim, para qualquer operacado unitaria local A ® B, a medida de emaranhamento permanece inalterada,

ou seja [2]

E(o) = E(AT® B oA ® B). (2.7)

Monotonicidade. Essa terceira propriedade é a que usualmente traz todas as dificuldades para definir
e comprovar medidas potenciais de emaranhamento, sendo ainda mais restritiva que a anterior, pois a
medida de emaranhamento ndo pode aumentar nem mesmo com a ajuda de comunicag¢do cldssica, um
resultado contrario ao observado para correla¢cdes puramente cldssicas. Assim, operac¢des locais, comu-

nicacdo classica e pds-selecdo ndo podem aumentar o emaranhamento esperado, isto é, se comegamos
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com um ensemble num estado ¢ e terminamos, com probabilidades p;, em sub-ensembles num estado g;,

devemos ter [2]
> ) riE(en), (2.8)

onde ¢; = Al ® BloA; ® B;/p, e p; = tr(A] ® Bl gA; ® B,). Um exemplo dessa propriedade é a adigdo
local de qubits. A propriedade anterior pode ser interpretada como um caso particular dessa terceira
propriedade, assim como também observamos para o mapa-CP. Quando o estado ¢ se refere a um estado
puro, a medida de emaranhamento é a prépria entropia de von Neumann (entropia de emaranhamento)
[2, 3]

Além dessas trés propriedades bésicas, existem outras também desejaveis, tais como convexidade,

continuidade, aditividade, normalizagdo e computabilidade [3].

Medidas de Emaranhamento. Devido as diferentes maneiras de se classificar e quantificar emaranha-
mento, é de se esperar que também existam vérias medidas de emaranhamento, cada uma com seus re-
vezes particulares para as varias propriedades desejaveis. As distancias de Bures, Traco, Hilbert-Schmidt,
Entropia (reversa) Relativa e Robustez sdo exemplos das chamadas medidas geométricas de emaranha-
mento [3], em especial, trataremos mais adiante de uma dessas medidas, a Maxima Fragao de Singleto ou
Fracdo Totalmente Emaranhada. Algumas medidas sdo extensdes das medidas para estados puros, como
é 0 caso do Emaranhamento de Formacao, a partir da qual é definida a concurrence de Wootters, Emara-
nhamento de Purificagdo e Emaranhamento ‘Esmagado’, esta tiltima, ironicamente, uma medida perfeita,
se soubéssemos como calculéd-la [3]. As medidas operacionais quantificam emaranhamento de uma ma-
neira abstrata, como é o caso do Custo de Emaranhamento e Emaranhamento Destilavel [3]. Finalmente,
as medidas algébricas que compreendem a negatividade, negatividade logaritmica, e negatividade de
rearranjamento [3]. E importante destacar, que todas elas se reduzem a entropia de emaranhamento (von

Neumann), para estados puros.

Concurrence. Para os estudos de quantificagdo de emaranhamento apresentados nessa tese, considera-
mos a concurrence de Wootters. O ponto de partida para a definicdo da concurrence é um fato curioso
sobre estados puros de um par de qubits. Para tal sistema, é possivel definir uma ‘base magica” formada

pelos estados ortogonais

1) = [@%) = F(00) + [11)),
ima) = il®”) = 75(100) ~ 1)),
ms) = il¥*) = 5 (I01) + 110)),
my) = [¥7) = 5(101) - 10)), (2.9)

a qual é a base Bell com fases particulares. Quando um estado puro [¢) é escrito nessa base particular,

) = Z c;lm;), podemos quantificar seu emaranhamento de maneira notavelmente simples por [36, 37]

Cly) =3 <)

(2.10)

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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Portanto, se o estado puro é maximamente emaranhado, vemos que qualquer combinagao linear real dos
estados que formam a base mdgica, também é um estado maximamente emaranhado, ou seja, todo estado
maximamente emaranhado pode ser reescrito, a menos de uma fase global, como uma combinacao linear
dos estados |m.) [26]. Assim, para qualquer estado maximamente emaranhado escrito na base magica,
todos os coeficientes c; sdo reais e, portanto, C = 1, o que justifica a denominacao de ‘base méagica’. Caso
contrério, a concurrence serd sempre menor que a unidade, implicando num estado ndo maximamente
emaranhado.

Para apreciar outra caracteristica da base mégica, consideramos a transformacdo ) — [¢) =
(cV @ d¥)|p)*. Essa operagdo consiste de conjugagdo complexa na base padrdo (computacional)
{/00),101),/10),[11)} e, para um sistema de spin-%, esta é a operagdo reversdo temporal, invertendo, de
fato, a direcdo do spin (spin-flip) [36, 37]. Se o estado é escrito na base magica, esta transformacao é reali-
zada pela simples conjugagdo complexa. Assim, temos C = |(|ip)], tal que a concurrencel é uma medida
da coincidéncia dos estados [) e [().

Isso vale também para um estado bipartido qualquer descrito pelo operador g, escrito na base magica.

Se trabalharmos na base padrao, essa transformacao sera dada pelo operador spin invertido (spin-flipped)

[36, 371
0—-0=("®d¥)o"(cV®dY), (2.11)

no qual, novamente, tomamos o complexo conjugado de ¢ na base computacional. Assim, a concurrence

é dada por
C=max(0,A; — A, — A3 — Ay), (2.12)

na qual os pardmetros A; (i = 1,...4), sdo os auto-valores, em ordem decrescente, do operador Hermite-

ano

R =././00+/0, (2.13)

também interpretado como a raiz quadrada da fidelidade entre ¢ e ¢ [3]. Alternativamente, podemos

dizer que os parametros A;, (i = 1,...4), correspondem as raizes quadradas dos auto-valores do operador

ndo-Hermiteano ¢¢. E importante notar que cada A; ¢ um ntimero real nao-negativo [36, 37].
Terminamos considerando uma familia de estados interessante, denominados estados Horodecki [4],

a qual surge como uma combinagdo convexa de um estado Bell com um estado ortogonal separavel [3]
0y = al¥ ) (¥ | + (1 - a)[00) (00l (2.14)

A concurrence para esses estados é, por construcdo, igual ao parametro a: C = a. Como veremos no
préximo capitulo, obtemos estados desse tipo ao considerarmos o emaranhamento de d4tomos emitindo

espontaneamente, interagindo dispersivamente com uma cavidade.

J A tradugao usual em portugués é concorréncia.
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2.1.3. Teletransporte

A geracdo e o controle coerente de estados maximamente emaranhados é de fundamental importan-
cia na realiza¢do das vdrias tarefas de processamento de informacao, tais como codificagdo densa [22] e
teletransporte [21]. Se um estado puro, mas ndo maximamente emaranhado, é usado para realizar o es-
quema de teletransporte padrdo, nos deparamos com duas possibilidades: ou é possivel teletransportar
apenas estados particulares, ou o teletransporte é feito com fidelidade reduzida. Algumas idéias bem
pensadas, com a pretensao de aumentar tal fidelidade de teletransporte tém sido relatadas. Uma pos-
sibilidade é concentrar emaranhamento parcial usando operagdes locais e comunicagdo classica (LOCC)
[28]. Neste caso, o emissor (Alice) e o receptor (Bob) sdo equipados com n pares de estados parcialmente
emaranhados idénticos e, para um ntmero n grande, a fracdo de estados maximamente emaranhados
obtida é dada por nE, sendo E a entropia de von Neumann (entropia de emaranhamento) da matriz den-
sidade obtida tracando um dos subsistemas. Uma outra possibilidade interessante é o desenvolvimento
de estratégias 6timas que modificam ligeiramente o protocolo padrdo, para maximizar a probabilidade
de realizar teletransporte perfeito [38]. Numa situacdo mais realistica, contudo, o estado compartilhado
por Alice e Bob terminard num estado de mistura, devido a ruidos indesejaveis e imperfeigdes. Neste
caso, ainda assim é possivel destilar algum emaranhamento desses estados. Se a fidelidade do estado
misto relativa ao singleto perfeito é maior que 1 e Alice e Bob estdo providos com muitos estados idén-
ticos, ainda existe um esquema de purificagdo que produz alguma pequena fragdo de estados singleto

perfeitamente puros, que podem ser usados para aumentar a fidelidade de teletransporte [27].

Protocolo Padrdo. No protocolo de teletransporte padrdo [21], duas partes, Alice e Bob, com-
partilham um par de particulas num estado maximamente emaranhado, [Pgpr). Tal estado fun-
ciona como um canal quantico para teletransportar a informacdo contida numa terceira particula
sob a posse de Alice, a qual é representada por um estado puro desconhecido ) = al0) + b|1).
Ap0s reunir o estado desconhecido com sua parte

do par EPR, Alice realiza uma medida de Bell —

uma projecao de dois qubits sobre um dos quatro [¥gpr)
estados maximamente emaranhados [40] da base
Bell (2.2). Em seguida, Alice envia a resultado
obtido (dois bits de informacdo classica) a Bob,
usando um canal cldssico (por exemplo, um te-

lefone). Como o canal quéantico é maximamente

emaranhado, ndo importa qual seja o resultado

da medida de Bell que Alice obtém, Bob podera

Figura 1 — Esquema de teletransporte de um estado
quantico desconhecido [¢). Alice e Bob compar-
tilham um canal quantico gerado previamente, um

ranhado inicialmente compartilhado com Alice) e par EPR. Apés reunir [f) com sua parte do par

EPR, Alice realiza uma medida de Bell e informa

. o resultado a Bob (telefone). Bob realiza a opera-

[40]- E importante enfatizar que o procedimento ¢do correta em sua parte do par EPR e recupera a

de teletransporte é totalmente consistente com o informagao do estado original. Figura extraida de
[39]-

sempre realizar uma de quatro operagdes — (1, o*,

0¥, 0*) — em seu qubit (sua parte do estado ema-

transforma-lo numa réplica exata do estado [¢)

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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teorema da ndo-clonagem [41], uma vez que ndo ocorre a duplicagdo do estado [¢), ou seja, o estado
original é destruido. O protocolo é esquematizado na figura 1.

Assim, estados maximamente emaranhados proporcionam um canal quantico que permite o tele-
transporte perfeito da informagdo contida num estado desconhecido de uma parte para outra. Apés o
trabalho seminal [21], pareceu natural procurar por conexdes entre teletransporte, desigualdades de Bell
e inseparabilidade [42—46]. Uma das primeiras coisas que foram observadas foi o fato de que um estado
de mistura pode ainda assim ser 1til para teletransporte, embora imperfeito [42]. Foi demonstrado que
a fidelidade de transmissdo de um estado desconhecido pode ser relacionada com o tipo de estado que
forma o canal quantico. Na verdade, um canal cldssico pode fornecer uma fidelidade de até 2. Isto pode
ser obtido se Alice simplesmente realizar uma medida no estado desconhecido e contar o resultado a Bob

[42]. Mostramos esse resultado formalmente no préximo paragrafo.

Fidelidade. Com que fidelidade Bob adivinha o estado de Alice* [y)? Quando apenas se permite que
Bob adivinhe o estado, sem que Alice realize qualquer medida em seu estado, a fidelidade que obtém é

dada por
= [(ply)* = tr(gg’) = 1[1 + cosOcos @’ + cos(¢ — ¢') sinOsin '], (2.15)

onde (0, ¢) é a direcdo real fie (¢, ¢') a dire¢do adivinhada A’. Para avaliar o sucesso dessa estratégia de
adivinhagéo, consideramos uma distribui¢do uniforme de dire¢des possiveis na esfera de Bloch, dD(f) =
ﬁ sin df d¢ [42], e obtemos o resultado [42, 44]

1 21
JdD MJ
0

Assim, uma vez que Alice e Bob ndo podem se comunicar, Bob pode apenas tentar adivinhar o estado

7T
Jmm¢mWF:; (2.16)
0

de Alice, preparando vérios estados, aleatoriamente, dos quais sabe apenas que obedecem a distribuicao

de dire¢oes conhecida, dD(f), tal que o resultado médio desse esquema de adivinhagdo serd sempre %

[40, 42, 44].

Por outro lado, se Alice e Bob estdo conectados apenas por um canal cldssico, a melhor estratégia pos-
sivel resultard numa fidelidade igual a % [40, 42, 44]. Uma maneira particular de se obter esse resultado é
considerar que Alice repete um mesmo experimento, preparando um estado numa dada diregdo'. A cada
repeticdo, Alice projeta o estado numa mesma direcdo escolhida, tal que o efeito do aparato de medida é

levar o conhecimento de Alice sobre o estado para a forma de um estado de mistura
0 = cos?(0/2)[0)(0] 4 sin®(0/2)[1) (1], (2.17)

e informa o resultado a Bob, que prepara o seu estado ao longo da mesma direcdo. Nesse caso, a

tidelidade é a generalizagdo para estados mistos, resultando em

= (Yloly) = Cos4(9/2) + sin4(9/2), (2.18)

K Forma mais geral para um estado definido na esfera de Bloch: |¢) = cos(6/2)[0) + el?sin(6/2)[1). Equivalentemente,
0=1¢)(yl = J(1+4-0), onde fi = (sin 6 cos ¢, sin f sin ¢, cos ) [40].
E importante enfatizar a diferenca desse procedimento em relacdo a tomografia de estado quantico, na qual Alice dispde de
muitas copias do estado, e realiza medidas em diferentes dire¢des, reconstruindo completamente o estado [6, 47].
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a qual, integrada numa distribui¢do uniforme de dire¢des na esfera de Bloch, resulta em F = %, a

Fidelidade Méxima de Teletransporte obtida por estratégias puramente cldssicas [42, 44]. Finalmente, se
Alice e Bob estdo conectados tanto por um canal cldssico como por um canal quéntico ideal, a fidelidade

obtida é 1, pois podem realizar o esquema de teletransporte padrao [42].

Mixima Fragdo de Singleto. Como mencionamos anteriormente, a Maxima Fra¢do de Singleto, também
denominada Fragdo Totalmente Emaranhada (fully entangled fraction), ¢ uma medida de emaranhamento.
Essa é também uma medida de fidelidade do estado, e faz parte da classe de medidas geométricas de
emaranhamento. Falando estritamente, no entanto, ndo é exatamente uma medida de emaranhamento,
pois ndo satisfaz nem mesmo a versdo mais ‘suave’ da propriedade de discriminacao (se ¢ é separavel,
E(¢) = 0). Contudo, essa quantidade proporciona uma maneira conveniente de caracterizar a utilidade
de um dado estado ¢ para a realizacdo de varias tarefas quanticas, por exemplo, teletransporte [3].

Para qualquer estado ¢ definido no espaco de Hilbert d-dimensional C? ® C?, a quantidade f =
(¥~ lo[¥~) define a chamada Fragdo de Singleto [4]. Essa quantidade pode ser maximizada, resultando

na Fracdo Totalmente Emaranhada, definida originalmente em [26]:
fmax = II‘1¢%X<1P|Q|1P>/ (2.19)

na qual a maximizagdo é realizada sobre todos os estados maximamente emaranhados |¢) = U, ®
Ug[¥™), sendo [4]

1 d
+ o . .
)= — 12_1 )li), (2.20)

o estado maximamente emaranhado™ do espago de Hilbert d-dimensional e U, e Uy sdo transformacdes
unitarias. Assim, em [29] foi demonstrado que estados deste espago de Hilbert devem ter f., > 1/4,
para serem tteis para a realizagdo de teletransporte com fidelidade maior que a conseguida por estraté-
gias puramente classicas.
Especificamente para o caso d = 2, usando a representacdo no espaco de Hilbert-Schmidt, temos o
estado arbitrario de dois qubits dado por [43]
3
QZ%(1®1+1‘-0®1+1®5-0’+ Z bamOn @ O, (2.21)
n,m=1
na qual 1 é operador identidade, {c,}3_, sdo os operadores de Pauli, 1(s) - o = S 7 r(s)ioy, sdo os

vetores de Bloch tridimensionais, os quais sdo parametros locais que determinam as redugdes de ¢
o =trpo=1(1+r-0), op=trpo=1(1l+s-0), (2.22)
e os coeficientes

thm = tr(@oy ® o), (2.23)

m O estado [¥1) usado nesta defini¢do geral da Fragdo de Singleto é na verdade uma transformacéo local do verdadeiro estado
singleto [¥~) (base Bell d-dimensional). Essa modificagdo é realizada por ser mais conveniente para os célculos [4].

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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formam uma matriz 3 x 3 real, denotada por T. Tal matriz é responsével pelas correlagdes do estado do
sistema. Assim, para encontrar a Médxima Fragdo de Singleto de um dado estado bipartido emaranhado,

é suficiente encontrar rotagdes que diagonalizam T [48]. Para estados com T diagonal, a Médxima Fragao

de Singleto é dada por
%(1—1—2\%\) se detT <0
P =N 0 4 mal + ey — detT >0’ (224
7 (1 + max (|t;| + || — |t se etl >
4( i;ék;éj( il ji kk ))
cuja relacdo com a Fidelidade Maxima de Teletransporte é [29, 48]
2 +1
Frax = fmag. (2-25)

E importante destacar que a Fracao Totalmente Emaranhada foi originalmente considerada em [26], onde
0s autores descrevem um algoritmo simples para calcular fmax: Se escrevermos o estado ¢ na base magica
{m,}, fmax é simplesmente o maior autovalor da parte real de g, escrito nesta base. Portanto, um estado
bipartido definido no espago 2 x 2 ¢é intil para teletransporte quando Fnax < 3. E digno de nota que
existem estados com fidelidade de teletransporte menor que a melhor estratégia cldssica de ‘adivinhacao’,

mesmo sendo emaranhados.

2.2. Optica Qudntica

Nesta segdo abordamos conceitos basicos da teoria quantica da luz. Nos concentramos nos principais
topicos estritamente relacionados aos estudos realizados na presente tese, os quais podem ser resumidos
na chamada Eletrodindmica Quéntica de Cavidades (CQED). Afortunadamente, atualmente existe um
numero cada vez mais expressivo de livros que versam bastante satisfatoriamente sobre os mais diversos
conceitos de Optica Quantica. Recomendamos [1, 49] para excelentes e recentes introdugdes histéricas
sobre essa surpreendente teoria. Assim como a confirmagdo experimental do deslocamento Lamb (shift)
foi um estimulo para a Eletrodinamica Quéntica (QED) moderna [50], o0 denominado efeito Purcell pode
ser considerado o marco para o crescente interesse em CQED, seguido pelo formidavel desenvolvimento
e brilhante estdgio atual tanto tedrico como experimental, até mais recentemente com o uso de materiais
de estado s6lido, que prometem revolucionar ainda mais esta drea [1, 49]. O encanto de CQED é em parte
devido ao fato desta ser considerada uma versdo ‘domesticada’” da Teoria Quéntica de Campos (QFT)",
permitindo inclusive que seja um primeiro contato com essa tltima, ap6s um curso de Eletromagnetismo

Classico [51] e Mecanica Quantica [13, 52].

2.2.1. Campo Oscilante

Nos atemos agora aos principais pontos do procedimento de quantizacdo do campo de radiacao,

conhecido como quantizagdo candnica. A fisica do oscilador harmonico é a chave para obter um modelo

" Acrograma para Quantum Field Theory.
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bastante simples para o campo eletromagnético quantizado.

Campo Eletromagnético. Usualmente, livros-texto de ()ptica Quantica [5, 50, 53-59] iniciam a discussao
sobre a quantiza¢do do campo de radia¢do apresentando as equagdes de Maxwell no espago vazio (vacuo),
ou seja, na auséncia de cargas e correntes. Recomendamos o livro de Mandel e Wolf [53] como base
para esse procedimento, no qual, usualmente, introduzimos os potenciais escalar ®(r) e vetorial A(r),
obtendo um conjunto menor de equagdes diferenciais de segunda ordem e, aproveitando a liberdade
de escolha do gauge mais conveniente (o que resulta nos diferentes estilos de dedugdo encontrados na
literatura), resolvemos a equac¢do de onda para o potencial vetor (equivalente a resolver as equagdes
de Maxwell para os campos elétrico e magnético). A idéia é escrever o potencial vetor para o campo
eletromagnético, derivando as expressdes para os vetores campo elétrico e magnético e substituir na
expressdo do Hamiltoniano para o campo eletromagnético, a qual se mostra formalmente equivalente
ao Hamiltoniano de um oscilador harmoénico simples de massa unitdria. Para um campo (mono ou

multi-modal) no espago livre ou confinado num volume finito (cavidade) o procedimento é analogo.

Quantizagdo Candnica. Com isso, podemos prontamente realizar a quantizagdo candnica do campo de
radiagdo tal como é feito para o oscilador harmoénico. Denotando por |, ) o estado Fock (nimero) para o
modo k com polarizagio s, introduzimos os operadores criagdo “lts e aniquilagdo a,, de fétons do campo,

resumindo suas principais relagdes [5, 50, 53]

[aisf ai’s’] = 0’ [uks' akls/] = O’ [uks' a"l;ls’] = 5(1( - k/)§SS/’
alts|nks> =/ M T 1|nks + 1>/ uks‘nks> =V nks‘nks - 1>r aks|0> =0,

nks‘nks> = alsaks|nks> = nks‘nks>/ (2~26)
onde |0) é o estado vacuo. O campo de radia¢do quantizado é dado por [50, 53, 55, 57, 60]

E(I‘) =—i Z 8ks [ efi(k-r-l—q)) altsélts - ei(k.ﬁ_(P) akséks] ’ (2-27)
ks

sendo &, = \/hw,,/2¢,V o ‘campo elétrico por féton” no modo ks [59], representando a amplitude do
campo elétrico rms do vacuo no modo ks e dependente apenas da freqiiéncia e do volume (geometria, no
caso de uma cavidade) [1]. Portanto, a defini¢do para o f6ton no seu sentido mais estrito é [58]: a excitagdo

de um modo do campo eletromagnético. O Hamiltoniano para (2.27) é dado por [50, 53, 55, 57, 58]

H; = Z s A s, (2.28)

ks
o qual descreve a energia do f6ton multiplicada pelo ntiimero de f6tons do modo ks (é usual redefinir o
referencial de energia, eliminando o termo (constante) » ,. %ﬁwks devido as flutuagdes do vacuo, a de-
nominada energia de ponto-zero). Os estados Fock (nimero) |1, ) sdo os auto-estados do Hamiltoniano
(2.28), tal que o espectro e todas as propriedades do campo de radiacdo derivam diretamente desse sim-
ples Hamiltoniano e das relagdes de comutagdo (2.26) para os operadores alts e ay, [1, 50]. No decorrer

dessa tese, sempre que analisarmos um tinico modo do campo de radiagdo, omitiremos o indice ks.

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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Estado Coerente. O estado coerente é de central importdncia em Mecénica Quantica, sendo o estado
quantico que simula o movimento cldssico de uma particula num potencial quadratico [56], bem como
o estado de um pacote de onda de minima incerteza [61]. Existem diferentes maneiras equivalentes de
se definir um estado coerente (ou estado Glauber), por exemplo, como sendo a radiacdo emitida por
uma distribuicdo de corrente classica [50]. Em Optica Quantica, esse estado foi pioneiramente estudado
por Glauber [62] e Klauder e Sudarshan [63]. Em particular, no contexto de campo eletromagnético

quantizado, esse estado é facilmente gerado (definido) a partir do estado vacuo [47, 50, 55, 57]

la) = D(«)|0), (2.29)

ou seja, atuando o operador deslocamento de Glauber D(a) = e’ —a"a 15 estado vacuo, obtemos o estado
coerente com uma amplitude . Uma definicdo equivalente a anterior pode ser obtida diretamente da

equagdo de autovalor ala) = ala) [56], mediante o uso da relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH).
Relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff. Para dois operadores A e B

2n+1

eZlA B = L[A,.]”B:Z z [A ]2HB+Z [A ]2n+1B
A Beh = 0 - " v e , (230)

é a relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), na qual usamos a notagdo de super-operadores. Alter-

nativamente, (2.30) pode ser reescrita como

[e*4,B] = &#A 1 Be*A ou [Be A, ] =e A B, (2.31)

e, quando A e B comutam com [A, B], temos a relagdo multiplicativa usual [53, 55, 56, 61]

1.2 1,2
eZ(A+B) — o?A 7B o372 [A,B] _ 7B 074 027 [A,B]’ (2.32)
na qual observamos o fator extra para a comutacdo de exponenciais de operadores
2
oA oZB — 7B oZA oz [A,B] . (233)

Propriedades. Usando a relacdo (2.32), observando que e* #|0) = |0), obtemos a representacio de |a«) em

termos do estado Fock |n) [56]
) = e 21F e’ 0) = e~ F Z 10y = e~z" Z (2.34)

Dentre outras muitas propriedades dos estados coerentes, as quais sdo usualmente encontradas nos

livros sobre o assunto assim como em livros de Optica Quantica, citamos a relacdo de identidade (fecha-
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mento)
{5
- d ala) (a] = Zln (2.35)
a nao-ortogonalidade (produto interno)
(Bla) = e~ 21—2F = =2 (BE+IP)+6" (2.36)

e a expansdo em termos de estados coerentes

) = jd2ﬁ|ﬁ><ﬁ|a> Jd2ﬁe HB-e? |g), (2.37)

a qual implica que estes estados formam um conjunto sobre-completo. Usando a relagdo (2.30), podemos

provar as identidades
D(w)aD(-a) = a—x, D(x)D() =D(a+p)ex ™ P, D()p)e ™ *Platp),  (238)

as quais desempenham um papel importante em Optica Quantica, por exemplo, para descrever técnicas
de deteccdo homédina [1], bem como para a implementagdo de medida do campo coerente de uma
cavidade, conforme descreveremos no capitulo 4. Também tteis para os desenvolvimentos obtidos nessa

tese, temos as relagoes
JaBipr = x e [apipu) (-alp) = e (239)

2.2.2. Sistema de Spin

A fisica descrita por modelos para o campo eletromagnético quantizado é bastante rica, mas sozinha
ndo é suficiente para obter varios efeitos em Optica Quantica [1]. A interacdo da radiagdo com a matéria é
que permite um acesso realmente completo a todo o potencial da Mecéanica Quantica. O sistema massivo
mais simples que se pode considerar é o denominado d&tomo de dois-niveis e resumimos agora o modelo

que o descreve, andlogo ao usado para um sistema de spin-3 [5, 61].

Atomo de Dois-Niveis. O atomo de dois-niveis é descrito por um nivel eletrdnico superior (excitado) |e)
e um nivel inferior (fundamental) |g), conectados por uma transigdo de dipolo elétrico a uma freqiiéncia
Weq. O dtomo € modelado como um sistema de (pseudo) spin-3, com energias E, e E,, sendo a diferenca
de energia dada por E, — E; = fiw,,. Em analogia com o sistema de spin-1, consideramos o dtomo de
dois-niveis com um elétron de carga q e massa m, sob a agdo de um potencial de forca central V(r), onde
r = |r| é a posigdo do elétron em relacdo a origem do potencial (simetria esférica) [5]. O Hamiltoniano do

atomo de dois-niveis é entdo dado por

_ Pq
Ho= g +V0), (2.40)

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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onde p = —iA'V é o operador momento do elétron.

A solucdo do sistema é obtida resolvendo a equagdo de Schrodinger para o Hamiltoniano (2.40), apés
a escolha do gauge de Coulomb®, de onde identificamos o operador momento angular orbital. Apesar
de ser possivel obter uma interpretacdo cldssica para o spin, esta ndo é uma analogia estritamente valida
de um ente girante dentro do elétron [5]. Assim, consideramos o momento angular intrinseco (de spin),
o qual obedece a algebra de momento angular usual, com o operador spin dado por s = 1o, definido
pela soma dos quadrados dos operadores de Pauli 0¥, ¢V e o*. Assim, o elétron possui um momento
magnético interno p, relacionado ao spin por u, = ppo, onde pp = —qh/2m,c é o magnéton de Bohr
[5, 61].

Logo, escrevendo o Hamiltoniano em termos dos operadores spin (Pauli), temos [1, 5, 61]

H, = hw,

a oo = 3(E,+ Ep) + 3liwy (0o —omot) = Jhw,, 07, (2.41)

8

na qual usamos a relagdo de fechamento e) (e| + |g) (g] = 1 e escolhemos o zero de energia na metade do
caminho (energia média) entre os dois niveis. Os dois niveis sdo auto-estados do operador inversdo o7,
com os operadores abaixamento ¢~ = [¢) (e| e levantamento ¢ = |¢) (g| de excitagdo eletrdnica do dtomo

e as relagdes de comutagdo e anti-comutagdo usuais [61]

+ +

,07 =20, [oF

[c7, 0% =207, |[o Lo =07,

(c7,0) =0, {ct,0?)=0, {c",0)=1. (2.42)

Qubits. Seguindo a conven¢do em Informagdo Quantica, consideramos a correspondéncia le) — [0) e

lg) — [1), tal que a agdo dos operadores spin é

oile) = 0*|0) = le) =10), o7Ig) = o7[1) =—Ig) =—I1),
c7le)=0710) =1g) =11), oTlg) =cFI1) =le) =10),
clg)=0"11)=0, ocTle)=0cT|0)=0, (2.43)

0 que pode gerar alguma confusdo inicial, pois em Optica Quéntica é usual fazer a correspondéncia

inversa [1, 6].

Aproximacdo de Dipolo Elétrico. Até aqui tratamos atomo e campo separadamente. O acoplamento
do campo de radiagdo com a matéria é um dos topicos essenciais em Optica Quantica. Na presenca de

um campo eletromagnético cldssico, e no gauge de CoulombP, o Hamiltoniano (2.41) é modificado para

[1, 5, 55, 61]

1
Hog = g P~ JA[M)]" +V(r), (2.44)

© Este gauge nao é relativisticamente invariante, em contraste com o gauge de Lorentz, contudo, em Optica Quantica, na maior
parte dos casos, é ndo-relativistica, e ndo temos nenhuma inconsisténcia [55].

P Neste gauge, o campo, considerado longe de suas fontes, é descrito por um potencial vetor ndo-divergente, ou seja, V - A(r) =
0, tal que o seu potencial escalar pode ser desprezado [1].
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onde A(r) é o potencial vetor do campo na posicao do elétron. Devido ao gauge de Coulomb, temos
a identidade comutativa p - A(r) = A(r) - p, tal que podemos separar o Hamiltoniano livre do Hamil-
toniano de interacdo em (2.44). Resolvendo a equagdo de onda para o potencial vetor, vemos que este
depende de r através de fungdes exponenciais do produto escalar k - r. Assim, podemos considerar que,
comparado ao raio de Bohr 4, 0 comprimento de onda do campo de radiagdo descrito pelo potencial ve-
tor é suficientemente grande, tal que A(r) ~ A(0) = A é espacialmente uniforme (7, < A). Isso equivale

a fazer k- r < kay < 1, na chamada aproximagao de dipolo e obter o Hamiltoniano dtomo-campo
H,=Hy—d-E, (2.45)

onde H;, é o Hamiltoniano livre (2.41), o vetor campo elétrico E é resolvido na posig¢do do 4tomo e d = gr

é o vetor de dipolo atdémico [1, 5, 55].

Oscilagdo de Rabi. A habilidade de preparar e manipular o spin num estado qualquer da esfera de
Bloch é essencial para a implementacio de diversos experimentos em Optica Quéntica. Esta manipulagio
é possivel realizando rotagdes (transformagdes) unitdrias induzidas por campos cldssicos ressonantes ou
quase ressonantes com a transi¢do atdmica [1]. Para obter tais operagdes unitérias, consideramos o campo

classico
E, = i€, [&} el t9) g eTilwlte)] (2.46)

na equagdo (2.44), sendo &, w,, &, e ¢', respectivamente, a amplitude, freqiiéncia, versor de polarizagdo
e fase do campo. Supondo niveis de paridades opostas, o operador dipolo atdmico d é puramente néo-

diagonal no espago de Hilbert expandido pelos niveis atdmicos de acordo com [1]
d=doc" +d'c, (2.47)

onde d = dd = g(g|rle), e d sdo os elementos de matriz do momento de dipolo de transigdo e d é o versor
de polarizagdo atdmica. Para os versores do sistema cartesiano temos d= % (X £1¥), para uma transigdo
circularmente polarizada—(ri. Uma transigdo polarizada-7t corresponde a d=2[1].

Fazendo uma mudanga para a representacdo de interagdo, o Hamiltoniano torna-se independente do
tempo. Dois dos quatro termos resultantes da expansdo de d - E, oscilam rapidamente no tempo com
freqtiéncia +£2w,, e podem ser desprezados na chamada aproximacdo de onda girante. Assim, obtemos

o0 denominado modelo de Rabi, com o Hamiltoniano [1]
Hp,pi = 300" + 1iiQ(e¥ o™ —e ¥ o), (2.48)
no qual A = w,, — w, € a dessintonia dtomo-campo e
O=2_—-d -&.%, (2.49)

é a freqiiéncia de Rabi cldssica, onde fizemos ¢’ = ¢ + ¢, para ajustar ) tal que seja real e positiva [1].

PERDA DE COERENCIA E TELETRANSPORTE EM ELETRODINAMICA QUANTICA DE CAVIDADES
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No caso ressonante, a oscilagdo de Rabi é uma mera rotacdo de spin, permitindo preparar de maneira
simples um estado qualquer na esfera de Bloch. Para um tempo de interacdo, ou seja, um pulso ()t = 0,

temos a rotagdo arbitraria [1]

(2.50)

cos(0/2) —e?sin(6/2)
el?sin(6/2)  cos(0/2) .

Assim, o 4tomo pode ser manipulado por campos cldssicos e preparado num estado de superposi¢do
arbitrario. Em particular, um pulso-7t/2 corresponde a (0t = 71/2 e resulta em

&) = J=(le) +€¥1g)), lg) = (e ?le) +1g), (251)
ou seja, essa transformagdo superpde le) e |g) com pesos iguais (superposi¢do coerente atdmica). O
pulso-71/2 representa um papel importante em interferometria atomica de Ramsey, se comportando
como um divisor de feixe (beam-splitter) para o estado atomico [1]. A a¢do de um pulso-7r resulta em
le) — el?|g) e |g) — —e ¥ |e), enquanto que a acdo de um pulso-27t resulta em |e) — —le) e |g) — —Ig)
(mesma energia atdmica) [1]. Portanto, para obter exatamente o mesmo estado inicial, devemos realizar
um pulso-47r (duas voltas completas na esfera de Bloch)d. A combinagdo de dois pulsos de campos
classicos (pulsos-7t/2), consiste num interferdometro de Ramsey atomico (também conhecido como zona

de Ramsey), andlogo ao interferometro de Mach-Zehnder [1].

2.2.3. Eletrodindmica Qudntica de Cavidades

Eletrodinamica Quantica de Cavidades (CQED) pode ser definida como a fisica de um spin e um
oscilador [1]. Esse é um exemplo dos sistemas fisicos que tém possibilitado trazer os famosos experimen-
tos de pensamento para o mundo real. No entanto, a realizagdo experimental aparentemente simples

encontra sérios impedimentos, ainda longe de serem totalmente resolvidos pela tecnologia atual.

Emissdo Espontinea. No Hamiltoniano (2.28) omitimos um termo de energia constante, denominada
energia de ponto-zero, a energia das flutuagdes do vacuo. Essa energia é responsavel por muitos efeitos
que ndo podem ser explicados com campos cldssicos, como a emissdo espontanea, o efeito Casimir e o
deslocamento Lamb (shift) [50, 58, 64]. Nos anos iniciais, a CQED era desenvolvida em paralelo com
a teoria de super-radidncia, quando ainda se consideravam atomos (no plural) entre espelhos ou em
cavidades com Q moderados, e um dos objetivos almejados era analisar os efeitos nas propriedades
radiativas de 4tomos, causados pelo confinamento do vdcuo em cavidades, resultando no aumento ou

inibicdo da taxa de emissdo espontanea ou modificagdes do deslocamento Lamb (shift) [1].

Emissio Espontinea no Espago Livre. Para um dtomo de dois niveis, a emissdo espontanea é o salto de um
elétron do nivel |e) para o nivel |g) com emissdo de um féton. Durante muitos anos a emissdo espontanea

atomica foi considerada uma propriedade intrinseca da matéria [60, 64]. No apéndice B apresentamos

9 Didaticamente ilustrado na famosa ‘experiéncia do copo d’agua’ de Davidovich.
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com mais detalhes o procedimento usual para obter a equagdo mestra (na forma de Lindblad) que des-
creve as propriedades estatisticas da emissdo espontanea de atomos de dois-niveis no espaco livre. Para
um atomo de dois-niveis com dipolo elétrico d, a taxa de emissdo espontanea no espaco livre (vacuo), ou
seja, a probabilidade 7, de emissdo de um féton por unidade de tempo (o coeficiente A de Einstein) é

obtida da regra de ouro de Fermi [1, 64]

w3d?

- 3mey hed (2.52)

To
Essa probabilidade pode ser aumentada ou inibida, dependendo das propriedades do ambiente em que

0 dtomo se encontra [60, 64].

Emissdo Espontdnea numa Cavidade. A estrutura de modos do campo é dramaticamente alterada numa
cavidade cujo tamanho é pequeno comparado ao espago livre. Se a cavidade estd ressonante com a
transi¢do atdmica, temos essencialmente a presenga de um tinico modo do campo, distribuido sobre a
largura Aw = w/Q, tal que sua largura de banda é convenientemente descrita pelo fator de qualidade
Q (regime de microondas’). Na situagdo de super-amortecimento, a emissdo espontanea do 4tomo numa

cavidade é dada por [1]

3 QA3
Y=Y 1=y (2.53)

onde A = 27c/w é o comprimento de onda do campo da cavidade, ressonante com a transi¢do atomica
[1]. Assim, para valores de Q e V satisfazendo 1 > 1 e Q < w/4g, a taxa de emissdo espontanea do
dtomo pode ser enormemente aumentada em relagdo ao valor obtido no espaco livre, 0 denominado
efeito Purcell, primeiramente observado no contexto de ressonancia magnética [1, 5, 60, 64].

Por outro lado, a taxa de emissdo espontanea atdmica pode ser também inibida. Por exemplo, isso
é obtido com uma cavidade em grande dessintonia com a transicdo atdomica. Assim, para uma cavi-
dade com alto Q, -y é significativamente reduzida [60]. Os efeitos de aumento e inibicdo de v tém sido
observados por vérios grupos tanto no regime de microondas como 6ptico [64].

Quando Q se aproxima do valor correspondente a transi¢do para o regime de acoplamento forte
(Q = w/4g), o que corresponde a um acoplamento dtomo-campo muito maior que a largura de linha
tanto do &tomo como do campo, a relagdo (2.53) ndo é mais vdlida, e o regime de super-amortecimento

irreversivel se transforma continuamente no regime oscilatério [1].

Modelo de Jaynes-Cummings. Com o subseqiiente desenvolvimento de cavidades (ressonadores) me-
lhores, o acoplamento do 4tomo com um modo do campo na cavidade (devido ao aumento do fator
de qualidade Q) tornou-se um efeito dominante na evolugdo do sistema. As propriedades radiativas
neste regime de forte acoplamento manifestam comportamento totalmente diferentes daqueles observa-
dos no espaco livre [1, 64]. Como exemplo, a emissdo espontdnea é reversivel, sendo substituida pela

denominada oscilagdo de Rabi quéntica [1].

' No dominio 6ptico de freqiiéncias, finesse F [65].
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O modelo que descreve o acoplamento de um dtomo de dois-niveis, modelado por um sistema de spin-
1 e um campo de radiagdo quantizado, modelado por um oscilador harménico, ¢ também utilizado, com
poucas modificagdes, em muitos outros sistemas fisicos, por exemplo, em estado sélido. Historicamente,
o modelo foi introduzido por Jaynes e Cummings [66] como uma idealizagdo da interagdo atomo-campo
no espago livre, tornando-se uma descrigdo bastante precisa das situa¢des experimentais reais, devido
aos recentes avangos em CQED [1].

Considerando apenas um modo do campo eletromagnético e a aproximagao de dipolo elétrico, a
versdo completamente quantica do modelo de Rabi é conhecida como modelo de Jaynes-Cummings

(JCM)®, cujo Hamiltoniano é dado por
Hjcy = hwa'a + %ﬁwegaz —d-E, (2.54)

no qual E é o operador campo elétrico na posi¢ao do dtomo. Aqui tratamos o caso simplificado em que

o dtomo passa pelo centro da cavidade [1].

Aproximagio de Onda Girante. A expansdo do produto escalar do Hamiltoniano de interagdo atomo-
campo (2.54), na aproximagao de dipolo elétrico, resulta em quatro termos. O termo proporcional a ato™
(ac~) corresponde a transicdo de |g) (le)) para |e) (|g)) com a criacdo (aniquilagdo) de um féton. Quando

as freqliéncias w,, e w estdo proximas da ressonancia, esses dois termos correspondem a processos

€8
altamente ndo-ressonantes e contribuem com minimas alteragdes na dindmica, quando comparado com

fo~ e ac™, responséveis pela dinamica usual de emissio e absorgdo de féton

0s termos proporcionais a a
[1]. Podemos entdo desprezar os termos ndo-ressonantes (contra-girantes), na chamada aproximagdo de
onda girante (RWA)', a qual utilizamos também para obter o modelo de Rabi classico. Logo, considerando

um campo mono-modo e ¢ = 0 na equagdo(2.27), o Hamiltoniano d&tomo-campo se reduz a
Hjcy = hwa'a + %ﬁwegaz +ihg(ato™ —ac™), (2.55)

no qual introduzimos a ‘freqiiéncia de Rabi do vacuo™

A€ ~x

a qual mede a intensidade do acoplamento 4tomo-campo, proporcional a energia de interagdo do dipolo

atdmico e um campo classico com amplitude do vacuo na cavidade [1].

Estados Vestidos. Existem muitas maneiras de se resolver a dinamica do modelo de Jaynes-Cummings
[1, 5, 50, 55-57, 59]. Um procedimento importante consiste em encontrar os estados estacionarios do
modelo. Os auto-estados ‘desacoplados’ (‘nus’) do Hamiltoniano livre sdo |e, n) e |g, n) com auto-energias
h(nw £ %a)eg). Quando a dessintonia atomo-campo A = w,, —w (A > 0) é nula ou pequena, comparada

a w, os estados ‘nus’ e, n) e |g, n + 1) sdo degenerados ou quase-degenerados e, a menos do estado [, 0),

$ Acrograma para Jaynes-Cummings Model.
t Acrograma para Rotating Wave Approximation.

. . . . ~k ~ .
Y Por simplicidade, consideramos d - & reais e, portanto, g [1].
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formam uma ‘escada’ infinita de niveis dubletos de energia, separados pela energia fiw com a diferenga
de energia entre dubletos le,n) e [g,n + 1) dada por hA [1]. O operador numero total de excitagdo
N =a'a+ oc*o~, é uma constante do movimento, ja que [N, Hycy] = 0.

Uma vez que o espago de Hilbert desse modelo é expandido por {le,n),|g,n + 1)}, n = 0,1,2,...,
podemos escrever o Hamiltoniano (2.55) como a soma em H,, o Hamiltoniano para o n-ésimo dubleto.

Introduzindo a freqiiéncia de Rabi de n-fétons g, = g/n + 1, podemos escrever H, na forma matricial
H, = hw(n+ )1+ 1i(Ac® +g,0Y). (2.57)

Assim, obtemos as auto-energias de H,, [1]

Ei =hw(n+3%)+10/A2+g2, (2.58)

com o0s auto-vetores, os denominados ‘estados vestidos’

|+,n) = cos(8,/2)le,n) +1isin(6,,/2)|g,n+1),
|—,n) =sin(6,/2)le,n) —icos(6,/2)lg,n+1), (2.59)

sendo 0, = arctan(g,/A) o angulo com a dire¢do 2 na esfera de Bloch [1].

JCM Ressonante. No caso ressonante, 6,, = 71/2 para todo n, tal que os estados vestidos ficam separados

pela energia hig, e sdo dados por
£, 1) = J5(le,n) +ilg,n +1)). (2.60)

A separacao desses estados corresponde a freqiiéncia de troca de energia atomo-campo, podendo ser

interpretada como a versdo quantica da oscilagdo de Rabi [1].

JCM Dispersivo. Um fendmeno notavel, que pode ser interpretado como efeitos de indice de refragdo de
um atomo, sdo obtidos para o sistema dtomo-campo ndo-ressonante. Para A > g , os estados vestidos
tendem para os estados ‘nus’. No limite A — oo |[+,n) — le,n) e |—,n) — |g,n + 1), donde concluimos
que a probabilidade de transicdo atdmica seguida de absor¢do ou emissdo de féton é desprezivel [1].
Contudo as auto-energias dos estados vestidos e ‘nus’ ainda sdo ligeiramente diferentes, como mostrado

na expansdo até primeira ordem nas poténcias de g, /A
Ef =hw(n+ %)+ In(AA+g2/n), (2.61)
cujo efeito é o deslocamento de energia em dois dubletos adjacentes do sistema dtomo-campo [1]. Quan-

titativamente, observamos o deslocamento A,, = hi(n + 1)A para le,n) e A,, = —hinA para |g,n) com

A = g?/A, dependendo do estado do dtomo. O Hamiltoniano efetivo é dado por [1]
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H]egM = hwa'a + %ﬁwegaz + hr(ataci+ ot 0), (2.62)

no qual o efeito de indice de refra¢do atdmico é valido apenas quando o limite dispersivo é satisfeito,
ou seja, A > g, implicando que é um efeito linear contanto que o niimero de fétons ndo seja muito
grande n < (A/g)?. Se isso nao for satisfeito, o espagamento entre os niveis |+,7) e |[+,n + 1) se torna

dependente de 1, ndo sendo possivel definir uma freqiiéncia w independente da intensidade [1].

Atomos e Cavidades. Os experimentos para o modelo de Jaynes-Cummings sdo geralmente realizados
com cavidades de microondas" super-condutoras e dtomos de Rydberg com maximo momento angular
eletrdnico (estados ‘circulares’). Essa constitui uma realizagdo quase ideal do modelo [1]. Muitos outros
detalhes experimentais sobre esses dtomos e cavidades supercondutoras, bem como alguns dos mais
importantes experimentos realizados nesse contexto, podem ser encontrados no excelente livro texto [1],

fonte principal das linhas dessa tese até aqui, bem como em [49, 60, 67, 68].

Atomos circulares de Rydberg. Atomos de Rydberg [68] sdo ferramentas magnificas nesses experimentos,
devido ao fato de que possuem um alto dipolo elétrico e por serem bastante estdveis, com tempo de
vida na cavidade correspondente a T,; = 30 ms, bem como terem seus estados medidos seletivamente
por detectores de ionizacdo de campo de maneira bastante eficiente [1]. O dtomo de Rubidio é o mais
utilizado nesses experimentos, com trés niveis circulares relevantes: le) (|51C)), |g) (150C)) e [i) (149C)),
este ultimo usado como referéncia em alguns experimentos [1]. A freqiiéncia de transi¢do atomica é
Wee /21 = 51.099 GHz, com um alto elemento de matriz de dipolo d = 1775|gla;,. Nesses experimentos,
os atomos circulares de Rydberg representam vdrios papéis, podendo atuar como fontes, divisores de

feixe ou detectores para o campo [1].

Cavidades Super-Condutoras. O aprisionamento de fétons de microondas em cavidades (fechadas) super-
condutoras de niébio de altissimo-Q tem sido decisivo para os atuais experimentos em CQEDY. No
dominio de microondas, os melhores refletores sdo metais super-condutores, os de niébio produzindo
os mais altos fatores de qualidade Q [1]. Os experimentos mais recentes em CQED com dtomos de Ryd-
berg, usam cavidades de Fabry-Perot abertas, para que os d&tomos possam ser manipulados (mantendo a
estabilidade) por campos estaticos. Essas cavidades possuem dois espelhos esféricos altamente polidos,
com as faces paralelas entre si, pelos quais se aplica uma voltagem produzindo um campo praticamente
homogéneo no interior da cavidade, esta com D = 50 mm de didmetro, R = 40 mm de raio de curvatura,
L = 27 mm de largura (= kA/2, A sendo o comprimento de onda associado ao modo do campo na
cavidade) e com freqiiéncia ressonante proxima da transi¢do atomica [51C) — |50C) (51 GHz) [1]. Bas-
tante recentemente, foi construida, por um dos grupos experimentais mais ativos atualmente [69], uma
cavidade super-condutora de niébio (ressonador de microondas Fabry-Perot) com uma técnica especial
de fabricagdo, para o qual o tempo de armazenamento de fétons é T.,, = 130 ms, a 51 GHz e 0.8 K,
correspondendo a uma finesse F = 4.6 x 10°, a maior jamais alcangada em qualquer dominio de freqiién-

cias, um resultado que trds inimeras perspectivas para processamento de informagdo quantica, perda de

v Paralelamente um desenvolvimento semelhante tem sido observado no dominio 6ptico de freqiiéncias [65].
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coeréncia e estudos de ndo-localidade [69, 70]. Com isso, agora podemos falar de cavidades de micro-
ondas armazenando fétons num tempo entre um milésimo e pouco mais de um décimo de segundo, ou
seja, de 3 até 5 vezes maior que o tempo de decaimento dos dtomos, enquanto que o periodo de Rabi
pode ser tdo curto quanto algumas dezenas de nano-segundos, satisfazendo plenamente o regime de
forte acoplamento [1, 69].

Atualmente, a CQED tem atraido cada vez mais o interesse da comunidade de fisica do estado-sélido.
Progressivamente, os fundamentos de CQED estdo sendo aplicados no campo da optronica, que estende
a tecnologia de semicondutores para a Optica, o que promete revolucionar ainda mais esta fascinante area

da fisica [1, 5, 49].
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3. EMARANHAMENTO E TELETRANSPORTE SOB EMISSAO ESPONTANEA

implementacdo prética de teletransporte requer um alto grau de controle sobre sistemas fisi-
cos. CQED foi o cendrio para a primeira proposta tedrica de teletransporte [71]. O primeiro

teletransporte experimental relatado fez uso de pares de fétons correlacionados, produzidos

por conversdo paramétrica descendente [72]. Desde entdo, teletransporte tem sido realizado numa grande
variedade de sistemas [73-80]. Em CQED, uma das propostas mais interessantes é baseada na interagdo
dispersiva de dois dtomos idénticos com um campo mono-modo de uma cavidade (colisdes atdmicas au-
xiliadas pela cavidade) [81]. No caso ideal, este processo resultaria na geracdo de estados perfeitamente
emaranhados (canal sem-ruido).

Do ponto de vista experimental, apesar de o teletransporte usando esse sistema ndo ter ainda sido
realizado, o acoplamento coerente entre 4&tomos numa cavidade ja foi demonstrado [82]. Imperfei¢oes
experimentais, como por exemplo, colisdes de trés dtomos, fazem com que a fidelidade e o grau de
emaranhamento do estado gerado diminuam, e estes efeitos destrutivos podem ser indiretamente vistos
nas probabilidades de detecgdo conjunta, experimentalmente acessiveis. No experimento da referéncia
[82], dois atomos de Rydberg atravessam uma cavidade ndo-ressonante e se tornam emaranhados pela
emissdo e absorgdo virtual de fétons da cavidade. Como conseqiiéncia, tal procedimento é suposto
insensivel a fétons térmicos e perda de fétons da cavidade. Contudo, a existéncia de mecanismos de
perda de coeréncia para os 4tomos, tais como emissao espontanea, podem trazer efeitos destrutivos. Se
um dos dtomos decai, o estado global atdmico torna-se separavel e todo o emaranhamento é perdido.

Neste capitulo, incluimos a emissdo espontanea no sistema de dtomos de dois-niveis interagindo
com um campo de uma cavidade e analisamos o problema da geracdo de estados maximamente emara-
nhados, bem como a utilidade para teletransporte. Calculamos as probabilidades de deteccdo conjunta
e analisamos a dependéncia com relacdo a taxa de decaimento atdmico, para diferentes dessintonias
dtomo-campo. Uma vez que a emissdo espontanea leva o sistema de d4tomos de dois-niveis para um
estado misto, destacamos o principal resultado desse capitulo: o limite superior para o valor da taxa de
emissdo espontanea, abaixo do qual ainda é possivel realizar teletransporte usando este canal ruidoso em
particular.

Gostariamos de chamar atencdo para o fato de que embora a dissipagdo normalmente tenha efeitos
destrutivos na coeréncia quantica, ela também pode permitir a geracdo de estados atdmicos emaranhados
[83] e estados ndo-cldssicos do movimento vibratério de um fon aprisionado [84]. Em outros estudos é
mostrado que uma condugdo adequada do sistema pode compensar as perdas, produzindo a estabili-
zagdo do emaranhamento entre os 4tomos [85], bem como se considerarmos interacdo dipolar direta do

sistema atdmico [86, 87].
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3.1. Atomos Emaranhados com o Auxilio de uma Cavidade

Nesta secdo, consideramos um sistema que consiste de dois atomos idénticos de dois-niveis intera-
gindo com um campo eletromagnético quantizado encerrado numa cavidade de alto fator Q [88, 89],
conforme esquematizado na figura 2. O modelo que descreve esse sistema é conhecido como Modelo
de Tavis-Cummings (TCM) [90, 91], uma generalizacdo do Modelo de Jaynes-Cummings (JCM) [66] para

mais de um atomo.

O Hamiltoniano para esse sistema, na represen-
tacdo de Schrodinger, considerando as aproxima-
¢des de onda girante (RWA) e de dipolo, é dado
por [81]
cavidade, w atomo 1 atomo 2
Hycy = Hy + Hyy, (3.1)
com
H, = hwa'a + %ﬁweg(oﬁ +03), (3.2)
e Figura 2 — Esbo¢o de um sistema constituido de um par

de dtomos de dois-niveis (de freqiiéncia wgg), numa
cavidade (de freqiiéncia w) de alto Q com grande

_ to— 4 + 4 ot
Hyy = hgla' (o7 +oy) +a(oy +o3)],  (33) dessintonia. Os 4tomos interagem entre si através
do acoplamento efetivo auxiliado pela cavidade A.
Consideramos que a taxa de emissdo espontanea y

onde g é a constante de acoplamento &atomo- ) "
é a mesma para cada dtomo.

campo, a' e a sdo os operadores criagdo e aniqui-

+
i

o —o ol o7 =gi) (el e of = lei)(gil sdo,

lagdo de fétons no modo do campo da cavidade, o = o
respectivamente os operadores inversdo, abaixamento e levantamento de excitagdo eletronica, sendo |g;)

(le;)) o estado fundamental (excitado) do 4tomo i e § = w,, —w € a dessintonia d&tomo-campo.

24
E mais conveniente tratar o problema na representagao de interacdo, onde a dependéncia temporal do
sistema é unicamente devida ao Hamiltoniano de interagdo. A transformagdo que leva da representacdo

de Schrodinger para a representacdo de interagdo é dada por

H(t) = U () Hin Uy (1), (34)

onde U,(t) = e Hot/"  Assim, para esse sistema, o Hamiltoniano de interagdo na representacio de

interacdo é dado por
H(t) = hgle ™ a' (o] + 05) + e a(c] +07)]. (3.5)

Como na proposta original de geragdo de estado maximamente emaranhado entre dois atomos [81],
consideramos o limite dispersivo (6 > g) do modelo, no qual ndo hd, efetivamente, trocas energéticas

entre o sistema atomico e o campo da cavidade. Entdo, o Hamiltoniano efetivo (veja apéndice A) é dado
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por [81]

H = hMa'aci +a'aci + oo +0fo, +of0, +070)), (3.6)

onde A = g?/6 é a constante efetiva de acoplamento 4tomo-atomo auxiliado pela cavidade. Os dois pri-
meiros termos descrevem os Stark-shifts dependentes do ntiimero de fétons e os dois tltimos a interagao
dipolar entre os dois &tomos induzida pelo modo da cavidade [81].

Se ndo existe inicialmente nenhum féton na cavidade (estado vacuo), o sistema pode ser descrito por

um Hamiltoniano efetivo de dois &tomos dado por [81]
H=hMo{oy +030, +oio; +0707). (3-7)

O Hamiltoniano acima governa a dindmica desse sistema no caso ideal onde perdas ndo estdo inclui-
das, o qual permite a geracdo de um estado maximamente emaranhado para determinados tempos de
interagdo com o campo da cavidade. Considerando, por exemplo, que o 4&tomo 1 é inicialmente preparado
no estado |e1) e 0 &tomo 2 no estado | ), tal que o estado global dos dois d&tomos é [P) = le1) ®(g2) = leg),

o estado evoluido sera [81]

(1)) = e M [cos(At)leg) —isin(At)|ge)]. (3.8)

Assim, para® tempos de interacgdo ty = (2k + 1)71/4A (k inteiro) o estado (3.8) corresponde ao par EPR

maximamente emaranhado

[YEpr) = %(|€8> —ilge)), (3.9)

o qual pode ser usado para realizar teletransporte fidedigno, conforme relatado em [81].

3.2. Solugdo da Equacdo Mestra

Contudo, numa situa¢do mais realistica, mecanismos de perda podem estar presentes. Dois dos mais
importantes canais de dissipacdo sdo a perda de fétons pela cavidade e a emissdo espontanea de fétons
dos 4tomos em outros modos que ndo o modo do campo da cavidade. Em geral, perdas podem ser
descritas como o acoplamento irreversivel do sistema a um grande reservatorio (veja apéndice B). No
caso de temperatura igual a zero, e considerando o campo da cavidade inicialmente no estado vacuo,
as perdas devido ao amortecimento da cavidade sdo irrelevantes, de acordo com o Hamiltoniano efetivo
(3.7). Por esta razdo, consideramos aqui apenas a emissdo espontanea atomica, a qual tende a degradar
a maxima quantidade de emaranhamento no estado (3.9) até que o sistema atinja o equilibrio térmico
com o reservatorio, ou seja, seu estado fundamental |gg) (estado desemaranhado). Nas aproximagoes de

onda girante (RWA) e de Born-Markov (veja apéndice B), o operador densidade para o estado dos dois

2 Ou, equivalentemente, dessintonias 0y = 4¢%t/(2k + 1)7.
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atomos obedece a seguinte equagdo mestra [57, 92]

ing(t) = [H,o(t)] +ihLye(t), (3.10)

com o Liouvilleano
L,=2y(c].0f +0, .00 —YHoTo] +0505,.)), (3.11)
onde v = 1/T, é a taxa de emissdo espontanea®. Na equacdo acima usamos a notagio de super-

operadores, a ser usada daqui em diante. Super-operadores diferem dos operadores convencionais no
sentido de que apenas atuam da esquerda para a direita e apenas entre si e num operador densidade
(a atuagdo num vetor de estado é indefinida) [93]. Como desenvolvido no apéndice B, tanto os termos
correspondentes a intera¢do dipolar entre os &tomos como os termos correspondentes as taxas de emissao
espontanea coletivas, ambos efeitos induzidos pelo acoplamento com o reservatério (no vdcuo), ndo estao
incluidos na equagdo mestra (3.10) acima, uma vez que estamos considerando os dtomos distantes o
suficiente para podermos desprezar os seus efeitos.

Agora mostramos que a equagdo mestra (3.10) é resolvida exatamente pela aplicagdo da seguinte

transformacao unitaria [94]
u= e_%(”T”;_U;U;), (3_12)

a qual, usando as relagdes (2.42) e de BCH (2.30), resulta em

Ulo U = (07 +03)01 = —J50i(o] —03),
U'oiu = Loiof +o7) = Lot —o3)ei,
Ute,U = \%(01 —0,)05 = \%0‘3(01_ +05),
U'osU = -~ Lo3(of —of) = L0t +03)e3, (51
para os operadores transi¢do atdmica,
H=UHU = fiA(c 0] + 0] 0y) + 1hA(05 — 03) = 2o o], (3.14)

para o Hamiltoniano (3.7) e

L,=U'LU=2y(cy .0 +0,.0f —Hofoy +070,,.)

L, (3-15)

para o Liouvilleano (3.11), o qual é efetivamente invariante sob a transformagcédo, pois o; 7. aio*f —

b Por simplicidade, consideramos que ambos os 4tomos sdo do mesmo tipo e que estdo situados dentro da cavidade em
posi¢des nas quais o campo elétrico é essencialmente o mesmo (figura 2), sendo T,; o tempo de relaxacdo dos dtomos. Nessas
condigdes, portanto, os dtomos devem apresentar taxas de emissdo espontanea iguais.
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;. 0']_-‘— (i,j,k = 1,2) para qualquer estado inicial do sistema. Logo, a equagdo mestra (3.10) torna-se
ihg(t) = ikt (U = [H, g(t)] +ihL,2(t), (3.16)

onde §(t) = Uto(H)U. E importante notar que o Hamiltoniano do sistema, outrora, no espago original
(representacdo de interacdo), descrevendo Stark-shifts (deslocamentos) nos niveis de ambos os dtomos,
acompanhados de uma interagdo dipolar entre os dtomos induzida pelo modo do campo da cavidade,
agora, segundo a transformagdo acima, meramente desloca os niveis atdmicos do atomo 1 [94].

O operador U comuta com N = (7{“(7{ + (73“0’5, ou seja, [U, N] = 0, de modo que a transformagdo
acima preserva o numero de excitagdo total N, simplificando a solucdo do problema em casos onde o
nimero de excitagdo inicial é bem definido. Aqui, consideramos o caso N < 1, pois é consistente com a
preparagdo inicial em que estamos interessados, escolhida em [81], e pelo fato de |ee) ndo ser contemplado
pela dinamica do modelo. Entdo, de acordo com o Hamiltoniano (3.7) e a equagdo mestra (3.16), podemos
nos restringir ao subespaco de Hilbert expandido pela base {leg), |ge), |gg)}. Assim, mudando para um

referencial de acordo com a transformacao unitaria
V(t) = e iHt/h _ efZi/\ta;ro'f, (3.17)
a equacdo mestra (3.16) resulta numa forma mais simples [39]
o) =T o(HT = L,8(1), (3.18)
onde T = UV(t) e 3(t) = T'o(t)T. Logo, ap6s definirmos os super-operadores [93]

IT=T]1+12 Ji=0; .07,

Ltrn ey (=12 (3.19)
a equacdo mestra (3.18) pode ser escrita na forma mais compacta
e(t) =2v(J+L)e(t), (3-20)
cuja solucdo formal é
o(t) = exp [27t(J + L)]2, (3-21)

na qual o estado inicial é transformado de acordo com ¢ = T"oT = U*eU, pois V = 1 em t = 0.

A utilidade desta solugdo reside no fato de que pode ser simplificada pelo desacoplamento do ope-
rador exponencial (veja apéndice B). Uma vez que o comutador dos super-operadores J e L é dado por
[J,L] = —]J, podemos simplificar a soluc¢do (3.21). Do procedimento descrito no apéndice B, podemos

usar uma das duas formas seguintes [93]

exp [27t(] + L)] = exp(2ytL)exp [(1— e_z”’t)]], (3.22)
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ou
exp [27t(J + L)] = exp [(e*" —1)]] exp(27tL). (3.23)
Por conveniéncia, adotaremos aqui a segunda forma acima, e a solugdo (3.21) toma a forma

o(t) = exp [(€*” ~1)]] exp(27tL)0. (3-24)

O estado inicial no qual estamos interessados é ¢ = leg) (eg| = o{ o] o5 o5 . No referencial dado pela

transformacado T esse estado torna-se [39]

+ +

+ - - + - — 4+ — 4 -
00,0, —0[0, —010, +0,0]0,0,). (3-25)

5 1

¢ =3(
A solugdo (3.24) em termos do operador exponencial desacoplado permite obter mais rapidamente for-
mas fechadas mais simples para o operador densidade evoluido do sistema. Assim, é facil mostrar que
a atuacdo do operador exponencial (3.23) transforma cada termo do estado inicial desse sistema de dois

atomos (3.25) de acordo com

[( )J] exp(2vtL)
exp [(e?"' —1)J] exp(2ytL)o{ o, =e o]0y,
exp [(e*" —1)J] exp(2ytL)o oy =e Moy 0;,
exp [(e?" —1)J] exp(2ytL)o o o0, =e ool [oyo, + (¥ —1)oy05], (3.26)

tal que o operador densidade desse sistema de dois 4tomos sob a transformacdo T é dado por
= 1 29t - - - - - — 2t - —
0(t) =z M [ofoioy05 —ofoy —oi05 + 070 0505 +2(e* —1)o7 0] 0505 ]. (3.27)

Nao é dificil mostrar que, quando transformado de volta para o espago original, o estado (3.27) se reduz
a (3.8) no caso ideal (y = 0). Uma vez de posse do operador densidade transformado g, todas as

propriedades estatisticas desse sistema de dois 4tomos podem ser facilmente obtidas®.

3.3. Dindmica sob Dissipagdo

Agora, nos atemos ao estudo do efeito da emissdo espontanea atomica na dindmica do sistema. Con-

sideramos duas quantidades que podem ser obtidas experimentalmente para esse sistema [82, 95].

3.3.1. Probabilidades de Detec¢do Conjunta

7

A primeira quantidade é a probabilidade de detectar os dois 4tomos em um dos quatro estados
produto da base (computacional) {lee), leg) |ge),[gg)), auto-estados do sistema. Uma vez que ndo existe

nenhum mecanismo de bombeio, o estado |ee) permanece despopulado.

¢ Basta lembrar que para um dado operador observéavel A, seu valor esperado (A) é dado tanto por tr[Ag(t)] como por
tr[A9(t)], sendo este tltimo referente a qualquer espaco transformado por operagdes unitarias.
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As probabilidades de detec¢do conjunta para
a preparagdo inicial (3.25) pode ser calculada
usando o operador densidade evoluido transfor-

mado (3.27) e sdo dadas por

Py, = (ng> = tr[f’gg@(t)] =1-e2",

Pge = <~ge> = tr[i)ge@(t)] =e Sinz()‘t)/

Peg = <~eg> = tr[i)eg@(t)] —e COSZ(At>/

P, = <~ee> = tr[Pee@(t)] =0, (3-28)

ou seja, os valores médios dos projetores no espago
transformado P;; = T"ij) (ifIT, (i,j = e, g)-

Na figura 3, mostramos essas probabilidades
em funcdo da dessintonia 4tomo-campo, seguindo
as linhas da referéncia [82], na qual a curva ex-
perimental é apresentada. Nesta figura, é pos-
sivel ver que a emissdo espontanea desempenha
um importante papel nas probabilidades de detec-
¢do conjunta [39]. No caso ideal (y/g = 0), ou
seja, na auséncia de emissdo espontanea, existem
valores da razdo g/J para os quais P,, € igual a
P,,, ocorrendo a geragdo do par EPR (3.9), sendo
que nem [gg) nem |ee) estdo populados. A situa-
¢do é bastante diferente quando se considera um
caso mais realistico, onde os &tomos podem decair
espontaneamente. Embora P, e P, ainda sejam
iguais para determinados valores de g/¢, suas am-
plitudes agora se tornam suprimidas, pois quanto
maior a taxa de decaimento 7y mais importante
se torna a mistura com a componente |gg). Néo
surpreendentemente, este deve ser o caso, pois
espera-se que o estado fundamental se torne mais
populado conforme os niveis atomicos acoplam
cada vez mais fortemente ao reservatoério. Quando
comparamos esses resultados com as curvas expe-
rimentais, imediatamente encontramos caracteris-
ticas comuns. Como apontado em [82], imperfei-
¢Oes tais como contagens erroneas na detecgdo ou
um terceiro atomo atravessando a cavidade, po-

dem levar ao aparecimento de probabilidades nao-
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Figura 3 — Probabilidades de detecgdo conjunta em fun-
¢do da razdo g/d. Pgy, Py, e Py sdo represen-
tadas por linhas sélidas, tracejadas e pontilhadas,
respectivamente. Para todos os casos, gt é conside-
rado igual a 3. (a) v/g = 0; (b) v/g = 0.01; (c)

v/g =0.05;(d) v/g =0.1.
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nulas ilegitimas para Py, e P,, e, consequentemente, a supressdo das probabilidades de detecgdo conjunta
envolvendo outros estados [82, 96]. Contudo, de acordo com o que é mostrado aqui, mesmo se todas
essas imperfeicoes experimentais fossem eliminadas, por exemplo, permitindo apenas dois dtomos den-
tro da cavidade num dado tempo e melhorando a eficiéncia da detec¢do, ainda terfamos uma populagdo
espuria no estado fundamental devido a emissdo esponténea. Pela mesma razdo a quantidade P,, deve
ser suprimida no limite g/6 — 0 (dessintonia infinita). Claro que esses efeitos tornam-se menos im-
portantes quando dtomos com longos tempos de relaxagdo sdo escolhidos. A medida que a dessintonia
vai se tornando pequena, devemos usar o Hamiltoniano original (3.5) ao invés do Hamiltoniano efetivo
(dispersivo) dado pela equacdo (3.7). Para o propdsito da geragdo do estado maximamente emaranhado,
contudo, é mais interessante o limite dispersivo, o qual comega a ser uma boa aproximacado para § > 3g
[82].

3.3.2. Sinal de Bell

¢ _

i =

Z

A segunda quantidade de interesse é o valor esperado Sgeu = (oo

X Y i x Y
oicos¢ + o;sing, onde of e o

?), na qual ¢
sdo os operadores de Pauli para o atomo i. Fixando o
tempo de interac¢io em f, = (2k + 1)m/4A (k inteiro), a variacdo do sinal de Bell (em fun-
¢do de ¢) mede as correlacdes angulares entre as componentes transversas associadas aos dtomos.

Conseqiientemente, esta quantidade fornece uma

medida da pureza do estado gerado. E facil mos-

trar que uma mistura igualmente ponderada dos PERN N

estados leg) e |ge) resultaria em Sgell = 0 para e /\ ,’/\
qualquer ¢. Desta forma, olhar apenas para as , : "
probabilidades de detecgdo conjunta ndo é sufici- Spen 00
ente para decidir se um par EPR foi gerado perfei- , v , v

. -05 L, R \
tamente. Em outras palavras, as probabilidades de / N N

deteccdo conjunta apenas fornecem informacdes a
-1.0
respeito dos elementos diagonais da matriz densi- -10 00 <Pl/0 20 30
T

dade, enquanto que o sinal de Bell fornece infor-
Figura 4 — Sinal de Bell em fungdo da varidvel angular ¢.

magoes adicionais a respeito dos elementos fora > ) ) >
Para todos os graficos, At é considerado igual a

da diagonal da matriz. Como qualquer valor es- 7t/4. Consideramos a razdo /A = 0 (linha s6lida),
perado, esta quantidade pode ser calculada direta- /A = 0.2 (linha tracejada), e /A = 0.4 (linha
pontilhada).

mente do operador densidade transformado (3.27)

e o resultado é
St = (7709) = tr[ei6%0(1)] = e ¥ sin(2At) cos ¢, (3-29)

onde definimos 77 6’? =T'o} o'gT para o operador sinal de Bell transformado.
Particularizando para os tempos especificos de interesse t, = (2k 4+ 1)71/4A, nos quais ocorre a geracao

de um par EPR maximamente emaranhado entre os 4tomos (caso ideal), essa quantidade é dada por [39]
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&P _ —ik+1)my/A

Spen = € cos ¢. (3-30)

Novamente, o efeito da emissdo espontanea dos dtomos é causar uma reducdo da visibilidade das os-
cilagdes, como mostrado na figura 4. O mesmo comportamento foi experimentalmente observado em
[82].

3.3.3. Concurrence

Nesta se¢do analisamos a quantidade de emaranhamento que é compartilhada entre os dois atomos
sob o efeito de emissdo espontanea. Para isso usaremos a concurrence de Wootters [36, 37]. Como a
concurrence ndo é um observavel, precisamos antes de mais nada transformar o estado evoluido (3.27) de
volta para a representacdo de interagdo. Assim, o estado evoluido do sistema no referencial original é

dado por
o(t) = To(HT" = Le " [2cos?(M)o| oy 05 0f +isin(2At)o] oy —isin(2At)oy o)
+2sin*(M)o oy ooy +2(e*" —1)o o o505 ]. (3.31)

Os métodos gerais mais convenientes para o cdlculo da concurrence foram apresentados no capitulo 2.

Aqui, observamos que o estado acima apresenta a forma (base computacional {lee), leg), |ge), |1gg)})

a 0 0O
0 b z 0
t) = , .32
o(t) 0 > e 0 (3-32)
0 0 0 d

a qual aparece naturalmente em uma grande vari-
edade de situagdes fisicas [97—99]. Estados como
(3.32), possuem uma expressdo bastante compacta

para a concurrence, dada por [98]
C =2max [0, |z| — \/ﬁ] (3-33) y

Como ja vimos no capitulo 2, a concurrence varia

de 0, para estados separdveis, até um 1, para es- o0

2.0

tados maximamente emaranhados. Assim, para o
R 1.0
sistema que estamos considerando aqui, a concur- 10 At/

rence é dada pela expressao . B
Figura 5 — Concurrence em fungdo do tempo escalonado

C = e 2" |sin(2At)|. (3.34) At e da razdo y/A.

Na figura 5, mostramos o grafico da concurrence em fun¢do do tempo e da taxa de emissao espontanea
dos dtomos.

O efeito da emissdo espontdnea no emaranhamento dos atomos, ap6és um tempo t, = (2k 4 1)7r/4A
de interacdo com a cavidade, é introduzir um ruido no canal ideal, conforme observamos pela simples

substituicdo desses tempos t, na equagao (3.31)
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o(ty) = flyepr) (Weprl + (1 — f)Igg) (88]- (3-35)

Observando que o estado acima ¢é localmente equivalente ao estado

0= fI¥ )Y I+ (1-f)gg){ggl (3.36)

vemos que se trata de um estado Horodecki, mencionado no capitulo 2, tal que

f = (Peprle(t)[ppr) = (Y lo(t )Y ) = e 2 HmM/A — . (3-37)

Assim, para os tempos de interagdo f,, a Fracdo de Singleto nesse estado equivale ao emaranhamento

quantificado pela concurrence.

3.3.4. Fidelidade de Teletransporte

No sistema tratado aqui, os dois dtomos se tornam maximamente emaranhados em tem-
pos de interagdo especificos quando nenhuma imperfeicdo ou perdas sdo consideradas no mo-
delo. Entdo, uma questdo pratica que naturalmente aparece é: Qual o maximo valor da taxa
de decaimento espontineo dos atomos <y que ainda permite a realizacdo de teletransporte le-
gitimo, embora imperfeito? Respondemos essa questdo usando a fidelidade de teletransporte.
No tempo de interagdo f, = (2k + 1)7t/4A, a Fi-
delidade Méxima de Teletransporte que pode ser
obtida usando o estado (3.9) como canal quantico

é dada por [39]

21 > 21n(2) 00 < Q
L _36ro, pn < g ,\
max 7

%, caso contrario

(338 "
na qual observamos que a concurrence e a Fragdo de

2.0

Singleto também representam os valores maximos
locais para a Maxima Fragdo de Singleto (Fracdo Figura 6 — Fidelidade Maxima de Teletransporte em fun-
Totalmente Emaranhada) £, (2.24). Logo, para ¢do do tempo escalonado At e da razdo y/A.
uma concurrence C < 3 ou, para uma Fragdo de Singleto f < 3, o canal quéntico ¢ inttil para fins de
teletransporte. Quanto maior a taxa de emissdo espontanea 7y, mais rapido o sistema atdomico vai para o
estado fundamental |gg). Assim, agora podemos responder a questdo levantada acima: o sistema prové
um canal quantico adequado para teletransporte, no tempo de interagdo t, = (2k + 1)7r/4A, contanto que
a taxa de emissdo espontanea <y ndo exceda o limite superior v = 2In(2)A/(2k 4+ 1)7. Caso contrério,
uma estratégia cldssica de transmissdo da informacdo que se deseja teletransportar oferece sempre maior
fidelidade que o teletransporte através desse canal quantico.

Da figura 6, é evidente que ndo ¢é apenas para os tempos de interagdo t, que se obtém F,,, > %

Precisamente para esses tempos a fungdo F,,,, apresenta um maximo local para qualquer 7.
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4. ESTADOS COERENTES EMARANHADOS TIPO-CLUSTER

¢y | stados emaranhados multipartidos sdo vitais para uma completa exploragdo de protocolos

de comunicacdo e computacdo quéntica. Um tipo especial de estados emaranhados mul-

Q_ tipartidos, denominados estados cluster [100] tém atraido muita atengdo devido a suas po-
tenciais aplica¢des. Por exemplo, tais estados formam a base para o modelo de Computacdo Quéntica
uni-direcional (one-way), também conhecido como Computacdo Quéntica Baseada em Medidas (MBQC)
[19, 101, 102], uma alternativa a abordagem convencional de circuitos [6]. A geracdo experimental de
estados cluster codificados no estado de polarizacdo de quatro fétons e suas aplicagdes para a imple-
mentac¢do do algoritmo de busca de Grover ja foram relatados [103]. Questdes mais fundamentais como
conceitos fundamentais de Mecanica Quéntica também tém sido estudados no escopo de estados cluster
[104]. Protocolos de Informagdo Quantica incluindo teletransporte e codificagdo densa tém sido propostos
recentemente [105]. A implementacéo fisica de tais estados é entdo de grande importancia e varios sis-
temas fisicos diferentes tém sido considerados com esse propésito. Mencionamos propostas envolvendo
fétons [106-110], fons aprisionados [111-113], Eletrodindmica Quantica de Cavidades (CQED) [114-123],
sistemas hibridos envolvendo CQED e elementos de 6ptica linear [124, 125], e circuitos quanticos super-
condutores [126-128], dentre muitos outros.

Estados cluster tém sido concebidos em sistemas discretos finitos, tipicamente numa estrutura de pro-
duto tensorial do tipo C?> ® ... ® C? (qubits). Motivados pelo grande potencial observado no uso de
sistemas de varidveis continuas de dimensdo infinita em protocolos de Informagdo Quantica [129-132],
apresentamos uma extensdao do estado cluster baseado em qubits (sistemas de varidveis discretas de di-
mensdo finita) para o caso continuo. Para tanto, propomos o uso de estados coerentes [57], visto que
a geracdo e manipulacdo de tais estados ja é bem estabelecida em vérias propostas experimentais, tais
como cavidades de microondas [133] e ions aprisionados [134]. Adicionalmente, estados coerentes tém
sido considerados previamente para teletransporte [74, 135, 136], processamento quéntico de informacéao
[137, 138], e teste de realismo local [139, 140]. Todas essas aplicagdes e caracteristicas interessantes sdo
determinantes para a escolha de estados coerentes para a nossa proposta, os estados coerentes emara-
nhados tipo-cluster, CTECS. E digno de nota que outros tipos de estados cluster de variaveis continuas

baseados em outros tipos de estados (ndo coerentes) ja tém sido discutidos na literatura [141-144].

4.1. Qubit de Estados Coerentes

Os estados bésicos usados nesse capitulo sdo os estados coerentes |x) e |—a), definidos como

I+a) = D(+a)[0) (estado vacuo deslocado), onde D(+a) = e*(@a'—2'a) & ¢ operador deslocamento
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de Glauber [57]. Os estados coerentes possuem a propriedade ttil de que a sobreposi¢do (x|—w) decai
exponencialmente com a amplitude a. Para a = 2, por exemplo, a sobreposicdo é da ordem de 1074, e

para aplicagdes praticas podem ser usados para codificar um qubit |i,) no espago de Hilbert C*> como

[137, 138]
[ha) = cos(6/2)|a) + el sin(6/2)|—a). (4.1)

Os estados coerentes |a) e |[—a) podem ser discriminados (com alta probabilidade) por um esquema de
medida bastante simples, o qual envolve um divisor de feixe (beam-splitter) 50 — 50 conforme explicado
em [137, 138]. Além disso, partindo de um estado coerente |a), um estado arbitrario de um qubit da forma
(4.1) pode ser preparado, a menos de fases globais, usando deslocadores de fase (phase-shifters), divisores
de feixe, meios nado-lineares, e estados coerentes auxiliares [137, 138]. Em outras palavras, portas légicas
quanticas arbitrarias de um qubit |p,) podem ser obtidas combinando componentes épticos e campos.
Para que um conjunto universal de portas logicas quanticas seja completo, uma porta légica controlada
de dois qubits da forma (4.1) se faz necesséria além de manipulacdes arbitrarias de um qubit. Essa porta
l6gica controlada pode ser obtida empregando um protocolo de teletransporte [137, 138, 145]. De face a
todos esses fatos, vemos que um gqubit envolvendo estados coerentes é uma escolha alternativa potencial

para codificar informacdo e manipulagdo em computagdo quantica.

4.1.1. Estados Coerentes Emaranhados

Entdo, podemos dar um passo adiante e investigar sistemas multipartidos descritos por estados coe-
rentes emaranhados. A tentativa é novamente usar sistemas de infinitos graus de liberdade (modos) para

descrever um estado num espago de Hilbert de dimensao finita.

ECS tipo-Bell. O caso mais simples é dado no cendrio bipartido, no qual o estado é descrito no espago
de Hilbert C? ® C2. Trabalhos anteriores [135, 136, 139, 140, 146] propdem e investigam as propriedades

de estados coerentes emaranhados tipo-Bell, dados por

DF) = /N5 (I, ) £ |-, —a)),
) = /NE (I, —a) £ |-, 0), (4.2)

2 ~ . ~ ~ 2 .
onde Ny = 1(1+e**")~! sdo as normalizagdes. Esses estados sio também denominados estados

quase-Bell, em analogia com os estados Bell (2.2)

|[@F) = —=(100) +[11)),

[¥) = 5(101) £[10)), (43)

S|

0s quais formam uma base ortonormal no espago de Hilbert C> ® C?, denotada aqui como Bg. Os
estados (4.2) ndo podem ser formalmente chamados de estados Bell, uma vez que ndo sdo mutuamente

ortogonais para valores finitos da amplitude «. Contudo, a sobreposi¢do (#|—a) tende a zero muito
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rapidamente (tal que /N5 — %) com o aumento de a, conforme mencionado anteriormente. Assim,
os estados quase-Bell (4.2) constituem uma base nado-ortonormal, denotada aqui como Bj,,. Uma das

primeiras propostas de geracdo de estados como (4.2) em CQED é relatada em [147].

ECS tipo-GHZ. Assim, estamos interessados em generaliza¢des de importantes estados multipartidos

baseados em qubits envolvendo estados coerentes. No caso tripartido foi mostrada [31] a existéncia de

dois tipos de estados emaranhados. Quanto as respectivas generalizagdes envolvendo estados coerentes,

a saber, ECS tipo-GHZ;3 e ECS tipo-W3, foi mostrado que violam a versdo de Mermin da desigualdade
1 [’ .

de Bell [148]. Como exemplo, escrevemos a base para os ECS tipo-GHZ3, By, :

\GHZD%3> = \/Nf(la, o, 0) +|—a,—a,—a)),

GEa) = /NS (o~ ) a0, —a)),

‘H;TL,3> = \/N>§E(|—Dé,06,oc> + o, —a, —a)),

Zs) = \/N>3i(|—(x, —a, ) + o, a,—a)), (4.4)
onde N;E = %(l + e_6|"‘|2)_1 sdo as normalizagdes. Esses estados também podem ser denominados

quase-GHZj3, em analogia com a base ortonormal de estados GHZ;3 [149]

IGHZT) = %(moo) +[111)),
G3) = J5(I010) £ [101)),
Hi) = 12(|1oo> +011)),
23) = 5 (1110) £1001)), (4.5)

definida no espaco de Hilbert C2 ® C? ® C?, a qual denotamos aqui como Bgpz,. De maneira semelhante

aos estados quase-Bell (4.2), ndo sdo mutuamente ortogonais para valores finitos de a. Os estados quase-
GHZ3 ndo podem ser formalmente chamados de estados GHZ. Exemplos de propostas originais de

geracdo desses estados em CQED sdo [150] para o estado quase-GHZ;3 e [151] para o estado quase-W3.

ECS tipo-cluster: CTECS. Como ja mencionamos, usando o mesmo método indutivo de [31], foi mos-
trada recentemente a existéncia de 8 tipos diferentes de estados emaranhados genuinamente quadri-
partidos [35]. De maneira similar, é possivel obter as respectivas generalizagdes em termos de estados
coerentes, por exemplo, para os ECS tipo-GHZ, e tipo-W4. Aqui, direcionamos nossa atencdo para uma

dessas classes de estados quadripartidos na forma do estado cluster-4 original [19, 100]:

ICLUSTER; ) = 1(10000) + [0011) + [1100) — [1111)). (4.6)

Em analogia com a base Bell no caso de dois qubits, definimos agora uma base ortonormal B¢, no
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espaco C? ® C2 ® C? ® C? para o caso quadripartido. Esta base contém os elementos [152]

ICLUSTER}) = 1(=£/0000) + [0011) + [1100) F [1111)),

IC5) = 1(/0000) £ [0011) F [1100) + [1111)),

ILy) = 1(+£/0001)  [0010) + [1101) +[1110)),

[UT) = 2(10001) +10010) £ [1101) F [1110)),

S3) = 1(£/0100) +[0111) = [1000) + [1011)),

IT3) = 2(10100) £ 10111) + [1000) F [1011)),

[Ey) = 1(+£/0101) +(0110) + [1001) F[1010)),

IRy) = 2(/0101) #|0110) ¥ [1001) + [1010)). (4.7)

Notamos que os elementos da base B¢, definidos em (4.7) sdo localmente equivalentes pela simples
aplicagdo de operagdes locais de bit-flip. Como conseqiiéncia desse fato, os elementos dessa base pos-
suem a mesma quantidade de emaranhamento. Também podemos mostrar facilmente que realizando
a operagdo trago parcial em trés das quatro partes que formam qualquer dos elementos da base (4.7),
a parte remanescente é deixada no estado maximamente misturado definido por ¢ = 1/d, onde d = 2
para qubits. Entdo, o mapeamento entre os elementos presentes em B¢, apenas faz uso de bit-flips, a
qual é uma caracteristica notavel, ausente em Bg,. Ainda, nem mesmo a base ortonormal Bgpz, tem tal
propriedade, ou seja, mais de um tipo de operacado local deve ser usado para mapear os estados da base
entre si [152].

Propomos agora uma generalizagdo desses estados cluster usando a codificagdo de estados coerentes, a

qual nomeamos de estados coerentes tipo-cluster (CTECS). Assim, a generaliza¢do do estado (4.6) é dada

por [152]
ICLUSTER;&I) = %(sz, o, n) + o, e, —a, —a) + |-, —a, 0, 0) — |-, —a, —a, —a)), (1.8)

e, em completa analogia com a base quase-Bell, usamos B¢, para definir a base de estados coerentes

generalizada (base CTECS) Ba composta dos elementos [152]

\CLUSTERjE ) = l(iloc, a0, 0) + o, e, —a,—a) + |-, —a, 0, x) Fl—a, —a, —a, —a)),

\Cff’ ) = %(Irx a0, 0) £ o, e, —a,—a) Fl—a, —o,a,a) + |—a, —a, —a, —a)),
\Li ) = (Ll a0, —a) Fla,a,—a,a) + |—a, —a, 0, —a) + |—a, —a, —a,a)),
\UfA) o, 0,0, —a) + o, o0, —a, o) £ |—ot, —, 0, —) F |-, —a, —a, ),

tlo, —a, 0, 00) + o, —0, —a, —a) F |-, &, 0, ) + |[—a, 0, —, —ax)),

—

o, —o, o, ) £ |, —t, —t, —) + |—a, &, &, ) F |—a, 0, —at, —x) ),

+lo, —o, 0, —a) + |0, —a, —a, ) + |[—a, &, 0, —) F |-, 0, —a, ),

\/ \/ \/ \/
Il
Nl— NI—= Nj= NI=

—~

o, —a, o0, —a0) + |0, —o, —a, ) F |—a, 0, 0, —) + |—a, 0, —, ) ). (4-9)
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Propriedades. Agora, discutimos alguma propriedades simples da base B¢, . Primeiro, é digno de nota
que os elementos nesta base continuam sendo interconvertiveis entre si através de operagdes bit-flip ge-

neralizadas, agora definidas usando a codificagdo de estados coerentes como [153]

Xlay = P(7)|a) = |—a),
X|—a) = P(7r)|—a) = |a), (4.10)

onde P(7r) = ™ é o operador paridade, sendo 1 0 operador nimero de um campo bosdnico. Dessa pri-
meira segue uma segunda propriedade, a qual estipula que todos os elementos da base B} tem a mesma
quantidade de emaranhamento dependente de a. Essa propriedade pode ser rapidamente observada
ausente tanto na base By, como Bgy,, acima. Dessas duas primeiras propriedades chegamos a uma
terceira propriedade, a qual diz respeito a normalizagdo dos estados dessa base CTECS em particular,
a qual é dada por N;” = 1. Uma outra propriedade bdasica para esses estados é relativa ao operador
densidade reduzido de qualquer das partes que compdem o estado global (obtido realizando a operagao

trago parcial em quaisquer outras trés partes), o qual é uma fungdo da amplitude «
0, = 3 lla) (al (1 + ey o) (—af (1 — e 40F)]. (4.11)

Da equagéo (4.11), podemos ver que no limite de « — oo, o estado ¢, tende a um estado maximamente
misturado no espago de Hilbert C2, pois a sobreposigdo (a|—a) se aproxima de zero. Isto significa que a

base (4.7) pode ser formalmente obtida em termos de estados coerentes (4.9) neste limite.

4.2. Proposta de Implementagdo de CTECS em Cavidades

Nesta se¢do apresentamos uma proposta de implementacdo dos CTECS no contexto de Eletrodinamica
Quantica de Cavidades (CQED). O esquema que temos em mente € retratado na figura 7. Consideramos
dois 4tomos de dois-niveis preparados no estado puro |¢.) = |91)Ig2) = 1gg), sendo le) e |g), respectiva-
mente, os estados eletronicos excitado e fundamental usuais. Conforme descrevemos abaixo, os 4tomos
sdo enviados para atravessar cavidades de alto fator de qualidade Q, as quais sustentam estados coe-

rentes (mantidos por fontes S, i = 1,...,4)%, tal que o estado inicial do sistema global é dado por [152]

[ar) = [Pa)la1)lan)las)|ag) = [99) o, o, o, ). (4.12)

Como mostrado na figura 7, o 4tomo 1 atravessa as cavidades C; e C; em seqiiéncia e o 4tomo 2 atravessa
as cavidades C3 e Cy.

Assim, primeiramente, cada dtomo é enviado para zonas de Ramsey separadas R; e Rp, nas

quais seus estados eletrdnicos sofrem uma rotagdo de um pulso-7t/2°, preparando cada dtomo numa

2 No intuito de um melhor controle sobre a fase dos diferentes estados coerentes envolvidos, a fonte em cada cavidade ndo
pode ser independente [47].
> Em nossos calculos, consideramos ¢ = 7 para a fase do campo classico da zona de Ramsey.
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superposigdo coerente de seus niveis eletronicos

%(Ig) +le)). O aomo 1 (2), entdo, interage dis-

persivamente, em seql'iéncia, com Os campos das
Camy

Cléssfc(())
Externo

cavidades 1 e 2 (3 e 4), conforme mostrado na fi-
gura 7. A interagdo é dada de acordo com o Hamil-
toniano do Modelo de Jaynes-Cummings (JCM)
[66], na aproximacdo dispersiva. Nessa aproxi-
magdo do modelo, ndo h4, efetivamente, qualquer
troca de energia direta entre o 4&tomo e o campo e
este regime é alcancado quando a dessintonia en-
tre a freqiiéncia do 4tomo e a freqiiéncia do campo
A é muito maior que a constante de acoplamento

Figura 7 — Esbogo do esquema proposto. Cada atomo vi-

adtomo-campo g. Contudo, o 4tomo e o campo da ajante atravessa uma zona de Ramsey e duas ca-
vidades, as quais sustentam estados coerentes de

mesma amplitude. Ambos os dtomos interagem
atomo como as fases do campo mudam no tempo. com uma quinta cavidade e um campo classico ex-

Nesse limite dispersivo, conforme mostramos no terno, os quais aplicam uma porta de fase contro-
lada entre os atomos antes de serem medidos nos

detectores. Figura extraida de [152].

cavidade ainda estdo acoplados e tanto as fases do

apéndice A, o Hamiltoniano de interagdo efetivo,
nas aproximagdes de onda girante (RWA) e de di-

polo, pode ser facilmente derivado [154-156] e é dado por
H=hA(a"ac* +oc0), (4-13)

onde a' e a sdo os operadores criacio e aniquilacdo de fétons do campo da cavidade, 0 = cF o~ —0c 0,
o~ =|g){ele o™ = |e)(g] sdo os operadores inversdo, abaixamento e levantamento de excitagdo eletronica
do dtomo, e A = g2/A ¢é a constante efetiva de acoplamento dtomo-campo. Como j& mencionamos, o
Hamiltoniano de interagdo (4.13) ndo promove troca de energia entre os subsistemas. Ao invés disso, apds
um tempo apropriado de interacdo f, uma fase classica é adicionada na amplitude do campo coerente.
Tal deslocamento na fase adquire sinais opostos, dependendo do estado do dtomo. Este processo pode
ser resumido como [70]

g)lee) — Ig)lace™),

le)|a) — e M e)|a e M), (4-14)

Logo, ap6s dispender um tempo de interacdo ¢ = 71/2A em cada uma das duas cavidades, o a&tomo i

(i = 1,2) e as cavidades respectivas sdo encontrados no estado [152]

i) = 5 (80)1B, B) —lei)|=B,—B)), (i=1,2) (4-15)
onde B = ia. Portanto, o estado do sistema todo, logo antes dos d4tomos atravessarem simultaneamente
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uma quinta (daltima) cavidade, é dado por [152]

WJ> = WJ1> & |1l12> = %(|gg>‘ﬁ/ ,B, :BI ﬁ) - |ge>|ﬂ/ IB/ _:BI _:B>
—leg)|=B,—B, B, B) + lee)| =B, —B,—B, —B))- (4.16)

A fim de obter a geracdo do CTECS, precisamos agora realizar a operagdo porta de fase controlada
(CPG) que atue na base Hadamard atdmica |+) = \% (Ig) £1e)), seguida da medida dos estados atdmicos.
A transformacdo CPG desejada é representada pelo operador unitdrio Ucpg, cuja agdo na base Hadamard

atomica é dada por [152]

Ucpgl++) = —|++),
Ucpgl+—) =1+-),
Ucpgl—+) = 1—+),

) =l—).

Ucpgl— (4.17)

A transformagcdo (4.17) acima pode ser implementada nesse sistema com o auxilio de uma quinta (tl-
tima) cavidade (veja figura 7) conforme explicamos agora. Os dtomos sdo entdo enviados para atravessar
essa ultima cavidade ao mesmo tempo, e interagem simultaneamente tanto com o campo quantizado
da cavidade como com o campo cldssico, externamente aplicado. O Hamiltoniano que descreve esse

sistema, na representacdo de Schrodinger e nas aproximagdes de onda girante (RWA) e de dipolo, é dado

por [157]
H' = hwa'a+ 3w, 5* + hig' (a’E™ 4 aZ*) + hQ(e ' £F 4 ' £7), (4.18)

no qual a' e a sdo os operadores criagdo e aniquilagio de fétons do campo dessa tdltima cavidade,
Y: = ci+o3, X =0, +0o,e rt = o'f + 0';, sdo os operadores inversao, abaixamento e levantamento

de excitagdo eletronica coletivos dos dtomos, § = w,, —w é a dessintonia dtomo-campo, g’ é a constante de

eg
acoplamento 4tomo-campo, (2 é freqiiéncia de Rabi e os 4tomos estdo ressonantes com o campo cldssico

externo (w,, = w,). Conforme a dedugéo apresentada em mais detalhes no apéndice A, o Hamiltoniano

de intera¢do na representacdo de interacdo é escrito como [158-160]
H'(t) = hQX* + hg' (e ¥ '™ 4 ax™), (4.19)
onde Z* = £ + £~. Mudando para a base de estados vestidos definida por
+i) = 75 (I81) £ les)), (4.20)

a qual define também a base Hadamard atdmica, e movendo para um referencial de acordo com a

transformacdo unitéria

up(t) = e Mot/ (4.21)
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onde Hj = hQZL*, consideramos o regime de forte acoplamento do campo cldssico com os dtomos, ou
seja, QO > {g/,d}, desprezando os termos que oscilam rapidamente na aproximagdo de onda girante

(RWA), como mostrado no apéndice A. Assim, o Hamiltoniano (4.19) se reduz a [157, 158]

H'(t) = 1hg(e7° a® + & a) L. (4.22)
Como discutido em [158, 161, 162], 0 operador evolugdo temporal para o Hamiltoniano acima é exato.

Escolhendo o tempo de interacdo de forma a satisfazer a condicao
5t =27, (4.23)
sendo m um inteiro, o operador evolugdo temporal se reduz a (veja apéndice A)
u'(t) = e—iQZ"te—%i)\’(Z")zt’ (4-24)

onde A/ = g'*/4.

E facil perceber que, num tempo satisfazendo a condicio (4.23), os dois subsistemas (campo da cavi-
dade e 4&tomos) estdo desemaranhados. O campo da cavidade retorna para seu estado original [162]. Esse
fato permite que o campo quantizado da cavidade seja o estado vacuo ou até mesmo o estado térmico,
deixando essa tltima cavidade insensivel inclusive a perda de fétons [158, 159].

Podemos demonstrar facilmente que o operador evolugdo temporal (4.24) realiza a seguinte operagdo

na base Hadamard atdmica [152]

(t)
u'(t)+-) = [+-),
u'(t)l—+) =—+),
u'(t)—) = e (=)t =), (4.25)

e é adequado para a implementagdo da porta de fase controlada (4.17) como previamente observado em
[158, 159, 162]. Seguindo as linhas desses trabalhos, se fizermos os dtomos dispenderem um tempo de

voo t’ nesta ultima cavidade satisfazendo [152]

ANt =2m, (4.26)

Qf = (2k+)m, (4.27)

sendo k um inteiro, teremos a CPG desejada. Ainda, podemos fazer § = g/, tal que g't’ = 27, satisfazendo
as condigdes (4.23) e (4.26) e escolher a freqiiéncia de Rabi () apropriadamente para satisfazer a condicao

(4.27).
Logo, a transformacdo realizada pelo operador evolugao temporal (4.24) é equivalente a operacao CPG
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(4.20), a qual, na base computacional atdmica, é dada por [152]

Ucpclgs) = 3(188) —Ige) — leg) —lee)),
|

(
Ucpglge) = 3(—Igg) + Ige) —leg) — lee)),
Ucpgleg) = 3(—Ig8) —Ige) + leg) —lee)),
Ucpglee) = 3(—Igg) —Ige) —leg) + lee)). (4.28)

A transformagdo (4.28) acima leva entdo o estado global do sistema (4.16) para [152]
') = %(\gg)\CLUSTER 1)~ \ge)lC 4) —1e8)|Cy 1) + lee)|CLUSTER, ,)). (4.29)

Os estados atdmicos sdo entdo medidos nos detectores seletivos de estado por ionizagdo de campo D e
D, (veja figura 7). E interessante notar que, independente do resultado das medidas dos estados atémicos,
sempre obtemos um estado coerente emaranhado tipo-cluster entre as quatro cavidades espacialmente
separadas, pertencente a base B¢, . Por exemplo, nos eventos em que 0s dtomos sdo detectados no estado

|gg), obtemos o estado [152]

ICLUSTER; ;) = 5 (I8, B, B, B) + 1B, B, —B, —B) + =B, —B, B, B) —|-B,—B,—B. —B))- (4-30)

Além disso, podemos observar que outras preparagdes iniciais como [P,r) = [g9)la, &, &, —), [Pas) =
1gg) o, —a, o, ), € |ihas) = |gg) |, —a, &, —a) sdo suficientes para gerar os outros elementos da base B&.
Alternativamente, isso pode também ser obtido apds a geragdo, enviando dtomos para atravessar cada

cavidade, adicionando assim fases cldssicas na amplitude dos campos coerentes, constituindo operacoes
bit-flip [152].

4.2.1. Medida do Campo Coerente na Cavidade

Como ja mencionamos, estados cluster sdio bem conhecidos por suas aplicagdes em Computagdo Quan-
tica Baseada em Medidas (MBQC), ou seja, Computagdo Quantica de uni-direcional [19, 101, 102]. Em
se tratando de qubits, um estado cluster altamente emaranhado é preparado a priori e um conjunto de
operagdes locais e medidas, auxiliadas por comunicagdo cldssica entre as partes, sdo cuidadosamente
escolhidas e realizadas em cada qubit, a fim de obter a computacdo desejada. Para que nossa imple-
menta¢do de CTECS em cavidades seja 1til em esquemas similares de computacdo baseada em medidas,
precisamos considerar um mecanismo para medir cada campo das cavidades na base {|«),|—«)}. Um
esquema possivel de medida é relatado em [163], o qual é delineado aqui para completeza. O esquema

reside na escolha do operador medida (projetor) [152]

Poc = |0‘> <“|/ (4-31)
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e do operador complementar a este

Qoz = ]I-_Poc' (432)

Podemos facilmente observar que tais operadores satisfazem a relacdo de fechamento

PP, +QlQ, =1, (4-33)

a qual expressa o fato de que as probabilidades associadas com a cada resultado somam a unidade [6].
Uma maneira possivel de projetar o campo da cavidade no estado |«) é aplicar o operador deslocamento
D(—uw), realizando a transformagdo P, — [0)(0|, seguida por uma proposital diminui¢do do fator de
qualidade Q da cavidade, permitindo que o campo escape da cavidade. Assim, nos eventos em que
nenhum féton é detectado fora da cavidade, o estado do campo é projetado em ) (|, efetivamente
realizando a medida P,. A fim de projetar o estado do campo em |—«) (—«|, devemos seguir esse mesmo
procedimentos apenas alterando o sinal de «.

Desafortunadamente, este esquema é intrinsecamente probabilistico, o que parece colocar um limite
na qualidade da medida do campo da cavidade na base {|a),|—a)}. Contudo, acreditamos que novos
esquemas podem ser propostos num futuro préximo, visto que estados coerentes vem sendo extensiva-
mente considerados nos campos de Optica Quantica e, mais recentemente, Informacdao Quéntica.

Vale a pena enfatizar que este nosso esquema de geragio nao é limitado a sistemas de Optica Quantica.
Na verdade, o Modelo de Jaynes-Cummings (JCM) e suas diferentes generalizagdes sdo possiveis de
serem implementados em muitos sistemas de matéria condensada interessantes, tais como jun¢des super-
condutoras [164], bem como mais recentemente em sistema hibridos de 6ptica e semicondutores [1, 49].

Assim, nossas idéias podem ser, em principio, bem convenientes para implementacdo em tais sistemas.

4.2.2. Viabilidade experimental

Agora apresentamos algumas consideragdes a respeito da viabilidade experimental do esquema, num
sistema real consistindo de atomos de Rydberg e cavidades de microondas [165, 166]. Primeiramente,
devemos notar que a preparagdo de estados coerentes em cavidades de microondas é basicamente a
injecdo de um campo cldssico antes da passagem do atomo. Isto pode ser realizado com facilidade
atualmente [165, 166]. No que concerne os atomos, zonas de Ramsey sdo conhecidas por realizar as
rotagdes iniciais, também com boa fidelidade, na situagdo atual dos experimentos em Eletrodinamica
Quantica de Cavidades (CQED) [165, 166]. Assim, ndo se exige tanto da preparagdo inicial do estado do
sistema.

Agora, o0 aspecto mais importante a ser investigado é a comparagado entre o tempo total que os a&tomos
dispendem ao atravessar todas as cavidades, com os tempos de relaxagdo envolvidos no problema. Cada
cavidade possui um tempo de armazenamento de fétons T,, = 130 ms [69, 167], e os tempos radiativos
T, para &tomos de Rydberg sdo da ordem de 30 ms [165, 166]. Desprezando a separagdo espacial
entre as cavidades, o protocolo de geracdo leva um tempo T = 2 x 71/2A +27t/A’. Considerando g =

g = 2mx25kHz e A = 27 x 8¢, observando as condicdes (4.23) e (4.26), temos o tempo total de
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geracdo do CTECS dado por T ~ 1.045 ms. Logo, temos T_,,/T ~ 124 e T,,/T =~ 29 o que indica
que a implementacdo de nosso esquema [152] pode ser vidvel no presente estado-da-arte em sistemas de
cavidades super-condutoras. Contudo, enfatizamos que uma andlise mais completa deve exigir o estudo
da evolugdo temporal do estado inicial do sistema (dois 4tomos e cinco cavidades) sob a presenga de

mecanismos de relaxagdo e amortecimento da fase, durante o tempo de geragao®.

4.2.3. Generalizag¢do para 2p-Cavidades

Quando se pensa nas aplica¢des potenciais em Computagdo Quéntica Baseada em Medidas (MBQC)
[19, 101, 102], é interessante extender nosso esquema de geragdo para um ntmero arbitrario de cavidades.
Para esse proposito, ao invés de atravessarem apenas duas cavidades, cada um dos dois dtomos devem
agora atravessar p-cavidades em linha antes de interagir, segundo o Hamiltoniano (4.13), com a tltima
cavidade. A interagdo dtomo-campo em cada uma das 2p-cavidades é ainda dispersiva, conforme descrita

pelo Hamiltoniano (4.13). Entdo, o estado inicial do sistema seria escrito como

|Pas) = 188) 1) P |a) ©P, (4-34)

e todos os tempos de interagdo sdo ainda dados por 71/2A, ou seja, sdo independentes de p. Assim, antes

de atravessar a ultima cavidade, o estado do dtomo i, e suas respectivas p-cavidades seria dado por

i) = 75 (80)1B)°F + (=) lei)|=B)“P). (4-35)

Logo, ap6s um tempo de interagdo 27\’ com a ultima cavidade (também independente de p), e uma
medida subseqiiente dos estados atdmicos, por exemplo, em |gg), o estado das 2p-cavidades colapsa no
estado [152]

ICLUSTERY ) = /NS, (IB)°718) 7 — 2, B) P |—B)7 — 2, /—B) *¥IB)°F — 21—B)*P|—B)°F),  (4:36)

onde NZJ; =11+3(1- zr,)e*‘”"”"z]*1 ¢ a normalizacao e z, = (—i)” € uma fase. Este é um exemplo de

CTECS envolvendo 2p elementos, sendo p um nimero inteiro positivo arbitrério.

4.3. Perda de Coeréncia por Perda de Fétons

Analisamos agora o efeito da perda de coeréncia no CTECS logo ap6s completar o protocolo de
geracdo. Como ja medimos os d4tomos e a tltima cavidade do protocolo também néo faz parte do estado
gerado, consideramos aqui apenas as perdas devido ao amortecimento das amplitudes dos campos das

demais cavidades, ou seja, a perda de fétons pelas paredes das cavidades que formam o CTECS até que

¢ Uma vez que, durante a geragdo, dtomos e campos se emaranham, o tempo de perda de coeréncia passa a depender da
amplitude inicial dos campos.



46 4.3. Perda de Coeréncia por Perda de Fétons

esse estado, compartilhado pelas 2p-cavidades, se degrade totalmente. Por simplicidade, consideramos
iguais as taxas « de perda de fé6tons em cada cavidade do CTECS.

Como mostramos mais adiante, realizamos uma recodificagdo dos elementos que formam o CTECS
das 2p-cavidades expandidos no espaco de Hilbert 2p-dimensional C? @ C?...C? @ C? para o espaco
bidimensional C? ® C2. Com isso, resolvemos a equacdo mestra do problema obtendo a evolugdo do
CTECS sob a acdo de perda de fétons nas cavidades, analisando o emaranhamento através da concurrence
de Wootters e a Fidelidade Maxima de Teletransporte que pode ser obtida com esse canal ruidoso em
funcdo dos parametros envolvidos, a amplitude inicial do campo coerente nas cavidades « e a taxa de
amortecimento das cavidades x. Para obter tais resultados, como veremos, é necessirio também a cons-
trugcdo de uma base ortonormal de estados coerentes, para contornar os problemas com a ortogonalidade

e fechamento, caracteristicos de estados coerentes.

4.3.1. Solu¢do da Equagdo Mestra

Observando a simetria do estado CTECS (4.36), gerado entre as 2p-cavidades, podemos reescrever

esse estado na forma

ICLUSTERY ) = /No, (1By Bp) = 2,1Bpr —Bp) = 2pl=Bs By) = 2p1=Bpr —Bp)), (4-37)
na qual |B,) = [B)*", e|—B,) = |-B)“P, representam os novos qubits de estados coerentes recodificados, de

forma a responderem como qubits de um espaco de Hilbert de duas dimensdes. Assim, as p primeiras
cavidades do estado (4.36), as quais foram atravessadas pelo d&tomo 1 durante o protocolo de geragéo,
sdo agora definidas como sendo um qubit e as p tdltimas cavidades do mesmo estado, as quais foram
atravessadas pelo dtomo 2 nas mesmas condi¢des observadas para o conjunto de cavidades do &tomo
1, sdo agora definidas como sendo outro qubit, formando assim um estado emaranhado bipartido de
estados coerentes, dependente do ntiimero de cavidades que formam o CTECS.

Ap6s a geragdo do CTECS, o mecanismo de perda de coeréncia mais importante é o amortecimento
das amplitudes iniciais dos campos coerentes das cavidades que formam o estado, o qual, portanto,
consideramos aqui. Modelamos aqui reservatérios individuais para cada uma das cavidades, todas elas
com taxas de decaimento de fétons iguais k. Assim, para reservatérios no vdcuo, o canal quantico
emaranhado inicial

0= |CLUSTER;;2P)<CLUSTER;F’2P| =

Nﬂ,(lﬁp, Bp) By, Byl — Z;‘ﬁpr Bp){Bp, —Bpl — Z;‘ﬁpr Bp)(—Bp, Bpl — Z%‘ﬁpr Bp)(—Bp, —Byl

- Zp‘ﬁp/ —Bp) Bp: Byl + 1By, —Bp) (Bp, —PBpl + |Zp|2|,3pf —Bp){—Bp., Bpl + Z;U%p/ —Bp){—Bp,—Byl

—2z,|—Bp, Bp) By, Bpl + ‘Zp|2|_ﬁpl Bp) By, —Bpl + =By, Bp) (—Bp, Byl + Z;|—ﬁpr Bp) (—Bp, —Byl

- Z%‘_ﬁpf —Bp){Bp, Bpl + Zp‘_:BP' —Bp){Bp, —Bpl + Zp|_;BP' —Bp){—Bp Bpl +1=Bp, —Bp) (—Bp, —Bpl),
(4-38)

evolui para um estado de mistura estatistica, perdendo fétons a uma taxa x = 1/T,,, sendo T,

cav O tempo
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de armazenamento (relaxacdo) de fétons em cada cavidade, até que o sistema atinja o equilibrio térmico
com os reservatorios, ou seja, o estado véacuo |0)“?|0)®?, perdendo completamente o emaranhamento
inicial. Nas aproximacdes de onda girante (RWA) e Born-Markov (veja apéndice B) o operador densidade

para o CTECS obedece a seguinte equagdo mestra [93, 136, 168]

o(t) = Leo(t), (439)

com o Liouvilleano
Li=2x) (a;.af —3{afa;,.}), (4.40)
i

que representa o Liouvilleano coletivo de todas as 2p-cavidades.

Assim, ap6s definirmos os super-operadores [93, 168, 169]

7= 1T, Ji=a;.a},

L=) L, L =-}afa,.},

i

(i=12) (4.4

a equagdo mestra (4.39) pode ser escrita na forma mais compacta

o(t) = 2x(J + L)e(t), (4-42)

cuja solucado formal é

o(t) = exp [2xt(J + L)] e (4-43)

Como mostrado no apéndice B, essa solugdo pode ser simplificada pelo desacoplamento do operador
exponencial. O calculo do comutador dos super-operadores J e L resultaem [J, L] = —], tal que podemos

reescrever (veja apéndice B) o operador exponencial como [93]

exp [2xt(J + L)] = exp(2xtL) exp [(1 —e >)]], (4-44)

ou

exp [2xt(] + L)] = exp [(e™ —1)]] exp(2xtL). (4.45)

Como estamos considerando decaimento em modos de cavidades preparadas inicialmente em estados

coerentes, daqui em diante, adotaremos a primeira forma acima, e a solugdo (3.21) toma a forma

o(t) = exp(2xtL) exp [(1— e >*)]] . (4.46)

Essa forma da solugdo da equagdo mestra é mais conveniente aqui, pois o estado coerente |a) (x| é um

auto-operador do super-operador J [93]. Assim, a acdo do operador (4.44) num elemento ndo-diagonal
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do estado inicial (4.38) é dada por

2|1X|2

exp(2xtL) exp [(1—e ") J]IB,)(Byl = e " |B,) (B}, (4-47)

na qual |B,) = [B,T), T = exp(—2kt) e r = /1 — 72 é 0 tempo normalizado. Quando t =0, T =1 er = 0.

Quando t — oo, T — 0 e r — 1. Assim, o operador densidade evoluido é dado por

e(t) =

N3, 1By, Bp) By Byl =2, \By, By) (Bp —Byl — 2,|Bp, Bp) (— By Bpl — Z41Bp, By) (—Bp, —Pyl
~Z2,|Bp,—Bp){Bp

—Z,|—Bp, B ><5 Byl + 12,2 1=Bp, Bp) (B, —Bpl + |=Bp, Bp) (—Bp, Bpl + 25| =Bp, Bp) (—Bp, —Byl
_~2| ﬁpr B ><,B B +Zp|_ﬁP'_IBP><:BPI_ﬁP|+Zp|_ﬁl7’_:3}7>< ﬁprﬁp‘+| ﬁpr ,3p>< ﬁpr_,gp‘)r

Byl 1By, —Bp) {Bp, —Bpl + 12,12 1By, —Bp) (—Bp, Bpl + 2 Zy1Bp, —Bp) (—Bp, —Bpl

onde Z, = (—i)” e 2rr*l” - Observamos que este estado evoluido, segundo a dindmica da equagao (4.43),

possui a distintiva caracteristica de manter sua normalizagdo independente do tempo.

4.4. Dindmica sob Dissipagdo

Nesta se¢do o intuito é analisar os efeitos da perda de fétons pelas cavidades usando as defini¢des de
medida de emaranhamento dada pela concurrence de Wootters [36, 37] e de fidelidade de teletransporte
[48], j& bem estabelecidas para sistemas bipartidos. Agora que recodificamos o nosso CTECS de modo a
satisfazer uma expansdo nesse espago de Hilbert bidimensional, devemos construir uma base ortogonal
a partir dos estados coerentes ndo-ortogonais |a) e |—a) que formam o CTECS no espaco recodificado,
definidos na se¢do anterior, de modo a permitir a obtengdo das quantidades desejadas sem enfrentar

problemas com a questdo da ortogonalidade presente nos estados da base de estados coerente original.

4.4.1. Base Ortonormal de Estados Coerentes

Como ja vimos, é possivel considerar estados coerentes num espago de Hilbert bidimensional C2 @ C2.
No nosso caso, antes, tivemos que fazer uma segunda codificagdo para que um estado definido no espago
de Hilbert 2p-dimensional C? ® C?...C? ® C? pudesse ser considerado no espago bipartido de interesse,
uma vez que isso torna o problema o mais simples possivel, pois estados emaranhados de dois qubits sdo
bastante bem entendidos atualmente, com defini¢des totalmente esclarecidas sobre o emaranhamento
entre as partes que formam o estado de interesse.

Do teorema de Gram-Schmidt, sabemos ser sempre possivel construir uma base ortonormal expan-
dida num espaco n-dimensional partindo de n vetores lineares independentes [136]. Um dos exemplos
mais simples é construir a base ortonormal formada pelos denominados estados coerentes par e impar

(estados gato par e impar) [170-173], superposi¢des dos estados ndo-ortogonais e lineares que ja estamos
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considerando aqui, |B) e [—B). Assim, temos a base de estados coerentes par e impar dada por

B) = VNE(B) £1-B)), (4-49)

onde N* =1(1+ e 2k)~1 530 as normalizacoes.

Na recodificagdo considerada aqui, temos produtos de 2p estados coerentes, sendo os p primeiros
(altimos) estados coerentes formando o primeiro (segundo) qubit de estados coerentes emaranhados
recodificados no espago bidimensional. Assim, vamos agora, de uma maneira similar, definir a seguinte

base ortonormal® em termos dos estados |8,) e |—f,)

B2) = /NS (B,) £1-By)), (4:50)

onde N;E T1te? **)~1 s40 as normalizacdes.
Usando essa base {|;)),|8,)} que acabamos de escrever, definimos agora uma base padréao ortonormal

no espago de Hilbert C? ® C?, conveniente para os propésitos neste capitulo:

UBE, BB By ). 1By B 1By By (4-51)

E facil mostrar que a base padrdo acima é ortonormal para qualquer valor de . Sua forma em termos

dos estados |+f,) é dada por

By Bp) =N, (1By, By) + 1Bp,—Bp) +1=Bp, Bp) + =By, —Bp)),

|ﬁ+':Bp> =\ N+N ‘ﬁpfﬁp |,3pr_ﬁp> + |_,Bpr13p> - |_5pr _,3p>)r
By By ) = /Ny Ny (1Bp, Bp) +1Bp, —Bp) —|=Bp, Bp) — |1=Bp, —Bp)),
|;B;/;Bp> Np (|:3P/ﬁp> — By, _,Bp> - |_5pr,3p> + =By, _5p>)- (4.52)

Para proceder com a restricdo para o espago de Hilbert C? ® C? até mesmo para estados mistos, os

vetores da base ortonormal (4.50) sdo agora dependentes de ¢

BE) = /N5 (1) £ 1-B,)), (4.53)

onde N E=11201- e~47I**)]-1 Da mesma forma, a base padréo (4.52) dependente de t é

By, By) = Ny (1Bp, By) + 1By, —Bp) + =By, Bp) + =By, —Bp)).

By By) = /NS Ny (B Bod — 1By —By) + 1B By) — 1By —Bp)),

By By ) = /Ny Ny 1By, Bp) + 1By, —Bp) — =By, Bp) — =By, —Bp)),

By, By) =N, (1Bp, Bp) —1Bps—Bp) —1—Bps Bp) + 1=Bp,—Bp))- (4.54)

d Observar que | ﬁff) £ | ﬁi>®p, ou seja, representa uma mera notagéo.
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Embora sejam estados dependentes do tempo, a ortogonalidade é sempre mantida até ¢t — oo [174].
Assim, ao reescrever o estado (4.48) na base ortonormal (4.54), estamos em perfeitas condigdes de
analisar perda de coeréncia e teletransporte com qubits de estados coerentes emaranhados recodificados

no espaco de Hilbert bidimensional, inclusive para estados de mistura.

4.4.2. Concurrence

Uma maneira conveniente de calcular a concurrence para o estado (4.48) é reescrever tal estado na
base ortonormal (4.54), que pode ser considerada a base padrdo para os estados coerentes recodificados
considerados aqui. Assim, dos possiveis procedimentos para calcular a concurrence discutidos no capitulo

2, consideramos
C =max(0,A1 — Ay — Az — Ay), (4-55)

onde os parametros A; (i =1,...,4) sdo as raizes quadradas dos auto-valores, em ordem decrescente, do
operador ndo-Hermiteano @9, escrito na base padrdo de estados ortonormais que escrevemos na segao

anterior (4.54) [136], e
0= (cV®dc¥)e (¢! ®aY), (4-56)

é o operador spin-flipped, onde ¢* é complexo conjugado de g.

O gréfico da concurrence em fun¢do da amplitude e do tempo de decaimento normalizado r/7,, revela
um efeito interessante para esses estados CTECS restritos ao espaco de Hilbert bidimensional: a morte
stubita de emaranhamento (ESD) [99]. Observando a figura 8, vemos que para pequenos valores da
amplitude inicial «, o canal desemaranha apenas quando r — oco. Quanto maior a amplitude inicial &
mais rdpida a morte stibita do emaranhamento (figura 8).

Observamos também a existéncia de uma compensacdo da nao-ortogonalidade entre la) e |—a) com
o aumento do ntimero de pares de cavidades p. Em principio, é possivel ajustar o ntiimero p de pares
de cavidades para o qual temos uma maxima quantidade de emaranhamento para valores pequenos da

amplitude inicial a.

Figura 8 — Concurrence em fungéo de r/7y (feay = V1 —e72) e a para p = 1 (esquerda) e p = 10 (direita).
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4.4.3. Fidelidade de Teletransporte

Suponhamos agora que Alice quer teletransportar um estado de superposicao de estados coerentes

como

) = alBp) + bl—pp), (4.57)

com coeficientes ndo-conhecidos a e b usando o canal ruidoso ¢(f) [136]. O estado acima pode também

ser representado em termos da base ortonormal (4.53)

) = a'|Bp) +V'|—PBp). (4-58)

Assim, uma vez compartilhando com Bob o canal emaranhado ¢(t), Alice pode realizar o protocolo
padrio de teletransporte. E importante frisar a complexidade da realizagao experimental desse procedi-
mento nesse sistema que estamos considerando. Quanto maior o ntimero p de cavidades que formam
o CTECS compartilhado entre Alice e Bob maior deve ser a dificuldade em se realizar as operacdes pre-
vistas para completar essa tarefa. Um primeiro problema é a questdao da medida dos campos dessas
cavidades como ja discutido. A outra dificuldade adicional é o sincronismo que deve existir entre as
medidas individuais de cada uma das p cavidades de cada laboratério para resultar numa tinica medida
(projecao na base Bell) efetiva para o espago recodificado bidimensional. A seguir analisamos a fidelidade
de realizagdo de teletransporte nesse sistema, deixando de lado esses inconvenientes, os quais esperamos
que sejam resolvidos em trabalhos subseqiientes.

Como vimos no capitulo 2, a Fidelidade Maxima de Teletransporte obtida usando um estado bipartido

como canal quantico é dada por [48]:

2 +1
Fmax = frna;’(’ (459)
onde fmax € a Fracdo Totalmente Emaranhada [26]:
fmax = fﬁ‘ﬁx<¢|9|¢>/ (4.60)

com o maximo tomado sobre todos estados maximamente emaranhados. Seguimos aqui o0 mesmo proce-
dimento descrito em [26] para calcular fmax: Escrevemos ¢(t) na base magica |m;) (2.9), agora em termos
dos estados da base (4.53), tal que fmax é simplesmente o maior autovalor da parte real de ¢(f) quando
escrito nesta base. Ressaltamos que também poderiamos ter considerado essa mesma base mégica de
estados gato par e impar, para o célculo que fizemos para obter a concurrence para esses estados CTECS
recodificados no espaco de Hilbert bidimensional. Assim, substituindo o resultado encontrado para f,,
em (4.59) obtemos os gréficos para a Fidelidade Maxima de Teletransporte para o estado ¢(t) (4.48).
Analisando a figura 9, observamos que para pequenos valores de a o canal permanece util para
teletransporte até t — oo. Para tempos muito menores que o tempo de relaxagdo das cavidades, o canal
é sempre til para teletransporte, mesmo para amplitudes iniciais dos campos das cavidades em torno

de a = 1 ou maiores. Porém, como esperado, os efeitos da perda de fétons se tornam maiores & medida
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Figura 9 — Fidelidade Méxima de Teletransporte em funcédo de r/r.,, e « para p = 1 (esquerda) e p = 10
(direita).

que consideramos amplitudes iniciais maiores. Devido a compensagdo entre a e p, é possivel obter uma
Fidelidade Maxima de Teletransporte acima do limite cldssico, mesmo para valores de & menores que
1. Tal situacdo é melhor ilustrada na figura 10. Quando & = 0.5, é melhor dispor de p = 10 pares
de cavidades se o teletransporte for realizado durante um tempo r ~ 0.15r,,, p = 2 se realizado até
r =~ 0.7r,, € p = 1 mesmo depois de r = r,,. Quando a > 1 é sempre melhor dispor de um ntimero

pequeno de pares de cavidades.

1.0

max max

2/3 2/3

05 . . . . . 05 . . .
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

7/ eav 7/ eay

Figura 10 - Fidelidade Maxima de Teletransporte em funcdo de r/r., para « = 0.5 (esquerda) e « = 1.0
(direita), com p =1 (azul), p = 2 (verde) e p = 10 (vermelho).
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5. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

esumimos agora as conclusdes para os principais resultados obtidos nesta tese, apresentando

N
.<' em seguida as perspectivas de trabalhos futuros e eventualmente extensdes que podem ser
h J prontamente verificadas a partir dos resultados obtidos aqui.

No capitulo 3, investigamos o efeito da emissdo espontanea atdomica na geracdo de estados maxi-
mamente emaranhados, com enfoque na utilidade para realizacdo de teletransporte. Mostramos que
observaveis experimentais, tais como probabilidades de detec¢do conjunta e fung¢des de correlagao envol-
vendo componentes transversas das matrizes de Pauli (Sinal de Bell) sofrem uma redugéo na visibilidade
devido ao efeito do decaimento atdomico. Calculamos a quantidade de emaranhamento (concurrence) en-
tre os 4tomos, na qual mostramos que uma quantidade aprecidvel de emaranhamento é necessaria para
permitir a realizacdo de teletransporte com o canal quantico compartilhado entre os dtomos. Através do
cdlculo da Fidelidade Maxima de Teletransporte, encontramos o limite superior para o valor da taxa de
emissdo espontanea, abaixo do qual ainda é possivel realizar teletransporte usando o canal ruidoso for-
mado pelos d&tomos. O conhecimento desse limite superior para a taxa de decaimento que ainda permite
a realizagdo de teletransporte, tal como encontramos aqui, é de importancia central para a implementagdo
desse canal quantico num experimento real. O efeito considerado aqui, pode ser reduzido se a emissdao
espontdnea é desprezivel em comparacdo com o tempo necessdrio para a realizacdo de teletransporte.
Esse é caso se escolhermos atomos com longo tempo de relaxagdo [82]. Contudo, se estivermos inte-
ressados numa situagdo mais geral, os efeitos da emissdo espontanea ndo sdo despreziveis e devem ser
levados em conta.

No capitulo 4, propusemos um novo tipo de estados emaranhados multipartidos envolvendo estados
coerentes (CTECS) que generalizam os estados cluster usuais. Tais estados formam uma base interessante
para expandir estados de 4 qubits gerais uma vez que todos os elementos dessa base possuem a mesma
quantidade de emaranhamento. Acreditamos que tal base pode encontrar muitas aplicagdes em protoco-
los de teletransporte baseados em nossa proposta, os CTECS. Apresentamos também uma proposta de
implementagéo real em um sistema de Optica Quantica, o qual consiste de dtomos de Rydberg e cavi-
dades de microondas, e concluimos que nossas idéias podem, em principio, ser implementadas com a
tecnologia atual.

Consideramos também uma extensdo do esquema de geracdo dos CTECS para 2p-cavidades. Fa-
zendo uma recodificacdo desses estados multipartidos para o espaco de Hilbert bidimensional, auxiliada
pela consideracdo de uma base ortonormal, escolhida convenientemente, para contornar os problemas
com a ndo-ortogonalidade de estados coerentes, investigamos o efeito da perda de coeréncia por perda

de fétons, pelas paredes das cavidades do estado CTECS gerado entre esses 2p elementos (cavidades),
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quantificando numericamente seu emaranhamento através da concurrence e sua utilidade para fins de te-
letransporte através do calculo da Fidelidade Méxima de Teletransporte. Analisamos, numericamente, os
valores das amplitudes iniciais das cavidades e taxas de decaimento de f6tons, bem como o ntimero p de
cavidades que formam o canal quantico, para os quais o CTECS é 1til para a realizagdo de teletransporte
com fidelidade maior que a melhor das estratégias clédssicas.

Apesar de CQED ser um sistema quase ideal para a realizagdo do modelo de Jaynes-Cummings,
nossas idéias podem ser, em principio, melhor adaptadas para sistemas de estado sélido, aplicando os
conhecimentos adquiridos em CQED com a tecnologia de semicondutores para a 6ptica. Esse novo e
importante passo experimental ja se encontra em fase de realizagdo nos mais importantes centros de
pesquisa experimental desta area.

Apresentamos agora algumas propostas de continuidade dos trabalhos realizados nessa tese. Com
relacdo ao sistema de 4tomos emaranhados, julgamos que seria interessante analisar o efeito da emissdo
espontanea numa extensdo do problema para n-dtomos interagindo simultaneamente com a cavidade
dispersiva, verificando o papel representado pelo aumento do ntimero de atomos.

Um estudo mais completo deve considerar acoplamentos diferentes dos &tomos com o campo, eviden-
ciando, por exemplo, a dependéncia da visibilidade no Sinal de Bell com a estrutura espacial do modo
do campo da cavidade e posi¢des dos dtomos na cavidade.

Uma outra extensdo dos resultados, que pode inclusive ser rapidamente obtida, é a consideragdo de
um campo cldssico externo atuando ao mesmo tempo que o campo da cavidade, analisando o efeito da
freqiiéncia de Rabi cldssica em conjunto com o efeito da emissdo espontdnea na geragdo de emaranha-
mento entre os dtomos, bem como a sua acdo para uma eventual melhora na Fidelidade Mdaxima de
Teletransporte que se pode obter usando o canal gerado entre os 4tomos dessa forma.

E interessante investigar com mais detalhes a relagio existente entre as principais testemunhas de
emaranhamento discutidas no capitulo 3. Em particular, entre o Sinal de Bell e a concurrence, permitindo,
por exemplo, obter uma maneira simples, no contexto de CQED, a segunda, através da medida da
primeira, experimentalmente acessivel.

Com relagdo ao CTECS, existem varios tépicos que podem ser extensivamente explorados. Num
primeiro exemplo, podemos buscar novos esquemas de geracdo dos estados CTECS, bem como esque-
mas de geragdo de outros estados coerentes emaranhados multipartidos. Atualmente existem propostas
para estados GHZ, W e, pioneiramente, a nossa proposta de CTECS. Como mencionamos, sabemos que
existem 8 ou 9 maneiras distintas de formar um emaranhamento quadripartido. Esse nimero aumenta
exponencialmente com o ntimero de qubits presentes. Com isso é interessante apresentar propostas de
implementacdo dos mais diversos estados multipartidos possiveis, explorando, sempre que possivel, a
versatilidade de um dado arranjo experimental para obter diferentes estados coerentes emaranhados.
Podemos também considerar um passo anterior a esse, analisando essas possibilidades para sistemas de
qubits discretos, como usual, e entdo estender para sistemas de qubits de varidveis continuas, em especial,
estados coerentes.

Os resultados que obtivemos para a generalizagdo para 2p-cavidades revela um tépico bastante in-
teressante em Informacdo Quantica: a utilizacdo de correcdo de erros quantica durante a realizagdo de

diferentes tarefas quanticas, auxiliando numa melhor eficiéncia das mesmas. E interessante entdo buscar
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por simetrias existentes em estados emaranhados multipartidos, como as que existem nos estados GHZ
e cluster (varidveis discretas e continuas), que permitem a (re)codificacdo de qubits em novos qubits, tal
que seja possivel considerar técnicas de tolerancia a erros durante a execugdo de tarefas quanticas.
Devido aos problemas com a nao-ortogonalidade e, conseqiientemente, a dificuldade na realizagdo
de medidas e rotagdes com estados coerentes, é interessante investigar o esquema de geracdo de CTECS
considerando a codificagdo de qubits envolvendo estados gato par e impar. Nesse caso, o esquema de
geracdo deve ser analisado com mais cuidado, devido a preparagao inicial ser mais suscetivel a perda
de coeréncia. Uma vez que sdo estados que formam uma base dicotdmica, contornam os problemas
com a nao-ortogonalidade, sendo uma alternativa para a realizacdo de computagdo quantica [175, 176] e

teletransporte [177] com estados coerentes.
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A. HAMILTONIANOS EFETIVOS

"‘ﬁ ] este apéndice apresentamos um dos métodos usuais para se obter Hamiltonianos efetivos

X

.
comuns na literatura sdo considerados em [54, 178]. Obteremos os Hamiltonianos efetivos dos trés casos

’ quando as freqiiéncias dos sistemas envolvidos estdo bastante fora da ressonancia, ou seja,

z

‘ a dessintonia é grande, a chamada aproximacgao dispersiva [55, 56]. Outros procedimentos
estudados nesta tese, muito embora uma generalizacdo para uma forma geral de Hamiltoniano possa ser
facilmente obtida por esse método, conhecido como método do operador evolugéo.

O procedimento do método se resume em expandir o operador evolugdo temporal do sistema até

segunda ordem e, entdo, identificar o Hamiltoniano efetivo na expansao realizada.

Considerando um Hamiltoniano, na representa¢do de intera¢do, da forma
H = H, + Hy, (A1)

onde H, é o Hamiltoniano livre e H,, é o Hamiltoniano de interagdo [55]. A equagdo de Schrodinger

dependente do tempo, na representagdo de Schrodinger, é dada por

ihSrlp(t)) = Hig(), (A2

e podemos integra-la formalmente obtendo

lp(t)) = U(t)lgp), (A3)

onde |¢) é o estado inicial do sistema e o operador evolugdo temporal (unitdrio) é definido pela equacéo
inl (t) = HU(t), (A.4)

com U =1emt =0 [50]
E mais interessante considerar o problema na representagio de interagio, onde a dependéncia tem-

poral do vetor de estado é unicamente devida ao Hamiltoniano de interacdo. Logo, definindo o vetor de

estado na representacdo de interacdo

(1)) = Ug(t)le(h)), (A5)
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onde
U, (t) = e Hot/M) (A.6)
temos
0 -t + d
ghﬁ’(f)) = Uy (t)lo(t)) + Uo(t)gw’(t»r (A7)
e, portanto, das equagdes (A.2), (A.5) e (A.6), a equacdo de Schrodinger na representagdo de interagdo é
., 0
i p(t)) = H(t)lp(t)), (A.8)
onde
H(t) = U§(t)Hyp Uy (t), (A.9)

¢ 0 Hamiltoniano de intera¢do na representagdo de interacdo [50]. Desta forma, a transformagdo de um

operador qualquer O na representacdo de Schrodinger para a representagdo de interagdo é dada por
O(t) = Uj(t)ou,(t), (A.10)
assim como seu valor esperado é obtido de
(0) = (p(1)|Olp(t)) = (p(HIUF(H)OU(H)p(1)) = (Y(H)O(H)lp(t)) = (O(t)). (A11)
A solugdo formal de (A.8) é
(1)) = Ui(D)lp), (A.12)
onde temos a igualdade |¢) = |¢) para o estado inicial e

t
U, t) =T exp [%Jdt’H(t’)] , (A.13)
0

é o0 operador evolugdo na representacgdo de interagao [50], no qual 7" é o operador ordenamento temporal

TIA()B(")] = {B(t JA(t'), para ">t / (A1)
A(t)B(t"), para t >t"

que garante que todos os operadores em tempos anteriores estejam a direita dos operadores em tempos

posteriores [56].
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Fazendo a expansdo perturbativa da exponencial em (A.13), temos[55]

. t .2 t t
ur(ty=7 |1+ <—;,L> Jdt”H(t/) +% (—%) Jdt’Jdt”H(t/)H(t”) + .- ]
0 0 0
. t t t
- 1—%J drH(H) — %T U dt’Jdt“H(t’)H(t”) TEp
0 0 0
¢ et
1 |arm() - ;Jdt/Jdt”H(t’)H(t“) .
0 0 0
ot t ¢
—1- % | dem(e) - ;Jdt'H(t') Jdt”H(t”) Feen, (A.15)
0 0 0
onde ordenamos temporalmente o dltimo termo [55, 56]
t t t t t t
T U dt’Jdt”H(t’)H(t”) = ZJdt/ dt"H(Y)H(t") = ZJdt’H(t/) Jdt”H(t’/). (A.16)
0 0 0o 0 0 0

Suficiente para os propdsitos dessa tese, consideramos Hamiltonianos da forma (A.1), cujo termo de

interagdo é suposto ter a forma geral

Hioe = g(X" +X), (A.17)
onde g é a constante de acoplamento, X' e X representam produtos de operadores que descrevem
a interagdo, sem dependéncia temporal explicita [55]. Assim, de (A.9), a forma do Hamiltoniano de
interagdo na representa¢do de interagdo, em geral, toma a forma

H(t) = hg(e ' X" + €' X), (A.18)

onde ¢ é a dessintonia, cuja forma depende do Hamiltoniano em consideragéo [55].

Substituindo (A.18) em (A.15), resolvemos a primeira integral

t r /t t
J dt'H(t') = hg (J dt’ ei‘”') xt+ (J dt’ ei‘”’) X
L 0

0

o

[ o—idt oot |f
= X+ —| X

= 2[(1-e X" - (1-eX], (A.19)

na qual obtemos um fator adicional § no denominador além de termos constantes oscilantes no tempo
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s

[56]. Usamos o resultado acima no calculo da contribui¢do de segunda ordem da expanséo (A.15)

t t t
Jdt’H(t’) Jdt"H(t“) = J dt'fig(e " Xt 4 &' X) % [(1—e )Xt — (1—e?")X]
0 0

o

_ ﬁZgZ !
i

dt' [e 0! (X2 — e 20 (XT)2 — e (X)2 4 2oV (X)?

Y S

_ (e—iét/ *1)X+X + (ei(St/ 71)XX+]
B ﬁzgz{ o—idt e t

O(X ) - (—2i0)

t —2ist |t oldt
+12 +\2

t 2idt
e

X2 — 2

0( ) 0

X5

(X)?

0

a6 | (—i0)

B [(fs) - t}

ng* . —2i i i
= T (e 1) (X2 - Je B 1) (X + (€ —1)(X)? — 3 (2 ~1)(X)?
2,2
B (efié’t —1)X+X _ (ei‘” _1)XX+] + hj?[X*Xt — XXth], (A.20)

no qual obtemos mais um fator 6 no denominador e novos termos oscilantes e constantes no tempo [56].
Os termos com g?/6% sdo pequenos para grandes dessintonias e, portanto, podem ser descartados [55],

tal que a equagdo acima simplifica consideravelmente para

t t

ﬁng
J drH(t) Jdt”H(t”) NS [xT, X]t. (A.21)
0 0
Assim, até segunda ordem, temos
8 | i g’
u,(t) ~1-2 [(1—e™H)X"— (1-e?")X] — i (X, X1t (A.22)

onde, comparando as contribui¢des de primeira e segunda ordem, observamos que ambas sdo lineares
com o inverso da dessintonia. Contudo, enquanto a contribui¢do de primeira ordem é constante ou osci-
lante no tempo, a contribui¢do de segunda ordem é linear no tempo [56] e, portanto, podemos desprezar
a de primeira ordem quando comparada com a de segunda ordem, obtendo

i

da qual identificamos o Hamiltoniano efetivo
H = hA[X, X), (A.24)

onde A = g2/§ é a constante de acoplamento efetivo.
Para demonstrar a utilidade do método que acabamos de apresentar, nas se¢des abaixo obtemos os

Hamiltonianos efetivos dos modelos considerados nessa tese.
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A.1. Modelo de Tavis-Cummings

Nesta se¢do deduzimos o Hamiltoniano efetivo para o Modelo de Tavis-Cummings (TCM), equivalente
ao Modelo de Jaynes-Cummings (JCM) com n dtomos. O Hamiltoniano para este modelo (na represen-

tagdo de Schrodinger), considerando as aproximagoes de onda girante (RWA) e de dipolo, é dado por

Hycy = hwa'a + 3w, 57 + hg(a'L™ + aX™), (A.25)
HO Hint
onde a’ (a) é o operador criagdo (aniquilacdo) de fétons, L* = 3 o7, L~ = ) o, e It =3 O‘f sao

1 1 1
os operadores inversdo, abaixamento e levantamento coletivos dos dtomos, § = Weq — W é a dessintonia

atomo-campo e g é a constante de acoplamento atomo-campo. E importante salientar que aqui os &tomos
estdo afastados o suficiente para podermos desprezar interagdes diretas.
Logo, de (A.9), obtemos o Hamiltoniano de intera¢do na representagdo de interagdo
H(t) = hg(e ¥ a'L™ + e ax™). (A.26)
Comparando com a equagio (A.17), identificamos X' = a’L~ e X = aX™, tal que
H = hAlaZ™,a'L"] = hA(aTaZ? + Z7E7), (A.27)
onde usamos a propriedade do comutador [A, BC] = [A, B|C + B[A, C], e as rela¢des de comutagio
[a,a'] =1, [Z7,2F] =27, [7,z=-xf, [£F,z7]=z~ (A.28)
Assim, para um tnico atomo interagindo com a cavidade
H = hA(a'ac? +oT07), (A.29)

e

recuperamos o Hamiltoniano dispersivo do Modelo de Jaynes-Cummings (JCM). Para dois d4tomos inte-

ragindo simultaneamente com a cavidade, temos
— t o 7 t % + - + - + - -t
H. =hA(a'aci+a'acs +o0]0] +o,0, +ojo, +070;), (A.30)

0 qual, para a cavidade no estado vacuo, se reduz ao Hamiltoniano efetivo para um sistema de dois

atomos

Hy = hA(of o] + 050, +00, +0707). (A.31)
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A.2. TCM Fortemente Acoplado

Consideramos agora o mesmo modelo da secdo anterior, agora com os dtomos interagindo simulta-
neamente com o campo da cavidade e um campo classico externo (SDTCM)?. O Hamiltoniano para esse

sistema, considerando as aproximacdes de onda girante (RWA) e de dipolo, é dado por

Hoprom = hwa'a + %ﬁweg):z +hg'(a’E” + aZh) + hQ(e WL BT 4 el@d 1), (A.32)

/
H6 Hint

onde g’ é a constante de acoplamento dtomo-campo, ) é freqiiéncia de Rabi e os 4tomos estdo ressonantes
com o campo cldssico externo (w,, = w,).

Assim, de (A.9), temos o Hamiltoniano de interacdo na representacdo de interagao
H'(t) = hQX* + hg' (e ¥ '™ 4 &l ax ™), (A.33)

onde £* = £* 4+ £~. Realizando uma mudanga para a base de estados vestidos {|+;) = %(I gi) £lei))},

auto-estados de 0¥ = o';“ + o, temos as relagdes

I =3Zi+Zi-zf), ZTF=3Ei4Ei-X3) EF=—(Zi+Ii)=-Xi, IZ'=Xi, (A3

nas quais &% = Z(\-I—i)(-l-i\ — =) (=), Z3 = Z |—i){+ile ZL = Z I4+) (—il, tal que
1 1 1
H'(t) = hQX3 + ihg'[e @ a® (22 + 7 —E]) +ea(Xi + 21 —XZ7)]. (A.35)
Hy Hi,

Fazendo a transformacao unitéria

H'(t) = Uy (1) Hin o (t), (A.36)
na qual
) (t) = e iHot/h, (A37)
temos
I:I/(t) _ %ﬁg’ [e—iét a+(}:i + e—ZiQt i — eZiQt ZI) + eiét u( zi + eziQt ZI _e—ZiQt Z;)]. (A.38)

Quando os atomos estdo fortemente acoplados com o campo cldssico externo (2 > {g, é}), os termos

@ Acrograma para Strong-Driving Tavis-Cummings Model.
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com e*2 g30 rapidamente oscilantes no tempo e podem ser desprezados na aproximagio de onda

girante (RWA), tal que
H'(t) = 1hg/ (e a* + & a)L7, (A.39)

onde usamos o dltimo resultado de (A.34).

Comparando com a equacio (A.17), identificamos agora X' = 3a’L¥ e X = 1a¥*, tal que
H; = 1hV'[ax¥, a'T*] = 1aN (2%)?, (A.40)
onde ' = g'*/4.
Assim, observamos que, para um tnico 4&tomo nesse sistema, a dindmica se reduz meramente a uma

mudanga de fase global, portanto, irrelevante. Para dois 4tomos, escrevendo em termos dos operadores

individuais de cada 4tomo, obtemos o Hamiltoniano

_ 1y tot Lot + o—ot + o—0
Heyy = ;AN (140 0y +00, +070, +070;). (A.41)
Surpreendentemente, para este tltimo modelo, podemos considerar a interacdo sem a necessidade de

restringir os parametros a um regime no qual nenhuma populacédo seja transferida entre os estados do

sistema. Para tanto, basta verificar que o Hamiltoniano (A.39), reescrito como
H'(t) = 1hg'(e7® a* + &P a)L¥ = b(t)Z¥a + c(t)T¥a’, (A.42)

apresenta o seguinte operador evolucdo temporal (propagador) exato, representado pelo ansatz [158, 161]

l:ll(t) _ e—iA(t)(Z")Z e iB(HZ a e—iC(t)Z"a* ' (A.43)

mos
1 t t ,
— 2 Ay = Lo/ | df el — & (oot
B(t) = ﬁjdt b(t') = Lg Jdt e = B (e 1), (Agq)
0 0
1 t t ,
_ T — 1o/ ! o—iot & —iot __
C(t) = tht c(t') = 38 Jdt e = (e 19 —1), (A.45)
0 0
t 2 t >
- i / —1(5t i l —idt
Alt) = ﬁJdtB 5 Jdt v {t—kié(e 1. (A.46)
0 0

Assim, o truque é fazer com que as fungdes B(t) e C(f) sejam nulas apés um determinado periodo
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de tempo T [161]. Decorrido esse periodo T, o campo da cavidade retorna a seu estado original e o

propagador (A.43) é reduzido a forma
l:[/(’[) = efiA(T)(ZX)ZI (A47)

ou seja, os dois subsistemas (campo da cavidade + dtomos) se desemaranham e a dinamica é reduzida
ao sistema de dtomos, tornando-se independente do campo da cavidade [161, 162].

Logo, a prépria dindmica do sistema se encarrega de cancelar as contribui¢des maiores que as de se-
gunda ordem na expansdo (A.15). Portanto, para o modelo apresentado nesta segdo, o operador evolucdo
temporal efetivo, obtido no limite dispersivo é, na realidade, exato. Entdo, escolhendo T para satisfazer a

condi¢do T = Jt = 271, temos a situagdo desejada B(t) = C(t) = 0, e o propagador (A.47) é dado por
' (1) = e iVE (A.48)
noqual A" =g’ 2/8. Assim, o operador evolugdo temporal do sistema é dado por [158]
u'(t) = ﬂé(t)fll(t) — o iHyt/h fll(t) _ e—iQZ"te—%iA’(Z’*)zt, (A.49)

onde usamos a equagédo (A.37).
E importante ressaltar que nos procedimentos para obter os Hamiltonianos desse apéndice, conside-
ramos que os dtomos atravessam a cavidade simultaneamente e distantes o suficiente para podermos

desprezar interacdes diretas.
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B. SISTEMA-RESERVATORIO

W problema da dissipagdo em sistemas fisicos desperta grande interesse por ser crucial para a
" compreensdo do comportamento de uma situagdo experimental real. Especialmente depois

L o\
assunto em diversos sistemas fisicos. A equacdo de Lindblad ou equagdo mestra na forma de Lindblad

do advento do Ilaser, diferentes métodos matematicos foram desenvolvidos para tratar esse

é o tipo mais geral de processos Markovianos para a descrigdo da evolugdo ndo-unitaria (dissipativa) do
operador densidade (positivo-definido e trago-preservante) ¢, da condigdo inicial de qualquer sistema
fisico de interesse.

Consideramos a situagdo descrita por um Hamiltoniano da forma
H=H,+H.+H,, (B.1)

onde os Hamiltonianos descrevem, respectivamente, o sistema, o reservatorio e a interacdo entre eles. Em
geral, o reservatdrio® é meramente descrito com o intuito de modelar a dissipagdo da energia do sistema
a uma dada taxa de decaimento.

Definindo p . como o operador densidade global na representacdo de Schrodinger, temos o operador

densidade reduzido do sistema obtido da operacdo traco parcial nas varidveis do reservatério

p.(t) = trp,,(1)], (B.2)

a partir do qual teremos condi¢des de obter qualquer propriedade do sistema de interesse, com as propri-
edades do reservatdrio presentes apenas como parametros, através da chamada equacdo mestra quéntica

Markoviana.
A equagdo de movimento de Liouville-von Neumann, é obtida diretamente da equagdo de Schrodinger

para a evolugdo temporal do operador densidade global

Resolver esta equagdo, em geral, é uma tarefa impossivel. Como estamos interessados apenas na

evolugdo do sistema, precisamos de um método para calcular o valor esperado de qualquer operador

(0) = trse[Op, (1)] = trs{tre[Op, ()]} = trs[Op, (1)) (B-4)

2 Os termos ‘banho’ e “ambiente’ sdo também usados na literatura.
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A estratégia que usaremos para a dedugdo da equagdo mestra é bastante simples: resolvemos o pro-
blema até segunda ordem em teoria de perturbagdo, fazemos o trago nas varidveis do reservatorio, o qual
¢ usualmente considerado suficientemente grande em relagdo ao sistema para realizar a aproximacgao
de Born-Markov, e obtemos diretamente uma equagdo de movimento para p (t), a qual é valida para
tempos longos comparados ao tempo de correlacdo térmica do reservatério [59]. Dada a importancia de
ndo confundir o tempo de evolucéo livre (rdpida) do sistema com o tempo de correlacdo do reservatoério,
trabalharemos na representacdo de interacdo, na qual todas as evolugdes livres sdo eliminadas. Nesta

representagdo, o operador densidade é transformado segundo a identidade
0y (1) = AR p (1) e (AN, (B.5)

de onde, diferenciando parcialmente com relacdo ao tempo ambos os lados da igualdade, obtemos a

equagdo de Liouville-von Neumann na representacdo de interacdo

10, (t) = (H, + H,) oy, (t) +ifi e st HI/ NG (1) e IHAHI/E _(F 4+ H ), (1)
_ ei(HﬁHr)t/ﬁ[H,psr(t)] e i(Hs+H)t/h _[Hs +H,, er(t)] = [Hsr(t)’ er(t)], (B.6)

H,+H,)t/h ei(Hs+Hr)f/ﬁ

onde usamos as equagdes (B.1) e (B.3), a identidade 1 = e , € o Hamiltoniano de

interagdo explicitamente dependente do tempo na representagdo de interagdo [179, 180]
H, (t) = el HHH/R | o=i(HoAH/ B (B.7)
O procedimento a ser usado envolve teoria de perturbacdo, donde se obtém uma forma para a equa-

¢do de movimento em termos da expansdo em séries de poténcias do Hamiltoniano de interacdo Hg,

truncada até uma ordem conveniente. Desta forma, integrando formalmente a equagéao (B.6)

t
ifigy (1) = ihg,, + | A [Ha(1), €, (1), 55)

0
substituimos esse resultado no comutador para obter a forma integro-diferencial da equacdo de Liouville-

von Neumann

110, (1) = (Ha(t), 0]+ 5 | B (0), [ (1), 0] (B)
0

Tragando agora ambos os lados da equagdo acima nas varidveis do reservatoério e usando a relagdo (B.2),

temos
. t
ihg,(t) = tr{[Hy (1), 0u]) + Jdt’ tr{[Hor (1), [Hor (t), @4 (811} (B.10)
0
Até esse passo da dedugdo, ndo foram realizadas quaisquer aproximagdes e, mesmo com o trago nas
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varidveis do reservatorio, a equacdo de movimento para o sistema ainda é exata. Se necessério fosse (para
obter uma lei de decaimento exponencial, por exemplo [92]), poderiamos realizar intimeras iteracdes.
Para os nossos propositos, a forma integro-diferencial acima serd suficiente [5].

Notando que a interacdo H.(t) permanece sempre bilinear (envolvendo apenas produtos) nos ope-
radores do sistema e do reservatério podemos, no instante de tempo inicial ¢ = 0, considerar que o
operador densidade do reservatério é diagonal na representagdo de auto-estados de energia, represen-
tando um sistema em equilibrio a uma certa temperatura. Se assim nao fosse, certamente significaria que
o reservatorio estaria interagindo com um terceiro sistema de magnitude similar, mas com outra tempe-
ratura [5]. Uma vez que a interagdo ocorre apenas a partir de t = 0, podemos considerar que nio existe
correlacdo inicial entre o sistema e o reservatoério, logo ¢, = p,, = p, ® p, = 0, ® 0, = 0,0, Assim, sob

estas condicdes, temos

trr{[Hsr(t)’ er]} = trr{[Hsr(t)’ ngr]} = 0’ (B‘Il)

pois, com o trago, os elementos diagonais (na base dos auto-estados H,) dos operadores do reserva-
torio contidos em H (t) desaparecem [5]. Dito de outra forma, o Hamiltoniano de interagdo sistema-
reservatorio é tal que ndo possui elementos diagonais na base em que H, é diagonal. Isso ndo caracteriza
qualquer restricdo, pois sempre podemos redefinir H e H, para anular os elementos diagonais em H,
[92].

Para evitar a presenca do operador densidade global na (B.10) podemos, com base nas consideragdes a
respeito dos tamanhos relativos entre o sistema e o reservatoério, realizar uma primeira aproximacao, co-
nhecida como aproximagdo de Born ou aproximagdo de acoplamento fraco. Essa aproximagao é bastante
usual em teoria de espalhamento e, como o préprio nome sugere, consiste em considerar um acopla-
mento fraco, tal que a influéncia do sistema no reservatdrio seja pequena, o que equivale a desprezar
os termos de ordem superior a dois (teoria de perturbacdo) em H,. Logo, podemos considerar ¢ (t')
aproximadamente igual a ¢,(t')o,, pois o reservatorio praticamente mantém seu estado inicial durante a
interagdo com o sistema. Assim, sob a aproximac¢do de Born e mudando a varidvel temporal de acordo

com ' =t — 7, a equagdo mestra (B.10) torna-se

(1) =~ | ATt [Ha 1), [Ho (= ), 0 = D)) (B12)
0

Esta equacdo relaciona a variagdo temporal de ¢ (t — T) a ¢,(t) para qualquer tempo t —7 < t. Tais
consideragdes ndo implicam que ndo existem excitagdes no reservatorio causadas pelo sistema, mas que
tais excitagdes decaem muito rapidamente para o estado de equilibrio. A equacdo acima é também
conhecida como equacdo de Redfield [181, 182], obtida vérias décadas atrds no contexto de ressondncia
magnética [5]. E importante ressaltar que a equagdo (B.12) ainda ndo faz qualquer restrigdo para um tipo
especifico de reservatério ou mesmo sobre seu estado inicial [92].

Um conjunto infinito de osciladores harmonicos é o mais conveniente e usual modelo para um re-
servatorio, descrito pelo Hamiltoniano (2.28), o qual representa de fato o campo de radiagdo livre (2.27).

Usualmente, o reservatério é considerado em equilibrio térmico a uma temperatura T, ou seja, um campo
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de radiagdo livre multi-modo num estado cadtico. Neste caso, o reservatdrio possui uma distribuicdo de

Boltzmann descrita pelo operador densidade

@ty o @Y Ty Ba)
0, = — —e ks/ B ) e ks “ks ks — Myes ) \Miesly .13
Zy ks o 4 (L4 (myg),)mett e

s/t

no qual consideramos osciladores independentes, sendo Z; a fungdo de particdo do reservatério, k; a
constante de Boltzmann [61], e (1), 0 nimero médio de fétons no modo de freqiiéncia w,,, dado pela
lei de Planck [5]

+ efﬁwks/kBT )
(s )r = (ks s )r = 1o T /ksT = f1(wys)- (B.14)

Nas duas se¢des seguintes abordamos dois sistemas de interesse, deduzindo a equagdo mestra para o
operador densidade de um sistema de vérios d4tomos e de um campo quantizado mono-modo, os quais

estdo presentes nos trabalhos apresentados nesta tese.

B.1. Atomos de Dois-Niveis sob Emissido Espontdnea

Apresentamos nesta se¢do a equacdo mestra para o operador densidade um sistema de varios atomos
de dois-niveis interagindo com um reservatério térmico, atravé de um desenvolvimento bastante geral
com o intuito de justificar as aproximagdes consideradas no capitulo 3. Consideramos entdo um sistema
de vérios d&tomos de dois-niveis, cada um descrito pelo Hamiltoniano (2.41), acoplados ao reservatério
representado pelo campo de radiagdo livre (2.27).

Os niveis de energia de cada 4tomo sdo conectados por uma transi¢do de dipolo elétrico com momento
de dipolo d;. Nessa etapa da dedugédo, consideramos os dtomos ocupando diferentes posi¢des r;, com
diferentes freqiiéncias de transicdo wé? e diferentes momentos de dipolo de transicdo d;, e operador

momento de dipolo atomico total do sistema de dtomos de dois-niveis pode ser escrito na forma [60]

d=> (do] +djo;), (B.15)
i

onde d; = di&i = q(glr,le), e d; sdo os elementos de matriz dos momentos de dipolo de transi¢do do
atomo i e g é a carga elétrica.
Na aproximacdo de dipolo elétrico o campo de radiagdo livre (2.27) pode ser considerado uniforme

mediante as dimensdes dos dtomos, tal que

Hy,=—d-E(t)=inY Y [d-ui(r)alof +df -u(r)afo;
ks i

—d; s w (1) a0 —df - w (1) a0 ], (B.16)
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onde consideramos a fase ¢ = 0 e definimos a funcao

w i T. A
u(1;) = \/ 260% eTig, (B.17)

a qual descreve os modos do campo de radiagdo multi-modo tridimensional no espago livre, sendo V
o volume de normalizagdo. Esta funcdo é resolvida na posicao r; de cada d4tomo do sistema e pode ser
considerada independente do tempo, o que é valido dentro da aproximacédo de dipolo elétrico.

Da equagdo (B.7) obtemos o Hamiltoniano de interacdo (B.16) na representa¢do de interacdao

1

. (i) - ()
Hy () =)} [di-uj(r) e o) alof +df - ui(r) et al oy
ks i
. (0 : (i)
—d; - uy (1)) e (Wi weg )t Mo —df - uy (1) e i@ tweg )t a0 | (B.18)

Expandindo os comutadores e usando as propriedades do traco, podemos reescrever o trago sob as

varidveis do reservatério em (B.12) como [60]

tre{[Hg (1), [Hg(t = 7), 0 (t = T) @]} = try [Hy (1) Hoe (t — T) @ (t — T) @, ]

+try [0, (t— 7)o, Hg (t — T)Hg (1) ]

sr(t)es(t— 7)o H(t — 7))
(t

—tr, (
_T)Qs(t_T)QrHsr(t)]' (B'Ig)

H
— tr, [H

Substituindo as expressdes para H, (t) e H, (t — T) o primeiro traco da expansao acima é dado por

try [Hsr(t)Hsr(t - T)Qs(t - T)Qr] = _ﬁz Z Z{Dj(t)D;(t - T) try [Qralts(t)alt’s/(t - T)]
ks K's
= DI (H)D;(t —7) try [@, a1 () ey (t — 7))
= Dy(H)D] (t = 7) trr [@, s () gy ( — 7))

+ Dy()D;(t —7) trr [@ s (H) ay, (£ —T) | Fos (t—T),
(B.20)

) o)
Di(t) = ) [di-wy(r) e’ of +d - uy (r;) e o ). (B.21)

1
-
De (B.20) percebemos que a evolucdo do operador densidade do sistema depende das fungdes de
correlacdo de segunda ordem dos operadores do reservatério. Como ja dissemos, estamos considerando

um reservatorio em equilibrio térmico a uma temperatura T, ou seja, um campo de radiacado livre multi-

modo num estado cadtico (corpo-negro). Portanto, nesse caso, as fungdes de correlagdo do reservatério



70 B.1. Atomos de Dois-Niveis sob Emissio Espontdnea

se reduzem a [5, 60, 183]

tr, [Qrults(t)a;r(,s,(t —7)] = try [0,y (H)ag, (t—T)] =0,

try [erl.'l;s(t)ak/s,(t — T)] — ﬁ(wks) ei(wks*wk/,;/)f eiwk/s/‘r 5(1( B k/)5

ss!s

tre [0, (B)ab, (t—1)] = [A(wye) + 1] e ™) e T 51— K)o, (B.22)

onde §(k — k) é a funcdo delta de Dirac tridimensional. Assim, a equacio (B.20) torna-se
tre [Hy () Hye(t = T)oy(t = T)e,] = 1 }_ [D;(t)D](t—7)e ™ +Df(1)D)(t—7) e“s" | o (t — 7). (B.23)
ks

Esse procedimento é andlogo para os outros trés termos de (B.19). De posse desses resultados, podemos
agora resolver a soma sobre os modos ks. Considerando que todos os modos do reservatério estdo
disponiveis para a interagdo com as transi¢des atdmicas, podemos tomar o limite do continuo do espago
livre V — 0o, 0 que permite substituir a soma nos vetores de onda k por uma integral da densidade de

modos com freqiiéncias entre w, , e w, . + dw,, no angulo sélido d() [5, 60, 183]

V o
E — W E J dwkswlz(s JQ ko, (824)
S k

ks 0

onde O = (6, ¢x) é o angulo sélido no qual os modos estdo distribuidos. E importante notar que a
expressdo acima € valida para dtomos no espaco livre. Para reservatdrios diferentes, tais como cavidades,
guias de onda e materiais fotdonicos, a densidade de modos na qual o sistema radiante pode emitir serd
diferente [60].

Agora, fazendo uma segunda aproximagdo a chamada aproximagdo de onda girante (RWA), na qual
ignoramos todos os termos oscilantes no tempo ¢ com freqiiéncias ZwE(Q e wég + w[%) (os chamados termos

contra-girantes), a equagdo mestra (B.12) torna-se

0,(t) = > {los X;(t), o] + [o7, X[(t) o] + [0 Yy (1), o7 ) + o, Yt e 1}, (B.25)
ij

na qual os operadores dependentes do tempo sdo dados por

vl ; () _
Xz](t) = <27-Cc)3 J dwkswlz(s e (wz’q Weg )t Jok koFz(] )(kS, t),
0
v T ETORONN)
Yzj(t) = (ch)g, dekswlz(se (Weg weg)fJQk koFfj—i_)(kS/ t), (B.26)
0

com os operadores F E].i) (ks, t) envolvendo uma integral sobre o tempo retardado T e o operador densi-
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dade retardado [60]

Pff><ks,t>=Zjdres<t—r>{[ i(wge) + 1] e 1 )Td, g ()] [d] - g (x;)]
50
+ i) €CTRT(AT g (1)][d; - wi ()]} (B27)

Como vemos, a equagdo (B.25) ainda relaciona a derivada de ¢,(t) a o,(t — 7). Isto ndo implica
que o sistema ndo cause excita¢des no reservatério, mas que tais excitagdes, ditadas pelo Hamiltoniano
de interacdo, decaem muito rapidamente para o estado de equilibrio [5]. Portanto, esta ainda é uma
equacdo mestra ndo-Markoviana, uma vez que a evolugdo temporal do operador densidade do sistema
ainda depende explicitamente da preparagdo inicial (f = 0) [5, 183]. Para eliminar essa dependéncia,
consideramos agora uma terceira aproximacdo, a aproximagdo de Markov, na qual a integral sobre o
atraso de tempo 7T contém fungdes que decaem a zero para um tempo de correlacdo curto 7, tal que
podemos substituir ¢ (t — T) por ¢, (t) e estender o limite de integragdo para t — oo, resolvendo a

integral sobre T considerando o limite [5, 60, 183]

t

tlim JdTQS(t — 7)™~ 7 (x) + Q (B.28)
—00
0
no qual P denota o valor principal de Cauchy
b — b
P J dxM = lim J dxM + def(x) . (B.29)
X €—0 X X
Za —a €

No caso dos 4tomos, o tempo de correlacdo é da ordem da escala de tempo dos processos radiativos e
é formalmente equivalente a considerar que a largura de banda do campo eletromagnético é muito maior
que a largura de linha do 4tomo. Para um atomo tipico, o operador densidade muda numa escala de
tempo correspondente a taxa de emissdo espontanea, t; ~ 1078 s e, se W, € uma freqiiéncia Optica, os
expoentes oscilam na escala de tempo t, ~ 1071 s, a qual é muito menor que a escala de tempo atémica.
Assim, a aproximagdo de Markov é justificada para atomos interagindo com o vacuo ordindrio. Para um
campo térmico, as consideracdes acima devem ser satisfeitas, e podemos aproximar 7i(w, ) = ﬁ(weg) =1,
ou seja, seus valores resolvidos para a freqiiéncia média w,, das transi¢des atdmicas [60]. Assim, sob as

aproximagdes de Born-Markov e RWA, reescrevemos (B.27) como

FE]#E)(ks,t):g{(ﬁ 1)[d; - g (5;)] [} uk5<])][n5<wksiw§£>—a£@}
1 w1010 i) [l Tl e B30
Wys T Weg

Falta agora integrar sobre o angulo sélido () e w, e somar sobre as polariza¢des s. Assim, in-

troduzindo coordenadas cartesianas tal que a dire¢do z coincida com a direcdo do vetor inter-atdmico
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r;; = r; —1;, consideramos que os momentos de dipolo sejam paralelos e polarizados no plano xy como

d; = |d;|[sing, 0, cos «], dj = Idj\[sinoc, 0,cosa], (B.31)

no qual, & € o angulo entre os momentos de dipolo e r;;. Assim, usando coordenadas esféricas, escolhendo

a dire¢do de propagagdo do vetor k de modo a formar o dngulo 6 com r;, tal que

i’

k = [k|[sin 6 cos ¢y, sin O sin ¢y, cos O], (B.32)

na qual 6 e ¢y sdo os angulos esféricos e escolhendo os versores de polarizagdo de acordo com as escolhas

anteriores
&1 = [—cos Ok cos ¢, — cos O sin Py, sin Py |, &, = [sin ¢y, — cos ¢, 0], (B.33)
a soma sobre as polarizag¢des é dada por [60]

D ldi - u (1)) [d] - wi ()] = 3 [df - e (1)) [ - i (1))

S S
Wi ld;ld
:% [ sin® a(cos? O cos® ¢y + sin? ¢y
+ cos? a sin® @) — % sin 2a sin 26y cos ¢ elfrijcos bk (B.34)

onde k = |k| e i = |1‘1-]-| é a distancia entre os dtomos i e j. Assim, a integragdo sobre o angulo sélido

produz

JQ koZ[di‘“ks(l‘i)Hd?'“ﬁs(r]’)] = JQ d Z[d? sy, (17)] [d; '“ﬂs(fﬂ]
_ 27wy ld;lld,] sin(kr;;) cos(kr;;) sin(kri].)”

eoﬁV { [1 N (a ) fij)z] k?’ij * [1 B 3(a . fij)z] [ (kri]')z a (ki’ij)3

(B.35)

onded =d; = &j e t;; sdo versores ao longo dos momentos de dipolo de transi¢do atomica e do versor de
separagdo interatomica, respectivamente [60]. Logo, substituindo os resultados (B.26) e (B.30), notando

que a fungdo 6(w,, + wéé)) retorna um valor nulo na integracdo sobre w,, obtemos

X; (1) = [(A+1) (b —1AL)) +inAL] g (1) e (e ),

0ot

V(1) = [A(3y +iAL)) —i(a + DAL o) e, (B.36)
onde o termo diagonal
(weg) e
o (B:37)

i == S
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é a taxa de emissdo espontanea do 4tomo i (no espago livre) e os termos ndo-diagonais

Vi = v = ) iviE k), (EF# ) (B.38)

sendo

cos(kr;;)  sin(kr;)
(kr;;)? N (kr;;)? ”’ (-39

as taxas de emissao espontanea coletivas que aparecem do acoplamento dos dtomos induzido pelo reser-
vatério [60]. Na equagdo acima, k = Weq /c, onde w = (wég + wﬂ%)) /2, e consideramos que as diferencas
entre as freqiiéncias de transi¢gdo atdmica sdo pequenas quando comparadas com a freqiiéncia de transi-
¢do atomica média, (wgg) — wgg) ) < wgg [60]. Os parametros Af].i) contribuem para o deslocamento dos

niveis atdmicos e sdo dados por

Vi T wy i/ C
A®) = Ll dwywi M, (B.40)

gl 2nw3, S w4+ )

0 ks eg

com F (wksrij/ ¢) dado por (B.39), substituindo k por w,,/c [60]. Com essa forma explicita dos operadores
dependentes do tempo (B.52), a equagdo mestra do sistema de d&tomos nao-idénticos interagindo com o
reservatorio térmico é dada por (¢, = ¢)
. _ _ _ oW ()
o(t) = (1 +1) Y vylo7e(t)o —Ho o7, ot))] e~
ij

7 Z Ylofelter — Yoy o, g(t))] e~

—1Zz5 oi,o(t —1ZA of o e(t)]e (wfgf‘“fé))t (B.41)
i#]
onde os termos diagonais
5= 2a+1)(AF = A, (B.42)

representam uma parte do deslocamento Lamb (shift) dependent da intensidade intensidade dos niveis

atomicos e os termos ndo-diagonais
representam a interacdo coerente (dipolo-dipolo) entre os atomos, induzida pelo vacuo [60]. Os para-

metros J; sdo usualmente absorvidos mediante uma redefinicao das freqiiéncias atdmicas e muitas vezes

ndo sdo explicitamente incluidos na equagio mestra [184]. E bem conhecido que para obter um célculo
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completo do Lamb shift (B.42), é necessério estender os célculos para um Hamiltoniano de multi-niveis
de segunda ordem, incluindo a renormalizagdo da massa do elétron [50, 184]. Como o parametro Ajj
independe da intensidade 7 do campo térmico, as intera¢des coletivas entre os 4&tomos ndo s6 resultam
em emissOes espontaneas modificadas como também levam a um acoplamento coerente entre os éto-
mos, induzido pelo reservatério. Fisicamente, o parametro 7;; € a parte real e o parametro A;; € a parte
imagindria da interacdo entre os dtomos i e j, mediada pelo reservatorio [60].

Usando integragdo de contorno, encontramos a partir de (B.43) a forma explicita para Ajj [184]

cos(kr;;) sin(krij) cos(krij)

Ay =5 1] - [ @8] [1-3(d 1)) | Gy o, |} (B.44)

1

Os parametros coletivos 1y;; e A;j, ambos dependentes da separagdo interatbmica, determinam as propri-

ij’
edades coletivas do sistema de d&tomos de dois-niveis. Considerando o comprimento de onda ressonante
A = 27/k, temos trés situacdes de interesse [60]: (i) ;; > A, a qual corresponde a dtomos suficientemente
separados (tal como considerado na presente tese), tal que v; = A;; = 0, (i) r;; < A /2, para a qual os
pardmetros 7;; e A;; comecam a ter efeitos importantes na dinamica e (iii) ;; < A, a qual corresponde
ao modelo de Dicke (small sample model), no qual os parametros Yij € Al-]- alcancam seus valores maximos
[91].

Podemos entender 7 como sendo o nimero médio de fétons com a freqiiéncia de transigdo atdmica
média Weg- Considerando dois 4tomos (idénticos) de dois-niveis na situacdo (i) acima, no limite 77 — 0 (re-

servatorio a temperatura T = 0), relevante quando k;T < hw,,, obtemos a equagdo mestra considerada

eg’
no capitulo 3

o(t) =29(07 .0 + 05 .05 —3lof oy +o50;, D)et) = Lae(t), (v=37) (B.45)

a qual descreve o decaimento espontaneo de dois dtomos de dois-niveis através do acoplamento com o

reservatoério no vacuo.

B.2. Cavidade sob Perda de Fétons

A dedugdo da equagdo mestra para o operador densidade de um dado sistema acoplado a um grande
reservatério pode ser obtida por diferentes formalismos, como por exemplo o abordado até aqui. Nesta
secdo obteremos a equacdo mestra para o operador densidade de um sistema representado por um campo
mono-modo de uma cavidade acoplado a um reservatério de osciladores harmonicos, um problema
completamente andlogo ao da secdo anterior. O campo da cavidade é descrito pelos operadores criagdo
a’ e aniquilagio a de fétons, os quais obedecem as relagdes de comutacdo bosonicas padrdes (2.26). O
Hamiltoniano desse sistema é dado por H, = fiwa'a, onde w é a freqiiéncia do modo. Os auto-estados
de H, s@do os estados Fock (namero) 1) (n = 0,1,2,...), tal que, na representagdo de auto-estados de

energia, os operadores a e a' podem ser expandidos como

a= Z Vian—1)(n|, a' = Z Valn)(n—1, (B.46)
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tal que H, pode ser escrito como
H, = Z hw,n)(n|, w, = nw. (B.47)
n

O operador para o sistema de um campo mono-modo encerrado numa cavidade pode ser escrito como

v=va +v*a, (B.48)

onde v sdo os elementos da matriz de acoplamento. No caso de perdas por transmissdo, v é determinado
pelo coeficiente de transmissdo do campo elétrico dos espelhos da cavidade, enquanto que, por perdas
por absorcdo, v representa o acoplamento do campo da cavidade com elétrons de valéncia do sélido, os
quais excitam os fonons do material. Em geral v pode ser dependente da freqiiéncia, no entanto, devido
as aproximagdes usuais para obter a equagdo mestra, pode ser considerada aproximadamente constante
[5]-

Como j& comentamos, a dedugdo da equagdo mestra para o operador densidade de um campo mono-
modo encerrado numa cavidade é formalmente andlogo ao procedimento descrito com mais detalhes
para o sistema de vérios d&tomos da segdo anterior. Entdo, seguindo um procedimento andlogo, obtemos

a equagdo mestra
o.(t) = {[aX(t),a’] + [a, X" (t)a"] + [a'Y(t),a] + [a*, Y (t)a]}. (B.49)

Da mesma forma, a soma sobre os modos ks pode ser substituida por uma integral

Z - J dwks D(wks)/ (BSO)
ks 0

onde D(w,) é a densidade de modos do reservatério em torno de w,,. Se o reservatério é representado
pelo campo de radiagdo livre infinito, a densidade de modos é obtida por um procedimento analogo
ao realizado para o sistema de dtomos da se¢do anterior. Se o reservatério for o campo de féonons do
material que encobre a cavidade, a densidade de modos é determinada pelos parametros do sélido [5].
Em qualquer dos casos, no entanto, consideramos tanto a densidade de modos do reservatério como o

acoplamento deste com o campo da cavidade

v:E& [ hewy
g(wks) = A ks’ eks = Zeolijeks' (B'51)

suave e lentamente variantes em funcdo de w,, nos arredores da ressonancia da cavidade w [5], motivo

pelo qual podemos também, nessas mesmas condi¢des, considerar 7i(w, ) = 7i(w) = 7. Assim, sob
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as aproximagdes de Born-Markov e RWA, as quais inclusive validam as condi¢des que acabamos de

considerar, resolvemos os operadores dependentes do tempo da equagdo mestra (B.49), obtendo

X(t) = [(A+1)(3x—iaD)) +inaP] o (1),
Y(t) = [A(hx +iA)) —i(a+ 1A g (1), (B.52)

onde
K= ZND(wksMg(wks)Fl (B53)
é a taxa de decaimento ou largura de banda do modo da cavidade, e

7 2
A(:t) =P J dwks D(wks> ‘g(wks”

, B.
Wt (B.54)

0

representam os deslocamentos de freqiiéncia, os quais podem ser incorporados no modo de freqiiéncia

w [5], tal que obtemos finalmente a equacdo mestra para o campo da cavidade
o(t) = (A+1)x[ag(t)a’ — Ha'a,o(t)}] +7ix[a*o(t)a — L{aa®, o(1)}], (B.55)
onde 71 denota 7i(w), o numero médio de fétons na freqiiéncia do modo da cavidade. No limite 7 — 0

reservatorio a temperatura T = 0), relevante quando k,T < Aw, obtemos a equacdo mestra considerada
P q B quag

no capitulo 4
o(t) =2'(a.a"— Ha'a, Yo(t) = Lio(t), (¢ = 1K), (B.56)

a qual descreve a perda de fétons do campo da cavidade através do acoplamento com o reservatério no

VAacuo.

B.3. Desacoplamento do Operador Exponencial

A equagdo mestra do estado de um sistema, sob a agdo de um reservatério a temperatura zero, é

o(t) = Le(t), (B.57)

com o Liouvilleano dado por
L,=27) (s;-s]—glsls; ), (B.58)
i
onde { é a taxa de decaimento do sistema.
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Definindo os super-operadores [93, 168, 169]

J=>1Tu Ti=s;s,

L=) L, L =—}s!s,.,

i

(i=1,2) (B.59)

0s quais representam, respectivamente, a acdo de ‘salto’ (jump) e de perda (loss) no sistema. Definido

isso, a equagdo mestra (B.57) pode ser escrita na forma mais compacta

o(t) =20(J + L)e(t), (B.60)

cuja solucdo formal é

o(t) = exp [20t(J + L)]e. (B.61)

A utilidade desta solugao reside no fato de que pode ser simplificada pelo desacoplamento do opera-
dor exponencial. O célculo do comutador dos super-operadores | e L envolve os super-operadores J; e

L; (i =1,2), mais especificamente o comutador [93, 168]

Ji L) = —3[s;.si {sls;, J] = —3([s;.s),sTs;] + [s;.s],.s1s])
1.

t to ot Teta) — t_
's;s;.s] +s;.s/s;8] —s;.8/s/s;) =—s;.8, =—], (B.62)

resultado esse obtido tanto para a algebra fermidnica como bosonica, usando as relagdes de comutagdo
pertinentes. Disso, é facil mostrar que [J, L] = —J. Assim, podemos simplificar a solugdo (B.61) desaco-
plando o operador exponencial. Ainda, pode ser mais vantajoso expressar o operador exponencial numa
forma na qual as ocorréncias do super-operador J (L) aparecam sempre a esquerda de todas as ocor-
réncias de L (J). Isso pode ser obtido usando repetidamente o comutador [J, L] para inverter a ordem

sempre que necessario. Para obtermos tais expressdes, reescrevemos o operador exponencial na forma
eU+L) = F(c) eL, (B.63)

onde ¢ = 2(t. Diferenciando em relagdo a ¢, obtemos a equagao

dF(c)
dc

=F(c)eLjel, (B.64)

Usando a relagdo de BCH (2.30), temos
—cL cL c" n " c
etjet =) SLJJ=) —J=¢], (B.65)
n n

na qual usamos [L,.]"] = J. Logo, a equagéo (B.66) se torna

dF(c)
dc

= F(c)e]J, (B.66)
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cuja solugdo, com a condic¢do de contorno F(0) = 1, é dada por

F(c) = exp [(e“—1)]], (B.67)

Portanto, um operador exponencial contendo a soma de dois operadores | e L, pode ser reescrito

como [93, 168]

exp [20t(J + L)] = exp(2¢tL) exp [(1 —e %], (B.68)

ou

exp [20t(J + L)] = exp [(ezgt —1)J] exp(2¢tL). (B.69)
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