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Resumo

Desenvolvemos nesse trabalho um novo meétodo de busca de Orbitas periodicas
em sistemas Cadticos. O método é baseado numa varredura unidimensional
pela segao de Poincaré, que usa o comportamento das vizinhangas das 6rbitas

-4 g . \ - # I .
pericdlicas como guia. Fsse mélodo é generico e pode ser aplicado a qual-
quer sistema cotn dois graus de liberdade. Comno exemplo de aplicagio do
meétodo, usamos o Potencial Quértico num regime fortemente cadtico, Con-
seguimos com a Lénica desenvolvida um conjunto de aproximadamente 850

Grbitas periddicas distintas.



Abstract

In this work we developed a new method to find periodic orbits in chaotic
systems. The method is based on a one-dimensional scan at the Poincaré
section and uses the hehavior of nearby trajectories as a guide in the search.
‘I'he method is generic and can he apllied to any two-degree of freedom system.
As an example we have considered the Quartic Potencial in a strongly chaotic

regime. We found approximately 850 different periodic orhits.
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Capitulo 1
Introducao

Uma das areas de grande interesse na fisica teorica de hoje é tentar compreen-
der a conexao entre a Mecanica Classica ¢ a Mecanica (QQuautica na aproximacgao
sermiclassica quando o sistema classico for ndo integravel. Do ponto de visia
formal, em sistemas néo integraveis, nao se aplica a regra semiclassica de quan-
tizacio 'R K e, nesse caso, a coneccao entre a Mecanica Cldssica e a Mecanica
Quantica ndo esta totalmente compreendida e se apresenta de uma forma muito
complexa. Poincare (1892, Chapter III) [19] achava que arbitas periddicas, i.e.,
solngoes das equagoes de movimento que retornam as suas condig¢des iniciais,
estiao densamente distribuidas entre lodas as trajetorias classicas possiveis. Ele
sugeriu que o estudo das orbitas periodicas proporcionatia uin indicio do com-

portamento de gralquer sisterna mecanico como nm todo. Em suas palavras



”..., ce qui nous rend ces solulions périodiques st précienses, ¢'est

qu’elless sont, pour ainsi dire, la seule bréche par o nous puissions

essayer de pénétrer dans une place jusqu’ict réputée inabordable.”
que em uma vergao livre seria

"0 que faz cssas solugdes periddicas serein tao preciosas ¢ que elas
sao, por assim dizer, a 1nica brecha pot onde nés podemos tentar

penetrar neste sitio que tem a reputagio de ser inacessivel.”

Mas a importancia das drhitas periodicas 36 volton a ser abordada de forma
relevante nos trabalhos de Gutzwiller (1967/1971) [11] [12] [13] onde se demon-
strou que no limite semiclassico (onde & — 0), a densidade de niveis de energia,

definida como

(k) = S26(F — En) (1.1)

pode ser escrita como a soma da densidade de Weyl {que é um termo suave)

mais uma densidade oscilante. Em outras palavras
W E) = nwen(E) + nope. (F) para h—0 (1.2)

e essa densidade oscilante por sua ves, pode ser totalmente expressa em termos
classicos. Fasa formula tornou-se conhecida como a "Férmula do Traco de

Cutzwiller” e, para sistemas com dois graus de liberdade, é dada por

1 &= To S orm ,
one () = 5 —_— 08— — —- 1.3
n [LE Lo ( ) T h (;:, ;] ‘T‘ M - 2 C"OS( h 2 ) ( )



onde .. sao as orbitas periodicas (incluindo suas repetigoes, 7, € o periodo
da 4rbita primitiva, TrM é o traco da matriz de Monodromia, & é a agio

classica e o ¢ o indice de maslov da 6rbita.

Infelizmente o mimero de orhitas periddicas cresce exponencialmente com
o aumento do periodo. Iss0 significa qne a soma infinita descrita, na férmula

do trago, a nao ser em casos especiais, diverge e nao pode ser teita facilmente.

Esse problema da divergéncia tem sido alvo de diversos estudos. Uma
das propostas tnais interessantes atualmente para contornar essa divergéncia
€ a Ressomacio de Berry-Keating, aonde se faz uma analogia da férmula do
trago com a fungao Zeta de Riemann, aonde os numeros primos fazem o papel
das Grbitas periodicas. A vantagem dessa Léenica é que pode-se usar uma
propriedade da funcio Zeta que diz que a soma até um certo ponto {escolhido
de forma conveniente), ¢ aproximadamente igual ao cotmplexo conjugado do
restante da soma alé o infinito. Ewm outras palavras, poder-ge-ia lruncar a

soma num ponto conveniente e obtermos o resultado da soma completa.

Ein qualguer um dos casos, na férmula do trago, na ressormacio de Berry-
Keating on outras somas clissicas ja propostas on emn desenvolvimento, existe
um ponto em comum que é fundamental: nAo podemnos testar essas formulas
sem um conjunto, o mais completo possivel, de orbitas periédicas. Alem
disso para que o teste tenha validade ampla, o sistema escolhido deve ser
genérico. Devemos lembrar que as érbitas periodicas obtidas através de dinami-
ca simboOlica ndo se aplicam aos casos genéricos e sim somente a casos partic-

ulares.



Qutra irea que depende diretamente de um bomn conjunto de érbitas periodi-
# . . . - -
cas € 0 das cicatrizes, aonde se verifica as concentracdes de anto-fungoes

quanticas relacionados com certas orbitas ou conjunio de orbitas periddicas.

Tudo isgo nos levou a tentar desenvolver um método de busca exaustiva de
orni eriodaica elLro ae 1 1interva, e poriodo em Bi1stelllas caoticos €
bitas p licas dentro de utin intervalo de p l t tico

esse & o lerna central dessa. tese.

Qutros trabalhos com esse enfoque foram feitos nos ultimos anos, especial-
mente o trabalho de M. Baranger e K. T. R. Davies [3] e de D. Provost. [20], que
serd rapidamente descrito no capitulo 3. O nosso trabalho se propée, dentro

do possivel, a fazer uma busca exaustiva e num regime fortemente cadtico.
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Capitulo 2

O Modelo: Potencial Quartico

() modelo usado como motivagio para o desenvolvimento de nosso trabalho
é um potencial com dois graus de liberdade, conhecido na literatura como
Potencial Quartico. Ele ¢ definido como :

V) 4 (2.1)

y?
P

Viz,y) = (

Esse potencial é composto de duas pattes, a priteira (2%y?)/2 é um sistema
aberto e no espago de configuragdes € o responsavel pelo formato em cruz
do potencial. Frequenternente na literatura encontramos referéncias a essas
"hastes” da cruz como "canais”, um na dire¢io X e outro na diregao Y, que
por serem finos e alongados, ruitas vezes confinain orbitas nessas regides. A
segunda parte desse potencial (x*+y*)/4 é um potencial fechado propriamente
dito e a sua fungao é exatamente fechar a parte (2242) /2, limitando o polencial

quartico como um todo. Ainda temos uimn parametro, 3, que tem a fungio

11



de estabelecer o peso entre as duas partes do Potencial, ou seja, serve para

balancear o quanto se deseja de influéncia de uma parte sobre a outra,

Dessa forma o nosso Hamiltoniano Quartico pode ser escrito na formas:

2
: p; P 9 ¢
H(z,y,pepy) = 5 + 5 +V(2,9) (2:2)
oy 2 2 2,2 44 .4
p:x.‘ py & y €E + y oyt
=4+t 3 - 2.3
2 Tttt (2:3)
de onde podemos tirar as equacoes de movimento
o .
o S T
ol i
— =y =p
apy u Py
aH 2
— =—p, =2 z?
ge e TRAAE
i .
(67 =—py =yz' + By’

Ksse potencial também tem a propriedade de ser reescalavel, ou seja, se
tivermos as coordenadas de posicdo, velocidade, periodo ou até mesmo a
a¢io para uma dada energia Ky, podemos facilmente reescalar esses mesmos

parametros para uma outra encrgia I qualquer.

F ficil demonstrar essa propriedade: dado, por exemplo

3 '2 2 4+ 4
HO_%“JFTH 0y°)+ﬂ(—”4"°)=EG (2.4)
gneremos cstabelecer uma relagao de escala com
42 2 2 2 4
pg; ]’u L r 4 J nl ¥
=12 4K 3 =K # E 2.5
H=2 b () = E# B (2.5)
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Vamos supor que exista um fator de escala do tipe p, = (kl)pzy € um outro
do tipo # = (k2)xy para as coordenadas. Como p, ¢ p, sdo simétricos, assim

como ¢ e y também sio, os mesmos fatores de escala valem para p, ¢ para y.

Substituindo as relagdes de escala em (2.5) teremos :

2

- ) | 4
Ty¥a Ty +y

2
I = k12 Pro | Pw Lot otgrTo T ¥y _ 9 6
lcl(z-l-:z)-}- 2(2)+R2[( i J=E (2.6)
fazendo k = k1% = k2* teremos :
: . F
k(Ly) = F ol k= (=) (2.7)
Eq
que nos da os valores de
E E .
k‘l — T kz = — i 2.
(2 e (5) 2.
e as relagoes de escala
K
Pe(t) = () psalt) (2.9)
0
e
r() = (2 )iao(t) (2.10)
0

as relagbes de p, ¢ y sao analogas.

Substituindo as relagtes acima nas equagdes de movimmento encontraremos

a relagdo de escala para os tempos:

t’:(i)‘%t (2.11)

Finalmente, usando a definican de agdo, temos que
S(E) = 2r f pdy (2.12)

13



o que nos da por substilui¢ao dircta a relagao de escala para as agdes

S(E) = (ﬂ)i’smu) (2.13)

Além das relagoes de escala temos as simetrias do potencial que obedecem
as segnintes operagoes
2 rotaches de 3 — 207
| rotagao de m — (3
2 reflexdes nos eixos — 2ay
2 refllexdes nas diagonais — 204

1 rotagao de 27 (Identidade) — I

O conjunto completo de operagoes de simetria é { £, 2CYy, Cy, 20v, 20,4) que

define o grupo de simetria Cyv.

Finalmente vamos tratar do pardmetro de peso entre os dois constituintes
do potencial que é o 5. Esse pardmetro ¢ o responsavel pelo indice de caotici-
dade do nosso sistema e em termos qualitativos podemos observar a sequéncia
de segoes de Poincaré para diversos valores de 3. Nao variamos o pardmetro
de Energia K, porque como vimoes aciina, obteriamos exatamente as mesma

secOes a nao ser por um fator de escala.

Levando em conta os imimeros traballios numéricos de II. D). Meyer [17] [7]
e outros, temos gque para 3 — (} o sistemna é fortemente caotico. De fato esses
trabalhos tentam por varios caminhos demoustrar que nesse limite o sistema

& ergodico.

Iscolhemos como pardmetros de nosso trabalho uma energia fixa £ = 0.50
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e 3 = 0.01, aonde nio podemos mais observar macroscopicamente nenhurna

estrutura tipo eliptica presente.

A figura 2.1, a seguir, com [ = 1.00 mostra uma estrittura regular, como se
fosse um sistema integravel, onde se observa a existéncia de duas grandes ilhas
] 2z 4

de comportamento tipicamente eliptico, Nesse caso V(z,y) = (%)‘ = L.

que é de fato integrivel, pois L, = zp, — yp, ¢ uma constante do movimento.

A figura 2.2, com g = (.5, Ja apresenta uma regiao nitidamente cadtica
separando as 4 ilhas estaveis. Na figura 2.3, com 8 = 0.1, ja ndo podemos
mais observar qualquer estrutura regular, € aparentemente ja estamos num

regime totalmente caotico.

Finalmente na figura 2.4 com A = 0.01 ou seja uma ordem de grandeza
menor que a figura anterior, definilivamente nao podetnos observar macro-
scopicamente nenhum tipo de estabilidade. E nessas condigoes de parametros

que vamos desenvolver o nosso trabalho.

Nao é difial de se perceber que quanto menor for 8, mais rapidamente e
intensamente o sistema tenda a ergddico, mas isso é apenas uina observagio
qualitaliva imprecisa. Nao podemos fazer afirmativas de que todo o espago &
hiperbolico, apenas numa andilise visual de uma segiio de Poincaré. Convém
realcar que no trabalhio de Dahlgvist ele encontrou uma orbita periodica estavel
com 3 = 0, derrubando de vez a hipétese de que com 3 — 0, o sistema seria

totalmente hiperholico.

A estabilidade das dérbitas periddicas é dada pelo comportamento de tra-

jetdrias na sua viziuhanga., Escrevendo as equagoes de Hamilton na forma



Mapa do Potencial Quartico
f =100 E=0.500

1'5 T T T L ——— re—

1.0

T

PX g0}

“2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

Figura 2.1: - Mapa do Potencial Quartico com 4 = 1.00 e Energia= 0.50,
aonde pode-se observar a regularidade das curvas, indicando uma segao tipica

de um sisterna integravel.
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Mapa do Potencial Quartico

B =050 E=0.500
L5 - T ™ T : .

10

05 |

0.0 |

-1.0

-2.0 -1.0 X)) 10 | 20

Figura 2.2: - Mapa do Potencial Quértico com 3 = 0.5 ¢ Energia= 0.50, aonde
podemos observar 4 grandes ilhas estaveis separadas por uma fronteira caotica,

estreita mas bem deflinida.
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Mapa do Potencial Quartico
B=0.10 E=0500

1.5 + T t T '’ T T T T T

0.5

0.0

05

40 30 20 10 00 10 20

4.0

Figura 2.3: - Mapa do Potencial Quartico com g = 0.1 e Energia= .50, aonde

j& nao é possivel observar nenhuma ilha estavel,
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Z=JVH (2.14)

onde

@ 0 0 10
0 0 01

z=1{" o J= (2.15)
P ~1 0 00
Py 0 -1 00

e supondo que Zy(t) = Zy(t + 7T') seja uma solucio periodica, fazemos

Z = Zo(l) + €(1) (2.16)

e substituindo em 2.14 em primeira ordem obtemos

£=JII'¢ (2.17)

cuja solugiio pode ser escrita como

£(t) = M(T)£(0) (2.18)

Depois de um periodo, M(T) é chamada Matriz de Monodrormia,

19



Dois autovalores de M sao sempre 1. Os outros dois sio da lorma et#
no caso instavel ou e** no caso estavel. Assim, se 0 < {r(M) < 4, a drbita

periddica é estivel e se ir(M) > 4 ou tr(M) < 0 a érbita periddica é instivel.

Com base no método que desenvolvemos aqui, verificamnos e constatamos
de fato a 6rbita estavel de P. Dallgvist e (. Russherg [9] existe. Fizemnos
uma busca em regides de 2 proximos de zero (fig 2.5) para ohservarinos a
procedéncia dessa orbita. QObtivemos o seguinte resultado, na regiao muito
estreita de 0.00000 < 7 < 0.00040: Para # = 0 ha uma orbita estavel (uma
rotacdo assimétrica com trago da matriz de monodremia préxime de 0.07)
que & a orbita do artigo em cquestdo. Esta originou-se de uma bifurcacio de
uma familia de libragoes estaveis, passando para instaveis (cruzando a linha
de tragco(M) = 4) com § em torno de 0.00002; a libragio se extende até a
regiao de 7 = (.00030, sofrendo outra bifurcagio em # proximo de 0.00009
aonde sai uma outra familia de rotagdes e na regiao de # proxima de 0.00030,
aonde temos mais dois ramos de familias. Esses dois novos ramos sao libragoes,
uma de libragoes instaveis diretas (trago > 0) e a outra de libragdes instaveis

indiretas (trago < 0).

[sse pequeno tépico ¢ apenas para ilustrar a complexidade dos sisternas
cadticos em geral e em particular o do Potencial Quértico que é o objetivo de

nosso estido,
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Mapa do Potencial Quartico
f=0.01 E =0.500

1-5 o T 1 T T N T L L T T T T

Lo

0.5

PX o0}

_1-5 ——— b i L JR PR 1 L | N L |

-4.0 3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 20 30 4.0

Fignra 2.4: - Mapa do Potencial Quartico com 8 = (.01 e Energia= 0.50,

aonde nao encontramos nenhum vestigio macroscopico de regides elipticas.
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50.0

30.0 +

10.0 + °

<100

-30.0 |

®a

-50.0 :
0.00000 0.00010

0.00020
A

0.00030

0.00040

Figura 2.5: Diagrama de Bifurcagdes da familia de drbitas que compde a érbita

estavel emn # = 0.000.
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Capitulo 3

O Método

Nesse capitulo vamos analisat dois métodos de busca de Orbitas Periddicas
ambos a partir de uma secao de Poincaré do sistema objeto de nosso estudo.
A secao e Poincaré adotada para Hamiltonianas de dois graus de liberdade
é uma superficie bidimensional parametrizada por = e p;, aconde y =0 e p, €
positivo, Isso significa que uma orbita periddica pode ser associada a um tnico

ponto de coordenadas (z,p.) dessa secdo. A drea da segao em estudo estara

limitada pelo valor de E e a linha limite sera dada por p, = \/‘2E — 2V (z,0).

O primeiro método de busca é 0 que poderiamos denominar de "meétodo
das dreas”. baseado na evolugio tetnporal de uma pequena area de segio con-
siderada. () segundo método, que foi o desenvolvido em nosso trabalho e que
denominamos de "método das linhas”, é baseado no comportamento dinarmnico

das vizinhangas das drbitas periodicas.
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3.1 Mbétodo das Areas

O principio usado nesse método sai da propria definig¢ao de dorhita periddica,
ou seja, uma 6rbita periddica € aquela que saindo de um determinado ponto
no espago de fases, depois de um dado tempo, que é o sen periodo, retorna ao

mesmo ponto.

Sahemos que as drbitas periddicas formam um conjunto denso, ou seja,
tao préximo quanto se queira de um determinado ponto no espago de fase,
sempre encontraremos uma orbita periddica. Apesar de forimarem um conjunto
denso, sera um conjunto de medida nula, 1sso significa gue a probabilidade de

encontrarmos aleatoriamente uma orbita periodica € zero.

Como ¢ impossivel encontrar apenas por tentativa esses pontos que per-
terrcemn as orbitas periodicas, porque seriam necessarias infinilas tentativas, o
artificio que usaremos consiste em dividir a secio em pequenas areas finitas
¢ consequentemente em um namero finito de dreas. Uma vez deflinidas essas
areas, iremos evolui-las no tempo, até obtermos uma nova area, que se tiver
urna intersecgido com a area que a originou, indica a possibilidade da existéncia

de utna orbita periodica nessa intersecao.

IPara ilnstrar o procedimento, recorremos a um mapa genérico ja estndado

por nés em outro trahalho [2] denominado Mapa de Meyer, [18], definido como
futt = fn — In

(3.1)

Pyt = [ +ce+ (rIn - Pn)z

24



Nesse mapa focalizamos as vizinhangas do ponto fixo hiperbélico, inas as

consideragoes podem ser extendidas também ao ponto fixo eliptice.

Dado um conjunto de pontos qualguer, nas proximidades de um ponto
hiperbalico, esse conjunto depois de mapeado, sofrera urma contragao na diregao
das variedades estdvels e um alongamento na dire¢io das variedades instaveis
gerando um novo conjunto. Como estamos tratando de um mapa conservativo,

esses dois conjuntos terao necessariamente a mesma area.

Esses dois conjuntos, o original e o mapeado, poderdo se apresentar sob o

ponto de vista de solugoes periodicas, em trés casos distinlos descritos a seguir.

1 - Os dois conjuntos nao tem nenhuma area em comum e conge-
quentemente, n&o existe a possibilidade de existéncia de nenhuma
orbita periddica no interior da area otiginal, com periodo igual ao
do niunero de mapeamentos feilos. lsso estd representado na fig.
3.1

2 — Os dois conjuntos tem urma area em comum, Inas o ponto
hiperbolico esta fora da interseccdo das areas. Isso signiflica que,
emhbora as fignras tenha wina Area em comnm, a area dentro da
fignra original que deu origem a area de interscgao na figura fi-
nal, nao coincidem e portanto nesse caso também nao teremos a
possibilidade de existéncia de uma orbita periddica. Isso pode ser

observado na fig 3.2

3 - Os dois conjuntos tem uma area em cotnum, e o ponto hiperbdlico

dessa vez esta dentro da intersecao das arcas, portanto tetnos uma

20



orbita periédica (que é o ponto hiperbélico). fig. 3.3

Tudo is80 é apenas ilustrativo, porque sabermnos onde esta o ponto que rep-
resenta a drbita periddica, mas no probleina real, ndo temos essa informagao,
que & justamente o que procuramos. Alem disso, no mapa, o periodo é me-
dido pelo numero de aplicagoes feitas enquanto que num sistema hamiltoniano,
temos que evoluir no tempo cada ponto do perimetro da figura e cada um deles

tera um periodo diferente para retornar i segio de corte (segdo de Poincaré).

Qutro problema que aparece é que num sistema mutto instavel, que é urna
das caracteristicas do sistema que escolhemos, o processo de contragio e es-
tiramento das figuras fica muito acentuado, especialmente quando evoluimos
para tempos mais longos, ficando o resultado comn caracteristicas tipicamente
unidimensionais em vez de bidimensionais que sdo as areas de intersecéo procu-

radas.

Vamos mostrar como esse problema se manifesta, fazendo uma divisao da
se¢io em estudo, em pequenos quadrados de lado 0.10. Com excessdo das
bordas, que terao figuras irregulares, o restante da area ficara mais facil de ser

tratado.

Como a se¢ao de Poincaré é simétrica em relagio ao eixo x e tarnbém em
relagdo ao cixo pr, usamos apenas um quarto da segio. Na figura 3.4 podemos
ver que essa area foi dividida em quadrados. O perimetro desses quadrados é

que serao evoluidos no tempo.

O tamanho desses quadrados bem como o numero de pontos que compde

cada lado dos quadrados, é ajustado em fungdo do periodo maximo que sera
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Figura 3.1: - lssa figura no plano #, p, mostra uma. elipse em linha cheia e o
seut mapa em linha pontilhada, nas vizinhangas do ponto hiperbélico assinalado
por H que é o cruzamento de duas linhas, um delas é a tangente da variedade
estavel e a outra da variedade instavel, Nesse caso nao existe intersecgao entre
a rlipse e 0 seu mapa, portanto nio existe no interior da elipse nenhuma orbita

peridgdica de periodo 1. De fato o ponto H esta fora da elipse.
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Figura 3.2: — Nessa figura ja temos uma intersecgdo entre a elipse em linha
cheia e o seu mapa, em linha pontilhada, porém o ponto hiperbodlico H, no
cruzamento das variedades estiveis e instaveis esta fora da elipse. Portanto

mesmo com intersecgdo nesse caso nio temos nenhuma orbita periddica.
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Figura 3.3: — Nesse caso, também temos uma interseccdo entre a elipse em linha
cheia e o seu mapa em linha pontilhada, mas neste caso, o ponto hiperbolico

esta dentro da elipse e consequentemente também dentro da figura mapeada e
temos uma érbita periddica
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Quadradoa para o Potencial Quartico

LE ' , slde :-l 0.1 ' - »
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X

Figura 3.4: — Essa figura é um quarto da secdo de Poincaré e mostra como a
secio {ui dividida em pequenos quadrados para se fazer a busca das orbitas

periodicas
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Mapa do Quadrade
{0.0,0.0) (0.£,0.0) (0.1,0.1) (0.0,0.1)
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Figura 3.5: — Nessa figura vemos um tnico quadrado da grade mostrada na
fig. 3.4 e seu respectivo mapa de apenas uma volta. Podemos observar que
existe interseccio entre o quadrado e o seu mapa, Isso significa que exisie a

possibilidade de uma érbita periddica no interior do quadrado,
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1.0

Mapa do Quadrado
(0.1,0.0) (0.2,0.0) (0.2.0.1) (0.1,0.5)
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0.8 -
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Figura 3.6: - Essa outra figura mostra um outro quadrado da grade da fig.

3.4 mas nesse caso nao existe nenhuma intersec¢do entre o quadrado e seu

respeclivo mapa, nao havendo possibilidade de nenhuma érbita periddica no

interior do gquadrado. Isso para apenas uma volta.
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rastreacdo hem como em funcao da regidao que apresentar a maior dispersao
possive] de pontos durante a evolugio temporal, ou seja, aonde o expoente de

Lyapunov for maior.

Adotamos a terminologia de "nimero de voltas” sempre que nos referimos
a evolugdo temporal de uma figura, até que os pontos que compdem essa figura
cruzemn novamente a se¢do de superficie. Portanto umma volta significarad que
o quadrado ou qualquer outro conjunto de pontes saidos da se¢do, serao mar-
cados na primeira intersecdo com a se¢ao de Poincare, duas voltas, a segunda,

intersegio e assim por diante.

A evolugio do quadrado de coordenadas (0.0,0.0),(0.1,0.0),(0.1,0.1) € (0.0,0.1)
é mostrada na figura 3.5, onde podemos ver o caso em que a nova figura gerada
a partir do quadrado, intersepta a figura original, significando a possibilidade

de existéncia de uma érbita periddica.

Ao contrario do caso anterior, na figura 3.6, um outro quadrado depois
de uma volta, produz uma figura que nio intercepta o quadrado original, ou
seja, para esse numero de voltas, nao existe a possibilidade de existéncia de

nenhuma orbita periddica dentro do perimetro do quadrado.

Quando aumentamos o nimero de voltas de um quadrado original, a com-
plexidade da figura resultante aumenta exponencialmente, tornando-se quase
que umna figura uniditnensional, que se retorce por toda a regido permitida na
secdo. Devemos lembrar que independentemente da complexidade da figura
resultante, a sua Area total continuard a mesma que do quadrado original. A

figura 3.7 ilustra essa complexidade em apenas 3 voltas no espago de fases.
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Figura 3.7: - Mapa de 3 voltas do quadrado mostrade na fig. 3.4, evidencia
a complexidade crescente dos dados graficos obtidos e consequentemente a

complexidade na sna manipulagio,
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Uma série de artificios costumam ser adotados para viabilizar esse método
em termos computacionais: trabalha-se com o perimetro em vez da area propri-
amente dita e frequentemente, propaga-se o quadrado tanto no sentido positivo
do tempo como no sentido negativo dele, para se tentar uma melhor precisao
da area de intersecho resultante, que foi a técnica adotada por D). Provost [20].
Mesmo com tudo isto, a area obtida como promissora, ainda nao é uma drbita
periodica, podendo nem mesmo existir umna na area encontrada. Precisamos
entdo de um passo a mais, que de fato é simplesmente uma adaptacio do
método de Newton, para a convergéncia de Orbitas periddicas, desenvelvido

por M. Baranger e K. R. T. Davies [3]. Com isso concluimos o método.

3.2 Meétodo das Linhas

Diferentemente do método anterior, aonde a secao € dividida em areas, esse
método faz um grid de linhas ao longo da segao, e evelui temporalmente essas
linhas tomaundo as interse¢des dessas linhas como uma primeira aproximagio

de orbitas periodicas.

Da mesma forma que no método antenor, fizemos um primeiro estude do
comportamento das vizinhangas de um ponto fixo hiperbélico, usando o mapa
de Meyer [18]. Para isso, primeiramente tragamos uma reta que passa por
cima do ponto hiperbolico e colocamos o mapa dessa reta na mesma, figura.
A intersecio da reta com o seu mapa nesse caso, nos da exatamente o ponto
hiperbélico, on seja, o ponto da orbita periédica. A figura 3.8 mostra exata-

mente essa silvnacio,
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Figura 3.8: — As duas retas que tem as setas s3o as variedades estiveis ¢
instaveis e a sua intersecqio € o ponto hiperbdlico. A reta horizontal é que é

mapeada na linha pontilhada e ge intercepta no proprio ponto hiperbélico.
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Figura 3.9: - A reta horizontal nao passa em cima do ponto hiperbélico, mas
sim nas suas vizinhangas. Continua existindo uma interseccio entre a reta
(linha cheia) e 0 seu mapa (linha pontithada), representada pela letra (3, que
nao ¢ um ponto periddico, mas simn uma espécie de imagem do ponto periddico

H.
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Tudo isso tamhém se aplica ao sistemma hamiltoniano que estamos usando,
porém nesse caso a complexidade é muito maior pois temos infinitos pon-
tos hiperbolicos dentro do emaranhado homoclinico que preenche o espago de
fases. Por isso mais um fator sera necessdrio nas nossas consideragoes, que é
o espagamento entre as linhas do grid, Esse espacamento sera o responsavel

pelo limite de instabilidade do conjunto de 4rbitas obtidas,

Diante disso temos duas situacoes distintas, se a reta teste que estamos us-
ando passar exatamente em cima de uma orbita periddica, podemos encontrar
essa GOrbita apenas pela sua intersecdo com a linha do mapa. Como disse-
mos num topico atras, a probabilidade de estarmos ein cima de uma orbita
periédica é zero, mas temos um caso especial em que i1ss0 ndo se aplica: é
quando estamos em cima de uma hinha de simetria. Se houver alguma orbita
simétrica, ela obrigatoriamente estara sobre esta linha e portanto pode ser

encontrada com esse método,

Do ponto de vista numérico nao temos, de fato, uma reta. Temos uma
sequencia de pontos em linha reta com um certo espagamento. Devemos por-
tanto adotar um espacamento tal que seja viavel diante do equipamento e
tempo disponivels. Uma vez detetado um cruzamento entre a linha original
e o seu mapa (independentemente do numero de voltas que foram dadas no
espaco de fases), voltamos apenas o ponto anterior ao cruzamento e o ime-
diatamente posterior ao cruzamento e entre eles diminuimos o espagamento,
repetindo o processo quantas vezes for necessario, até a precisao desejada. Nao
sera necessario nenhum tipo de convergéncia extra para as drbitas periddicas

sobre as linhas de simetria alem disso.
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Como dissernos acima, o outro caso, que € o genérico e ndo o particular das
linhas de simetria, nao ir4 aproximar sucessivamente o ponto da reta com o
cruzamento do set mapa e nesse caso, teremos apenas uma boa aproximacao
para a topologia da orbita periédica desejada, que esta nas proximidades,
Dessa forma o ponto de origem do ponto de cruzamento serd usado como
ponto tentativa para a convergéncia de uma 6rbita periédica, ai sim, usando o
método de Newton desenvolvido por M. Baranger e K. T. R. Davies [3], que

se encarregara de fazer a convergeéncia até a precisio desejada.
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Capitulo 4

Resultados

Nesse capitulo vamos apresentar os resultados conseguidos com o método da
linha que desenvolvemos e a partir da anailise desses dados pretendemos estimar

a qualidade e 0 alcance do método em si,

Primeiramente devemos realgar ¢ue o total de orbitas encontradas, esta
diretamente ligado ao passo do grid adotado. No nosso caso usamos um grid
total de 200 linhas ( o que equivale a um espagamento de 0.005 no eixo p,). O
outro fator limitante é obviamente o periodo, que no nosso caso se limitou a

70 unidades de tempo.

A instabilidade das orbitas é dada pelo valor do expoente p do trago da
Matriz de Monodromia, definido como TrM = e# +e~# 4+ 2. Essa instabilidade

extende de 0 a cerca de 30 nas orbitas encontradas.
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Como as 6rbitas quase sempre atravessam a se¢ao mais de uma vez, é natu-
ral que o método encontre esses diferentes pontos para uma mesina orbita, além
de encontrarmos a mesma 6rbita em diferentes posigoes possiveis de simetria.
Por isso 0 nosso conjunto total de drbitas com repetigoes foi de aproximada-
mente 4500 orbitas, das quais cerca de 850 érbitas diferentes. Entre elas duas
orbitas estaveis, que nao constam de nenhum trabalho anterior e que seric

comentadas na préxima secio.

4.1 Orbitas Estaveis

Nurante o processo de rastreamento das érbitas periddicas, encontramos duas
drbitas estaveis, o que por si s6, demonstra que 0 método desenvolvido para
encontrar érbitas hiperbélicas, também consegue detectar, ainda mais facil-

mente, érbitas elipticas, pois as vizinhangas dos pontos elipticos sio estdveis.

As orbitas encontradas sio uma libragao e uma rotagio, mostradas nas fig.
4.1 e 4.2 respectivamente. A estabilidade pode ser observada pelos autovalores
complexos da matriz de monodromia ou simplesmente pela observacio direta
do comportamento das vizinhan¢as da drbita na secio de Poincaré, aonde

podemos observar as ilhas elipticas mostradas nas fig. 4.3 e 4.4,

Proximo a essa libragio estavel encontramos tambeém uma rotagao instavel,
com periodo equivalente ao {riplo do periodo da libragio. Essa rotagdo foi
destacada por dois motivos; primeiramente por estar numa regiao limitrofe

entre a regiao de estabilidade e a regido de instabilidade, portanto de dificil
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convergéncia; em segundo lugar por ser a érbita de menor instabilidade en-
contrada por nds. £ 6bvio que quanto mais préximos estivermos de regices
estaveis, menos instAveis serdo as nossas érbilas e sempre encontraremos uma
orbita menos instivel, porém sempre com periodos crescentes. No nosso caso,
para periodos menores que 70 unidades de tempo, a menos instavel que encon-
tramos foi essa rotagao, que de fato é o resultado de uma triplicagio de periodo

da libragdo estavel num valor de 4 > 0.01, conforme podemos observar na fig
4.4

4.2 Orbitas de mesma topologia

Um dos pontos importantes para destacarmos é a existéncia de orbitas de
mesma Lopologia, porém de fato totalmente distintas, Essas érbitas possuem
o mesmo periodo, agao ¢ aparentemente a mesma projecac no espago de con-
figuragoes, dentro dos limites de precisao adotados, porém com os tragos da
matriz de monodromia bastante distintos. Um conjunto de érbitas foi escol-
hido como exemplo desse tipo de comportamento, tipico de regides instaveis

com proliferacao de bifurcagoes.

Fissas orbitas cstao na fig. 4.5, aonde nao podemos distinguir as 3 -6rbitas
presentes, e apenas uma ampliagao da regido central fig. 4.6 pode nos mostrar

como as diferentes drbitas se apresentam no espago de configuragbes.

Esse fato nos levon a colocar em nosso conjunto de dados o I'r M além do

valor da instabilidade j, pois frequentemente encontramos 6rbitas com periodo
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Figura 4.1: Plano x,y aonde podemos observar a libragio estavel
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Figura 4,2: Plano x,y aonde podemos ver a rotagdo estavel
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Libracao Estavel e uma Rotacao Instavel
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tigura 4.3: Plano x,px com destaque para a ilha estavel ao redor da libragao
estavel. Nessa figura incluimos também a rotagio ao redor da libragao, na

regido limite de estabilidade.
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Figura 4.4: Trago da matriz de monodromia em fungéo de 8, aonde podemos
ver na linha inferior, a evolugao do trago da libragao estavel e na linha superior,
o traco da rotacio instavel e as duas linhas se originando no valor 4 de trago,

que é o valor em que ocorre a bifurca¢do (no caso wma triplicagio).
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Figura 4.5: Plano x,px com destaque para duas das 5 ilhas estaveis ao redor

dos pontos de interseccio da rotagho estavel com a segio de Poincaré
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Figura 4.6: Plano x,y com as 3 Orbitas sobrepostas, aparentemente todas

idénticas
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Figura 4.7: Plano x,y mostrando uma ampliagdo da figura anterior, aonde de
fato ternos 3 drhitas distintas. A linha cheia e a érbita que tem trago = +21.36,
a linha com tracejado grande é a orbita com traco = —29.39 e a linha com
tracejado pequeno é a érbita com trago = +434.48. Como vemos, todas as

trés orbitas sao distintas, embora muito parecidas.
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e instabilidade muito proximos, porém um com trago positivo e outro com trage

negativo.

4.3 Orbitas de simetrias especiais

Chamamos de orbitas de simetrias especiais, aquelas que se encontram sobre
uma dada linha de simelria e como vimos nas secbes anteriores, permitem
a sua determinagio diretamente pelo nosso método, sem o auxilio de ouiras
técnicas de convergencia. Como exemplo de aplicagdo, vamos mostrar o mapa
da linha p; = 0 da se¢ao de Poincaré {fig. 4.8 ) aonde pode-se observar um
grande nimero de intersec¢des com o eixo . Somente seis dessas intersecgoes,
no cntanto sao orbitas que estio sobre a linha de simetria, trés sdo libragoes
instaveis simétricas e trés sao rotaghes instaveis simetricas, Essas orbitas estio
na fig. 4.9.

4.4 O Indice de Maslov

Nao podemos deixar de tratar do célculo do indice de Maslov, que pode ser

obtido de muitas formas, a que nos pareceu mais interessante é a tratada por
B. Eckhardt [10].

Em linhas gerais, mostra-se que a matriz de monodromia, pode ser escrita
como um produto de duas matrizes simpléticas, uma simétrica (T') e uma

ortogonal () [15]. Na forma de blocos de matrizes de 222 temos:
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Mapa do Potencial Quartico

eixo X com uma iteracao
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Figura 4.8: Mapa da linha p, = 0 mostrando as muitas intersecgdes com o
eixo z e o grande nimero de possibilidades de existéncia de 6rbitas periddicas,

porém somente seis delas estdo de fato sobre o eixo.
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Figura 4.9: Essas sao as seis érbitas que estio sobre o eixo z, para apenas uma

unica volta no espago de fases.
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e o nimero de rotagao esta contido na matriz ortogonal (R). Portanto
podemos escrever def(fy 4+ 1R3) = ezp(27i¢) , que é exatamnente a fase dese-
jada. Na pratica porém, essa decomposi¢ao de M como produto de TR nio é

necessaria; podemos escrever diretamente

det(A +iB) = ™ %det(Ty)det(I + iT[ 1) (4.2)

e a fase total sera

P = argdet(A +1B) = 2n (o + v) (4.3)

Pode-se mostrar que v sempre estard entre 0 e 7 [16], o que significa que
teremos o valor da parte inteira de 2;1:; como o valor exato que desejamos ou
aumentado de 1. No entanto, como sabemos que o valor do indice de maslov
& par para tr(M) > 0 e impar para tr(M) < 0 (8], sempre saberemos se lemaos

o valor correto ou se ele csta acrescido de 1 por causa de v,



4.5 Orbitas genéricas

Quando tratamos de orhitas genéricas, convém lembrar que apesar do grande
nimero de libragbes e também do grande ntimero de rotacoes simétricas, as
rotagdes instaveis assimétricas ¢ que dominam o conjunto de 6rhitas periddicas,

especialinente quando aumentamos o intervalo de periodo e instabilidade.

A seguir vamos mostrar 0os dados das 100 primeiras orbitas instaveis do

total de 850, em ordem crescente de periodo, em forma de tabela.

A tabela mostra na primeira coluna a numeragdo das drbitas em ordem
crescente de periodo. Na coluna segiinte temos o valor do periodo das érbitas.
A coluna seguinte nos dé o valor da agao classica correspondente. A coluna
seguinte nos da o indice de instabilidade . Depois temmos o trago da matriz
de monodromia, lembrando que se ele for > 4, teremos uma orbita instavel
direta, se for < 0 teremos uma érbita instavel indireta e se esiiver entre 0 e
4, terermos uma 4rbita estavel, que nao esta listada nesta tabela. Na coluna
seguinte colocamos o indice de Maslov correspondente e finalmente na ultima
coluna o tipo de 6rbita (libragio ou rotagio) e a sua multiplicidade no que diz
respeito as simetrias. Essas multiplicidades podem ser 1,2,4 ou 8, conforme

podemos ver nos exemplos das figuras 4.10 a 4.12:

Logo a seguir da tabela, vamos mostrar as 42 primeiras orbitas no espago

de configuracies, ohedecendo a mesma ordem da tabela.



Figura 4.10: A figura superior tem multiplicidade 1, enquanto que nas duas

figuras abaixo temos um exemplo de multiplicidade 2.



Figura 4.11: As quatro figuras apresentadas mostram as 4 possibilidades dessa

Orbita, por isso ela tern multiplicidade 4.
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Figura 4.12: As oito figuras se referem a multiplicidade 8 dessa orbita
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Figura 4.13: Orbitas de 1 a 6
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Figura 4.14: Orbitas de 7 a 12
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Figura 4.15: Orbitas de 13 a 18
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Figura 4.16: Orbitas de 19 a 24
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Figura 4.17: Orbitas de 25 a 30
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Figura 4.18: Qrbitas de 31 a 36
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Figura 4.19: Orbitas de 37 a 42
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Figura 4.20: Orbitas de 43 a 48
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Figura 1.21: Orbitas de 49 a 54

66



ORBITA 055

ORBITA 056

<
- .
ORRBITA 059 ORBITA 060
4
T

Figura 4.22: Orbitas de 55 a 60
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Orbita | Periodo | Acéo 7 ™M Maslov | tipo
1 7.3979 | 0.784939 | 4.7713 | 0.120075E+03 2 L2
2 8.0462 | 0.853726 | 1.6039 | -0.978843E-+02 3 R4
3 8.2891 | 0.879496 | 4.2046 | 0.690107E+02 4 L4
4 9.3264 | 0.989567 | 5.5842 | 0.268185K403 4 R1
5 10.6287 | 1.127743 | 5.2489 | 0.192360E+03 4 L8
6 10.7299 | 1.138481 | 4.3898 | -0.786369E402 L] R 8
7 10.7592 | 1.141588 | 3.9372 | 0.532047E+02 6 L&
8 11.3391 | 1.203120 | 6.7153 | 0.826915E-+03 4 R 2
9 11.9256 | 1.263344 | 6.6799 | -0.794262E+03 ) RS
10 12,3195 | 1.307144 | 6.4779 | 0.652605F+403 6 R4
11 12.7114 | 1.348719 | 6.9155 | 0.100978E+04 6 I, 4
12 13.7570 | 1.459668 | 6.8642 | 0,959412F-+03 6 R 4
13 13.9630 | 1.481524 | 6.4424 | -0,625921 E+4.03 7 R8
14 14.0882 | 1.494804 | 6.0514 | 0.426694E+403 6 R4
15 14.1158 | 1.497737 | 7.4043 | 0.164496E+04 6 L4
16 1.5917 | 1.548223 | 7.3046 | -0.148510E-+04 7 R8
17 14.8810 | 1.578918 | 8.1664 | -0.351880E-04 5 R 4
18 14.9309 | 1.584222 | 7.0903 | 0.120221E+04 8 L. 8
19 14.9406 | 1.585245 | 7.7520 | 0.23281615--04 6 R4
20 15.1863 | 1.611312 | 7.3667 | 0.158446E+04 8 R 2
21 15.1879 | 1.611488 | 7.5338 | 0.187228E4-04 6 R 8
22 15.2062 | 1.613425 | 7.2446 | -0.1398521+4-04 5 R 8
23 15.8913 | 1.686120 | 9.2240 | 0.101396K405 6 L8
24 15.9036 | 1.687428 | 8.5902 | 0.538052E+04 6 R4
250 159764 | 1.695146 | 6.9952 | 0.109338E+04 8 L8
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Orbita | Periodo | Agao J Tr M Maslov | tipo
26 16.0065 | 1.698347 | 8.0521 | -0.313845E4+04 7 R38
27 16.0705 | 1.705137 | 7.6175 | 0.203557TE+04 8 R 4
28 16.1288 | 1.711322 | 6.4768 | -0.647883E4-03 9 R 8
29 16.2050 | 1.719407 | 6.0146 | 0.411364E+403 10 L8
30 16.2501 { 1.724186 | 7.4787 | 0.177195E+04 R2
31 16.3201 | 1.731616 | 8.8350 | -0.6868571.+04 R4
32 16.6238 | 1.763841 | 7.3030 | -0.118267E+04 R 8
33 16,8381 | 1.786573 | 9.7215 | -0.166697E+05 R 8
34 16.8774 | 1.790750 | 17.0165 | 0.111692E-+04 10 R 4
35 17.0924 | L.8135658 | T.2877 | 0.146424E-+04 10 L4
36 17.4412 | 1.850567 | 9.7223 | 0.166877E+05 L4
37 17.5339 | 1.860403 | 9.7331 | 0.168681E+05 R4
38 17.6194 | 1.869473 | 6.0989 | 0.447384E+03 10 R 4
39 17.6631 | 1.874112 | 4.6354 | -0.101078E+03 11 R 8
40 17.6663 | 1.874456 | 4.0698 | 0.605639F4-02 10 R4
41 17.8905 | 1.898243 | 7.0266 | 0.112817E+04 10 L4
42 18.0395 | 1.914052 | 10.1930 | 0.267163E4-05 6 L8
43 18.1577 | 1.926596 | 6.7272 | -0.832790E403 i1 R 8
44 18,1784 | 1.928790 | 9.7063 | -0.164195E405 [ R3
45 18.2740 | 1.938934 | 9.2809 | 0.107332E+05 8 L8
46 18.3031 | 1.942022 | 6.2925 | 0.542527E+03 10 L8
47 18.5181 | 1.964836 | 6.6829 | 0.800647E+03 12 R 2
48 18.6447 | 1.978261 | 9.4732 | -0.130044E+05 L8
49 18.6695 | 1.980898 | 9.1236 | 0.917159E+04 R 8
50 18,7611 | 1.990613 | 8.5322 | 0.5077541E+04 R 8
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Orbita | Periodo Acho 7 Tr M Maslov | tipo
51 18,7668 | 1.991220 | 8.3243 | -0.412101 K404 9 R3
52 18.7857 | 1.993227 | 6.0695 | 0.434486E+03 8 IR 4
53 18.7863 | 1.993290 2.9608 | 0.213661E+02 10 R 4
54 18.7863 | 1.993200 | 3.4457 | -0.203981E+02 9 R4
55 18.9332 | 2.008871 | 10.1623 | 0.25910615+05 8 R8
h6 19.0224 | 2.018336 | 8.7485 | 0.630298LE+04 8 L8
5T 19.0506 | 2.021331 | 8.2062 | -0.366151E4+04 9 R 8
58 19.0513 | 2.021404 | 9.7708 | 0.1751721E4+05 8 L8
59 19.0585 | 2,022166 | 5.8314 | 0.342832E-+03 12 R2
60 19.0658 | 2.022942 | 7.8078 | 0.246162E+404 10 L8
61 19.0858 | 2.025069 | 9.7619 | 0.173615E+05 8 R4
62 19.1507 | 2.031957 | 9.5706 | 0.143395E+05 8 R 4
63 19.1938 | 2.036529 | 5.0617 | -0.154299154-03 13 RS
61 19.2169 | 2.038981 | 4.4378 | 0.866046E-+02 14 R4
65 19.2372 1 2,041134 | 10.4812 | 0.356420L4+05 8 L 8
66 £9.2449 | 2.041945 | 9.1452 | -0.936739E+04 R 8
67 19.3504 | 2.053145 | 8.6404 | 0.565783E+04 10 L4
68 19.4407 | 2.062726 | 5.2259 | 0.188037E+03 14 l. 4
69 19.4973 | 2.068729 | 10.7470 | 0.464919E405 R 8
70 19.6477 | 2.084683 | 10.1933 | 0.267253E+05 R 8
71 19.6580 | 2.085782 { 10.9336 | 0.560305E4-05 R &
72 19.6690 | 2.086948 | 9.8980 | -0.198890E405 R8
73 19.6745 | 2.087530 | 1.2851 | 0.589171E401 14 L4
74 19.7210 | 2.092467 1.6813 | 0.755835E-+01 16 L2
h 19.8651 | 2.1077h5 | 10.6117 | -0.406037E+05 9 R&
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Orbita | Periodo | Acéo 7 Tr M Maslov | tipo
76 19.9168 | 2.113234 | 10.8606 | 0.520829E+05 8 R 8
T 19.9603 | 2.117855 | 11.2213 | 0.74T092E+05 8 R 8
78 20.9328 | 2221038 | 9.8079 | 0.181780E4-05 8 R4
79 | 209607 | 2.223998 | 9.1971 | -0.986612E+04 7 R 8
80 20.9747 | 2.225484 | 8.7592 | 0.637131E4-04 10 R 4
81 21,0302 | 2.231371 | 9.3492 | 0.114917E405 10 L8
82 21.0718 | 2.235792 | 8.7197 | -0.612001E+04 9 R 8
83 21.0885 | 2.237560 | 8.2811 | 0.395053E+04 12 L8
84 21.2575 | 2.255486 | 10.4978 | 0.362368F405 8 L&
85 21.3079 | 2.260836 | 11.1239 | 0.6777T31E£405 8 L4
86 21.3629 | 2.266678 | 9.7360 | -0.169131E405 9 R 8
87 21.4146 | 2.272157 | 9.1800 | 0.970346E404 10 L8
83 21.4336 | 2271177 | 91108 | 0.905452F404 10 L8
89 21,4503 | 2.275953 | 10b4627 | 0.349895E405 10 R 8
90 21.4599 | 2.276962 | 8.7796 | 0.650234E+404 10 R 8
91 21.4866 | 2.279798 | 8.3933 | -0.441533E404 11 R 8
92 | 21.5184 | 2283177 | 7.8744 | 0.263115E404 12 L8
93 21.6440 | 2.296495 | 10.1682 | 0.260631E405 10 R&
94 21.9509 | 2.329064 | 11.0159 | 0.608367E4-05 10 R 8
95 22,0391 | 2.338448 | 9.9447 | 0.208425E4-05 12 L4
96 22,0672 | 2.341401 | 11.2492 | -0.768182E+05 9 RS8
97 | 22.0001 | 2.343865 | 10.5429 | -0.379057E+05 11 R 8
98 22.1298 | 2.348044 | 11.7531 | -0.127150E+-06 9 RS§
99 22,1082 | 2355302 | 9.7215 | -0.166691K4-05 9 R 8
100 22,1985 | 2355345 | 9.6420 ) 0.154138K405 10 R 8
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4.6 Histogramas

Quando lemos um grande conjunto de dados, a analise individual de cada
orbita tem pouco significado, mas o conjunto como um todo é muito significa-
tivo. Vamos primeiramente observar o histograma das instabilidades. Podemos
ver nitidamente um crescimento exponencial do nimero de érhitas até a in-
stabilidade entre 9 € 10, e logo a seguir uma queda também exponencial no

numero de 6rhitas para instabilidades maiores.

A primeira parte nos da uma indica¢do que o conjunto obtido até a insta-
bilidade em torno de 9 € um conjunte bastante completo, como era o nosso
objetivo. Se isso de fato fosse verdade, indicaria que se tomassernos um grid
menor nas linhas, s6 encontrariamos orbitas com instabilidades acima desse
valor. Testamos para um intervalo entre duas linhas um espagamento dez
vezes menor ¢ de fato nenhuma érbita diferente com instabilidade abaixo de 9
foi encontrada, mas apenas orbitas distintas de instabilidade acima desse valor.
Da mesma forma podemnos concluir que nao temos um conjunto completo para
valores de instabilidade acima de 9, pois 0 comportamento esperado era de umn

crescimento exponencial e ndo uma queda exponencial no numero de 6rbitas.

() histograma dos periodos, no conjunto de orbitas que obtivemos, nao
mostra com clareza o crescimento exponencial no niimero e orbitas, com o
crescimento do periodo, isso sc dove em parte ao falo que no histograma nao

estao inclnidas as repetigoes das drhitas.

Finalmente temos o histograma que denominamos de histograma do indice

de Guutwiller, que de fato é a contagem do nimero de orbitas em funcio do
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fator ﬁfﬁ tirado da férmula do trago. Nesse histograma conseguimnos
(M)

observar com clarcza ¢ crescimento exponencial no numero de orbitas que
contribuem cada vez com um peso menor na férmula do trago, mas que sao

justamente os responsiveis pela divergéncia da formula.

Fsses histogramas mostram qualitativamente que o conjunto de 6rbitas que
obtivemnos é bastante completo e suficiente para mostrar alguns cornportamen-

tos exponenciais, mesmo tendo um conjunto finito de orbitas.
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Histograma da Instabilidade
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Figura 4.23: Histograma das instabilidades, podemos observar com facilidade
o crescimento exponencial do nimero de 6rbitas até pouco antes do valor 10 de

instabilidade e depois uma queda também de caréter exponencial, até o final
dos dados.
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Histog‘rama dos Periodos
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Figura 1.24: Ilistograma dos periodos. Diferentemente do histograma anterior
o crescimento exponencial das 6rbitas em fungéo do periodo, nao esta evidente,
Fsse histograma nio inclui as repetigdes, 0 que sem divida acentuaria o carater

exponencial do histograma.
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Histograma do Indice de Gutzwiller
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Figura 4.25: Este histograma mostra o peso do fator da formula do trago e
podemos observar que apesar do nosso conjunto ser finito, ele consegue mostrar
umn crescimento exponencial no niimero de érbitas com contribuigdes cada vez

MeCnores, fmas em maior numero.
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Capitulo 5
Conclusoes

QO objetivo principal descrito na introdugio desse trabalho foi plenamente
atingido, ou seja, conseguimos desenvolver umn metodo de busca de orbitas
pertadicas tanto estaveis como intaveis, que num sistema caotico, um conjunto
quase completo de drbitas para um dado intervalo de periodo e instabilidade,
Aqui o termo quase completo é no sentido que niao podemos garantir com ab-

soluta certeza que nio exista mais nenhuma orbita fora da lista de resultados.

Isse método pode ser empregado em dois casos especificos distintos que

580:

I — Caso das linhas especiais; é aquele em que as linhas passain exatamente
sobre 4rbitas periddicas, por exemplo algumas linhas de simetria ou linhas de
bordas de polenciais. Com esse mélodo nesses casos podemos encontrar todas

as Orhitas periadicas que estao sobre essas linhas, com a precisao descjada, sem

77



recorrermos a nenhum outro método de convergéneia auxiliar,

II - Caso das linhas genéricas; ¢ aquele em que as linhas passam nas vizin-
hangas das érbitas periodicas, de onde obtemos uma boa aproximagio para a
érbita procurada, mas que depois necessitamos de métodos convencionais de

convergéncia para chegarmos a precisio que cesejamos,

Qutro resultado importante obtido ¢ o conjunto de orbitas resultante desse
trabalho, enquando o conjunto mais completo para o Potencial Quartico en-
contrado na literatura foi o de Eckhart [1] com 150 orbitas distintas, o nosso

método encontrou cerca de 850 drbitas distintas para o mesmo range.

Diante disso, nossas perspectivas futuras tarmbém sio em duas frentes dis-

tintas, uma para o método e outra para o conjunto de orbitas que foi obtido.

Para o método € nossa intengao fazer uma extensdo a outros potenciais,
tentar adaptar a téenica a bilhares, estender para 3 graus de liberdade, usar
exn potenciais bidimensionais periodicos e verificar a viabilidade do método das
linhas das vizinhangas, se poderia ser usado para a convergéncia direta sem as

técnicas anxiliares vigentes, entre ontras possibilidades.

Para o conjunto de dados, é nossa intencio usd-lo para verificarmos a
formula do trago ou outras [drmulas existentes ou em desenvolvimnento usar
conjuntos selecionados para o estudo de cicatrizes ¢ montarmos um tipo de at-
las das orbitas periodicas do Potencial Quartico para os parametros que foram

nsados nesse trabalho.

Todns essas extensoes, do método e das aplicaghes dos dados deverao ser
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desenvolvidos nos proximos anos, em colaboragao com outros pesquisadores e

outros centros de pesquisa.
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