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RESUMO

Neste trabalho fizemos um estudo detalhado no que concerne a busca de drbitas
periodicas em dois tipos de Bilhares com Campo Magnético ortogonal aplicado:
o Bilhar Quadrado e o Bilhar de Sinai. Implementamos um método eficiente de
procura diretamente no Mapa de Secao de Birkhofl, baseado em um processo de
iteracoes sucessivas a partir de uma “Orbita-teste” e obtendo a convergéncia para
uma Orbita efetivamente periddica, tendo como parametro de convergencia a Ma-
triz de Monodromia da 6rbita. Conseguimos obter um total aproximado de 2000
orbitas para ambos o0s sistemas, as quais foram catalogadas por estabilidade, acéo e
periodo. Fizemos estatisticas analisando o Nimero de orbitas como fungao de varios
parametros. Verificou-se um crescimento aproximadamente exponencial em termos
de pe:iodo e Agao. Observou-se que, para campos baixos, o No. de drbitas com
2n “bounces” cresce mais rapidamente que com 2n+1 bounces no Bilhar Quadrado.
(Observou-se tambérmn o aparecimento de 6rbitas "aprisionadoras” no Bilhar de Sinai
para campos inetermediarios.



ABSTRACT

In this work we have made a detailed study on the search for periodic orbits on
two types of Billiards with a ortoghonal magnetic field applied: the Square Billiard
and Sinai’s Billiard. We have implemented an efficient method of searching directly
on Birkhoff’s Section Map, which is based on a process of successive iterations,
starting from a “test-orbit” and getting the convergence to an “effectively periodic”
orbit, having as a convergence parameter the Monodromy Matrix of the orbit. We
have obtained about 2000 orbits for both systems, which have been catalogued
by stability, action and period. We have made a statistical analysis centered on
the number of orbits as a function of several parameters. [t was detected a near-
exponential growth as a function of period and action. For low values of the Magnetic
Field, the number of orbits with 2n bounces grows more rapidly than the number
of orbits with 2n+1 bounces on the Square Billiard. It was observed the presence
of “trapping” orbits on Sinai’s Billiard for intermediary Magnetic Fields.
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Capitulo 1

Introducao

A dinamica de elétrons confinados em potenciais integraveis e cadticos pode ser,
em varias situacoes de interesse, muito bem aproximada pelo movimento em pocos
de potencial infinito, os chamados bilhares. Os bilhares sao sistemas fisicos bi-
dimensionals onde uma particula é confinada em uma regiao delimitada por uma
fronteira. No interior desta regiao, a particula move-se livremente ou scb a agao de
forgas e sofre reflexdes especulares quando atinge a fronteira. No caso do movimento
livre, a geometria da fronteira determina a caracteristica cadtica ou integravel do
movirento.

Nas referéncias {1, 2, 3] encontramos a descri¢do de um gias de elétrons bi-
dimensional confinado através do modelamento com Bilhares. Colocando um campo
magnético ortogonal ao plano do Bilhar, é possivel estudar propriedades magnéticas
importantes do gas, tals como magnetizacao e susceptibilidade magnética [4].

Na descricao desta dinamica de elétrons confinados, se destacam as drbitas
periodicas. IEm geral, o estudo do papel das dérbitas periddicas e suas bifurcagoes
dentro da teoria semiclassica de sistemas cadticos constitul uma poderosa ferramenta
na descricac do comportamento de tais sistemas. As propriedades magnéticas de
urmn gas de elétrons sermiclassico podem ser descritas em termos de orbitas periddicas
curtas e do fluxo magnético que as atravessa [5, 6, 7, 8].

Neste trabalho, é dado enfoque na busca de érbitas periédicas em duas classes
de bilhares: o Bilhar Quadrado (integravel) e o Bilhar de Sinai (cadtico). Em ambos
0s casos, temos um campo magnético ortogonal ao plano do Bilhar agindo sobre a
particula carregada. No caso do Bilhar de Sinai, também estamos interessados no
papel Je érbitas aprisionaderas, nas quais o elétron colide varias vezes com o circulo
central do bilhar sem colidir com a fronteira quadrada.

Existem na literatura véarias publicacoes anteriores no estudo de Bilhares com
um campo magnético ortogonal {(doravante denominados genericamente de “Bilha-



res Magnéticos”). Estes trabalhos deram uma grande contribuigio em termos de
motivacao e referéncia em nosso estudo. Destacamos aqui alguns deles, resumindo
seus principals resuitados.

1.1 Resultados experimentais

O estudo de particulas confinadas em pogos de potenciais ganhou certa notoriedade
com © advento de novas técnicas de litografia em Heteroestruturas, que possibilitam
a observagdo da dinamica de elétrons confinados. Um recente artigo de Lévy et
al.[2] mostra que é possivel obter arranjos experimentais em sistemas mesoscépicos
onde o livre caminho médio dos elétrons seja grande comparado com as dimensoes
do sistema de modo que o comportamento do elétron seja muito bem aproximado
por uta aprisionamento em bilhar, via um modelo de particula independente.

Foram feitas medidas de susceptibilidade e magnetizacao, obtendo-se uma grande
variagao em relagao a susceptibilidade de Landau, indicando experimentalmente que
a presenca da fronteira tem um efeito muito grande na susceptibilidade magnética.
Concluiu-se também que tais estruturas em regime balistico apresentam grande sen-
sibilidade a efeitos do tipo Aharonov-Bohm, ou seja, as drbitas dos elétrons nestas
estruturas (em particular as érbitas curtas) tém um papel importante e as fases ge-
radas pelo fluxo magnético através destas drbitas podem ocasionar uma forte perda
de coeréncia (no sentido em que as agdes nao sao relacionadas por comensurabili-
dade), que poderia ser uma assinatura do comportamento cadtico cldssico no sistema
quantico. Este trabalho de Lévy et al. abriu novas perspectivas no estudo tedrico
de modelos do tipo “gas de elétrons” confinado.

1.2 Calculo de Magnetizacao e Susceptibilidade

O caleculo de propriedades M_gnéticas para elétrons nao iteragentes em Bilhares
e em potenciais suaves também foi amplamente discutido do ponto de vista pu-
ramente teérico. Nakamura e Thomas [1], por exemplo, tentam estabelecer uma
conexao entre a dinamica cadtica e os observaveis macroscopicos. E apresentada
uma comparacdo entre as curvas de susceptibilidade x{8} de um Bilhar Eliptico
com campo, nao-integravel para B # 0, e de um Bilhar Circular, que permanece
integravel mesmo depois de submetido ao campo ortogonal. E sugerida a hipotese
de que os picos na suceptibilidade, ocasionados pelos cruzamentos de niveis existen-
tes no caso do Bilhar Circular e inexistentes no caso do Bilhar Eliptico, seriam uma
“assinatura” de dindmica classica cadtica. Além disso, o valor de x para campo nulo
também dependeria de o sistema ser cadtico ou nao.



No entanto, tais conclusoes nédo se sustentam totalmente, conforme foi mostrado
posteriormente por diversos autores (Prado et al., Ullmo, Oppen, Agam [5, 6, 7,
8]). O valor de ¥ com B = 0 nao seria determinado pela auséncia ou nao de
integrabilidade classica mas sim dependeria fortemente do “termo de Weyl”, i.e
do valor médio da funcao densidade de niveis, que traduziria apenas propriedades
globais do sistema. Ao mesmo tempo, fo1 também estudado o Oscilador Harmonico
em duas dimensoes [5, 9], e € mostrado que ocorrem picos na curva de magnetizagao,
mesmo sendo o sistema classicamente integravel, e que o valor médio de x{B = 0)
depende da razio entre as freqiéncias dos osciladores.

Mesmo assim, ainda aparecem “assinaturas” da dindmica cadtica do sistema
nas flutuacdes da magnetizagao em torno de seu valor médio e é mostrado, em
uma analise semi-classica, que estas flutuagdes provém de um soma sobre as orbitas
periodicas, via formula de Gutzwiller.

Deste modo, para que se possa aplicar tais métodos semi-classicos, é extre-
mente desejavel um conhecimento profundo da dindmica classica e, em particular,
informacgGes sobre as orbitas periodicas classicas e sobre suas propriedades gerais,
tals como estabilidade, acao, periodo etc.

1.3 Bilhares Magnéticos Classicos

Um outro ponto de motivacao para o estudo de Bilhares magnéticos é o problema
de comportamento integravel versus cadtico em sistemas hamiltonianos e de como
ocorre a transicao entre eles. A introdugdo do campo magnético em bilhares tem
como efeito em geral a quebra de integrabilidade, excegao feita aos bilhares com
simetria circular. Deste modo, o campo magnético B surge como parametro natural
para a visualizacdo da transi¢do ordem-caos.

Os bilhares classicos tém sido tema de varias analises e, no que diz respeito ao
comportamento integravel ou cadtico da dinamica envolvida, tém-se feito progres-
sos no sentido de encontrar propriedades gerais, em particular no caso de Bilhares
Magnéticos. Destacamos dois exemplos.

Uma descricao mais geral sobre bilhares em um campo magnético pode ser en-
contrada no trabalho de Robnik e Berry [4], onde temos uma analise de estabili-
dade para fronteiras convexas “sem pontas”, onde tanto o raio de curvatura p(s)
como o bordo da fronteira sao diferenciaveis e nio apresentam descontinuidades. A
convexidade da fronteira implica que p(s) estara limitado por constantes positivas:
0 < pmin < p(3) < Prmaz < X

Robnik e Berry propdoem uma classificacio da Dinamica comparando o raio R
da érbita circular no interior do Bilhar (veja eq. 2.3.2) com estes extremos de p. O
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comportamento cadtico aparece no regime onde g < R < pmaez, sendo a dindmica
mais regular para B < pmin € B > pmas.

Dentre as conclusoes do trabalho, podemos destacar a de que para campos muito
altos o sistema “perde caoticidade”, no sentido de que no limite B — oo (ou B — 0)
a integrabilidade é recuperada. Quando R é muito pequeno, para qualquer condigio
inicial temos o chamado regime de adiabatic skipping, o qual é definido pelo o apare-
cimento de uma nova constante de movimento, denominada pelos autores “invariante
adiabitico” C(s,p) (vide eq. 2.3.2).

No trabalho de Berglund ¢ Kunz [13] é feita uma abordagem parecida, com o
intuito de solidificar algumas conclusdes de Robnik e Berry. Entre outros resultados,
vemos uma derivagao de uma expressao geral para a Matriz de Monodromta do Mapa
para fronteiras “bem comportadas”. A questiao do Invariante adiabético também
¢ discutida para casos onde a fronteira ndo € bem comportada, como no caso de
bilhares poligonais. A conclusao é a de que nestes casos a integrabilidade nao é
recuperada poils existe uma descontinuidade em C{s,p) ocasionada pela presenca
das “pontas” na fronteira. E feita também uma analise de algumas familias de
orbitas periodicas no Bilhar Quadrado com Campo, em particular a familia das
orbitas simétricas com 4k batidas ou “bounces” na parede do bilhar. Ao que parece,
tais orbitas forma obtidas de forma “artesanal” e analitica, sem uma busca numérica
mais aprofundada como a que fazemos neste trabalho.

1.4 Objetivos

Diante de tais motivagoes, nos propusemos neste trabalho a fazer um estudo mais
rigoroso no que se refere as érbitas periédicas classicas em dois bilhares magnéticos:
o Bilhar Quadrado e o Bilhar de Sinai, utilizados aqui como representantes, no caso
de campo nulo, de Bilhares integraveils e cadticos respectivamente.

Propomos aqui um meétodo numérico eficiente na busca de 6rbitas periddicas.
Entendemos que esse método é de aplicagdo abrangente, ou seja, pode ser genera-
lizado para outros sistemas além dos aqui estudados, em particular Bilhares com
outras geometrias de fronteira.

Dentro deste estudo, incluimos a catalogacio de drbitas e a determinacao de
certas propriedades inerentes a elas tais como estabilidade, periodo e agao, para
diferentes valores de campo, utilizado aqui como parametro do sistema. Desta forma,
um dos resultados que apresentamos € um compéndio de érbitas periodicas dos dois
sistemas, para diferentes valores de campo. Esperamos que essa anélise da dinamica
classica dos Bilhares possa ser futuramente aplicada em calculos de natureza semi-
classica, onde as drbitas periérlicas representam um papel importante [15].
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Esta tese esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 fazemos uma des-
crigao dos Bilhares estudados e mostramos algumas de suas caracteristicas. No
Capitulo 3 descrevemos o método de procura de érbitas quase-periédicas. O Método
de Convergéncia de Grbitas periddicas é descrito no Capitulo 4. Os Capitulos 5 e
6 trazem os resultados obtidos em termos de aplicagGes do método para o estudo
de bifurcagoes de drbitas e em termos de estatisticas com as Orbitas convergidas.
No Apéndice 1 é deduzida um expressio para a Agao em Bilhares Magnéticos e no
Apéndice 2 é mostrado um compéndio de 72 dérbitas periédicas, selecionadas de um
total de aproximadamente 2000, para ambos os bilhares.
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Capitulo 2

Breve descricao dos Sistemas

Fisicos estudados: Bilhar
Quadrado e Bilhar de Sinai

2.1 Descricao

O termo “bilhar” é usado no coatexto de Sistermas Dinamicos para descrever sistemas
de dois graus de liberdade onde uma fronteira de potencial infinito confina uma ou
mais particulas em seu interior. O espaco de fase fica entao dividido em uma regiao
acessivel as particulas e uma regiao tnacessivel, onde V. — oo. Nos chamados
Bilhares livres nao existem outros potenciais atuando sobre a particula além do
poco infinito V. Assim, classicamente, a interacao da particula com o potencial
se da através de colisdes especulares, tal qual uma mesa de bilhar ideal, onde as
trajetorias sao retas na regiao permitida.

Como a agao do potencial nestes casos s6 é sentida quando a particula colide
com a fronteira, o formato geométrico desta tltima terda uma influéncia fundamen-
tal no tipo de movimento que ocorre no interior do Bilhar. De fato, é o formato
geométrico da Fronteira que determina a existéncia ou nio de constantes de movi-
mento adicionals. Ou seja: o formato geométrico da fronteira classificara o Bilhar
como integrdavel ou nao-integrdvel e consequientemente determinara quais 0s aspec-
tos qualitativos da dinamica da particula aprisionada. Dentre os nao-integraveis,
temos sistemas onde todas as orbitas sao instaveis, denominados caéticos e sistemas
onde o Espago de fase apresenta regioes regulares e regides instaveis, denominados
mistos. Fronteiras como o circulo, 0 quadrado e a elipse deixam o sistemna integravel
como um todo enquanto bilhares como o Estadio de Bunimovich (dois semi-circulos
unidos por segmentos de reta) ou o Bilhar de Sinai (uma fronteira quadrada com
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um disco espalhador no centre) sao sistemas totalmente cadticos.

Os Bilhares sao sistemas fisicos extremamente simples. Podemos resumir a acao
da fronteira sobre a particula através de uma “lei de colisdo especular”. Durante
a colisdo, a componente normal do momento muda de sentido instantaneamente,
ou seja, § - # muda de sinal no momento exato da colisao. Tal alteracio brusca no
momento j implica em uma alteracao brusca na trajetéria e temos entao deflexdo
instantdnea da particula. Como a componente tangencial do momento permanece
inalterada durante a colisao e a componente normal apenas muda de sentido, o
angulo da trajetéria com o vetor normal 4 fronteira no ponto de colisio permanece
inalterado. Temos assim as Condigoes de Contorno durante a colisdo: o angulo 8; de
incidencia é igual ao angulo 4, de reflexao. Estes angulos dependem do vetor normal
ri(r) a fronteira, que pode evidentemente depender do ponto de colisdo. Temos entéo
um sisterma bastante simples no geral, com condi¢des de contorno triviais.

Podemos incluir outros potenciais no interior do bilhar de forma que a Hamil-
toniana na regido permitida as particulas nao mais seja a Hamiltoniana livre. Em
particular, a introdugdo de ur~ campo magnético ortogonal ao plano do Bilhar faz
com que as trajetorias passem a ser agrcos de circunferéncias, conforme mostraremos
mais adiante.

2.2 Coordenadas de Birkhoff

O modo usual de associar mapas conservativos ao movimento em sistemas Hamilto-
nianos com dois graus de liberdade € através de Sec¢oes de Poincaré, que constituem
uma ferramenta extremamente poderosa para a visualizacao de aspectos do Espaco
de Fase. No caso de Bilhares, a presenca do po¢o de Potencial infinito introduz
complica¢bes no uso de segées de Poincaré. Nestes sistemas, a Hamiltoniana nao €
bermn comportada em todo o dominio do espaco de fase: ocorrem descontinuidades
graves no momento p durante as colisoes. A componente g 7(7) simplesmente muda
abruptamente de sinal, de modo que % nao fica bem definida nestes pontos.

Deste modo, uma alternativa eficiente é utilizar se¢des com outras coordenadas
candnicas, que definam um Mapa (g, p) — (Gat1, Puy1) que conserve area tal qual
uma se¢ao de Poincaré. As Coordenadas de Birkhoff e o Mapa de Segao definido
por elas aparecem entao como substitutos naturais as secoes de Poicaré no caso
especifico de Bilhares.

Definimos um par de coordenadas a cada colisdo. A coordenada { da a informagao
sobre a posicao do ponto de colisao no perimetro da fronteira e a outra coordenada é
o cosseno do angulo de reflexao da trajetdria, sendo proporcional entao a componente
tangencial do momento no ponto de colisao. Essas novas variaveis correspondem sim-
plesmente a coordenadas e momentos tangentes & fronteira do Bilhar. Podemos vi-

14



sualiza-las como parte de uma transformacéao do tipo (g1, g2, p1,p2) — (q|- ¢L, Py, PL)
onde a se¢ao ¢ construida marcando ¢ e py quando ¢ =0 e p, > 0.
Coordenadas de Birkhoff

Figura 2.1: Coordenadas de Birkhoff ilustradas no Bilhar Quadrado

E possivel mostrar que tal sistema de coordenadas define um Mapa conservativo
do tipo:

cos (6,14.1) = g(fm cos (Hn))

onde as fungdes f(l., cos{(8,)) e g{l,, cos (8,)) dependem essencialmente da geometria
da froateira.

A aplicacao das Coordenadas de Birkhoff pode ser estendida para Bilhares genéricos,
onde o potencial em seu interior ndo é necessariamente nulo {4, 13]. Em particular,
aplicaremo-nas ac caso dos Bilhares Magnéticos. Nesta situacdo, f(l,,cos(#,)) e
g{l,,cos (8,)) dependerao também do Potencial interior e de seus parametros.

Ocorre porém que o Mapa de Segao mostrara apenas os aspectos relativos as co-
lisdes com a fronteira. Portanto, informacaes sobre 0 movimento entre duas colisdes
consecutivas nao sao obtidas diretamente no Mapa. Isto pode esconder aspectos
importantes da dinamica no interior do Bilhar se esta nao for simples como no caso

{ lnt1 = f(l,,cos(8,))

livre. Voltaremos a este ponto em discussao posterior sobre os aprisionamentos no

Bilhar de Sinai.
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2.3 O Bilhar Quadrado

2.3.1 O caso livre

Conforme mencionamos, o Bilhar de fronteira quadrada é um dos casos onde o movi-
mento ¢ integravel. Dada uma condicao inicial (¥,lp,cosfy}, temos duas constantes
de movimento: a Energia e a componente normal do momento (p-7 = v2mE sin 8y).

A componente normal do momento se conserva pois temos apenas dois angulos
de reflexdo possiveis durante o movimento da particula: 6y e I — 8o, 0 que pode ser
facilmente mostrado como um exercicio geométrico elementar:

y

Figura 2.2: Prova: apenas dois dngulos permitidos — #; = g

O Mapa de Secéo sera entao formado por linhas onde cos § =cte. em cada linha.
Para oOrbitas genéricas (nao periddicas), todos os pontos ao longo da fronteira sao
eventualmente visitados se o numero de iteracoes tender a infinito. Assim, dado um
angulo inicial dp que gere uma orbita nao fechada, a particula colide com todos os
pontos da fronteira (i.e. varre todos os Is possiveis) com angulo de incidéncia 8y ou
7 — o, gerando entdo as linhas. Em nossos calculos tomamos o lado do quadrado
como sendo unitario. Devido a simetria do Bilhar, o Mapa de Secao é separado em
quatro regides idénticas: (0 < [ < 1), (1 < {<2),2<l<3 e <<y,
cada uma correspondendo a uma das quatro “paredes”. Para melhor visualizacao
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do Mapa, podemos restrigir o0 Mapa & “primeira parede®, onde 0 < [ < 1. Assim,
_como vemos na figura acima, dado ({p, 0), 8; corresponderé a préxima coliséo com a
mesma parede. Fsta simetria ndo é quebrada com a introducao do campo magnético.

Bilhar Quadrado
B=0 :

1.0 ==

¢os{d)

-1.0 i R R T UV P
Q.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3: Mapa de Secéo pa,rla, o Bilhar Quadrado livre

2.3.2 A quebra de Integrabilidade com a introdugao do
campo

Quando introduzimos um campo magnético ortogonal ao plano do bilhar, a Hamil-
toniana no interior do bilhar deixa de ser do tipo “particula livre” e passa a ter a

formas
1 quY 5
H=— y — ———
2m [(p c t Py

— - = — ~
Neste caso, escolhemos A = —Byé, de modo a termos B = Be,. As equacdes de
movimenio resultantes serao entao:
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; qB ( qu)

Py = — -
me C
s o Po_ayB
m mc
g o=
m

Manipulando adequadamente as equagoes de movimento, é possivel mostrar que a
trajetdria no interior do Bilhar descreve uma circunferéncia cujo raio é inversamente
proporcional ao campo, na forma:

V2EN?

(-2 +y—w) =%

B
Em nossas simulagoes computacionais, fixamos a Energia em E = 1 e a carga
e velocidade da luz em ¢ = |¢} = 1, de modo que o raio da trajetoria passa a ser

simplesmente o inverso de campo magnético.

Como consequéncia direta da introdugdo do campo, as orbitas passam a ser
cireuleres, o que implica que o angulo de incidéncia 8; da particula na parede do
bilhar sera dado pela inclinagao da reta tangente a trajetéria no ponto de colisao.
Ou seja, #; vai depender do comprimento do arco descrito pela trajetoria e das
coordenadas (I, cosf) da colisao anterior. A componente normal do momento nas
colisdes com a parede do Bilhar passa a nao mais se conservar uma vez que g - 7
passa a depender do angulo de incidéncia em cada batida e este nao mais estara
restrito a apenas dois valores como no caso livre. A introducao do campo causa
entdo a quebra de integrabilidade no Bilhar Quadrado.

De acordo com o teorema KAM ([10, 11}, por exemplo) quando uma Hamiltoni-
ana integravel sofre uma perturbagao nao integravel, temos a destruicao dos tores
ressonanies no Espago de Fase. Apesar de o Bilhar Quadrado com campo nao reu-
nir todas as condigdes necessarias para satisfazer o teorema {devido ao potencial
infinito, a Hamiltoniana nao é suficientemente bem comportada, por exemplo), esta
destruicdo de toros de fato ocorre. No caso livre, o movimento esta limitado a linhas
f =const. no Mapa de Secao e estas linhas correspondem aos toros onde o movi-
mentc ocorre. Quando introduzimos o campo, a estrutura de linhas desaparece e da
lugar a ilhas cercadas de regices de instabilidade, que aumentam conforme variamos
o parametro, tal qual uma situagao de validade do teorema KAM.

Nas figuras a seguir, vemos os Mapas de Secdo para alguns valores de Campo.
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B=0.1 B=05

Bithar Quadrado Bithar Quadrado
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0.0
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Figura 2.4: Mapas de Se¢ao para o Bilhar Quadrado com campo

B=10 B=30

Bithar Quadrado Bilhar Quadrado

1.0 =

o0& [

!
Figura 2.5: Mapas de Secdo para o Bilhar Quadrado com campo
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cos (8)

B =6.0

B =170.0
Bithar Quadrado Bithar Quadrado
10 K

Gos (8)

o3 - 0 y
Figura 2.6: Mapas de Segao para o Bilhar Quadrado com campo

B =50.0
Bilhar Quadrado

¢os (0)

05 1.0
i

Figura 2.7: Mapa de Segao para o Bilhar Quadrado com campo

Vemos que, para campos alvos, 0 Mapa tende a ter uma “aparéncia” mais regular,
com a estrutura de linhas sendo recuperada. Como mostram Robnik e Berry [4] e
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Berglund e Kunz [13], no regime de campos altos, denominado “adiabatic skipping”,
a integrabilidade é recuperada sob certas condi¢oes, pois temos o aparecimento de
um tnvartante adiabdtico, dado por:

R (1) + cos 0(3 — 2 cos %0)

Clhcosf) = (1 — cos 29)%

onde R é o raio da orbita e k({) é a curvatura da fronteira. Este resultado, porém,
somente é valido para fronteiras “ sem pontas”, onde tanto o raio de curvatura como
o bordo da fronteira sdo “bem comportados”, o que evidentemente nao é o nosso
caso. No entanto, se restringirmos o Mapa a primeira parede, tais condigoes se
aplicam e temos a “aparéncia” de termos recuperado a integrabilidade. O sistema
como um todo nao recupera a integrabilidade pois C'(I, cos #) sofre descontinuidades
quando a particula passa de uma parede para outra.

2.4 O Bilhar de Sinai

2.4.1 O caso livre

Em contraste com o Bilhar Quadrado, o Bilhar de Sinai é um sistema totalmente
cadtico se o campo magnético é nulo. A tnica constante de movimento é a Energia
pois a presencga do circulo interno destrdi a conservacio da componente normal do
momento, que passa a poder assumir qualquer valor entre |p] e —|f]. Assim, dada
uma condi¢do inicial, 0 movimento ndo estd mais restrito a toros no Espago de
Fase, tendo entio acesso a qualquer ponto da superficie de Energla. Isto pode ser
visualizado através do Mapa de Secao:
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Bilhar de Sinai
B=0

1.0

Q.5 [

0.0

cos(0)

-1.0 L —
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Figura 2.8: Mapa de Secio pa,lra o Bilhar de Sinai livre

Este Mapa é apresentado na forma “completa”, ou seja, com ! variando entre
0 £ ! < 4. Podemos notar o aparecimento de linhas em algumas regides, por exemplo
para cosf a3 0 e 0.8 < [ < 1. Estas linhas correspondem a trajetérias com angulo
inicial proximo a 90 graus que colidem diretamente com a parede oposta e voltam
durante vérias iteracoes, até serem eventualmente espalhadas pelo circulo central.
Como o raio do disco é fixo em R; = 0.3, tais orbitas somente existem quando a
parte inteira de 7 satisfaz 0 < int{l) < 0.3 ou 0.8 < ¢nt{l) < 1.

Uma das caracteristicas peculiares do Bilhar de Sinai é a de que a fronteira &
disjunta: o movimento é limitado por uma fronteira circular interna ¢ uma fronteira
quadrada externa. O mapa de Segdo aqui utilizado nao apresenta diretamente as
colisdes com o circulo interno.

O Bilhar de Sinai possui ainda a propriedade de “mixing”, ou seja, elementos
de area do mapa se deformam quando iterados de maneira que apés um numero
infinito de interacoes, o elemento estard densamente distribuido por todo o dominio
do Mapa, o que implica em ergodicidade. Na verdade, o Bilhar de Sinal possui
propriedades idénticas ao ”"Fluido de Esferas Rigidas”, cujo mixing foi rigorosamente
demonstrado por Sinai, de acordo com M. Berry [12].

Um pardmetro inerente ao Bilhar do Sinai é o raio do disco interno, B;. Quando
o raio vai a zero, o Bilhar se reduz ao Bilhar Quadrado, tornando-se entao integravel.
No entanto, tal passagem nio é “suave” no sentido em que nac temos um regime
misto intermediario separando a situacao regular da cadtica. A simples presenca de
um disco com raio I}; = ¢ < 1 torna o sistema completamente ergddico. O que

22



cos (6)

ocorre € que o tempo gasto para uma Orbita visitar todo o dominio do Mapa vai a
_infinito se € — 0. Em nosso caso, fixamos E; = 0.3 para todas as simulagdes, com
ou sem campo, mantendo o quadrado externo com lado unttario.

2.4.2 A introducao do campo

A introducéo do campo n#o altera significativamente as propriedades ergddicas do
Bilhar de Sinai. Vemos o aparecimento de algumas ilhas para campos intermedidrios.
No limite de campos muito grandes, o Mapa de Secdo tende a coincidir com o do
Bilhar Quadrado, uma vez que a particula, a partir de um certo raio critico, nao
mais colide com o circulo interno. Para R; = 0.3 esse campo critico é B = 10.

B =07 B=05
Bithar de Sinai Bithar de Sinal

cos (0)

kB

| o - i
Figura 2.9: Mapas de Se¢éo para o Bilhar de Sinai com campo -
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cos {6)

B=10 B =30

Bithar de Sinai Bilhar da Sinai
10 — - g T T

0.5 |

oo |

cos (8)

0.5 0.5 |

05 10 o5

H
Figura 2.10: Mapas de Sec¢do para o Bilhar de Sinai com campo

B=6.0 B =50.0

Bithar de Sinai Bithar de Sinai

cos (8)

oo 0§ 1.0

i

Figura 2.11: Mapas de Segdo para o Bilhar de Sinai com campo
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Capitulo 3

A procura por Orbitas
Periodicas no Mapa de Secao

O método numérico de busca de orbitas periédicas por nds desenvolvido baseia-se
em um processo de procura diretamente no dominio do Mapa de Secao dos Bilhares.
Pode ser mostrado que as drbitas periddicas estao densamente distribuidas dentro do
dominio do Mapa de Segao [14, 15], 0 que nos diz que é possivel utilizar o Mapa como
“fonte” de orbitas periddicas. O que queremos entao é uma método que encontre
tals orbitas com boa precisiao e que seja eficiente computacionalmente, otimizando
o temno de processamento e o espag¢o de armazenamento em disco.

Tomamos entao um métody de convergéncia para érbitas periddicas, que atua de
forma iterativa. Ddada uma aproximagao inicial {(denominada drbita-teste) que esteja
a uma distancia dp da dorbita periddica procurada, queremos que, apds n aplicagOes
do algoritmo de convergéncia sua distancia d, seja menor que um certo valor de
controle 8. Teoricamente, devemos ter

lim d, =0

n—oo

A distancia d e o parametro de controle do método serao definidos adiante.

3.1 Procura das Orbitas-teste

A determinacao de drbitas-teste proximas o suficiente de uma 6rbita periddica é um
fator determinante para que o método de convergéncia de dérbitas tenha um bom
desempenho. Desta forma, é fundamental que tenhamos um processo que procure
tals 6rbitas “boas candidatas” no Mapa de Secao e que funcione de forma a separar
as “boas candidatas” das “mas candidatas”.
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3.1.1 Orbitas-teste no Bilhar Quadrado

Para o Bilhar Quadrado, um primeiro método para se obter orbitas candidatas
seria utilizar orbitas conhecidas do sistema livre (sem campo). Utilizando algumas
propriedades analiticas do Bithar Quadrado livre, este método obtém cada orbita-
teste separadamente e as utiliza para obter novas drbitas para o sistema com campo.
Este processo é dito “artesanal” pois cada drbita é obtida separadamente, sem uma
produgac de drbilas “em escala”.

No regime de campo B perturbativo (B ~ 0), uma boa orbita-teste € uma
érbita periddica para o bilhar sem campo. Se conseguirmos convergir uma orbita
de By = ¢ < 1 a partir da drbita-teste em By = 0, podemos usar a orbita com
B = B; como teste para By = B; + € e assim sucessivamente, até atingirmos o
campo desejado atraveés de um processo “adiabatico”.

A determinagdo de drbitas periddicas para o Bilhar Quadrado pode ser feita de
forma analitica. Teremos uma orbita periddica sempre que a tangente do angulo de
saida ‘or um niimero racional. Isto pode ser bem visualizado nas figuras a seguir,
onde ilustramos algumas orbitas (tan(#) = v) :
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Bilhar quacdrado Bilhar quadrado

Orbita Periodica (v =2) Orbita periodica v = 3/2)
1.0 T 1.0 T

0.0 L L

C.0 0.5 1.0 o0 0.5
Bilhar quadrado Bithar quadrado
Orbita Periodica (v = 2/3) Orbita Periodica fv = 2/5)
1.0 : 1.0 .

0.0 0.0

0.0 0.6 1.0 0.0 0.5
rd X
F igﬁ(ra, 3.1z Orbitas Periddicas no Bilthar Quadrado livre

Podemos demonstrar isto através de propriedades geométricas e de simetria do
Bilhar Quadrado. Por simplificagdo, tomamos o lado como sendo unitirio. A
dinamica da particula no bilhar pode ser bem descrita dada a sua inclinagio inicial e
o ponto de saida na parede do Bilhar, parametros que definem uma reta (sendo esta

e,
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a trajetodria iniclal da particula). Ista reta intercepta a fronteira do bilhar no ponte
da primeira colisao. Temos entdo uma reflexdo da reta inicial, conforme mostra a

figura : Bilhar quadrado - Propriedade geometrica

RETA INICIAL DEFINE A DINAMICA
2.0 T |
|

0.0 \—

c.0 1.0 2.0 3.0

Figura 3.2: Interse¢ad da Reta inicial

O préximo ponto de colisao da particula com a parede do bilhar é a reflexiao do
ponto onde a reta inicial corta a parede de um hipotético bilhar adjacenie (vide figura
acimal. Este bilhar adjacente estd relacionado com o primeiro por uma operagao
de reflexao. E todos os outros bilhares que sdo adjacentes a este estao relacionados
ao primeiro por alguma operacao de simetria e/ou operagoes de translagao. Desta
forma, todos os outros pontos de colisao no bilhar podem ser obtidos a partir dos
pontos de intersecgao da reta inicial com a malha de bilhares adjacentes através de
simples opera¢oes de simetria e translagao.

Desta forma, teremos uma 6rbita periédica quando um dos pontos de interseccao
da reta inicial com a malha de bilhares puder ser levado ao ponto de saida por uma
translagao e/ou uma ou mais operagdes de simetria (se existirem tais operagoes, elas
definirao as simetrias da érbita). Esta periodicidade ocorre quando a inclinagdo da
reta é racional, conforme podemos ver no exemplo da figura :
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Rilhar quadrado - tan(@©) =2

Prova de gque Orbitas Perfodicas corresponderm a tarn(®) racional

3.0
..................................................................................................... o
F
2.0 -
/’,
- ,’/
-
-
’/
'
1.0 z
4
0.0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Figura 3.3: Orbita Periédica visualizada na malha de Bilhares

Nas érbitas periodicas do Bilhar Quadrado, a razac do mimero de colisdes com
as paredes em Y com o ndmero de colisoes em X nos di justamente a tangente do
angulo de saida. Esta também é a razao das periodicidades dos movimentos nas
direcbes Y e X, sendo a Orbita, desta maneira, similar a uma figura de Lissajous.
Na verdade, para cada v, temos néo apenas uma érbita mas uma familia (um toro)
de érbitas periddicas, ja que podemos mudar a coordenada do ponto inicial e ainda
obter uma nova orbita onde a relacido do nimero de colisdes em X e emn Y permanece
a Imesma.

Este método traz desvantagens claras. Em primeiro lugar, para campos razoavel-
mente altos, o processo toma um enorme tempo computacional, pois precisariamos
calcular uma infinidade de orbitas até obter a desejada. Além do mais, como veremos
na capitulo que discute as bifurcacgoes, existem familias de orbitas que sobrevivem
somente até um certo campo Bpax € temos também familias que passam a existir
somente a partir de um campo minimo. Assim, este método ndo nos dé acesso a
todas as orbitas do sistema, o que é umn sério fator limitante.
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3.1.2 Procura diretamente no Mapa de Secao

Em vista disso, a melhor escolha seria utilizar um método que procura as orbitas-
teste diretamente no Mapa de Sec¢do, procedimento ja utilizado anteriormente [19,
21].

As drbitas periddicas formam um conjunto denso no Mapa de Secao, o que nos ga-
rante que, dado um ponto (X, Y') no dominio do Mapa, teremos uma 6rbita periédica
em um ponto infinitesimalmente préximo a (X,Y). Podemos entéo utilizar este re-
sultado a nosso favor e vemos que um modo natural de encontrar orbitas-teste é
“varrer” o dominio do Mapa em busca de orbitas periédicas. Um método eficiente
de realizar tal varredura é seccionar o dominio do mapa, dividindo-o em porgdes
menores.

Escolhemos dividir o mapa em linhas, construidas fixando Y {cos @ =constante)
e varrendo X (!). Numericamente, cada linha é formada por pontos separados por
uma distincia AX. Separando as linhas em distancias AY, temos uma divisio
do dominio do mapa onde cada “ponto” de varredura engloba uma regiao de area
A =AY AX. Quanto menor for A, mais precisa sera nossa varredura.

Inicialmente nossa varredura era baseada em uma iteragio por pontos, ou seja,
discretizdvamos cada linha em pontos, cada um deles do tipo (X|,Y]). Se ap6s NV
aplicagdes do mapa o ponto (Xyy1, Yay1) = MY(X,,Y)]) retornar a uma vizinhanga
(6X,6Y) de (X;,Y}), temos uma 6rbita candidata. Temos entdo uma orbita-teste
de periodo N (/N pontos no Mapa) se as condigdes

Xy — Xy
Yvin— 1

68X
&Y

IAIA

forem satisfeitas simultaneamente.

Existe um parametro importante a ser considerado: o tamanho da “janela”
(6X,8Y) em torno de (X, Y]). Se a janela for muito pequena, podemos estar per-
dendo drbitas que poderiam ser convergidas mas que “ndo foram pegas” pela janela.
Por outro lado, se a janela for grande, estaremos obtendo além de érbitas-teste di-
tas “boas” uma enorme quantidade de “lixo”, orbitas-teste que nao convergem para
orbitas periédicas. Também existe o problema de “Orbitas repetidas”, ou seja, varias
orbitas-teste diferentes acabam sendo convergidas para a mesma érbita periddica.

O desejavel seria que o parametro (§ X, §Y') fosse otimizado de forma a se obter o
malor nimeroc de orbitas-teste com o menor “lixo” possivel. A conclusao foi que em
alguns casos tal otimizagao nao existe ou nao € alcancavel. Para alguns valores de
campo, quanto maior o tamanho da janela, mails orbitas-teste “boas” eram obtidas
mas a quantidade de dados “intteis” também aumentava. Em alguns casos, este
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“lixo” chega a comprometer a eficiéncia computacional do método: os arquivos de

~dados simplesmente sdo grandes demais para serem manipulados, o que inviabiliza
uma utilizacdo mais sistematica do método.

A solugdo encontrada foi a de utilizar iteragio de linhas inteiras no Mapa. de
Secao, ao invés do mapeamento de pontos individuais. Passamos a procurar por
cruzamentos da linha iterada com a linha inicial. As érbitas-teste sdao entao obtidas
quando a linha do Mapa cruza com si prépria apdés N aplicagdes do mapa. Isso
reduzit consideravelmente o “lixo”, uma vez que nido mais consideramos apenas
pontos isolados mas sim levamos em consideragio a linha inteira na obtencao das
orbitas-teste, o que elimina a necessidade de uma “janela” em torno dos pontos.

Mostramos nas figuras 3.4 e 3.5 a seguir alguns exemplos do mapeamento de
linhas. Em ambos os casos, N = 4. Vemos que o mapeamento no Bilhar de Sinai é
bem mais complexo que no caso do Bilhar Quadrade. No mapa do Bilhar de Sinai,
estdo assinalados os cruzamentos de linhas, cuja visualizacao é mais dificil.

Cruzamenitos de Linhas
Bilhar Quadrado B = 0.8

= 8 & °
F] 0.0 A & ~
=] a
o o a
-* a
PO, a
2 a
-] ..A A
AAAA “
a
LS
0.6 N
-
-1.0
0.0 1.0

Figura 3.4: Mapeamento de linhas no Mapa de Sec¢do - Bilhar Quadrado




Cruzamentos de Linhas
Bilhar de Sinai B = 0.8

- -

1.0

*
a

cos(f)
Q
Q

-1.0_t=
0.0 1.0

Figura 3.5: Mapeamento de linhas no ‘Mapa de Secéo - Bilhar de Sinai

Na figura 3.4 sdo iteradas quatro linhas, correspondentes a cosf = 0.4,0.5,0.6 e
0.7 no Bilhar Quadrado com B = 0.8. Para uma melhor visualizagio, os pontos cor-
respondentes a linhas diferentes estdo representados com simbolos diferentes. Para
cada linha, a separagao entre os pontos é Al = 0.01. Existe apenas um cruzamento
por linha.

Ne figura 3.5 é feito o mapeamento de trés linhas (cosé = 0.3,0.5 e 0.7) para
o Bilhar de Sinai com B = 0.4. O ntmero de cruzamentos é maior que no Bilhar
Quadrado, mesmo tendo uma linha a menos. Estdo assinalados seis cruzamentos,
sendo trés na linha cosf = 0.3, dois para cos® = 0.5 e um para cos¢ = 0.7. A
separagdo entre os pontos é menor (Al = 0.001) pois o mapa é mais complexo e é
preciso um nimero maior de pontos para definir a linha iterada.

O cruzamento ocorre quando dois pontos adjacentes, (P, e F;), depois de iterados
pelo Mapa M{P), caem em “lados opostos” da linha original (um acima e outro
abaixo), como mostra a figura 3.6. Fazemos entdo uma linearizacio do Mapa entre
os pontos M (F;) e M(P,) para descobrir o ponto exato de cruzamento (representado
na figura 3.6 pelo simbolo ¢). Isto nos permite calcular uma aproximacio para a
condicdo inicial pertencente & linha que, apés N iteragdes, seja levada a este ponto
de cruzamento. Esta condigdo inicial é obtida a partir da distancia Dy py entre &
e M(P). A condi¢do inicial € tomada como o ponto a uma distancia dp de P,
relacionada a Dyy(p) pela proporgao entre as distancias entre (P e ) e (M(P) e

32

é
i
i




M(P,}). Finalmente, iteramos esta condigio inicial e obtemos a drbita-teste, que
sera convergida pelo Método da Matriz de Monodromia, que apresentaremos no
préximo capitulo. _

Cada cruzamento fornece uim 4rbita-teste. Pelo nosso método, os dngulos inici-
ais e finals da orbita teste serdo muito parecidos, pois os pontos estarfio préximos
da mesma linha. Porém a distidncia em I dos dois pontos pode ser “grande”, de
modo gque a orbita pode ndo ser “quase fechada”. Poderiamos entdo colocar um
“filtro” tomando a distancia 6{ dos pontos inicial e final como parametro e elimi-
nar as orbitas-teste onde esta distancia fosse grande. No entanto, notamos que a
convergéncia do método é muito mais sensivel aos angulos iniciais do que aos [s.
A convergéncia de 6rbitas-teste com & “grande” ocorre na préatica, de modo que
preferimos nao desprezar tais érbitas.

Na figura 3.6, mostramos a obtencio de uma orbita-teste de perfodo N = 4
através do método por cruzamentos no Bilhar Quadrado com campo. Para uma
melhor visualizacdo do processo, € mostrada também a érbita periédica correspon-
dente representada por * (figura 3.7). Esta érbita foi obtida apds a convergéncia e
representa a érbita de 4 bounces estavel, mostrada na primeira pagina do Apéndice
2.

Cruzamento
B=0.5,N=4

0.6009 P
=
*g o.soool e - - o - o

®
0.5991 L
0.233 0.236 0.239

Figura 3.6: Cruzamento la linha cos(6) 2 0.6 com si prépria apds 4 iteragoes
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Bilhar Quadrado - Cruzamenito
B=0.5,N=4
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Figura 3.7: Cruzamento e Orbita Periédica de periodo 4

Com este método, obtemos nao mais do que uma érbita-teste por cruzamento, o
que significa uma maior “limpeza” dos resultados. Uma analise comparativa entre
este ¢ 0 método anterior mostrou que ndo ha perda de Orbitas, de modo que os
cruzamentos de linhas podem ser utilizados como indicadores da existéncia de érbitas
periddicas com boa eficiéncia. Concluimos que, no método anterior, era possivel
que um mesmo cruzamento eriginasse varias orbitas-teste e todas acabavam sendo
convergidas para a mesma Orbita periddica. O fato de ndo termos mais “janelas”
com este método também faz uma melhor filtragem das 6rbitas “ruins”, orbitas
que nao convergem para Orbitas periddicas, o que reduz consideravelmente o “lixo”

computacional.
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Capitulo 4

O Método Numérico de
Convergeéncia de orbitas

Uma vez identificadas as orbitas-teste, o passo seguinte é obter as orbitas periddicas
associadas. Um método poderoso para a convergéncia de érbitas periédicas utiliza
a matriz de monodromia do Mapa de Segio [16, 17, 18, 19]. O processo consiste em
convergir uma orbita-teste para uma orbita periddica através de iteracoes sucessi-
vas. Cada uma destas iteracoes “corrige” a orbita-teste, deixando-a cada vez mais
proxima da orbita periddica desejada. Qu seja, definida uma “distancia” conveni-
ente entre a orbita-teste e a drbita periddica, queremos que tal distancia va a zero
gquando o nimero de correcoes val a infinito.

Dado o sistema dinamico com dois graus de liberdade, seu Mapa de Secao pode
ser escrito na forma compacta ;

Xn+1 — f(XnaYn)
Yn+l = Q(Xnvyn)

onde f{X,,Y,) e g(X,,Y,) sao funcoes que dependem do potencial e das condigoes
de contorno do sistema. Neste contexto, uma oOrbita periédica é caracterizada por
um conjunto de pontos (Xi,Y:),(X2,Y2),...,(Xw, Yn), pertencentes ao Mapa, tais
que (Xwi1, Ynia) = (X1, 1)

Temos inicialmente uma orbita-teste (Xl{o), YI(D)), (Xéo), Yz(o)), (X‘,(\E)), Y]&D)) com
(JYJ(\(.?_)H,Y}SJJZI) = (XI(O),YI(D]), separada da érhita periédica por corregdes (X9, YE),
(X5,YF),....(X%.Y$). Note que a orbita-teste nao é necessariamente uma solugao
das equagdes do Mapa. Pode ser apenas um conjunto de pontos adequadamente
escolhido.

Queremos determinar a érbita (X, Y} dada por

(X0, Y0) = (X0 + X8, ¥0 4 ¥)
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Assumindo a principio que a 6rbita (X{!, Y1) seja uma érbita periédica do
Mapa, ou seja, (Xf(\}ll, Yff‘,lll) = (Xl(l), Y)Y, temos

not

Y = ox®YM) = ¥+, = X0+ X5, VO + YY)

i3

{Xn+1 = XM,y = X9+ X5, = AIX® 4 X5, Y04 Y

n ?’L

Se as correcoes forem suficientemente pequenas e as fungdes f(X,, Y, ) e g{ X, Yo)
forem suaves, podemos expandi-las em Série de Taylor. Em primeira ordem, temos

e N N o0 i
1 1 ~ 4] 0] g
GXI YD) (X0, v 1 2 xi 4 2

ou seja

ax{® av® mooTn

{ Xns :"'Xgr)] + 3f Xi+ 25V 4+ f(X0, v1)
Yn§+1 =- Yn+1 + ﬁ%X‘S T Wyﬁ +g(X, v

X1f+1 = —BX_ {anE + ‘(af,ijg + an (4 1)
Vi = smXii nvi+s, '

onde a, e b, sao definidos por

an = =X+ XD, )
b = =Y +g(X0,Y)

Para obter uma forma mais compacta para as equagoes, é conveniente definir as
seguintes matrizes :

af 83:
78 = Xﬁ L = ax®  ayl® O = Gn
n — er 1 Yn = dg dg 1 = bn

ax®  ar¥
de modo que a equacgao (4.1) pode ser escrita na forma de uma relac¢ao de recorréncia
2o =UnZ + C
n+1 — iy n

Assim, como podemos calcular todos os U, e C,, dado Z{, todos os outros Z
estdo definidos. Desejamos entéao calcular Zf explicitamente, o que nos leva a todas
as outras corregées. Temos :
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Zg = [frlzf + Ol
236 = Ung + CQ = (U2U1)Zis + {(UFQCI) + 02}

vaﬂ = (UnUn_1..00) 78 + {(UnUn_1..U)Cy + (Un. U3)Cy + .. + (Un_1.U )Ci + .. + Cn)
e definimos as matrizes M e K:

M = (UNUN—I--UI) -~
R = (UnUn_1.0R)C1 + (Upn. Us)Co+ . + (Uno1. Ui )Ci + .+ Cn

de forma que

2 =MZi+ R (4.2)

Iiz pomos agora a hipétese de a drbita ser periddica :
(X34 YA = (X 10 = (XL 4 X R0, Y +YR) = (X7 +XT, Y02 ¥)
e temos
ng+1 = Zf
Desta relacao entre Z7 e Z3,,,, juntamente com (4.2), obtemos

Zi=(1-M)'R (4.3)

e podemos entao calcular todas as corregdes para todos os pontos da drbita teste.

A érbita corrigida nao é, necessartamente, a drbita periddica desejada, mas sim
uma aproximacao melhor do que a anterior. Desta forma, podemos repetir o calculo
utilizando esta nova orbita como oOrbita teste, de modo que, ao final do processo,
OCOTTE a convergéncia para orbita procurada.

O critério de convergéncia do processc deve levar em consideracio o fato de que
a orbita-resultado deve pertencer ao Mapa. Assim, um critério adequado é utilizar
uma funcio F = ¥, (a2 + #2) como parametro de controle i.e., como medida da
distancia entre a 6rbita-teste e a orbita procurada. A funcgio F' serd sempre positiva
e, a cada iteracdo, ela contém informagéo de o quanto a orbita-resultado esta longe
de uma 6rbita do Mapa, de modo que a convergéncia somente ocorre se F' for
suficientemente pequena.

Na situacao de convergéncia, o vetor K val a zero e a matriz M converge para
a matriz de monodromia da érbita, cujas propriedades estao discutidas em [16]. A
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matriz de monodromia é uma caracteristica das érbitas periédicas e pode ser definida

COImo :
(S.CEN+1 6.?31
=M
( 63}N+1 oy

ou seja, relaciona as variagoes nas condig¢des niclals com as variagoes correspondentes
apos percorrer um periodo da Srbita.

Foi entao implementado um programa computacional que, a partir de uma
orbita-teste, procura uma érbita periddica nos Bilhares, utilizando o método des-
crito. Os simuladores para o Bilhar Quadrado e Bilhar de Sinai com campo nos
fornecem o Mapa : dado (X,,Y:) o programa calcula (X,41, ¥,41). Porém, é im-
portante salientar que nao temos uma forma analitica para as funcoes f(X,,Y,) e
g{X.,Y,), ja que estas dependem das reflexdes com as fronteiras nos Bilhares. Deste
modo, o calculo das derivadas de f(X,,Y,) e g{ X,, Y.} deve ser numérico. Para este
calculo, escolhemos uma formula de diferenciagao numeérica do tipo

Fl(z) = F($i+1)2—hF($='—1)

onde o erro é da ordem de A2,

4.1 Solucionande problemas de convergéncia

A aplicacao direta do método acima descrito esta sujeita a sérios problemas de
convergéncia. O fato de termos que calcular derivadas de f e g nos N pontos da
orbita nos traz algumas complicagbes.

A cada iteracao, em cada ponto da orbita, calculavamos as derivadas das fungoes
que definem o Mapa, que, como vimos, sao os elementos das matrizes U,, usadas
no calculo da Matriz de Monedromia. Porém, como nao temos uma forma analitica
para as fungoes f(X,,Y,) e ¢(Xa,Y,), temos um custo numeérico no calculo destas
derivadas. Neste método, calculamos correcoes para fodos os pontos da orbita e a
correcao em cada ponto (X, Y) acaba dependendo de todas as matrizes U, calculadas
nos outros pontos. Verificamos que este processo gera uma forte propagagao dos
erros numericos que acabava por comprometer a convergéncia dos resultados.

A saida é utilizar no processo iterativo nao todos os pontos da orbita mas so-
mente o ponto inicial e o ponto final. Aplicamos 0 mesmo método de Matriz de
Monodromia, porém em uma forma reduzida, como se estivéssemos tratando de
uma orbita de periodo 1.

Para uma 6rbita candidata de periodo N, podemos escrever o ponto ( Xn+1, Yn+s1)
em termos do ponto (Xy,Y;) na forma :
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F(X]')}/l)

{XN+1 = fN(Xth)
G(X1, Vi)

Yvypn = QN(Xh Yl)

onde definimos as fungoes F(X,Y) e G(X,Y), que representam a acio do Mapa N
vezes sobre o ponto (X,Y}. Teremos entdo uma drbita periddica de periodo N se
FIX.Y)=XeG(X,Y)=Y.

Tomemos entdo a érbita teste (XI(U),Y](U]),..., (Xﬁ),YA(,O)), cujo primeiro ponto
esta separado da OP desejada por uma corre¢ao (X!, Y?). Queremos determinar tal
correcio de modo que o ponto (X + X3 V91 v = (XY, YY) gere uma 6rbita
periodica de periodo N,

Em analogia ao que ja foi feito anteriormente, expandimos as fungoes F(X,Y) e
G(X,Y) em torno da drbita-teste :

Py ~ P v+ ﬁ%Xf + WYS
)
GV ) GO YY) + B XY 4 oYY

e, usando o fato de que F(X\* by = X}éll e G'(Xl(l}, v = Y,\(glll :

X = it gl t e (4.4)
ijéf_i_l == ﬁ'lfﬁj 15 + 3_1,1(6?}/16 + bl )
onde a; e b; sdo definidos por
@ = —X{ + (X, Y
o= Y+ GXP, Y

e também definimos as matrizes

x# 3}(7 ar
5 = [ ax® W, o
Z1M(Y§)aM=(aé ab)’R:(b)

1 ax(@ oy (¥ !
de modo que a equagao (4.4} pode ser escrita na forma de uma relacgao de recorréncia,
do mesmo modo que tinhamos anteriormente :

Zyyy =MZI+R

e, usando a hipdtese de a orbita ser periédica (Z},, = Z; ), obtemos a relagio para
determinarmos a corregao 7§ :

Zi=(1-MR (4.5)
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em total analogia com o que havia sido feito anteriormente, com a diferenca es-
sencial de que agora calculamos apenas uma matriz de derivadas parciais (a0 invés
de N matrizes!), diminuindo consideravelmente a propagac¢ao de erros numéricos
provenientes do calculo das derivadas.

4.2 A Matriz de Monodromia e suas proprieda-
des

Pode ser mostrado [16] que a Matriz de Mondromia M possui a propriedade simplética,
ou seja:

M7 =J-M"J™ onde J = ( B é)

o que nos diz que M7 e M~! possuem os mesmos autovalores. Porém, como M
e MT também tém os mesmos autovalores, temos que os autovalores de M e M~!
sao iguais. Logo, estes autovalores aparecem sempre na forma de inverses, ou seja,
Avdg = 1L

Assim, sempre podemos associar a cada érbita um pardmetro 3 tal que A; = €?
e As = e ? ou um angulo # tal que A, = e e Ay = e~ sempre com A;. Ay = 1.

A estabilidade da orbita é definida pelo valor do trago da Matriz de Monodromia.
No caso de autovalores compleros, com X\, = € e Ay = 7%, temos

TrM = 2cos 8 com (=2 <TrM < 2) (4.6)

Para autovalores reais (A; =€’ e Ay = e?), temos
TrM = 2cosh § com (TrM < =2o0uTrM > 2) (4.7)

Pode ser mostrado [20] que, de acordo com o teorema de estabilidade de Liapu-
nov, a grande maioria das 6rbitas cujos autovalores obedecem a relacao (4.6) sao
estdveis, a menos de um conjunto de medida nula correspondente aos casos onde ¢
¢ uma multiplo racional de 2r. Da mesma forma, as érbitas contempladas por (4.7)
sio instdveis. Concluimos entao que o valor do trago de M carrega a informacdo
sobre a estabilidade da orbita. Mais do que isso, o trago pode ser usado como uma
poderosa ferramenta para o estudo das bifurcagdes em érbitas periodicas, conforme
veremos no proximo capitulo.
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4.2.1 Aplicagoes anteriores

O método de convergéncia descrito no inicio dete capitulo j4 havia sido aplicado
anteriormente no caso de hamiltonianas suaves e também no caso de mapas analiticos
conservativos.

Nc trabalho de ‘Baranger e Davies [17], sdo calculadas drbitas periddicas para
uma Hamiltoniana tipo NELSON na forma

H= %(pi + p(;') + (y — %I‘z)Q + 0.0522

e ¢é feita uma analise das familias periddicas e suas ramifica¢des no plano £ — 7
(energia versus pertodo), bem como da estabilidade das érbitas através do trago de
M. Um estudo similar é feito por Aguiar et al. [16] onde a Hamiltoniana considerada
é do tipo

H = %(pi +py) + %wz + gyz — 2ty + %m"
denominada MARTA, que possui uma forma analitica parecida com a da Hamilto-
niana NELSON, porém com coeficientes diferentes.

Uma outra aplicacdo deste método é em Mapas conservativos cujas funcgoes
f(Xa, Yn) e g(X,, ¥y) sho dadas analiticamente. Um exemplo considerado por Bajay
e Aguiar [19] é 0 Mapa de Meyer, dado por:

Xn+1 = Xn - Yn
Yn+1 = Yn +ec+ (Xn - Ynz)

Neste trabalho sdo calculadas 6rbitas periddicas e suas associa¢bes com o con-

¢ junto homoclinico do mapa. Sao mostradas também as familias correspondentes e é

feita uma analise das bifurcacoes das orbitas em funcao da variagio do parametro e,

A associagao entre o método de busca diretamente no Mapa de Secao através

de iteracao de linhas com este método de convergéncia foi feita posteriormente por
Bajay e Aguiar [21] em um aplicagdo para um potencial quartico do tipo

I4+y4
4

z2y?
2

Viz,y) = +8
e também é feita uma busca sistematica por érbitas periodicas.

No entanto, ainda nio temos noticia de uma aplicacao anterior deste método
no caso de Hamiltonianas nao-suaves. Conforme mostramos na segao 4.1, a con-
vergéncia do método em Bilhares apresenta sutilezas que ainda nao aparecem no
caso de mapas “bem comportados”.
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Capitulo 5

Bifurcacoes

Neste capitulo, descrevemos como se processam as Bifurcagoes de drbitas periddicas
em funcao do valor do campo, tomando como exemplo especifico uma érbita de
oito bounces (N = 8) no Bilhar Quadrado. O objetivo deste capitulo nao é mos-
trar resultados extensos sobre as bifurcacoes mas apenas mostrar, através de um
exemplo, como estas podem ser investigadas com o método de busca de 6rbitas que
desenvolvemos.

Em analogia ao que acontece com Mapas unidimensionais, podemos identificar
a existéncia de familias de orbitas periddicas nos Bilhares Magnéticos estudados
e inclusive construir diagramas de bifurcacao de dérbitas periddicas em funcao de
uma parametro, no caso, o campo magnético. Antes de tratarmos da bifurcagic em
bilhares, faremos um pequeno paralelo entre o problema tratado aqui e resultados
para mapas unidimensionais.

5.1 Um exemplo conhecido

() exemplo mais conhecido de Diagramas de bifurcacio é sem divida o diagrama do
Mapa Logistico. O Mapa Logistico é um mapa unidimensional a um parametro que
apresenta a forma:

Xop1 = M(X,) =rX,.(1 - X,)

sendo entao quadratico em X,,. Podemos obeservar que, dependendo do valor de r,
podemos ter pontos periddicos, ou seja, pontos tais que, para algum N, MN(X;) =
X;. Para r < 3, existem apenas dois pontos periddicos do Mapa. No caso, sao
os pontos fizos, pontos periodicos de periodo 1 (X tais que M(Xy) = Xy). Os
pontos fixos estao localizados em Xy = 0e X, =1 — % Conforme variamos r,
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novos pontos periédicos aparecem. E aparecem cada vez mais rapido (em termos
~da variagdo de r) e com periodos cada vez maiores de modo que, para um certo
valor critico de r as Orbitas sao tantas que pontos de drbitas totalmente diferentes
acabam ficando infinitesimalmente préximos entre si. Isto pode ser visualizado no
Diagrama de bifurcacées do Mapa, mostrado abaixo, com r variando entre r = 2.5
er =4,

1.0

a2

o0
2.5 - 3.0 3.5 4.0

Figura 5.1: Diagrama de bifurfacdes do Mapa Logistico

Diagramas mais completos e analises mais profundas do Mapa Logistico podem
ser encontrados em varios lugares. Podemos citar em particular os livros de Ott
[22] e de Devaney [23]. Aqui, vamos nos limitar a usar o Mapa Logistico como uma
ilustragdo e analogia com o que ocorre no Mapa de Segdo dos Bilhares Magnéticos.

A estabilidade dos pontos periédicos é dada pelo valor de [M'(X)| no ponto. Se
|M'(X)| < 1 o ponto é estivel e é instavel se |[M'(X)| > 1. Isto pode ser facilmente
visto graficamente, tragando as curvas Y = M(X)eY = X. Os pontos de interse¢éo
entre as duas sdo os pontos fixos, Xy. Aplicando o mapa graficamente, vé-se que se
IM'(X;)| < 1, a iteragdo de pontos préoximos a Xy acaba convergindo ao ponto fixo.

Nas figuras 5.2a e 5.2b, mostramos uma bifurcagdo com duplicagcio de periodo do
ponto X, que ocorre em r = 3. Nesta situacao, surgem pontos de periodo 2 para
o Mapa, ou seja, pontos fixos para M?(X). Mostramos os gréficos de M?(X) em
funcio de X e da reta Y = X. Para r = 2.9 (fig. 5.2a), X, é o tnico ponto fixo
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(além de Xy =0). Em r = 3, [M?*]'(X,) = 1, o que é condi¢do para a aparecimento

_de bifurcacbes. Vemos que, apds a bifurcacio (r = 3.5-fig.5.2b ), X, que antes era

estivel, torna-se instdvel e aprrencem dois pontos estiveis de perfodo 2 (indicados
por O na fig. 5.2b}.

Mapa ogistico Mapa Logistico
r=2.9 r=3.5
1.¢ 1.0
Y o5 Y o8
G.o 0.0
o0 0.5 1.0 0.0 c.5

ﬁigura 5.2: Bifurcacio com duplicacio de periodo

Mostraremos agora um oufro tipo de bifurcacio, uma bifurcacio tangenie. Neste
caso, ndo temos um ponto fixo antes da bifurcagio e surgem dois novos pontos
periédicos, um estavel e outro instavel. No caso aqui considerado, os pontos sao de
periodo 3 e a bifurca¢io ocorre em torno de r = 3.83. Nesta regido, o grafico de
M?(X) tangencia a reta Y = X, produzindo dois pontos peridédicos. A figura 5.3a
mostra o grafico de M3(X) na regifo onde ocorre a bifurcacio (0.3 < z < 0.7) para
diversos valores de r (3.7 < r < 3.9). A curva mais externa corresponde a r = 3.9 e
a mails interna a 7 = 3.7.

Vemos que, no momento da bifurcacio, [M?]'(X,) = 1, wmna vez que o gréfico de
M3(X) tangencia a reta ¥ = X. Na figura 5.3b temos o grafico completo de M3(X)
e vemos que 6 novos pontos periddicos aparecem devido a bifurcacdes tangentes.

O papel que |M'(X;)| representa no aspecto das bifurca¢des em mapas unidi-
mensionais é inteiramente analogo ao papel da matriz de Monodromia para mais
dimensdes. Isto é natural, uma vez que ambos representam linearizacoes no Mapa
em torno de pontos periddicos € determinam assim a estabilidade destes pontos.
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Mapa [ ogistico Mapa [ ogistico

r=3.7, 3.8, 3.82, 3.83, 3.84, 3.85, 3.9 r=3.7, 3.8, 3.82, 3.83, 3.84, 3.85, 3.9
0.80 1.0
0.70 0.8
0.60 0.6
Y
0.50 0.4
0.40 0.2
0.30 0.0
0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.3: Bifurcacio tangente

5.2 Familias e bifurcacoes em bilhares magnéticos

Partindo de uma determinada érbita periédica a um dado valor de campo, podemos
variar o valor do campo e obter, para cada campo, novas orbitas cujas caracteristicas
sao bastante semelhantes a primeira. Esse conjunto de 6rbitas que obtemos variando
o campo lentamente forma um famdia ¢ um pardmetro. As familias podem sofrer
bifurcacdes, que podem implicar em aumento ou diminui¢do de periodo, mudanca
de estabilidade, aparecimento de ramos novos, aniquilacdo de familias. O apare-
cimento das bifurcagées depende intimamente das caracteristicas das orbitas tais
como simetria e valor do-iraco da matriz de Monodromia.

Para uma melhor visualizacao, tomamos como exemplo a orbita estavel e simétrica
de 8 bounces, cuja existéncia e estabilidade foi estudada por Berglund e Kunz [13].
Comecamos com B = 3 e aumentamos os campo. Para cada novo valor de campo,
utilizamos a drbita obtida anteriormente como érbita-teste e obtemos uma nova
érbita periddica, definindo assim a familia, conforme mostrado na figura a seguir:
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Familia de Orbitas e Bifurcacao
B=28, 3.0, 3.2, 3.7,4.2, 4.4, 4.4721

Figura 5.4: Familia de Orbitas Periédicas Estaveis de Perfodo 8

No exemplo mostrado na figura 5.4 36 conseguimos obter convergéncia até um
certo valor limite para o campo, B ~ 4.4721. A partir deste valor critico, a familia
simplesmente deixa de existir. Na vizinhanca deste ponto, temos duas familias de
periodo 8 muito proximas: a familia estavel e uma outra, instavel. No ponto critico,

~as duas familias sofrem uma bifurcagdo isécrona, que equivale a uma “aniquilacéo

mutua”, uma vez que ambas deixam de existir par B > Bpne. Esta aniquilagdo
mutua é anédloga a bifurcagio tangencial no Mapa Logistico, com a diferenga que
aqui o surgimento de érbitas ocorre com a diminuicdo do parametro.

A Difurcacdo isécrona é uma das situagoes possiveis que podem ocorrer quando
variamos o campo. Uma outra situacdo comum € a bifurcacio com duplicacdo de
periodo. Para um dado valor de campo “nascem” da familia original outras familias
com periodo dobrado em relacéo a primeira. A estabilidade destas novas familias “bi-
furcadas” depende de aspectos de estabilidade e simetria da familia original. No caso
da familia de periodo 8, encontramos uma duplicagio de periodo em B ~ 4.4379,
sendo que as duas novas familias de periodo 16 formam um par “estavel/instavel”.

Um parametro importante no estudo das bifurcacdes é o trago da Matriz de
Monodromia. Para érbitas estaveis, os autovalores sio da forma e ,e™*®, de modo
que o trago da Matriz de Monodromia estd limitado, dentro do intervalo —2 <
irM < 2. Pode ser mostrado [16, 19] que, quando o traco é —2, ocorre uma
bifurcagio com duplicacao de periodo.

Seja M(B) a matriz de monodromia de um membro de uma familia estdvel de
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orbitas periodicas. Dado um deslocamento inicial 82’ em relagdo a um ponto da
érbita (sendo 6z’ um deslocamento no Mapa), da forma:

, (&
6z = (6(c059)’ )

que leva (I,cos8) — ({4 6l',cos 6 + §cos ') ), apds um periodo, esse deslocamento
é levado a 0z, dado, pela definicio de M(B), por:

62" = M(B)éz' (5.1)

Diagonalizando M(B), a equacao 5.1 se reduz a forma:

v [ expib 0 '
dw" = ( 0 exp —if ) dw (5.2)
e vemos que para §(B = B*) = 22 n e m inteiros, obtemos
" _ exp 16 0 "o,
(0w = ( 0 exp—if ) ow (5.3)

= b’

Assim, aplicando o mapa m-vezes, voltamos ao ponto inicial, ou seja, temos
uma drbita periddica de periodo m vezes o periodo da drbita referéncia aparecendo
quando B = B*. O cason = m = 1 corresponde & bifurcagao isécronaen = 1,m = 2
corresponde a duplicacao de p>riodo. nestes casos, trM = 2 e —2 respectivamente.

Podemos entender tal resultado de um modo mais intuitivo: a matriz de Mo-
nodromia, por defini¢dao, atua como uma matriz de rotacio no Mapa de Secao ao
longo de um periodo completo, na regido em torno da érbita estavel. O angulo @ dos
autovalores pode ser visto como um angulo de rotagao ao longo da variedade estavel
da orbita. Assim, quando 8 = 7, damos apenas “meia-volta” na variedade apds um
periodo. Para darmos a “volta completa”, é necessario mais um periodo. Temos
entao uma bifurca¢dao com duplicagdo de periodo, e para # = 7 temos tr M = —2.
No caso de érbitas instdveis (autovalores na forma e, e=#), temos tr M > 2 ou
tr M < —2.

Um estudo dos tipos de bifurcagdes possiveis pode ser encontrado no trabalho
de Aguiar et al. [16], onde sio consideradas as 6rbitas periédicas em um potencial
quartico tipo “MARTA”. A bifurcacao isécrona, por exemplo preserva a simetria
das orbitas bifurcadas, ou seja, ndo ocorre uma aumento de simetria nas familias
bifurcadas. No caso da duplicagiao de periodo da familia de periodo 8 para as de
periodo 16, ocorre uma redug.io de simetria. As familias de periodo 16 sao mais
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assiméiricas do que a familia 8-estével, o que pode ser facilmente comprovado pela
visualizagao das érbitas nas figuras (5.6) e (5.7).
Para visualizar melhor o processo de bifurcagdes, construimos um Diagrama,
mostrido a seguir:
Bifurcacoes : Periodos 8 e 16

E 3
* e o
* s
*
e
0.310 * .
W
s
oy
*

S555<><><>< e

0.300 }- Xxx& ¥ i
x o, .
o _"‘*H&q__._ <

T, Ty = o

0200 | T o4y — x - -
e
- - =
- " ° >

1 Xxx * 8 estavel

0.280 Ve *x 16 estavel 7
e »* 8 instavel

%&Kxxxx =+ 16 instavel |

0.270 L L L L
4.40 4.42 4.44 4.46 4.48

Figura 5.5: Diagrama de bifurcagoes para a familia de perfodo 8

O diagrama mostra como varia a coordenada de Birkhoff I (ou X, no Mapa de
Segao) de um dos oito pontos da érbita em funcio do campo. Escolhemos arbitra-
riamente o ponto “esquerdo inferior” (em torno do ponto cartesiano (0,0.3)). No
diagrama, vemos claramente o ponto de aniquilagdo mitua (bifurcagéo isécrona) e a
bifurcagédo com duplica¢do de periodo. Cada ponto representa uma érbita com oito
iteragoes. Por esta razdo, as érbitas de periodo 16 sio representadas por dois pontos
para um dado valor de campo ao passo em que sé precisamos de um ponto para as
érbitas de perfodo 8. Nas figuras a seguir, mostramos representantes de cada uma
das fa.nilias representadas no diagrama para B = 4.4: |
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............ INSTAVEL
B=4.4 —— ESTAVEL

Orbitas de Periodo 16

Figura 5.6: Orbitas Fstével e Instével de Perfodo 16 com campo fixo

ESTAVEL
B=44 .. INSTAVEL

Figura 5.7 Orbitas Estivel e Instavel de Perfodo 8 com campo fixo
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5.3 O Tracode M

Mostramos a seguir o comportamento do trago da Matriz de Monodromia para as
quatro familias representadas no Diagrama.

Para a familia 8-estavel (figuras 5.8 e 5.9} o traco inicialmente oscila e atinge
o valor tr Mg = —2 para B ~ 4.4379, como pode ser melhor visto na figura 5.9.
Para B = 4.4721, temos tr Mg = 2 para ambas as familias-8 e ocorre a bifurcacio
isécrona. No caso das familias 16, vemos que estas também sofrem uma bifurcacao
isdcrona em B /2 4.4379, quando ¢r My = 2 conforme mostrado na figura 5.10.

O exemplo descrito aqui mostra que é perfeitamente posivel acompanhar as
familias de o6rbitas como funcao do parimetro B e seguir suas ramificagbes através
de bifurcacoes.

A importancia das bifurcagGes no limite semi-classico é bem conhecida [14] e
est4 ligada a divergéncias nas formulas que envolvem somas sobre érbitas periédicas.
Uma aplicagio no caso do cilculo de susceptibilidade magnética pode ser encontrada

em (24|,

[ ] Traco da Matriz de Monodromia em Funcao de B
- Familia de PERIODO 8

80.0 T T T
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Figura 5.8: Traco da Matriz de MoEodromia, em funcdo do campo
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Traco da Matriz de Monodromia em Funcao de B
Familia de PERIODO 8

3.0 T T
%
* » Estavel
# Instavel
4
-
-
1.0
—
=
o -
(]
©
—
-1.0
- -
-y .~ .
. - - e -
-3.0 1 L ) L
4.40 4.42 4.44 4.46 4.48

Figura 5.9: Ampliagao: comportamento do ¢r M para a familia 8-estavel

Traco da Matriz de Monodromia em Funcao de B
Familia de PERIODO 16
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Figura 5.10: Traco da Matriz de Monodromia em funcao do campo
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Capitulo 6

Resultados e discussao

O método numérico de busca e convergéncia de orbitas foi aplicado com sucesso
nos dois sistemas considerados, Bilhar de Sinai e Bilhar Quadrado, ambos sujeitos a
um campo magnético B perpendicular. Fizemos testes para varios valores de B no
intuito de verificar quantas 6rbitas sao obtidas, qual o passo adequado no proceso
de busca para cada valor de ce mpo e para os diferentes sistemas e como “filtrar” as
drbitas que fossem iguais ou que fossem reflexdes e inversdes umas das outras.

Exploramos entao dois regimes de campo, os quais consideramos representati-
vos: campos baixos, tomando o caso B = 0.5 (drbitas de raio £ = 2) e campos
intermedidrios, tomando B = 3 (R = ). No regime de campos altos, ocorrem
dois fatos que prejudicam a investigacdao. Em primeiro lugar, os comportamentos
do Bilhar Quadrado e do Bilhar de Sinai ficam muito parecidos, conforme visto nos
Mapas de Secao mostrados no Capitulo 2. Em particular, para B > 10, os mapas
sao absolutamente iguais, uma vez que nao ocorrem colisdes de particulas saindo da
fronteira externa com o circulo central do Bilhar de Sinai. Além disso, as orbitas
de periodo curto escasseiam para campos altos, ocorrendo uma predominancia de
orbitas de vérias colisdes com a parede externa (também chamadas aqui de bounces).
Isto significa que, para obter uma curva de crescimento representativa, deveriamos
calcular orbitas com N ~ 50, o que é, para nos, computacionalmente inviavel, dado
o longo tempo de processamento necessario. Mesmo B = 3 pode ser considerado
um campo “alto” para o Bilha. Quadrado, na medida que temos poucas orbitas com
N < 20 em comparacao a B = 0.5, por exemplo.

Para cada um dos campos considerados, foi feita uma busca sistematica por
érbitas periddicas com ntimero NV de bounces. Em termos do Mapa de Secéo, /N cor-
responde ao nimero de pontos no Mapa, razao pela qual foi denominado “periodo”
da drbita durante o Capitulo 4, onde foi descrito o método numérico. Ocorre que
nem sempre /N € escalonavel com o “periodo temporal” 7 da drbita, como no caso
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do Bilhar de Sinai em campos intermediarios. Porém, para o Bilhar Quadrado,
N guarda uma certa proporcionalidade com 7 e é particularmente til pois, como
veremos adiante, hd uma predominéncia de orbitas com N par para campos baixos.

Para podermos fazer um comparagao mais precisa entre os resultados para os
diferentes Bilhares e diferentes valore de campo, nos padronizamos os parametros
de busca no mapa de Sec¢ao para todos os N’s e todos os campos. Depois de varios
testes, optamos por utilizar uma separacio 6Y = écos @ = 0.01 entre as linhas (um
total de 200 linhas aproximadamente) com um separacao éX = 6 = 0.0001 entre
os pontos de cada linha. Como 0 < X < 1 (o Mapa tém simetria em /), temos
aproximadamente 10000 pontos por linha.

Variamos N na regiao 1 < N < 20 pra o Bilhar Quadrado e 1 < ¥ < 10 para
o Bilhar de Sinai. O valor limite de N difere para os dois casos pois o simulador
numérico do Bilhar de Sinai é bem mais complicado que o do Bilhar Quadrado.
Para N ~ 5 e mesmos parametros de controle, observamos que a procura no Bilhar
de Sinai toma aproximadamente o dobro do tempo computacional que no Bilhar
Quadrado, uma vez que o numero de opera¢des ¢ bem maior. Este tempo tende a
aumentar com N de forma que a busca para N’s maiores do que 10 no Bilhar de
Sinal é computacionalmente inviavel. No Bilhar Quadrado, N = 20 também & uma
valor limite, acima do qual a busca torna-se muito lenta.

Para cada érbita convergida, calculamos seu comprimento e sua Agao, S = § pdq.
O ciculo da Ag¢ao em Bilhares Magnéticos esta feito no Apéndice 1. No Apéndice
2, temos um compéndio com 72 érbitas periédicas, em ambos os Bilhares, para
B =0.5¢e B =3, com os respectivos comprimentos e agoes. Mostraremos a seguir
dados sobre o comportamento do numero de érbitas em termos de N, da Acao e do
comprimento.

6.1 Crescimento exponencial do nimero de érbitas

6.1.1 Campos Baixos
Bilhar Quadrado

No caso do Bilhar Quadrado, temos um crescimento rapido do Niumero de orbitas
com N para B = 0.5. As 6rbitas consideradas sao estritamente as orbitas que
de fato foram convergidas pelo método, sendo que as repeti¢bes (Orbitas iguais)
e orbitas simetricamente relacionadas foram retiradas. Na estatistica de N = 2,
N =4 e N =6 as 6rbitas sao poucas (1, 2 e 3 respectivamente). Nestes casos em
particular, nds retiramos a 6rbita N = 2 das estatisticas de N = 4 e N = 6, embora
o método a tenha convergido para estes valores de N. No entanto, para N’s mais
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altos, pode ocorrer que uma érbita de perfodo Vg apareca também na estatistica de
N = kNy, k inteiro. No entanto, concluimos que o fato do crescimento de orbitas ser
bermn aproximado por uma exponencial faz com que tais orbitas de periodo Ny = %5
tenham um participacao relativamente pequena no namero total.

Podemos exemplificar com o caso de N = 20, para B = 0.5, onde temos 185
orbitas. Vamos considerar o plor caso possivel, quando todas as 6rbitas com Ng = -%r-
aparecem na estatistica de N, o que raramente é o caso. Os outros periodos que
contribuem sdo N = 10 (14 dérbitas), N = 5 (zero érbitas), N = 4 (2 6rbitas)e N = 2
{1 érbita). Ou seja, de um total de 185 6rbitas, temos apenas 17 (aproximadamente
9%) que podem aparecer anteriormente. .

Porém, nem sempre érbitas que sido convergidas pelo método em Ny = % voltam
a ser convergidas quando procuramos orbitas de periodo N. Isto ocorre pois os
cruzamentos de linhas que dao origem as dérbitas-teste podem ser extremamente
diferentes nos dois casos., Nao é certo que uma linha cruze com si propria apos Ny
aplicacoes do Mapa e volte a wruzar em um lugar proximo apds kNy aplicacoes. E
mesmo que o cruzamento ocorra, a convegencia para a mesma 6rbita ndo é garantida.
Pode ocorrer, por exemplo, a convergéncia para uma bifurcacdo da orbita com N =
Ny.

Existem duas curvas de crescimento de Ny bem distintas: uma curva para os
Ns pares e outra para impares. Fizemos um “fitting” exponencial do tipo Nophs =
Aie?2N para cada um dos dois casos e a concordancia foi muito boa. Os pardmetros
Ay e A, decorrentes do “fitting” s&o mostrados na Tabela 6.1,

Esta separacio se deve ao fato de que, para campo nulo, ndo existern Orbitas
periddicas com numero impar de bounces no Bilhar Quadrado, conforme mostrare-
mos na se¢ao 6.2. Para definir melhor a passagem do regime de B = 0 para B # 0,
fizemos histogramas para o Bilhar Quadrado também com B =0.2 e B = 0.8. Nas
figuras 6.1, 6.2 e 6.3 mostramos os resultados da variagdo do nimero de 6rbitas em
fun¢do do comprimento para os trés valores de campo.

Ne tabela 6.1 a seguir, temos listados os parametros A; e Az das curvas de

crescimento.

Alpa.r A 1impar A2par A? impar
B=02| 110 0.02 | 0.1975 | 0.3319
B=05] 230 1.22 | 0.2217 | 0.2109
B =08 4.78 4.78 | 0.1588 { 0.0780

Tabela 6.1: Variagdo dos pardmetros das curvas de crescimento

Os resultados nos mostram que o nimero de érbitas pares tem, em geral, um
crescimento mais acentuado que o nimero de Orbitas impares. O parametro A4,

54



cresce com o campo nos dois casos e atinge um valor parecido para ambos os casos
em B = 0.8, indicando que, para N pequeno, a separacio entre as curvas ja nao é
mais tao significativa. Para campos mais altos, veremos que esta separagio nao mais
existe. K valida apenas para campos pertubativos onde o crescimento do nimero de

orbitas ainda guarda influéncia do caso_livre. ;
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Bilhar de Sinai

No caso do Bilhar de Sinai, néo temos a diferenciacio entre curvas de crescimento
para [N’s pares e impares uma vez que para B = 0 ndo temos uma regra de selecio
de N como no caso do Bilhar Quadrado.

O namero de 6rbitas no Bilhar Quadrado (Q) e no Bilhar de Sinai (S) para os
valores de campo onde foi feita a busca de 6rbitas é mostrado na Tabela 6.2.

N < 10 Ntotal
B=03(Q)| 18 190
B=0.5(Q) 37 699
B=05(S) | 441 | 441
B=108(Q) 63 503
B=3(Q) 23 | 202
B=3(S) ! 131 | 131
Total: 713 2166

Tabela 6.2: Numero de orbitas convergidas

No Bilhar de Sinai, o niimero de 6rbitas é bem maior que no Bilhar Quadrado, o
que pode ser visto comparando o nimero total de drbitas com N < 10. No caso do
Bilhar Quadrado com B = 0.5, temos 37 érbitas com N < 10 e no Bilhar de Sinai
temos 441. Recordamos que os parametros de busca na secdo (separacao entre linhas
e entre pontos em uma mesm. linha) sdo os mesmos tanto para o Bilhar de Sinai
como para o Bilhar Quadrado, de modo que a compara¢io entre ambos é valida em
principio.

O namero N de batidas com a fronteira quadrada externa nao é um bom
parametro para se visualizar o crescimento do nimero de 6rbitas no Bilhar de Sinai.
Isto ocorre pois N ndo é sempre proporcional ao periodo temporal 7 da érbita, uma
vez que as colisdes com o disco interno n3o sao incluidas em N. Podem ocorrer apri-
stonamentos (tratados na se¢ao 6.3) de modo que uma particula em um movimento
peribédico com poucas batidas na fronteira quadrada (/N pequeno) pode levar um
tempo T grande para retornar ao ponto inicial. No entanto, para N e B pequenos,
uma certa proporcionalidade entre 7 e NV € recuperada. Neste regime, o efeito de
aprisionamento é pequeno de modo que podemos verificar um crescimento exponen-
cial do niimero de érbitas em fungao de N. Na figura 6.4 fizemos um histograma
de Nybs em funcao de N. O “fitting” com uma exponencial foi feito para NV < 8§,
regido onde melhor se observa o crescimento exponencial.

1O valor maximo de N neste caso é N = 7 (vide segdo 6.1.2)
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Figura 6.4: Noms = A0V ¥ 19 , 4, = 0.3389

Os valores obtidos para A; e A; s80 maiores que os obtidos para o Bilhar Qua-
drado (Tabela 6.1}, indicando entao uma tendéncia de crescimento maior. '

6.1.2 Campos intermediarios

A paridade de N perde influéncia sobre a curva de crescimento de Nogs conforme o
valor do campo magnético B cresce. Isto se deve ao fato de que o comportamento
caodtico do Bilhar Quadrado se acentua conforme aumentamos o campo, conforme
foi visto nos Mapas de Se¢ao do Capitulo 2. Com isso, o comportamento esperado é
algo parecido com o que ocorre com o Bilhar de Sinai, onde a influéncia da paridade
de N é desprezivel. Para B = 3, o Bilhar Quadrado j& é cadtico o suficiente para
que nao haja mais a diferenca entre o comportamento de Ny, para N par ou impar,
conforme pode-se verificar na figura 6.5.

Vemos também que o niimero de orbitas com NV < 20 é bem menor. Isto é de
se esperar ja que, para campos altos, teremos apenas Orbitas periddicas que batem
varias vezes na parede do bilhar antes de conseguirem voltar ao ponto inicial.
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Figura 6.5: Curva de crescimento de- e Bilhar Quadrado; B =3

No caso do Bilhar de Sinai, ainda observamos um crescimento do nimero de
érbitas, embora o nimero total seja bem menor que para campo baixo (Tabela 6.2).

Para este valor de campo o efeito do aprisionamento é bastante forte de modo
que temos uma grande quantidades de érbitas que colidem varias vezes com o circulo
central antes de voltar a fronteira externa. Isto ocasiona problemas computacionais
no que se refere ao tempo de processamento. Para se obter o mesmo nimero de
pontos no mapa é preciso agora bem mais operagoes numéricas pois as colisdes
com o disco central nado pertencem ao Mapa de Segdo. Por esta razao convergimos
Orbitas até N = 7 pois acima deste valor o tempo computacional necessario era

excessivamente alto.
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Figura 6.6: Curva de crescimento e obs: Bilhar de Sinai; B =3

6.1.3 Analise em funcao do Comprimento e da Acgao

Uma outra maneira de expressar o crescimento do niimero de 6rbitas é em termos
do periodo temporal 7 ou da Agdo S da érbita. Em geral, os resultados encontrados
para Nows [15, 14] sdo sempre expressos em termos da Acao ou do periodo, de forma
que tal analise é necessaria para uma comparacao entre os nossos resultados e o
comportamento previsto na literatura.

No nosso caso, utilizamos o comprimento como parametro. A energia das drbitas
¢ a mesma de modo que o periodo 7 sera proporcional a distancia percorrida pela
particula ao longo da 6rbita. Quanto mais longa for a érbita, maior o comprimento.
Calculamos entdo o comprimento de todas as érbitas convergidas e montamos histo-
gramas relacionando o nimero de érbitas com o comprimento. Os comprimentos das
brbitas estio expressos em uma unidade u tal que o lado do quadrado que confina
a particula meca 1u.

Bilhar Quadrado

Para o Bilhar Quadrado os histogramas foram montados com passo AC = 0.5 no
comprimento. Isto significa que, dado um certo comprimento Cy, foram contadas
quantas 6rbitas existem com comprimento entre Cy e Cy + AC.
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Observa-se um crescimento de Ngps até um certo valor C e a partir de entdo
ocorre um queda. Esta queda é um simples reflexo do fato de o nimero de érbitas
utilizado nos histogramas ser limitado. Na verdade, esta diminuigdo ja ocorre nos
graficos de Ny contra NV, mas ela € muito mais abrupta: Ny € zeropara N > Ny
(NVmax = 20 para o Bilhar Quadrado € Nyay = 10 ou 8 para o Bilhar de Sinai,
conforme visto nas se¢des 6.1.1 € 6.1.2). Assim, caso tivéssemos um ndmero infinito
de 6rbitas, veriamos apenas um crescimento de Ny, em fungao de C'.

Nas figuras 6.7 a 6.10 a seguair, mostramos os histogramas em funcao do compri-
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Figura 6.7: Histograma de Frereon ra(comprlmento B =02
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Bilhar Quadrado
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Vimos que para campos muito baixos (figura 6.7) o crescimento néo é tao acen-
tuado. Isto ocorre pois o Bilhar é quase integravel para campos suficientemente
baixos. .

Uma anélise parecida podc ser feita em termos da Acéo das drbitas. Pode ser
mostrado que a Acdo em Bilhares magnéticos engloba contribui¢oes de um termo
de comprimento e de um termo de drea. No Apéndice 1 é derivada uma expressao
para a Acao mostrando explicitamente quais sao estes termos.

Foram calculadas as acOes de todas as dérbitas convergidas e também fizemos
histogramas andlogos aos histogramas de comprimento. A expressio da Acdo apre-
sentada no Apéndice 1 foi simplificada para que o resultado final fosse dado em
unidades de comprimento. Em termos do comprimento C' e da area A envolvida
pela curva, a expressdo da Ac8o fica na forma:

S5=C—-B-A

de modo que a Acéo nos histogramas estd expressa na mesma unidade u de com-
primento onde o lado da fronteira quadrada mede lu. O passo no histograma é
AS =105

O comportamento geral para o Bilhar Quadrado é essencialmente o mesmo mos-
trado nos histogramas de comprimento. Temos algumas variagbes devidas a rbitas
cuja area A seja grande. :
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Figura 6.12: Histograma de A oﬁfsd%)ontra Acdo: B=10.5
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Bilhar Quadrado
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Figura 6.13: Histograma AR “eontra Agdo: B =0.8
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Figura 6.14: Histogra,masd%i (Pddontra Agio: B =3
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Bilhar de Sinai

Para o Bilhar de Sinai, a anélise em termos de comprimento e Acdo de 4rbitas é bem
mais adequada em funcdo dos efeitos de aprisionamento. Nos histogramas, o passo
é menor que nos histogramas do Bilhar Quadrado: temos aqui AC = AS = 0.2.
Nos histogramas de comprimento e acdo vemos o crescimento inicial e a queda
ocasionada pelo nimero limitado de 6rbitas como no caso do Bilhar Quadrado.
Para B = 0.5, vemos que a distribuicdo em comprimentos é uniforme, o mesmo nio
acontecendo em B = 3. Nas figuras 6.16 ¢ 6.18 vemos que existe um quantidade
razoavel de orbitas que estao visivelmente “fora” da distribui¢do. Em termos de
comprimento, temos 14 érbitas com C' > 9u quando a média dos comprimentos esta
em C ~ 3. Estas sdo as érbitas onde ocorre o aprisionamento pelo campo e o disco

tral discutid ao 6.3.
central, a ser discutido na secao Bilhar de Sinai
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o
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Figura 6.15: Histograma de Norbf%rgﬂr'rf}f rét(c;mprimento Bilhar de Sinai
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Bilhar de Sinai
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Figura 6.16: Histograma dé O%nggxthc £y comprimento: B =3
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Figura 6.17: Histograma de R E8Ata Acao: Bilhar de Sinai
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Bilhar de Sinai
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Figura 6.18: Histogra.masﬁimch)ontra Acio: B =3

6.2 Aparecimento de orbitas com N impar no
Bilhar Quadrado

A distingdo de IV par e N impar no que se refere as curvas de crescimento no n° de
Orbitas para campos perturbativos no Bilhar Quadrado, encontra explicacdo no fato
de que, para campo nulo, as orbitas periodicas possuem apenas N par. Isto pode
ser facilmente mostrado recordando que, para campo nulo, as 6rbitas tém apenas
dois angulos possiveis. Se a particula tem condigdes iniciais (ly, 6p), os dngulos serao
B, = 0o e 0, =90 — fy. A Orbita sera entdao uma seqiiencia do tipo

(lo, CO8 90), (11, CcOB 91), (lg, CcOs3 92), (13, CcOSs 93), e =
(lo, cos 8,), (11, cos By), (I2,cos8,), (I3, cos 0y), ...

e, para que seja periédica com periodo N, devemos ter ({ny1,cosOny1) = (lo, coslyp)
e 1sso somente é possivel se N for par.

Podemos inclusive estimar como o nimero de 6rbitas cresce com N, Mostramos
na secao 3.1.1 que, para campo nulo, teremos 6rbitas peridédicas se a tangente do
angulo inicial for racional: tan(6y) = p/q. E ainda mostramos que, neste caso,
teremos p batidas nas paredes z =0 e z = 1 e ¢ batidas nas paredes y =0 e y = 1,
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totalizando N = 2(p + ¢) bounces. Fica claro que a troca de g por p bem como um
deslocamento de {y nos leva & mesma dérbita, no sentido em que os autovalores da
Matriz de Monodromia nio se alteram. Desta forma, para N bounces, as érbitas
diferentes entre si terao os seguintes valores de p e ¢:

p=5—-lg=1
p=%~%q=2
p=5—3%q¢=3

p=5—kqg=k

onde k é o maior inteiro tal que N/2 — k > k, ou seja, serd a parte inteira de N/4.
Como k € o ntimero de érbitas, vemos que, para o Bilhar Quadrado livre, o ndmero
de 6rbitas cresce linearmente com o nimero de bounces IV e temos ainda a regra de
selacdo de que s6 valores pares de N sdo permitidos.

Gutzwiller, em seu livro “Chaos in Classical and Quantum Mechanics” {15] for-
nece alguns argumentos para que o nimero de érbitas em um sistema regular cresca
como uma poténcia da Acéo (ou, equivalentemente, do periodo) enquanto que, em
sistemas cadticos, este crescimento seja exponencial.

No caso de sistemas integraveis, sabemos que o movimento ocorre em toros no
Espaco de Fase e as rbitas peridédicas ocorrem quando as fregiiéncias dos movimen-
tos no toro, w; = GH/O1;, sdo comensurdveis e todas miltiplas de uma freqiiéncia
comum wp: w; = k;wop, onde os k; sdo inteiros. Ao calcularmos a Acao S sobre um
periodo, obtemos:

T
S= [ (hdby+ o+ 1ud8y) = 2m(ka Ty + o+ k)
0

Queremos agora contar quantas Orbitas periddicas existem com Acgéo entre S e
S+ 685, ou seja, queremos contar quantos k’s existem neste intervalo. Para o calculo
de 65 deve-se tomar o cuidado de perceber que os I; dependem implicitamente dos
k;. Porém, mesmo assim, Gutzwiller mostra [15] que, tomando valores altos para os
£’s, de modo que k; > &k;, teremos 65 dado aproximadamente por:

63 = 21r(I16k1 -|— .[26.1{,‘2 -|- e —|— Inékn)

No espaco n-dimensional de &’s, podemos definir uma certa superficie ) tal que,
em todos os seus pontos, S = ¢. Uma aproximagido para o numero de érbitas com
Acao menor do que o seria entao o Volume-k envolvido por {). Como mostramos que
85 tem uma relacio aproximadamente linear com os 6k;, o Volume é proporcional
entao a o™. :
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Desta forma, o nimero de érbitas periddicas cresce com uma poténcia de o (que
é 0.n° de graus de liberdade do sistema) se a Acao S pode ser escrita em termos
das variaveis de acdo da maneira simples mencionada acima. O fato de podermos
escreve-la desta forma decorre naturalmente do fato de que as érbitas periddicas
ocorrem quando os k; sao inteiros, ou seja, do fato de o sistema ser integravel.

6.3 Aprisionamento no Bilhar de Sinai

Vimos que existem 6rbitas no Bilhar de Sinai onde o periodo temporal 7 néo é
escalonavel com o periodo N do Mapa. Isto ocorre para determinados valores de
campo onde a particula tem a possibilidade de colidir varias vezes com o circulo
central antes de voltar a colidir com a fronteira quadrada. Como ilusiragio, podemos
ver a érbita abaixo onde temos apenas duas batidas com a parede do Bilhar (N = 2)
mas varias batidas com o circulo central. A érbita tém comprimento C ~ 1Tu e é a

orbita convergida com mailor comprimento: L
& P Bilhar de Sinai

2 bounces; L=17.122 u

Figura 6.19: Orbita periédica “aprisionadora” no Bilhar de Sinai
Temos entao o efeito do aprisionamento do elétron por um potencial localmente

repulsivo (circulo interno do Bilhar) e um campo magnético, descrito também por
Berglund em um recente trabalho [25].
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O trabalho de Berglund, intitulado “Pode um potencial repulsivo aprisionar um
elétron?”, trata do problema de uma particula carregada sob a agio de um campo
magnético ortogonal e de um campo elétrico colidindo com um disco rigido de raio
a. A trajetdria é entdo circular com raio B = v/w, cujo centro se move com uma
velocidade de “drift” vy constante. E mostrado que, para campos suficientemente
fracos, existe uma regizo de medida n&o nula no espaco de fase do problema corres-
pondente a estados aprisionados da particula.  citado um trabalho submetido do
préprio autor onde se mostra uma generalizacio para campo magnético arbitrario
onde este resultado ainda vale.

Nossos resultados mostram que estas conclusdes parecem se aplicar no caso do
Bilhar de Sinai em determinados regimes de campo onde tais estados aprisionados
da particula se manifestam através de 6rbitas periddicas de comprimento longo.
Acontece porém que o Mapa de Secio utilizado nao é o mais adequado para um
estudo especifico do aprisionamento, um vez que ele ndo leva em conta as colisdes
com o disco interno do Bilhar de Sinai. Talvez o mais adequado para tal estudo
fosse um mapa tipo “espalhamento” onde tratamos o disco efetivamente como um
centro espalhador confinado em uma fronteira quadrada.
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Capitulo 7

Conclusoes finais

Implementamos um método eficiente de busca e convergéncia de orbitas periddicas
em Bilhares com campo magnético. No que se refere & procura de érbitas, fizemos
uma adaptacao de um processo de iteracao de linhas do Mapa de Secao anteriormente
utilizado para um potencial suave {21]. Para obter a convergéncia das érbitas-teste
encontradas, utilizamos o método de Matriz de Monodromia, ja bastante utilizado
anteriormente emn Hamiltoniapas suaves [16, 17, 19, 21, 24].

Tomamos dois exemplos como objeto de estudo, os quais possuem caracteristicas
distintas no que se refere & dindmica. O Bilhar Quadrado é integravel para campo
nulo e torna-se nao-integravel com a introducgéo do campo e a regido de caos no Mapa
de Secdo tende a crescer conforme o valor do campo aumenta. Ja o Bilhar de Sinai
é cadtico para campo nulo e a introdugao do campo néo altera significativamente
este comportamento ergddico, apesar de aparecerem regides regulares no Mapa para
campos intermediarios.

0O método funcionou bem para ambos os sistemas. Para obtermos a convergéncia
no caso dos nossos Mapas, fol necessario incluir algumas modificagdes em relagéo
ao método de Matriz de Monodromia original. No entanto, acreditamos que a
aplicagdo em Bilhares é genérice uma vez que o método se mostrou independente
das caracteristicas individuais de cada Mapa. A procura e convergéncia de 6rbitas
para o Bilhar Quadrado ou para o Bilhar de Sinai se deu de forma semelhante, sern
que fossem necessarias adaptagdes individuais.

Como resultado direto da anlicacdo do método, catalogamos mais de 2000 6rbitas
para ambos os sistemas. Para cada érbita, foram calculadas propriedades tais como
periodo, Acéo e estabilidade. De posse destes dados, foi possivel fazer estatisticas
do numero de 6rbitas em termos do ntmero de bounces, comprimento e Acéo.

No caso do Bilhar de Sinai foi verificado que, para determinados valores de
campo, o nimero de drbitas cresce ezponencialmente com o periodo e com a Acao.
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Nas referéncias [14, 15] foi derivada um expressiao para o niimero de 6rbitas e é mos-
trado que, para periodos longos, o crescimento do nimero de 6rbitas com o periodo
¢ exponencial para sistenas cadticos € polinomial para sistema integraveis. Nosso
resultados tendem a confirmar a validade desta afirmacao nos sistemas considerados.

No Bilhar Quadrado em regime de campo baixo, verificou-se uma dependéncia
no niimero de 6rbitas com o fato do niimero de bounces N ser per ou impar. O
crescimento do nimero de érbitas com N par é bem mais acentuado neste regime de
campo. Acreditamos que tal comportamento seja uma conseqiiéncia do fato de que
ndo existem Orbitas com nimero impar de bounces para B = 0. Tal diferenciacio é
perdida no regime de campos intermediarios.

No Bilhar de Sinai, verificamos a existéncia de érbitas periddicas aprisionadoras
para campos intermedidrios. Tais orbitas colidem varias vezes com o circulo central
antes de retornarem ao ponto inicial na fronteira externa. O papel destas orbitas j4
havia sido anteriormente estudado para Bilhares Circulares convexos [25, 13].

Uma importante aplicacio deste método é em bifurcacées de érbitas periddicas.
Ele nos permite construir familias a um pardmetro (no caso, o campo B) e estudar
a variacao do traco da matriz de monodromia M dentro da familia. O trago nos
fornece a informag¢do de quando ocorre e também de que tipo é a bifurcagéao.

Consideramos que os resultados aqui apresentados podem vir a ser de grande
utilidade em uma eventual analise semi-classica dos sistemas estudados. Nesse li-
mite, pode-se ter uma melhor visualizacio de como assinaturas do comportamento
classico aparecem em propriedades essencialmente quanticas. E, neste contexto, as
érbitas periédicas desempenham um papel fundamental pois representam um dos
principais elos de ligacdo entre a dinamica classica e as caracteristicas quanticas do
sisterr.a considerado.
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Apéndice A
Acao em Bilhares Magnéticos

A acho S de uma Orbita em um bilhar magnético tem basicamente duas contri-
buic¢oes: um termo de perimetro e nm termo de area sob a trajetéria. Isto pode ser
rapidamente mostrado.

Pava simplificar a notagio, escrevemos a Hamiltoniana no interior do Bilhar na
forma:

1/, 2
com
A= — Byé,
e, das equagdes de Hamilton, temos:
OH >
-»;: el — —l_ A
q B p

A acio da érbita percorrida entre dois pontos go € ¢ ¢ dada por:
5 NN = a1 N — 71 o - fmetr Ao
S(gorq) = [ Frd7= [ qdg+ [ A-dg= gerimein . gires
dJo a0 a0

onde definimos os termos de area e perimetro como contribuicdes distintas para a
integral entre go € ¢1. As denominacbes de “drea” e “perimetro” se justificam se
desenvolvermos um pouco mais as integrais:

— Termo de Area .
Como A = —Bye,, entdo A - dg = —By(z)dz. Logo, o termo de érea fica:

Sérea = _p / " y(e) do
7o
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onde y(z) é um arco de circuferéncia. Como trata-se de bilhares, z¢ e z; estdo
limitados ao intervalo entre 0 e 1.

— Termo de Perimetro
- Para calcular SPer™et® ygamos coordenadas polares:

pr = r=10

P = rzészécomR:%E

e a energia de rota¢do dada por

2 2K
B = zp_]%z:>p9=§:const.

e como, ao longo da drbita circular, sé temos variagdo da coordenada 8:

Sperl'metro n da b 9 4o 1 b1 d0
N /qo g-ad = 8y B E ~/90 pe
. 2F
1 Sperlmetro — Ag
0go B

A acio da orbita circular de raio R de uma 4rbita entre dois pontos go € g fica
entao escrita na forma:

2E

S(go, @) = =520 - BL "y(z) da

onde y(z) =y. + \/Rz - (x — z.)?, define a equagao de um circulo.
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Apendice B

Compéndio de Orbitas
Periodicas

B.1 Orbitas com B = 0.5

A,=1.00 A,=1.00 A, ,=-9.979 o< | 0.065
S=206+=202 E_2621=2.84

76



A,=0.027
21=284

0~
N
1l

3

=61.16 1,=0.016
S =6.46 7 = 6.397

A'1

A,=-0.0083
4.86 T = 4.66

-120.06

S

A=
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08 A,=0.0011
B0 Tt=6.48

= 869.
S=6

1

A

8.55 1 = 8.356

-1246.6 A,=-0.000802

s

7\’1

-0.893 =< i 0.448
8.521t=8.34

Mgz -
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A.,=-306.6 ?\, =-0.00326 A,=~10760.08 A,=-0.000093

S =10.65 t = 10.41 S=9501=924
A,=-418.5 A_=-0.0024 A,=-6927.3 A,=-0.00014
S=12.707=12.42 S=11.19+%=10.98
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A,=-2885.9 A_=-0.00035 A,=11119.8 1,=0.000089
S=12521=12.48 S=12991=12.84
A,=9851.3 A,=0.00010 A,=7714.8 A,=0.00013
S=14.94 1 = 14.76 S =14.376 © = 14.366
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0.00015

14.982 1 = 14.897

A,=6614.3 X,
S =

0.000253
9 1t = 5.441

A,=-3953.5 A,=-
S =5.41

=0.0188

A,=53.26 A,
1.154
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A,=-260.9 2,=-0.0038
$=2.3161=2.289

A,=-24.10 A,=-0.0415
S'= 2.0063 t = 2.0452

A, = -0.9978 < | 0.0652
5 =26231=2.843

A=-35.77 2,=-0.0279
$ =2.202 7 = 2.331
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A,=-856.9 A,=-0.00116 A= 255.25 A,=0.00382

S =2.7857%=2.755 S — 3.434 1= 3.138
A= 707.2 A,=0.00141 A= 19.658 A,=0.05087
5 -29677=2.987 =3.190 © = 3.455
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A,= 258.9 2,=-0.00386
= 4.060 T = 4.128

A= 421.9 A,=0.00237
5§ = 3508t =3.489

84

A= 672.8 A,=0.0015
S = 4.325 T = 4.392
A= 257.1 A,=0.00389
S=3.421=3.71




A,=-219.5 A,=-0.00455
S=5271=5.22

2,=1065.6 2,=0.00094
S =3.785 1 = 4.074
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A,=359.04 A,=0.0028
5=309211t=4.197

A,=1070.9 A,=0.00093
S =38.770 t = 4.061




B.2 Orbitas com B =3

A,=7.05 A,=0.142 A,=-47.20 A,=-0.0212
S =5.377 t= 5.375 S = 8.834 © =7.207
A,=21.37 A,=0.0468 A,=-35.77 A,=-0.0280
S =10.732 1t =8.188 4 =13.162% =9.924
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A,=1610.565 A,=0.00062 A, ,=-0.9061 +/- | 0.423
S = 14.952 1 =10.807 S = 2.723 1 =4.300
A,=359.86 A,=0.00278 . A,=173.31 0.00567

S =5.822 t=5.420 17.32 1= 12.526

N
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A, =-106.48 2,=-0.00939
S=3.83181t=4.703

88

A,=445.11 A,=0.00225
S=-14008 1= 12577







A,=-509.99 A, =-0.00196 A,=479.16 A,=0.002087
S=123401t=11.656 5 =23.392 1 = 17.860
)

A,=58.8613 A,=0.01699 A,=163.026 A,=0.006134
S=12671t=1.191 S=18.541t=11.518
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A,=224.39 A,=0.004456 A=117.157 A,=0.008535
= 18.594 t = 11.544 S =9.386 t = 5.861

A,=91.522 A,=0.0109 A,=178.628 A,=0.0056
S — 9.386 7= 2.098 S =14.036 17 =8.725
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A.,=0.26598 +/- | 0.963977 A

36.47 A, =0.00186
S=2.5261=1.2187

'S = 28101 =2.475

A, ,= 0.61315 +/- | 0.78996 A, =-127.353 A,=-0.00785
? S=4.569 t=2.914 S = 9.386 T = 5.860
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A, =-386.52 A,=-0.0026 A,=779.92 A,=0.00128

S =14.029 © = 8.722 S =3.173 1= 2.841
A, =2133.61 A,=0.00047 A, =-2871.84 A,=-0.00035
S=6.1147=4.216 S = 2.238 T = 2.033

>
v
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A, =-93.78 A,=-0.0107 A, =510.85 A,=0.00196
S = 3.220 T = 3.000 S = 5.356 T = 3.652

A, =2908.87 A,=0.000344 A, =-425.34 A,=-0.00235
S =3.578 1= 3238 S =5.289 t=3.578
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