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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns aspectos dinamicos de um sistema forma-
do por duas cavidades acopladas interagindo com um atomo de dois niveis,
baseando-nos no modelo Jaynes-Cummings para a interacao dtomo-campo e
no trabalho de Hashem Zoubi et al. [3], sobre cavidades acopladas.

Inicialmento apresentamos uma discussao sobre o limite de validade das
transformacoes utilizadas por Hashem Zoubi et al. na diagonalizacao do
Hamiltoniano das cavidades. Baseando-se nas conclusoes deste estudo, foi
proposto um Hamiltoniano aproximado para o sistema em consideragao.
Conseguimos uma transformagao para os operadores de criacao e aniquilagao
mais simples, que diagonaliza o Hamiltoniano do sistema e permite o céalculo
dos autoestados que sao utilizados no calculo das propriedades dinamicas do
sistema atomo-cavidade acoplado a outra cavidade.

Em consequéncia da simplicidade do tratamento dado, pudemos calcular
o comportamento, em funcao do tempo, da inversao atomica, do nimero
médio de fotons e da pureza do sistema. Pudemos também comparar os
resultados com o que acontece no sistema atomo-campo de uma cavidade.
Observamos o aparecimento do fenomeno de colapso e ressurgimento na in-
versao atomica, porém nao no nimero médio de fétons, em situagoes para
as quais este fenomeno nao acontece no sistema atomo-campo de uma cavi-
dade. Observamos também que o sistema atomo-campo de duas cavidades
tende a um grau de mistura muito maior do que no caso de uma cavidade
em situacoes semelhantes.
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Abstract

In this work, we study some dynamical aspects of a system composed by
two coupled cavities interacting with a two-level atom, based in the Jaynes-
Cummings model of the atom-field interaction and in the Hashem Zoubi et
al.’s work [3] about coupled cavities.

Initialy, we show a discussion about the validity of the transformation
used by Hashem Zoubi et al. in the diagonalization of the Hamiltonian of the
cavities. Using the conclusions of this study, we propose an approximated
Hamiltonian for this system. We obtain a simpler transformation to the
creation and annihilation operators that diagonalizes the Hamiltonian of the
system and allows us to calculate the eigenstates used in the calculation of
the dynamical properties of the atom-field system with two cavities.

Due to the simplicity of this method, we could calculate the behaviour as
a function of the time of the atomic inversion, the mean number of photons
and the purity of the system. We could also compare the obtained results
with what happens in the atom-field system of one cavity. We notice the
quantum collapse and revival in the atomic inversion, but not to the mean
number of photons, in situations where this phenomenum doesn’t happen in
the one-cavity system. We also notice that in the atom-field system with two
cavities tends to a larger degree of mixture than the case of one cavity in
similar conditions.
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Introducao

Na teoria classica de transmissao de sinais opticos, encontramos dois tipos
de situacoes onde ocorre o acoplamento entre o campo de duas guias de
ondas dielétricas distintas [4]. Uma delas acontece devido a imperfei¢oes na
geometria das guias ou por inomogeneidade do respectivo dielétrico. A onda
de uma guia pode ser espalhada devido a uma dessas imperfei¢oes para todo
o espaco que a rodeia. Se uma segunda guia imperfeita for colocada dentro
deste campo espalhado, pode ocorrer o acoplamento entre algum modo desta
guia com este campo espalhado.

Uma outra situagao onde ocorre o acoplamento é quando duas guias de
onda sao colocadas lado a lado e uma onda evanescente que sai de uma
guia, alcanca a outra e provoca uma oscilacao em um determinado modo
nesta ultima guia. Estes métodos sao estudados desde 1954 [5] e despertam
interesse até hoje [6].

Entretando, existem na literatura propostas de acoplamentos entre cam-
pos de sistemas quanticos, tais como microcavidades em estruturas dielétricas
ou cavidades quanticas, onde o mecanismo de acoplamento pode ocorrer de
modo andlogo ao cldssico. Em [7], Metod Skarja et al. propéem um sistema
composto por uma cavidade retangular dividida por uma parede dielétrica
em duas cavidades fracamente acopladas. Em [8] Yong Xu et al. propoem
um sistema de varias microcavidades acopladas a uma guia de onda.

Com o objetivo de estudar a dinamica do acoplamento dos campos eletro-
magnéticos de duas cavidades opticas, apresentamos dois sistemas diferentes
onde uma das cavidades interage com um terceiro elemento. O primeiro ca-
so estudado foi baseado no trabalho de Hashem Zoubi et al. [3] onde uma
das cavidades interage também com um reservatério térmico. Neste trabal-
ho os autores primeiramente propoem uma transformacgao que diagonaliza
o Hamiltoniano do sistema formado apenas pelas cavidades. Com o Hamil-
toniano diagonalizado, o sistema é tratado como se fossem duas cavidades



independentes acopladas ao mesmo reservatorio.

Seguindo este mesmo caminho, propomos um modelo para estudar o caso
onde o campo de uma das cavidades interage com um atomo de dois niveis,
podendo ser um atomo em passagem ou mesmo fixo no centro da cavidade.
Entretanto, devido a complexidade do sistema utilizamos o Hamiltoniano
das cavidades na aproximacgao de ondas girantes, conforme apresentado na
referéncia [1]. As figuras 1 e 2, extraidas de [1] e de [2], apresentam dois
arranjos deste tipo de sistema. Na primeira, uma cavidade é dividida em
duas partes iguais por um espelho semi-transparente e em um dos lados é
colocado um atomo. No segundo caso, duas cavidades independentes, com
atomos em seu interior, sao ligadas por meio de uma fibra déptica.

BS

atom

i 1

Figura 1: Esquema de duas cavidades acopladas por meio de um “beam
spliter” (BS) interagindo com um atomo, estudado em [1].

Figura 2: Acoplamento de duas cavidades por meio de uma fibra dptica,
conforme apresentado em [2].

Com este objetivo, apresentamos no Capitulo 1 a teoria de quantizacao
do campo eletromagnético e sua interacao com um dtomo de dois niveis [9]
e com o ambiente externo [10] para termos suporte tedrico na andlise dos
sistemas propostos.

O estudo do sistema de duas cavidades interagentes ¢ feito no Capitulo 2.
Apresentamos a diagonalizacao do Hamiltoniano referente as cavidades com



e sem a aproximagao de ondas girantes, discutindo as vantagens e desvan-
tagens destas duas abordagens. Os resultados apresentados sao utilizados
no Capitulo 3 para estudar o sistema formado pelas cavidades e o reser-
vatoério, transformando um problema de dois osciladores harmonicos acopla-
dos em dois osciladores independentes, ambos interagindo com o reservatério
térmico. Desta forma, o problema em questao é desmembrado em dois
problemas independentes de uma cavidade interagindo com um reservatério
térmico.

No Capitulo 4 discutimos o caso de duas cavidades acopladas com uma
delas tendo um atomo de dois niveis. Neste caso também utilizamos os resul-
tados do Capitulo 2 para ”separar”as cavidades. Para efeito de comparacao,
calculamos a evolucao temporal do nimero médio de fétons nas cavidades,
inversao atomica e pureza do sistema. Um resultado interessante encontrado
foi que, se ambas as cavidades forem preparadas em estados de nimero, o
sistema atomo-campo apresenta o fenomeno de colapso e ressurgimento na
inversao atomica. Nota-se que isto nao ocorre no caso do sistema atomo-
campo de uma unica cavidade, mesmo se esta cavidade interagir com um
reservatorio térmico.

Finalmente no Capitulo 5 discutimos os resultados obtidos neste trabalho
e perspectivas futuras, entre elas a generalizacao para mais de 2 cavidades
acopladas por meio de beam splitters.



Capitulo 1

Campo Eletromagnético
Quantizado

A teoria cldssica e a teoria quantica da radiacdo eletromagnética possuem
algumas similaridades. Apesar dos campos de radiacao serem tratados como
quantidades algébricas no primeiro caso e como operadores no segundo, am-
bas as teorias sao baseadas nas equacoes de Maxwell, as quais, em um meio
nao magnético, possuem a forma:

OH
E = —po— 1.1
V x Ho o’ ( )
OE

H = — 1.2

V x €0 +J, (1.2)
1

V-E = —o, (1.3)
€o

V-H = 0, (1.4)

onde i, e €, sao a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica do
vacuo. E é o campo elétrico e H o campo magnético. J e o sao respecti-
vamente a densidade de corrente e a densidade de carga, relacionadas pela

equacao de continuidade:

do
V- J+—=0. 1.5
5 (1.5)
A transicao da teoria classica para a quantica pode ser mais facilmente
feita se as equacoes classicas forem colocadas primeiro em uma forma suges-

tiva, utilizando-se os potenciais vetorial e escalar.
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1.1 Teoria Potencial para o Campo Eletro-
magnético Classico

A quarta das equagoes de Maxwell (1.4) é satisfeita se H puder ser escrito
em funcao de um potencial vetor A tal que:

V x A =pu,H. (1.6)

Da mesma forma, a primeira das equagoes de Maxwell (1.1) é satisfeita
se um potencial escalar ¢ puder ser definido de modo que:

E=-Vj- . (1.7)

Utilizando-se as equacoes de Maxwell e estas definicoes, encontram-se
duas novas relacoes que determinam estes potenciais:

1 0°A
V(V-A) - VA + _ZEW t e = 11oJ, (1.8)
—6,V2p — €,V - (%—?) =o. (1.9)

Se A e ¢ forem conhecidos, os campos E e H sao determinados. Entretanto,
as definicoes apresentadas para estes potenciais nao especificam completa-
mente a forma deles. Pode-se encontrar mais que um potencial vetor ou
escalar que produzem os mesmos campos E e H. Os outros potenciais A e
¢ que podem ser utilizados para obter os mesmos campos sao encontrados
através de certas regras, denominadas de transformagcoes de calibre, dadas
por:

A = A,—VE, (1.10)

0=
¢ = (]50 _7

onde = é uma funcao arbitraria que depende de r e de . Algumas condigoes
especiais podem ainda serem atribuidas a A e ¢ de modo que estes obedecam
as transformacoes apresentadas. Estas condicoes sao chamadas de calibre e
os campos E e H sao invariantes em relacao a sua escolha.
Para a quantizacao do campo eletromagético é conveniente adotar o cal-
ibre de Coulomb, dado por:
V-A=0,



podendo ser verificado que esta relacdo obedece as equagoes (1.10).

Junto com esta escolha, o teorema de Helmoltz [11] pode ser utilizado
para simplificar as equagoes (1.8) e (1.9). Este teorema diz que qualquer vetor
pode ser decomposto em duas partes, uma com divergente nulo (componente
transversal) e outra com o rotacional nulo (componente longitudinal). Para
o vetor densidade de corrente:

. - V-Jr=0,
J=JL+Jr, onde: ¥ x Jp = 0. (1.11)
Pelas equacoes (1.5) e (1.9) temos:
do 0¢
. J = — J = o I
\Y% Ey — JI, =€ Vat
Desta forma, as equagoes (1.8) e (1.9) ficam:
1 9’A
2 _
—V*A + EW = ,U/oJTa (112)
—6,V?¢ = 0. (1.13)

O vetor campo elétrico E pode também ser dividido nas duas componentes,
de maneira anéloga feita a J. De acordo com a equacao (1.7), estas duas
componentes obedecem a:

E = E, + En, (1.14)
onde

V- -Er=0 Er = —0A/0t,

VxE,=0 ~ Ep=-Vo (1.15)

O campo magnético é inteiramente transversal.

A grande vantagem do calibre de Coulomb é que ele permite a separacao
das componentes das equacoes de Maxwell em duas partes distintas: uma
com as componentes longitudinais e outra com as componentes transversais:

oH

V x Er “Ho 5

(1.16)



OET

VxH = ¢——+J,
X € ot + J7
V- -Er = 0,
V-H = 0,
1
V'EL = —0.
€o

A equacao de continuidade assume a forma:

80' GVEL
VJ‘FE—O - V'JL+€OT—0 (]_]_7)

JEL

L= 6, (1.18)

1.2 Campo Classico Livre

A quantizacao do campo eletromagnético livre se processa pela troca do vetor
potencial classico A pelo operador A. Esta transicao ocorre mais facilmente
se o potencial vetor estiver em uma forma mais conveniente.

Consideramos, entao, uma regiao cibica no espago de lado L. com algum
contorno real. Esta regiao esta nas condigoes de espaco livre, onde:

Jr=0. (1.19)
O potencial vetor na cavidade pode ser expandido em série de Fourier:

A = {Ax(t)exp(ik - ) + Ai(t) exp(—ik - 1)}, (1.20)

onde as componentes do vetor de onda k assumem, devido as condicoes de
contorno nos limites da cavidade, os seguintes valores:

2TV,

ko= 2%, v = 0,31, 42,43, .
2

ky = ”T”y vy =0,£1, 42,43, ..
21T,

k, = , v, =0,+1,+£2, 43, ...
7 v
O calibre de Coulomb é satisfeito se

k-A(t) =k-AL(t) = 0.

7



Todas as componentes de A obedecem a equacao (1.12), a qual se torna,
impondo-se (1.19):

O* A (t)
ot?
que também é valida para Aj, onde w? = ck.

Esta equacao assemelha-se a de um oscilador harmonico. A quantizacao
do campo é feita de modo a converter esta equacao em uma de um oscilador
harmonico quantico. Para isso, devemos expressar o oscilador cldssico em
termos de uma posicao efetiva e momento associados com o modo da cavi-
dade.

Resolvendo-se a equacao (1.21), o potencial vetor completo pode ser ex-
presso como:

A =) {Axexp(—iwyt + ik - r) + Af exp(iwyt — ik - 1)}, (1.22)
k

+wiAg(t) =0, (1.21)

Pelas equagoes (1.16) e (1.21), encontra-se as expressoes para 0S campos
elétrico e magnético associados com o modo k:

Ey = iw; {Agexp(—iwyt + ik - r) — Apexp(iwgt — itk - 1)},  (1.23)
Hy = —k x {Agexp(—iwyt + ik - t) — AL exp(iwyt — ik -1)}.  (1.24)

o
A energia média contida em um tnico modo k é dada por:

_ 1 _ _
Up = = E2 H2)dV. 1.25
b 2 Jeavidade (60 k+luo k) ( )
Para uma onda eletromagnética, as amplitudes Ey e Hy sao relacionadas
por:
B, = [2em,.
€o

Substituindo as equagoes (1.23) e (1.24) em (1.25) e evoluindo a média

temporal, temos: )
Uy, = 26,L’wi Ay - Aj. (1.26)
Os modos de vibragao Ax e Aj podem ser escritos em termos de uma
coordenada generalizada (); e de seu momento conjugado P, através das

trasformacoes:
Ak =/ 460[43(,0]% (kak + Zpk) €k, (127)
A; = \/460[/3&),% (Wka — ZPk) €k-
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As quantidades @Q; e P, sao escalares e as propriedades vetoriais de Ay e
A; foram separadas pela introdugao do vetor polariza¢ao unitdrio €.
Com estas transformacoes, a energia média assume a forma:

1
U= (P? +wiQ}) = H. (1.28)

Esta é a expressao da energia média de um oscilador harmoénico de massa
unitaria ou, equivalentemente, o Hamiltoniano para este oscilador.

1.3 Oscilador Harmonico Quantico

E conveniente desenvolver agora a teoria do oscilador harmonico quantico na
forma mais adequada para a quantizacao do campo.

O Hamiltoniano quantico para um oscilador harmoénico unidimensional
de massa unitaria e freqiiencia w é:

1 - N
H = 5(P2 + w?X?), (1.29)
onde P e X sio respectivamente os operadores momento e posicao, e obede-
cem a relacao de comutacao:
[X,ﬁ] = i,
Como H nao depende do tempo, o problema se reduz a resolver a equacao

de autovalores:
H\V,) = E,|V,).

Na representacao de coordenadas, as solucoes desta equacao sao dadas
em termos dos polinomios de Hermite H,,, com autovalores discretos [11]:

U, (x)=H, (@x) exp <—2w—hx2>

1
En:hw<n+§>, n=20,1,2,..

E, no entanto, mais conveniente trabalharmos no ambito da segunda
quantizacao, onde uma transformacao leva os operadores P e X nos op-
eradores de criacao a' e de destruicio @, definidos por:

at = (2hw) Y2 (wX —iP), (1.30)
0 = (2hw) Y3 wX +iP).
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A definicao destes operadores é extremamente 1til apesar deles nao serem
hermitianos e, portanto, nao representarem observaveis do oscilador.

O Hamiltoniano (1.29) pode ser escrito em termos dos operadores de
criacao e aniquilacao, resultando em:

1
H = hw (n + 5) , (1.31)

onde 7 = a'a é chamado de operador de niimero. Existe na literatura algu-
mas propostas de geragao dos autoestados de H (estados de Fock) como por
exemplo a proposta no artigo [12].

Algumas propriedades de 7, a' e G estdo listadas abaixo e suas demonstra-
¢oes podem ser encontradas em [11]:

1) Os autovalores de 1 sdo sempre positivos;

2) Se |n) é um autovetor de 7, entao:

atlny = Vn+1n+1),
aln) = Vnln —1);

3) Obedecem as seguintes regras de comutagcao:

[a,eﬁ} = 1,
6] = al,
[ﬁa&] - _da

1.4 Quantizacao do Campo

O campo é agora quantizado pela associacao de um oscilador harmonico
quantico com cada modo k£ do campo de radiacdo. Assim, a; e &L sao op-
eradores que criam e aniquilam um féton do vetor de onda k na cavidade.
O numero de fétons na cavidade associados ao modo k é determinado pelo
autovalor do operador de nimero n;, = dzdk.

Ay e A} sao quantizados expressando @ e P em termos de ay e &L,

conforme as equacoes (1.30) para o oscilador harmoénico, trocando-se @y por
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X e P, por P. Desta forma, o potencial vetor A e os campos E e H assumem
as seguintes formas:

A= Z 5 L3 Ay exp(—iwyt + ik - v) + af explicoyt — ik 1)} e (1.32)
€, L3wy,

B=i2\a La{akexp(—iwktﬂk'r)—dlexp(iwkt—ik-r)}ek (1.33)

= ZZ 2M0L3 {Clk exp(—iwgt + ik - r) — &L exp (iwgt — ik - r)} k X e

(1.34)
O Hamiltoniano para o campo eletromagnético total é a soma sobre todos
os modos da equagao (1.31), dado por:

Hp =Y hwy(iy +1/2), (1.35)
k
ou de forma equivalente:
_ 1 N N
fin =3 / (B2 + poH2)dV. (1.36)

1.5 Hamiltoniano de Interacao da Radiacao
com a Matéria

E conveniente comecar a discussao com o caso classico e em seguida passar
para o caso quantico através da conversao do Hamiltoniano classico para o
quantico. Deve-se resolver as equagoes (1.12) e (1.13) na presenca de uma
densidade de carga o e de uma corrente J nao nulas.

A densidade de carga e de corrente sao caracterizadas pelas cargas dos
elétrons e do niucleo de algum dtomo. Aqui é assumido que o atomo é sufi-
cientemente massivo de forma a permanecer estaciondrio na origem. Se rj é
a posicao do j-ésimo elétron e Z o numero total de elétrons, as densidades
de carga e de corrente sao dadas por:

o = —Ze&(r—rj)—l—Ze&(O) (1.37)

J = — Zei‘é(r —1j),
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onde e é o modulo da carga do elétron e o ponto sobre o vetor r denota
derivada temporal.

Nessas condicoes, o Hamiltoniano do sistema atomo-campo, no calibre de
Coulomb, é dado por [9]:

~

1 1

H= =3 (o + eAr) + 5 /(eOET 4 pHY)AV — - /Eidv +/0¢dV
J

(1.38)

que é chamado de Hamiltoniano de acoplamento minimo, pois nao leva em
consideracao efeitos relativisticos, acoplamento spin-orbita, etc.

O primeiro termo representa a energia cinética dos elétrons e sua interacao
com o campo A, o segundo a energia do campo e os dois ultimos a energia
potencial estatica dos elétrons e do ntcleo.

Este Hamiltoniano deve ser representado em termos de H e E em vez de
A. Considere primeiramente a energia potencial V' de um atomo colocado
em um campo externo E;. Igualando-se a contribuicao coulombiana entre
as cargas, esta energia é escrita como:

V=3¢ [ Ep-dr
~ Jo
j
Expandindo o campo em série de Taylor, a expressao para V fica:

Vo= Z{1+21.( V)+%(r-V)2...}ET(O) (1.39)

J

=y ol

J

r-V)—1
r-V

| ET(O),

onde o operador V atua somente em Ep(r), e r é igual a zero depois da
diferenciacao ter sido feita.
O potencial pode também ser escrito sob a forma:

V= / E:(r) - P(r)dV, (1.40)

onde P(r) é a polarizagao do dtomo, expressa como uma expanc¢ao de multi-
polo dada por:

—le]{ (r-V)+ ;(r-V)Q—...}(S(r)
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A expansao (1.40) tem um termo proporcional ao momento de dipolo
atomico:

eD = Z er;,
J

enquanto que o segundo termo é proporcional ao momento octupolo, e assim
por diante.

Retornando agora ao Hamiltoniano da equagao (1.38), a parte de in-
teragdo pode ser escrita na forma de (1.39), utilizando uma transformacao
de calibre mostrada nas equagoes (1.10), onde a fungao de calibre é:

2= E/A(r) P(r)dV, (1.41)

que ¢ uma fun¢ao das coordenadas de todos os elétrons r;. De acordo com

(1.10), o novo potencial é:

exp(r;-V)—1
I'j - V

QZS(I']') + E]' = QZS(I']') - r;- ET(O), (142)
onde Z; é a parte de = que depende de r;.
O vetor potencial transformado em r; devido as equagoes (1.10) e (1.41)
é:
1
Ar;) — V,Z2=A(r;) — -V, / A(r) - P(r)dV. (1.43)
e

Utilizando a equagao (1.39) e expandindo o vetor A(r;) em série de Tay-
lor, a equagao (1.43) pode ser reproduzida resultando em:

Alr) - V2 - MO{§+§(rj-V)2+...}rj x H(0) (1.44)
_ Oexp (rj V) (r;- Z D+ 1H(O) xrj, (1.45)
(- V)
Notando-se que:
1 /E2 av =L /(V¢)2dv __L /¢V2¢dV - 1/MSdV
2 ) FL 2% 2" ’

e utilizando a transformacao de calibre apresentada, o Hamiltoniano da
equacao (1.38) é reescrito na forma:
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1 exp (r;

H = 2—Z{pj—|—euo (x
J

(E2T+MOH2)dV+ / obdV
exX

) L E(0). (1.46)

+ Z
J
1.5.1 Aproximacao de dipolo elétrico

E conveniente expandir as exponenciais lembrando que r; tem magnitude
da ordem do raio de Bohr a, e que o operador V atuando em H ou Er é
da ordem do vetor de onda k. Pela aproximacao de dipolo elétrico, onde
k-r; <1, os sucessivos termos dessa expansao se anulam rapidamente.

Nesta aproximacao e convertendo os vetores p;, H e Ep nos correspon-
dentes operadores da mecanica quantica, o Hamiltoniano pode ser escrito
como: X X X X

H - HA + HR + H[,

onde H, é o Hamiltoniano do dtomo isolado , dado por

~ D 1
J

Hp é o Hamiltoniano do campo de radiacao livre, dado por
2 1 2 2
Hp = / (coB2 + 1o H?) aV;
e H; é o Hamiltoniano de interacao que contém quatro partes:
]:II = ]:IED + [:IEQ + ]:IMD + ]:INLa

as quais sao respectivamente a interacao de dipolo elétrico, quadrupolo elétri-
co, dipolo magnético e um termo nao linear proporcional ao quadrado do
campo magnético H(0), e sdo dados por:

]f.’ED = €D'ET(0),
Hpg = —(V-Q)-Eq(0),
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N el
H = H(0) - M
BQ 5, H(0) - M,
. 02,2
Hyp, = 8—5; Z (H(0) x rj)Q,

onde M = > r; X p; ¢ o momento angular total do atomo.

Hy;, é chamado de termo diamagnético e sera desprezado por correspon-
der a processos nao lineares.

A ordem de magnitude dos outros trés termos de Hamiltoniano de in-
teracdo podem ser comparados, considerando-se que |rj| = a,, M tem a

~

magnitude de /1 e V - E(0) tem a magnitude de kEr(0):

Hpr ~ Ep(0)dme,h?/me,
Hgg ~ Ep(0)3eh/16me,
Hyp ~ H(0)p.eh/2m,
ou seja
i H ? 1
BQ LMD o _© = _ ¢te. de estrutura fina,

significando que em ordem mais baixa, quando estiver presente a interagao
de dipolo, as outras interacoes sao negligenciaveis. Por tanto, simplificamos
o Hamiltoniano (1.46), fazendo Hy ~ Hgp, resutando em :

. p] 1 1 9 )
H_%j%+§/a¢dv+§/(eoET+uoH )dV +eD-Ep  (147)

Este Hamiltoniano também é chamado de aproximacao de dipolo elétrico.
Esta aproximacao ¢é valida para funcoes ¢’s de elétrons localizados préoximos
ao nicleo, onde |r;j| &~ a,, caso contririo, a expansao dipolar deverd incluir
mais termos.

1.5.2 A segunda quantizacgao

A parte da radiagao do Hamiltoniano da equagao (1.47) pode ser escrita em
termos dos operadores de criacao e aniquilacao se os resultados apresentados
em 1.4, para E e H forem usados:
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—hC2
QNOVWk

H, =Y

k

{n exp (—iwgt + ik - x) — af, exp (iwpt — ik - 1) K X 5,

—hwy (. ) . A . ‘
E;, = Z ¢ Vk {ak exp (—iwkt + ik - r) — a;rc exp (iwgt — ik - I')}ek. (1.48)
k 0

Desta forma, a parte do Hamiltoniano referente a radiacao fica:
N g1
Hp = Zhwk agay + 5) (1.49)
k

Considere o Hamiltoniano atémico Hy e seja i) seu autoestado com o
autovalor fiw;:
Hy i) = hw; i), (1.50)

onde

>l (il =1, (1.51)

sendo que a soma abrange todos os autoestados de H 4.
Utilizando-se esta relagao, podemos escrever:

(i| Hy|j) = w;d; 5,

Ha =32 10) G1HA Y 1) (.
( J
Estas duas expressoes juntas resultam em:

Hy=Y" hw; i) (il. (1.52)
i
Considere agora o efeito de aplicar a combinacao |i) (j| em algum estado

atomico |[):
DRVIDESDXIFE

Assim, |7) (j| aplicado em |l) muda este estado para |i) se o estado inicial
for |j), mas é zero caso contrario. Pode-se dizer que |i) (j| destr6i o estado
|7) e o coloca no estado [i).
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A parte de interacao pode também ser expressada em termos dos oper-
adores de criagao e aniquilagao. O procedimento é analogo ao utilizado para
a parte atomica. O uso da relagaos (1.51) para D produz:

D =3 1) (iID Y- 1) (1 = XDy i) (i,

onde D; ; = (i|D|j) e D;; = 0.
Utilizando-se esta tltima relacdo e as equagoes (1.47) e (1.48), a parte de
interacao é escrita como:

Hpr =1ihy_ g {&k exp (—iwyt + ik - T) — af, exp (iwpt — ik - 1’)} 17} (il
p

w

k
= D, ;.
Gk 2€Oh lz’]: €L 1,J

1.5.3 Atomo de dois niveis

Consideremos o caso do campo de radiacao interagindo com um atomo de
dois niveis, onde |a) representa seu estado excitado e |b) seu estado funda-
mental. Para o caso de um campo de radiacao monomodo de freqiiéncia
w, o Hamiltoniano correspondente a este sistema na aproximacao de dipolo
elétrico é dado por [9]:

hw

H = hw(a'a) + T“az + ghi(oy + o )(ae ™t + afe™t), (1.53)
onde:
o, = |a)(al —1[b) (0],
or = |a) (b, (1.54)
o = |b){al.

O operador o_ leva o estado atomico do estado excitado para o estado
fundamental e o o, leva o d&tomo do estado fundamental para o excitado.

Expandindo os parénteses da equacao (1.53), encontramos quatro termos.
O primeiro deles, o_a', descreve o processo pelo qual o d4tomo é levado do
estado excitado para o fundamental enquanto o campo ganha um féton. o, a
descreve o processo oposto. O termo o_a descreve o processo pelo qual o
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atomo faz uma transicao do nivel mais baixo para o mais alto e um foton é
aniquilado. o,a’ descreve o processo em que o dtomo é excitado e o campo
ganha um féton. Estes dois termos podem ser negligenciados, o que cor-
responde a utilizar a aproximagao de ondas girantes [13]. Para entender
o significado desta aproximacao, considere a evolugao livre (¢ = 0) desses
operadores na representacao de Heisenberg [14]:

O'i(t) = 04 (O)Giiwat,
a(t) = a(0)e ™,
~f (t) = qaf (0)6+iwt.

Combinando estas dependéncias, nés temos:

a(to_(1) =
i), (t) =

Aqui, estes pares evoluem a freqiiéncias 6pticas. Em contraste, temos

Q>

(0)o_(0)e~Hwtwa)t (1.55)
T(0)0—+(0)e+2<w+wﬂ>t. (1.56)

Q>

a(t)o(t) = a(0)ay(0)e "), (1.57)
it (o (t) = af(0)o_(0)etwwalt, (1.58)

que variam suavemente perto da ressonancia. No curso de poucos periodos
6pticos, as combinagoes (1.55) e (1.56) tendem a zero comparadas com as
combinacoes (1.57) e (1.58).

Com esta aproximacao, o Hamiltoniano deste sistema fica:

N huw,

H = hw(ata) + gh(opae™™" + o_ale™"). (1.59)

1.5.4 Hamiltoniano na representacao de interagao

A evolucao temporal deste sistema é melhor analisada na representacao de
interagao. Para isso, vamos separar o Hamiltoniano (1.59) em duas partes:

H=H,+ H,

onde H, é o Hamiltoniano nio perturbado dado por:



e H; é o Hamiltoniano de interacao:
H; = gh(o ae ™t + o_ate™).

Consideramos resolvido o problema

N 0
H,16) = ihs: 16},

de modo que nos ocupamos apenas com a parte de interacao.
A parte nao perturbada e dependente do tempo da funcao |¢) é retirada
através da seguinte transformacao:

|¢> =U |¢I> )

com:

U = exp (—iH,t/h). (1.60)

|¢r) obedece & equagao de Shréedinger
~ 0
H1|¢[> :Zh& |¢[>, (161)

onde H; = UTH,;U ¢é o Hamiltoniano do sistema na representacio de in-
teracao, dado por:

Hy = gh (oae ™" + o _afe™"), (1.62)

onde 0,y = W — Wy,.

1.5.5 Evolucao temporal

No6s podemos definir o operador evolugao temporal U,(t) de modo que:

|61(8)) = Uo(t) |01(0)) -

De acordo com (1.61), este operador deve obedecer a seguinte equagao:

HU,(t) = ih%Uo(t), (1.63)

No caso de ressonancia, ou seja, d,, = w — w, = 0, esta equacao é facil de
ser resolvida:

U,(t) = exp (—iH t/h).
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Esta exponencial pode ser expandida em série de Taylor. Os primeiros
termos desta série podem ser calculados e, por inducao, determinam-se os
termos genéricos. O resultado obtido é expresso por:

U,(t) = cos (gt\/ﬁ) la) (a] + cos (gt\/%) |b) (| (1.64)
sin (gt\/fﬁ) . sin (gtm)
—z—m alay (b — z—m

Para o sistema preparado no seguinte estado inicial:

|6(0)) = >_ Puln)la),

at |b) (al .

onde P, é uma distribuicao de probabilidade, o estado do sistema evolui da
seguinte forma:

[6(£))=3" Pu {cos(gtv/n +1) [n)]a) + sin(gtv/n + 1) [n + 1) [b) } e "+t
Calculando a inversao atomica para este estado, temos:
w(t) = (p(t)| o, () =D P2 cos(2gtv/n + 1) (1.65)
n=0

Observamos que ¢ a funcao P, que define as caracteristicas da inversao
atomica. Para um estado de nimero, P, = d,,, € a inversao atomica oscila
cossenoidalmente no tempo com freqiiéncia de Rabi 2gv/m + 1. Entretanto,
para P, abrangendo muitos valores de n, a situagao muda completamente,
podendo exibir o fenémeno de colapso e ressurgimento [15]. Um exemplo
onde isso ocorre, mostrado na figura 1.1, é o caso do estado coerente do

campo, para o qual [16]
Qelal/2

n — \/m 9

O fendomeno de colapso e ressurgimento pode ser entendido a partir da
equagao (1.65). Cada termo na somatdria possui um cosseno com freqiiéncia
que depende de n (freqiiéncia de Rabi). A fungao de distribui¢ao P, determi-
na o peso relativo para cada valor de n. Em um determinado momento estas
freqiiéncias interferem entre si, com o resultado de que a inversao atomica
cai rapidamente a zero. Contudo, este colapso nao é permanente. Existem
instantes em que os termos mais importantes desta distribuicao entram em
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gt

Figura 1.1: Inversao atomica para um estado coerente com a = 5.

fase, ocorrendo o “ressurgimento” na inversao atomica. O tempo tz em que
este evento ocorre pode ser estimado considerando-se que a diferenca de fase
nos termos com n ao redor de n (7 = |a|?, para o estado coerente) é multipla
de 2m:

t
ok & gtpv/n + 1 — gtpv/n = ng_{ = gtp ~21kVn (1.66)
n
Discussoes sobre cavidades Opticas e suas interagoes com atomos, podem
ser encontradas em [17] e [18]. Resultados esperimentais envolvendo a in-
teracao de um atomo com um campo de cavidade em um estado coerente
podem ser encontrados em [19)].

1.6 Interacao entre uma cavidade e um reser-
vatorio térmico

Nesta se¢ao vamos estudar um sistema composto por uma cavidade interagin-
do com um reservatorio térmico formado por um ensemble de osciladores
harmonicos [10]. O campo na cavidade serd tratado como um oscilador
harmonico unidimensional de freqiiéncia w,.

Seja o Hamiltoniano do sistema dado por
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IA{:IA{K—F.HR‘FIA{KR,

onde Hig, Hr e Hgp sao, respectivamente, os Hamiltonianos do campo na
cavidade K, do reservatorio térmico e de interacao entre K e R, dados por

Hy = hw, (afa +1/2) (1.67)
onde a' e @ sdo os operadores de criacdo e aniquilacio deste oscilador, e

Hp =) hw (b1b: +1/2). (1.68)

onde o reservatorio térmico é formado por um conjunto infinito de osciladores
harmonicos unidimencionais, e a freqiiéncia e os operadores de criacao e
aniquilacao do i-ésimo oscilador sao, respectivamente, w;, I;I e b;.

O Hamiltoniano de interacao entre K e R é, na aproximacao de ondas

girantes: X
Hyipr=a'R™ 4+ aR", (1.69)

onde X
R =- Zgzbu
R* = —Zg:f)j

Por conveniéncia, trabalhamos na representacao de interacao, na qual a
evolucao temporal do operador densidade deste sistema obedece a equacao:

P _ - [fren, (0], (1.70)

p(t) = exp[i (Hk + Hg)t/h] p(t) exp [—i (Hg + HR)t/h],

Hyr(t) = expli(Hy + Hg)t/h] Hipexp[—i (Hx + Hg)t/h]
= = gibjal exp{i(w, —w)t} = g;fb;r-d exp{—i(w, — wj)t}.
J J

Podemos integrar a equagao (1.70) entre ¢ e ¢t + At, produzindo:

e+ A0 = pte) + - [ a [Fenlt), 50)]

22



Esta equacao pode ser iterada, resultando em:

pe+a) () = = [t [Fealt), o)
N (%) /tt+At oy /tt' dt" [HKR(t,)a [-HKR(t”)aﬁ(t”)]]'

Tomando o traco parcial desta equacao sobre os estados do reservatoério,
encontramos uma equagao para o operador densidade reduzido 6(t) = Trg {p(t)},
na representacao de interacao, para o sistema K:

AG(t) = 6(t+ At) — 6(t) = ih /t T Ty [Hicr(t),5()]  (1.71)

. <%>2 /tt—i—At ” /tt’ A" Tr [lfIKR(tl)v [lfIKR(t"), ﬁ(t")]].

1.6.1 Hipdteses sobre o reservatorio

Seja or(t) = Tra{p(t)} o operador densidade reduzido do reservatério. A
variacdo de dx(t) com o tempo, devido ao acoplamento com K, é pequena.
Assim, em primeira aproximagao, 6z(t) pode ser considerado constante na
representacao de interacao. Além disso, supomos que o reservatorio esta em
um estado estaciondrio, ou seja,

[or(t), Hr] = 0. (1.72)

Isto significa que seu operador densidade é diagonal na base de autove-
tores do Hamiltoniano, podendo ser considerado como uma mistura estatistica
desses autoestados. Se |p) é um autoestado de Hp com autovalor E,, entao
or é dado por:

or = puli)(pl; (1.73)

onde p,, é a probabilidade de encontrar o reservatério no estado |u).
Utilizando-se as equagoes (1.69) e (1.73) obsevamos que o valor médio de
Hy g sobre os estados o é nulo:

T?”R {O’RPAIKR(t)} :TTR {5’RFIKR(t)} =0. (174)
Consideremos agora a seguinte média que aparece na equagao (1.71):
g(t', t”) = T?”R{O'RFIKR(t,)ﬁKR(t”)}.
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Utilizando (1.69), (1.72) e a invariancia do traco de um produto sobra
uma permutacao ciclica. E facil mostrar que g¢(t',t”") depende apenas de
T=t —t"

TreforHr(t)Hxp(t")} = Trg {UReifIRt’/hIfIKRe—iﬁlR(t’—t”)/hﬂKRe—iHRt”/h}
= Trr{orHyr(7)Hgr(0)} = g(1). (1.75)

Para calcular g(7) mais precisamente, substituimos a equagao (1.73) em
(1.75). Isto resulta em:

g(7) = m;{pﬂ|u><u|ﬁfm<¢>ﬁm<o>} (1.76)
= > {pulpl Hicr(r) Hicr(0)|)}
= é:;pulRwl%i“’“”
onde

R, = Tre{{u|Hrr|p)} (1.77)
ww = (Eu—B,)/h. (1.78)

A expressao (1.76) mostra que g(7) é uma superposicao de exponenciais
oscilantes em diferentes freqiiéncias w,, de R. Uma vez que o sistema R
é um reservatorio, ele tem um conjunto de niveis de energia muito denso
e, consequentemente, um expectro de freqiiéncia quase continuo, tal que as
exponenciais se tornam destrutivas quando 7 torna-se muito grande. Assim,
podemos supor que a funcao ¢g(7) tende rapidamente a zero quando 7 cresce.
Chamamos de 7, a largura de g(7) em 7.

1.6.2 Calculo da equacao mestra

Voltando & equagao (1.71), iremos agora deduzir a equagao mestra para &,
utilizando algumas aproximagoes. Primeiramente, substituimos o resultado
(1.74) em (1.71), obtendo:

AG(t) = (%) / T [ e [Fren(t), [Fen(), 5] (179)

t

Para t = 0, p(t) pode ser escrito simplesmente como o produto tensorial
entre os operadores densidades reduzidos da cavidade (6) e do reservatdrio
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(6r). Em instantes posteriores surge uma correlagao entre & e g devido ao
acoplamento entre a cavidade e o reservatério. Desta forma, p(t) passa a ser
escrito como:

p(t) =Trr{p(t)} @ Tric {p(t)} + Peorrer(t)

sendo que pPeorre(t) descreve a correlacao que existe entre K e R no instante
t. Este termo é da ordem do Hamiltoniano de interacao fIKR, o qual foi
suposto pequeno. Se utilizarmos esta equagao em (1.79), a parte de correlagao
produzira termos de terceira ordem em f[KR, os quais podem ser desprezados.
Com esta aproximagao, chamada de aprozimacao de Born [20], a equagao
(1.79) pode ser reescrita na seguinte forma:

AG 1 1 t+AL t - N
KZ— = _?Kt ] dt, \ dt”TTR [HKR(tI), [HKR(t”), 5’(t”) X O'RH .
(1.80)
Esta equacao nao é Markoviana, uma vez que a evolucao temporal de
7(t) depende da histéria de seu passado através da integracido em o(t").
Entretanto, se H Kk r € suficientemente pequeno e se At é suficientemente curto
comparado com o tempo de evolucao de &, podemos desprezar a evolugao
de G entre ¢ e t” em (1.80), que ji é um termo de segunda ordem em Hicr,
e trocar o(t") por (t). Esta aproximagao é chamada de aprozimacdio de
Markov [20].
A razdo Ad /At pode ser considerada uma média temporal da razao ins-
tantanea d&/dt sobre um intervalo At. De fato, Ag/At pode ser escrita

A o(t+ At) —a(t) 1 /'”rAlt dt’d—&
At At At dt'”

Podemos agora fazer uma mudanca de variavel , passando de t’ e t” para
Tet,onde 7 =t —t". O dominio de integracao de t' e t" da equagao
(1.80) é mostrado na figura (1.2), que compoe o tridngulo OAB. As linhas
correspondentes ao mesmo valor de 7 sao paralelas a linha OB, varrendo a
area de dentro do triangulo OAB. A linha OB corresponde a 7 = 0. Para
7 fixo, podemos integrar em ¢ de ¢t + 7 até t + At. Em seguida, integramos

sobre 7 de 0 a At, que produz a troca:

t+AtL v At t+AL
/ dt’/ dt" <:>/ dT/ dt’ (1.81)
t t 0 t+71
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Figura 1.2: Dominio de Integragao sobre t’ e t”

Pela discussao apresentada na se¢ao (1.6.1), g(7) é desprezivel para 7 >
7.. Desta forma, a tinica regiao nao nula no dominio de integracao de (1.81) é
uma pequena faixa da ordem de 7, perto da linha OB da figura (1.2) (parte
hachurada). Se At > 7., um erro desprezivel é feito se trocarmos o limite
superior da integral sobre 7 por +o00 e estender o limite inferior da integral
sobre t' para t.

Com esta troca, a equagao (1.80) fica:

A& t+AL
E h2At/ dT/ dtT?"R [HKR( ) [HKR(t —’/") (t)®0’R]:|
(1.82)
Vamos agora calcular os comutadores que aparecem na equagao (1.82),
lembrando que o operador densidade do reservatério é considerado diagonal
na base de estados do Hamiltoniano de R (equagao (1.73)). Observamos
entao que, ao expand1rmos este duplo comutador, encontramos termos pro-
porcionais a b; bJ, bl b;r, b; bJr bTb Entretanto, ao calcularmos o traco sobre os
estados de R, somente os termos proporcionais a b b e b b serao nao nulos.
Assim temos:

T?”R [ﬁKR( ) [HKR(t —7') (t) ®O’RH =
Trp {Hicp(t) Hicp(t — 7)5(t) ® op — Hir(t' — 7)5(t) ® opHicr(t)—

I:IKR(t')(}(t) X O'RﬁKR(t, - T) + 5’(t) (59 O'R.HKR(tI - T).HKR(I';I)} =
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{(atas — aoa®) Y- 1g:*(R; + 1) exp{iw, — wj)TH+
J

(5aa’ — aloa) Y- [g:* 0y exp{—i(w, — w))T}} + cc,

J

onde n; = 3, (u|l§j63|u>
Utilizando a relacao

o0
/ drexp{i(w, — w;)T} = 21 (w, — wj),
— 00
podemos reescrever a equagao (1.82), rearranjando os termos na seguinte

forma:
Ac T (w,) + T (wy)

=~ = 5 (2a0a" — afas — 6a'a) (1.83)
T (w,
+—(2“ ) (2'0a — ai's — 5aa'),
onde
2m 9
INw) = EZ|g]| d(w — wj), (1.84)
J
i 2m 2
Mw) = EZ|9J| 10 (w — wy)

Se o reservatorio estd em equilibrio térmico a uma temperatura 7T, o
nimero médio de fotons referente ao j-ésimo modo do campo é dado pela
distribuicao de Bose-Einstein:

- 1

ﬁj = N(w]) = m. (185)

[sto nos leva a relacao B
I"(w) =T(w)N(w).

Conseqiientemente, na representacao de Schrodinger, obtemos a equacao
mestra para o sistema com a forma:

d(;it) _ % {]—:Tk,a(t)} (186)
n F(wo)(l ‘2|‘ N(WO)) (2&0.&]‘ —atas = 5&%})

F o N o A~ ~ AAt ~ ~ A A
w (QaTaa —aale — aaaT) .
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Existe na literatura alguns métodos para resolver esta equagao [21]. En-
tretanto, podemos utiliza-la para encontrar o nimero médio de fétons em
funcao do tempo, sem resolvé-la. Para isso, basta multiplicar a equacao
(1.86) a esquerda e a direita por a'a e tomar o trago sobre as varidveis do
sistema:

do(t) \ _ dTr{oala} dgiy
TT{ o aTa} = o == (1.87)
['(w,) (1 + N(w, o N N
= (wo)( ;_ ( ))Tr {(2@0@T —atag — aaTa) aTa}
T'(wo) N (w,)

+ Tr {(2&%& —aale — 5&&*) aTa} .

2

Utilizando a propriedade de invariancia do trago sobre uma permutacao
ciclica e a relacdo de comutacdo entre af e @, esta expressao fica:

D — () {()(0) - N}

cuja solucao é

() (1) = N(w,) + exp{=T(w,)t}({7)(0) — N(w,))

Esta equagao mostra que o nimero médio de fétons decai exponencial-
mente com o tempo, até atingir o equilibrio com o reservatério, onde (n) =

N(w,). Este comportamento é mostrado para um caso particular, onde
(ny(0) =1 e N(w,) = 0 na figura 1.3.
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Figura 1.3: Nimero médio de fétons em fungao do tempo para I'/w = 0.05,
temperatura do reservatério = 0 e (2)(0) = 1.
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1.7 Modelo Jaynes-Cummings com dissipacao

O modelo Jaynes Cummings tem como principal vantagem a possibilidade
de fornecer solugoes analiticas. Entretanto, sua comprovacao experimental
esbarra na inexisténcia de sistemas totalmente fechados, havendo sempre um
grau de interacao com o meio ambiente. Por isto, ¢ importante analisar
o que acontece quando consideramos a cavidade interagindo também com
um reservatério térmico, como o estudado na secao 1.6. Este problema tem
sido tratado na literatura sob vérios aspectos [22], [23]. Utilizamos aqui os
resultados apresentados por A. B. Klimov et al [22], que consiste em uma
solucao aproximada para a equacao mestra do sistema.

De acordo com o que foi estudado na secao 1.6, podemos descrever a
interacao de um atomo de dois niveis com uma cavidade quantica dissipativa,
a temperatura zero, através da equacao mestra abaixo:

dp

dt

onde g é a constante de acoplamento entre o atomo e o campo da cavidade
e I' é a constante de dissipacao.

Existem na literaura varios métodos para a resolucao desta equacao. Uma

forma simples, porém aproximada, é apresentada em [22] utilizando a trans-

formacao [24]: B
o= (1) (159)

1
= —iglao, +alo_, p] + 5F(Qa,oa’f —aa'p — pa'a), (1.88)

0 1

onde e sio os operadores de fase denotados por [24]:

i = yJata+1 e,
atl = e \/ata+1.

Aplicando esta transformacao na equacao mestra (1.88), nés obtemos uma
equacao para o operador densidade transformado p = QfpQ,

dp i
d—i = (Lo + L1 + Lo)p,

onde
L, = —ig[Vatao,,pl, (1.90)
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1
L, = §F(2dﬁ€ﬁ —atap — pa‘a), (1.91)

1 1
Lo =350 [WGT — 2apa’ + {5(@ +1), }] : (1.92)
{, } denota o anticomutador e

)

o +1)
)

1
(n+1
Vamos analisar o que ocorre quando aplicamos o operador L, em p, utilizando
a equacao (1.93) expandida em série de Taylor, considerando n > 1:

QT&Q: 1 —

a

. (1.93)

Ql
Il
<
Q>
O
X
Q>
|

(1.94)

Desta forma Lyp fica:

Lop = g (— {%,aﬁdf} + {%(az + 1),;3}) +0 <n£1> . (1.95)

Portanto, este termo em geral produz contribuicoes da ordem de I'; en-
quanto que L,p e Ly p contribuem com termos da ordem de g/ e I'h. Assim,
a parte que envolve Lop pode ser desprezada se n>> 1 e se I' < ¢gv/n, resul-
tando na seguinte equacao, projetada na base dos estados de nimero:

a~n m - ~ ~
% = —ig (ax\/ﬁ Prm — pn,max\/ﬁ) (1.96)
r

+ 5 M)+ TV (0 1)+ D

Os elementos de matriz p,, ,, ainda sao operadores no espago atomico. Es-
ta equacao, se projetada na base dos autoestados de o,, produz uma equagao
numérica para py, ., a qual pode ser facilmente resolvida por transformada de
Laplace [22]. Utilizando o resultado desta equacdo para calcular a inversao
atomica (w(t)) e o nimero médio de fétons (n(t)), dados por

wt) = Tr{Qo.Qp} = Tr{o.p}

n(t) = Tr{Q'Qpt = Tr{[h—1/2(c. +1)]p}
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e considerando o atomo inicialmente no estado excitado e o campo preparado
em um estado de nimero |N), obtemos:

w(t) = SR{Z FN”]Z—!!IN_n,nn(t) } (1.97)

onde

Ni:” exp{—ig2y/n+jt —['(n+j)t}
=0 o {ig2(Vn +k — v+ 7) + T(k = 5)} [k

IN—n,nn (t) -

Z apn-n N NZ" e]>\<]p7{l Cn+)t}  w) 1 (1.98)
nb S Mo Tk =) ks 2 2

Estas equacoes nos mostram que o comportamento da inversao atomica e

do ntimero médio de fétons em funcao do tempo possui um comportamento

oscilatorio e, ao mesmo tempo, uma queda exponencial. As figuras 1.4 e 1.5

mostram os graficos de w(t) e fi(t) respectivamente. Observamos nos dois

casos as oscilagoes de Rabi, discutidas na secao 1.5.3. Além disso, existe um

amortecimento devido a perda de energia para o reservatorio térmico, sendo
mais critico para a inversao atomica.

- UAVI\VAVAVA

5 10 15 20 25 30
gt

Figura 1.4: Grafico da Inversao Atomica em funcao do tempo, feito através
da expressao (1.97), para N =20, ¢g=0,1eI' =0,5.
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Figura 1.5: Numero médio de f6tons em funcao do tempo, dado pela ex-
pressao (1.98), para N =20, ¢g=0,1e ' =0,5.
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Capitulo 2

Acoplamento entre Cavidades
Opticas

Considere um sistema S composto de duas cavidades 6pticas acopladas, 1 e
2. O Hamiltoniano deste sistema é composto pelo Hamiltoniano dos campos
das cavidades separadas (H; e H,, respectivamente) dados, em termos dos
respectivos operadores de criacao e aniquilagao d;-r e a;, por:

N 1
H1 = hw1 <CALICAE1 + 5) y (21)

i 1
H,y = hioy (age@ + 5) , (2.2)

somados ao Hamiltoniano de interacao entre elas _ng.

Supomos que o acoplamento entre as duas cavidades é dado pela so-
breposicao entre os campos das duas cavidades, uma vez que o acoplamento
ocorre devido a distribuicao espacial dos campos (ver equacao (2.4) abaixo).
Esta é uma boa aproximacao quando as duas cavidades nao estao fortemente
acopladas, ou seja, para duas cavidades dielétricas bem separadas no espaco.

Sejam o potencial vetor dos campos dados por:

Ai(r) =uy(r —ry)ay 4+ u’(r —ry)al,

Ay(r) = uy(r — ry)dy + ul(r — ry)al,

onde u(r) é uma fungao vetorial que da a distribuigdo do campo no espago, r
é o vetor posicao na cavidade e r; é uma posicao de referéncia nas cavidades
le2(i=1ou?2).
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O Hamiltoniano de interacao em termos dos operadores de criacao e
aniquilacao das cavidades é escrito sob a forma:

Hyp = h (] +a1) (ab + a2) (2.3)
onde o parametro de acoplamento A = A(rj,ry), que tem dimensao de
freqiiéncia e é tomado constante, é dado por:

A x /ul(r—rl) - ug(r — ra)dr. (2.4)

O Hamiltoniano total deste sistema é entao:
IA{S - ffl +.H2+.[’T[12.

Nota-se que o Hamiltoniano deste sistema de cavidades acopladas é idénti-
co ao Hamiltoniano de um um sistema mecanico unidimensional de duas
particulas de massa m. Uma particula A é conectada a uma mola, com
constante de mola k,; uma segunda particula B é conectada a outra mola
de constante de mola diferende k,. As duas particulas sao conectadas entre
si por uma terceira mola de constante k,,.O Hamiltoniano deste oscilador
harmonico acoplado é:

i k‘bl‘% kab(wa — l‘b)2

+ i + =+ +
2m 2 2m 2 2 ’

onde x,, p, € Ty, Pp SA0 a posicao e o momento das particulas A e B, re-
spectivamente. FEscrito na segunda quantizagao, este Hamiltoniano torna-
se idéntico a I:IS, com os parametros mw; = ky + kap, mwe = kg + kg €
A = —kap/2m\/01w;.

Hashem Zoubi et al. [3] apresentaram uma transformacao que diagonaliza
o Hamiltoniano Hg deste sistema e a utilizaram para resolver o problema de
duas cavidades acopladas interagindo com um reservatério térmico. Neste
trabalho seguimos os mesmos passos para estudar o caso de duas cavidades
interagindo com um &atomo de dois niveis, utilizando o Hamiltoniano Hg
escrito na aproximacgao de ondas girantes:

Hg = hwy(alay 4+ 1/2) + hws(abay + 1/2) + hX(alas + alay). (2.5)

g_ P

Assim, na secao 2.1 apresentamos a transformacao proposta por Hashem
Zoubi et al. [3] e alguns comentdrios sobre seu limite de validade. Na secao
2.2, apresentamos uma transformacao que diagonaliza o Hamiltoniano (2.5) e
seus autovetores. Na secao 2.3 é apresentada a evolucao temporal do sistema
a partir do Hamiltoniano (2.5).
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2.1 Diagonalizacao de H 5, total

O Hamiltoniano nao aproximado do sistema composto pelas duas cavidades
pode ser diagonalizado através de uma mudanca de varidveis, sendo agora
expresso em termos de novos operadores bosonicos de criacao e aniquilagao
Ale 4;,i=1,2:

. PN 1 PUEA 1
Hey = Y (A{Al + 5) B, (A;A2 + 5) .
onde §2; e {25 sao constantes a serem determinadas através da transformacao.

A relagao entre os operadores de criacao e aniquilacao originais e os novos
é obtida supondo-se uma transformacao do tipo:

dJ{ = M A, + M12141I + Mz Ay + M14121£,
&; - MglAl + M3214.11- + M33142 + M34A£,

onde os parametros M;; sao constantes determinadas impondo-se que o Hamil-
toniano transfomado seja diagonal e que os novos operadores obedecam as
relacoes de comutacao dos operadores bosonicos. Assim, a transformacao é
escrita, em forma matricial, como:

a1 sin(0)Sy,  —sin(0)Sy;  cos(0)Sy;  —cos(0)S5; Ay

al _ | —sin(9)Sh sin(0)S,  —cos(0)Sy  cos()Sy; 4{

Qs cos(0)S}y,  —cos(0)S;, —sin(0)Ss;  sin(6)Sy, A,

ab \ - cos(0)Sy,  cos(0)Sfy,  sin(0)Sy,  —sin(6)S5 ’ Al

M
(2.6)
onde

Q= {wf + w3 + \/(w% —w3)?+ 16)\2w1w2] /2, (2.7)

Q2 = {wf + ws — \/(w% —w3)? + 16)\2w1wz] /2,

Q; + w;
Ky e — i,j=1,2), 2.8
7 2 (.UjQi ( ) ( )
sin(f) = ———r,  cos(f) = e (2.9)
Vel NG |
5= 1wl -l + /(0 - @B+ 16X wiwn], c=Ay/Emr.  (210)
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2.1.1 Comentarios sobre a matriz de transformacao M

Uma das exigéncias sobre a matriz de transformacao M é que ela precisa ter
uma inversa correspondente. Isto ocorre apenas quando seu determinante
nao é nulo. Entretanto, ao calcularmos este determinante, observamos pelo
menos dois casos onde isto nao acontece:

e Se A =0, a matriz M tem determinante nulo quando w; = wo, w; =0
ou wy = 0;

e Se w; = wy = w, a matriz M nao tem inversa quando A = 0, ou se
p—
=

O fato da matriz nao ter inversa para A\ = 0 nao é preocupante, ja que se
refere as cavidades isoladas, cada qual comportando-se separadamente, sem
troca de fétons ou energia. No entanto, esta matriz também nao tem inversa
para diferentes combinagcoes de valores de wy, wy e A # 0.

As figuras (2.1) e (2.2) mostram o determinante de M em fun¢io de w;
e wy respectivamente, calculado numericamente. Observa-se que no primeiro
caso existem dois pontos onde este determinante é nulo (w; = 0 e w; &~ 2.25)
e, no segundo, um ponto onde o determinante é nulo (wy &~ 1.5) e outro onde
diverge (we = 0).

Figura 2.1: Determinante da matriz M em funcao de w; paraws =2e A = 1.
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Figura 2.2: Determinante da matriz M em funcao de wy paraw; =2e A = 1.
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2.2 Diagonalizacao de Hg na aproximacao de
ondas girantes

Apresentamos nesta secao a transformacao que diagonaliza o Hamiltoniano
Hg na aproximagao de ondas girantes (eq. 2.5) e em seguida, apresentamos
os autoestados deste Hamiltoniano.

2.2.1 Transformacao de variaveis

Seguindo o mesmo caminho que a se¢ao 2.1, o Hamiltoniano Hg aproximado
é diagonalizado através de uma transformacao que leva os operadores dJ{, ar,
&; e ay em novos operadores de criacao e aniquilacao AI, Ay, A; e As:

ar = pA; +qAs,, (2.11)

ag = qA; —pA,.
Com esta transformacgao, o novo Hamiltoniano é escrito na seguinte forma:
Hs = hy (ATA; +1/2) + hy (AL A, +1/2), (2.12)

onde €2; e (), sdo constantes a serem determinadas.
Os novos operadores A; e A}L devem obedecer as regras de comutacao de
operadores bosonicos. Isto impode certas restrigoes sobre os coeficientes p e ¢:

d [d{adl] =-1= p2[A1{7A1] +q2[‘4271212] :>p2 + q2 - 1;

o [a},a PAT A + PAL, Ayl = p? + 2 = 1;

<
>

I

|
—_

I

o [}, 0] = 0 = pg[A], A1) — pq[AL, A3) = pg — pg = 0.

Para que H, possa ser escrito na forma diagonal (2.12), p, q, Q1 e Qo
devem obedecer as seguintes equacoes:

Q= wip? + wag® + 2\pg, (2.13)
Qy = wiq? + wap® — 2\pg, (2.14)
(w1 — wo)pg + A(¢> — p*) = 0. (2.15)
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Observa-se por estas equacoes que, se A = 0, entao p = 0 ou ¢ = 0.
Se A # 0 estas equacoes podem ser resolvidas, encontrando-se as seguintes
solucoes:

1 1 —
A Sk (2.16)
2 2 \/ wi — wo)? +4A?
1 1 —
¢ o= e (2.17)
2 2 \/ w1 — wa)? + 4A?
Para € e {9, temos:
Wy — wg)? + 4\?
Q = “itw (o — ) , (2.18)
2 2
wy — wa)? + 4\2
0, = “1;“2 pc 22) . (2.19)

2.2.2 Transformacao de Base

Uma vez que conhecemos a relacao entre os operadores de criacao e aniquila-
¢cao do campo e aqueles que diagonalizam o Hamiltoniano do sistema, pode-
mos também relacionar os estados de nimero, do campo das cavidades sem
interacao, com os autovetores do Hamiltoniano completo.
Para isso, vamos supor que o estado de vacuo é o mesmo nas duas repre-
sentacoes:
0,0), = 10,0, = [0,0), (2.20)

onde o indice “a” indica os estados de niimero usuais, ou seja, os autovetores

de a} a; e aTag e o indice “A” indica os autovetores de Hg.
1 2 )
v i .. .
Escrevendo os estados de numero originais em termos dos respectivos
operadores de criacao, temos:

I, ma), = 10,0). (2.21)

Substituindo nesta equacao aJ{ e ag pelos novos operadores de criacao e

aniquilagao através das transformacoes (2.11), temos:

(pA] + g A}y (gA] — pAfym:

ml! ’ITLQ!

|m1,m2> |O,O>A (222)
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Uma vez que AJ{ e A; comutam, podemos utilizar o binomio de Newton
para expandir as potencias em m; e meo:

N
N! aNb(an)

@b =2 s

Z Z vV m ' m2!
=0 My= OMI ml—Ml)’M2 (m2—M2)
(_1)(m2 M2)(p)(Ml+m2—M2)(q)(M2+m1—M1) %

(A MHENE(AD)mtme =N 0, 0)

my,my), = X (2.23)

Aplicando os operadores AI e A; no estado de vacuo, obtemos a relacao
entre as duas bases:

mi mo
Im1, ma), Z Z Q(ma, mg, My, My) [My + My, my +my — My — M) ,,
My1=0 M>=0

(2.24)
onde

Q(my, mg, My, My) = (—1)m2=M2)plma= 2ot M) (m=MitMa) (9 95)

\/mI!mQ!(Ml + Mg)’(ml + mo — M1 - Mg)'
M1!M2!(m1 - Ml)'(mQ - MZ)'

No Apéndice A estd demostrada uma forma alternativa para encontrar
uma relacao entre estas duas base de estados, mostrando que esta relacao
pode ser escrita em termos de uma unica somatoria:

mi1+ma
|m1,m2 Z P M ml,mQ) |M my + Mo — M>A7 (226)
M=0
onde
P(M,mi,mz) = > > Q(my,ma, My, Ma)nr, 115,01 (2.27)
M1=0 M>=0

A vantagem de utilizar a relagao (2.26) em vez de (2.24) é que o fato
de haver apenas uma somatoria em vez de duas, facilitando os cdlculos com-
putacionais. A desvantagem é que na demonstracao mostrada no Apéndice A

chega-se apenas a uma relagao de recorréncia e nao a uma forma fechada para
P(M,my,ms).
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2.3 Evolugao Temporal do Sistema

A evolucao temporal do operador densidade do sistema é dada pela equacao

de Von Neuman:
op(t) 1

Como Hg nao depende explicitamente do tempo, a solucao desta equacao

p(t) = U(t)p(0)U (1), (2.28)
onde ,
U(t) = exp {—%Hst].

Para um estado inicial genérico, do tipo

P(O) == Z Z A(N17N27M17M2) |N17N2> <M17M2|A7 (229)

N1,N2=0 M;,M>=0

o operador densidade depende do tempo da seguinte maneira:

o) = Y > AN, No My My) ¢ (2.30)

N1,No=0 M1,M>=0

exp [_ZQI(NI — Ml)t — ZQQ(NZ — Mg)t] |N1, N2> <M1, M2|A .

2.3.1 Numero médio de fotons nas cavidades

Para analizar o comportamento deste sistema, vamos primeiramente verificar
o que acontece com o numero médio de fétons nas cavidades. Este cdlculo é
feito de maneira padrao:

(n) =Tr{p(t)n},
sendo p(t) dado por (2.30). Efetuando-se este cédlculo, o nimero médio de
fétons nas cavidades em funcao do tempo resulta em:

(Riy = Y (K7Li+ J?Ly)A(Ly, Lo, Ly, Ly) (2.31)

N1,N»

+ (~D)pg 3 /Ly + 1y Lo + 1 x
Li,Lo

{A(Ll + 1, LQ, Ll, L2 + 1) exp [—Z(Ql - QQ)t] +
A(Ll, LQ + 1, L1 + 1, LZ) exp [Z(Ql - Qg)t]},
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onde o indice "i" indica o nimero médio de fétons para as cavidades 1 ou 2,
Ki=Jy=pe Ky =J =q.

Se as cavidades forem preparadas inicialmente nos estados de nimero |n;)
e |ny), temos, de acordo com (A.8):

p(0) = [ni,n2) (n1,nel, (2.32)
ni+nz ni+nsa

= Z Z P(N,?’LI,TLQ)P(M,NI,TLQ)X
N=0 M=0
|N,n1+n2—N> (M,n1+n2—M|A.
Comparando-se esta equagao com (2.29), encontramos a seguinte relagao:
A(NI,NQ,Ml,MQ) = P(Nl,nl,ng)P(Ml,nl,nQ) X (233)

6N1+N2,n1+n25M1+M2,n1+n2 :

Portanto, no caso de estado de Fock, o nimero médio de fétons em funcao
do tempo é:

ni+nz
() = > [KPL+J(ny+ny— L)| [P(Ling,mo)]* + (2.34)
=0
) nit+na—1
(-1)""2pg > VL+1yni+ny— L x
L=0
P(L + 1,ny,n9)P(L,nq,n5) cos [(21 — Q)1]. (2.35)

Nos podemos observar que, neste caso, o nimero médio de fotons das
duas cavidades oscila no tempo com freqiiéncia €2; — €),.
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Capitulo 3

Acoplamento entre Duas
Cavidades e um Reservatorio
Térmico

Neste capitulo é discutido o trabalho de Hashem Zoubi et al. [3] sobre duas
cavidades acopladas interagindo com o reservatorio térmico. Na secao 1.6,
apresentamos a equagao mestra do sistema onde apenas uma cavidade inter-
age com o reservatério. Neste capitulo, uma segunda cavidade é incluida no
sistema utilizando como base as transformacoes apresentadas no Capitulo 2.

Vamos considerar que a cavidade 1 esta acoplada a cavidade 2 e ao reser-
vatério R e que a cavidade 2 nao possui perdas — estd em contato apenas
com a cavidade 1. Vamos supor que este reservatorio é composto por um
ensemble de muitos osciladores harmonicos, cujo Hamiltoniano é dado pela
equacao (1.68). O Hamiltoniano de acoplamento entre um tnico modo da
cavidade 1 e o reservatorio térmico é escrito como:

Hip=— (&J{ + &1) Z (9161 + g:i)z)

)

Assim, o Hamiltoniano do sistema total é
Hyota = Hs + Hp + Hig.

Podemos escrever Hg na forma diagonal, utilizando a transformacdo (2.6)
que leva a; e aJ{ para A, Al, As e AJr e reescrever H,p. Por esta transfor-
magao,

a; = sin(0) (SflAl — SﬂAJ{) + cos(#) (S;EAQ — 551145) .
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Assim, o Hamiltoniano total deste sistema fica:

. PN 1 PN 1 Arn 1
Higar = h(ATA; 4+ ) + 1m0y (ALA, + 5) + Z huw; (b1b; + 5)

2
— {BiAL+ A) + Ba( AL + Ao} 3 (g7b] + gibi), (3.1)
onde
i = sin(6)(S, - 5n) (3.2)
By = cos(0)(S5 — San). (3.3)

Nota-se que, se a cavidade 2 também interagisse com o reservatorio R por
um Hamiltoniano do tipo

Hop = — (&; + @2) > (gzi): + gﬁh),

)

Hyoar possuiria a mesma forma, alterando-se apenas as constantes 3, e [Sa,
as quais passariam a ser (; = sin(0)(S}; — Sy;) + cos(0)(Sfy — Sp3) e By =
sin(0) (S5 — Saz) + cos(0)(S5; — Sa1).

O Hamiltoniano total (3.1) possui agora a forma de um Hamiltoniano de
dois osciladores harmonicos independentes ambos acoplados fracamente ao
reservatorio térmico R. Assim, podemos fazer uma analogia com o caso visto
na secao 1.6 e escrever a equacgao mestra que rege este sistema como:

dp(t) _ 17z dp(t)
o —h[HS,P(t)]"‘( i) (3.4)
onde
L(Q) (1+N(Q o e e
dlt)) g [T (14 V) (24,pA — pALA, — Ald,p)
at ), 2
L(Q)N(Q . o
+ M (QAJ{PAl - PA1AJ{ - AlAJ{P)}

+ B

2
() (s e

w (248pA; — pA, AL — AZAZp)} ,
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p(t) = Trr{oi2a ® or}, é o operador densidade reduzido referente ao sis-
tema formado pelas cavidades acopladas. I'(£2) e N(€) sao as constantes
de amortecimentos efetivas dadas respecticvamente pelas equagoes (1.84) e
(1.85).

3.1 Dinamica do Sistema Acoplado

Vamos agora calcular o nimero médio de fétons em funcao do tempo na
cavidade 2 (cavidade sem acoplamento com o reservatério). Para a outra
cavidade o procedimento é analogo. De acordo com a transformacgao M,
temos:

iy = (adas) o (3.5)
= sin(0) |73 ((Aba) + 5 ) = 5T (((AD2) + ((42)%) ]
+cos?(0) [ 3 (A1) +5) = 378 (4D + ((40)]

— sin(9) cos(8) [T ((A,45) + (4] 45))

T (i) +{ALAD)] + 5,

QO +w? ..
onde TZ’“JjE = —21—k (ijk=1,2).
? 2wy, Qiﬂj

Vamos calcular o valor médio de AT A;. As outras médias necessarias séo
feitas de modo andlogo.

Multiplicando-se a equac¢ao mestra (3.4) por AJ{AI e tomando-se o traco,
obtemos:

dp ¢ _ d f
Tr l@AIAI] = T [PA]A,] (3.6)
d(AlA,)

RAUD) — _graf(alan - K@)

Obtemos, para as outras médias necessarias, equacoes semelhantes. Para
I'h =T =T, temos:

d(ASA,)

o B30 [(AfAy) — N ()], (3.7)
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d(A2
<dt L - - |26 + T3] (43),
d(As A 1
{ 2 Do {z’(91+92)+§r(ﬁ%+6§)] (A241),
i
d(A;tA1> - i(Q1 — Qz) + %F(ﬁlz + ﬁ%)] <A;A1>_

As solucgoes destas equagoes diferenciais sao, respectivamente:

(A7)

(A7
(4,

Ay)
(ALAL)

= N(Q)) + (C1; — N(Q))e™ ",

Ch; exp [—2¢th - Fﬁ}t/2] :
= Cjzexp [—i(Ql + D)t —T(5] + 522)75/2} ;
= Ciexp [—i(Q — D)t — (8} + B)t/2] .

Cij, Cyj, U5 e C4, para j = 1,2, sao constantes que dependem das con-

digoes iniciais das cavidades.

termos de a; e a
do oscilador acoplado. Para w; = wy = w, considerando-se que inicialmente
a cavidade 1 esta no estado de vacuo e a cavidade 2 no estado de numero
com um féton (|ng,ng) = [0,1)), temos:

Clj

03:

LY ~(-1P

2] — )
2\/w2 J?Aw ’ 2\/w2 1)72 w
w+Vw? —2\w w—Vw? —2\w

17 2,2 Co=—3 7} 2,2
2wt — 4N2w 2vwt — 42w

Desta forma, a equacao (3.5) fica:

na (1)

CEN () [1 = exp(—T31)]

CN () [1 - exp(~I31)] +

{1 — ¢t + T — cos(2t)] p e

Cr+¢ -1
xp(—T5t)
xp(—TB3t)

W—’H/—’I\D|)—‘

| =N =N =

{1 — (" +n[1 —cos(2Qut)] t e
{

(1 = &) cos[(21 + Q)]

A~
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1+ &) cos[( — Q)t]} exp [-T(67 + B)t/2],

Sao obtidas escrevendo-se A Aj e AjA; em
calculando-se em seguida a média com os estados iniciais



onde

wt A \? w? —2)\?2
ENCE I T =2t ow wvw? — 4N

O calculo para a cavidade 1 é andlogo, resultando em:

i(t) = CYN(Q) [1 - exp(-TB2)] (3.10)

(1 = &) cos[(21 + Qo)1]
+ (1+&) cos[( — Q)] exp [-T(B} + B3)t/2]

No Apéndice B sao apresentadas as equagoes de 7 () e na(t) para outras
condigoes iniciais das cavidades.

As figuras (3.1) e (3.2) foram feitas a partir das equacoes (3.9) e (3.10),
para diferentes valores de A e I'. Estes graficos mostram que 7y e ny comportam-
se como osciladores harmonicos amortecidos. Em média, o tnico fé6ton que
inicialmente estd na cavidade 2 oscila entre as duas cavidades e, por fim,
escapa para o reservatério térmico. Nota-se que o aumento de I' aumenta
a perda de fotons das cavidades para o reservatoério. Por outro lado, o au-
mento da constante de acoplamento entre as cavidades A aumenta tanto a
freqiiéncia de oscilagao como a queda exponencial das curvas.

Para demonstrar a importancia das consideracoes feitas sobre a matriz
de transformacao M, equagao (2.6), estamos apresentando nas figuras (3.3)
e (3.4) resultados onde o determinante de M é nulo: caso em que A = 0
e w; = wy = w. Uma vez que, para estas figuras, o acoplamento entre
as cavidades é considerado nulo, a cavidade 2 esta isolada. Entretanto, as
figuras sugerem que a cavidade 2 possui o mesmo grau de dissipacao que a
cavidade 1, contrariando o esperado.

Podemos entender o porquée do aparecimento dessa dissipacao observando
as equagoes (2.9) e (2.10), para os termos que definem a transformagao dos

operadores de criacao e aniquilacao a; e &;r em A; e A;r discutida na secao 2.1.
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Verificamos que, para A = 0, os termos s e ¢, equagao (2.10), ficam da
seguinte forma:

2 2
5= %, c=0,

Portanto, para w; = we, s = ¢ = 0 e os valores de sin(#) e cos(#), equagoes
(2.9), ficam indefinidos. Isto implica que a matriz de transformacao M,
equagao (2.6) e as constantes 1 e (2, equagoes (3.2) e (3.3), também nao
possuem valores bem determinados.

Por outro lado, se A = 0 mas w; # wy, nao ocorre nenhum tipo de
divergéncia nas equacoes que definem a transformacao M, equacao (2.6).
Neste caso, ¢ = 0 mas s # 0. Portanto, sin(d) =1 e cos(f) =0, 1 =1e
By = 0. Além disso, temos que S = 1 e S; = 0. Nesta circunstancia, a
matriz M fica diagonal com elementos My, = My = —M3z3 = —My, = 1.
Podemos entao mostrar, utilizando as equagoes (3.8),que:

(alar) = (AJA)) = N(Qu)+ (Ciy — N(Q))e 71,
(ahas) = (A}As) = N(Q) + (Cro — N(Q))e "% = constante.

Portanto, quando A = 0 mas w; # ws, o nimero médio de fétons da
cavidade 2 (cavidade sem interagado com o reservatério) permanece constante
no tempo. Por outro lado, o niimero médio de fétons para a cavidade 1 decai
exponencialmente com o tempo com uma taxa de decaimento igual a [, que
é o mesmo resultado encontrado na secao 1.6.

Desta forma, constatamos que o aparecimento do decaimento nao es-
perado nas figuras (3.3) e (3.4), onde a constante de acoplamento entre as
cavidades (\) é nula, ocorre apenas quando w; = wy, devido ao fato de que
nesta situagao a transformacao M é singular.
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Figura 3.1: Nimero médio de fé6tons em funcao do tempo para wy = ws = w,
['/w=10,01e A w=0,2. Grafico feito a partir das equagcoes (3.9) e (3.10).

Figura 3.2: Nimero médio de fétons em funcao do tempo para w; = ws = w,
['/w=0,05e A\/w=0,1. Grafico feito a partir das equagdes (3.9) e (3.10).
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Figura 3.3: Nimero médio de fé6tons em funcao do tempo para wy = ws = w,
['/w=10,05e AJw = 0. Neste caso, os nimeros médios de fétons iniciais nas
cavidades foram 7, (0) = 2 e n5(0) = 1.

Figura 3.4: Nimero médio de fé6tons em funcao do tempo para wy; = ws = w,
['/w=0,05e A\/w = 0. Neste caso, os nimeros médios de f6tons iniciais nas
cavidades foram 7, (0) = n2(0) = 1.
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Capitulo 4

Interacao entre Cavidades
Opticas e Atomos de Dois
Niveis

No Capitulo 3, observamos que a presenca de uma segunda cavidade no
sistema cavidade-reservatorio térmico provoca uma diminuicao na taxa de
perda de energia para o ambiente externo. Vamos agora estudar que efeitos
a presenca desta segunda cavidade provoca em um sistema onde a primeira
cavidade interage com um atomo de dois nives. Consideremos entao o caso
onde um atomo de dois niveis é colocado na cavidade 1, a qual ainda interage
com a cavidade 2. Na aproximacao de ondas girantes, o Hamiltoniano deste
sistema fica:

- - T, . .
H=Hs+ — 0 + gh(alo_ + ar0,), (4.1)

onde Hg é o Hamiltoniano do sistema formado pelas duas cavidades, dado
por (2.5). Se |a) e |b) sdo os estados excitado e fundamental do d4tomo cuja
energia de transi¢ao é hw,, entao

or = |a)(bl,
o_ = |b){al, (4.2)
o, = |a)(al — [b) (0]

Para resolver este sistema, utilizaremos as transformacoes (2.11) para
escrever Hg na forma diagonalizada (2.12). Desta forma, o Hamiltoniano
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deste sistema pode ser escrito na forma:

L hw, . . . .
H=Hs+ %az + gh(pAl + qADo_ + gh(pA, + qA;)o,. (4.3)

4.1 Evolucao Temporal do Sistema

Para estudar a evolucao temporal deste sistema, trabalhamos na represen-
tacao de interagao, de modo analogo ao utilizado na secao 1.5.3. Seja a trans-
formacao U que leva o estado do sistema da representacao de Schroedinger
para a de interacao

s () = U i (1)),
onde .
U = exp [—%Hot], (4.4)

e H,=Hgs+ Hjy.
A evolucao temporal do vetor de estado na representacao de interacao é
dada por:

[61(1)) = Us [:(0)) = Uy [5(0)) ,
onde .
an(t)
ot
H; =U'H U,
His = gh(pAJ{ + qfl;)a, + gh(pAI + qA2)0—+‘

HU,(t) = ih

Uma vez que
exp [iwgto, /2|0y exp [—iw,to, /2] = o4 exp |iwt],

exp [iwgto, /2]o_ exp [—iw,to, /2] = o_exp[—iw,t],
o Hamiltoniano de interacao fica:
H; = hg {pfll exp [—iQt] + qAsy exp [—iQZt]} o4 exp [iwgt] + c.h.  (4.5)

Este Hamiltoniano é dependente do tempo, o que dificulta a resolugao do
problema. Por isso, estudamos um caso particular onde €2, = w, e utilizamos
uma aproximacao considerando Q; > w,.
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Caso em que )y = w, € Q; > )y

De acordo com as defini¢oes da secao 2.2.1 e as equagoes (2.18) e (2.19),
podemos escrever €2; e {25 como

Wi + Wo n \/(524—4)\2

Q1 5 5 , (4.6)
Vo2 1+ 402
Q) — w1 —;wz B o ;— A — (4.7)

onde § = w; — ws.

A equagao (4.7) impoe uma relacao entre as freqiiéncias do atomo e das
cavidades e a constante de acoplamento A\. Podemos desta forma determinar
um deles em fungao dos outros. Por conveniéncia, vamos escolher A\ como
variavel dependente, sendo escrita como:

A2 = 52— 64,

onde 0, = w; —w, € d = Wy — Wa.
De acordo com (4.6) e (4.7), a situacao ; > Qy ocorre quando

w1 +wy > 2w, & 25a_5>>0

Neste caso, o Hamiltoniano de interagao (4.5) pode ser reescrito da seguinte
forma:

H; =hyg {pfll exp [—i( — Qo)t] + qflz} o4 +c.h. (4.8)

Como estamos supondo que €2; > Qy, a exponencial contendo (2; — €5)
oscila muito rapidamente. Utilizando-se a aproximacgao de ondas girantes,
podemos desprezar os termos que multiplicam esta exponencial, obtendo-se
o seguinte Hamiltoniano de interacao:

H; = hgq {AQUJF + AEJ,} . (4.9)

Este Hamiltoniano possui a forma do Hamiltoniano de intera¢ao do mode-
lo Jaynes-Cummings (1.62), trocando-se os operadores de criagao e aniquilagao
convencionais por A; e As.

Portanto, a evolucao temporal do operador densidade do sistema é dada,
em analogia ao caso do modelo J-C convencional, discutido na secao 1.5.3,
por:

p(t) = UUp(0)UIUT, (4.10)



onde U é dado pela equacio (4.4) e U, por

U, = cos (qgt fbfl;) la) (a] + cos (qgt 1%1212) |b) (D] (4.11)
sin (qgt A#i;) . sin (qgt A;fb) .
i Az [a) (b — A} 1b) (al.

VA Al VALA,

Como este operador de evolucao temporal possui termos com 1212121;, é
mais facil escrever as condig()es iniciais na nova base, que é formada pelos
autovetores de ATAI e Al AQ, analisada na secao 2.2.2, em vez de transformar
08 operadores Ay e A nos operadores de criagao e aniquilagao antigos (ay,
a}, as e a2) Neste sentido, é evidente a importancia do estudo feito na secao

2.2.2 sobre a mudanca de base.

4.2 Analise das Aproximacoes

Até este momento, utilizamos varias aproximacoes: aplicamos a aproximacao
de ondas girantes no Hamiltoniano total do sistema e a aproximacao na se¢ao
anterior onde €2; > (25. Vamos analisar agora a validade destas aproximacoes
e comparar com alguns valores experimentais.

Na literatura, encontram-se os seguintes valores para as constantes en-
volvidas no acoplamento entre duas cavidades [19]:

1. freqiiéncia da cavidade ou dtomo: w ~ 50GH z;
2. constante de acoplamento entre cavidade e atomo: g ~ 25kH z

A aproximacao de ondas girantes feita no Capitulo 2, é valida quando
[25]:

A
<1 e 2«1 (4.12)
w w

Por outro lado, a aproximacao feita na secao 4.1 é valida na situacao em
que:

AQ) = Ql — QQ =V 0?2 + 42 > 0. (413)

Quando 6 = 0, AQ2 = 2\. Portanto, A deve estar no seguinte intervalo:
A
0< 2 <% ~100,
g g
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ou seja, quando o acoplamento entre as cavidades é muito mais forte que a
interacao entre a cavidade 1 e o atomo, porém fraco se comparado com a
freqiiéncia do campo.

Na proxima secao mostraremos alguns resultados numéricos utilizando os
seguintes valores:

o g =10.1;
o )\ =25
e 0 =0;

o 0§, =25.

4.3 Propriedades do Sistema

Para analisar o efeito da segunda cavidade sobre o sistema atomo-campo, cal-
culamos o niimero médio de fétons para as duas cavidades ((n1)(t) e (n2)(t)),
a inversao atomica (w(t)) e a pureza do sistema (£(t)), definidos por:

(i) (1) = Tr{p(t)afa;}, (4.14)

sendo 7 = 1, 2 referente a cavidade 1 ou 2,
w(t) = (al p(t) |a) — (bl p(t) |b) , (4.15)
& = Tro{lpi2)’} (4.16)

& = Trl{[Pz,a]Q}y
& = Tra{lpal’},

onde &1, & e &, sao a medida da pureza para a cavidade 1, cavidade 2 e para
0 atomo respectivamente. 1T'r; é o traco parcial em relagao ao subsistema 7 e
pi; =Tri{Tri{p(t)}} é o operador densidade reduzido em relacao ao terceiro
subsistema.

Na andlise deste sistema, consideramos o atomo inicialmente no estado
excidado (]a)) e a cavidade 2 em um estado de niimero com ny f6tons. Para
a cavidade 1, consideramos trés preparacoes iniciais: estado de niimero, mis-
tura estatistica térmica e estado coerente [16].
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Estado de niimero

Vamos analizar estes parametros considerando a cavidade 2 preparada inicial-
mente no estado de vicuo (ny = 0). A cavidade 1 consideramos inicialmente
em um estado de nimero |m,), com m; = 0 ou m; = 20.
Isto significa que o estado inicial do sistema pode ser escrito da seguinte
forma:
mi
[4(0)) = |m1,0), la) = > P(N,m1,0) [N, m1 — N} , |a), (4.17)

N=0

onde P(N,mq,0) é dado, de cordo com a secao 2.2.2, por:

Ngm=N, se N <my,

(4.18)
se N > my.

gt
P(N,my,0) ={ V/N(mi-N)
0,

Observa-se que [P(N,my,0)]” representa uma distribuicio binomial [26]
para o "nimero de fétons”relativos aos operadores fl{fll e 121;1212 Para esta
distribuicdo, temos que (A1A;) = p?my e (AJA,) = ¢2my. No limite de
n — oo ep — 0, com fp sendo um valor finito, a distribuicao binomial tende
a uma Poisson [27]. A figura 4.1 mostra a distribui¢do Binomial e a Poisson
para o mesmo valor médio.

—+— binomial

—*— poisson

0.08r

S 0.06¢

0.04r

0.02¢

Figura 4.1: Distribui¢dao Binomial, com p* = ¢* = 3, e distribuicdo Poisson,
ambas para i = 10.

57



Estado coerente

Outra condicao inicial que consideramos é a cavidade 2 no estado de vacuo
e a cavidade 1 em um estado coerente [28]:

[4(0)) = iOle [, 0), |a) (4.19)
- ioj\gljpmlp(]vamlao) |Nam1_N>A|Cl>, (420)

2 4 . . .~ .
onde |P,,,|” é a distribui¢ao de Poisson, dada por:

lal\ o™
P, = —— , 4.21
1T X ( 2 ) Vmq! ( )

sendo o um numero complexo.

Nota-se que neste caso a distribuicao do "numero de fétons”relativos aos
operadores fl{fil e A;AQ envolve tanto a Binomial quanto a Poisson, nao
sendo tao simples quanto no caso anterior.

Mistura estatistica térmica

Por fim, consideramos a cavidade 2 em um estado de nimero com ny fétons
e a cavidade 1 em uma mistura estatistica térmica [28], sendo, portanto,
o operador densidade deste sistema no instante inicial escrito, na base de
estados de niimero original, como:

p(0) = S Ry s, ma), (ol © ) al (1.22)

m1=0

onde
mi

(124n)
(]. + nth)"““ ’

e ny, é o numero médio de fétons & temperatura T, dado por [28]:

Ry, = (4.23)

1
exp{fw /K, T} — 1

o0
= Y MRy, =

m1=0

Escrito na nova base de nimeros, p(0) fica:
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m1+n2

p(0) = i > Ry P(N,mi,ne) P(M,mq,ns) x (4.24)

mi=0 M,N=0
IN,my +ng — N), (M,mq +ny — M|, ®l|a)(a,

4.3.1 Inversao AtOomica

Para as trés condigOes iniciais apresentadas, equagoes (4.17), (4.19) e (4.22),
a equacao para a inversao atomica possui o mesmo formato, mudando apenas
a distribuicao do numero de fétons:

oo mi+tn2

wt)= 3 3 Ry (P(N,my,n2))? cos(2qgty/my +ny — N +1), (4.25)

m1=0 N=0

onde R,,, depende da preparacgao inicial da cavidade 1 e é dado pela equagao
(4.23) no caso da mistura estatistica. Para o estado coerente, R,,, = |Pp, |%,
onde P, é dado por (4.21). No caso do estado de nimero |n), Ry, = Sy, -

Estado de nimero

As figuras 4.2 e 4.3 representam a inversao atomica em funcao do tempo
feitas a partir da equacao (4.25), com a cavidade 2 no estado de vacuo e a
cavidade 1 em estado de nimero. Na primeira figura, onde n; = 0, observa-se
um comportamento muito semelhante ao caso do J-C convencional, onde a
invercao atomica oscila cossenoidalmente no tempo. A diferenca esta apenas
na freqiiéncia. Isto é possivel de ser entendido observando a equagao (4.18),
a qual mostra que P(N,my,0) = oy, para m; = 0.

No caso da figura 4.3, onde n; = 20, a diferenca encontrada em relagao
ao que acontece no J-C convencional é maior. Observa-se aqui o fendmeno
de colapso e ressurgimento, mesmo ambas as cavidades estando em estados
de nimero. Nota-se que, no modelo convencional, este fen6meno nao ocorre
quando a cavidade é inicialmente preparada em um estado de nimero, inde-
pendentemente da quantidade de fétons.

Um outro aspecto interessante é que a figura 4.3 é semelhante a figura 1.1,
a qual mostra o grafico para a inversao atomica de um Jaynes-Cummings de
uma cavidade, com o campo preparado inicialmente em um estado coerente
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Figura 4.2: Inversao atomica em funcao do tempo para as duas cavidades

inicialmente preparadas no estado de vacuo.

com o = 5. Este comportamento pode ser entendido observando a equagao

da inversao atomica de ambos os casos:

o0

wic(t) = |Pa|? cos(2gtv/n + 1),

n=0
para o caso do J-C convencional, onde
an67|a‘2/2
Pp=—F7—,
vn!
e, para o caso de duas cavidades,

mi

w(t)= > [P(N, m1,0)]” cos(2qgty/mi — N + 1).

N=0

(4.26)

(4.27)

Ha dois aspectos relevantes na comparacao: a distribuicao do nimero
de fétons e a frequéncia de Rabi. Embora a cavidade 1 esteja preparada
inicialmente em um estado de numero, o fato dela estar acoplada com a
segunda cavidade faz com que a inversao atomica tenha uma somatéria em
N e um fator peso dado por [P(N, m, O)]2, o qual possui o papel similar ao

de | P,|*> no caso do J-C convencional.
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Figura 4.3: Inversao atomica em fun¢ao do tempo para a cavidade 1 ini-
cialmente preparada no estado de nimero com 20 fétons e a cavidade 2 no
estado de vacuo.

Quanto a freqiiéncia de Rabi, para o caso de duas cavidades, ela assume

a forma
Qr =qgyym; — N + 1, (4.28)
a qual é diferente do caso de uma cavidade:
QR:g\/TL+1. (429)

Portanto, se estimarmos o tempo de ressurgimento para o caso de duas
cavidades, baseados no que foi apresentado na sec¢ao 1.5.5, equagao (1.66),
encontramos que

- - t
2nk ~ qgtr\yny — N +1 —qgtryyni — N =~ % (4.30)
V11— N

2k -
= gtR%T nl—N,

sendo N = (ATA,) = p?m,.
Para os valores utilizados para o calculo da figura 4.3, 0 =0, que implica
em q = %, ni =20e N = p?n; = 10, temos que

gtr ~ 2mvV2V/10 =~ 30,

valor que é observado na figura 4.3.
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Estado coerente

A figura 4.4 mostra o comportamento da inversao atomica em funcao do
tempo com a cavidade 1 preparada em um estado coerente com o = 3 e a
cavidade 2 em um estado de vacuo. Ao compararmos com o caso de uma
cavidade, figura 4.5, observamos uma diminui¢ao na freqiiéncia de oscilagao
e um pequeno aumento no tempo de ressurgimento. Assim como no caso do
estado de ntimero, essas diferencas ocorrem porque na nova base de estado o
campo na cavidade 1 nao estaria em um estado coerente, mas sua distribuicao
do niimero de f6tons, em relacio & (Al A;) e (A} A,), é combinacao da Poisson
com a Binomial. Além disso, a constante de acoplamento g na equacao da
inversao atomica esta multiplicada por ¢, tornando a freqiiéncia de Rabi
menor (¢ < 1, equagao (2.17)).

0.75
0.5
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gt
Figura 4.4: Inversao atomica em funcao do tempo para a cavidade 1 inicial-

mente preparada no estado coerente com o = 3 e a cavidade 2 no estado de
vacuo.
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Figura 4.5: Inversao atomica em funcao do tempo para o Jaynes-Cummings
de uma cavidade isolada, para o campo inicialmente no estado coerente com
a=3.
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Mistura estatistica térmica

Considerando a cavidade 1 em uma mistura estatistica térmica, para um
baixo nimero de fétons térmicos (ny, = 0,5), e a cavidade 2 preparada
inicialmente em um estado de niimero com ny = 20, também observamos o
fenomeno de colapso e ressurgimento da inversao atomica, figura 4.6.

Nota-se que no modelo Jaynes-Cummings convencional, quando a cavi-
dade é preparada inicialmente em um estado de mistura estatistica térmica,
o fenomeno de colapso e ressurgimento nao ocorre na inversao atomica para
baixos valores de ny,. Para efeito de comparacao, na figura 4.7 apresentamos
a invesao atomica para o sistema atomo-campo de uma tunica cavidade, com
o campo preparado inicialmente em uma mistura estatistica térmica, com
ng, = 0,5. Observa-se na figura 4.6, caso de duas cavidades, um comporta-
mento completamente diferente do que aparece no caso de uma cavidade, em
situacoes semelhantes.

0.75
0.5

o230 o
.25 "l”mw' L i

-0.5
-0.75
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gt

Figura 4.6: Inversao atomica em fun¢ao do tempo para a cavidade 1 ini-

cialmente preparada em uma mistura estatistica térmica com ny = 0,5 e a
cavidade 2 no estado de numero com 20 fétons.
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Figura 4.7: Inversao atomica para o modelo J-C convencional, com a cavidade
inicialmente preparada em uma mistura estatistica térmica com ny, = 0, 5.
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4.3.2 Numero Médio de Fotons

A expressao para o niumero médio de fétons em cada uma das cavidades é
dada por

() () = io R, {mNZn [K2N + J2(my +n, — N) (4.31)

+ J? Sin2(qgt\/m1 +ny — N + 1)} (P(N,my,ns))?

mi1+no—1

+ (—1)i+1pq Z [\/N+ 1y/my +ny — N
N=0

X Cos(qgt\/m1 + ny — N + 1) cos(qgty/my +ny — N)
+ \/N+1\/m1—|—n2—N—|—1

X sin(qgt\/m1 + ny — N + 1) sin(ggty/my + ny — N)]

X P(N, ml,nZ)P(N—i— 1,m1,n2)2 COS[(QI — Qg)t]},

OndeKlngzpeKzlezq.

Aqui, R,,, também é dada pela equagao (4.23) no caso da cavidade 1 ser
preparada inicialmente em uma mistura estatistica térmica. Para o caso de
um estado coerente temos que R,,, = |P,,|?, onde P, é dado por (4.21).
No caso do estado de niumero |n1), Ry, = Omyn,-

Podemos comparar esta expressao com a equacao de (a'a) para o modelo
Jaynes-Cummings de uma cavidade, dada por:

= i R, {n + sin? (gt\/n + 1)} (4.32)

Observamos que, ao contrario da inversao atomica, a expressao para o
nimero médio de fétons do sistema de duas cavidades, equagao (4.31), é bas-
tante diferente da expressao para Jaynes-Cummings convencional, equagao
(4.32). A maior diferenca esta nos cinco tltimos termos de (4. 31), 0s quais
aparecem devido ao fato de a a1a1 e aEaQ possuirem termos do tipo Al Ag, quan-
do escritos em termos desses novos operadores. Nota-se que (ATA1>( t) =
(ATA1>(t = 0), pois na expressao do operador de evolugao temporal (4.11)
Al e A, niio aparecem. Além disso, se calculdssemos (A} A,), terfamos como

66



resultado uma expressao semelhante a equagao (4.32), cuja unica diferenga
seria o aparecimento do fator peso [P (N, my, n2)]2 multiplicando R,.

Por esses motivos, os gréficos de (7;)(¢t) nao se assemelham com o ca-
so do modelo Jaynes-Cummings em nenhuma preparacao inicial do campos
das cavidades 1 e 2. As figuras 4.8 e 4.9 mostram o comportamento de
(n1)(t) e (ng)(t) considerando como condigao inicial a cavidade 2 no esta-
do de vacuo nos dois casos, cavidade 1 no estado nimero com 20 fétons na
primeira figura e no estado coerente com o« = 3 na segunda. Observamos
que ambas as curvas nao seguem o comportamento de senos ou cossenos pu-
ramente, mas existe um fenémeno de batimento. Entretanto, ao contrario
da inversao atomica, o fenomeno de colapso e ressurgimento nao é observa-
do na mesma forma que ocorre no Jaynes-Cummings de uma cavidade. Ele
aparece quando observamos a evolucao temporal da soma do nimero médio
de fétons das cavidades em funcao do tempo, mostrado na figura 4.10, pois
(alay) + (adas) = (ATA}) + (AT A,). Além disso, observamos que em média,
os fétons de redistribuem com metade dos fétons nas duas cavidades.

;Z | v ww M ‘ J “ “’W |' ” ) Vl N W\ .W

n (t) - ﬁ(O)

— —L

»n o
————
| =
T

N
o

20 40 60 80 100
gt

Figura 4.8: Numero médio de fétons em funcao do tempo para a cavidade
1 inicialmente preparada no estado de nimero com 20 fétons e a cavidade 2
no estado de vacuo.
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Figura 4.9: Numero médio de fé6tons em funcao do tempo das duas cavidades
com a cavidade 1 inicialmente preparada no estado coerente com o« = 3 e a
cavidade 2 no estado de vacuo.
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Figura 4.10: Soma do nimero médio de fétons em funcao do tempo das duas
cavidades com a cavidade 1 inicialmente preparada no estado de niimero com
20 fétons e a cavidade 2 no estado de vacuo.
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4.3.3 Pureza

Nesta secao, vamos analizar o comportamento do parametro £ para o cam-
po das cavidades e para o dtomo, definido pelas equagoes (4.16). Embora
a entropia quantica, definida por Tr{p;;In(p;;)} seja mais adequada para
a medida da pureza do campo, o parametro ¢ definido por (4.16) possui
um comportamento semelhante ao da entropia [29]. Ao calcularmos este
parametro, obtemos as seguintes expressoes

2
1 1 o0 Mmi+n2
§a = 2 2 { > 2 B, [P(N,m1,n5))” cos <2qgt\/m1 +ny — N+ 1> ;

m1=0 N
(4.33)
onde R,,, é dada pela equacao (4.23) no caso da cavidade 1 ser preparada
inicialmente em uma mistura estatistica térmica e R,,, = 0, n, DO caso do
estado de nimero |n;). A cavidade 2 foi sempre considerada em um estado
de nimero com ny fétons.

o] 00 ni+msa
gl = 1- Z { Z Rn1+m2—m2 Z P(Na nlamQ)P(Na ny + ms _n27n2)
n1=0 \ mo=0 N=0

2

exp{—iN(2; — )} cos(qgt\/m +me— N +1)

ni+mo—1
Z P(N,nl,mZ)P(N,nl—i—mg—n2—1,n2)
N=0

exp{—iN(Q; — Q) }sin(ggt\/ny +my — N)

o
+ Z Rn1+m27n271

mo=0

2}2 : (4.34)

o] 00 ni+msa
§2 = 1- Z { Z Rn1+m2—m2 Z P(Na ny, m?)P(Na ny +ms — na, n?)
mo=0 \ni;=0 N=0

2

exp{—iN(2; — )} cos(qgt\/m +ms — N +1)

ni+mo—1

Z P(N,nl,mg)P(N,n1+m2—n2—l,ng)

T .

(e.)
+ Z Rnl—l—mz—nz—l

n1=0

exp{—iN(Q2; — Qy)} sin(qgt\/n1 + my — N)
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Aqui também temos uma diferenca grande com o que acontece com o
sistema atomo-campo de uma e de duas cavidades. Para o J-C convencional,
o parametro £ do atomo e do campo, para as condicoes iniciais concideradas,
possuem a mesma expressao, dada por:

§ic =

00 2
Lol > Rycos(2gtvVm+1) ¢ (4.36)
2 2=

para o dtomo inicialmente no estado excitado. R,, é dada pela equacao (4.23)
no caso da cavidade 1 ser preparada inicialmente em uma mistura estatistica
térmica. Para o caso de um estado coerente, R,, = |Pm|2, onde P, é dado
por (4.21) e R, = 0 10 caso do estado de nimero |n).

Novamente, o parametro referente ao atomo, &, possui comportamento
semelhante ao que acontece com & do sistema de uma cavidade, mudando-
se a distribuicao do nimero médio e fétons e a constante de acoplamento g.
Por outro lado, assim como aconteceu com o nimero médio de fétons, &; e
& comportam-se de maneira completamente diferente do que acontece com
o campo do modelo J-C convencional.

Estado de nimero

Analisando para a expressao (4.36), notamos que, para J-C convencional, se
o campo da cavidade é colocado inicialmente em um estado de nimero, &;¢
oscila cossenoidalmete no tempo. Entretanto, para o caso de duas cavidades,
£a, & e & s6 possuem este comportamento se ambas as cavidades forem
preparadas inicialmente no estado de vacuo.

As figuras 4.11 e 4.12, mostram o comportamento de &1, & e &, em funcao
do tempo considerando-se as duas cavidades inicialmente no estado de vacuo.
Observamos que em todos os casos o comportamento de &; oscila cossenoidal-
mente. Entretanto, para o atomo a freqiiéncia é maior.

Considerando agora o valor de n; = 20, observamos que a diferenca entre
&1, & e &, é maior. A figura 4.13 mostra o gréafico de & e &, em funcao do
tempo e a 4.14 o comportamento de &. Embora &, nao assuma mais valores
nulos, este parametro nao toma valores maiores que 0,5. Por outro lado, &
e & assumem valores proximos de 1. Isto significa que as cavidades possuem
um grau de mistura muito maior que o atomo.

Comparando-se os casos com n; = 0 (figuras 4.11 e 4.12) e com n; = 20
(figuras 4.13 e 4.14), observamos que, quanto maior o numero de fétons
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iniciais, maior o grau de mistura do sistema. Isto pode ser explicado pelo
fato de que, quanto maior o valor de n; e/ou ny, maior o nimero de estados
da nova base que compoe |ni,ns) (equagao (4.17)).
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0.1
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Figura 4.11: Parametro & e & para as cavidades em funcao do tempo, con-
siderando a cavidade 1 e a cavidade 2 inicialmente preparadas no estado de
vacuo.
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Figura 4.12: Parametro &, para o dtomo em funcao do tempo considerando
a cavidade 1 e a cavidade 2 inicialmente preparadas no estado de vacuo.
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Figura 4.13: Parametro &; para a cavidade 1 e £, para o &tomo em funcao do
tempo, com a cavidade 1 inicialmente preparada em um estado de nimero
com n; = 20 e a cavidade 2 no estado de vacuo.
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Figura 4.14: Parametro &, para a cavidade 2 em funcao do tempo. A cavidade

1 foi inicialmente preparada em um estado de nimero com n; = 20 e a
cavidade 2 no estado de vacuo.
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Mistura estatistica

Consideramos agora a cavidade 1 em uma Mistura estatistica térmica com
ny, = 0,5 e a cavidade 2 em estado de nimero com nsy fétons. Observamos
neste caso, que &, também nao possui valor maior que 0,5, independente-
mente do valor de ny. Entretanto, neste caso, quanto maior ny, maior o valor
de & e &, chegando a um valor muito proximo de 1 quando ny = 20.

O comportamento de &, e & em funcao do tempo é mostrado na figura
4.15, quando ny = 0, e na figura 4.17 quando ny, = 20. O gréfico de & em
funcao do tempo é mostrado nas figuras 4.16 e 4.18 para ny, = 0 e ny, = 20,
respectivamente.

Nota-se que, quando colocamos a cavidade 1 em uma mistura estatistica
o comportamento de &;, 1 = a, 1,2, muda sensivelmente em relacao ao que
acontece quando esta cavidade é preparada em um estado de nimero. Mesmo
com um valor pequeno de ny,, & nao é mais uma funcao cossenoidal do tempo.
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Figura 4.15: Parametro & para a cavidade 1 e &, para o atomo em funcao
do tempo considerando as cavidades 1 e 2 inicialmente preparadas em uma
mistura estatistica térmica, com n;, = 0,5, e no estado de vacuo, respecti-
vamente.
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Figura 4.16: Parametro & para a cavidade 2 considerando as cavidades 1 e 2
inicialmente preparadas em uma mistura estatistica térmica, com ny, = 0,5,
e no estado de vacuo, respectivamente
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Figura 4.17: Parametro & para a cavidade 1 e &, para o atomo em funcao
do tempo considerando as cavidades 1 e 2 inicialmente preparadas em uma
mistura estatistica térmica, com ny, = 0, 5, e estado de ntimero com ny = 20.
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Figura 4.18: Parametro & para a cavidade 2 em funcao do tempo consideran-

do as cavidades 1 e 2 inicialmente preparadas em uma mistura estatistica
térmica, com ny, = 0,5, e estado de ntiimero com ny = 20.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudamos duas situacoes envolvendo cavidades acopladas:
Uma envolvendo um reservatorio térmico e a outra um atomo de dois niveis.
Para isto, estudamos primeiramente a diagonalizacao do Hamiltoniano do
sistema envolvendo as cavidades com e sem a aproximacao de ondas girantes.

Observamos que, no caso do Hamiltoniano sem a aproximacao de ondas
girantes (O.G.), cuidados devem ser tomados em relacdo a validade da ma-
triz de diagonalizacao do Hamiltoniano do subsistema contendo as cavidades
(equagao (2.6)). Para isso, mostramos casos onde as equagoes encontradas
para o nimero médio de fétons nas cavidades nao reproduz o resultado es-
perado para o caso limite de A — 0, quando w; = wy. Mostramos também
que esta divergéncia ocorre apenas em valores especfﬁcos de A\, w; e wy, uma
vez que considerando-se A — 0 porém w; # wy, encontramos resultados para
o numero médio de fotons nas cavidades compativeis com o esperado. Por
outro lado, no Hamiltoniano com a aproximacao O.G. este problema nao
ocorre, uma vez que, em forma de matriz, o determinante desta transfor-
macao de diagonalizacao é sempre igual a -1. Além disso, os autovetores
deste caso sao facilmente encontrados.

No Capitulo 3 discutimos o caso em que uma das cavidades é acoplada
a um reservatério térmico. Entretanto, este tratamento pode ser facilmente
expandido para o caso onde as duas cavidades interagem com o reservatorio,
sendo necessarias apenas algumas alteracoes nas constantes 3; e 5 do Hamil-
toniano (3.1).

Foram apresentados os calculos do niimero médio de fétons para as duas
cavidades, onde inicialmente a cavidade 2 possuia um féton e a cavidade 1
estava no estado de vacuo. Observamos que a presenca segunda cavidade

77



provoca a diminuicao da perda de fétons para o ambiente externo. Embora
tenhamos utilizado a equacao mestra para estes caculos, ela nao foi resolvida
no sentido de encontrarmos a expressao para o(t). Este cdlculo é um trabalho
a ser feito que vai nos permitir encontrar outros parametros, tais como a
pureza do campo e a fungao de quasiprobabilidade Q(«).

A segunda situagao, onde uma das cavidades interage com um atomo de
dois niveis, foi discutida no Capitulo 4. Neste caso, a presenca da segunda
cavidade foi responsavel pelo aparecimento do fenomeno de colapso e ressurg-
imento na inversao atomica mesmo quando a primeira cavidade foi prepara-
da inicialmente no estado de niimero e em uma mistura estatistica térmica.
Devemos lembrar também que, para estes estados iniciais, este fenomeno de
colapso e ressurgimento nao aparece no Jaynes-Cummings convencional. Isto
ocorre por causa do aparecimento de uma nova distribuicao de probabilidade
na inversao atomica, equagao (4.25), e por causa da mudanca na freqiiéncia
de Rabi, equacao (4.28).

Por outro lado, o nimero médio de fotons para cada uma das cavidades,
(fi1) e (fiz), apresentou um comportamento completamente diferente da in-
versao atomica, nao sendo observado o colapso e ressurgimento na forma que
ocorre no modelo Jaynes-Cummings de uma cavidade. Este fato também é
oposto ao que acontece com o modelo Jaynes-Cummings de uma cavidade no
qual, inversdo atomica e nimero médio de fétons apresentam (ou nao) o co-
lapso e ressurgimento para as mesmas condicoes iniciais, por exemplo para o
estado coerente (estado de nimero). Entretanto, este fenomeno é observado
na soma de (f1) e (7g).

Estes fatos podem ser entendidos se pensarmos que o atomo “enxerga” as
duas cavidades como um tnico sistema. Assim, ele nao esta interagindo com
um campo em um estado de nimero ou em uma mistura estatistica térmica
puramente da cavidade 1. Na verdade, ele esta interagindo com o campo
formado pelas duas cavidades acopladas.

Também podemos notar uma grande diferenca do sistema atomo-campo
de duas cavidades em relacao ao que ocorre com um sistema atomo-campo
com dissipagao, discutido na secao 1.7. Neste ultimo caso, cuja cavidade
interage com um sistema de muitos niveis, um f6ton saindo do sistema dtomo-
campo nao retorna mais, provocando apenas um decaimento exponencial na
inversao atomica e no nimero médio de fétons. O fenomeno de colapso e
ressurgimento aparece apenas nos mesmos casos que o sistema atomo-campo
de uma cavidade sem dissipacao [22], [23]. Por outro lado, o sistema atomo-
campo com duas cavidades é conservativo. Um féton que vai para a segunda
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cavidade pode voltar para a cavidade com o atomo.

Notamos que nesse sistema de duas cavidades, o comportamento da pureza
para atomo e campos sao diferentes, independentemente da preparacao ini-
cial. Enquanto o parametro &, definido pelas equagoes (4.16), nao passa do
valor 0,5 para o atomo, quando calculado para o campo de cada uma das
cavidades este parametro aumenta com o nimero médio de fétons, podendo
chegar a valores préximos de 1.

Devemos ressaltar que os comportamentos apresentados para este sistema
atomo-campo com duas cavidades é especifico para as condicoes apresen-
tadas, ou seja, para o intervalo de validades das aproximacoes utilizadas e
para os valores utilizados das constantes envolvidas (intervalo de freqiiéncias,
constantes de acoplamentos, etc.), discutidos na se¢ao 4.2.

Desta forma, embora tenhamos encontrado alguns resultados interes-
santes, ainda ha alguns aspectos a serem estudados. Como por exemplo,
obter uma maneira alternativa as aproximagoes utilizadas. Principalmente
em relacao a aproximacao feita na secao 4.1, a qual restringe muito o campo
de validade dos resultados. Podemos explorar outras caracteristicas deste
sistema, tais como o nimero de niveis do atomo, o numero de cavidades
acopladas e a presenca de dissipacao.

Também podemos investigar o comportamento do estado do sistema em
funcao do tempo e analisar a possiblidade de colocar informacao em um
sistema de n-cavidades (uma cavidade dividida com vérios beam splitters)
com um atomo de dois niveis em cada uma delas.
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Apéndice A

Demostracao Alternativa da
Mudanca de Base Discutida no
Capitulo 2

Para demostrar a relagao (2.26), vamos escrever a relacao entre as duas bases
da seguinte maneira:

|m17m2>a - Z P(NlaNQ) |N17N2>A7 (Al)

Ni,N2

sendo que a dependéncia em m; e my foi deixada implicita por comodidade.
De acordo com as transformacoes (2.11) podemos escrever:

alar = PPAJA + P A5A, + gp(AJA; + Al A), (A.2)
a;az = QZAIAI + pzAgAz - qp(AgAl + AIAz)-
Para encontrar uma equagao para P(Ny, Ny), vamos aplicar dJ{dl no es-
tado (A.1) e utilizar as relagoes (A.2), obtendo:

alay Imi,ma), = mi|mi,ma), =mi Y P(Ni,No)|Ny, No), (A3)
N1,N2

= Y PN, N) {0 N1 + ¢* o) N1, Vo)

Ni,N2

+ g <\/N1 +1y/N, — 1[Ny + 1, N, — 1),

NN TN - LN+ ,) )
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Multiplicando-se ambos os lados desta equacao por (Mj, M,|, obtemos a
seguinte equagao para P(Ny, Ny):

P(Ny1, Ny)(my — p* Ny — ¢*No) = qp [\/ M; +1y/NoP(N; +1,N, — 1)
+ JMi/Ns - IP(N — 1, Ny + 1)](A.4)

Se fizermos o mesmo procedimento para d;dQ aplicado no estado (A.1),
obtemos a seguinte equacao:

P(Ny, Ny)(mg — p*Ny — ¢*Ny) = —qp {\/ My +1y/NoP(Ny + 1, Ny — 1)

+ M/Ny + 1PN, — 1, N, + 1)] (A.5)

Subtraindo-se as equagoes (A.4) e (A.5), obtemos:

P(Ny, No)(my —my + (¢* — p*)N1 + (p* — ¢*)Ny) = (A.6)

QPQ{\/Ml\/NZ—FlP(Nl—1,N2—|—1)+\/M1+1 NZP(N1+1,N2—1)}

Somando-se as equagoes (A.4) e (A.5), obtemos:
P(Nl, Ng)(ml + mo — N1 - NQ) == 0,

portanto
my+me = Ny + Ny =— Ny = m; +my — Nj. (A?)

Como N, > 0, N; deve se restringir ao intervalo 0 > Ny > my + ms.

Uma vez que P(Np, Ny) tem valores nao nulos apenas quando N, obedece
a relacao (A.7), podemos suprimir o indice N, de P e escrever N; = N.
Explicitando agora a dependéncia em m; e msy, a expressao (A.1) pode ser
reescrita como:

mi+ma
|m1,m2>a: Z P(N,ml,mg) |N,m1+m2—N>A. (AS)
N=0

A equagao (A.8) nos dd uma relacao de recorréncia que permite calcular
os valores de P(N). Na nova notagao temos:
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e Para N =1

P(0,my1, mo)(p?my — ¢*my)

pgy/my + my ’

P(1,my,my) = (A.9)

e Paral< N<mj+my—1

P(N —1,my,ms) (p*my — ¢*my + (¢ — p*)(N — 1)
paVNyV/my +m; — N +1
P(N —2,my,mo)V/N —1/my +my — N +2
VNVmy +my — N +1

P(NamlamQ) -

; (A.10)

e Para N = my; + ms

P(my + may — 1,my, ma)pgy/mq + mo

(¢*m1 — p*ms)

. (A1)

P(mq + ma, my,ms) =

O valor de P(0,my, my) é calculado impondo-se a condigdo de normal-
izagao para |mq, ms):

mi+ma

<m1,m2 |m1,m2>a =1= Z |P(N, ml,m2)|2 =1. (A12)
N=0
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Apéndice B

ni(t) e no(t) para Cavidades
Inicialmente em Estados
Coerentes Deslocados

Apresentamos agora a expressao para o nimero médio de fétons 1y e Ny, do
sistema de duas cavidades interagindo com o reservatorio térmico, estudado
no Capitulo 3, considerando w; = ws =w eI’y =1y =1I'. Como condicao ini-
cial vamos escrever o campo nas cavidades em um estado coerente deslocado

[30]:

[W12) (0) = |1, an;ng, ag) = Dl(Oé1)D2(Oé2) In1, na), (B.1)
onde D;(a;) = exp(aj&; — aja;) é o operador deslocamento de Glauber, e

os indices j = 1 e 7 = 2 correspondem as cavidades 1 e 2, respectivamente.
« = |a;]e"’ é um nimero complexo que se relaciona com o valor médio de

&}&j por:
<€l;‘€lj> = (n1, a5 Ny, as| d;dj |1, 003 o, @2) =y + oy .

Para w; = wy = w, os parametros apresentados junto com a equagao (2.6)
tornam-se:

1
sin(f) = cos(f) = —,

(6) (0) 7
Q= w? 4+ 2w, QO =w?— 2w,
lei:w
2\/(.UQ1,
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Desta forma,

forma:

T_Ll (t) —

_|_

as expressoes para fi1(t) e fip(t) podem ser escritas sob a

_ (ST +(5)?

@ = 2 (B.2)
(Al B E (SO | (g gy B+ (8:)°
<AIAI+A1A1>(t)51+2Sf —<A£A£+A2A2>(t)52+252_

(Al g + Aba (223 : S5 51

(ATAL + A A5) (1) 575y ‘QF 5351*,

- ST 5 .
(ATAD (1) (Si)? -QF (50)* (ALAY D) (S5)2 + (S5 )2

(AfA] + A441) (1) 5251 —(ABAS + Ay A5)(2) 5;252

S$St+ S, S,
2

SHSy + Sy ST
5 .

(ATA, + ATAN (1)

(ATAL + A A (1)

As médias (A}A]), (AjA;), (AsA) e (AL A)) sdo calculadas através das
equagoes (3.6) e (3.7), resultando em:

(A1) = N(©Q) + (Cyy — N () e, (B.4)
(ATAT + A4 (1) = {2R{Cy;} cos(2Qt) + 23{Cy;} sin(20;t) } e,

23{C5} sin[(Q2; — Q9)t]} o~ (B+B3)TE/2

(ATAD + A1 40 (8) = {2R{Cy} cos[(Q + Q)]+

23{Cy} sin[(Q) + Qo)t]} e*(ﬁ%‘Fﬁg)Ft/Z,

onde R{z} e I{z} sdo as partes real e imagindria de z, respectivamente.
Para j =1 ou j = 2, C4;, Cy;, C3 e Uy sao constantes determinadas pelas
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condicoes iniciais dadas por:

Cy;

(

i)+

J

SyS;

(57)* +(

J

{Z |ove]? cos(26x) + (—1)+ 2] [|az] cos(¢y + ¢2)}

(57)* +

(S;)

{Z (|ag | 4+ ng) + (=1)72]ay ||| (cos(¢y — ¢2)} ,

@

2

{

k=1

(

{Z|ak| cos(2¢%) + (= )”12|a1||042|608(¢>1+¢2)}
k=1

(Jo|* + ng) + (—=1)712] oy ||z | cos (o1 +¢2)}

{Z|ak| sin(2¢x) + (= )7+12|6¥1||042|Sm(¢1+¢>2)},

St Si + Sy ST

Z 1) (o ]” + i)

S§ ST +525

Z D g [Pcos(2¢y,)

S
2 Sl +5 Z k+1|ak|23in(2¢k)

73{5551_ - SJSY}|041||CV2| sin(¢1 — ¢2),

52 Sl +SQS Z k+1 |ak|2+nk)

S;—Sl +52 S Z k+1|ak|2608(2¢)k)
— +

S S (e oninto)

i{SrZSf — 538t }|a1||042| sin(¢1 — ¢2).
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