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18 de Dezembro de 2001



FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IFGW -  UNICAMP

                      Nogueira, Giovana Trevisan
N689d                 Dinâmica de um sistema átomo-campo eletromagnético
                      acoplado a uma segunda cavidade / Giovana Trevisan
                      Nogueira. -- Campinas, SP : [s.n.],  2001.

                            Orientador: José Antonio Roversi.
                            Dissertação (mestrado)  -  Universidade  Estadual  de
                      Campinas,  Instituto  de  Física  “Gleb Wataghin”.

                        
                       1.  Otica quântica.   2.  Eletrodinâmica quântica.
                  3.  Fótons.   4.  Dissipação de energia.   I.  Roversi, José
                 Antonio.   II.  Universidade Estadual de  Campinas.
                 Instituto de  Física  “Gleb  Wataghin”.   III.  Título.



Agrade
imentos

Gostaria de agrade
er ao Roversi pela orienta�
~ao desta disserta�
~ao e pelas
valiosas sugest~oes. Aos membros do grupo de �opti
a quânti
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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns aspe
tos dinâmi
os de um sistema forma-
do por duas 
avidades a
opladas interagindo 
om um �atomo de dois n��veis,
baseando-nos no modelo Jaynes-Cummings para a intera�
~ao �atomo-
ampo e
no trabalho de Hashem Zoubi et al. [3℄, sobre 
avidades a
opladas.

Ini
ialmento apresentamos uma dis
uss~ao sobre o limite de validade das
transforma�
~oes utilizadas por Hashem Zoubi et al. na diagonaliza�
~ao do
Hamiltoniano das 
avidades. Baseando-se nas 
on
lus~oes deste estudo, foi
proposto um Hamiltoniano aproximado para o sistema em 
onsidera�
~ao.
Conseguimos uma transforma�
~ao para os operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao
mais simples, que diagonaliza o Hamiltoniano do sistema e permite o 
�al
ulo
dos autoestados que s~ao utilizados no 
�al
ulo das propriedades dinâmi
as do
sistema �atomo-
avidade a
oplado a outra 
avidade.

Em 
onseq�uên
ia da simpli
idade do tratamento dado, pudemos 
al
ular
o 
omportamento, em fun�
~ao do tempo, da invers~ao atômi
a, do n�umero
m�edio de f�otons e da pureza do sistema. Pudemos tamb�em 
omparar os
resultados 
om o que a
onte
e no sistema �atomo-
ampo de uma 
avidade.
Observamos o apare
imento do fenômeno de 
olapso e ressurgimento na in-
vers~ao atômi
a, por�em n~ao no n�umero m�edio de f�otons, em situa�
~oes para
as quais este fenômeno n~ao a
onte
e no sistema �atomo-
ampo de uma 
avi-
dade. Observamos tamb�em que o sistema �atomo-
ampo de duas 
avidades
tende a um grau de mistura muito maior do que no 
aso de uma 
avidade
em situa�
~oes semelhantes.
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Abstra
t

In this work, we study some dynami
al aspe
ts of a system 
omposed by
two 
oupled 
avities intera
ting with a two-level atom, based in the Jaynes-
Cummings model of the atom-�eld intera
tion and in the Hashem Zoubi et

al.'s work [3℄ about 
oupled 
avities.
Initialy, we show a dis
ussion about the validity of the transformation

used by Hashem Zoubi et al. in the diagonalization of the Hamiltonian of the

avities. Using the 
on
lusions of this study, we propose an approximated
Hamiltonian for this system. We obtain a simpler transformation to the

reation and annihilation operators that diagonalizes the Hamiltonian of the
system and allows us to 
al
ulate the eigenstates used in the 
al
ulation of
the dynami
al properties of the atom-�eld system with two 
avities.

Due to the simpli
ity of this method, we 
ould 
al
ulate the behaviour as
a fun
tion of the time of the atomi
 inversion, the mean number of photons
and the purity of the system. We 
ould also 
ompare the obtained results
with what happens in the atom-�eld system of one 
avity. We noti
e the
quantum 
ollapse and revival in the atomi
 inversion, but not to the mean
number of photons, in situations where this phenomenum doesn't happen in
the one-
avity system. We also noti
e that in the atom-�eld system with two

avities tends to a larger degree of mixture than the 
ase of one 
avity in
similar 
onditions.
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Introdu�
~ao

Na teoria 
l�assi
a de transmiss~ao de sinais �opti
os, en
ontramos dois tipos
de situa�
~oes onde o
orre o a
oplamento entre o 
ampo de duas guias de
ondas diel�etri
as distintas [4℄. Uma delas a
onte
e devido �a imperfei�
~oes na
geometria das guias ou por inomogeneidade do respe
tivo diel�etri
o. A onda
de uma guia pode ser espalhada devido a uma dessas imperfei�
~oes para todo
o espa�
o que a rodeia. Se uma segunda guia imperfeita for 
olo
ada dentro
deste 
ampo espalhado, pode o
orrer o a
oplamento entre algum modo desta
guia 
om este 
ampo espalhado.

Uma outra situa�
~ao onde o
orre o a
oplamento �e quando duas guias de
onda s~ao 
olo
adas lado a lado e uma onda evanes
ente que sai de uma
guia, al
an�
a a outra e provo
a uma os
ila�
~ao em um determinado modo
nesta �ultima guia. Estes m�etodos s~ao estudados desde 1954 [5℄ e despertam
interesse at�e hoje [6℄.

Entretando, existem na literatura propostas de a
oplamentos entre 
am-
pos de sistemas quânti
os, tais 
omo mi
ro
avidades em estruturas diel�etri
as
ou 
avidades quânti
as, onde o me
anismo de a
oplamento pode o
orrer de
modo an�alogo ao 
l�assi
o. Em [7℄, Metod Skarja et al. prop~oem um sistema

omposto por uma 
avidade retangular dividida por uma parede diel�etri
a
em duas 
avidades fra
amente a
opladas. Em [8℄ Yong Xu et al. prop~oem
um sistema de v�arias mi
ro
avidades a
opladas a uma guia de onda.

Com o objetivo de estudar a dinâmi
a do a
oplamento dos 
ampos eletro-
magn�eti
os de duas 
avidades �opti
as, apresentamos dois sistemas diferentes
onde uma das 
avidades interage 
om um ter
eiro elemento. O primeiro 
a-
so estudado foi baseado no trabalho de Hashem Zoubi et al. [3℄ onde uma
das 
avidades interage tamb�em 
om um reservat�orio t�ermi
o. Neste trabal-
ho os autores primeiramente prop~oem uma transforma�
~ao que diagonaliza
o Hamiltoniano do sistema formado apenas pelas 
avidades. Com o Hamil-
toniano diagonalizado, o sistema �e tratado 
omo se fossem duas 
avidades

1



independentes a
opladas ao mesmo reservat�orio.
Seguindo este mesmo 
aminho, propomos um modelo para estudar o 
aso

onde o 
ampo de uma das 
avidades interage 
om um �atomo de dois n��veis,
podendo ser um �atomo em passagem ou mesmo �xo no 
entro da 
avidade.
Entretanto, devido �a 
omplexidade do sistema utilizamos o Hamiltoniano
das 
avidades na aproxima�
~ao de ondas girantes, 
onforme apresentado na
referên
ia [1℄. As �guras 1 e 2, extraidas de [1℄ e de [2℄, apresentam dois
arranjos deste tipo de sistema. Na primeira, uma 
avidade �e dividida em
duas partes iguais por um espelho semi-transparente e em um dos lados �e

olo
ado um �atomo. No segundo 
aso, duas 
avidades independentes, 
om
�atomos em seu interior, s~ao ligadas por meio de uma �bra �opti
a.

Figura 1: Esquema de duas 
avidades a
opladas por meio de um \beam
spliter" (BS) interagindo 
om um �atomo, estudado em [1℄.

Figura 2: A
oplamento de duas 
avidades por meio de uma �bra �opti
a,

onforme apresentado em [2℄.

Com este objetivo, apresentamos no Cap��tulo 1 a teoria de quantiza�
~ao
do 
ampo eletromagn�eti
o e sua intera�
~ao 
om um �atomo de dois n��veis [9℄
e 
om o ambiente externo [10℄ para termos suporte te�ori
o na an�alise dos
sistemas propostos.

O estudo do sistema de duas 
avidades interagentes �e feito no Cap��tulo 2.
Apresentamos a diagonaliza�
~ao do Hamiltoniano referente �as 
avidades 
om

2



e sem a aproxima�
~ao de ondas girantes, dis
utindo as vantagens e desvan-
tagens destas duas abordagens. Os resultados apresentados s~ao utilizados
no Cap��tulo 3 para estudar o sistema formado pelas 
avidades e o reser-
vat�orio, transformando um problema de dois os
iladores harmôni
os a
opla-
dos em dois os
iladores independentes, ambos interagindo 
om o reservat�orio
t�ermi
o. Desta forma, o problema em quest~ao �e desmembrado em dois
problemas independentes de uma 
avidade interagindo 
om um reservat�orio
t�ermi
o.

No Cap��tulo 4 dis
utimos o 
aso de duas 
avidades a
opladas 
om uma
delas tendo um �atomo de dois n��veis. Neste 
aso tamb�em utilizamos os resul-
tados do Cap��tulo 2 para "separar"as 
avidades. Para efeito de 
ompara�
~ao,

al
ulamos a evolu�
~ao temporal do n�umero m�edio de f�otons nas 
avidades,
invers~ao atômi
a e pureza do sistema. Um resultado interessante en
ontrado
foi que, se ambas as 
avidades forem preparadas em estados de n�umero, o
sistema �atomo-
ampo apresenta o fenômeno de 
olapso e ressurgimento na
invers~ao atômi
a. Nota-se que isto n~ao o
orre no 
aso do sistema �atomo-

ampo de uma �uni
a 
avidade, mesmo se esta 
avidade interagir 
om um
reservat�orio t�ermi
o.

Finalmente no Cap��tulo 5 dis
utimos os resultados obtidos neste trabalho
e perspe
tivas futuras, entre elas a generaliza�
~ao para mais de 2 
avidades
a
opladas por meio de beam splitters.

3



Cap��tulo 1

Campo Eletromagn�eti
o

Quantizado

A teoria 
l�assi
a e a teoria quânti
a da radia�
~ao eletromagn�eti
a possuem
algumas similaridades. Apesar dos 
ampos de radia�
~ao serem tratados 
omo
quantidades alg�ebri
as no primeiro 
aso e 
omo operadores no segundo, am-
bas as teorias s~ao baseadas nas equa�
~oes de Maxwell, as quais, em um meio
n~ao magn�eti
o, possuem a forma:

r� E = ��o
�H

�t
; (1.1)

r�H = �o
�E

�t
+ J; (1.2)

r �E =
1

�o
�; (1.3)

r �H = 0; (1.4)

onde �o e �o s~ao a permeabilidade magn�eti
a e a permissividade el�etri
a do
v�a
uo. E �e o 
ampo el�etri
o e H o 
ampo magn�eti
o. J e � s~ao respe
ti-
vamente a densidade de 
orrente e a densidade de 
arga, rela
ionadas pela
equa�
~ao de 
ontinuidade:

r � J+
��

�t
= 0: (1.5)

A transi�
~ao da teoria 
l�assi
a para a quânti
a pode ser mais fa
ilmente
feita se as equa�
~oes 
l�assi
as forem 
olo
adas primeiro em uma forma suges-
tiva, utilizando-se os poten
iais vetorial e es
alar.
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1.1 Teoria Poten
ial para o Campo Eletro-

magn�eti
o Cl�assi
o

A quarta das equa�
~oes de Maxwell (1.4) �e satisfeita se H puder ser es
rito
em fun�
~ao de um poten
ial vetor A tal que:

r�A = �oH: (1.6)

Da mesma forma, a primeira das equa�
~oes de Maxwell (1.1) �e satisfeita
se um poten
ial es
alar � puder ser de�nido de modo que:

E = �r�� �A

�t
: (1.7)

Utilizando-se as equa�
~oes de Maxwell e estas de�ni�
~oes, en
ontram-se
duas novas rela�
~oes que determinam estes poten
iais:

r(r �A)�r2A+
1


2
�

�t
r�+

1


2
�2A

�t2
= �oJ; (1.8)

��or2�� �or �
 
�A

�t

!
= �: (1.9)

Se A e � forem 
onhe
idos, os 
ampos E e H s~ao determinados. Entretanto,
as de�ni�
~oes apresentadas para estes poten
iais n~ao espe
i�
am 
ompleta-
mente a forma deles. Pode-se en
ontrar mais que um poten
ial vetor ou
es
alar que produzem os mesmos 
ampos E e H. Os outros poten
iais A e
� que podem ser utilizados para obter os mesmos 
ampos s~ao en
ontrados
atrav�es de 
ertas regras, denominadas de transforma�
~oes de 
alibre, dadas
por:

A = Ao �r�; (1.10)

� = �o +
��

�t
;

onde � �e uma fun�
~ao arbitr�aria que depende de r e de t. Algumas 
ondi�
~oes
espe
iais podem ainda serem atribu��das a A e � de modo que estes obede�
am
as transforma�
~oes apresentadas. Estas 
ondi�
~oes s~ao 
hamadas de 
alibre e
os 
ampos E e H s~ao invariantes em rela�
~ao �a sua es
olha.

Para a quantiza�
~ao do 
ampo eletromag�eti
o �e 
onveniente adotar o 
al-
ibre de Coulomb, dado por:

r �A = 0;
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podendo ser veri�
ado que esta rela�
~ao obede
e as equa�
~oes (1.10).
Junto 
om esta es
olha, o teorema de Helmoltz [11℄ pode ser utilizado

para simpli�
ar as equa�
~oes (1.8) e (1.9). Este teorema diz que qualquer vetor
pode ser de
omposto em duas partes, uma 
om divergente nulo (
omponente
transversal) e outra 
om o rota
ional nulo (
omponente longitudinal). Para
o vetor densidade de 
orrente:

J = JL + JT; onde:
r � JT = 0;
r� JL = 0:

(1.11)

Pelas equa�
~oes (1.5) e (1.9) temos:

r � J =
��

�t
�! JL = �or��

�t
:

Desta forma, as equa�
~oes (1.8) e (1.9) �
am:

�r2A+
1


2
�2A

�t2
= �oJT; (1.12)

��or2� = �: (1.13)

O vetor 
ampo el�etri
o E pode tamb�em ser dividido nas duas 
omponentes,
de maneira an�aloga feita a J. De a
ordo 
om a equa�
~ao (1.7), estas duas

omponentes obede
em a:

E = EL +ET; (1.14)

onde

r �ET = 0
r� EL = 0

=) ET = ��A=�t;
EL = �r�:

(1.15)

O 
ampo magn�eti
o �e inteiramente transversal.
A grande vantagem do 
alibre de Coulomb �e que ele permite a separa�
~ao

das 
omponentes das equa�
~oes de Maxwell em duas partes distintas: uma

om as 
omponentes longitudinais e outra 
om as 
omponentes transversais:

r� ET = ��o
�H

�t
; (1.16)
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r�H = �o
�ET

�t
+ JT;

r �ET = 0;

r �H = 0;

r �EL =
1

�o
�:

A equa�
~ao de 
ontinuidade assume a forma:

r � J+
��

�t
= 0 =) r � JL + �o

�r �EL
�t

= 0 (1.17)

=) JL = ��o
�EL
�t

: (1.18)

1.2 Campo Cl�assi
o Livre

A quantiza�
~ao do 
ampo eletromagn�eti
o livre se pro
essa pela tro
a do vetor
poten
ial 
l�assi
o A pelo operador Â. Esta transi�
~ao o
orre mais fa
ilmente
se o poten
ial vetor estiver em uma forma mais 
onveniente.

Consideramos, ent~ao, uma regi~ao 
�ubi
a no espa�
o de lado L 
om algum

ontorno real. Esta regi~ao est�a nas 
ondi�
~oes de espa�
o livre, onde:

JT = 0: (1.19)

O poten
ial vetor na 
avidade pode ser expandido em s�erie de Fourier:

A =
X
k

fAk(t) exp(ik � r) +A�
k(t) exp(�ik � r)g; (1.20)

onde as 
omponentes do vetor de onda k assumem, devido as 
ondi�
~oes de

ontorno nos limites da 
avidade, os seguintes valores:

kx =
2��x
L

; �x = 0;�1;�2;�3; :::

ky =
2��y
L

; �y = 0;�1;�2;�3; :::

kz =
2��z
L

; �z = 0;�1;�2;�3; :::

O 
alibre de Coulomb �e satisfeito se

k �Ak(t) = k �A�
k(t) = 0:
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Todas as 
omponentes de A obede
em a equa�
~ao (1.12), a qual se torna,
impondo-se (1.19):

�2Ak(t)

�t2
+ !2

kAk(t) = 0; (1.21)

que tamb�em �e v�alida para A�
k, onde !

2
k = 
k.

Esta equa�
~ao assemelha-se a de um os
ilador harmôni
o. A quantiza�
~ao
do 
ampo �e feita de modo a 
onverter esta equa�
~ao em uma de um os
ilador
harmôni
o quânti
o. Para isso, devemos expressar o os
ilador 
l�assi
o em
termos de uma posi�
~ao efetiva e momento asso
iados 
om o modo da 
avi-
dade.

Resolvendo-se a equa�
~ao (1.21), o poten
ial vetor 
ompleto pode ser ex-
presso 
omo:

A =
X
k

fAk exp(�i!kt+ ik � r) +A�
k exp(i!kt� ik � r)g; (1.22)

Pelas equa�
~oes (1.16) e (1.21), en
ontra-se as express~oes para os 
ampos
el�etri
o e magn�eti
o asso
iados 
om o modo k:

Ek = i!k fAk exp(�i!kt+ ik � r)�A�
k exp(i!kt� ik � r)g ; (1.23)

Hk =
i

�o
k� fAk exp(�i!kt + ik � r)�A�

k exp(i!kt� ik � r)g : (1.24)

A energia m�edia 
ontida em um �uni
o modo k �e dada por:

�Uk =
1

2

Z

avidade

�
�oE2

k + �oH
2
k

�
dV : (1.25)

Para uma onda eletromagn�eti
a, as amplitudes Ek e Hk s~ao rela
ionadas
por:

Ek =

s
�o

�o
Hk:

Substituindo as equa�
~oes (1.23) e (1.24) em (1.25) e evoluindo a m�edia
temporal, temos:

�Uk = 2�oL
3!2

kAk �A�
k: (1.26)

Os modos de vibra�
~ao Ak e A�
k podem ser es
ritos em termos de uma


oordenada generalizada Qk e de seu momento 
onjugado Pk, atrav�es das
trasforma�
~oes:

Ak =
q
4�oL3!2

k (!kQk + iPk) �k; (1.27)

A�
k =

q
4�oL3!2

k (!kQk � iPk) �k:
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As quantidades Qk e Pk s~ao es
alares e as propriedades vetoriais de Ak e
A�
k foram separadas pela introdu�
~ao do vetor polariza�
~ao unit�ario �k.
Com estas transforma�
~oes, a energia m�edia assume a forma:

�Uk =
1

2

�
P 2
k + !2

kQ
2
k

�
= H: (1.28)

Esta �e a express~ao da energia m�edia de um os
ilador harmôni
o de massa
unit�aria ou, equivalentemente, o Hamiltoniano para este os
ilador.

1.3 Os
ilador Harmôni
o Quânti
o

�E 
onveniente desenvolver agora a teoria do os
ilador harmôni
o quânti
o na
forma mais adequada para a quantiza�
~ao do 
ampo.

O Hamiltoniano quânti
o para um os
ilador harmôni
o unidimensional
de massa unit�aria e freq�uên
ia ! �e:

H =
1

2
(P̂ 2 + !2X̂2); (1.29)

onde P̂ e X̂ s~ao respe
tivamente os operadores momento e posi�
~ao, e obede-

em �a rela�
~ao de 
omuta�
~ao: h

X̂; P̂
i
= i�h;

Como H n~ao depende do tempo, o problema se reduz a resolver a equa�
~ao
de autovalores:

Hj	ni = Enj	ni:
Na representa�
~ao de 
oordenadas, as solu�
~oes desta equa�
~ao s~ao dadas

em termos dos polinômios de Hermite Hn, 
om autovalores dis
retos [11℄:

	n(x) = Hn

�r
!

�h
x
�
exp

�
� !

2�h
x2
�

En = �h!
�
n +

1

2

�
; n = 0; 1; 2; :::

�E, no entanto, mais 
onveniente trabalharmos no âmbito da segunda
quantiza�
~ao, onde uma transforma�
~ao leva os operadores P̂ e X̂ nos op-
eradores de 
ria�
~ao ây e de destrui�
~ao â, de�nidos por:

ây = (2�h!)�1=2(!X̂ � iP̂ ); (1.30)

â = (2�h!)�1=2(!X̂ + iP̂ ):
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A de�ni�
~ao destes operadores �e extremamente �util apesar deles n~ao serem
hermitianos e, portanto, n~ao representarem observ�aveis do os
ilador.

O Hamiltoniano (1.29) pode ser es
rito em termos dos operadores de

ria�
~ao e aniquila�
~ao, resultando em:

H = �h!
�
n̂ +

1

2

�
; (1.31)

onde n̂ = âyâ �e 
hamado de operador de n�umero. Existe na literatura algu-
mas propostas de gera�
~ao dos autoestados de H (estados de Fo
k) 
omo por
exemplo a proposta no artigo [12℄.

Algumas propriedades de n̂, ây e â est~ao listadas abaixo e suas demonstra-
�
~oes podem ser en
ontradas em [11℄:

1) Os autovalores de n̂ s~ao sempre positivos;

2) Se jni �e um autovetor de n̂, ent~ao:

âyjni =
p
n+ 1jn+ 1i;

âjni =
p
njn� 1i;

3) Obede
em �as seguintes regras de 
omuta�
~ao:h
â; ây

i
= 1;h

n̂; ây
i

= ây;

[n̂; â℄ = �â;

1.4 Quantiza�
~ao do Campo

O 
ampo �e agora quantizado pela asso
ia�
~ao de um os
ilador harmôni
o
quânti
o 
om 
ada modo k do 
ampo de radia�
~ao. Assim, âk e âyk s~ao op-
eradores que 
riam e aniquilam um f�oton do vetor de onda k na 
avidade.
O n�umero de f�otons na 
avidade asso
iados ao modo k �e determinado pelo
autovalor do operador de n�umero n̂k = âykâk.

Ak e A�
k s~ao quantizados expressando Qk e Pk em termos de âk e âyk,


onforme as equa�
~oes (1.30) para o os
ilador harmôni
o, tro
ando-se Qk por
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X̂ e Pk por P̂ . Desta forma, o poten
ial vetor A e os 
ampos E eH assumem
as seguintes formas:

A =
X
k

s
�h

2�oL3!k

n
âk exp(�i!kt + ik � r) + âyk exp(i!kt� ik � r)

o
�k (1.32)

E = i
X
k

s
�h!k
2�oL3

n
âk exp(�i!kt + ik � r)� âyk exp(i!kt� ik � r)

o
�k (1.33)

H = i
X
k

s
�h
2

2�oL3!k

n
âk exp(�i!kt+ ik � r)� âyk exp(i!kt� ik � r)

o
k� �k

(1.34)
O Hamiltoniano para o 
ampo eletromagn�eti
o total �e a soma sobre todos

os modos da equa�
~ao (1.31), dado por:

ĤR =
X
k

�h!k(n̂k + 1=2); (1.35)

ou de forma equivalente:

�HR =
1

2

Z
(�oÊ

2
k + �oĤ

2
k)dV : (1.36)

1.5 Hamiltoniano de Intera�
~ao da Radia�
~ao


om a Mat�eria

�E 
onveniente 
ome�
ar a dis
uss~ao 
om o 
aso 
l�assi
o e em seguida passar
para o 
aso quânti
o atrav�es da 
onvers~ao do Hamiltoniano 
l�assi
o para o
quânti
o. Deve-se resolver as equa�
~oes (1.12) e (1.13) na presen�
a de uma
densidade de 
arga � e de uma 
orrente J n~ao nulas.

A densidade de 
arga e de 
orrente s~ao 
ara
terizadas pelas 
argas dos
el�etrons e do n�u
leo de algum �atomo. Aqui �e assumido que o �atomo �e su�-

ientemente massivo de forma a permane
er esta
ion�ario na origem. Se rj �e
a posi�
~ao do j-�esimo el�etron e Z o n�umero total de el�etrons, as densidades
de 
arga e de 
orrente s~ao dadas por:

� = �X
j

eÆ(r� rj) + ZeÆ(0) (1.37)

J = �X
j

e _rÆ(r� rj);
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onde e �e o m�odulo da 
arga do el�etron e o ponto sobre o vetor r denota
derivada temporal.

Nessas 
ondi�
~oes, o Hamiltoniano do sistema �atomo-
ampo, no 
alibre de
Coulomb, �e dado por [9℄:

Ĥ =
1

2m

X
j

(p2j + eA(rj))
2 +

1

2

Z
(�oE

2
T + �H2)dV � 1

2
�o

Z
E2
LdV +

Z
��dV;

(1.38)
que �e 
hamado de Hamiltoniano de a
oplamento m��nimo, pois n~ao leva em

onsidera�
~ao efeitos relativ��sti
os, a
oplamento spin-�orbita, et
.

O primeiro termo representa a energia 
in�eti
a dos el�etrons e sua intera�
~ao

om o 
ampo A, o segundo a energia do 
ampo e os dois �ultimos a energia
poten
ial est�ati
a dos el�etrons e do n�u
leo.

Este Hamiltoniano deve ser representado em termos de H e E em vez de
A. Considere primeiramente a energia poten
ial V de um �atomo 
olo
ado
em um 
ampo externo ET . Igualando-se a 
ontribui�
~ao 
oulombiana entre
as 
argas, esta energia �e es
rita 
omo:

V =
X
j

e
Z rj

0
ET � dr:

Expandindo o 
ampo em s�erie de Taylor, a express~ao para V �
a:

V =
X
j

�
1 +

1

2!
(r � r) +

1

3!
(r � r)2 : : :

�
ET (0) (1.39)

� e
X
j

exp (r � r)� 1

r � r r �ET (0);

onde o operador r atua somente em ET (r), e r �e igual a zero depois da
diferen
ia�
~ao ter sido feita.

O poten
ial pode tamb�em ser es
rito sob a forma:

V =
Z
ET (r) �P(r)dV ; (1.40)

onde P(r) �e a polariza�
~ao do �atomo, expressa 
omo uma expan�
~ao de multi-
polo dada por:

P(r) = e
X
j

rj

�
1� 1

2!
(r � r) +

1

3!
(r � r)2 � : : :

�
Æ(r)
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A expans~ao (1.40) tem um termo propor
ional ao momento de dipolo
atômi
o:

eD =
X
j

erj;

enquanto que o segundo termo �e propor
ional ao momento o
tupolo, e assim
por diante.

Retornando agora ao Hamiltoniano da equa�
~ao (1.38), a parte de in-
tera�
~ao pode ser es
rita na forma de (1.39), utilizando uma transforma�
~ao
de 
alibre mostrada nas equa�
~oes (1.10), onde a fun�
~ao de 
alibre �e:

� =
1

e

Z
A(r) �P(r)dV ; (1.41)

que �e uma fun�
~ao das 
oordenadas de todos os el�etrons rj. De a
ordo 
om
(1.10), o novo poten
ial �e:

�(rj) + _�j = �(rj)� exp (rj � r)� 1

rj � r rj �ET (0); (1.42)

onde �j �e a parte de � que depende de rj.
O vetor poten
ial transformado em rj devido �as equa�
~oes (1.10) e (1.41)

�e:

A(rj)�rj� = A(rj)� 1

e
rj

Z
A(r) �P(r)dV : (1.43)

Utilizando a equa�
~ao (1.39) e expandindo o vetor A(rj) em s�erie de Tay-
lor, a equa�
~ao (1.43) pode ser reproduzida resultando em:

A(rj)�rj� = �o

�
1

2!
+

2

3!
(rj � r)2 + :::

�
rj �H(0) (1.44)

= �o
exp (rj � r) (rj � r � 1) + 1

(rj � r)2
H(0)� rj; (1.45)

Notando-se que:

1

2
�o

Z
E2
LdV =

1

2
�o

Z
(r�)2dV = �1

2
�o

Z
�r2�dV =

1

2

Z
��dV

e utilizando a transforma�
~ao de 
alibre apresentada, o Hamiltoniano da
equa�
~ao (1.38) �e rees
rito na forma:
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H =
1

2m

X
j

(
pj + e�o

exp (rj � r) (rj � r � 1) + 1

(rj � r)2
H(0)� rj

)2

+
1

2

Z �
�oE

2
T + �oH

2
�
dV +

1

2

Z
��dV

+ e
X
j

exp (rj � r)� 1

rj � r rj �ET (0): (1.46)

1.5.1 Aproxima�
~ao de dipolo el�etri
o

�E 
onveniente expandir as exponen
iais lembrando que rj tem magnitude
da ordem do raio de Bohr ao e que o operador r atuando em H ou ET �e
da ordem do vetor de onda k. Pela aproxima�
~ao de dipolo el�etri
o, onde
k � rj � 1, os su
essivos termos dessa expans~ao se anulam rapidamente.

Nesta aproxima�
~ao e 
onvertendo os vetores pj, H e ET nos 
orrespon-
dentes operadores da me
âni
a quânti
a, o Hamiltoniano pode ser es
rito

omo:

Ĥ = ĤA + ĤR + ĤI ;

onde ĤA �e o Hamiltoniano do �atomo isolado , dado por

ĤA =
X
j

p̂j

2m
+

1

2

Z
��dV;

ĤR �e o Hamiltoniano do 
ampo de radia�
~ao livre, dado por

ĤR =
1

2

Z �
�oE

2
L + �oH

2
�
dV;

e ĤI �e o Hamiltoniano de intera�
~ao que 
ont�em quatro partes:

ĤI = ĤED + ĤEQ + ĤMD + ĤNL;

as quais s~ao respe
tivamente a intera�
~ao de dipolo el�etri
o, quadrupolo el�etri-

o, dipolo magn�eti
o e um termo n~ao linear propor
ional ao quadrado do

ampo magn�eti
o Ĥ(0), e s~ao dados por:

ĤED = eD � ÊT (0);
ĤEQ = �(r �Q) � ÊT(0);
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ĤEQ =
e�o
2m
Ĥ(0) �M;

ĤNL =
e2�2

o

8m

X
j

(H(0)� rj)2 ;

onde M =
P
rj � pj �e o momento angular total do �atomo.

ĤNL �e 
hamado de termo diamagn�eti
o e ser�a desprezado por 
orrespon-
der a pro
essos n~ao lineares.

A ordem de magnitude dos outros três termos de Hamiltoniano de in-
tera�
~ao podem ser 
omparados, 
onsiderando-se que jrjj � ao, M tem a

magnitude de �h e r � Ê(0) tem a magnitude de kET (0):

ĤDE � ET (0)4��o�h
2=me;

ĤEQ � ET (0)3e�h=16m
;

ĤMD � H(0)�oe�h=2m;

ou seja

ĤEQ

ĤDE

� ĤMD

ĤDE

� e2

4��o�h

� 1

137
= 
te. de estrutura �na;

signi�
ando que em ordem mais baixa, quando estiver presente a intera�
~ao
de dipolo, as outras intera�
~oes s~ao negligen
i�aveis. Por tanto, simpli�
amos
o Hamiltoniano (1.46), fazendo ĤI � ĤED, resutando em :

H =
X
j

pj

2m
+

1

2

Z
��dV +

1

2

Z �
�oE

2
T + �oH

2
�
dV + eD �ET (1.47)

Este Hamiltoniano tamb�em �e 
hamado de aproxima�
~ao de dipolo el�etri
o.
Esta aproxima�
~ao �e v�alida para fun�
~oes �'s de el�etrons lo
alizados pr�oximos
ao n�u
leo, onde jrjj � ao, 
aso 
ontr�ario, a expans~ao dipolar dever�a in
luir
mais termos.

1.5.2 A segunda quantiza�
~ao

A parte da radia�
~ao do Hamiltoniano da equa�
~ao (1.47) pode ser es
rita em
termos dos operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao se os resultados apresentados
em 1.4, para E e H forem usados:
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Hk =
X
k

s
��h
2

2�oV !k

n
âk exp (�i!kt + ik � r)� âyk exp (i!kt� ik � r)

o
k� �k;

Ek =
X
k

s
��h!k

2�oV

n
âk exp (�i!kt + ik � r)� âyk exp (i!kt� ik � r)

o
�k: (1.48)

Desta forma, a parte do Hamiltoniano referente �a radia�
~ao �
a:

ĤR =
X
k

�h!k

�
âykâk +

1

2

�
: (1.49)

Considere o Hamiltoniano atômi
o ĤA e seja jii seu autoestado 
om o
autovalor �h!i:

ĤA jii = �h!i jii ; (1.50)

onde X
i

jii hij = 1; (1.51)

sendo que a soma abrange todos os autoestados de ĤA.
Utilizando-se esta rela�
~ao, podemos es
rever:

hij ĤA jji = �h!iÆi;j;

e
ĤA =

X
i

jii hijĤA

X
j

jji hjj:

Estas duas express~oes juntas resultam em:

ĤA =
X
i

�h!i jii hij: (1.52)

Considere agora o efeito de apli
ar a 
ombina�
~ao jii hjj em algum estado
atômi
o jli:

jii hjjli = jii Æl;j:
Assim, jii hjj apli
ado em jli muda este estado para jii se o estado ini
ial

for jji, mas �e zero 
aso 
ontr�ario. Pode-se dizer que jii hjj destr�oi o estado
jji e o 
olo
a no estado jii.
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A parte de intera�
~ao pode tamb�em ser expressada em termos dos oper-
adores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao. O pro
edimento �e an�alogo ao utilizado para
a parte atômi
a. O uso da rela�
~aos (1.51) para D produz:

D =
X
i

jii hijDX
j

jji hjj: =X
i;j

Di;j jii hjj;

onde Di;j = hijD jji e Di;i = 0.
Utilizando-se esta �ultima rela�
~ao e as equa�
~oes (1.47) e (1.48), a parte de

intera�
~ao �e es
rita 
omo:

ĤDE = i�h
X
k

gk
n
âk exp (�i!kt + ik � r)� âyk exp (i!kt � ik � r)

o
jji hjj;

gk =

s
!k

2�o�hV

X
i;j

�k �Di;j:

1.5.3 �Atomo de dois n��veis

Consideremos o 
aso do 
ampo de radia�
~ao interagindo 
om um �atomo de
dois n��veis, onde jai representa seu estado ex
itado e jbi seu estado funda-
mental. Para o 
aso de um 
ampo de radia�
~ao monomodo de freq�uên
ia
!, o Hamiltoniano 
orrespondente a este sistema na aproxima�
~ao de dipolo
el�etri
o �e dado por [9℄:

Ĥ = �h!(âyâ) +
�h!a

2
�z + g�h(�+ + ��)(âe�i!t + âyei!t); (1.53)

onde:

�z = jai haj � jbi hbj ;
�+ = jai hbj ; (1.54)

�� = jbi haj :

O operador �� leva o estado atômi
o do estado ex
itado para o estado
fundamental e o �+ leva o �atomo do estado fundamental para o ex
itado.

Expandindo os parênteses da equa�
~ao (1.53), en
ontramos quatro termos.
O primeiro deles, ��ây, des
reve o pro
esso pelo qual o �atomo �e levado do
estado ex
itado para o fundamental enquanto o 
ampo ganha um f�oton. �+â
des
reve o pro
esso oposto. O termo ��â des
reve o pro
esso pelo qual o

17



�atomo faz uma transi�
~ao do n��vel mais baixo para o mais alto e um f�oton �e
aniquilado. �+â

y des
reve o pro
esso em que o �atomo �e ex
itado e o 
ampo
ganha um f�oton. Estes dois termos podem ser negligen
iados, o que 
or-
responde a utilizar a aproxima�
~ao de ondas girantes [13℄. Para entender
o signi�
ado desta aproxima�
~ao, 
onsidere a evolu�
~ao livre (g = 0) desses
operadores na representa�
~ao de Heisenberg [14℄:

��(t) = ��(0)e�i!at;

â(t) = â(0)e�i!t;

ây(t) = ây(0)e+i!t:

Combinando estas dependên
ias, n�os temos:

â(t)��(t) = â(0)��(0)e�i(!+!a)t; (1.55)

ây(t)�+(t) = ây(0)�+(0)e+i(!+!a)t: (1.56)

Aqui, estes pares evoluem �a freq�uên
ias �opti
as. Em 
ontraste, temos

â(t)�+(t) = â(0)�+(0)e
�i(!�!a)t; (1.57)

ây(t)��(t) = ây(0)��(0)e+i(!�!a)t; (1.58)

que variam suavemente perto da ressonân
ia. No 
urso de pou
os per��odos
�opti
os, as 
ombina�
~oes (1.55) e (1.56) tendem �a zero 
omparadas 
om as

ombina�
~oes (1.57) e (1.58).

Com esta aproxima�
~ao, o Hamiltoniano deste sistema �
a:

Ĥ = �h!(âyâ) +
�h!a

2
�z + g�h(�+âe

�i!t + ��âyei!t): (1.59)

1.5.4 Hamiltoniano na representa�
~ao de intera�
~ao

A evolu�
~ao temporal deste sistema �e melhor analisada na representa�
~ao de
intera�
~ao. Para isso, vamos separar o Hamiltoniano (1.59) em duas partes:

Ĥ = Ĥo + ĤI ;

onde Ĥo �e o Hamiltoniano n~ao perturbado dado por:

Ĥo = �h!(âyâ) +
�h!a

2
�z;

18



e ĤI �e o Hamiltoniano de intera�
~ao:

ĤI = g�h(�+âe
�i!t + ��â

yei!t):

Consideramos resolvido o problema

Ĥo j�i = i�h
�

�t
j�i ;

de modo que nos o
upamos apenas 
om a parte de intera�
~ao.
A parte n~ao perturbada e dependente do tempo da fun�
~ao j�i �e retirada

atrav�es da seguinte transforma�
~ao:

j�i = U j�Ii ;

om:

U = exp
�
�iĤot=�h

�
: (1.60)

j�Ii obede
e �a equa�
~ao de Shr�oedinger

~HI j�Ii = i�h
�

�t
j�Ii ; (1.61)

onde ~HI = U yĤIU �e o Hamiltoniano do sistema na representa�
~ao de in-
tera�
~ao, dado por:

~HI = g�h
�
�+âe

�iÆoat + ��âyeiÆoat
�
; (1.62)

onde Æoa = ! � !a.

1.5.5 Evolu�
~ao temporal

N�os podemos de�nir o operador evolu�
~ao temporal Uo(t) de modo que:

j�I(t)i = Uo(t) j�I(0)i :
De a
ordo 
om (1.61), este operador deve obede
er �a seguinte equa�
~ao:

~HIUo(t) = i�h
�

�t
Uo(t); (1.63)

No 
aso de ressonân
ia, ou seja, Æoa = !�!a = 0, esta equa�
~ao �e f�a
il de
ser resolvida:

Uo(t) = exp
�
�i ~HIt=�h

�
:
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Esta exponen
ial pode ser expandida em s�erie de Taylor. Os primeiros
termos desta s�erie podem ser 
al
ulados e, por indu�
~ao, determinam-se os
termos gen�eri
os. O resultado obtido �e expresso por:

Uo(t) = 
os
�
gt
p
âây

�
jai haj+ 
os

�
gt
p
âyâ

�
jbi hbj (1.64)

�i
sin

�
gt
p
âây

�
p
âây

â jai hbj � i
sin

�
gt
p
âyâ

�
p
âyâ

ây jbi haj :

Para o sistema preparado no seguinte estado ini
ial:

j�(0)i =X
n

Pn jni jai ;

onde Pn �e uma distribui�
~ao de probabilidade, o estado do sistema evolui da
seguinte forma:

j�(t)i=X
n

Pn

n

os(gt

p
n + 1) jnijai+ sin(gt

p
n+ 1) jn+ 1ijbi

o
e�i(n+

1

2
)!t:

Cal
ulando a invers~ao atômi
a para este estado, temos:

w(t) = h�(t)j�z j�(t)i =
1X
n=0

P 2
n 
os(2gt

p
n+ 1) (1.65)

Observamos que �e a fun�
~ao Pn que de�ne as 
ara
ter��sti
as da invers~ao
atômi
a. Para um estado de n�umero, Pn = Æm;n e a invers~ao atômi
a os
ila

ossenoidalmente no tempo 
om freq�uên
ia de Rabi 2g

p
m+ 1. Entretanto,

para Pn abrangendo muitos valores de n, a situa�
~ao muda 
ompletamente,
podendo exibir o fenômeno de 
olapso e ressurgimento [15℄. Um exemplo
onde isso o
orre, mostrado na �gura 1.1, �e o 
aso do estado 
oerente do

ampo, para o qual [16℄

Pn =
�nej�j

2=2

p
n!

;

O fenômeno de 
olapso e ressurgimento pode ser entendido a partir da
equa�
~ao (1.65). Cada termo na somat�oria possui um 
osseno 
om freq�uên
ia
que depende de n (freq�uên
ia de Rabi). A fun�
~ao de distribui�
~ao Pn determi-
na o peso relativo para 
ada valor de n. Em um determinado momento estas
freq�uên
ias interferem entre si, 
om o resultado de que a invers~ao atômi
a

ai rapidamente a zero. Contudo, este 
olapso n~ao �e permanente. Existem
instantes em que os termos mais importantes desta distribui�
~ao entram em
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Figura 1.1: Invers~ao atômi
a para um estado 
oerente 
om � = 5.

fase, o
orrendo o \ressurgimento" na invers~ao atômi
a. O tempo tR em que
este evento o
orre pode ser estimado 
onsiderando-se que a diferen�
a de fase
nos termos 
om n ao redor de �n (�n = j�j2, para o estado 
oerente) �e m�ultipla
de 2�:

2�k � gtR
p
�n+ 1� gtR

p
�n � gtRp

�n
) gtR � 2�k

p
�n (1.66)

Dis
uss~oes sobre 
avidades �opti
as e suas intera�
~oes 
om �atomos, podem
ser en
ontradas em [17℄ e [18℄. Resultados esperimentais envolvendo a in-
tera�
~ao de um �atomo 
om um 
ampo de 
avidade em um estado 
oerente
podem ser en
ontrados em [19℄.

1.6 Intera�
~ao entre uma 
avidade e um reser-

vat�orio t�ermi
o

Nesta se�
~ao vamos estudar um sistema 
omposto por uma 
avidade interagin-
do 
om um reservat�orio t�ermi
o formado por um ensemble de os
iladores
harmôni
os [10℄. O 
ampo na 
avidade ser�a tratado 
omo um os
ilador
harmôni
o unidimensional de freq�uên
ia !o.

Seja o Hamiltoniano do sistema dado por
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Ĥ = ĤK + ĤR + ĤKR;

onde ĤK, ĤR e ĤKR s~ao, respe
tivamente, os Hamiltonianos do 
ampo na

avidade K, do reservat�orio t�ermi
o e de intera�
ao entre K e R, dados por

ĤK = �h!o

�
âyâ+ 1=2

�
; (1.67)

onde ây e â s~ao os operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao deste os
ilador, e

ĤR =
X
i

�h!i

�
b̂yi b̂i + 1=2

�
; (1.68)

onde o reservat�orio t�ermi
o �e formado por um 
onjunto in�nito de os
iladores
harmôni
os unidimen
ionais, e a freq�uên
ia e os operadores de 
ria�
~ao e
aniquila�
~ao do i-�esimo os
ilador s~ao, respe
tivamente, !i, b̂

y
i e b̂i.

O Hamiltoniano de intera�
~ao entre K e R �e, na aproxima�
~ao de ondas
girantes:

ĤKR = âyR� + âR+; (1.69)

onde
R� = �X

i

gib̂i;

R+ = �X
i

g�i b̂
y
i :

Por 
onveniên
ia, trabalhamos na representa�
~ao de intera�
~ao, na qual a
evolu�
~ao temporal do operador densidade deste sistema obede
e a equa�
~ao:

d~�(t)

dt
=

1

i�h

h
~HKR; ~�(t)

i
; (1.70)

onde
~�(t) = exp [i (HK +HR) t=�h℄ �(t) exp [�i (HK +HR) t=�h℄ ;

~HKR(t) = exp [i (HK +HR) t=�h℄ ĤKR exp [�i (HK +HR) t=�h℄

= �X
j

gj b̂j â
y expfi(!o � !j)tg �

X
j

g�j b̂
y
j â expf�i(!o � !j)tg:

Podemos integrar a equa�
~ao (1.70) entre t e t +�t, produzindo:

~�(t +�t) = ~�(t) +
1

i�h

Z t+�t

t
dt0

h
~HKR(t

0); ~�(t0)
i
:
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Esta equa�
~ao pode ser iterada, resultando em:

~�(t +�t)� ~�(t) =
1

i�h

Z t+�t

t
dt0

h
~HKR(t

0); ~�(t)
i

+
�
1

i�h

�2 Z t+�t

t
dt0

Z t0

t
dt00

h
HKR(t

0);
h
~HKR(t

00); ~�(t00)
ii
:

Tomando o tra�
o par
ial desta equa�
~ao sobre os estados do reservat�orio,
en
ontramos uma equa�
~ao para o operador densidade reduzido ~�(t) = TrR f~�(t)g,
na representa�
~ao de intera�
~ao, para o sistema K:

�~�(t) = ~�(t+�t)� ~�(t) =
1

i�h

Z t+�t

t
dt0TrR

h
~HKR(t

0); ~�(t0)
i

(1.71)

+
�
1

i�h

�2 Z t+�t

t
dt0

Z t0

t
dt00TrR

h
~HKR(t

0);
h
~HKR(t

00); ~�(t00)
ii
:

1.6.1 Hip�oteses sobre o reservat�orio

Seja ~�R(t) = TrA f~�(t)g o operador densidade reduzido do reservat�orio. A
varia�
~ao de ~�R(t) 
om o tempo, devido ao a
oplamento 
om K, �e pequena.
Assim, em primeira aproxima�
~ao, ~�R(t) pode ser 
onsiderado 
onstante na
representa�
~ao de intera�
~ao. Al�em disso, supomos que o reservat�orio est�a em
um estado esta
ion�ario, ou seja,h

�R(t); ĤR

i
= 0: (1.72)

Isto signi�
a que seu operador densidade �e diagonal na base de autove-
tores do Hamiltoniano, podendo ser 
onsiderado 
omo umamistura estat��sti
a
desses autoestados. Se j�i �e um autoestado de ĤR 
om autovalor E�, ent~ao
�R �e dado por:

�R =
X

p�j�ih�j; (1.73)

onde p� �e a probabilidade de en
ontrar o reservat�orio no estado j�i.
Utilizando-se as equa�
~oes (1.69) e (1.73) obsevamos que o valor m�edio de

ĤKR sobre os estados �R �e nulo:

TrR
n
�RĤKR(t)

o
= TrR

n
~�R ~HKR(t)

o
= 0: (1.74)

Consideremos agora a seguinte m�edia que apare
e na equa�
~ao (1.71):

g(t0; t00) = TrRf�R ~HKR(t
0) ~HKR(t

00)g:
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Utilizando (1.69), (1.72) e a invariân
ia do tra�
o de um produto sobra
uma permuta�
~ao 
��
li
a. �E f�a
il mostrar que g(t0; t00) depende apenas de
� = t0 � t00:

TrRf�R ~HKR(t
0) ~HKR(t

00)g = TrR
n
�Re

iĤRt
0=�hĤKRe

�iĤR(t
0�t00)=�hĤKRe

�iĤRt
00=�h

o
= TrRf�R ~HKR(�) ~HKR(0)g = g(�): (1.75)

Para 
al
ular g(�) mais pre
isamente, substitu��mos a equa�
~ao (1.73) em
(1.75). Isto resulta em:

g(�) = TrR
X
�

n
p�j�ih�j ~HKR(�) ~HKR(0)

o
(1.76)

=
X
�

n
p�h�j ~HKR(�) ~HKR(0)j�i

o
=

X
�

X
�

p�jR�� j2ei!���

onde

R�� = TrRfh�jHKRj�ig (1.77)

!�� = (E� � E�)=�h: (1.78)

A express~ao (1.76) mostra que g(�) �e uma superposi�
~ao de exponen
iais
os
ilantes em diferentes freq�uên
ias !�� de R. Uma vez que o sistema R
�e um reservat�orio, ele tem um 
onjunto de n��veis de energia muito denso
e, 
onsequentemente, um expe
tro de freq�uên
ia quase 
ont��nuo, tal que as
exponen
iais se tornam destrutivas quando � torna-se muito grande. Assim,
podemos supor que a fun�
~ao g(�) tende rapidamente a zero quando � 
res
e.
Chamamos de �
 a largura de g(�) em � .

1.6.2 C�al
ulo da equa�
~ao mestra

Voltando �a equa�
~ao (1.71), iremos agora deduzir a equa�
~ao mestra para ~�,
utilizando algumas aproxima�
~oes. Primeiramente, substituimos o resultado
(1.74) em (1.71), obtendo:

�~�(t) =
�
1

i�h

�2 Z t+�t

t
dt0

Z t0

t
dt00TrR

h
~HKR(t

0);
h
~HKR(t

00); ~�(t00)
ii
: (1.79)

Para t = 0, ~�(t) pode ser es
rito simplesmente 
omo o produto tensorial
entre os operadores densidades reduzidos da 
avidade (~�) e do reservat�orio
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(~�R). Em instantes posteriores surge uma 
orrela�
~ao entre ~� e ~�R devido ao
a
oplamento entre a 
avidade e o reservat�orio. Desta forma, ~�(t) passa a ser
es
rito 
omo:

~�(t) = TrR f~�(t)g 
 TrK f~�(t)g+ ~�
orrel(t)

sendo que ~�
orrel(t) des
reve a 
orrela�
~ao que existe entre K e R no instante
t. Este termo �e da ordem do Hamiltoniano de intera�
~ao ĤKR, o qual foi
suposto pequeno. Se utilizarmos esta equa�
~ao em (1.79), a parte de 
orrela�
~ao
produzir�a termos de ter
eira ordem em ĤKR, os quais podem ser desprezados.
Com esta aproxima�
~ao, 
hamada de aproxima�
~ao de Born [20℄, a equa�
~ao
(1.79) pode ser rees
rita na seguinte forma:

�~�

�t
= � 1

�h2
1

�t

Z t+�t

t
dt0

Z t0

t
dt00TrR

h
~HKR(t

0);
h
~HKR(t

00); ~�(t00)
 �R
ii
:

(1.80)
Esta equa�
~ao n~ao �e Markoviana, uma vez que a evolu�
~ao temporal de

~�(t) depende da hist�oria de seu passado atrav�es da integra�
~ao em �(t00).
Entretanto, se ĤKR �e su�
ientemente pequeno e se �t �e su�
ientemente 
urto

omparado 
om o tempo de evolu�
~ao de ~�, podemos desprezar a evolu�
~ao
de ~� entre t e t00 em (1.80), que j�a �e um termo de segunda ordem em ĤKR,
e tro
ar ~�(t00) por ~�(t). Esta aproxima�
~ao �e 
hamada de aproxima�
~ao de

Markov [20℄.
A raz~ao �~�=�t pode ser 
onsiderada uma m�edia temporal da raz~ao ins-

tantânea d~�=dt sobre um intervalo �t. De fato, �~�=�t pode ser es
rita

�~�

�t
=

~�(t+�t)� ~�(t)

�t
=

1

�t

Z t+�t

t
dt0

d~�

dt0
:

Podemos agora fazer uma mudan�
a de vari�avel , passando de t0 e t00 para
� e t0, onde � = t0 � t00. O dom��nio de integra�
~ao de t0 e t00 da equa�
~ao
(1.80) �e mostrado na �gura (1.2), que 
omp~oe o triângulo OAB. As linhas

orrespondentes ao mesmo valor de � s~ao paralelas �a linha OB, varrendo a
�area de dentro do triângulo OAB. A linha OB 
orresponde a � = 0. Para
� �xo, podemos integrar em t0 de t + � at�e t +�t. Em seguida, integramos
sobre � de 0 �a �t, que produz a tro
a:

Z t+�t

t
dt0

Z t0

t
dt00 ()

Z �t

0
d�

Z t+�t

t+�
dt0 (1.81)
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Figura 1.2: Dom��nio de Integra�
~ao sobre t0 e t00

Pela dis
uss~ao apresentada na se�
~ao (1.6.1), g(�) �e desprez��vel para � �
�
. Desta forma, a �uni
a regi~ao n~ao nula no dom��nio de integra�
~ao de (1.81) �e
uma pequena faixa da ordem de �
, perto da linha OB da �gura (1.2) (parte
ha
hurada). Se �t � �
, um erro desprez��vel �e feito se tro
armos o limite
superior da integral sobre � por +1 e estender o limite inferior da integral
sobre t0 para t.

Com esta tro
a, a equa�
~ao (1.80) �
a:

�~�

�t
= � 1

�h2
1

�t

Z 1

0
d�

Z t+�t

t
dt0TrR

h
~HKR(t

0);
h
~HKR(t

0 � �); ~�(t)
 �R
ii
:

(1.82)
Vamos agora 
al
ular os 
omutadores que apare
em na equa�
~ao (1.82),

lembrando que o operador densidade do reservat�orio �e 
onsiderado diagonal
na base de estados do Hamiltoniano de R (equa�
~ao (1.73)). Observamos
ent~ao que, ao expandirmos este duplo 
omutador, en
ontramos termos pro-
por
ionais a b̂ib̂j, b̂

y
i b̂
y
j, b̂ib̂

y
j e b̂

y
i b̂j. Entretanto, ao 
al
ularmos o tra�
o sobre os

estados de R, somente os termos propor
ionais a b̂j b̂
y
j e b̂yj b̂j ser~ao n~ao nulos.

Assim temos:

TrR
h
~HKR(t

0);
h
~HKR(t

0 � �); ~�(t)
 �R
ii

=

TrR
n
~HKR(t

0) ~HKR(t
0 � �)~�(t)
 �R � ~HKR(t

0 � �)~�(t)
 �R ~HKR(t
0)�

~HKR(t
0)~�(t)
 �R ~HKR(t

0 � �) + ~�(t)
 �R ~HKR(t
0 � �) ~HKR(t

0)
o
=
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f
�
âyâ~� � â�ây

�X
j

jgij2(�nj + 1) expfi(!o � !j)�g+
�
~�âây � ây�â

�X
j

jgij2�nj expf�i(!o � !j)�gg+ 

;

onde �nj =
P

� h�jb̂yj b̂jj�i:
Utilizando a rela�
~aoZ 1

�1
d� expfi(!o � !j)�g = 2�Æ(!o � !j);

podemos rees
rever a equa�
~ao (1.82), rearranjando os termos na seguinte
forma:

�~�

�t
=

�(!o) + �0(!o)

2

�
2â�ây � âyâ~� � ~�âyâ

�
(1.83)

+
�0(!o)

2

�
2ây�â� âây~� � ~�âây

�
;

onde

�(!) =
2�

�h

X
j

jgjj2Æ(! � !j); (1.84)

�0(!) =
2�

�h

X
j

jgjj2�njÆ(! � !j):

Se o reservat�orio est�a em equilibrio t�ermi
o a uma temperatura T , o
n�umero m�edio de f�otons referente ao j-�esimo modo do 
ampo �e dado pela
distribui�
~ao de Bose-Einstein:

�nj = �N(!j) =
1

e�h!j=kBT � 1
: (1.85)

Isto nos leva �a rela�
~ao
�0(!) = �(!) �N(!):

Conseq�uentemente, na representa�
~ao de S
hr�odinger, obtemos a equa�
~ao
mestra para o sistema 
om a forma:

d�(t)

dt
=

1

i�h

h
Ĥk; �(t)

i
(1.86)

+
�(!o)(1 + �N(!o))

2

�
2â�ây � âyâ~� � ~�âyâ

�

+
�(!o) �N(!o)

2

�
2ây�â� âây~� � ~�âây

�
:
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Existe na literatura alguns m�etodos para resolver esta equa�
~ao [21℄. En-
tretanto, podemos utiliz�a-la para en
ontrar o n�umero m�edio de f�otons em
fun�
~ao do tempo, sem resolvê-la. Para isso, basta multipli
ar a equa�
~ao
(1.86) �a esquerda e �a direita por âyâ e tomar o tra�
o sobre as vari�aveis do
sistema:

Tr

(
d�(t)

dt
âyâ

)
=

dTr
n
�(t)âyâ

o
dt

=
dhn̂i(t)

dt
(1.87)

=
�(!o)(1 + �N(!o))

2
Tr

n�
2â�ây � âyâ~� � ~�âyâ

�
âyâ

o

+
�(!o) �N(!o)

2
Tr

n�
2ây�â� âây~� � ~�âây

�
âyâ

o
:

Utilizando a propriedade de invariân
ia do tra�
o sobre uma permuta�
~ao

��
li
a e a rela�
~ao de 
omuta�
~ao entre ây e â, esta express~ao �
a:

dhn̂i(t)
dt

= ��(!o)
n
hn̂i(t)� �N(!o)

o
;


uja solu�
~ao �e

hn̂i(t) = �N(!o) + expf��(!o)tg(hn̂i(0)� �N(!o))

Esta equa�
~ao mostra que o n�umero m�edio de f�otons de
ai exponen
ial-
mente 
om o tempo, at�e atingir o equil��brio 
om o reservat�orio, onde hn̂i =
�N(!o). Este 
omportamento �e mostrado para um 
aso parti
ular, onde
hn̂i(0) = 1 e �N(!o) = 0 na �gura 1.3.
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Figura 1.3: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo para �=! = 0:05,
temperatura do reservat�orio = 0 e hn̂i(0) = 1.
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1.7 Modelo Jaynes-Cummings 
om dissipa�
~ao

O modelo Jaynes Cummings tem 
omo prin
ipal vantagem a possibilidade
de forne
er solu�
~oes anal��ti
as. Entretanto, sua 
omprova�
~ao experimental
esbarra na inexistên
ia de sistemas totalmente fe
hados, havendo sempre um
grau de intera�
~ao 
om o meio ambiente. Por isto, �e importante analisar
o que a
onte
e quando 
onsideramos a 
avidade interagindo tamb�em 
om
um reservat�orio t�ermi
o, 
omo o estudado na se�
~ao 1.6. Este problema tem
sido tratado na literatura sob v�arios aspe
tos [22℄, [23℄. Utilizamos aqui os
resultados apresentados por A. B. Klimov et al [22℄, que 
onsiste em uma
solu�
~ao aproximada para a equa�
~ao mestra do sistema.

De a
ordo 
om o que foi estudado na se�
~ao 1.6, podemos des
rever a
intera�
~ao de um �atomo de dois n��veis 
om uma 
avidade quânti
a dissipativa,
�a temperatura zero, atrav�es da equa�
~ao mestra abaixo:

d�

dt
= �ig[â�+ + ây��; �℄ +

1

2
�(2â�ây � âây�� �âyâ); (1.88)

onde g �e a 
onstante de a
oplamento entre o �atomo e o 
ampo da 
avidade
e � �e a 
onstante de dissipa�
~ao.

Existem na literaura v�arios m�etodos para a resolu�
~ao desta equa�
~ao. Uma
forma simples, por�em aproximada, �e apresentada em [22℄ utilizando a trans-
forma�
~ao [24℄:

Q =

 
ei�̂ 0
0 1

!
; (1.89)

onde e�i�̂ s~ao os operadores de fase denotados por [24℄:

â =
q
âyâ+ 1 ei�̂;

ây = e�i�̂
q
âyâ + 1:

Apli
ando esta transforma�
~ao na equa�
~ao mestra (1.88), n�os obtemos uma
equa�
~ao para o operador densidade transformado ~� = Qy�Q,

d~�

dt
= (Lo + L1 + L2)~�;

onde

Lo = �ig[
p
âyâ�x; ~�℄; (1.90)
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L1 =
1

2
�(2â~�ây � âyâ~�� ~�âyâ); (1.91)

L2 =
1

2
�
�
2�a~��ay � 2â~�ây +

�
1

2
(�z + 1); ~�

��
; (1.92)

f , g denota o anti
omutador e

�a � QyâQ =

vuut1� (�z + 1)
�2(n̂+ 1)

â: (1.93)

Vamos analisar o que o
orre quando apli
amos o operador L2 em ~�, utilizando
a equa�
~ao (1.93) expandida em s�erie de Taylor, 
onsiderando �n� 1:

�a � QyâQ � â� (�z + 1)
�4(n̂+ 1)

â: (1.94)

Desta forma L2~� �
a:

L2~� =
�

2

 
�
(
(�z + 1)

2(�n + 1)
; â~�ây

)
+
�
1

2
(�z + 1); ~�

�!
+O

�
�

n̂ + 1

�
: (1.95)

Portanto, este termo em geral produz 
ontribui�
~oes da ordem de �, en-
quanto que Lo~� e L1~� 
ontribuem 
om termos da ordem de g

p
�n e ��n. Assim,

a parte que envolve L2~� pode ser desprezada se �n� 1 e se �� g
p
�n, resul-

tando na seguinte equa�
~ao, projetada na base dos estados de n�umero:

�~�n;m
dt

= �ig
�
�x
p
n ~�n;m � ~�n;m�x

p
m
�

(1.96)

+
�

2
(n+m)~�n;m + �

q
(n+ 1)(m+ 1)~�n+1;m+1:

Os elementos de matriz ~�n;m ainda s~ao operadores no espa�
o atômi
o. Es-
ta equa�
~ao, se projetada na base dos autoestados de �x, produz uma equa�
~ao
num�eri
a para ~�n;m, a qual pode ser fa
ilmente resolvida por transformada de
Lapla
e [22℄. Utilizando o resultado desta equa�
~ao para 
al
ular a invers~ao
atômi
a (w(t)) e o n�umero m�edio de f�otons (�n(t)), dados por

w(t) = TrfQy�zQ~�g = Trf�z ~�g

�n(t) = TrfQyn̂Q~�g = Trf[n̂� 1/2(�z + 1)℄~�g
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e 
onsiderando o �atomo ini
ialmente no estado ex
itado e o 
ampo preparado
em um estado de n�umero jNi, obtemos:

w(t) = <
(X

n

�N�nN !

n!
IN�n;nn(t)

)
; (1.97)

onde

IN�n;nn(t) =
N�nX
j=0

expf�ig2
p
n+ jt� �(n+ j)tgQN�n

k=0 fig2(pn + k �p
n+ j) + �(k � j)g jk 6=j

;

�n(t) =
1X
n=0

n�N�nN !

n!

N�nX
j=0

expf��(n+ j)tgQN�n
k=0 �(k � j) jk 6=j

� w(t)

2
� 1

2
(1.98)

Estas equa�
~oes nos mostram que o 
omportamento da invers~ao atômi
a e
do n�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo possui um 
omportamento
os
ilat�orio e, ao mesmo tempo, uma queda exponen
ial. As �guras 1.4 e 1.5
mostram os g�ra�
os de w(t) e �n(t) respe
tivamente. Observamos nos dois

asos as os
ila�
~oes de Rabi, dis
utidas na se�
~ao 1.5.3. Al�em disso, existe um
amorte
imento devido �a perda de energia para o reservat�orio t�ermi
o, sendo
mais 
r��ti
o para a invers~ao atômi
a.

5 10 15 20 25 30

g t

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

1

Figura 1.4: Gr�a�
o da Invers~ao Atômi
a em fun�
~ao do tempo, feito atrav�es
da express~ao (1.97), para N = 20, g = 0; 1 e � = 0; 5.
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Figura 1.5: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo, dado pela ex-
press~ao (1.98), para N = 20, g = 0; 1 e � = 0; 5.
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Cap��tulo 2

A
oplamento entre Cavidades
�Opti
as

Considere um sistema S 
omposto de duas 
avidades �opti
as a
opladas, 1 e
2. O Hamiltoniano deste sistema �e 
omposto pelo Hamiltoniano dos 
ampos
das 
avidades separadas (H1 e H2; respe
tivamente) dados, em termos dos
respe
tivos operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao âyi e âi; por:

Ĥ1 = �h!1

�
ây1â1 +

1

2

�
; (2.1)

Ĥ2 = �h!2

�
ây2â2 +

1

2

�
; (2.2)

somados ao Hamiltoniano de intera�
~ao entre elas Ĥ12.
Supomos que o a
oplamento entre as duas 
avidades �e dado pela so-

breposi�
~ao entre os 
ampos das duas 
avidades, uma vez que o a
oplamento
o
orre devido �a distribui�
~ao espa
ial dos 
ampos (ver equa�
~ao (2.4) abaixo).
Esta �e uma boa aproxima�
~ao quando as duas 
avidades n~ao est~ao fortemente
a
opladas, ou seja, para duas 
avidades diel�etri
as bem separadas no espa�
o.

Sejam o poten
ial vetor dos 
ampos dados por:

Â1(r) = u1(r� r1)â1 + u�
1(r� r1)â

y
1;

Â2(r) = u2(r� r2)â2 + u�
2(r� r2)â

y
2;

onde u(r) �e uma fun�
~ao vetorial que d�a a distribui�
~ao do 
ampo no espa�
o, r
�e o vetor posi�
~ao na 
avidade e ri �e uma posi�
~ao de referên
ia nas 
avidades
1 e 2 (i = 1 ou 2).
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O Hamiltoniano de intera�
~ao em termos dos operadores de 
ria�
~ao e
aniquila�
~ao das 
avidades �e es
rito sob a forma:

Ĥ12 = �h�
�
ây1 + â1

� �
ây2 + â2

�
; (2.3)

onde o parâmetro de a
oplamento � = �(r1; r2), que tem dimens~ao de
freq�uên
ia e �e tomado 
onstante, �e dado por:

� /
Z
u1(r� r1) � u2(r� r2)dr: (2.4)

O Hamiltoniano total deste sistema �e ent~ao:

ĤS = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ12:

Nota-se que o Hamiltoniano deste sistema de 
avidades a
opladas �e idênti-

o ao Hamiltoniano de um um sistema me
âni
o unidimensional de duas
part��
ulas de massa m. Uma part��
ula A �e 
one
tada a uma mola, 
om

onstante de mola ka; uma segunda part��
ula B �e 
one
tada a outra mola
de 
onstante de mola diferende kb. As duas part��
ulas s~ao 
one
tadas entre
si por uma ter
eira mola de 
onstante kab.O Hamiltoniano deste os
ilador
harmôni
o a
oplado �e:

Ĥ =
p2a
2m

+
kax

2
a

2
+

p2b
2m

+
kbx

2
b

2
+
kab(xa � xb)

2

2
;

onde xa, pa e xb, pb s~ao a posi�
~ao e o momento das part��
ulas A e B, re-
spe
tivamente. Es
rito na segunda quantiza�
~ao, este Hamiltoniano torna-
se idênti
o a ĤS, 
om os parâmetros m!1 = kb + kab, m!2 = ka + kab e
� = �kab=2mp!1!2.

Hashem Zoubi et al. [3℄ apresentaram uma transforma�
~ao que diagonaliza
o Hamiltoniano ĤS deste sistema e a utilizaram para resolver o problema de
duas 
avidades a
opladas interagindo 
om um reservat�orio t�ermi
o. Neste
trabalho seguimos os mesmos passos para estudar o 
aso de duas 
avidades
interagindo 
om um �atomo de dois n��veis, utilizando o Hamiltoniano HS

es
rito na aproxima�
~ao de ondas girantes:

ĤS = �h!1(â
y
1â1 + 1=2) + �h!2(â

y
2â2 + 1=2) + �h�(ây1â2 + ây2â1): (2.5)

Assim, na se�
~ao 2.1 apresentamos a transforma�
~ao proposta por Hashem
Zoubi et al. [3℄ e alguns 
oment�arios sobre seu limite de validade. Na se�
~ao
2.2, apresentamos uma transforma�
~ao que diagonaliza o Hamiltoniano (2.5) e
seus autovetores. Na se�
~ao 2.3 �e apresentada a evolu�
~ao temporal do sistema
a partir do Hamiltoniano (2.5).
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2.1 Diagonaliza�
~ao de ĤSo total

O Hamiltoniano n~ao aproximado do sistema 
omposto pelas duas 
avidades
pode ser diagonalizado atrav�es de uma mudan�
a de vari�aveis, sendo agora
expresso em termos de novos operadores bosôni
os de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao
Ây

i e Âi, i = 1; 2:

ĤSo = �h
1

�
Ây
1Â1 +

1

2

�
+ �h
2

�
Ây
2Â2 +

1

2

�
:

onde 
1 e 
2 s~ao 
onstantes a serem determinadas atrav�es da transforma�
~ao.
A rela�
~ao entre os operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao originais e os novos

�e obtida supondo-se uma transforma�
~ao do tipo:

ây1 = M11Â1 +M12Â
y
1 +M13Â2 +M14Â

y
2;

ây2 = M31Â1 +M32Â
y
1 +M33Â2 +M34Â

y
2;

onde os parâmetrosMij s~ao 
onstantes determinadas impondo-se que o Hamil-
toniano transfomado seja diagonal e que os novos operadores obede�
am �as
rela�
~oes de 
omuta�
~ao dos operadores bosôni
os. Assim, a transforma�
~ao �e
es
rita, em forma matri
ial, 
omo:0
BBBB�

â1
ây1
â2
ây2

1
CCCCA =

0
BBB�

sin(�)S+
11 � sin(�)S�11 
os(�)S+

21 � 
os(�)S�21
� sin(�)S�11 sin(�)S+

11 � 
os(�)S�21 
os(�)S+
21


os(�)S+
12 � 
os(�)S�12 � sin(�)S+

22 sin(�)S�22
� 
os(�)S�12 
os(�)S+

12 sin(�)S�22 � sin(�)S+
22

1
CCCA

| {z }
M

0
BBBB�

Â1

Ây
1

Â2

Ây
2

1
CCCCA

(2.6)
onde


2
1 =

�
!2
1 + !2

2 +
q
(!2

1 � !2
2)

2 + 16�2!1!2

� .
2; (2.7)


2
2 =

�
!2
1 + !2

2 �
q
(!2

1 � !2
2)2 + 16�2!1!2

�.
2;

S�i;j =

i � !j

2
q
!j
i

(i; j = 1; 2); (2.8)

sin(�) =
sp

s2 + 
2
; 
os(�) =


p
s2 + 
2

; (2.9)

s = 1
4

h
!2
1 � !2

2 +
q
(!2

1 � !2
2)

2 + 16�2!1!2
i
; 
 = �

p
!1!2: (2.10)

36



2.1.1 Coment�arios sobre a matriz de transforma�
~ao M

Uma das exigên
ias sobre a matriz de transforma�
~ao M �e que ela pre
isa ter
uma inversa 
orrespondente. Isto o
orre apenas quando seu determinante
n~ao �e nulo. Entretanto, ao 
al
ularmos este determinante, observamos pelo
menos dois 
asos onde isto n~ao a
onte
e:

� Se � = 0, a matriz M tem determinante nulo quando !1 = !2, !1 = 0
ou !2 = 0;

� Se !1 = !2 = !, a matriz M n~ao tem inversa quando � = 0, ou se
� = !

2
.

O fato da matriz n~ao ter inversa para � = 0 n~ao �e preo
upante, j�a que se
refere �as 
avidades isoladas, 
ada qual 
omportando-se separadamente, sem
tro
a de f�otons ou energia. No entanto, esta matriz tamb�em n~ao tem inversa
para diferentes 
ombina�
~oes de valores de !1, !2 e � 6= 0.

As �guras (2.1) e (2.2) mostram o determinante de M em fun�
~ao de !1

e !2 respe
tivamente, 
al
ulado numeri
amente. Observa-se que no primeiro

aso existem dois pontos onde este determinante �e nulo (!1 = 0 e !1 � 2:25)
e, no segundo, um ponto onde o determinante �e nulo (!2 � 1:5) e outro onde
diverge (!2 = 0).

Figura 2.1: Determinante da matrizM em fun�
~ao de !1 para !2 = 2 e � = 1.
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Figura 2.2: Determinante da matrizM em fun�
~ao de !2 para !1 = 2 e � = 1.
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2.2 Diagonaliza�
~ao de ĤS na aproxima�
~ao de

ondas girantes

Apresentamos nesta se�
~ao a transforma�
~ao que diagonaliza o Hamiltoniano
ĤS na aproxima�
~ao de ondas girantes (eq. 2.5) e em seguida, apresentamos
os autoestados deste Hamiltoniano.

2.2.1 Transforma�
~ao de vari�aveis

Seguindo o mesmo 
aminho que a se�
~ao 2.1, o Hamiltoniano HS aproximado
�e diagonalizado atrav�es de uma transforma�
~ao que leva os operadores ây1, â1,
ây2 e â2 em novos operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao Ây

1, Â1, Â
y
2 e Â2:

â1 = pÂ1 + qÂ2; (2.11)

â2 = qÂ1 � pÂ2:

Com esta transforma�
~ao, o novo Hamiltoniano �e es
rito na seguinte forma:

ĤS = �h
1(Â
y
1Â1 + 1=2) + �h
2(Â

y
2Â2 + 1=2); (2.12)

onde 
1 e 
2 s~ao 
onstantes a serem determinadas.
Os novos operadores Âi e Â

y
i devem obede
er �as regras de 
omuta�
~ao de

operadores bosôni
os. Isto imp~oe 
ertas restri�
~oes sobre os 
oe�
ientes p e q:

� [ây1; â1℄ = �1 = p2[Ây
1; Â1℄ + q2[Ây

2; Â2℄) p2 + q2 = 1;

� [ây2; â2℄ = �1 = p2[Ây
1; Â1℄ + q2[Ây

2; Â2℄) p2 + q2 = 1;

� [ây1; â2℄ = 0 = pq[Ây
1; Â1℄� pq[Ây

2; Â2℄) pq � pq = 0.

Para que Ĥs possa ser es
rito na forma diagonal (2.12), p, q, 
1 e 
2

devem obede
er �as seguintes equa�
~oes:


1 = !1p
2 + !2q

2 + 2�pq; (2.13)


2 = !1q
2 + !2p

2 � 2�pq; (2.14)

(!1 � !2)pq + �(q2 � p2) = 0: (2.15)
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Observa-se por estas equa�
~oes que, se � = 0, ent~ao p = 0 ou q = 0.
Se � 6= 0 estas equa�
~oes podem ser resolvidas, en
ontrando-se as seguintes
solu�
~oes:

p2 =
1

2
+

1

2

!1 � !2q
(!1 � !2)2 + 4�2

; (2.16)

q2 =
1

2
� 1

2

!1 � !2q
(!1 � !2)2 + 4�2

: (2.17)

Para 
1 e 
2, temos:


1 =
!1 + !2

2
+

q
(!1 � !2)2 + 4�2

2
; (2.18)


2 =
!1 + !2

2
�
q
(!1 � !2)2 + 4�2

2
: (2.19)

2.2.2 Transforma�
~ao de Base

Uma vez que 
onhe
emos a rela�
~ao entre os operadores de 
ria�
~ao e aniquila-
�
~ao do 
ampo e aqueles que diagonalizam o Hamiltoniano do sistema, pode-
mos tamb�em rela
ionar os estados de n�umero, do 
ampo das 
avidades sem
intera�
~ao, 
om os autovetores do Hamiltoniano 
ompleto.

Para isso, vamos supor que o estado de v�a
uo �e o mesmo nas duas repre-
senta�
~oes:

j0; 0ia = j0; 0iA = j0; 0i ; (2.20)

onde o ��ndi
e \a" indi
a os estados de n�umero usuais, ou seja, os autovetores
de ây1â1 e ây2â2, e o ��ndi
e \A" indi
a os autovetores de HS.

Es
revendo os estados de n�umero originais em termos dos respe
tivos
operadores de 
ria�
~ao, temos:

jm1; m2ia =
(ây1)

m1

p
m1!

(ây2)
m2

p
m2!

j0; 0i : (2.21)

Substituindo nesta equa�
~ao ay1 e ay2 pelos novos operadores de 
ria�
~ao e
aniquila�
~ao atrav�es das transforma�
~oes (2.11), temos:

jm1; m2ia =
(pÂy

1 + qÂy
2)
m1

p
m1!

(qÂy
1 � pÂy

2)
m2

p
m2!

j0; 0iA : (2.22)
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Uma vez que Ây
1 e Ây

2 
omutam, podemos utilizar o binômio de Newton
para expandir as poten
ias em m1 e m2:

(a + b)N =
NX
n=0

N !

N !(N � n)!
aNb(N�n);

jm1; m2ia =
m1X
M1=0

m2X
M2=0

p
m1!

M1!(m1�M1)!

p
m2!

M2!(m2�M2)!
� (2.23)

(�1)(m2�M2)(p)(M1+m2�M2)(q)(M2+m1�M1) �
(Ây

1)
N1+N2(Ay

2)
(m1+m2�N1�N2) j0; 0i :

Apli
ando os operadores Ay
1 e Ay

2 no estado de v�a
uo, obtemos a rela�
~ao
entre as duas bases:

jm1; m2ia =
m1X
M1=0

m2X
M2=0

Q(m1; m2;M1;M2) jM1 +M2; m1 +m2 �M1 �M2iA ;
(2.24)

onde

Q(m1; m2;M1;M2) = (�1)(m2�M2)p(m2�M2+M1)q(m1�M1+M2) � (2.25)q
m1!m2!(M1 +M2)!(m1 +m2 �M1 �M2)!

M1!M2!(m1 �M1)!(m2 �M2)!
:

No Apêndi
e A est�a demostrada uma forma alternativa para en
ontrar
uma rela�
~ao entre estas duas base de estados, mostrando que esta rela�
~ao
pode ser es
rita em termos de uma �uni
a somat�oria:

jm1; m2ia =
m1+m2X
M=0

P (M;m1; m2) jM;m1 +m2 �MiA; (2.26)

onde

P (M;m1; m2) =
m1X
M1=0

m2X
M2=0

Q(m1; m2;M1;M2)ÆM1+M2;M : (2.27)

A vantagem de utilizar a rela�
~ao (2.26) em vez de (2.24) �e que o fato
de haver apenas uma somat�oria em vez de duas, fa
ilitando os 
�al
ulos 
om-
puta
ionais. A desvantagem �e que na demonstra�
~ao mostrada no Apêndi
e A

hega-se apenas a uma rela�
~ao de re
orrên
ia e n~ao a uma forma fe
hada para
P (M;m1; m2).
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2.3 Evolu�
~ao Temporal do Sistema

A evolu�
~ao temporal do operador densidade do sistema �e dada pela equa�
~ao
de Von Neuman:

��(t)

�t
=

1

i�h
[HS; �℄:

Como HS n~ao depende expli
itamente do tempo, a solu�
~ao desta equa�
~ao
�e:

�(t) = U(t)�(0)U y(t); (2.28)

onde

U(t) = exp
�
� i

�h
HSt

�
:

Para um estado ini
ial gen�eri
o, do tipo

�(0) =
1X

N1;N2=0

1X
M1;M2=0

A(N1; N2;M1;M2) jN1; N2i hM1;M2jA; (2.29)

o operador densidade depende do tempo da seguinte maneira:

�(t) =
1X

N1;N2=0

1X
M1;M2=0

A(N1; N2;M1;M2)� (2.30)

exp [�i
1(N1 �M1)t� i
2(N2 �M2)t℄ jN1; N2i hM1;M2jA :

2.3.1 N�umero m�edio de f�otons nas 
avidades

Para analizar o 
omportamento deste sistema, vamos primeiramente veri�
ar
o que a
onte
e 
om o n�umero m�edio de f�otons nas 
avidades. Este 
�al
ulo �e
feito de maneira padr~ao:

hn̂i = Trf�(t)n̂g;
sendo �(t) dado por (2.30). Efetuando-se este 
�al
ulo, o n�umero m�edio de
f�otons nas 
avidades em fun�
~ao do tempo resulta em:

hn̂ii =
X
N1;N2

(K2
i L1 + J2i L2)A(L1; L2; L1; L2) (2.31)

+ (�1)i+1pq
X
L1;L2

q
L1 + 1

q
L2 + 1�

fA(L1 + 1; L2; L1; L2 + 1) exp [�i(
1 � 
2)t℄ +

A(L1; L2 + 1; L1 + 1; L2) exp [i(
1 � 
2)t℄g;

42



onde o ��ndi
e 00i00 indi
a o n�umero m�edio de f�otons para as 
avidades 1 ou 2,
K1 = J2 = p e K2 = J1 = q.

Se as 
avidades forem preparadas ini
ialmente nos estados de n�umero jn1i
e jn2i, temos, de a
ordo 
om (A.8):

�(0) = jn1; n2i hn1; n2ja (2.32)

=
n1+n2X
N=0

n1+n2X
M=0

P (N; n1; n2)P (M;n1; n2)�

jN; n1 + n2 �Ni hM;n1 + n2 �M jA :

Comparando-se esta equa�
~ao 
om (2.29), en
ontramos a seguinte rela�
~ao:

A(N1; N2;M1;M2) = P (N1; n1; n2)P (M1; n1; n2)� (2.33)

ÆN1+N2;n1+n2ÆM1+M2;n1+n2 :

Portanto, no 
aso de estado de Fo
k, o n�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao
do tempo �e:

hn̂ii =
n1+n2X
L=0

h
K2
i L + J2i (n1 + n2 � L)

i
[P (L; n1; n2)℄

2 + (2.34)

(�1)i+12pq
n1+n2�1X
L=0

p
L + 1

q
n1 + n2 � L�

P (L+ 1; n1; n2)P (L; n1; n2) 
os [(
1 � 
2)t℄: (2.35)

N�os podemos observar que, neste 
aso, o n�umero m�edio de f�otons das
duas 
avidades os
ila no tempo 
om freq�uên
ia 
1 � 
2.
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Cap��tulo 3

A
oplamento entre Duas

Cavidades e um Reservat�orio

T�ermi
o

Neste 
ap��tulo �e dis
utido o trabalho de Hashem Zoubi et al. [3℄ sobre duas

avidades a
opladas interagindo 
om o reservat�orio t�ermi
o. Na se�
~ao 1.6,
apresentamos a equa�
~ao mestra do sistema onde apenas uma 
avidade inter-
age 
om o reservat�orio. Neste 
ap��tulo, uma segunda 
avidade �e in
lu��da no
sistema utilizando 
omo base as transforma�
~oes apresentadas no Cap��tulo 2.

Vamos 
onsiderar que a 
avidade 1 est�a a
oplada �a 
avidade 2 e ao reser-
vat�orio R e que a 
avidade 2 n~ao possui perdas { est�a em 
ontato apenas

om a 
avidade 1. Vamos supor que este reservat�orio �e 
omposto por um
ensemble de muitos os
iladores harmôni
os, 
ujo Hamiltoniano �e dado pela
equa�
~ao (1.68). O Hamiltoniano de a
oplamento entre um �uni
o modo da

avidade 1 e o reservat�orio t�ermi
o �e es
rito 
omo:

Ĥ1R = �
�
ây1 + â1

�X
i

�
gib̂

y
i + g�i b̂i

�
:

Assim, o Hamiltoniano do sistema total �e

Ĥtotal = ĤS + ĤR + Ĥ1R:

Podemos es
rever ĤS na forma diagonal, utilizando a transforma�
~ao (2.6)
que leva a1 e ay1 para A1, A

y
1, A2 e Ay

2 e rees
rever Ĥ1R. Por esta transfor-
ma�
~ao,

a1 = sin(�)
�
S+
11A1 � S�

11A
y
1

�
+ 
os(�)

�
S+
21A2 � S�

21A
y
2

�
:
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Assim, o Hamiltoniano total deste sistema �
a:

Ĥtotal = �h
1(Â
y
1Â1 +

1

2
) + �h
2(Â

y
2Â2 +

1

2
) +

X
i

�h!i(b̂
y
i b̂i +

1

2
)

�
n
�1(Â

y
1 + Â1) + �2(Â

y
2 + Â2)

oX
i

(g�i b̂
y
i + gib̂i); (3.1)

onde

�1 = sin(�)(S+
11 � S�

11) (3.2)

�2 = 
os(�)(S+
21 � S�

21): (3.3)

Nota-se que, se a 
avidade 2 tamb�em interagisse 
om o reservat�orio R por
um Hamiltoniano do tipo

Ĥ2R = �
�
ây2 + â2

�X
i

�
gib̂

y
i + g�i b̂i

�
;

Ĥtotal possuiria a mesma forma, alterando-se apenas as 
onstantes �1 e �2,
as quais passariam a ser �1 = sin(�)(S+

11 � S�
11) + 
os(�)(S+

12 � S�
12) e �2 =

sin(�)(S�
22 � S+

22) + 
os(�)(S+
21 � S�

21).
O Hamiltoniano total (3.1) possui agora a forma de um Hamiltoniano de

dois os
iladores harmôni
os independentes ambos a
oplados fra
amente ao
reservat�orio t�ermi
o R. Assim, podemos fazer uma analogia 
om o 
aso visto
na se�
~ao 1.6 e es
rever a equa�
~ao mestra que rege este sistema 
omo:

d�(t)

dt
=

1

�h

h
ĤS; �(t)

i
+

 
d�(t)

dt

!
rel

; (3.4)

onde 
d�(t)

dt

!
rel

= �21

8<
:�(
1)

�
1 + �N(
1)

�
2

�
2Â1�Â

y
1 � �Ây

1Â1 � Ây
1Â1�

�

+
�(
1) �N(
1)

2

�
2Ây

1�Â1 � �Â1Â
y
1 � Â1Â

y
1�
�)

+ �22

8<
:�(
2)

�
1 + �N(
2)

�
2

�
2Â2�Â

y
2 � �Ây

2Â2 � Ây
2Â2�

�

+
�(
2) �N(
2)

2

�
2Ây

2�Â2 � �Â2Â
y
2 � Â2Â

y
2�
�)

;
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�(t) = TrRf�12 
 �Rg, �e o operador densidade reduzido referente ao sis-
tema formado pelas 
avidades a
opladas. �(
1) e �N(
1) s~ao as 
onstantes
de amorte
imentos efetivas dadas respe
ti
vamente pelas equa�
~oes (1.84) e
(1.85).

3.1 Dinâmi
a do Sistema A
oplado

Vamos agora 
al
ular o n�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo na

avidade 2 (
avidade sem a
oplamento 
om o reservat�orio). Para a outra

avidade o pro
edimento �e an�alogo. De a
ordo 
om a transforma�
~ao M,
temos:

�n2 = hay2a2i (3.5)

= sin2(�)
�
T 2+
22

�
hAy

2A2i+ 1

2

�
� 1

2
T 2�
22

�
h(Ay

2)
2i+ h(A2)

2i
��

+ 
os2(�)
�
T 2+
11

�
hAy

1A1i+ 1

2

�
� 1

2
T 2�
11

�
h(Ay

1)
2i+ h(A1)

2i
��

� sin(�) 
os(�)
h
T 2+
12

�
hA1A

y
2i+ hAy

1A2i
�

� T 2�
12

�
hA1A2i+ hAy

1A
y
2i
�i

+
1

2
;

onde T k�
i;j =


i
j�!2
k

2!k

p

i
j

. (i,j,k=1,2).

Vamos 
al
ular o valor m�edio de Ay
1A1. As outras m�edias ne
ess�arias s~ao

feitas de modo an�alogo.
Multipli
ando-se a equa�
~ao mestra (3.4) por Ay

1A1 e tomando-se o tra�
o,
obtemos:

Tr

"
d�

dt
Ay
1A1

#
=

d

dt
Tr

h
�Ay

1A1

i
(3.6)

=
dhAy

1A1i
dt

= ��21�1[hAy
1A1i � �N(
1)℄:

Obtemos, para as outras m�edias ne
ess�arias, equa�
~oes semelhantes. Para
�1 = �2 = �, temos:

dhAy
2A2i
dt

= ��22�
h
hAy

2A2i � �N(
2)
i
; (3.7)
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dhA2
ji

dt
= �

h
2i
j + ��2j

i
hA2

ji;
dhA2A1i

dt
= �

�
i(
1 + 
2) +

1

2
�(�21 + �22)

�
hA2A1i;

dhAy
2A1i
dt

= �
�
i(
1 � 
2) +

1

2
�(�21 + �22)

�
hAy

2A1i:

As solu�
~oes destas equa�
~oes diferen
iais s~ao, respe
tivamente:

hAy
jAji = �N(
j) + (C1j � �N(
j))e

���2j t; (3.8)

hA2
ji = C2j exp

h
�2i
jt� ��2j t=2

i
;

hA2A1i = C3 exp
h
�i(
1 + 
2)t� �(�21 + �22)t=2

i
;

hAy
2A1i = C4 exp

h
�i(
1 � 
2)t� �(�21 + �22)t=2

i
:

C1j, C2j, C3 e C4, para j = 1; 2, s~ao 
onstantes que dependem das 
on-

di�
~oes ini
iais das 
avidades. S~ao obtidas es
revendo-se Ay
iAj e AiAj em

termos de ai e ayi , 
al
ulando-se em seguida a m�edia 
om os estados ini
iais
do os
ilador a
oplado. Para !1 = !2 = !, 
onsiderando-se que ini
ialmente
a 
avidade 1 est�a no estado de v�a
uo e a 
avidade 2 no estado de n�umero

om um f�oton (jn1; n2i = j0; 1i), temos:

C1j =
! � (�1)j�

2
q
!2 � (�1)j2�!

; C2j =
�(�1)j�

2
q
!2 � (�1)j2�!

;

C3 =
! +

p
!2 � 2�!

2 4
p
!4 � 4�2!2

; C4 =
! �p

!2 � 2�!

2 4
p
!4 � 4�2!2

:

Desta forma, a equa�
~ao (3.5) �
a:

�n2(t) = �+ �N(
1)
h
1� exp(���21t)

i
(3.9)

+ �� �N(
2)
h
1� exp(���22t)

i
+

1

2
(�+ + �� � 1)

+
1

2

n
1� �+ + �+[1� 
os(2
1t)℄

o
exp(���21t)

+
1

2

n
1� �� + ��[1� 
os(2
2t)℄

o
exp(���22t)

+
1

4
f(1� �) 
os[(
1 + 
2)t℄

+ (1 + �) 
os[(
1 � 
2)t℄g exp
h
��(�21 + �22)t=2

i
;
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onde

�� =
! � �

2
p
!2 � 2�!

; �� =
�2

!2 � 2�!
; � =

!2 � 2�2

!
p
!2 � 4�2

:

O 
al
ulo para a 
avidade 1 �e an�alogo, resultando em:

�n1(t) = �+ �N(
1)
h
1� exp(���21t)

i
(3.10)

+ �� �N(
2)
h
1� exp(���22t)

i
+

1

2
(�+ + �� � 1)

+
1

2

n
1� �+ + �+[1� 
os(2
1t)℄

o
exp(���21 t)

+
1

2

n
1� �� + ��[1� 
os(2
2t)℄

o
exp(���22 t)

� 1

4
f(1� �) 
os[(
1 + 
2)t℄

+ (1 + �) 
os[(
1 � 
2)t℄g exp
h
��(�21 + �22)t=2

i
:

No Apêndi
e B s~ao apresentadas as equa�
~oes de �n1(t) e �n2(t) para outras

ondi�
~oes ini
iais das 
avidades.

As �guras (3.1) e (3.2) foram feitas a partir das equa�
~oes (3.9) e (3.10),
para diferentes valores de � e �. Estes gr�a�
os mostram que �n1 e �n2 
omportam-
se 
omo os
iladores harmôni
os amorte
idos. Em m�edia, o �uni
o f�oton que
ini
ialmente est�a na 
avidade 2 os
ila entre as duas 
avidades e, por �m,
es
apa para o reservat�orio t�ermi
o. Nota-se que o aumento de � aumenta
a perda de f�otons das 
avidades para o reservat�orio. Por outro lado, o au-
mento da 
onstante de a
oplamento entre as 
avidades � aumenta tanto a
freq�uên
ia de os
ila�
~ao 
omo a queda exponen
ial das 
urvas.

Para demonstrar a importân
ia das 
onsidera�
~oes feitas sobre a matriz
de transforma�
~ao M , equa�
~ao (2.6), estamos apresentando nas �guras (3.3)
e (3.4) resultados onde o determinante de M �e nulo: 
aso em que � = 0
e !1 = !2 = !. Uma vez que, para estas �guras, o a
oplamento entre
as 
avidades �e 
onsiderado nulo, a 
avidade 2 est�a isolada. Entretanto, as
�guras sugerem que a 
avidade 2 possui o mesmo grau de dissipa�
~ao que a

avidade 1, 
ontrariando o esperado.

Podemos entender o porquê do apare
imento dessa dissipa�
~ao observando
as equa�
~oes (2.9) e (2.10), para os termos que de�nem a transforma�
~ao dos
operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao âi e â

y
i em Âi e Â

y
i dis
utida na se�
~ao 2.1.
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Veri�
amos que, para � = 0, os termos s e 
, equa�
~ao (2.10), �
am da
seguinte forma:

s =
!2
1 � !2

2

2
; 
 = 0;

Portanto, para !1 = !2, s = 
 = 0 e os valores de sin(�) e 
os(�), equa�
~oes
(2.9), �
am inde�nidos. Isto impli
a que a matriz de transforma�
~ao M ,
equa�
~ao (2.6) e as 
onstantes �1 e �2, equa�
~oes (3.2) e (3.3), tamb�em n~ao
possuem valores bem determinados.

Por outro lado, se � = 0 mas !1 6= !2, n~ao o
orre nenhum tipo de
divergên
ia nas equa�
~oes que de�nem a transforma�
~ao M , equa�
~ao (2.6).
Neste 
aso, 
 = 0 mas s 6= 0. Portanto, sin(�) = 1 e 
os(�) = 0, �1 = 1 e
�2 = 0. Al�em disso, temos que S+

ii = 1 e S�ii = 0. Nesta 
ir
unstân
ia, a
matriz M �
a diagonal 
om elementos M11 = M22 = �M33 = �M44 = 1.
Podemos ent~ao mostrar, utilizando as equa�
~oes (3.8),que:

hay1a1i = hAy
1A1i = �N(
1) + (C11 � �N(
j))e

���2
1
t;

hay2a2i = hAy
2A2i = �N(
2) + (C12 � �N(
2))e

���2
2
t = 
onstante:

Portanto, quando � = 0 mas !1 6= !2, o n�umero m�edio de f�otons da

avidade 2 (
avidade sem intera�
~ao 
om o reservat�orio) permane
e 
onstante
no tempo. Por outro lado, o n�umero m�edio de f�otons para a 
avidade 1 de
ai
exponen
ialmente 
om o tempo 
om uma taxa de de
aimento igual a �, que
�e o mesmo resultado en
ontrado na se�
~ao 1.6.

Desta forma, 
onstatamos que o apare
imento do de
aimento n~ao es-
perado nas �guras (3.3) e (3.4), onde a 
onstante de a
oplamento entre as

avidades (�) �e nula, o
orre apenas quando !1 = !2, devido ao fato de que
nesta situa�
~ao a transforma�
~ao M �e singular.
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Figura 3.1: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo para !1 = !2 = !,
�=! = 0; 01 e �=! = 0; 2. Gr�a�
o feito a partir das equa�
~oes (3.9) e (3.10).

Figura 3.2: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo para !1 = !2 = !,
�=! = 0; 05 e �=! = 0; 1. Gr�a�
o feito a partir das equa�
~oes (3.9) e (3.10).
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Figura 3.3: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo para !1 = !2 = !,
�=! = 0; 05 e �=! = 0. Neste 
aso, os n�umeros m�edios de f�otons ini
iais nas

avidades foram �n1(0) = 2 e �n2(0) = 1.

Figura 3.4: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo para !1 = !2 = !,
�=! = 0; 05 e �=! = 0. Neste 
aso, os n�umeros m�edios de f�otons ini
iais nas

avidades foram �n1(0) = �n2(0) = 1.
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Cap��tulo 4

Intera�
~ao entre Cavidades
�Opti
as e �Atomos de Dois

N��veis

No Cap��tulo 3, observamos que a presen�
a de uma segunda 
avidade no
sistema 
avidade-reservat�orio t�ermi
o provo
a uma diminui�
~ao na taxa de
perda de energia para o ambiente externo. Vamos agora estudar que efeitos
a presen�
a desta segunda 
avidade provo
a em um sistema onde a primeira

avidade interage 
om um �atomo de dois n��ves. Consideremos ent~ao o 
aso
onde um �atomo de dois n��veis �e 
olo
ado na 
avidade 1, a qual ainda interage

om a 
avidade 2. Na aproxima�
~ao de ondas girantes, o Hamiltoniano deste
sistema �
a:

Ĥ = ĤS +
�h!a

2
�z + g�h(ây1�� + â1�+); (4.1)

onde HS �e o Hamiltoniano do sistema formado pelas duas 
avidades, dado
por (2.5). Se jai e jbi s~ao os estados ex
itado e fundamental do �atomo 
uja
energia de transi�
~ao �e �h!a, ent~ao

�+ = jai hbj ;
�� = jbi haj ; (4.2)

�z = jai haj � jbi hbj :

Para resolver este sistema, utilizaremos as transforma�
~oes (2.11) para
es
rever HS na forma diagonalizada (2.12). Desta forma, o Hamiltoniano
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deste sistema pode ser es
rito na forma:

Ĥ = ĤS +
�h!a
2
�z + g�h(pÂy

1 + qÂy
2)�� + g�h(pÂ1 + qÂ2)�+: (4.3)

4.1 Evolu�
~ao Temporal do Sistema

Para estudar a evolu�
~ao temporal deste sistema, trabalhamos na represen-
ta�
~ao de intera�
~ao, de modo an�alogo ao utilizado na se�
~ao 1.5.3. Seja a trans-
forma�
~ao U que leva o estado do sistema da representa�
~ao de S
hroedinger
para a de intera�
~ao

j S(t)i = Û j I(t)i ;
onde

U = exp
�
� i

�h
Hot

�
; (4.4)

e Ho = HS +HA.
A evolu�
~ao temporal do vetor de estado na representa�
~ao de intera�
~ao �e

dada por:
j I(t)i = Ûo j I(0)i = Ûo j S(0)i ;

onde

~HIÛo(t) = i�h
�Ûo(t)

�t
;

~HI = Û yĤASÛ ;

ĤAS = g�h(pÂy
1 + qÂy

2)�� + g�h(pÂ1 + qÂ2)�+:

Uma vez que

exp
h
i
jÂ

y
jÂjt

i
Âj exp

h
�i
jÂ

y
jÂjt

i
= Âj exp [�i
jt℄;

exp [i!at�z=2℄�+ exp [�i!at�z=2℄ = �+ exp [i!at℄;

exp [i!at�z=2℄�� exp [�i!at�z=2℄ = �� exp [�i!at℄;
o Hamiltoniano de intera�
~ao �
a:

~HI = �hg
n
pÂ1 exp [�i
1t℄ + qÂ2 exp [�i
2t℄

o
�+ exp [i!at℄ + 
.h: (4.5)

Este Hamiltoniano �e dependente do tempo, o que di�
ulta a resolu�
~ao do
problema. Por isso, estudamos um 
aso parti
ular onde 
2 = !a e utilizamos
uma aproxima�
~ao 
onsiderando 
1 � !a.
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Caso em que 
2 = !a e 
1 � 
2

De a
ordo 
om as de�ni�
~oes da se�
~ao 2.2.1 e as equa�
~oes (2.18) e (2.19),
podemos es
rever 
1 e 
2 
omo


1 =
!1 + !2

2
+

p
Æ2 + 4�2

2
; (4.6)


2 =
!1 + !2

2
�
p
Æ2 + 4�2

2
= !a; (4.7)

onde Æ = !1 � !2.
A equa�
~ao (4.7) imp~oe uma rela�
~ao entre as freq�uên
ias do �atomo e das


avidades e a 
onstante de a
oplamento �. Podemos desta forma determinar
um deles em fun�
~ao dos outros. Por 
onveniên
ia, vamos es
olher � 
omo
vari�avel dependente, sendo es
rita 
omo:

�2 = Æ2a � ÆÆa;

onde Æa = !1 � !a e Æ = !1 � !2.
De a
ordo 
om (4.6) e (4.7), a situa�
~ao 
1 � 
2 o
orre quando

!1 + !2 � 2!a , 2Æa � Æ � 0

Neste 
aso, o Hamiltoniano de intera�
~ao (4.5) pode ser rees
rito da seguinte
forma:

~HI = �hg
n
pÂ1 exp [�i(
1 � 
2)t℄ + qÂ2

o
�+ + 
.h: (4.8)

Como estamos supondo que 
1 � 
2, a exponen
ial 
ontendo (
1 �
2)
os
ila muito rapidamente. Utilizando-se a aproxima�
~ao de ondas girantes,
podemos desprezar os termos que multipli
am esta exponen
ial, obtendo-se
o seguinte Hamiltoniano de intera�
~ao:

~HI = �hgq
n
Â2�+ + Ây

2��
o
: (4.9)

Este Hamiltoniano possui a forma do Hamiltoniano de intera�
~ao do mode-
lo Jaynes-Cummings (1.62), tro
ando-se os operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao

onven
ionais por Ay

2 e A2.
Portanto, a evolu�
~ao temporal do operador densidade do sistema �e dada,

em analogia ao 
aso do modelo J-C 
onven
ional, dis
utido na se�
~ao 1.5.3,
por:

�(t) = Û Ûo�(0)Û
y
o Û

y; (4.10)
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onde Û �e dado pela equa�
~ao (4.4) e Ûo por

Ûo = 
os
�
qgt
q
Â2Â

y
2

�
jai haj+ 
os

�
qgt
q
Ây

2Â2

�
jbi hbj (4.11)

� i
sin

�
qgt
q
Â2Â

y
2

�
q
Â2Â

y
2

Â2 jai hbj � i
sin
�
qgt
q
Ây

2Â2

�
q
Ây

2Â2

Ây
2 jbi haj :

Como este operador de evolu�
~ao temporal possui termos 
om Â2Â
y
2, �e

mais f�a
il es
rever as 
ondi�
~oes ini
iais na nova base, que �e formada pelos
autovetores de Ây

1Â1 e Â
y
2Â2, analisada na se�
~ao 2.2.2, em vez de transformar

os operadores Â2 e Ây
2 nos operadores de 
ria�
~ao e aniquila�
~ao antigos (â1,

ây1, â2 e â
y
2). Neste sentido, �e evidente a importân
ia do estudo feito na se�
~ao

2.2.2 sobre a mudan�
a de base.

4.2 An�alise das Aproxima�
~oes

At�e este momento, utilizamos v�arias aproxima�
~oes: apli
amos a aproxima�
~ao
de ondas girantes no Hamiltoniano total do sistema e a aproxima�
~ao na se�
~ao
anterior onde 
1 � 
2. Vamos analisar agora a validade destas aproxima�
~oes
e 
omparar 
om alguns valores experimentais.

Na literatura, en
ontram-se os seguintes valores para as 
onstantes en-
volvidas no a
oplamento entre duas 
avidades [19℄:

1. freq�uên
ia da 
avidade ou �atomo: ! � 50GHz;

2. 
onstante de a
oplamento entre 
avidade e �atomo: g � 25kHz

A aproxima�
~ao de ondas girantes feita no Cap��tulo 2, �e v�alida quando
[25℄:

g

!
� 1 e

�

!
� 1: (4.12)

Por outro lado, a aproxima�
~ao feita na se�
~ao 4.1 �e v�alida na situa�
~ao em
que:

�
 � 
1 � 
2 =
p
Æ2 + 4�2 � 0: (4.13)

Quando Æ = 0, �
 = 2�. Portanto, � deve estar no seguinte intervalo:

0� �

g
� !

g
� 106;
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ou seja, quando o a
oplamento entre as 
avidades �e muito mais forte que a
intera�
~ao entre a 
avidade 1 e o �atomo, por�em fra
o se 
omparado 
om a
freq�uên
ia do 
ampo.

Na pr�oxima se�
~ao mostraremos alguns resultados num�eri
os utilizando os
seguintes valores:

� g = 0.1;

� � = 25;

� Æ = 0;

� Æa = 25.

4.3 Propriedades do Sistema

Para analisar o efeito da segunda 
avidade sobre o sistema �atomo-
ampo, 
al-

ulamos o n�umero m�edio de f�otons para as duas 
avidades (hn̂1i(t) e hn̂2i(t)),
a invers~ao atômi
a (w(t)) e a pureza do sistema (�(t)), de�nidos por:

hn̂ii(t) = Trf�(t)âyi âig; (4.14)

sendo i = 1; 2 referente �a 
avidade 1 ou 2,

w(t) = haj �(t) jai � hbj �(t) jbi ; (4.15)

�a = Traf[�1;2℄2g; (4.16)

�1 = Tr1f[�2;a℄2g;
�2 = Tr2f[�1;a℄2g;

onde �1, �2 e �a s~ao a medida da pureza para a 
avidade 1, 
avidade 2 e para
o �atomo respe
tivamente. Tri �e o tra�
o par
ial em rela�
~ao ao subsistema i e
�i;j = TrifTrjf�(t)gg �e o operador densidade reduzido em rela�
~ao ao ter
eiro
subsistema.

Na an�alise deste sistema, 
onsideramos o �atomo ini
ialmente no estado
ex
idado (jai) e a 
avidade 2 em um estado de n�umero 
om n2 f�otons. Para
a 
avidade 1, 
onsideramos três prepara�
~oes ini
iais: estado de n�umero, mis-
tura estat��sti
a t�ermi
a e estado 
oerente [16℄.
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Estado de n�umero

Vamos analizar estes parâmetros 
onsiderando a 
avidade 2 preparada ini
ial-
mente no estado de v�a
uo (n2 = 0). A 
avidade 1 
onsideramos ini
ialmente
em um estado de n�umero jm1i, 
om m1 = 0 ou m1 = 20.

Isto signi�
a que o estado ini
ial do sistema pode ser es
rito da seguinte
forma:

j (0)i = jm1; 0ia jai =
m1X
N=0

P (N;m1; 0) jN;m1 �NiA jai ; (4.17)

onde P (N;m1; 0) �e dado, de 
ordo 
om a se�
~ao 2.2.2, por:

P (N;m1; 0) =

8<
:

p
m1!p

N !(m1�N)!
pNqm1�N ; se N � m1;

0; se N � m1:
(4.18)

Observa-se que [P (N;m1; 0)℄
2 representa uma distribui�
~ao binomial [26℄

para o "n�umero de f�otons"relativos aos operadores Ây1Â1 e Ây2Â2. Para esta
distribui�
~ao, temos que hÂy1Â1i = p2m1 e hÂy2Â2i = q2m1. No limite de
�n!1 e p! 0, 
om �np sendo um valor �nito, a distribui�
~ao binomial tende
a uma Poisson [27℄. A �gura 4.1 mostra a distribui�
~ao Binomial e a Poisson
para o mesmo valor m�edio.

0 10 20 30 40

n

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

P
n
2

poisson

binomial

Figura 4.1: Distribui�
~ao Binomial, 
om p2 = q2 = 1
2
, e distribui�
~ao Poisson,

ambas para �n = 10.
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Estado 
oerente

Outra 
ondi�
~ao ini
ial que 
onsideramos �e a 
avidade 2 no estado de v�a
uo
e a 
avidade 1 em um estado 
oerente [28℄:

j (0)i =
1X

m1=0

Rm1
jm1; 0ia jai (4.19)

=
1X

m1=0

m1X
N=0

Pm1
P (N;m1; 0) jN;m1 �NiA jai ; (4.20)

onde jPm1
j2 �e a distribui�
~ao de Poisson, dada por:

Pm1
= exp

 
�j�j

2

!
�m1

p
m1!

; (4.21)

sendo � um n�umero 
omplexo.
Nota-se que neste 
aso a distribui�
~ao do "n�umero de f�otons"relativos aos

operadores Ây1Â1 e Ây2Â2 envolve tanto a Binomial quanto a Poisson, n~ao
sendo t~ao simples quanto no 
aso anterior.

Mistura estat��sti
a t�ermi
a

Por �m, 
onsideramos a 
avidade 2 em um estado de n�umero 
om n2 f�otons
e a 
avidade 1 em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a [28℄, sendo, portanto,
o operador densidade deste sistema no instante ini
ial es
rito, na base de
estados de n�umero original, 
omo:

�(0) =
1X

m1=0

Rm1
jm1; n2ia hm1; n2ja 
 jai haj ; (4.22)

onde

Rm1
=

(nth)
m1

(1 + nth)m1+1
; (4.23)

e nth �e o n�umero m�edio de f�otons �a temperatura T , dado por [28℄:

nth =
1X

m1=0

m1Rm1
=

1

expf�h!1=KbTg � 1
:

Es
rito na nova base de n�umeros, �(0) �
a:
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�(0) =
1X

m1=0

m1+n2X
M;N=0

Rm1
P (N;m1; n2)P (M;m1; n2)� (4.24)

jN;m1 + n2 �NiA hM;m1 + n2 �M jA 
 jai haj ;

4.3.1 Invers~ao Atômi
a

Para as três 
ondi�
~oes ini
iais apresentadas, equa�
~oes (4.17), (4.19) e (4.22),
a equa�
~ao para a invers~ao atômi
a possui o mesmo formato, mudando apenas
a distribui�
~ao do n�umero de f�otons:

w(t) =
1X

m1=0

m1+n2X
N=0

Rm1
(P (N;m1; n2))

2 
os(2qgt
q
m1 + n2 �N + 1); (4.25)

onde Rm1
depende da prepara�
~ao ini
ial da 
avidade 1 e �e dado pela equa�
~ao

(4.23) no 
aso da mistura estat��sti
a. Para o estado 
oerente, Rm1
= jPm1

j2,
onde Pm1

�e dado por (4.21). No 
aso do estado de n�umero jn1i, Rm1
= Æm1;n1 .

Estado de n�umero

As �guras 4.2 e 4.3 representam a invers~ao atômi
a em fun�
~ao do tempo
feitas a partir da equa�
~ao (4.25), 
om a 
avidade 2 no estado de v�a
uo e a

avidade 1 em estado de n�umero. Na primeira �gura, onde n1 = 0, observa-se
um 
omportamento muito semelhante ao 
aso do J-C 
onven
ional, onde a
inver�
~ao atômi
a os
ila 
ossenoidalmente no tempo. A diferen�
a est�a apenas
na freq�uên
ia. Isto �e poss��vel de ser entendido observando a equa�
~ao (4.18),
a qual mostra que P (N;m1; 0) = ÆN;0, para m1 = 0.

No 
aso da �gura 4.3, onde n1 = 20, a diferen�
a en
ontrada em rela�
~ao
ao que a
onte
e no J-C 
onven
ional �e maior. Observa-se aqui o fenômeno
de 
olapso e ressurgimento, mesmo ambas as 
avidades estando em estados
de n�umero. Nota-se que, no modelo 
onven
ional, este fenômeno n~ao o
orre
quando a 
avidade �e ini
ialmente preparada em um estado de n�umero, inde-
pendentemente da quantidade de f�otons.

Um outro aspe
to interessante �e que a �gura 4.3 �e semelhante �a �gura 1.1,
a qual mostra o gr�a�
o para a invers~ao atômi
a de um Jaynes-Cummings de
uma 
avidade, 
om o 
ampo preparado ini
ialmente em um estado 
oerente
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Figura 4.2: Invers~ao atômi
a em fun�
~ao do tempo para as duas 
avidades
ini
ialmente preparadas no estado de v�a
uo.


om � = 5. Este 
omportamento pode ser entendido observando a equa�
~ao
da invers~ao atômi
a de ambos os 
asos:

wJC(t) =
1X
n=0

jPnj2 
os(2gt
p
n+ 1); (4.26)

para o 
aso do J-C 
onven
ional, onde

Pn =
�ne�j�j

2=2

p
n!

;

e, para o 
aso de duas 
avidades,

w(t) =
m1X
N=0

[P (N;m1; 0)℄
2 
os(2qgt

q
m1 �N + 1): (4.27)

H�a dois aspe
tos relevantes na 
ompara�
~ao: a distribui�
~ao do n�umero
de f�otons e a freq�uên
ia de Rabi. Embora a 
avidade 1 esteja preparada
ini
ialmente em um estado de n�umero, o fato dela estar a
oplada 
om a
segunda 
avidade faz 
om que a invers~ao atômi
a tenha uma somat�oria em
N e um fator peso dado por [P (N;m1; 0)℄

2, o qual possui o papel similar ao
de jPnj2 no 
aso do J-C 
onven
ional.
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Figura 4.3: Invers~ao atômi
a em fun�
~ao do tempo para a 
avidade 1 ini-

ialmente preparada no estado de n�umero 
om 20 f�otons e a 
avidade 2 no
estado de v�a
uo.

Quanto �a freq�uên
ia de Rabi, para o 
aso de duas 
avidades, ela assume
a forma


R = qg
q
m1 �N + 1; (4.28)

a qual �e diferente do 
aso de uma 
avidade:


R = g
p
n+ 1: (4.29)

Portanto, se estimarmos o tempo de ressurgimento para o 
aso de duas

avidades, baseados no que foi apresentado na se�
~ao 1.5.5, equa�
~ao (1.66),
en
ontramos que

2�k � qgtR

q
n1 � �N + 1� qgtR

q
n1 � �N � qgtRq

n1 � �N
(4.30)

) gtR � 2�k

q

q
n1 � �N;

sendo �N = hÂy
1Â1i = p2m1.

Para os valores utilizados para o 
�al
ulo da �gura 4.3, Æ = 0 , que impli
a
em q = 1p

2
, n1 = 20 e �N = p2n1 = 10, temos que

gtR � 2�
p
2
p
10 � 30;

valor que �e observado na �gura 4.3.
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Estado 
oerente

A �gura 4.4 mostra o 
omportamento da invers~ao atômi
a em fun�
~ao do
tempo 
om a 
avidade 1 preparada em um estado 
oerente 
om � = 3 e a

avidade 2 em um estado de v�a
uo. Ao 
ompararmos 
om o 
aso de uma

avidade, �gura 4.5, observamos uma diminui�
~ao na freq�uên
ia de os
ila�
~ao
e um pequeno aumento no tempo de ressurgimento. Assim 
omo no 
aso do
estado de n�umero, essas diferen�
as o
orrem porque na nova base de estado o

ampo na 
avidade 1 n~ao estaria em um estado 
oerente, mas sua distribui�
~ao
do n�umero de f�otons, em rela�
~ao �a hÂy

1Â1i e hÂy
2Â2i, �e 
ombina�
~ao da Poisson


om a Binomial. Al�em disso, a 
onstante de a
oplamento g na equa�
~ao da
invers~ao atômi
a est�a multipli
ada por q, tornando a freq�uên
ia de Rabi
menor (q � 1, equa�
~ao (2.17)).
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Figura 4.4: Invers~ao atômi
a em fun�
~ao do tempo para a 
avidade 1 ini
ial-
mente preparada no estado 
oerente 
om � = 3 e a 
avidade 2 no estado de
v�a
uo.
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Figura 4.5: Invers~ao atômi
a em fun�
~ao do tempo para o Jaynes-Cummings
de uma 
avidade isolada, para o 
ampo ini
ialmente no estado 
oerente 
om
� = 3.
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Mistura estat��sti
a t�ermi
a

Considerando a 
avidade 1 em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a, para um
baixo n�umero de f�otons t�ermi
os (nth = 0; 5), e a 
avidade 2 preparada
ini
ialmente em um estado de n�umero 
om n2 = 20, tamb�em observamos o
fenômeno de 
olapso e ressurgimento da invers~ao atômi
a, �gura 4.6.

Nota-se que no modelo Jaynes-Cummings 
onven
ional, quando a 
avi-
dade �e preparada ini
ialmente em um estado de mistura estat��sti
a t�ermi
a,
o fenômeno de 
olapso e ressurgimento n~ao o
orre na invers~ao atômi
a para
baixos valores de nth. Para efeito de 
ompara�
~ao, na �gura 4.7 apresentamos
a inves~ao atômi
a para o sistema �atomo-
ampo de uma �uni
a 
avidade, 
om
o 
ampo preparado ini
ialmente em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a, 
om
nth = 0; 5. Observa-se na �gura 4.6, 
aso de duas 
avidades, um 
omporta-
mento 
ompletamente diferente do que apare
e no 
aso de uma 
avidade, em
situa�
~oes semelhantes.
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Figura 4.6: Invers~ao atômi
a em fun�
~ao do tempo para a 
avidade 1 ini-

ialmente preparada em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a 
om nth = 0; 5 e a

avidade 2 no estado de n�umero 
om 20 f�otons.
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Figura 4.7: Invers~ao atômi
a para o modelo J-C 
onven
ional, 
om a 
avidade
ini
ialmente preparada em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a 
om nth = 0; 5.
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4.3.2 N�umero M�edio de F�otons

A express~ao para o n�umero m�edio de f�otons em 
ada uma das 
avidades �e
dada por

hn̂ii(t) =
1X

m1=0

Rm1

(
m1+n2X
N=0

h
K2

iN + J2i (m1 + n2 �N) (4.31)

+ J2i sin
2(qgt

q
m1 + n2 �N + 1)

�
(P (N;m1; n2))

2

+ (�1)i+1pq
m1+n2�1X

N=0

�p
N + 1

q
m1 + n2 �N

� 
os(qgt
q
m1 + n2 �N + 1) 
os(qgt

q
m1 + n2 �N)

+
p
N + 1

q
m1 + n2 �N + 1

� sin(qgt
q
m1 + n2 �N + 1) sin(qgt

q
m1 + n2 �N)

�

� P (N;m1; n2)P (N + 1; m1; n2)2 
os[(
1 � 
2)t℄

)
;

onde K1 = J2 = p e K2 = J1 = q.
Aqui, Rm1

tamb�em �e dada pela equa�
~ao (4.23) no 
aso da 
avidade 1 ser
preparada ini
ialmente em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a. Para o 
aso de
um estado 
oerente temos que Rm1

= jPm1
j2, onde Pm1

�e dado por (4.21).
No 
aso do estado de n�umero jn1i, Rm1

= Æm1;n1.
Podemos 
omparar esta express~ao 
om a equa�
~ao de hâyâi para o modelo

Jaynes-Cummings de uma 
avidade, dada por:

hâyâi =
1X
n=0

Rn

n
n + sin2

�
gt
p
n+ 1

�o
(4.32)

Observamos que, ao 
ontr�ario da invers~ao atômi
a, a express~ao para o
n�umero m�edio de f�otons do sistema de duas 
avidades, equa�
~ao (4.31), �e bas-
tante diferente da express~ao para Jaynes-Cummings 
onven
ional, equa�
~ao
(4.32). A maior diferen�
a est�a nos 
in
o �ultimos termos de (4.31), os quais
apare
em devido ao fato de ây1â1 e â

y
2â2 possuirem termos do tipo Ây1Â2, quan-

do es
ritos em termos desses novos operadores. Nota-se que hÂy1Â1i(t) =
hÂy1Â1i(t = 0), pois na express~ao do operador de evolu�
~ao temporal (4.11)
Ây1 e Â1 n~ao apare
em. Al�em disso, se 
al
ul�assemos hÂy2Â2i, ter��amos 
omo
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resultado uma express~ao semelhante �a equa�
~ao (4.32), 
uja �uni
a diferen�
a
seria o apare
imento do fator peso [P (N;m1; n2)℄

2 multipli
ando Rn.
Por esses motivos, os gr�a�
os de hn̂ii(t) n~ao se assemelham 
om o 
a-

so do modelo Jaynes-Cummings em nenhuma prepara�
~ao ini
ial do 
ampos
das 
avidades 1 e 2. As �guras 4.8 e 4.9 mostram o 
omportamento de
hn̂1i(t) e hn̂2i(t) 
onsiderando 
omo 
ondi�
~ao ini
ial a 
avidade 2 no esta-
do de v�a
uo nos dois 
asos, 
avidade 1 no estado n�umero 
om 20 f�otons na
primeira �gura e no estado 
oerente 
om � = 3 na segunda. Observamos
que ambas as 
urvas n~ao seguem o 
omportamento de senos ou 
ossenos pu-
ramente, mas existe um fenômeno de batimento. Entretanto, ao 
ontr�ario
da invers~ao atômi
a, o fenômeno de 
olapso e ressurgimento n~ao �e observa-
do na mesma forma que o
orre no Jaynes-Cummings de uma 
avidade. Ele
apare
e quando observamos a evolu�
~ao temporal da soma do n�umero m�edio
de f�otons das 
avidades em fun�
~ao do tempo, mostrado na �gura 4.10, pois
hây1â1i + hây2â2i = hÂy

1Â1i + hÂy
2Â2i. Al�em disso, observamos que em m�edia,

os f�otons de redistribuem 
om metade dos f�otons nas duas 
avidades.
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Figura 4.8: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo para a 
avidade
1 ini
ialmente preparada no estado de n�umero 
om 20 f�otons e a 
avidade 2
no estado de v�a
uo.
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Figura 4.9: N�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo das duas 
avidades

om a 
avidade 1 ini
ialmente preparada no estado 
oerente 
om � = 3 e a

avidade 2 no estado de v�a
uo.
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Figura 4.10: Soma do n�umero m�edio de f�otons em fun�
~ao do tempo das duas

avidades 
om a 
avidade 1 ini
ialmente preparada no estado de n�umero 
om
20 f�otons e a 
avidade 2 no estado de v�a
uo.
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4.3.3 Pureza

Nesta se�
~ao, vamos analizar o 
omportamento do parâmetro � para o 
am-
po das 
avidades e para o �atomo, de�nido pelas equa�
~oes (4.16). Embora
a entropia quânti
a, de�nida por Trf�i;j ln(�i;j)g seja mais adequada para
a medida da pureza do 
ampo, o parâmetro � de�nido por (4.16) possui
um 
omportamento semelhante ao da entropia [29℄. Ao 
al
ularmos este
parâmetro, obtemos as seguintes express~oes

�a =
1

2
�1

2

8<
:

1X
m1=0

m1+n2X
N

Rm1
[P (N;m1; n2)℄

2 
os
�
2qgt

q
m1 + n2 �N + 1

�9=
;
2

;

(4.33)
onde Rm1

�e dada pela equa�
~ao (4.23) no 
aso da 
avidade 1 ser preparada
ini
ialmente em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a e Rm1

= Æm1;n1 no 
aso do
estado de n�umero jn1i. A 
avidade 2 foi sempre 
onsiderada em um estado
de n�umero 
om n2 f�otons.

�1 = 1�
1X

n1=0

( 1X
m2=0

Rn1+m2�m2

�����
n1+m2X
N=0

P (N; n1; m2)P (N; n1 +m2 � n2; n2)

expf�iN(
1 � 
2)g 
os(qgt
q
n1 +m2 �N + 1)

����2

+
1X

m2=0

Rn1+m2�n2�1

�����
n1+m2�1X

N=0

P (N; n1; m2)P (N; n1 +m2 � n2 � 1; n2)

expf�iN(
1 � 
2)g sin(qgt
q
n1 +m2 �N)

����2
)2

; (4.34)

�2 = 1�
1X

m2=0

( 1X
n1=0

Rn1+m2�m2

�����
n1+m2X
N=0

P (N; n1; m2)P (N; n1 +m2 � n2; n2)

expf�iN(
1 � 
2)g 
os(qgt
q
n1 +m2 �N + 1)

����2

+
1X

n1=0

Rn1+m2�n2�1

�����
n1+m2�1X

N=0

P (N; n1; m2)P (N; n1 +m2 � n2 � 1; n2)

expf�iN(
1 � 
2)g sin(qgt
q
n1 +m2 �N)

����2
)2

: (4.35)
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Aqui tamb�em temos uma diferen�
a grande 
om o que a
onte
e 
om o
sistema �atomo-
ampo de uma e de duas 
avidades. Para o J-C 
onven
ional,
o parâmetro � do �atomo e do 
ampo, para as 
ondi�
~oes ini
iais 
on
ideradas,
possuem a mesma express~ao, dada por:

�JC =
1

2
� 1

2

( 1X
m=0

Rm 
os(2gt
p
m + 1)

)2
; (4.36)

para o �atomo ini
ialmente no estado ex
itado. Rm �e dada pela equa�
~ao (4.23)
no 
aso da 
avidade 1 ser preparada ini
ialmente em uma mistura estat��sti
a
t�ermi
a. Para o 
aso de um estado 
oerente, Rm = jPmj2, onde Pm �e dado
por (4.21) e Rm = Æm;n no 
aso do estado de n�umero jni.

Novamente, o parâmetro referente ao �atomo, �a possui 
omportamento
semelhante ao que a
onte
e 
om �JC do sistema de uma 
avidade, mudando-
se a distribui�
~ao do n�umero m�edio e f�otons e a 
onstante de a
oplamento g.
Por outro lado, assim 
omo a
onte
eu 
om o n�umero m�edio de f�otons, �1 e
�2 
omportam-se de maneira 
ompletamente diferente do que a
onte
e 
om
o 
ampo do modelo J-C 
onven
ional.

Estado de n�umero

Analisando para a express~ao (4.36), notamos que, para J-C 
onven
ional, se
o 
ampo da 
avidade �e 
olo
ado ini
ialmente em um estado de n�umero, �JC
os
ila 
ossenoidalmete no tempo. Entretanto, para o 
aso de duas 
avidades,
�a, �1 e �2 s�o possuem este 
omportamento se ambas as 
avidades forem
preparadas ini
ialmente no estado de v�a
uo.

As �guras 4.11 e 4.12, mostram o 
omportamento de �1, �2 e �a em fun�
~ao
do tempo 
onsiderando-se as duas 
avidades ini
ialmente no estado de v�a
uo.
Observamos que em todos os 
asos o 
omportamento de �i os
ila 
ossenoidal-
mente. Entretanto, para o �atomo a freq�uên
ia �e maior.

Considerando agora o valor de n1 = 20, observamos que a diferen�
a entre
�1, �2 e �a �e maior. A �gura 4.13 mostra o gr�a�
o de �1 e �a em fun�
~ao do
tempo e a 4.14 o 
omportamento de �2. Embora �a n~ao assuma mais valores
nulos, este parâmetro n~ao toma valores maiores que 0,5. Por outro lado, �1
e �2 assumem valores pr�oximos de 1. Isto signi�
a que as 
avidades possuem
um grau de mistura muito maior que o �atomo.

Comparando-se os 
asos 
om n1 = 0 (�guras 4.11 e 4.12) e 
om n1 = 20
(�guras 4.13 e 4.14), observamos que, quanto maior o n�umero de f�otons
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ini
iais, maior o grau de mistura do sistema. Isto pode ser expli
ado pelo
fato de que, quanto maior o valor de n1 e/ou n2, maior o n�umero de estados
da nova base que 
omp~oe jn1; n2i (equa�
~ao (4.17)).
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Figura 4.11: Parâmetro �1 e �2 para as 
avidades em fun�
~ao do tempo, 
on-
siderando a 
avidade 1 e a 
avidade 2 ini
ialmente preparadas no estado de
v�a
uo.
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Figura 4.12: Parâmetro �a para o �atomo em fun�
~ao do tempo 
onsiderando
a 
avidade 1 e a 
avidade 2 ini
ialmente preparadas no estado de v�a
uo.
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Figura 4.13: Parâmetro �1 para a 
avidade 1 e �a para o �atomo em fun�
~ao do
tempo, 
om a 
avidade 1 ini
ialmente preparada em um estado de n�umero

om n1 = 20 e a 
avidade 2 no estado de v�a
uo.
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Figura 4.14: Parâmetro �2 para a 
avidade 2 em fun�
~ao do tempo. A 
avidade
1 foi ini
ialmente preparada em um estado de n�umero 
om n1 = 20 e a

avidade 2 no estado de v�a
uo.
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Mistura estat��sti
a

Consideramos agora a 
avidade 1 em uma Mistura estat��sti
a t�ermi
a 
om
nth = 0; 5 e a 
avidade 2 em estado de n�umero 
om n2 f�otons. Observamos
neste 
aso, que �a tamb�em n~ao possui valor maior que 0; 5, independente-
mente do valor de n2. Entretanto, neste 
aso, quanto maior n2, maior o valor
de �1 e �2, 
hegando a um valor muito pr�oximo de 1 quando n2 = 20.

O 
omportamento de �a e �1 em fun�
~ao do tempo �e mostrado na �gura
4.15, quando n2 = 0, e na �gura 4.17 quando n2 = 20. O gr�a�
o de �2 em
fun�
~ao do tempo �e mostrado nas �guras 4.16 e 4.18 para n2 = 0 e n2 = 20,
respe
tivamente.

Nota-se que, quando 
olo
amos a 
avidade 1 em uma mistura estat��sti
a
o 
omportamento de �i, i = a; 1; 2, muda sensivelmente em rela�
~ao ao que
a
onte
e quando esta 
avidade �e preparada em um estado de n�umero. Mesmo

om um valor pequeno de nth, �i n~ao �e mais uma fun�
~ao 
ossenoidal do tempo.
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Figura 4.15: Parâmetro �1 para a 
avidade 1 e �a para o �atomo em fun�
~ao
do tempo 
onsiderando as 
avidades 1 e 2 ini
ialmente preparadas em uma
mistura estat��sti
a t�ermi
a, 
om nth = 0; 5, e no estado de v�a
uo, respe
ti-
vamente.
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Figura 4.16: Parâmetro �2 para a 
avidade 2 
onsiderando as 
avidades 1 e 2
ini
ialmente preparadas em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a, 
om nth = 0; 5,
e no estado de v�a
uo, respe
tivamente
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Figura 4.17: Parâmetro �1 para a 
avidade 1 e �a para o �atomo em fun�
~ao
do tempo 
onsiderando as 
avidades 1 e 2 ini
ialmente preparadas em uma
mistura estat��sti
a t�ermi
a, 
om nth = 0; 5, e estado de n�umero 
om n2 = 20.
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Figura 4.18: Parâmetro �2 para a 
avidade 2 em fun�
~ao do tempo 
onsideran-
do as 
avidades 1 e 2 ini
ialmente preparadas em uma mistura estat��sti
a
t�ermi
a, 
om nth = 0; 5, e estado de n�umero 
om n2 = 20.
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Cap��tulo 5

Con
lus~ao

Neste trabalho estudamos duas situa�
~oes envolvendo 
avidades a
opladas:
Uma envolvendo um reservat�orio t�ermi
o e a outra um �atomo de dois n��veis.
Para isto, estudamos primeiramente a diagonaliza�
~ao do Hamiltoniano do
sistema envolvendo as 
avidades 
om e sem a aproxima�
~ao de ondas girantes.

Observamos que, no 
aso do Hamiltoniano sem a aproxima�
~ao de ondas
girantes (O.G.), 
uidados devem ser tomados em rela�
~ao �a validade da ma-
triz de diagonaliza�
~ao do Hamiltoniano do subsistema 
ontendo as 
avidades
(equa�
~ao (2.6)). Para isso, mostramos 
asos onde as equa�
~oes en
ontradas
para o n�umero m�edio de f�otons nas 
avidades n~ao reproduz o resultado es-
perado para o 
aso limite de � ! 0, quando !1 = !2. Mostramos tamb�em
que esta divergên
ia o
orre apenas em valores espe
�i�
os de �, !1 e !2, uma
vez que 
onsiderando-se �! 0 por�em !1 6= !2, en
ontramos resultados para
o n�umero m�edio de f�otons nas 
avidades 
ompat��veis 
om o esperado. Por
outro lado, no Hamiltoniano 
om a aproxima�
~ao O.G. este problema n~ao
o
orre, uma vez que, em forma de matriz, o determinante desta transfor-
ma�
~ao de diagonaliza�
~ao �e sempre igual a -1. Al�em disso, os autovetores
deste 
aso s~ao fa
ilmente en
ontrados.

No Cap��tulo 3 dis
utimos o 
aso em que uma das 
avidades �e a
oplada
a um reservat�orio t�ermi
o. Entretanto, este tratamento pode ser fa
ilmente
expandido para o 
aso onde as duas 
avidades interagem 
om o reservat�orio,
sendo ne
ess�arias apenas algumas altera�
~oes nas 
onstantes �1 e �2 do Hamil-
toniano (3.1).

Foram apresentados os 
�al
ulos do n�umero m�edio de f�otons para as duas

avidades, onde ini
ialmente a 
avidade 2 possuia um f�oton e a 
avidade 1
estava no estado de v�a
uo. Observamos que a presen�
a. segunda 
avidade
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provo
a a diminui�
~ao da perda de f�otons para o ambiente externo. Embora
tenhamos utilizado a equa�
~ao mestra para estes 
�a
ulos, ela n~ao foi resolvida
no sentido de en
ontrarmos a express~ao para �(t). Este 
�al
ulo �e um trabalho
a ser feito que vai nos permitir en
ontrar outros parâmetros, tais 
omo a
pureza do 
ampo e a fun�
~ao de quasiprobabilidade Q(�).

A segunda situa�
~ao, onde uma das 
avidades interage 
om um �atomo de
dois n��veis, foi dis
utida no Cap��tulo 4. Neste 
aso, a presen�
a da segunda

avidade foi respons�avel pelo apare
imento do fenômeno de 
olapso e ressurg-
imento na invers~ao atômi
a mesmo quando a primeira 
avidade foi prepara-
da ini
ialmente no estado de n�umero e em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a.
Devemos lembrar tamb�em que, para estes estados ini
iais, este fenômeno de

olapso e ressurgimento n~ao apare
e no Jaynes-Cummings 
onven
ional. Isto
o
orre por 
ausa do apare
imento de uma nova distribui�
~ao de probabilidade
na invers~ao atômi
a, equa�
~ao (4.25), e por 
ausa da mudan�
a na freq�uên
ia
de Rabi, equa�
~ao (4.28).

Por outro lado, o n�umero m�edio de f�otons para 
ada uma das 
avidades,
h�n1i e h�n2i, apresentou um 
omportamento 
ompletamente diferente da in-
vers~ao atômi
a, n~ao sendo observado o 
olapso e ressurgimento na forma que
o
orre no modelo Jaynes-Cummings de uma 
avidade. Este fato tamb�em �e
oposto ao que a
onte
e 
om o modelo Jaynes-Cummings de uma 
avidade no
qual, invers~ao atômi
a e n�umero m�edio de f�otons apresentam (ou n~ao) o 
o-
lapso e ressurgimento para as mesmas 
ondi�
~oes ini
iais, por exemplo para o
estado 
oerente (estado de n�umero). Entretanto, este fenômeno �e observado
na soma de h�n1i e h�n2i.

Estes fatos podem ser entendidos se pensarmos que o �atomo \enxerga" as
duas 
avidades 
omo um �uni
o sistema. Assim, ele n~ao est�a interagindo 
om
um 
ampo em um estado de n�umero ou em uma mistura estat��sti
a t�ermi
a
puramente da 
avidade 1. Na verdade, ele est�a interagindo 
om o 
ampo
formado pelas duas 
avidades a
opladas.

Tamb�em podemos notar uma grande diferen�
a do sistema �atomo-
ampo
de duas 
avidades em rela�
~ao ao que o
orre 
om um sistema �atomo-
ampo

om dissipa�
~ao, dis
utido na se�
~ao 1.7. Neste �ultimo 
aso, 
uja 
avidade
interage 
om um sistema de muitos n��veis, um f�oton saindo do sistema �atomo-

ampo n~ao retorna mais, provo
ando apenas um de
aimento exponen
ial na
invers~ao atômi
a e no n�umero m�edio de f�otons. O fenômeno de 
olapso e
ressurgimento apare
e apenas nos mesmos 
asos que o sistema �atomo-
ampo
de uma 
avidade sem dissipa�
~ao [22℄, [23℄. Por outro lado, o sistema �atomo-

ampo 
om duas 
avidades �e 
onservativo. Um f�oton que vai para a segunda
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avidade pode voltar para a 
avidade 
om o �atomo.
Notamos que nesse sistema de duas 
avidades, o 
omportamento da pureza

para �atomo e 
ampos s~ao diferentes, independentemente da prepara�
~ao ini-

ial. Enquanto o parâmetro �, de�nido pelas equa�
~oes (4.16), n~ao passa do
valor 0,5 para o �atomo, quando 
al
ulado para o 
ampo de 
ada uma das

avidades este parâmetro aumenta 
om o n�umero m�edio de f�otons, podendo

hegar a valores pr�oximos de 1.

Devemos ressaltar que os 
omportamentos apresentados para este sistema
�atomo-
ampo 
om duas 
avidades �e espe
���
o para as 
ondi�
~oes apresen-
tadas, ou seja, para o intervalo de validades das aproxima�
~oes utilizadas e
para os valores utilizados das 
onstantes envolvidas (intervalo de freq�uên
ias,

onstantes de a
oplamentos, et
.), dis
utidos na se�
~ao 4.2.

Desta forma, embora tenhamos en
ontrado alguns resultados interes-
santes, ainda h�a alguns aspe
tos a serem estudados. Como por exemplo,
obter uma maneira alternativa �as aproxima�
~oes utilizadas. Prin
ipalmente
em rela�
~ao �a aproxima�
~ao feita na se�
~ao 4.1, a qual restringe muito o 
ampo
de validade dos resultados. Podemos explorar outras 
ara
ter��sti
as deste
sistema, tais 
omo o n�umero de n��veis do �atomo, o n�umero de 
avidades
a
opladas e a presen�
a de dissipa�
~ao.

Tamb�em podemos investigar o 
omportamento do estado do sistema em
fun�
~ao do tempo e analisar a possiblidade de 
olo
ar informa�
~ao em um
sistema de n-
avidades (uma 
avidade dividida 
om v�arios beam splitters)

om um �atomo de dois n��veis em 
ada uma delas.
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Apêndi
e A

Demostra�
~ao Alternativa da

Mudan�
a de Base Dis
utida no

Cap��tulo 2

Para demostrar a rela�
~ao (2.26), vamos es
rever a rela�
~ao entre as duas bases
da seguinte maneira:

jm1; m2ia =
X
N1;N2

P (N1; N2) jN1; N2iA; (A.1)

sendo que a dependên
ia em m1 e m2 foi deixada impl��
ita por 
omodidade.
De a
ordo 
om as transforma�
~oes (2.11) podemos es
rever:

ay1a1 = p2Ay
1A1 + q2Ay

2A2 + qp(Ay
2A1 + Ay

1A2); (A.2)

ay2a2 = q2Ay
1A1 + p2Ay

2A2 � qp(Ay
2A1 + Ay

1A2):

Para en
ontrar uma equa�
~ao para P (N1; N2), vamos apli
ar ây1â1 no es-
tado (A.1) e utilizar as rela�
~oes (A.2), obtendo:

ay1a1 jm1; m2ia = m1 jm1; m2ia = m1

X
N1;N2

P (N1; N2) jN1; N2iA (A.3)

=
X
N1;N2

P (N1; N2)
n
(p2N1 + q2N2) jN1; N2iA

+ qp
�q

N1 + 1
q
N2 � 1 jN1 + 1; N2 � 1iA

+
q
N1 � 1

q
N2 + 1 jN1 � 1; N2 + 1iA

��
:
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Multipli
ando-se ambos os lados desta equa�
~ao por hM1;M2j, obtemos a
seguinte equa�
~ao para P (N1; N2):

P (N1; N2)(m1 � p2N1 � q2N2) = qp
�q

M1 + 1
q
N2P (N1 + 1; N2 � 1)

+
q
M1

q
N2 + 1P (N1 � 1; N2 + 1)

�
(A.4)

Se �zermos o mesmo pro
edimento para ây2â2 apli
ado no estado (A.1),
obtemos a seguinte equa�
~ao:

P (N1; N2)(m2 � p2N2 � q2N1) = �qp
�q

M1 + 1
q
N2P (N1 + 1; N2 � 1)

+
q
M1

q
N2 + 1P (N1 � 1; N2 + 1)

�
(A.5)

Subtraindo-se as equa�
~oes (A.4) e (A.5), obtemos:

P (N1; N2)(m1 �m2 + (q2 � p2)N1 + (p2 � q2)N2) = (A.6)

2pq
�q

M1

q
N2 + 1P (N1 � 1; N2 + 1) +

q
M1 + 1

q
N2P (N1 + 1; N2 � 1)

�
:

Somando-se as equa�
~oes (A.4) e (A.5), obtemos:

P (N1; N2)(m1 +m2 �N1 �N2) = 0;

portanto
m1 +m2 = N1 +N2 =) N2 = m1 +m2 �N1: (A.7)

Como N2 � 0, N1 deve se restringir ao intervalo 0 � N1 � m1 +m2.
Uma vez que P (N1; N2) tem valores n~ao nulos apenas quando N2 obede
e

�a rela�
~ao (A.7), podemos suprimir o ��ndi
e N2 de P e es
rever N1 = N .
Expli
itando agora a dependên
ia em m1 e m2, a express~ao (A.1) pode ser
rees
rita 
omo:

jm1; m2ia =
m1+m2X
N=0

P (N;m1; m2) jN;m1 +m2 �NiA: (A.8)

A equa�
~ao (A.8) nos d�a uma rela�
~ao de re
orrên
ia que permite 
al
ular
os valores de P (N). Na nova nota�
~ao temos:
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� Para N = 1

P (1; m1; m2) =
P (0; m1; m2)(p

2m1 � q2m2)

pq
p
m1 +m2

; (A.9)

� Para 1 � N � m1 +m2 � 1

P (N;m1; m2) =
P (N � 1; m1; m2)(p

2m1 � q2m2 + (q2 � p2)(N � 1)

pq
p
N
p
m1 +m2 �N + 1

+
P (N � 2; m1; m2)

p
N � 1

p
m1 +m2 �N + 2p

N
p
m1 +m2 �N + 1

; (A.10)

� Para N = m1 +m2

P (m1 +m2; m1; m2) =
P (m1 +m2 � 1; m1; m2)pq

p
m1 +m2

(q2m1 � p2m2)
: (A.11)

O valor de P (0; m1; m2) �e 
al
ulado impondo-se a 
ondi�
~ao de normal-
iza�
~ao para jm1; m2i:

h m1; m2 jm1; m2ia = 1 =)
m1+m2X
N=0

jP (N;m1; m2)j2 = 1: (A.12)
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Apêndi
e B

�n1(t) e �n2(t) para Cavidades

Ini
ialmente em Estados

Coerentes Deslo
ados

Apresentamos agora a express~ao para o n�umero m�edio de f�otons �n1 e �n2, do
sistema de duas 
avidades interagindo 
om o reservat�orio t�ermi
o, estudado
no Cap��tulo 3, 
onsiderando !1 = !2 = ! e �1 = �2 = �. Como 
ondi�
~ao ini-

ial vamos es
rever o 
ampo nas 
avidades em um estado 
oerente deslo
ado
[30℄:

j	1;2i (0) = jn1; �1;n2; �2i = D̂1(�1)D̂2(�2) jn1; n2i ; (B.1)

onde D̂j(�j) = exp(�j â
y
j � ��j âj) �e o operador deslo
amento de Glauber, e

os ��ndi
es j = 1 e j = 2 
orrespondem �as 
avidades 1 e 2, respe
tivamente.
� = j�jjei�j �e um n�umero 
omplexo que se rela
iona 
om o valor m�edio de

âyj âj por:

hâyj âji = hn1; �1;n2; �2j âyj âj jn1; �1;n2; �2i = nj + j�jj2:
Para !1 = !2 = !, os parâmetros apresentados junto 
om a equa�
~ao (2.6)

tornam-se:

sin(�) = 
os(�) =
1p
2
;


2
1 = !2 + 2�!; 
2

2 = !2 � 2�!;

S�
1 � S�

11 = S�
12 =


1 � !

2
p
!
1

; S�
2 � S�

21 = S�
22 =


2 � !

2
p
!
2

:
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Desta forma, as express~oes para �n1(t) e �n2(t) podem ser es
ritas sob a
forma:

�n1(t) = hây1â1i(t) =
(S�1 )

2 + (S�2 )
2

2
(B.2)

+ hAy
1A1i(t)(S

+
1 )

2 + (S�1 )
2

2
+ hAy

2A2i(t)(S
+
2 )

2 + (S�2 )
2

2

� hAy
1A

y
1 + A1A1i(t)S

+
1 S

�
1

2
� hAy

2A
y
2 + A2A2i(t)S

+
2 S

�
2

2

+ hAy
1A2 + Ay

2A1i(t)S
+
2 S

+
1 + S�2 S

�
1

2

� hAy
1A

y
2 + A1A2i(t)S

+
1 S

�
2 + S+

2 S
�
1

2
;

�n2(t) = hây2â2i(t) =
(S�1 )

2 + (S�2 )
2

2
(B.3)

+ hAy
1A1i(t)(S

+
1 )

2 + (S�1 )
2

2
+ hAy

2A2i(t)(S
+
2 )

2 + (S�2 )
2

2

� hAy
1A

y
1 + A1A1i(t)S

+
1 S

�
1

2
� hAy

2A
y
2 + A2A2i(t)S

+
2 S

�
2

2

� hAy
1A2 + Ay

2A1i(t)S
+
2 S

+
1 + S�2 S

�
1

2

+ hAy
1A

y
2 + A1A2i(t)S

+
1 S

�
2 + S+

2 S
�
1

2
:

As m�edias hAy
jAji, hAjAji, hA2A1i e hAy

2A1i s~ao 
al
uladas atrav�es das
equa�
~oes (3.6) e (3.7), resultando em:

hAy
jAji(t) = �N(
j) +

�
C1j � �N(
j)

�
e��2j�t; (B.4)

hAy
jA

y
j + AjAji(t) = f2<fC2jg 
os(2
jt) + 2=fC2jg sin(2
jt)g e��2

j
�t;

hAy
1A2 + A1A

y
2i(t) = f2<fC3g 
os[(
1 � 
2)t℄+

2=fC3g sin[(
1 � 
2)t℄g e�(�21+�2
2
)�t=2;

hAy
1A

y
2 + A1A2i(t) = f2<fC4g 
os[(
1 + 
2)t℄+

2=fC4g sin[(
1 + 
2)t℄g e�(�21+�2
2
)�t=2;

onde <fxg e =fxg s~ao as partes real e imagin�aria de x, respe
tivamente.
Para j = 1 ou j = 2, C1j, C2j, C3 e C4 s~ao 
onstantes determinadas pelas
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ondi�
~oes ini
iais dadas por:

C1j = (S�j )
2 +

S+
j S

�
j

2

(
2X

k=1

j�kj2 
os(2�k) + (�1)j+12j�1jj�2j 
os(�1 + �2)

)

+
(S+

j )
2 + (S�j )

2

2

(
2X

k=1

(j�kj2 + nk) + (�1)j+12j�1jj�2j(
os(�1 � �2)

)
;

C2j =
(S+

j )
2 + (S�j )

2

2

(
2X

k=1

j�kj2 
os(2�k) + (�1)j+12j�1jj�2j 
os(�1 + �2)

)

+
S+
j S

�
j

2

(
2X

k=1

(j�kj2 + nk) + (�1)j+12j�1jj�2j 
os(�1 + �2)

)

+ i
(S+

j )
2 � (S�j )

2

2

(
2X

k=1

j�kj2 sin(2�k) + (�1)j+12j�1jj�2j sin(�1 + �2)

)
;

C3 =
S+
2 S

+
1 + S�2 S

�
1

2

2X
k=1

(�1)k+1(j�kj2 + nk)

+
S+
2 S

�
1 + S�2 S

+
1

2

2X
k=1

(�1)k+1j�kj2
os(2�k)

+ i
S�2 S

+
1 + S+

2 S
�
1

2

2X
k=1

(�1)k+1j�kj2sin(2�k)

+ ifS�2 S�1 � S+
2 S

+
1 gj�1jj�2j sin(�1 � �2);

C4 =
S+
2 S

�
1 + S�2 S

+
1

2

2X
k=1

(�1)k+1(j�kj2 + nk)

+
S+
2 S

+
1 + S�2 S

�
1

2

2X
k=1

(�1)k+1j�kj2
os(2�k)

+ i
S�2 S

�
1 � S+

2 S
+
1

2

2X
k=1

(�1)k+1j�kj2sin(2�k)

+ ifS�2 S+
1 � S+

2 S
�
1 gj�1jj�2j sin(�1 � �2):

85



Referên
ias Bibliogr�a�
as

[1℄ A. Luis and L.L. S�an
hez-Soto. Atom-�eld resonat intera
tion without
ex
hange of photons. Phys. Let. A, 252:130{136, 1999.

[2℄ D. Bouwmeester, A. Ekert, and A. Zeilinger. The Physi
s of Quantum

Information: Quantum Cryptography, Quantum Teleportation, Quan-

tum Computation. Ed. Springer, 2000.

[3℄ Hashem Zoubi, Meir Orenstien, and Amiram Ron. Coupled mi
ro
avi-
ties with dissipation. Phys. Rev. A, 62:033801, 2000.

[4℄ D. Mar
use. Light Transmition Opti
s. Robert E. Krieger Publishing
Company, Florida, 2nd edition, 1989.

[5℄ J. R. Pier
e. Coupling of modes of propagation. J. Appl. Phys., 25:179{
183, 1954.

[6℄ H. A. Haus, W. P. Huang, S. Kawakami, and N. A. Whitaker. Coupled-
mode theory of opti
al waveguides. J. Lightwave Te
hnol., LT-5(1):16{
23, 1987.

[7℄ Metod Skarja, Norma Manko�
 Bor�stnik, Markus L�o�er, and Herbert
Walther. Quantum interferen
e and atom-atom entanglement in a two-
mode, two-
avity mi
romaser.

[8℄ Yong Xu, Yi Li, Reginald K. Lee, and Ammon Yariv. S
attering-theory
analysis of waveguide-resonator 
oupling. Phys. Rev. E, 62(5):7389{
7403, 2000.

[9℄ Rodney Loudon. The Quantum Theory of Light. University of Press,
Oxford, 1973.

86



[10℄ C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Ro
, and G. Grynberg. Atom-Photon

Intera
tions. Wiley, New York, 1992.

[11℄ C. Cohen-Tannoudji, Bernard Diu, and Fran
k Lalo�e. Quantum Me-


hani
s, volume 1. Hermann and Jonh Wiley & Sons, 1977.

[12℄ M. F. Santos, E. Solano, and R. L. de Matos Filho. Conditional large
fo
k state preparation and �eld state re
onstru
tion in 
avity QED.
Phys. Rev. Lett., 87:093601, Aug. 2001.

[13℄ M. A. Andrade N. Estudo do fenomeno do 
olapso e reativa�
~ao em

�atomos de três e quatro n��veis interagindo 
om 
ampo de radia�
~ao quan-

tizado. Tese de Mestrado, Uni
amp, 1993.

[14℄ P. Meystre and M. Sargent III. Elements of Quantum Opti
s. Springer-
Verlag, 2nd edition, 1991.

[15℄ D. Jonathan. Estados pre-
orrela
ionados e an�alise de 
olapsos e

ressurgimentos no modelo de Jaynes-Cummings. Tese de Mestrado, Uni-

amp, 1997.

[16℄ L. P. A. Maia and B. Baseia. Estados n~ao-
l�assi
os do 
ampo luminoso.
Rev. Bras. Ens. F��si
a, 21(4):476{477, 1999.

[17℄ S.Haro
he and D. Kleppner. Cavity quantum ele
trodynami
s. Pysi
s

Today, 42(1):24{30, Jan. 1989.

[18℄ S.Haro
he. Cavity quantum opti
s. Pysi
s World, 4(3):33{39, Mar.
1991.

[19℄ M. Brune, F. S
hmidt-Kaler, A. Maali, J. Dreyer, E. Hagler, J. M.
Raimond, and S. Haro
he. Quantum rabi os
illation: A dire
t test of
�eld quantization in a 
avity. Phys. Rev. Lett., 76(11):1800{1803, 3 1996.

[20℄ H. J. Carmi
hael. Statisti
al Methods in Quantum Opti
s: Master Equa-

tions and Fokker-Plank Equations. Ed. Springer, 1999.

[21℄ H. Moya-Cessa, J. A. Roversi, S. M. Dutra, and A. Vidiella-Barran
o.
Re
overing 
oheren
e from de
oheren
e: A method of quantum-state
re
onstru
tion. Phys. Rev. A, 60(5):4029{4033, 1999.

87



[22℄ A.B. Klimov, S. M. Chumakov, J. C. Retamal, and C. Saavedra. An al-
gebrai
 approa
h to the Jaynes-Cummings model with dissipation. Phys.
Lett. A, 211:143{147, 1996.

[23℄ J. Gea-Bana
lo
he. Jaynes-Cummings model with quasi
lassi
al �elds:
The e�e
t of dissipation. Phys. Rev. A, 47(3):2221{2234, 1993.

[24℄ A. B. Klimbov and S. M. Chumakov. Semi
lassi
al quantization of the
evolution operator for a 
lass of opti
al-models. Phys. Lett. A, 202:145{
154, 1995.

[25℄ A. P. S. Moura. Efeito dos termos 
ontra-girantes no modelo de Jaynes-

Cummings. Tese de Mestrado, Uni
amp, 1997.

[26℄ A. Vidiella-Barran
o and J. A. Roversi. Statisti
al and phase proper-
ties of the binomial states of the ele
tromagneti
 �eld. Phys. Rev. A,
50(6):5233{5241, 1994.

[27℄ A. Josh and R. R. Puri. E�e
ts of atomi
 
oheren
e on 
ollapses and
revivals in the binomial state of the �eld. J. Mod. Opti
s, 36(5):557{570,
1988.

[28℄ Gerhard Rempe and Herbert Walther. Observation of quantum 
ollapse
and revival in a one-atom maser. Phys. Rev. Lett., 58(4):353{356, 1987.

[29℄ A. Vidiella-Barran
o, H. Moya-Cessa, and V. Bu�zek. Intera
tion of
superpositions of 
oherent states of light with two-level atoms. J. Mod.

Opti
s, 39(7):1441{1459, 1992.

[30℄ A. W�uns
he. Displa
ed fo
k states and their 
onne
tion to quasiproba-
bilities. Quantum Opti
s, 3(6):359{383, 1991.

88


	p.pdf
	FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA
	BIBLIOTECA DO IFGW -  UNICAMP



