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Resumo

Nesta dissertagdo apresentamos um procedimento matematico que permite obter expressdes analiticas
para a inversdo atdmica e fun¢do de Wigner no contexto do modelo de Jaynes-Cummings com campo ex-
terno quantico, considerando quaisquer campos na cavidade e externo. Essas solugdes sdo expressas na
forma integral, com os integrandos apresentando um termo comum que descreve o produto das distribui¢ées
de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan para cada campo, além de um kernel responsével pelo ema-
ranhamento. Considerando dois estados iniciais especificos para o sistema composto, o formalismo é entdo
aplicado para o célculo da inversdo atémica e da funcdo de Wigner, onde, em particular, mostramos como
a dessintonia e a amplitude do campo externo modificam o emaranhamento. Além disso, também obtemos
as distribui¢des de probabilidades maginais corretas, as quais decorrem do processo de integragdo sobre a

fungdo de Wigner em uma das varidveis do espago de fase.

vii



Abstract

In this thesis we present a mathematical procedure which leads us to obtain analytical solutions for the
atomic inversion and Wigner function in the framework of the driven Jaynes-Cummings model, for any
kinds of cavity and driving fields. Such solutions are expressed in the integral form, with their integrands
having a commom term that describes the product of the Glauber-Sudarshan quasiprobability distribution
functions for each field, and a kernel responsible for the entanglement. Considering two specific initial
states of the tripartite system, the formalism is then applied to calculate the atomic inversion and Wigner
function where, in particular, we show how the detuning and amplitude of the driving field modify the
entanglement. In addition, we also obtain the correct quantum-mechanical marginal distributions in phase

space.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de emaranhamento aparece naturalmente em Mecanica Quantica quando o principio da
superposicdo é aplicado a sistemas compostos. Assim, um sistema composto estd emaranhado quando suas
propriedades fisicas ndo podem ser descritas através do produto tensorial de operadores densidade associa-
dos as diferentes partes que constituem todo o sistema. Uma consequéncia imediata desse importante efeito
tem sua origem na teoria quantica de medidas [1]: o estado emaranhado de um sistema composto pode
revelar informacoes sobre suas diferentes partes. No entanto, essa informacao é extremamente sensivel ao
acoplamento dissipativo entre a medida macroscépica e o meio ambiente. De fato, estados emaranhados
envolvendo medidas macroscépicas sdo rapidamente transformados em misturas estatisticas de estados
produto, e esse rapido processo de relaxagdo caracteriza a decoeréncia [2-4]. De acordo com Raimond e
colaboradores [5]: “A decoeréncia por si mesma envolve emaranhamento uma vez que o objeto que realiza
a medida estd emaranhado com o meio. Se a informacédo vaza para o meio, o estado do medidor é obtido
tracando-se sob as varidveis deste meio ambiente, levando a uma mistura estatistica final. Esta anélise é to-
talmente consistente com a descri¢gdo de Copenhagen sobre medidas”. Além desses aspectos fundamentais,
estados emaranhados tem aplicacdes potenciais para processamento de informacdo e computagdo quantica
[6-9], teleportacdo quantica [10] e esquemas de criptografia quantica [11].

Um sistema fisico factivel para gerar estados emaranhados é aquele utilizado no Modelo de Jaynes-
Cummings (MJC), o qual descreve a interagdo da radiagdo com a matéria [12, 13]. Esse experimento é rea-
lizado em uma cavidade QED envolvendo dtomos cruzando cavidades supercondutoras (um por um) com
regimes de frequéncia e configuracoes diferentes, além de taxas de relaxacdo pequenas e bem conhecidas
[5]. Recentemente, muitos autores tem investigado o MJC com dois modos e/ou com um campo externo em
diferentes contextos, predizendo assim resultados novos e interessantes [14-28]. Entre eles, Solano e colabo-

radores [28] propuseram um método de geragdo de emaranhamento multiplo através da interacdo de um



sistema de N dtomos de dois niveis em uma cavidade com alto fator de qualidade, com um campo externo
classico e intenso. Segundo os autores, a principal vantagem do campo externo nesse sistema é a grande fle-
xibilidade na geracdo de estados emaranhados, desde que ele produza liberdade na escolha da dessintonia e
intensidade do campo. Por outro lado, Wildfeuer e Schiller [29] usaram o modelo do oscilador de Schwinger
para obter uma solugdo matematica para a geracdo de estados emaranhados de N fétons para o MJC de dois
modos. Aqui, nés desenvolvemos um procedimento matematico que nos permite obter solugdes compactas
para a inversdo atomica e fun¢do de Wigner para o MJC com um campo externo quantico, considerando
quaisquer campos na cavidade e externo. Em ambos os casos as solugdes sdo expressas na forma integral,
com seus integrandos apresentando um termo comum que descreve o produto das distribuigdes de quasi-
probabilidades de Glauber-Sudarshan [35] para cada campo e um kernel responséavel pela correlacdo. Para
ilustrar os resultados nés fixamos o campo na cavidade nos estados coerente par e impar [36], e 0 campo
externo no estado coerente. Em seguida, mostramos como a dessintonia e a amplitude do campo externo
modifica o emaranhamento no sistema em questdo via funcdo de Wigner.

Os topicos abordados aqui estdo dispostos da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos uma breve
introdugdo de alguns conceitos de éptica quantica, como nogdes de estados e operadores, demonstramos
o procedimento adotado para a quantizagdo do campo eletromagnético e algumas de suas principais pro-
priedades, fazemos uma revisdo sobre a interacdo da radiacdo com a matéria (MJC) e damos uma breve
abordagem as distribui¢des de quasi-probabilidade e emaranhamento. J& no capitulo 3, apresentamos
alguns resultados existentes na literatura para o modelo Jaynes-Cummings com um campo externo coe-
rente intenso, como, por exemplo, o esquema de detec¢do atdmica homédina de Wilkens e Meystre e suas
limita¢oes. Por fim, no capitulo 4 apresentamos o procedimento matematico que possibilitou a obtengdo
de expressdes analiticas para o modelo de Jaynes-Cummings com um campo externo quntico, além de
uma andlise qualitativa do emaranhamento nesse sistema composto via funcdo de Wigner. Nos apéndices
A, B e C mostramos, respectivamente, detalhes dos célculos das se¢des 3.4, 4.3 e 4.4. O capitulo 5 contém

conclusoes acerca dos resultados e perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo iremos introduzir alguns conceitos basicos de dptica quantica os quais sdo necessarios
para o entendimento de tépicos especificos abordados nos préximos capitulos. A discussdo desses conceitos
serd suscinta, explorando apenas o necessario para um melhor entendimento dos resultados expostos poste-
riormente. Desta maneira, mostraremos em primeiro lugar alguns conceitos bésicos de mecanica quantica,
como nogdes de estados e operadores. Em seguida, introduziremos brevemente o tépico quantizagdo do
campo eletromagnético. Também abordaremos o modelo proposto por Jaynes e Cummings, que descreve
processos simples de interacdo da radiacdo com a matéria, além de apresentar diferentes estados do campo
eletromagnético utilizados no estudo de efeitos genuinamente quanticos decorrentes do modelo em questdo.
Por final, apresentaremos uma breve introdugéo sobre a teoria das distribui¢des de quasi-probabilidade e
emaranhamento. As referéncias [31-39] sdo indicadas como leitura complementar a esse capitulo, tendo em

vista que foram a base para a disposigdo dos tépicos e de algumas passagens matematicas.

2.1 Preceitos basicos de Mecanica Quantica

O estado de um sistema quantico é descrito completamente por um vetor de estado no espago de Hilbert

denominado ket e denotado por |¢). Se [¢1) e |¢2) sdo possiveis estados, entdo a superposicdo

[¥) = a1|¢1) + az¢a) 2.1)

é também um estado do sistema com amplitudes complexas a; e as. O bra (| tem representagdo de estado

equivalente a

(| = ai (1] + a3 (¥ol, (2.2)
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em que a} e aj sdo os complexos conjugados de a; e as, respectivamente. O produto interno (ou produto
escalar) de dois estados |1)) e |p) é caracterizado pelo ntimero complexo (¢|p) ou seu complexo conjugado
(pl). Se o produto entre esses dois vetores é zero, dizemos que eles sdo ortogonais. Consequentemente, o

produto interno de um estado |¢)) com ele mesmo é real e maior que zero, ou seja,

(Yly) > 0. (2.3)

Se este produto interno é 1, ou seja, (|¢)) = 1, entdo diz-se que o estado estd normalizado. Se os estados

[t1) e |1p2) sdo ortonormais, entdo as amplitudes a; e a2 sdo dadas por
(1Y) = a1 = (P[Y1)”,
(Ya2|th) = az = (P[h2)™. (2.4)

Se [¢) é normalizado, entdo |a1|* + |az|? = 1. Assim podemos interpretar |a;|? e |a2|*> como a probabilidade
de encontrar o sistema nos estados |¢1) ou |i)2), respectivamente. A generalizacdo da Eq. (2.1) para a

superposicdo de n possiveis estados dar-se-a por
) = anlin), (2.5)
onde, para o caso de |¢)) normalizado e estados |1, tais que {(¢¥p|1m) = dnm, temos
D lan* = 1. (2.6)

A descricdo de um sistema na mecénica quantica torna-se completa com a introdugdo do conceito abs-
trato de operadores. Um operador A atuando sobre qualquer estado do sistema produz um outro es-
tado que, em geral, ndo é normalizado. O operador conjugado B de um operador B, segue as seguintes
condigoes:

BHt =B, B+C)'=B'+C,
(BC)! = C'Bf,  (AB)! = (\*BY), (2.7)
no qual C denota um outro operador e A um ntmero complexo. Um operador qualquer que satisfaz a

condicio A = A' é dito ser Hermitiano, com um observével A associado a este operador. Os autovalores A,

de A satisfazem a equagdo de autovalores
Al)‘n) = )\nl)‘n>: (2.8)
em que |A,) sdo os autoestados. A equacdo conjugada, trocando A,, por A, é

<)‘7n|AJr = (AmlA =A% (Aml, (2.9)
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sendo A um operador Hermitiano. Assim, fazendo o produto interno da equacdo acima com |\, ), ficamos

com
(Am[A[An) = An (Am[An) (2.10)
e, similarmente, se fizermos o produto de (\,,| com a primeira equagdo de autovalores, obteremos
(Am|A|An) = An{Am|An)- (2.11)
Desta maneira, temos que
(A = A)(Am[An) =0 (2.12)

onde, se m = n, podemos concluir que o autovalor A, é real pois (A,|\,) = 1. Para A,;, # A, 0s estados |Ap,)
e |A,) sdo ortogonais e ortonormais se {A;,|An) = dpmn. Portanto, operadores Hermitianos tem autovalores
reais associados com autoestados ortonormais. Medidas de A produzem um dos autovalores reais de A,

pois ao considerarmos o estado normalizado,
() = _anlAn), (213)
n

obteremos como probabilidade de que a medida resulte em A, o valor |a,|*. Se todos os possiveis estados
podem ser expressos na forma acima, entdo o conjunto |A,) é dito ser completo. Se dois autoestados or-
tonormais |\,,,) e |\,) possuem o mesmo autovalor ), entdo os estados sdo degenerados e a probabilidade

de obter o resultado X sera

am|? + |a,|?. O valor médio (A) encontrado com medidas de um ensemble de

sistemas preparados identicamente tem como definicao
(A) = (WIAJY) =) Anlan|”. (2.14)
n
A extensdo estatistica desse resultado é geralmente expressa em termos da varidncia

oa = (P|(A = (A))*[v), (2.15)

a qual é zero se e somente se |¢) for um autoestado de A.

O comutador de dois operadores A e B é definido como sendo
[A,B] = AB — BA. (2.16)

Se A e B sdo Hermitianos e [A, B] = 0, entdo os observéveis A e B sdo compativeis e os operadores A e B
tem em comum um conjunto de autoestados completos. Alguns ou todos os autoestados de observaveis in-
compativeis serdo diferentes. Para dois operadores Hermitianos vale a relagdo [A, B]f = —[A, B], enquanto

que o comutador de um operador A com o produto BC é facilmente reescrito como

[A,BC] = B[A, C] + [A, B]C. (2.17)
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Ja o anticomutador de dois operadores é definido como
{A,B} = AB + BA, (2.18)

sendo este preservado para A e B Hermitianos. As incertezas associadas com as medidas de observaveis

incompativeis A e B para quaisquer estados obedecem o principio da incerteza
1
ocAOB > §|([A,B])| (2.19)

Quando a inequagédo acima se torna uma igualdade, obtemos a relagdo de minima incerteza para os estados
de Ae B.

O produto externo de dois estados |¢1) e |¢2) é 0 operador projetor |1){p2| ou 0 seu conjugado |¢2) (1],
sendo este um operador Hermitiano se e somente se |p1) = |p2). Note que o projetor |¢1)({p2| atuando no
estado |¢) produz o estado {p2|1¥)|¢1), que é o estado |p;) multiplicado pelo nimero complexo (@2 |¢). Por
outro lado, um conjunto ortonormal completo de autovetores permite descrever o operador Hermitiano A

como segue:
A=Al (2.20)
Consequentemente, o operador f(A) também admite a expansado
F(A) = FOn)An) (Al (2.21)

em que |A,) é um autoestado de f(A) com autovalores f(\y).
A evolugado de um sistema fisico, representado pelo operador Hamiltoniano H, é descrito por intermédio

do vetor de estado |¢(t)) e governada pela equagdo de Schrodinger

., 0
ih (1)) = HIb (1), (222)

A solugdo dessa equagdo é dada por

[9(8) = U®)|4(0), (2.23)

no qual U(t) é o operador unitario em que Ut (t) = U~L(t) e que nos leva a (4(t)|¢(t)) = (4(0)|4(0)). Além

disso, o operador evolugido temporal também satisfaz a equagéo diferencial

_au()

cuja solugdo é U(t) = exp (—iHt)/h desde que H nédo dependa do tempo e ¢, = 0.
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Em algumas situagdes é usual introduzir a matriz densidade p através do operador Hermitiano
p= an|¢n><¢n| (P = |an). (2.25)
n
Desta maneira, o valor médio de A é dado por
(A) = Tr(pA), (2.26)

no qual “Tr” denota a operacdo traco, que é a soma dos elementos diagonais do produto pA em qualquer
base que consista de um conjunto ortonormal completo de estados. Vamos considerar, como exemplo, a

base |Ap,) para calcular o valor médio do operador A. Entdo, temos

Tr(pA) = > (Aml (Z Pn|¢n><wnlA> |Am)

m

= Z Pn<¢n|A|¢n>, (2‘27)

que coincide com o valor obtido na Eq. (2.26). Agora, ao considerarmos o operador A como sendo o

operador identidade, obtem-se
- Z P, =1, (2.28)
n

isto é, a soma de todas as probabilidades é igual a 1. Além disso, se fixarmos A = p ficamos com

ZP (nl (ZP |¢m) wm|) tn)
—ZZPP (5nm—ZP2<1 (2.29)

Consequentemente, diz-se que um sistema estd num estado puro quando a condigdo Tr(p?) = 1 for satis-
feita; caso contrério, se Tr(p) < 1, o sistema se encontra num estado de mistura. Convém mencionar que na
segunda igualdade da Eq. (2.27) foi utilizada uma importante propriedade da operagéo traco e que se refere

a permutagdo ciclica do produto de operadores, ou seja,
Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA). (2.30)

Além disso, para dois sistemas independentes, nés podemos escrever o estado composto [1)) como um

produto direto [¢p) = |A)|p), onde |A) e |p) sdo os estados dos dois sistemas.
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2.2 O Campo Eletromagnético Quantizado

Em 1927, Dirac [40] elaborou com sucesso a teoria quantica da radiagdo. Desde entdo, outras formulagoes
da teoria surgiram, algumas sendo indispenséveis para célculos de alta precisdo e para a formulagdo de
teorias relativisticas covariantes. Aqui, a abordagem de Dirac serd suficiente para nossos propésitos. Ini-
cialmente, vamos discutir a eletrodindmica cldssica mostrando que a Hamiltoniana do campo de radiagdo
pode ser escrita como a soma de Hamiltonianas de osciladores harménicos independentes. Em seguida,

abordamos o processo de quantizagdo do campo eletromagnético.

2.2.1 Eletrodinidmica Classica

Consideremos inicialmente a teoria classica de radiagdo em uma cavidade onde, por simplificagdo,
interagdes do campo com possiveis fontes (distribui¢oes de carga, por exemplo) estdo descartadas. As

equagdes de Maxwell para o campo eletromagnético no vacuo, em unidades gaussianas, sao [41]:

L. - - 10E

$.F=0 vxB-122_, (2.31)
c Ot

- . - 10B

v.B=0, ¥xB+28_y (2.32)
c Ot

Logo, a energia e o momentum linear associados ao campo sdo dados por

1 — — — 1 - -
H= —/ (B2 +|BP)dr e P= —/ (B x B)d®r, (2.33)
8 174 4rc v

no qual V representa o volume da cavidade em que estdo inseridos os campos eletromagnéticos. Podemos

expressar os campos eletromagnéticos E e B em termos dos potenciais vetorial e escalar (4, ¢) como segue:

. 104 Y oa .
E=V¢———, B=V xA. (2.34)
c Ot

Agora, se 0s potenciais forem transformados de acordo com as transformagdes de gauge

I , 19A
A5 A =A4VA e @4@:@—5‘98—7:. (2.35)

as equacgdes (2.35) sdo invariantes (A é uma fungdo escalar arbitrdria). Dessa forma, sempre podemos es-
colher o potencial vetor A de modo que VA=0 (gauge de Coulomb). Em particular, na auséncia de cargas

(® = 0), a solucdo da equacado de ondas para o potencial vetor A,

- 1824

permite-nos descrever completamente o campo eletromagnético para um dado ponto (x,y,z) num tempo t

qualquer. As solugdes reais da equagdo de onda para o potencial vetor que satisfazem condi¢des periddicas
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em uma caixa ctbica de volume V = L3, podem ser expandidas em série de Fourier como seguem:
o 1 N T
A = o= 3 [A,;(t)e““'r + Ax(t)e 7 ({ki} = ko, ky, k2, (2.37)
{k:}
onde a soma é sobre todos os valores possiveis de k; = (2n/L)n;, com i = z,y,zen; = 0,£1,+2,.... A
condicdo do gauge de Coulomb implica que kA, =0, 0u seja, as componentes de Fourier sdo perpendi-

culares ao vetor de propagacéo k. Consequentemente, f_f,; (A}) tem apenas duas componentes para cada

k:

At) = e, (D&,  (a=1,2), (2.38)

em que €;, = 1,2 denota os vetores de polarizagdo unitérios tais que k- €z, =0e€y L&y
Substituindo a série de Fourier (2.37) na equagdo de ondas (2.36), obtemos uma equacao diferencial para
os coeficientes c; (), ou seja,
d?cg(t)
dt?

Portanto, os coeficientes de Fourier oscilam harmoénicamente com frequéncia wy = c|k|, permitindo assim

+ wpeg, (1) = 0. (2.39)

obtermos uma expressao final para o potencial vetor

(= 1 i(k.F—wp * —i(k.F—wk
A(T,t) = 7 Z Ze,—c‘a [cEa(O)e (k. 8 _ ¢z, (0)e (k t)] . (2.40)
{ki} @«

Assim, os campos elétrico e magnético podem ser expressos em termos desses coeficientes de Fourier como

segue:
E(7) = — 7 S0 e, [oga (0 F ) — e (@) Frent],
Bt) = 7 2 2 (Fx &) [ora 07 =, e E70)]. @41
no qual utilizamos o fato de que
V x (é’,—c‘aeiﬂzj“_wkt) = 43 (E X e-’k‘a) eiiE'F_wkt.

Finalmente, a energia eletromagnética pode entdo ser escrita da seguinte forma [42]:

—1 2 x 1 2 %
H=353 PIPILROLNOE Imc? 30N wick (0)ci, (0). (2.42)
{ki} o {k:} a
Vamos agora definir as varidveis canonicas reais
1 *
Qia(t) = Vi [cic'a(t) +c; (t)] )

_ iwk . ok

Pea®) = 7= [cka(t) C,;a(t)] : (2.43)



CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 10

de modo que

P (t
¢, (t) = Vme? [QEQ (t) +i k;( )] . (2.44)
k
Em termos dessas novas varidveis, temos que
_ 1 2 212
H=35) > (Pzza + kaga) : (245)

{ki} o
Como H é constante, ndo é necessdrio especificar o argumento temporal das varidveis na expressdo acima.
Podemos também constatar nessa equagdo que a energia do campo eletromagnético livre pode ser colocada
na forma da Hamiltoniana de um conjunto de osciladores desacoplados, onde cada um desses osciladores
tem massa unitdria e frequéncia wy. Assim, através das equagées de Hamilton

Qp, =0H/0P;, e Py, =-0H/0Qp,, (2.46)

podemos obter diretamente as equagdes de movimento
Qr, +w?Qz, =0 e P +u’P. =0 (2.47)

Na eletrodindmica cléssica, as varidveis an e PEa sdo c-numbers e satisfazem o colchete de Poisson

{QEa’ Pk_"a’} = 612,1;’ 60‘75’1 :

2.2.2 Quantizacao do Campo Eletromagnético

A proposta de Dirac consiste em considerar @, e P, como operadores satisfazendo as regras de

comutacdo

[Pﬁa’ Pk_‘a’]
[leoﬂ Pl;’a’]

_

C(’
.
Bk

[Qsa» Qo] =0,
ih 62 o Baar- (2.48)

Além disso, embasados no principio da correspondéncia, vamos considerar (2.45) como o operador Hamil-
toniano do sistema quéntico.
Seguiremos agora o formalismo adotado habitualmente para o oscilador harmonico, introduzindo, para

cada oscilador do campo, os operadores de aniquilagdo e criagdo

_ [k . _Pg P
ap, = Ttha—kz\/ﬁ e aEa—(aEa)T, (2.49)

respectivamente, de modo que

[a,;a, al, a,} = 07 p0a,ar 1, (2.50)
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H=)" > hw (a}%aaga + %) : (2.51)

{ki} @
Subtraindo o termo constante e infinito da expressdo acima (que é equivalente a definir a energia de ponto-

zero como sendo aquela em que o termo infinito ndo estd presente), obtemos o Hamiltoniano

— toa.
H=Y % hwal ag, (2.52)
{ki} «
P . + . . .
Isto € equivalente a assegurar que os operadores ag, e a;. desempenham um papel similar aos dos coefici-
entes de Fourier ¢, e ;. , desde que se introduza um fator de escala que os torne adimensionais:
he?
Cka Wi Ao
he?
¢t = [ —al (h = 27h). (2.53)
ko wr ko

Uma vez que H = > /4 >, Hy,, onde H corresponde a uma soma de Hamiltonianos associados aos
diversos modos (k, ) e estes comutam entre si, os autovetores de H podem ser construidos a partir do
produto tensorial dos autovetores de Hp .

Cada modo pode ser tratado como um oscilador harménico unidimensional. Assim, introduzimos o

operador niimero

NEa = aEaaEa’ (254)
cujos autovalores sdonj, = 0,1,2,.... Um conjunto completo de autovetores de (2.52) ¢ dado por
(N, — 050 {nz, }) =0, (2.55)
com
| {nga}) - |nglal) ® |n]}'2a2> ®...= |nl_c‘1a1’nl_s;2az’ ) (256)
e
{({ng,} 1 {n,;a}) =11 Oy ome. =12 (2.57)

kisai
Os kets | {n;}) desempenham um papel central na teoria pois representam um conjunto completo de
estados estaciondrios do campo eletromagnético na cavidade, com autovalores de energia iguais a

E({ng,}) =" hwng,. (2.58)

{ki} «
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Consequentemente, o estado estaciondrio de menor energia € especificado pelos autovalores n;, = 0 para
-
todo (k,a). Este estado é chamado de vécuo e designado por |0). Todos os outros estados estacionarios

podem ser construidos a partir deste através da férmula

a- 4
{nz 2y = ] —22—o10), (2.59)

- .1

ki, nkigai
j& conhecida para o oscilador harménico.
Podemos ver nas expressdes (2.53) e (2.40) que Az — c¢\/h/w aj_, de modo que o operador correspon-

dente ao potencial vetor é dado por

Z Z h02 [ Ea(t)eil}',i‘+a£ (t)e—iE.F] ’ (2.60)

«
{k:} @

enquanto que os operadores para os campos elétrico e magnético tém como expressodes

Z Z hwk & EF a}‘;a(t)e—il_{.i’] ,

{ki} «
B(7,t) =i Z Z hcz € ) [a~ (t)e“;'F —al (t)e_“;"?] . (2.61)
e Vwk €ka ka ko

Desta maneira, é facil mostrar que o momentum linear do campo eletromagnético é dado por [33,42]
_ - 1
— 1
P=> > nk (azaaga + 5) (2.62)
{k:} @
e, devido a distribuicdo simétrica de vetores de onda em que  _; hk/2 = 0, obtem-se
P =YY hkNg,. (2.63)
{ki} «
Note que o estado estaciondrio [n; ) € um autoestado de P com autovalor
P=>"% hkng,. (2.64)
{ki} @
A dindmica do sistema pode ser formulada tanto na representacdo de Schrodinger quanto no de Heisen-

berg. Nesta tltima representagao, os operadores a; , satisfazem a equacdo de movimento

zh;ltaka( t) = [ag, (t), H] = hwyag, (1), (2.65)

de modo que

ag, () = aj, (0)e =it (2.66)
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2.3 Interac¢ao da radia¢ao com a matéria

Nesta se¢do abordaremos a interagdo de um tinico modo do campo eletromagnético quantico em uma
cavidade com um &tomo de dois niveis. E claro que a substitui¢do de um dtomo por um sistema de dois
niveis ndo passa de uma aproximacao, que é razoavel se os dois estados estdo aproximadamente ressonan-
tes com o campo contido na cavidade, ao mesmo tempo que as outras frequéncias de transi¢do atomicas
estdo afastadas o suficiente das frequéncias de oscilagdo do campo. A analogia com relagdo ao tinico modo
do campo é valida, ou seja, podemos supor que esse é o tnico modo aproximadamente ressonante com a
transi¢do atdmica. Esse modelo é conhecido como Modelo de Jaynes-Cummings [12,13]. Assim, iremos
nessa sec¢do utilizar a formulacdo Hamiltoniana que descreve o sistema e realizar as aproximacdes devidas
para encontrar os operadores evolugdo temporal e densidade do sistema. Essa metodologia sera utilizada
nos capitulos seguintes, em que consideraremos a adi¢do de um terceiro subsistema ao problema, possibi-
litando assim o cdlculo de algumas varidveis dindmicas imprescindiveis para uma completa descricio da

interagdo em questao.

2.3.1 Hamiltoniano de intera¢ao &tomo-campo

O modelo de Jaynes-Cummings descreve a intera¢gdo de um 4tomo de dois niveis com um tdnico
modo do campo inserido em uma cavidade. A interacdo de um campo de radia¢do com um tnico dtomo

pode ser descrita pelo Hamiltoniano na aproximagao de dipolo [35]
H=H, +Hp +er.E, (2.67)

em que Hy e Hy sdo as energias do atomo e do campo, respectivamente, e i é o vetor posi¢ao do elétron. A

energia de campo livre é dada em termos dos operadores criacdo e destruigdo de fétons,

Hp =) hwy(afa; +1/2). (2.68)
k

E possivel expressar H, e e em termos dos operadores de transicao atémica o; = |i)(j|, no qual |i) repre-
senta um conjunto completo de auto-estados de energia atdomica, isto é, 3, |7) (i| = 1. Entdo, da equagdo de
autovalores Hy i) = E;|i), temos que

Ha= Y Ei)i (2.69)

e ="y eli)(ilfi)(j| = Y _ Tijouj, (2.70)
ij

ij
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onde T';; = e(i|]j) é o elemento de matriz da transicdo de dipolo elétrico e |i){j| = o;;. O operador do
campo elétrico é calculado na aproximagdo de dipolo na posi¢do do atomo pontual. O campo elétrico é
dado por
E= Zek (ar + a};)é'k, (2.71)
k

onde g, = (ﬁl/k/Ze()V)l/z.

Entio, reescrevendo o Hamiltoniano total, obtem-se

H= Z hwka;rgak + Z E,o;; + hz Zg,(:j)a'ij (ak + a};) (2.72)
k i ij k
com N
ii F,g 3
o) = Luier, 2.73)

Para o caso de um atomo de dois niveis (I'cy = T'y.) ficamos com

H= Zﬁwkalak + (EeOee + Egogg) + h’,ng(aeg +oge)(ar + a;rc), (2.74)
& &

no qual o segundo termo pode ser reescrito como
1 1
Eoee + Egogg = 577400(0'% —0Tg9) + i(Ee + Ey) (2.75)
Agora, lembrando que E, — E; = fuwyg € 0¢c + 04, = 1, além de usarmos as notagdes

O, = O¢ce —Ogg = |€)<6‘ - |g><g|’

Ot = O¢g = |e)<g|>
o =04 = |g)el, (2.76)
o Hamiltoniano (2.74) adquire a forma
1
H-= zk:hwka;gak + 57iw00'z + hzk:gk(UJr +o_)(ag + aJ'). (2.77)

A energia de interagdo na equacdo acima possui quatro termos, sendo que dois deles sdo termos rapida-
mente oscilantes, além de corresponderem a transi¢cées que ndo conservam energia. Assim, o termo a;o_,
por exemplo, corresponde a um processo em que o atomo decai do estado a para o estado b, ao mesmo
tempo em que um féton é absorvido, resultando em uma perda de energia de 2fw. Em contrapartida, o
termo a0, por exemplo, representa um processo em que o dtomo é excitado do estado b para o estado a
ao mesmo tempo em que um féton é absorvido, conservando-se assim a energia do sistema. A contribui¢do
para a dindmica dos termos que ndo conservam energia é bem menos importante que a dos outros termos:

eles produzem uma corre¢do rapidamente oscilante (com frequéncia de 2w) e de pequena amplitude. Por
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isso mesmo, adotaremos a “aproximagdo de onda girante”, que consiste em desprezar esses termos. Desta

maneira, o Hamiltoniano do sistema pode ser reescrito como

1
H= Zhwka;rcak + iﬁwoaz + Zhgk(aka'_,_ + aLcr_). (2.78)
k k

Como estamos interessados na intera¢do de um 4dtomo de dois niveis com um tinico modo do campo, o

termo de interacdo pode ser obtido fazendo k = 1 na equagédo acima, ou seja,

H = hwa'a + %ﬁwoaz + hig(acy +afo_). (2.79)

2.3.2 Interacdo de um dtomo de dois niveis com um tinico modo do campo

Podemos reescrever o Hamiltoniano (2.79) como a soma de outros dois, ou seja, H = Hg + V, em que

1
H, = hwata + ithO'Z (2.80)

V = hg(acy +afo_). (2.81)

Esse Hamiltoniano descreve a interacdo de um atomo de dois niveis com um tinico modo do campo, nas
aproximagdes de dipolo e onda girante, sendo este muito importante em Optica Quantica, pois permite o
estudo da interacdo da radiagdo com a matéria através de um exemplo soltivel analiticamente.

Na representacdo de interagdo, temos que
H; = exp(iHot/h)V exp(—iHot/h). (2.82)
Agora, utilizando a relagdo auxiliar [43]
e*ABe ** =B +a[A,B] + (;—T[A, [A,B]] + ..., (2.83)

podemos verificar as igualdades

. f _ T .
elwa at a e wa at _ ae zwt’

ionzt/Q

e oy e Wo0:t/2 — g pFiwol (2.84)

Considerando essas informagdes, o Hamiltoniano na representagdo de interagdo fica

H; = hg (ac;e® + ala_e™*4) (2.85)

com A = wp—w. Na préxima se¢do vamos utilizar o método do operador evolugdo temporal para estabelecer

a evolugdo do sistema dtomo-campo descrito pelo Hamiltoniano acima.
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2.3.3 Método do operador evolucao temporal

Uma das maneiras de se estudar o problema da interagdo dtomo-campo é através do operador evolugdo

temporal. Para o presente problema, ele é dado por

U(t) = exp (—iHt/h), (2.86)
no qual H; é o Hamiltoniano na representagao de interagao, que na ressonancia (A = 0) é reduzido a

H; = lig(ac, +afo ). (2.87)
Com o auxilio das relagdes

(aoy +alo_)* = (aa)'le)(e] + (aa)'|g)(gl,
(acy +afo_ )" = (aal)'ale)(g] + (a'a)'allg) (e, (2.89)
o operador evolugdo temporal é finalmente obtido:
U(t) = cos (gtV/ata + 1)[e)(e] + cos (gtvaTa) [g) (o]

sin (gt\/a'fa + 1) sin (gt\/a’fa + 1)
+1 ale)(g| —i a'
vata+1 Vvata+1

Com isso, o vetor de onda num tempo ¢ é expresso em termos do vetor de onda |¥(0)) como segue:

|g){el- (2.89)

|2 (#)) = U(®)[2(0))- (2.90)

Desta maneira, apds obtermos o operador evolugdo temporal, podemos estudar a dindmica do sistema

através do calculo das amplitudes de probabilidade ou do operador densidade.

2.3.4 Operador densidade

O operador densidade p(t) introduzido na se¢do 2.1 pode ser obtido através do operador evolugdo tem-

poral U(t) e do operador densidade do sistema no tempo t = 0, ou seja,

p(t) = T(1)p(0)U (1). (2.91)

Aqui, o operador densidade inicial p(0) do sistema é descrito pelo produto tensorial do operador densidade
do atomo e do campo, isto é, p(0) = p,,(0) ® p,(0). Desta maneira, apds definirmos o operador densi-
dade inicial do sistema, podemos calcular as varidveis dindmicas que descrevem as propriedades fisicas do

problema em questdo, pois

(0)¢ = Tr[p(t)O]. (2.92)
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2.4 Estados do Campo Eletromagnético

Nesta se¢do mostraremos alguns estados do campo eletromagnético que tem intimeras aplicages fisicas
[32]. Vamos iniciar com os estados de quadratura, para entdao mostrar os estados de niimero ou estados de Fock, os

estados coerentes, e, por fim, os estados de gato de Schrodinger.

2.4.1 Distribuicao de Namero de Fétons

Uma das maneiras de se caracterizar um estado arbitrdrio do campo eletromagnético, utilizando o ope-

rador densidade, é através da projecdo do estado do campo na base do estado de ntimero, ou seja,
P, = (nlp|n). (2.93)

Podemos notar que a distribui¢do de ntimero de fétons denota a probabilidade de se encontrar n fétons
em um dado estado do campo. Contudo, é interessante salientar que a distribui¢do P, contém apenas
informacdes a respeito do operador densidade do campo, possuindo assim apenas elementos diagonais na

base do estado de ntimero.

2.4.2 Estados de Quadratura
Os autoestados |p) e |g) dos operadores de quadratura p e q satisfazem as equagdes de autovalores

dlg) =4qlg) e  plp) =plp)- (2.94)

Devido ao fato de que os operadores de quadratura obedecem uma relagdo de comutagdo candnica, seu

espectro é ilimitado e continuo [32]. J4 seus autoestados satisfazem as propriedades de ortogonalidade
(gla) =0(g—q),  (plp) =0(p—p1), (2.95)
e completeza,
/Z [){gldg=1 e /o:o p){pldp =1, (2.96)
além de se relacionarem através da transformada de Fourier
lg) = \/%—W [ O; exp(—igp)lp)dp e |p) = \/%—W [ Z exp (+igp)|q) dg. (2.97)

No entanto, os operadores de quadratura ndo sdo normalizaveis, além de ndo poderem ser gerados ex-
perimentalmente. Devido a essas caracteristicas, é necessdrio apelar para artificios matematicos. Assim,

podemos investigar as fungdes de onda de quadratura

v(g) =(alv) e  P(p) = (pl¥). (2.98)
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Ao contrario dos estados, as fun¢des de onda de quadratura sdo mensurdveis. O médulo ao quadrado

dessas fung¢des para um estado puro, pode ser medida usando detec¢do homédina [32].

2.4.3 Estados de Fock

Vamos definir os estados de Fock como sendo os autoestados do operador niimero de f6tons n, ou seja,
n|n) = n|n). (2.99)
Além disso, o estado de ntimero é um autoestado do Hamiltoniano do campo de radiacdo obtido do estado
de vécuo |0),
at”

= Vnll?

Os estados de Fock constituem uma base ortonormal no espago de Hilbert e, consequentemente, obedecem

n) ). (2.100)

as relagdes de ortonormalidade e completeza:
(nm) =6pm e D |n)n|=1. (2.101)
n
Para este estado, temos o operador densidade dado por
P = [n)(n| (2.102)
e a distribui¢do de ntimero de f6tons, definida como

Py (m) = [(n|m)|?> = 6 n- (2.103)

2.4.4 Estados Coerentes

Os estados coerentes sdo definidos como autoestados do operador aniquilagdo a com autovalor «, ou

seja,
ala) = ala). (2.104)

A expressdo de |a) em termos dos estados de ntimero |n) sdo dados por [36]

la) = D(a)|0) = elal/2 i 0‘—n'|n), (2.105)
n—=0 n:

no qual D(a) = exp (aa! — a*a) caracteriza o operador deslocamento. O operador densidade para o estado

coerente é escrito como

p. = la){al, (2.106)
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e sua distribuicdo de nimero de fétons expressa por

|a|2n

Pa(a) = [(nla)]* = 71" =

: (2.107)

que nada mais é do que uma distribui¢do de Poisson, pois o nimero médio de fétons neste caso é (n). = |a|?.

0.08
0.06
a° 0.04

0.02

Figura 2.1: Distribui¢cdo do ndmero de fétons para um estado coerente com (n), = 25.

Na figura 2.1 temos um grafico da distribuicdo do nimero de fétons P,(«) para um estado coerente

versus n, para |a| = 5. Podemos notar que a distribui¢do de Poisson atinge seu maximo em (n)..

2.4.5 Estados de Gato de Schrodinger
A superposicdo de dois estados coerentes descrita na forma
la; ) = N1/2(|a) + e —a)) (2.108)
com a constante de normalizagdo dada por
N = % [1 + exp —(2|a)?) cos¥] ™, (2.109)

caracteriza os estados de “estados de Gato de Schrodinger” para valores especificos de . De fato, ao expan-

dirmos esse estado na base dos estados de Fock, teremos

o0

los9) = N2 3" [14 (—1)"e”]

n=0

a”
7 n). (2.110)
Nesta equacdo, quando ¥ = 0, obtem-se um estado denominado “estado de gato par”, enquanto que para
¥ = 7, caracteriza o “estado de gato impar”. A distribui¢do de nlimero de f6tons neste caso é
2 1+ (=1)"cos® |a|*"

- 14e20elcosy nl

Pp(a;9) = [(n]e; 9)| (2.111)
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0.15
0.125
0.1

a© 0.075
0.05
0.025

Figura 2.2: Distribui¢cdo do ndmero de fétons para um estado de gato par com |a| = 5.

Na figura 2.2 temos o grafico de P,(a; ¥ = 0) versus n para |a| = 5. O carater oscilatério da distribuigao

do ntimero de f6tons neste caso estd associada ao efeito de interferéncia entre os estados no espago de fase.

2.4.6 Estado Térmico

O estado térmico, por ser um estado de mistura, ndo pode ser descrito por um vetor de estado normali-

zado. Desta maneira, vamos representar esse estado através do operador densidade
o0
p="3 Pannl, (2:112)
n=0
sendo P, a distribui¢do do niimero médio de f6tons térmicos, representada pela expressdo
n n
P, = _ (b (2.113)

(1+ (n)en)"+!

com (n)y, = 1/(e#" — 1), 8 = (KpT)™!, Kp a constante de Boltzman e T a temperatura.

2.5 Distribuic¢des de Quasi-Probabilidade

Iremos aqui apresentar uma nogao geral de apenas duas funcées de quasi-probabilidade: a func¢ao-P de
Glauber-Sudarshan, usada para calcular fun¢des de correlagio com ordenacdo normal de operadores do

campo; e a Fun¢do de Wigner, para o caso de ordenacdo simétrica.
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2.5.1 A funcao-P de Glauber-Sudarshan

Vamos considerar um operador O, (a,a’) que é fungdo dos operadores criagdo e aniquilagao de fétons
On(a,al) = Zchm (aT)nam, (2.114)
que por sua vez estd ordenado normalmente, ou seja, todos os operadores criagio a' estio a esquerda dos
operadores aniquilacdo a. O valor esperado desse operador pode ser escrito como:
(On(a,ah)) = Tr [pOn(a,ah)]
= Z Z Crm T [p (aT)n am] . (2.115)
n m
Introduzindo a fungédo delta bidimensional [41]
1
s(a* —ah)d(a—a) = s /exp [-8(a* —al)]exp [8* (a — a)]d?B, (2.116)
na Equagdo (2.115), o valor esperado do operador O pode ser reescrito como
(Ox(aa) = [ Pla,a")Ox (e a")d%a, 1)
no qual
P(a,a*) = Tr[pd(a* — a)é(a — a)]. (2.118)
Pela Eq. (2.117), é possivel verificar que a funcao P(a, a*) pode ser utilizada para calcular o valor esperado
de qualquer funcdo deae at ordenada normalmente. Devido a hermiticidade do operador densidade p, a
funcdo distribuicdo P(a, a*) é real. Além disso,
/P(a,a*)dZa =1. (2.119)
Esta fung¢do é denominada func¢édo-P de Glauber -Sudarshan. Em alguns problemas é muito titil mapear

o estado do campo em termos dos estados coerentes ou dos estados de Fock. Assim, podemos recorrer a

expansdo do operador densidade do campo em termos dos estados coerentes,

p=/P(a,a*)|a)(a|d2a (2.120)

com d?a = dRe(a)dIm(a), de modo a viabilizar tal mapeamento.

Uma outra maneira de se introduzir a fungdo-P é através da fun¢ao caracteristica
_ faf —&£*a
X (€) = Tr(pef™ e7¢72). (2.121)
Desta forma, substituindo (2.120) na expressdo acima, a fungédo caracteristica pode ser reescrita como
xn (&) = /P(a, o)ef® 8 e, (2.122)

Note que a fungdo caracteristica x5 () € a transformada de Fourier de P(a, a*). A fungio-P é geralmente

utilizada para estudar a dindmica de sistemas quanticos, como serd demonstrado no capitulo 4.
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2.5.2 A func¢ao de Wigner

A chamada Funcdo de Wigner pode ser empregada para calcular valores esperados de operadores com-
postos pelo produto de a e a ordenados simetricamente, como por exemplo,

1
i(aaf +afa) = /a*ma"W(a,a*)d2a, (2.123)
no qual W(a, a*) é a funcdo de Wigner e que pode ser escrita como

Wiaa®) = 5 [ Tilpexpeal - €'a)lexp(sE" = ). (2.124)

Adotando o mesmo procedimento utilizado na func¢do-P, podemos definir a fungdo distribuicao de Wigner

W (o, @*) através da fungdo caracteristica na ordenagédo simétrica, ou seja,

1 *
—/(04|pegatg 2a)d’a
7r

= /W(a,a*)ega*_g*adQQ. (2.125)

xs (&)

As fungdes distribuigdo de quasi-probabilidades sdo definidas geralmente como as transformadas de
Fourier de suas fungdes caracteristicas, (ordenagdo normal no caso da fun¢do P(a, a*) e ordenagio simétrica
no caso da fungdo W (a, a*)), como vemos abaixo:

1 .
Plaa) = o [ @,
1 g
W(a,a") = — / et T8y g (O d*E. (2.126)

Dentre as varias propriedades da funcdo de Wigner, ressaltamos aquela que menciona o fato de que a
fungdo existe para qualquer operador densidade p, sendo esta sempre real e normalizada [35,37]. Além
disso, ela ndo pode ser interpretada como uma genuina distribuicdo de probabilidade, tendo em vista que,

dependendo do operador densidade, esta pode assumir valores negativos no espaco de fase.

2.6 Conceito de Emaranhamento

Nesta secdo faremos uma breve discussdo sobre o conceito de emaranhamento. Desta maneira, um vetor
|¢) pertencente a um espago vetorial E, com estrutura de produto tensorial (E = E4 ® Eg), é considerado

fatoravel se

[¥) = |$)a ® |d)B- (2.127)

Quando nédo conseguimos realizar essa fatoragdo, o estado é dito emaranhado. Os casos mais simples de ema-

ranhamento em sistemas quanticos acontecem em sistemas compostos por dois subsistemas, que, quando
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estdo emaranhados, torna impossivel atribuir um estado quantico puro para cada subsistema sozinho. Uma
das maneiras de se quantificar o emaranhamento em sistemas compostos é através do cédlculo da entropia,
pois existe uma relagdo direta entre emaranhamento e essa grandeza (quanto mais emaranhado estd um
sistema, maior serd sua entropia). Desta maneira, é intuitivo que quanto maior o ntimero de subsistemas,
maior a dificuldade de se quantificar o emaranhamento. A mesma relagdo existente entre emaranhamento
e entropia pode ser tracada entre emaranhamento e correlagdo. O emaranhamento é responsével por in-
teressantes aplicacdes relacionadas a teleportacdo, computagdo qudntica e criptografia quantica. Para um
estudo mais profundo do assunto, as referéncias [5,11] sdo sugeridas. No capitulo 4 faremos uma andlise

qualitativa do emaranhamento num sistema composto de trés partes via funcdo de Wigner.



Capitulo 3

O Modelo de Jaynes-Cummings com um

campo externo classico

Neste capitulo realizaremos um estudo sobre o esquema de deteccdo homédina atémica introduzido
por Wilkens e Meystre [14]. O interesse por esse esquema advém do fato do sistema composto envolvido
(atomo-campo na cavidade-campo externo) ser similar ao objeto de pesquisa dessa dissertagdo. No entanto,
como veremos na se¢do 3.1, o campo externo utilizado por Wilkens e Meystre em seu modelo deve ser ne-
cessariamente coerente e intenso, sendo essa uma das importantes diferencas para com o nosso trabalho,
no qual o campo externo é quantico. Os resultados obtidos em [14] serdo discutidos na primeira se¢do
desse capitulo, enquanto na secdo 3.2 serdo abordadas algumas de suas limitagdes [16], tendo em vista que
a utilizacdo de um campo externo cldssico ndo permite a reconstrucgdo exata do campo contido na cavidade.
Dutra e colaboradores [17] mostraram que um acoplamento fraco do 4tomo com o campo externo soluciona
esse problema, conforme sera descrito na se¢do 3.3. Finalizando esse capitulo, exploraremos a influéncia do
campo externo cldssico sobre os efeitos ndo-cldssicos presentes em algumas varidveis dindmicas inerentes
do modelo de Jaynes-Cummings (MJC), como os fendmenos de super-ressurgimentos na inversdo atomica
e compressdo nas quadraturas [19, 20]. Desta maneira, pretendemos introduzir alguns dos resultados pre-
sentes na literatura sobre o sistema em questdo para conecta-los posteriormente com os nossos resultados,

0s quais serdo apresentados no préximo capitulo.

24
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3.1 O Esquema de Detec¢ao Homddina Atdomica de Wilkens e Meystre

Em abril de 1991, Martin Wilkens e Pierre Meystre [14] propuseram uma técnica de detecgdo homddina
atdbmica, com o objetivo de detectar coeréncias multifoténicas provenientes de superposi¢des quanticas ma-
croscopicas geradas em cavidades de micromaser supercondutoras (este esquema é uma versdo ndo-linear
de um detector homédino de um tnico d4tomo). O modelo consiste de um campo eletromagnético quantico
(modo a) confinado em uma cavidade de alto fator Q de qualidade e um campo eletromagnético externo
intenso (modo b), ambos interagindo com um tinico 4tomo de dois niveis. O operador Hamiltoniano deste
sistema, que considera o 4tomo ressonante com ambos 0s campos e constantes de acoplamentos iguais, é
descrito por

H = /iwata + hw % + hw bib + fik(acy +ate ) + hk(boy +bla ) 3.1)

em que 7 é a constante de Planck, w é a freqiiéncia do 4&tomo e dos campos externo e cavidade, e  é a cons-
tante de acoplamento do 4tomo com ambos os campos. Por motivo de simplificacdo do modelo, os autores
assumem que as frequéncias de oscilagdo dos campos sdo iguais, assim como as constantes de acoplamento
do atomo para com ambos os campos. Aqui, os operadores atdmicos o+ e o, referem-se as matrizes de
Pauli para um 4tomo de dois niveis e por dltimo, af(a) e bf(b) sdo os operadores de criagdo (destruicdo) de
fétons dos campos na cavidade e externo, respectivamente.

Por intermédio dos operadores de aniquilacido A e criacdo At de fétons do modo composto e, conseqiien-

temente, o operador nimero associado, dados por

1 1
A=—(a+b), Af=_—(@'+bh)), 3.2
ﬁ(a ) ﬁ(a ) (3.2)
K=A'A, (3.3)
e que satisfazem as relagdes de comutacao
[A,AT] =1, [A,A] = [AT,AT] =0, (3.4)
[K,A] = —A, [K,A"] = AT, (3.5)

é possivel escrever o Hamiltoniano do sistema na representacdo de interacdo como segue:
H; = V2hk(Aot + Alo). (3.6)

Dessa forma, o operador evolucado temporal U(t), em analogia com o modelo de Jaynes-Cummings padrao,
pode ser expresso na base atdmica por meio de uma matriz 2 x 2,
Ui (t) Uia(t)

U(t) = Unn () Una(t) | (3.7)
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em que os elementos dessa matriz estdo descritos abaixo:

Ui (t) = cos (\/im/K i 1), (3.8)

Ui2(t) = cos (\/imf\/ﬁ), (3.9)
' sin (\/i‘ﬁt\/ﬁ) ;

Uy (t) = —i TA , (3.10)
_sin (V26tVK + 1)

U (t) = —i TR A (3.11)

Este resultado permite-nos obter a evolugdo temporal do sistema fisico através do operador densidade
p(t) = U(t)p(0)UT(t), sendo p(0) o operador densidade do sistema acoplado dtomo-campo no tempo
t = 0. Além disso, vamos assumir que o dtomo estd inicialmente numa superposigdo especifica de esta-

e)el +pylg)(gl e
p.(0) = p,(0)®p,(0). Desta maneira, os elementos de matriz p,; (t) sdo determinados através das expressoes

dos excitado e fundamental com campos na cavidade e externo arbitrarios, isto é, p,; = pe

p11(t) = PU11(1)p,0, UL, () + py Ura(t)popy UL, (1), (3.12)
p15(t) = pUr1(t)p,p, UL, (1) +ng12(t)p L), (3.13)
P21(t) = peUai (t)p,p, Ul () + pyUsa(t)p, 0, UL, (1), (3.14)
P22(t) = PeUs1(£)p, 0, Uls () + Py Uz (£)popy Ul (8). (3.15)

O calculo da probabilidade de excitagdo p(t) = Tr[p(t)o+o_] pode ser agora efetuado de imediato,

levando-nos a obter como resultado

p(t) = peTr [cos (\/int\/K—H) PPy COS (\/imt\/K—Jr—l)]
sin (\/int\/ﬁ) sin (\/int\/f)
A JK PaPy VK At

+pgTr (3.16)
no qual utilizamos as relagde auxiliares (K + 1)'A = AK' e AT(K + 1)! = K'At. Agora, com o auxilio da

propriedade ciclica da operagéo trago, esta expressdo é reescrita na forma simplificada

p(t) = § + 2pe cos (2\/_/~et\/ )) — —pg cos (2\/—nt\/_) (3.17)

A hipétese de Wilkens e Meystre consiste em considerar o campo externo (oscilador local) como um
campo coerente intenso (p, = [e){g|, ¢ = |¢]e?®® e e > 1) e de fase ®; controlavel. Esta hipétese permite
que o modo b possa ser descrito classicamente e que os operadores b e b' sejam trocados pelas amplitudes
classicas € e *. Outra consideragdo é sobre 0 modo a estar fracamente excitado, ou seja, (afa) < (b'b), o
que nos leva a aproximarmos

afa+bb =g’ =1, (3.18)
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no qual I representa a intensidade cldssica do modo b. Sobre essas consideragdes, temos que

I 1 € e*
\/K—l-lm\/j—i-—(—af%——a), 3.19
2 Vel\avT 2vI G19)
e consequentemente, a probabilidade de excitagdo pode ser escrita em termos da fungdo caracteristica de
Wigner x(u) como segue:

Mﬂ=1+

5 (pe _ pg) |:ei2nt\ﬁx(ﬂ) 4 e—i2nt\ﬁx* (/J/):| , (320)

] =

com x(u) = Tr[p,D ()], sendo D(u) = exp (pat — p*a) o operador deslocamento e p = ei(#e+3)xt, Este
é o principal resultado obtido pelos autores da referéncia [14] e mostra como a probabilidade de excitagdo
atdbmica estd conectada com a fungéo caracteristica de Wigner do campo na cavidade em experimentos de
deteccdo homddina envolvendo dtomos.

Ao fixarmos a fase ¢y do oscilador local e medirmos a probabilidade de excitagdo, obtemos deste pro-
cesso a determinacdo da funcdo caracteristica de Wigner x(u) para um ponto particular do espago de fase
complexo caracterizado pelas varidveis u, = Re(u) e u; = Im(u). De fato, para construirmos a fungdo de
Wigner precisamente, é necessério variarmos ¢, no intervalo [0, 27] e para cada valor selecionado, inferir-
mos a probabilidade p(t). Este procedimento permite obter um conjunto de pontos no plano complexo que

leva-nos a determinar x(¢) completamente e, com o auxilio da transformada de Fourier

2
W(a) = / exp (na* — pta)x() L, (3.21)

a reconstrugdo de W (a) é efetuada com sucesso. Entretanto, isto nos leva a repetir o experimento varias ve-
zes e com as mesmas condig¢des iniciais, ou seja, 0 &tomo deve ser sempre preparado na mesma superposicao
inicial de estados para cada etapa de infericdo. Tal exigéncia representa, do ponto de vista experimental,
uma forte restricdo ao esquema proposto por Wilkens e Meystre.

Outra importante restrigdo refere-se a validade da aproximacdo cldssica utilizada no calculo da expressdo
(3.20). Para esta aproximacdo ser valida é necessdrio assegurar que o tempo de interagdo 7 entre o d4tomo
e 0s campos seja curto o suficiente de modo a permitir desprezar os efeitos de flutuagdo do vacuo. Isto
implica que estamos lidando com um tempo 7 muito menor que 1/« e consequentemente, assegurando
que as transi¢des espontdneas de Rabi (flutuagdes do vacuo) ndo venham a ocorrer. Portanto, o esquema
de detecgdo homédina atémica proposto por Wilkens e Meystre fornece apenas informacao parcial sobre o
campo contido na cavidade, tendo em vista que os valores da funcéo caracteristica de Wigner x(u) estdo

restritos a k7 <K 1.
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3.2 Limitacoes do esquema de deteccao

Conforme vimos na sec¢do anterior, o método de detecgdo homddina atdémica tem como intuito recons-
truir o campo na cavidade. Porém, foi constatado em [16] que a aproximacdo semicldssica utilizada pelos
autores da reféncia [14] impdem restri¢des severas para o processo de reconstrucdo do campo na cavidade,
pois restringe os valores da fungio caracteristica x(x) para k7 < 1. Isso limita nossa habilidade de dis-
tinguir aspectos quanticos do campo, tais como discriminar, por exemplo, superposi¢des macroscépicas de
misturas estatisticas dos estados do campo. Para verificar essa limitagdo vamos considerar o caso em que os
campos externo e na cavidade sdo campos coerentes |3) e |a), respectivamente.

Definindo os operadores do modo composto

1 1
A=—(a+b B=—(b-—a), 322
ﬁ(a ) e ﬁ( a) (3.22)
0s quais obedecem as rela¢des de comutagao
[A, AT =1, [B,Bf]=1, [A,B] =0, [A,Bf] =0, (3.23)

podemos, da mesma maneira que na segdo anterior, escrever o Hamiltoniano na representacgdo de interagdao
em termos dos operadores do modo composto, coincidindo assim com a Eq. (3.6). Quando escrevemos os
estados coerentes dos modos a e b em termos dos modos compostos, nés notamos que o produto [0),]0)

difere de |0) 4|0) 5 por uma fase, pois
1
AJ0)a[0)s = 5(a+b)[0)a[0), (3.24)

além de A|0),]0), = 0. A analogia para o modo de aniquilagdo B é valida, ou seja, B|0),|0), = 0. Para
contornarmos esse problema técnico aparente, vamos fixar a fase de maneira a obtermos |0),|0)s = [0)4|0) 5.

Agora, ao aplicarmos os operadores deslocamentos
) o R
Dy —— e Dp| —=
! ( V2 vz

o252 o (oo 15,

Porém, se aplicarmos os operadores deslocamentos a |0),|0);, teremos

D4 (25 )0 (2% ) 0010k = [l

em |0) 4]0) g, obtem-se

)y
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Portanto, tais resultados levam-nos a concluir que

a)alB)s = W;

’3_0‘> 3.25
>A 2 (329

Assim, ao escrevermos |(8 + @)/v/2)4 na base de ndmero |n) associada ao operador K, nés obtemos a
seguinte expressdo para a probabilidade de ionizagdo [17]:
1.1 la+ B8P\ o~ 1 (letB8P\"
p(t) = 3 + 2 &xXP (—T ZO Gl ) cos <2\/§m'\/n + 1), (3.26)

n—
sendo n o namero de excitagdes do modo simétrico e ndo o numero de fétons do modo néo vestido.
Para compararmos esse resultado com aquele obtido por Wilkens e Meystre, devemos realizar o limite

de alta intensidade || > 1. Nesse limite, a distribuicdo Poissoniana na soma acima fica com o centro em

torno de X
n= 020 (3.27)
e consequentemente, v/n + 1 pode ser aproximada por
e AL (3.28)

2 /A

Substituindo essas aproximagdes na expressdo para a probabilidade de ionizag¢do, temos que

la+ 8] . 2kt
>] cos [nt|a + 8]+ 5 sin <|a+ﬂ|>]' (3.29)

1 1
p(t) = 3 + Eexp [—|a —}—B|2 sin® (

Kt

o+ 8]
A figura 3.1(a) mostra o grafico da expressdo exata (3.26) versus 7 = kt, no qual constata-se a presenca de
colapsos e ressurgimentos bem definidos para |a| = 2 e |§| = 20. J4 ao considerarmos a expressao assintética
(3.29) para o mesmo conjunto de pardmetros, percebemos nitidamente que os colapsos e ressurgimentos
comecam a perder sua definigdo se compararmos com a figura anterior. Para tempos de interacdo ¢ <«
|8|/k, verifica-se o desaparecimento dos efeitos de ressurgimento pois a expressdo (3.29) se reduz a forma

simplificada
p(t L |Bl/k) = % + %e_(”t)2 cos (2kt|a + B|). (3.30)

Esta situagdo também é constatada na expressdo (3.20) tendo em conta que

1 1 2
p(t) = 5t 56_(”) /2 cos (2kt|o + BI). (3.31)

Ja na figura 3.1(c) vemos o grafico da expressdo (3.31) versus 7 para |a| = 2 e || = 20 fixos, onde pode-
mos confirmar o desaparecimento dos efeitos supracitados. Além disso, ao compararmos as Egs. (3.30) e
(3.31), verificamos que ambas diferem por um fator de 1/2 presente na exponencial do segundo termo da
expressdo obtida por Wilkens e Meystre. Segundo os autores de [17], a aproximagdo semicldssica empre-

gada ao campo externo na sec¢do anterior ndo leva em conta as flutuagdes quanticas do vacuo e portanto,
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Figura 3.1: Probabilidade de excitagdo p(7) versus 7 para |a| = 2 e || = 20 fixos, considerando que o d&tomo
encontra-se inicialmente no estado excitado. Os graficos referem-se a diferentes situa¢des limites: (a) cdlculo
exato (3.26) da probabilidade de excitacdo p(t); (b) a Eq. (3.29) reflete o caso limite |3| > 1 em que o campo

coerente externo € intenso e (c) Eq. (3.31) refere-se a situacdo em que o campo externo é aproximado por um

campo cldssico.

mascara os aspectos quanticos do mesmo, tais como os efeitos de colapso e ressurgimento. De fato, a va-
lidade de ambas as aproximagdes coincide somente para tempos de interacdo muito curtos e da ordem de
t < k' Os resultados obtidos até o presente momento nos levam a concluir que a detecgdo homoédina
atémica produz uma fungdo caracteristica x(u), cuja validade estd restrita a pontos no espago de fase em
que || € KTmax < 1[17]. Porém, isso é suficiente para distinguir entre misturas estatisticas e superposigdes
quénticas macroscopicas? Para responder a esta questdo consideramos o campo na cavidade em dois esta-
dos iniciais diferentes: o estado de gato de Schrodinger par (ou estado coerente par)
1
e = e (l0) + | — ), (532

e uma mistura estatistica de |a) e | — @). Desta maneira, o operador densidade para ambos os campos serd
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Figura 3.2: Esta figura mostra os gréaficos da fungao de Wigner W (z,y) versus (x,y) € [—4, 4] e considerando
|a| = 2. N6s consideramos os campos na cavidade nos estados coerente par (a,c) e numa mistura estatistica

(b,d). O que diferencia os gréficos a(b) e c(d) é o tempo de interagdo, onde em (c) e (d) utilizamos &KTmax = 1.

dado por

P =N(a) + | - a)(al +(-al) o pim0 = (atalElZalzah 639

com

1
21 + 2P’

(3.34)

enquanto que as respectivas fungdes de Wigner sdo representadas pelas expressdes

9¢—2(z%+y?)

W) = Z e

[652“72 cosh [4(yy + zZ)] + cos [4(Zy — fﬂﬂ)]] (3.35)
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. 1 2, 2
W (a,y) = —e™*H) cosh [4(yg + 3)], (3.36)

noqual Z = (a +a*)/2e§ = (o — a*)/2i. Agora, se considerarmos as restri¢cdes no tempo de interagdo

impostas pela utiliza¢do do campo externo, teremos [16]

W) () = —ge" f(iv3y) {2 fliBa + )] + e flivaa -]} @37)
e
W@ L | Ly X L Sata i) flivE 3.38
(%M—W B (w,y)-i-Tf[ (a+)]f[iv2z]| + c.c. (3.38)
com
£(z) =erf (’“i’/“g" + z) +erf (H$X> : (3.39)
onde a fungao erro é definida como [18]
erf(z) = / e Vdt. (3.40)
0

Na figura 3.2 podemos notar, através da fungao de Wigner W (z,y) para o campo na cavidade, que o campo
externo cldssico ndo nos possibilita reconstruir corretamente o campo no interior da cavidade. Nos graficos
(a) e (c) (campo na cavidade no estado coerente par), percebemos que a fungdo de Wigner do campo re-
construido (c) difere do grafico para W (z,y) sem limita¢des no tempo de interagdo (a). Um andlise similar
pode ser feita para os gréficos (b) e (d) (campo na cavidade num estado de mistura estatistica). Além disso,
é visivel a impossibilidade de distinguir os graficos (c) e (d), apesar de representarem a funcdo de Wigner

para campos diferentes.

3.3 Acoplamento diferenciado do dtomo com os campos

Através das se¢des anteriores verificamos que o esquema de detecgdo homdédina atémica é limitado por
flutuacées quanticas do campo externo, flutuacées essas que limitam a resolugdo do esquema de medida.
Nesta secdo veremos que as flutuagdes quanticas do campo externo sobre escalas de tempo relevantes po-
dem ser negligenciadas, desde que o datomo esteja fracamente acoplado ao campo externo e fortemente
acoplado com o campo da cavidade. Com essa condi¢do, obtém-se uma medida mais precisa do estado do
campo através da detec¢do dos dtomos que saem da cavidade no estado excitado [19].

Considerando o esquema anterior, mas agora com duas constantes de acoplamentos distintas (k, para o

campo na cavidade e k; para o campo externo), temos que o Hamiltoniano de interagdo do sistema é dado
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por
H; = hk, (cTa+alo) + hiky (6T + bla) . (3.41)
Definindo os novos operadores do modo composto
b — Kob
N L S (3.42)
VE2 + K VE2 + K
0s quais obedecem as rela¢des de comutagao
[A,AT] =1, [B,Bf] =1, [A,B]=0, [A,Bf] =0, (3.43)
o Hamiltoniano na representacdo de interacdo pode ser reescrito como
H; = l/k2 + «} (cTA+ Alg). (3.44)
A probabilidade de excitagdo atomica para este caso é calculada por intermédio de
p(t) = Tr[U(1)p,(0) @ [e)(e[UT (B) e} el], (3.45)

em que U(t) é o operador evolugdo temporal do sistema e p.(0) = p,(0) ® |€)s 5(¢|]- Para o modo a, a matriz

densidade serd escrita em termos da distribuigdo de quasi-probabilidade P(a) de Glauber-Sudarshan, ou

seja,
%@=/Pwmmmwm

De modo andlogo a Eq. (3.25), temos que

KpQ — Ko€

2 2
vV Kg +fib

|O‘>a|5)b =

a +
ot K/b§> > = [A)a|B)5
VEs 6y [, B
e portanto,
m@z/P@mmmmwumww

Logo, a probabilidade de excitagdo atdmica pode ser expressa na forma compacta

o0 = [ Plpadia,

sendo
Pa(t) = Tr[U(t)[e}|A) aa(Al(e| U (1)]e)(el]

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

a probabilidade de detectar o &tomo no estado excitado uma vez que o campo inicial da cavidade se encontra

no estado coerente. Em particular, temos que p,(t) pode ser calculada de imediato e tem como resultado

final -

1 1 _; n"
palt) = 5 T3¢ nZFCOS (2,/&2—#&% t\/n+1),

n=0

(3.51)
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no qual n refere-se ao niimero de excitagdes do modo A e com nimero médio de fétons dado por

|ko + Kpe|?
k2 + K}

(3.52)

n=

Por outro lado, se considerarmos o campo externo muito intenso e com amplitude |e| > (kq/Kb)Kql,

temos que
N n
vn+12 — 4+ ——. 3.53
" 2 " ovm (3.53)
Consequentemente, para k, > ks € kpt < 1, a expressdo (3.51) simplificar-se-a como segue:
1 i2Kkpt|e] . €
DPa(t) = 1 1+e Xa matm +cc., (3.54)
com
Xa (imatls_l) — e~ (Kat)?/2 irat(a"et+ac™)/le| (3.55)
€

designando a fungéo caracteristica de Wigner para o estado coerente |a). Substituindo a expressdo acima na

probabilidade de excita¢do dtomica, obtem-se

p(T) = i [1 + ef2melelr / P(a)xa (inﬂ'%) dza] +c.c. . (3.56)
Agora, observando que
x) = [ Playxa(da 357)

é a fungao caracteristica de Wigner associada a uma matriz densidade inicial qualquer para um campo no
interior da cavidade, obtemos finalmente
= 1[ i2ny7e] ( i)]
(1) 1+e x| ikaT +c.c. (3.58)
4 el

o qual relaciona a probabilidade de excitagdo do 4&tomo com a fungdo caracteristica de Wigner de um campo
desconhecido contido no interior da cavidade. Em resumo, como o termo de decaimento ndo é tdo grande, a
funcéo caracteristica pode ser reconstruida para |u| grande. Desta maneira, para acoplamentos fracos entre
atomo e campo externo, podemos negligenciar as flutuagdes do vacuo no campo externo, e assim trata-lo

como um campo cldssico [19].

3.4 Controlando as propriedades nao-classicas do MJC

Agora vamos verificar a correspondéncia entre o esquema de detecgdo homédina atémica proposto por
Wilkens e Meystre e o modelo de Jaynes-Cummings com um campo externo coerente [19, 20]. O modelo

de Jaynes-Cummings com um campo externo coerente consiste basicamente de um dtomo de dois niveis
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interagindo com o campo contido em uma cavidade, sendo esse sistema bombeado por um campo externo
coerente (a analogia com o esquema de deteccdo homdédina atémica é completa, pois temos os mesmos sub-

sistemas e 0 mesmo tipo de interagdo entre eles). Dessa forma, nosso objeto de estudo serd o Hamiltoniano

H = hwa'a + hwo% + fwb'b + hk,(acy +ato_) + fiky(boy + blo_) (3.59)

com a condicdo k, 3> K estabelecida na sec¢do anterior preservada. A evolucdo temporal do sistema fisico

descrito por (3.59) é dada pela equagdo de Schrodinger
ih%ﬂ!(t)) = H|¥(t)). (3.60)

Em seguida, vamos realizar uma série de transformagdes unitdrias na equacdo de Schrédinger com o
objetivo de obter um novo Hamiltoniano tal que tratamentos perturbativos sejam possiveis. Para tanto,

considere inicialmente a transformacgao
[T (1)) = e 1P P g(0)) (3.61)

na Eq. (3.60), a qual consiste de uma rotagdo do estado |¢(t)) de angulo wyt. Tal procedimento leva-nos a

obter uma equagdo de movimento para o novo estado,

o 16(0) = H (0]6(), (.62

com um novo Hamiltoniano transformado H (¢) cuja expressdo é dada por

H (t) = hwa'a + hwo% + hikg(aoy +alo_) + hky(bo e ™t £ blg_ert), (3.63)
Apesar da restricdo k, 3> Kp, 0 termo proporcional a K, ndo pode ser tratado como uma perturbagdo devido
a dependéncia com o campo externo através dos operadores b e bf. Como o campo externo coerente é
muito intenso, aproximagoes perturbativas falham neste caso. Para contornarmos esse problema devemos
em principio reescrever o Hamiltoniano como uma soma de dois termos tal que um depende do modo da
cavidade e da amplitude do campo externo, e o outro é proporcional a x; e independente da intensidade do
campo externo. Desta maneira, podemos tratar o segundo termo como uma perturbagéo.
Considere a transformacgao
H' (t) = D' (e)H (t)D(e), (3.64)

na qual DY (¢) é o operador deslocamento de Glauber, escrito em termos dos operadores b e bf. Com isso, a

Eq. (3.62) pode ser reescrita como
() = B ()] (0), (3.65)
sendo |¢(t)) dado por
lp(t)) = DI (e)|(1)), (3.66)
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caracterizando assim a chamada representagdo do vacuo [18]. Nessa representacdo, o estado inicial do

sistema é descrito por
le(0)) = 10)5|x(0)), (3.67)

com |0); representando o estado de vacuo do campo externo e |x(0)) a molécula Jaynes-Cummings bombe-

ada pelo campo externo. Nesta situagdo, o0 Hamiltoniano H' (t) tem como expressdo

"

H'(t) = H(t) + V(1) (3.68)
com
H(t) = hwa'a + hwo% + hg(aoy +alo_) + hry(eoe” ™ +e*o_e™rt) (3.69)
e
V(t) = fikp(bo e~ ™7t + blg_eist). (3.70)

Note que o termo (3.70) descreve o efeito sobre o sistema das flutuagdes do vdcuo no campo externo. Como
estamos trabalhando num regime de tempo em que essas flutuagdes ndo sdo importantes, podemos consi-
derar V(t) como uma perturbacdo. De fato, somente o termo de ordem zero da perturbagio é considerado,
tendo em vista que o decaimento atémico também é descartado. Porém, este procedimento é valido so-
mente quando a probabilidade das perturbagdes que induzem as transi¢des entre os autoestados do sistema
ndo perturbado for pequena [20]. Isto implica que estamos lidando com um tempo de interagdo 7 < ;.
Levando em conta as aproximagdes delineadas até o presente momento, temos que o Hamiltoniano H na

representagdo de interagdo torna-se independente do tempo, ou seja,
Hr = h&% + likg(ato + act) + hiky(e*o + o) (3.71)
com § = w — wy. Agora, realizando a transformagdo unitaria
Hjc = D (8) H/D' (8), (3.72)

com a amplitude complexa § = e(kp/k,), recuperamos o Hamiltoniano padrdo do modelo de Jaynes-
Cummings ndo-ressonante na representacdo de interacdo. Na representacdo de Schrodinger, o estado do

sistema num dado tempo ¢ esta relacionado ao seu estado no tempo ¢ = 0 por
[x(1)) = 7@ =T B) U6 (D(H)X(0)), (3.73)
no qual Ujc(t) = exp (—itHjc/h) e cujo operador densidade descrito através da expressdo
p(t) = 701D (B)p,, (D(B)e ' 2H /), (3.74)

sendo
Pex(t) = Usc(t)D(B)p(0)D! (B) U} (1), (3.75)
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Figura 3.3: Grafico da inversdo atdmica Z.(t) versus 7 = «t, considerando o campo na cavidade no estado

coerente, com as amplitudes dos campos na cavidade e externo iguais a |a| = 2 e | 3| = 2, respectivamente.

onde o indice ex faz referéncia ao modelo de Jaynes-Cummings com um campo externo. Neste capitulo
vamos sempre considerar o dtomo inicialmente no estado excitado e o campo na cavidade descrito pelos

estados coerente e térmico, ou seja,

p.0)= 3 @ O)mim|  com e (0)=e /O (376)
n,m=0 :
e
o (0) = Zopn(n)m)(m com  Py(i) = # (3.77)

Em seguida, vamos calcular algumas varidveis dindmicas tais como inversdo atomica, ndmero médio de
fétons e compressao nas quadraturas, com o intuito de investigar as propriedades nao-classicas do modelo

em questao.
A - Inversao Atdmica
A primeira grandeza a ser obtida é a inversdo de populagdo atémica, definida como
I(t) = Trlp(t)o. (3.78)

Substituindo p(t) na expressdo acima notamos que, ao utilizar a propriedade ciclica do trago, esta pode ser
simplificada para

I(t) = Trlpey (t)o.]. (3.79)
Considerando o dtomo inicialmente no estado excitado e o campo na cavidade coerente, a expressdo para

Z(t) adquire o seguinte aspecto:

s X 2n
T.(t) = o+ S I e e — e, (3:80)
n=0 ’
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Figura 3.4: Inversdo atdmica Zyn(t) versus 7 = kat para um campo térmico na cavidade. Foram analisadas
duas situagdes: na primeira fixamos o campo externo em || = 3 e variamos o nimero médio de fétons
térmicos em (a) 7 = 0.2 e (c) » = 2. Na segunda situacdo, a amplitude do campo externo foi fixada em
|B] = 5 e novamente variamos o ntimero médio de fétons térmicos em (b) e (d), utilizando os mesmos

valores dos gréficos (a) e (c).

nos quais

tk, R 47 Q. [tk
E,(t) = cos (T) - za sin (T)’ Gn(t) = _lE sin (7),

com k2 = §% + Q2 e Q, = 2k,v/n + 1 a frequéncia de Rabi. Como |F,(¢)|> + |G (t)|> = 1, temos que a Eq.

(3.80) pode ser reescrita na forma simplificada
5 2n
T(t) = 1 — 2e~lo+Bl Z |‘”f3' Gn(t)[2. (3.81)

Como podemos ver na Fig. (3.3), a inversdo atomica é sensivel ao campo externo. No caso do campo
coerente na cavidade, a amplitude do campo externo é “somada” a amplitude do modo a.

De modo andlogo ao célculo desenvolvido anteriormente, temos que a inversdo atdmica para o estado
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Figura 3.5: Evolugdo temporal do nimero médio de fétons com amplitude |a| = 2 para o campo na cavidade

e || = 2 para o campo externo. Aqui vemos o fendmeno de ressurgimento a longos tempos.

térmico pode ser escrita como
Tw() =1-2 ) [(mD(B)n)| Pa(@)|Gm (D), (3.82)
n,m=0
no qual
2t =P gpm=m L= (g m ),
[(m[D(8)[n)[* = (3.83)
w e-Pgem [L- g e m),

3

sendo L%m)(z) o polinédmio de Laguerre generalizado []. Agora, substituindo a Eq. (3.83) em (3.82) e reali-

zando a soma no indice “n”, obtemos

o By S (L \" [P
T® =1- 2o (~47) 2 (755) I a0 @84

Na Figura 3.4 também observamos a influéncia do campo externo sobre a evolucdo da inversdo atémica.

Considerando o campo térmico na cavidade, constatamos o surgimento de colapsos e ressurgimentos, com-
portamento que ndo ocorre sem a presenca do campo externo. Além disso, é possivel notar que os colapsos
e ressurgimentos sdo mais “definidos” para campos externos com alta amplitude e baixo niimero médio de

fétons térmicos.
B - Namero Médio de Fétons

De maneira analoga aos cdlculos desenvolvidos até o presente momento, temos que a expressdo para o

nimero médio de fétons é dada por

n(t) = Trlnp(t)] = (M)ex + 181> — (B(al)ex + B*(a)ex)) - (3.85)
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Figura 3.6: Gréficos do niumero médio de fétons para um campo térmico na cavidade nn(7) versus 7. As
figuras (a) e (c) correspondem a um campo externo com amplitude |3] = 3 e numero médio de fétons
térmicos iguais a 7 = 0.2 e 7 = 2, respectivamente. J4 nas figuras (c) e (d) a amplitude do campo externo é

|B| = 5 com as mesmas varia¢des para fi.

Consequentemente, ao considerarmos o campo na cavidade descrito pelos estados coerente e térmico obte-

mos, através dos resultados contidos no Apéndices A, as respectivas expressdes para o ntiimero médio de

fétons

ne(t) = |af? 2 e*|0‘|2 S wG f\al |(1|2 % 3.86
(@) = o +I5P +e MY G, Zn, L Relfa Tanni (0], (56

n=0 :

nen(t) = B + 6_% i(n+1) (L)n L <_ﬂ) H(l,l)(t)
l+n <= 1+7 mH\CAa(l4a)) ™

_1B2 _wm

HiErpD (1Zn) Ly (‘ <|ﬂ|+ n)) B2 HLO ) - B2 HID (1) (3.87)
m=0

com ¥, , (t) definido por

m(t) =vVn+1Fn()F(t) + Vi +2 Gu ()G (1), (3.88)
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e H® (t) dada pela Eq.(A.11). Como podemos ver nas Figs. 3.5 e 3.6, tanto para o campo térmico como
para o campo coerente na cavidade, o nimero médio de fétons apresenta ressurgimentos a longos tempos.

Com isso, é visivel a influéncia do campo externo sobre a dindmica do sistema.
C - Compressao nas Quadraturas

A préxima varidvel dindmica a ser calculada é a varidncia das quadraturas

1 ) . 1 . .
X; = 5 (aezwt + a’[e—zwt) e X, = 2_ (ae""t _ aTe—lwt) 7 (3.89)
1

ou seja,
V(X)) = (X2 — (X2  (i=1,2), (3.90)

com o objetivo de investigar o efeito ndo-cldssico de compressdo nas quadraturas. Para tanto, devemos

calcular os valores médios

(Xahe = 5 [@des + (al)es] ~ Re(6), G91)
(Xahi = o [{@)ox — (ah)ex] — Tm(B), 6.92)
(X3 = 1{aex + 7(a%)ex + 5 {ala)ex — Re(B) [(a)ex + (ahe] + [Re(8)]* + 7, (3.93)
(X3 = — (2o — 3{a%ox + g (@ abox +i(B) [(@)er — fal)es] + B+ B99)
Utilizando os valores médios calculados no apéndice A, para o estado coerente, obtém-se:
(Xic)e = —Ref+ Y Relen(7)chi1 (M) Tns1,n(b)] (3.95)
n=0
(Xao)e = —ImB+ Y Im[en (7)1 (N Tt (t)] (3.96)
n=0
(Xico) = [2 ZRe en(V)Chra(V)Gni2n(t)] + [Re(B)])”
—2iRe(8 ZRe en(V)et 11 (V) Tngan(t)] (3.97)
(X3e)e = [2 n); +1] - —Zlm en(Y)Ch12(V)Gni2,n(t)] + [Im(B)])”
—2iIm(8 ZIm en (V)11 () Fnt2n(t)] (3.98)

com ¥, 1, (t) definido em (3.88) e

t) =+ 1)(n+2) Fr()Et) + v/ (n+2)(n+3) Gn(t)GL(t). (3.99)
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Figura 3.7: Variancia da quadratura V' (X;) versus 7 = k,t, considerando ambos os campos, na cavidade e
externo, nos estados coerentes e com amplitudes iguais a |a| = 2 e || = 2, respectivamente. N&do observa-

mos aqui o fendmeno de compressdo da quadratura

A Figura (3.7) mostra a variancia da quadratura X, para o campo intracavidade no estado coerente. Uti-
lizamos as amplitudes dos campos externo e na cavidade iguais a |a| = || = 2. Nesse caso, ndo observamos
nenhuma influéncia significativa do campo externo sobre a quadratura.

Agora, ao considerarmos o campo na cavidade descrito pelo estado térmico, os valores médios (X¥) com

i,k = 1,2 adquirem o seguinte aspecto (consultar apéndice A):

182

—E_ o0 — m+1 2
_ e e n w (__18l B o) ]_
(Xiwm)e = 7o mZo(Hn) LY ( n(1+n)>Re[nHm°1 ()| — Re(B), (3.100)
—ﬂ o0 — m—+1 2
_ e R n a (__ 1Al ) [ﬁ(» ]_
(Xa,tn)t = T 2 (1+ ) L ( A7) Im T_LH,,?l (t)| — Im(B), (3.101)
_ﬁ e _ m+2 2 2
_ 1 ermn n @ (__18F B\ g2
(X3 )t = i S0 +7) mZ::o<1+ﬁ> L ( n(1+n))Re (n) HO2) ()| — 2Re(8)(X1 )y
2 i\ 81
_ 2 ” _ (1,1)
Re(B)" + 5777y mz;o(mﬂ) (1+n) Lm+1( n(1+n))Hm t), (3.102)
_ﬂ 00 _ m—+2 2
_ 1 et n @ (__ 18I ) (5) (0,2)
Kt = § 2(1+n) mzzo (1+n> L ( A+ 7)) R Hy2(t)| — 2m(B)(Xe).
7ﬁ 0 = m+1 2
(B 4 & i __ 18l (1,1)
@) + 3077 mz_o(mﬂ) (1+n) Lm+1< n(1+n)> HD (¢), (3.103)

Na Figura 3.8 podemos ver que, para um campo térmico na cavidade, a varidncia da quadratura X; é
sensivel ao campo externo. Para isso, analisamos duas situacées: na primeira fixamos o ntimero médio de

fotons térmicos (7 = 0.2) e variamos a amplitude do campo externo (|3| = 3,5, 7). No grafico (a) as variagdes
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Figura 3.8: Varidncia da quadratura X; para um campo térmico na cavidade. Na figura (a) fixamos o niimero
médio de fétons térmicos em 7 = 0.2 e variamos a amplitude do campo externo em || = 3,5,7e 7 = 0.2.
Ja na figura (b), fixamos a amplitude do campo externo em |3| = 5.0 e variamos o @ (7 = 0.1,0.3,0.5). Em
ambas as situac¢des, cada variacdo das linhas (continuas, tracejadas e alternadas) representa os diferentes
valores:(a) da amplitude do campo externo (|5| = 3,5,7); (b) do ntimero médio de fétons térmicos (7 =
0.1,0.3,0.5). E visivel a influéncia do campo externo sobre a varidncia da quadratura. Em (a) temos que,
quanto maior o valor assumido por ||, maior serd a compressdo. Ja em (b), temos que quanto menor for o

nimero médio de fétons térmicos, maior serd a compresséo.

de | 3| estdo representadas pelas linhas continuas, tracejadas e alternadas (|3| = 3,5 e 7 respectivamente).
Isso nos leva a concluir que, quanto maior a amplitude do campo externo, maior serd a compressdo da
quadratura. Na segunda situacdo fixamos a amplitude do campo externo (|| = 5) e variamos o ntimero
médio de fétons térmicos (7 = 0.1,0.3,0.5). Essas variagdes sdo representadas pelas mesmas linhas do caso
anterior, para 2 = 0.1, 0.3 e 0.5 respectivamente. Notamos que a compressdo serd maior para um nimero de
fétons térmicos menor.

E importante salientar que tivemos a necessidade de obter as expressoes analiticas da inversao atomica,
do ntmero médio de fétons e da varidncia das quadraturas para o campo na cavidade no estado térmico,
tendo em vista que as andlises existentes na literatura [20] foram feitas a partir de simula¢des numéricas.

Assim, ap6s introduzir alguns resultados sobre a influéncia de um campo externo cldssico sobre o sis-
tema atomo-campo (MJC), abordaremos, no capitulo seguinte, como sera essa influéncia ao considerarmos

o campo externo quantico.



Capitulo 4

Aspectos qualitativos de emaranhamento
no modelo de Jaynes-Cummings com um

campo externo quantico

Neste capitulo apresentamos um procedimento matemético que nos permite obter solugdes analiticas
para a inversdo atdmica e funcdo de Wigner para o MJC com um campo externo quantico, assumindo
quaisquer campos na cavidade e externo. Essas solugdes podem ser escritas na forma integral, de modo
que seus integrandos apresentam um termo comum, relacionado ao produto das distribui¢cdes de quasi-
probabilidades de Glauber-Sudarshan para cada campo, e um kernel responsavel pela correlagido. Para
ilustrar os resultados, fixamos o campo externo no estado coerente e o campo na cavidade nos estados co-
erentes par e impar. Desta maneira, mostraremos como a amplitude do campo externo e o pardmetro de
dessintonia modificam o emaranhamento desse sistema composto através da andlise da fun¢do de Wigner.

Esses resultados foram dispostos da seguinte maneira: na segdo 4.1 obtemos o operador evolugao tem-
poral e os elementos de matriz do operador densidade para o MJC com um campo externo quantico, com os
campos na cavidade e externo descritos na representagdo diagonal dos estados coerentes. Na sequéncia, nés
fixamos o campo na cavidade nos estados coerente par e impar e o campo externo no estado coerente para
investigar, na secdo 4.2, os efeitos da amplitude do campo externo e dos pardmetros de dessintonia sobre
a inversdo atdmica. Na se¢do 4.3 mostramos a expressdo para a funcdo de Wigner associada com o campo
na cavidade a qual permite-nos analisar, por meio de calculos niimericos de um conjunto de parametros e
condigdes iniciais similar ao utilizado na sec¢do anterior, como o emaranhamento é modificado no sistema

em estudo. Na secdo 4.4 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas de futuros trabalhos. Por tltimo,

44
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os apéndices B e C contém os principais passos para o cdlculo da inversdo atdmica e da fungdo de Wigner,

respectivamente.

4.1 Aspectos algébricos do MJC com um campo externo

Em geral, o MJC com um campo externo consiste de um dtomo de dois niveis interagindo ndo-ressonan-
temente com um tnico modo do campo na cavidade, e um campo externo quéntico incidindo por um
dos lados abertos da cavidade (o esquema experimental no contexto de cavidades QED estd ilustrado na
figura 4.1). Nas aproximagodes de dipolo e onda girante (RWA), a dindmica desse sistema é governada pelo

Hamiltoniano H = Hg + V, onde
1
Hy = hw (afa—l—bfb) + Ehw o,

V = %hé o, + hk, (alo_ +aoy) + hey, (bfo_ +boy). (4.1)

Aqui, w é a frequéncia dos campos na cavidade e externo (que assumimos na condi¢do de ressonantes),
wo € a frequéncia de transicdo atomica, § = wo — w € a dessintonia das frequéncias, k,() € a constante de
acoplamento entre o 4tomo e o campo na cavidade (externo). Além disso, os operadores atdmicos o4 e
o, sdo definidos como o4 = |e){g|, o— = |g)(e| e o, = |e){e| — |9){g] (]g) e |e) correspondem aos estados
fundamental e excitado do 4tomo), com a(a') e b(b') os operadores criagao (aniquilagdo) de fétons dos cam-
pos na cavidade e externo, respectivamente. E importante mencionar que a natureza quantica dos campos
usados em varios esquemas de processamento de informagdo quantica apresentam sérias consequéncias em
computagdo quantica de larga escala: o principio de incerteza e a possibilidade de tornarem-se emaranhados
com qubits fisicos representam possiveis limita¢cdes em computacdo quantica [29,33]. Desta maneira, van
Enk e Kimble [31] tem considerado a interagdo de campos laser com qubits atdmicos e quantificado o emara-
nhamento dtomo-campo em vdrias situac¢des de interesse onde, em particular, eles encontram que o emara-
nhamento diminui com o nimero médio {n) de f6tons em um feixe de laser de acordo com E o {n)~log,(n)
para (n) > 1. Seguindo a mesma linha, Gea-Banacloche [32] tem investigado a natureza quéntica dos cam-
pos laser usados na manipulagdo de informacao quéantica, focalizando especialmente os erros de fases e seus
efeitos sobre esquemas de corregdo de erros (para mais detalhes veja [32,33]).

Vamos agora definir os operadores de quasi-modo A = e,a+e,b e B = epa—e€,b (onde €,) = Kaqp) [ Kett

e kg = K2 + ki é a constante de acoplamento efetiva), que satisfazem as seguintes rela¢des de comutagdo:

>

[A,AT] =1, [Na,A] = —A, [Na,AT] = AT,
BB]=1 | -

[AaB] =0, [AaBT] = Afa [NA,NB] =0, (4.2)

B, [Ng,B'] = BT,
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External
Quantum

Figura 4.1: Aparato experimental usado na descri¢do do MJC com um campo externo quantico

sendo Nx = AtA (N = B'B) o operador ntimero associado ao operador de quasi-modo A (B). Introdu-
zindo os operadores soma S = N + Np e diferenca D = Na — Ng, podemos verificar que:

(i) S = n, + ny, é uma quantidade conservada (n, = afa en, = bfb sdo os operadores nimero de fétons
dos campos na cavidade e externo);

(ii) o operador D pode ser reescrito em termos dos geradores K, K_, K, da algebra de Lie su(2),
D =2(e2 — ¢)Ko + 2e.6n(K_ + K,),

no qual K_ = abf, K, =afbe K, = 1(ata — b'b), com [K_,K;] = 2K e [Ko,K4] = K;
(iii) a relagdo de comutacdo entre os operadores S e D é nula, ou seja, [S, D] = 0, e conseqiientemente;

(iv) o hamiltoniano H se simplifica para

1
Hozth+5hwa'z,

v

1
318 o + hren (Ato_ +Aoy), (4.3)

com [Hy, V] = 0. Este fato nos leva a obter o hamiltoniano H;,; = V na representagdo de interacdo, o qual
descreve o modelo de Jaynes-Cummings ndo-ressonante para um dtomo interagindo com o quasi-modo A,
e com constante de acoplamento dada por keg. Desta maneira, o operador evolugdo temporal é andlogo ao
do MJC nao-ressonante usual.

Assim, se considerarmos o operador evolugdo temporal U(t) = exp (—iVt/h) do sistema dtomo-cavidade
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na base atdmica, os elementos Uj;(t) da matriz 2 x 2 podem ser expressos por:

U11(t) = cos <t\/_) g %
sin (t ﬂA)

\/ﬂ_A A
sin (£1/B4)
VBa
6 sin (t\/(p_A)
VPa

onde g, = K2z ATA + (%)2 le B, = ¢p + Kk2z1. Este resultado permite determinar o operador densidade

Ulz(t) = —iﬁleﬂ‘
Uzl(t) = —iKefr At

Uy, (t) = cos (t/@a) +

p(t) = U(t)p(0)Ut(t), sendo p(0) o operador densidade do sistema no tempo ¢t = 0. Por conveniéncia,
assumimos que o dtomo estd inicialmente no estado excitado e os campos externo e na cavidade encontram-
se descritos pela representagdo diagonal dos estados coerentes, isto é, p(0) = p,;(0) ® p,,(0), com p,,(0) =
le)el e
ooy
pu0) = 2.0 © p,(0) = [ 25 (@) P, an) e, ol

onde P(a) representa a distribuicdo de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan para cada campo, com

|a; ab) = [aa) ® |ap). Desta maneira, os elementos de matriz de p;;(t) podem ser obtidos através das
expressoes:

pu () = Uni(t) p(0) UL (1)

p12(t) = Uni(t) pa(0) UL (1)

P (1) = Uz (1) po(0) UL, (1)

P2 (t) = Un (1) pop (0) UL, (1) (4.4)

Note que p(t) descreve a solugdo exata da equagdo de Schrodinger na representagdo de interacdo para o MJC
com um campo externo ndo-ressonante. Usando esta solu¢do nés podemos estabelecer expressdes analiticas
para a evolugdo temporal de vdrias funcdes que caracterizam o estado quantico do campo na cavidade,
como a inversdo atémica e a funcdo de Wigner. Por simplicidade, o estado inicial do campo externo serd
fixado como o estado coerente por todo o capitulo (py,(0) = |5){8|), e o estado inicial do campo na cavidade
ird assumir duas diferentes possibilidades: os estados coerentes par e impar. Com relagdo a distribuicdo de

quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan, as consideragdes sdo equivalentes a Péc) =762 (ap, — B) e

© _ mexp(|aal®) [coy, 2) 9 L0\ o
P () = 1 cosh (ja]? 0" (e — @) + 8% (ay + @) + 2 cosh a@aa a@a; 0" (aa) ]|

™ exp (\aa|

)
PO (a,) = ) 6P (an —a) + 6@ (ay +a) —2cosh { a 0 _ o* 0 62 (a,)
a \%) = Y Sinh (Jof2) ¢ da,  Oaj ’
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sendo §(?)(z) a fungao delta bidimensional. De acordo com Glauber [35]: “Se as singularidades de P(a) sao
do tipo mais forte do que as fungdes delta (por exemplo, derivadas da funcéo delta), entdo o campo repre-
sentado ndo terd andlogo cldssico”. Nesse contexto, investigaremos a influéncia da amplitude do campo
externo e dos pardmetros de dessintonia sobre os efeitos ndo-cldssicos do campo na cavidade onde, em

particular, a inversdo atdmica e a fungdo de Wigner serdo abordadas.

4.2 Inversao Atomica

A inversdo atomica Z(t) = Tr[p(t)o,] é uma quantidade de interesse central nessa se¢do devido a sua
facil acessibilidade em experimentos. Para o sistema dtomo-cavidade descrito na segdo anterior, a inversao

atdmica pode ser escrita na forma integral como (consultar apéndice B)

Po, _
70 = [ 25 Pad) Po(an)Eenani) . )
com - o
_ €30y + ELQ
S0, anit) =1 - 2exp (-~ leata + enan|”) Z; %wn(t)ﬁ .
n=
Aqui, a fungdo G, (t) = —i(Q,/A,) sin(A,t/2) é responsédvel pela evolugdo temporal da inversdo atdmica,

sendo A2 = 6% + 02 e Q,, = 2kexrv/n + 1 a frequéncia de Rabi efetiva. Note que a Eq. (4.5) pode ser obtida
para quaisquer estados dos campos na cavidade e externo. Se considerarmos ambos os campos no estado
coerente, a inversdo atdmica coincide com =Z(«, §; t). Essa situagdo foi investigada por Dutra e colaboradores
[19] e estudada no capitulo anterior, no célculo da probabilidade de excitagdo P.(t) = 1/2[Z(t) + 1] na
ressondncia (6 = 0), onde os autores mostraram que a probabilidade de excitacdo estd conectada com a
funcao caracteristica de Wigner do campo na cavidade, se as condigdes k, > &b, kbt K 1€ |B| > (ka/kp)Kal
(campo externo intenso) sdo satisfeitas. Por outro lado, se considerarmos os campos na cavidade e externo

nos estados térmico e coerente, respectivamente, a inversdo atomica é dada por

2 28R\ & @\ ik
=1- __b _ St L. |— b 2 ‘
Tin(2) T+ en exp ( 1+€§ﬁ> Z <1+€§ﬁ) n [ 62ﬁ(1+e§ﬁ)] |G ()| (4.6)

n=0

Nesta expressdo, 72 é o namero médio de fétons térmicos no tempo ¢ = 0 e L,(z) corresponde aos po-
linémios de Laguerre. Além disso, 0 pardmetro ey, representa um fator de escala para ii(|4]). E importante
mencionar que esses resultados corroboram as investigagdes numéricas realizadas por Li e Gao [20] para o
estado térmico e ja estudadas no capitulo 3. Isto nos incentiva a analisar a inversdo atdmica para os estados
coerente par e impar.

Vamos considerar as distribui¢ées de Glauber-Sudarshan P (aa) € P () para os estados coerente

par e impar na expressdo da inversdo atdmica, cujas integrais nos planos complexos a, e ay, podem ser cal-



CAPITULO 4. ASPECTOS QUALITATIVOS DE EMARANHAMENTO NO MODELO DE JAYNES-CUMMINGS
COM UM CAMPO EXTERNO QUANTICO 49

culadas sem dificuldades. Em ambas as situagdes, a inversdo atdmica pode ser escrita nas formas compactas

Le(t) = 1-2) _ §(a, B)|Gn(t)*

n=0
To(t) = 1-2 §(a. B)IGu(t)] , 4.7)
n=0

com 3 (e, B) e ' (, B) dadas por

) on 2n
3 (a,p) = %04)) {exp (- leacy + 6b5|2) leace + B +exp (_ |€ac — 6bﬂ|2) M

4 cosh (|a? n! n

+2exp (—2|a|?) Re |exp [(eax + €b3) (st — €1,8)"]

n!

[— (€ac + €p ) (€acx — GbB)*]n] }

) on 2n
39 a, B) = %04)) {exp (— leac + €b5|2) laat enPl +exp (_ leac — eb’B|2) M

4sinh (a2 n! n

—2exp (—2|al?) Re

exp [(€aa + €pf3) (€ax — €p3)"] n!

[— (€a + €p ) (€acx — GbB)*]n] } ‘

A Fig. 4.2 mostra os gréficos de Ze(t) versus kert quando o sistema dtomo-cavidade estd ressonante (a,c)
0 = 0 e ndo-ressonante (b,d) § = 6kewr, para e, = 3/ V10, e, = 1/V/10 e |a| = 1 fixos, com dois diferentes
valores de amplitude do campo externo: (a,b) |5| = 2 e (c,d) | 5| = 20. Uma vez que o 4tomo estd preparado
inicialmente no estado excitado, o valor da inversdo atomica no tempo ¢t = 0 é igual para ambas as situagdes.
Na Fig. 4.2(a) podemos perceber que Z.(t) tem um comportamento irregular, em que os resurgimentos
ndo estdo bem definidos (em particular, os ressurgimentos sao considerados como manifestagdes quanticas
do campo eletromagnético dentro da cavidade); enquanto que na Fig. 4.2(c), os colapsos e ressurgimentos
aparecem quando o campo externo é intenso. Agora, se analisarmos as Figs. 4.2(b) e (d), nés concluimos que
os colapsos e ressurgimentos podem ser controlados pela dessintonia entre os campos na cavidade (externo)
e transi¢do atdmica (em particular, os ressurgimentos tem uma estrutura regular e pequena amplitude).
Similarmente, a Fig. 4.3 mostra os graficos de Z,(t) versus kest para os mesmos pardmetros da figura
anterior, no qual verificamos: (i) o aparecimento de diferentes estruturas de colapsos e ressurgimentos, e (ii)
os efeitos dos pardmetros |3| e d sobre a inversdo atdmica Z,(¢) sdo completamente andlogos aos do estado
coerente par. Gora e Jedrzejek [52] mostraram que no MJC usual, com o campo da cavidade preparado
inicialmente em um estado coerente e com um pequeno ntimero médio de fétons (isto é, (n). ~ 2 num
tempo ¢t = 0), a inversdo atomica apresenta colapsos e ressurgimentos distintos desde que o atomo e o
campo estejam préximos da ressondncia; e a longos tempos, o comportamento do modelo apresenta super-
estruturas como os super-ressurgimentos. Desta maneira, as Figs. 4.2(b) e 4.3(b) apresentam num curto

periodo comportamentos andlogos a essas super-estruturas e esse fato esta associado ao pequeno niimero
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Figura 4.2: Evolugdo temporal da inversdo atdmica Ze(t) do dtomo inicialmente preparado no estado exci-
tado com os campos na cavidade e externo preparados nos estados coerente par e coerente, respectivamente.
Tais figuras correspondem a (a,c) § = 0 (ressondcia) e (b,d) 6 = 6kesx (ndo-ressonante) para ¢, = 3/ V10,
e» = 1/v/10 e |a| = 1 fixo, em que dois valores de amplitude do campo externo foram considerados: (a,b)

Bl =2e ] =20

médio de fétons usado para ambos os campos ((n,(0))e = 0.762 e (n,(0))o ~ 1.313 com (n,(0)). = 4 fixos),
desde que consideramos uma grande dessintonia se comparada com a constante de acoplamento efetiva
(por exemplo, §/2kes = 3). Além disso, essas super-estruturas desaparecem se considerarmos (ny,(0)). ~
400 nas Figs. 4.2(d) e 4.3(d). Resumindo, a amplitude do campo externo e o pardmetro de dessintonia
tem grande influéncia sobre as estruturas de colapsos e ressurgimentos no MJC com um campo externo
quantico, e isso nos leva a investigar as propriedades ndo-cldssicas do campo na cavidade através da funcao

de Wigner.
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Figura 4.3: Gréficos de Z,(t) versus kest € [0,200] para (a,c) § = 0 (ressonante) e (b,d) § = 6kex (nd0-
ressonante) para €, = 3/v/10, 5 = 1/v/10 e |a| = 1 fixo. Em ambas situagdes nés consideramos diferentes

valores da amplitude do campo externo, isto é, (a,b) | 5| =2 e (c,d) || = 20.

4.3 Funcao de Wigner

Em livros recentes da literatura de éptica quantica [35, 39], a fungdo de Wigner é geralmente definida em
termos de uma fungdo auxiliar (denominada de fungdo caracteristica de Wigner) que descreve o ordenamento
simétrico dos operadores criagdo e aniquilagdo do campo eletromagnético, isto é, x(§) = Tr[pD(£)] com
D(¢) = exp (éaf — ¢*a) sendo o operador deslocamento. A conexdo entre ambos os operadores ¢ estabele-

cida através da transformada de Fourier bidimensional como segue (ver sub-se¢do 2.5.2):

2
We) = [ Few6e -79x© @8)

Assim, se considerarmos o campo na cavidade no referéncial do MJC com um campo externo quantico, a

funcao caracteristica de Wigner pode ser definida de forma similar a da inversdo atémica,

2 12 _
x(€) = [[ CO Pa) Polan) Relansant) 49)
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Figura 4.4: Gréficos de ©) (v;t) versus p € [-7,7] e ¢ € [—10,4] para o sistema dtomo-cavidade com

dois valores diferentes de dessintonia: (a,b) § = 0 (ressonante) e (c,d) § = 10keg (ndo-ressonante), com os
pardmetros |a| = 1 ({(na)e = 0.762) e kert = 100 fixos na presente simula¢do. Em ambas as situagdes, a
condicdo k,(,) = k foi estabelecida e os valores da amplitude do campo externo (a,c) |B| = 2 ((np)c = 4) e
(b,d) |8] =5 ((np)e = 25) considerados.

com K¢ (a, ap; t) dado por

ﬁ&(aaaabﬂf) = <0‘a>ab|UI1 (t)Da(§)U11(t)|aa, an) + <aaa0‘b|U;1 (t)Da(§)Uz1 (t)]|aa, ab) -

Aqui, o operador deslocamento D, (£) estd associado ao campo na cavidade. Agora, substituindo x(&;t) na

Eq. (4.8), a expressao para a funcdo de Wigner é prontamente obtida,

d?a,d?
Walit) = [ S5 Py () Pan) K (0 i) (@.10)
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no qual o indice v corresponde a representacdo no espago de fase complexo e
d2£ * * Tr
Ky(aa, apit) = [ —= exp (76" = 77€) Ke(aa, an; 1) - (4.11)

As fungoes INQ (aa,ap;t) e K, (o, ap;t) foram obtidas com detalhes no apéndice C. Em particular, quando
t =0, a funcio K, (aa, ap; 0) = 2exp(—2|y — aa|?) ndo depende das varidveis associadas ao campo externo

e isso nos leva a escrever a funcdo de Wigner inicial como

Loy 9
Wa(v;0) =2 - exp(—2|y — aa|”) Pa(a) -

Essa expressdo representa um processo de suavizagdo gaussiana do integrando P,(a,), tal que Wy(7;0) é
uma fungdo bem definida no espago de fase caracterizado pelas varidveis p = v/2Im(y) e ¢ = v2Re(y).
Parat > 0, a fungao K, (aa, ap; t) é responsavel pelo emaranhamento entre os campos externo e na cavidade
(aqui representados pelas distribui¢des de quase-probabilidade de Glauber-Sudarshan P, (a,) e Py(ap), res-
pectivamente), visto que as varidveis complexas o, e oy, estdo completamente correlacionadas. Além disso,
é importante mencionar que x(&;t) e Wa(v;t) podem ser obtidas para quaisquer estados dos campos na
cavidade e externo (condi¢oes similares foram estabelecidas para a inversao atomica) sem restri¢des sobre
os tempos de interagdo, e as expressdes obtidas analiticamente com esse procedimento generalizam os re-
sultados previamente discutidos na literatura [14,16-18].

Vamos agora considerar as distribuicées de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan para os estados

coerente par e impar na Eq. (4.10). Depois de integracdes nos planos complexos o, e a,, obtem-se

W (7:t) = % [Ky (@ 53) + Ko (=0, ;1) + exp(=2laf*)K, (a, ;)] (412)
¢ 2

WL 0it) = 1O (K 050) 4 K (-0, B50) - exp(-2laP )R, (@ Bi)) . (413
no qual

R o 50) = 2ep(f?) cosh (g a5 ) fopllon P (on 0]| 419

Note que no tempo ¢ = 0, a fungdo exp(—2|a|?)K, (a, 8;0) = 4exp(—2|7|?) cos[4Im(ya*)] permite recuperar

expressdes conhecidas da literatura [36]:

W) (;0) = % exp(—2|7|%) {exp(—2|a|?) cosh[4Re(ya*)] + cos[4Im(ya*)]}
¢ 2
W) (7;0) = ZRUD) (o 12) {exp(—2laf?) cosh4Re(ya")] — cos[4Tm(a)]} -

~ sinh(]af?)
As figuras 4.3 e 4.4 mostram os gréficos tridimensionais de ©) (v;t) e Wéo)(y; t) versus p = v2Im(y) e

q = V2Re(y), respectivamente, para o sistema dtomo-cavidade ressonante (a,b) § = 0 e ndo-ressonante (c,d)
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Figura 4.5: Gréfico da funcdo de Wigner Wi (7;t) para o mesmo conjunto de pardmetros estabelecidos na

figura anterior, com |a| = 1 ((na)o ~ 1.313) e kext = 100 fixos. Note que o emaranhamento é maximo

quando § = 0 (regime ressonante), e minimo para 6 = 10keq (regime nao-ressonante).

0 = 10ker. Em ambas as simulagdes nds consideramos |a| = 1 e duas diferentes amplitudes do campo
externo: (a,c) || =2 e (b,d) || = 5. Além disso, também fixamos o pardmetro kgt = 100 permitindo assim
obter uma visdo parcial do emaranhamento no sistema composto em estudo. Uma primeira andlise dessas
figuras mostra, através da fungdo de Wigner, que o emaranhamento é sensivel as variagdes dos parametros
experimentais |3| e d (esse fato corrobora os resultados anteriormente obtidos para a inversdo atomica);
sendo a dessintonia responsavel pelo grau de emaranhamento entre as componentes envolvidas no sistema,
pois ambos os campos estdo em ressonancia. Desta maneira, embora as Figs. 4.3(c)-(d) and 4.4(c)-(d) te-

nham estruturas similares, existem diferencas sutis entre elas: Wi (7y; t) assume valores negativos devido a
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estatistica sub-poissoniana inicial do campo na cavidade; enquanto Wi (7; t) é extritamente positiva, pois o
estado coerente par tem estatistica super-poissoniana para qualquer valor inicial de (n,). (ver Ref. [36] para
mais detalhes). Ja o aumento de |3| nas Figs. 4.3(b,d) e 4.4(b,d) mostra um efeito interessante nas fungoes
de Wigner: o padrao de interferéncia entre os estados dos campos externo e cavidade se torna mais pronun-
ciado, e esse efeito modifica as formas de W,® (v;t) e Wi (7;t). Uma analise similar pode ser aplicada se
considerarmos ambos 0s campos no estado coerente (ver apéndice C).

Para finalizar essa se¢do, determinaremos as fungdes distribui¢do de probabilidades marginais |1, (g; t)|?

e |pa(p;t)|? através da integracdo direta da Eq. (4.10) sobre as varidveis p ou g, isto é,
alasl? = ] LD P ) ofas) Vst i), @15)
eatitl? =[] LT o o) Vit 416)
com

* d * d
Uq(aa,ab;t)=/ —pKv(aa,ab;t) e Vp(aa,ab;t)=/ \/—2q—ﬂ_K'y(aaaab5t)'

_oo V27 _

Para tanto, vamos introduzir inicialmente a fun¢do complexa

( ) {M,m’} ( ¥ ( , K) 6306 + 63 o, k
m.m’ = > @)Lyt Lyt p L
Hu (aaaab) — ( k) k (0) k (O) [eaeb(ebaa+5aab):|
Va + 1} Vs + U
X Hyy (/1'_ aﬁb)Hm’k (N_aT;) ’

no qual H,(z) é o polindmio de Hermite, v,(p) = €41 (ea(b)aa — eb(a)ab), e {m,m'} denota o menor niimero

inteiro entre m e m’. Além disso, nés definimos as fungées auxiliares

Y™™ (0, apst) = H™™) (0, ab) Fin () F (1)

Cach b0 ¥ @b g/(mtm'+1) (g, a) — DG (4.17)
2 €0, + €pap (m+1)(m' +1)
e
' v, + U 2
'Aflm’m )(aaaab) = \/§ €xp [_ (/J/ - a\/i b) - |€aaa + 6bab|2‘|
[V2eb (ebaa + €aa)]” [V2e€q (€a0a + ena)*]™
X , (4.18)
(2m)! (2m")!!
as quais permitem expressar os integrandos U, (aa, ab;t) € V,(aa, ab; t) nas formas compactas
o0
Ugloa,an;t) = % A™) (aq, ab) Y™™ (0a, ans ) (4.19)
m,m’'=0
(o]
Vp(aa,anst) = > AT™) (—ia,, —ia) Y™™ (—iaa, —ian;t) . (4.20)

m,m’'=0
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Conseqiientemente, a conexdo entre as Egs. (4.19) e (4.20) pode ser prontamente estabelecida através das
relagdes matematicas Ug(aw, ap;t) = Vi (ia,ian;t) € Vp(aa, ab;t) = Up(—ia,, —ian; ).
Em analogia com a fun¢ao de Wigner, as fung¢des distribuicdo de probabilidades marginais ndo depen-

dem do campo externo no tempo ¢ = 0. Nesse caso, as expressoes se reduzem a

a0 = V2 [ L2 expf-fg — VIRe(a) ) Pu(aa)

™

™

a0 = V2 [ L2 expllp - vEIm(@?) Pu(aa)

Agora, ao considerarmos ambos os campos externos e cavidade no estado coerente, obteremos [, (g;t)|* =
Uy(a, B;5t) e |pa(p;t)|> = Vp(a, B;t). Esse exemplo, em particular, mostra que as distribuigdes marginais
representam uma importante ferramenta para o estudo qualitativo de emaranhamento, uma vez que as

variaveis « e § estdo completamente correlacionadas.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo aplicamos a férmula de decomposicao para algebra de Lie su(2) no modelo de Jaynes-
Cummings com um campo externo quantico para calcular as expressdes exatas da inversdo atomica e da
fun¢do de Wigner na situagdo em que o 4tomo estd inicialmente no estado excitado. Adotando a representagao
diagonal dos estados coerentes, nés mostramos que essas expressdes podem ser escritas na forma inte-
gral, com seus integrandos apresentando um termo comum que descreve o produto das fungdes de quasi-
probabilidade de Glauber-Sudarshan para cada campo e um kernel responsavel pelo emaranhamento. E
importante mencionar que o procedimento matemaético desenvolvido aqui ndo apresenta nenhuma restrigdo
sobre os estados dos campos eletromagnéticos externo e na cavidade. Para ilustrar esses resultados, fixamos
o campo externo no estado coerente e assumimos duas diferentes possibilidades para o campo na cavidade:
os estados coerentes par e impar. Dessa maneira, nés verificamos que a amplitude do campo externo e o
parametro de dessintonia (i) influenciam fortemente as estruturas de colapsos e ressurgimentos da inversao
atomica, (ii) modifica a forma de W,(v;t) pois o padrdo de interferéncia entre os estados do campo na ca-
vidade se tornam mais evidentes através da fun¢do de Wigner. Além disso, o formalismo empregado para
o caculo da inversdo atomica e da fungdo de Wigner possibilita a investigacao de sistemas fisicos similares
(por exemplo, consultar referéncias [28, 29]); ou no estudo de sistemas dissipativos compostos, onde o efeito
de decoeréncia tem um papel central no processamento de informagdo quantica. Por fim, esse capitulo re-
presenta uma contribuigdo original para o estudo de engenharia de estados emaranhados com énfase em

computacgdo quantica e tépicos relacionados.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Nesta dissertacdo realizamos uma breve revisdo de conceitos fundamentais de 6ptica quéntica e dos
resultados existentes sobre o MJC com um campo externo cldssico. Para isso, obtivemos as expressdes
analiticas (inversdo atdmica, nimero médio de f6tons e varidncia das quadraturas) para esse sistema no caso
do campo intracavidade no estado térmico, que nos levaram a recuperar resultados numéricos conhecidos
[19].

Como resultado principal desse trabalho, no capitulo 4, observamos a validade do procedimento ma-
tematico adotado, que possibilitou a obtengdo de solugdes analiticas na forma integral (para a inversdo
atdmica e fungdo de Wigner), com seus integrandos apresentando um kernel responsavel pela correlacio e
um termo comum descrevendo o produto das distribui¢des de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan
para cada campo. Este procedimento torna possivel a utilizagdo de quaisquer campos externo e na cavidade.
Para ilustrar nossos resultados, utilizamos a situagdo em que o 4tomo estd inicialmente no estado excitado,
0 campo externo no estado coerente e 0 campo intracavidade nos estados coerentes par e impar. Tais resul-
tados nos levaram a verificar a influéncia da amplitude do campo externo e do parametro de dessintonia
sobre os efeitos ndo-classicos (ressurgimentos e emaranhamento), visiveis nos gréficos da inversdo atomica
e funcdo de Wigner.

Pretendemos, em complemento a esse trabalho, realizar o calculo: dos momentos associados ao operador
numero de fétons dos campos externo e intracavidade; do pardmetro Q de Mandel, para verificar como a
estatistica do campo na cavidade é modificada pela amplitude do campo externo e parametro de dessintonia,
além do estudo da distribuicdo do ndmero de fétons do campo na cavidade via defini¢do de entropia de
Wehrl.

A titulo de pesquisa futura, pretendemos incluir perdas na cavidade, para assim entender como o pro-

cesso de decoeréncia afeta o emaranhamento no sistema em estudo, além de buscar possiveis solucoes
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analiticas que permitam uma investigagdo completa dos efeitos decoeréncia versus emaranhamento.



Apéndice A

Alguns valores médios para o MJC com

um campo externo classico

O valor médio de um operador é definido como
(0)¢ = Tr[p(#)0O], (A1)

onde, no nosso problema, o operador densidade p(t) a ser utilizado é dado pela Eq. (3.74). Desta ma-
neira, considerando o campo na cavidade no estado coerente, obtemos ap6s alguns célculos os seguintes

resultados:

(@ = Y 1NN Tt (®)
n=0

(m)e = > nPu(m) + Y Pa(MIGn(®)]?
n=0 n=0

@) = Y ent2(NE () Snm(t) | (A2)
n=0

em que as fungdes T, (t) € Sy 1 (t) sdo definidas por

Tm(t) = Vi + 1 Fp () EX(t) + Vi + 2 G () GE (1), (A3)
Gnm(t) = V(n+1)(n+2) Fupa()F(t) + /(0 +2)(n + 3) Gnia(t)GE(T) . (A4)
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Utilizando os resultados acima, podemos calcular os valores médios dos operadores de quadratura

(X} = 5 [(a)e + (at)] — Re(s)

(Xa) = o [(@)e — (al)] ~ Tm()

(X3)e = (@) + 7(a%)e + 3lata), — Re(8) [(a)e + (al)] + [Re(A) + | ,

(X3), = — (P — 1% + g(ala + iRe(8) [{a). — (at)] + (B + | (A5)

e, consequentemente, suas respectivas varidncias. Agora, vamos considerar um campo térmico na cavidade

para o célculo das varidveis dindmicas. Desta maneira o valor médio dos operadores serd dado por

(@ = 5 30 LB LI (8 L (5 P () H 1),

n,m=0
—1812 = n! m—n m—n 2 =
() = e B2 ST T gEemm [Limmm i (|8)|” Pa(m) HGD (),
n,m=0
-181? — n! m—n m—n m—n =
(%) = eT0E% B 7 BRI LT (B LT (|B) Pa(R) HIZ (1), (A6)
n,m=0 :

com os valores médios dos operadores de quadratura adquirindo a seguinte forma:

—|8|? p* S n! m—n m—n m—n = W
(Xi) = =012 37 P L= (B LG (8 Pa(@)Re [ BHED ()], (A7)
n,m=0 '
—18|% g% — n! m—n m—n m—n = iw
(Xa)e = 19722 37 Loy L{n=mt) (|R) LG (|82) Po(m)m [ BHEV ()], (A8)
n,m=0
1 1 52 o= nl me—n) 7 (m—n m—n = iw
(XD = 1+ 5770 D0 BRI LI (B LG (1B Pa()Re €27 B P ()]
n,m=0 :
phePgp 3o I gpme [1menin) 152)]" By HOD 1) (A9)
2 it m/! " " m ’

1 1 a2 < nl )+ (e . ) -
(X3 = 7 —5¢7 7 Y0 BTG (B L (B Pa()Re €250 8 HD) (1)

n,m=0

1152102 S~ 2 piatmen) [7(m=n+1)(2120]2 . (7 77 (L1)

gl S0 g [Lr-r 1) P HGO ). (A10
n,m=0

A funcdo H{® (t) é definida como

HG (8) = Fypr (6 Py t) + \/ e 6 (DG (1) (A1)
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sendo L (z) o polinémio de Laguerre generalizado [18] De posse dos valores médios dos operadores de
quadratura, podemos calcular suas respectivas varidncias levando em conta ambas as condi¢des iniciais do

campo na cavidade.



Apéndice B
A Inversao AtdOmica na forma integral

Com a ajuda da defini¢do estabelecida na secdo 4.2 para a inversdo atomica e a propriedade de in-

ab ab

= Trap {pab [cos (2t\/7) 62 sin (;;/ﬂ_A )] } (B.1)

Empregando a representagdo diagonal de p,; (0) na base dos estados coerentes na segunda igualdade da Eq.

(B.1), a forma integral da inversdo atomica pode ser prontamente obtida, isto é,

Ca,d*a =
:/ %bpa(aa)Pb(ab):(amab;t) (2)
onde 2 2
) 5" sin” (¢
E(aa; ap;t) = {aa, ap| cos(2ty/ a )|aa, an) + o <aa’ab|(ﬂiA\/ﬂ_A)laa’ab) ' ©

No entanto, a efetividade da forma integral (B.2) estd conectada com a determinagdo da expressdo analitica
para Eq. (B.3).
Para calcular a fungdo =, primeiramente expandimos os operadores cos(2ty/Ba ) e sin®(ty/Ba )/Ba em

série de poténcias como segue:

cos(2¢ ) d e20(14+8%/4r%y) 2D 7S

k=0

sin (t\/ﬂ_A 1 i

dk
Ba = Bk \/_Keﬂt)Q(k-H) o o22(14+8%/4rZ) oD 7S
eff k=0
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Em seguida nés aplicamos a férmula de decomposicdo para o ordenamento antinormal da dlgebra de Lie

sobre o operador €*P, a qual leva-nos a obter [52-54]

zD ByK_

e —e B+BoK+ e(lnBo)Ko

e

)

com
2€,€p sinh z ) b R
By = ‘ B — leosh o
*t 7 coshz + (&2 —&)sinhz e o = [coshz + (€7 — ;) sinh z]

Ap6s alguns célculos, a expressdo analitica para os valores médios

[e8) 2n
€05 1 EpQ
(0a, o | cOS(2t4/ B )| va, ) = €xp (— leata + ebab|2) Z % cos(Anpt) (B.4)
n=0 ’
© sin?(tv/Ba ) >, |eata + epap|®” sin?(Ant/2)
(o0, 00| T3 ) = exp (—[ewen + enen?) - F S A (B5)

n=0
sdo determinadas, sendo A% = §%+ Q2 e Q,, = 2kerv/n + 1 a frequéncia de Rabi efetiva. Agora, substituindo

estes resultados na Eq. (B.3), nés obtemos

0o 2n
_ €20 + €L
(s ait) = 1 — 265 (= leaca + epan?) 3 22T 00 6z (8.6)
—~ n!
sendo G, (t) = —i(Q,/A,) sin(A,t/2). Conseqlientemente, com a determinagdo da expressdo analitica para

E(aa, ap;t), a eficiéncia da forma integral (B.2) estd garantida.



Apéndice C
Detalhes do calculo da Func¢ao de Wigner

Inicialmente, obteremos os valores médios

dzﬂadzﬂb
7(2

(@, ap[UL; ()Da () Ut (8)|ta, ) = // (@a ab| UYL ()Da(€)[Ba, Bo){Bas By | Ut (t) |, an)  (C.1)

e

d?Bad?
(0108 UL (Do (U (D, an) = [ P25 (0, UL (0D (€) By ) B Ut (B]tas )
(C2)
por meio de integragdes nas varidveis complexas S, e f,. Assim, vamos substituir dentro das Egs. (C.1) e

(C.2) os valores médios auxiliares
(ol UL (OOl o = exp |5 (€55 — €60)] (B + & Aol Un O )"

(0,0 UL, (DA €) B, ) = exp [; (€8 - £*Ba)] (B + & Aol Un (D], an)”

</Baaﬂb|U11 |aa7ab z Fm aa;ab;ﬂa;ﬂb)

Gm(t)
m+1

<ﬂa,,8b|U21(t)|Oéa,Oéb) = eaﬂa +€b/8b * Z Am aaaabaﬂaaﬂb) )
m=0

com

1 *
Am(aa;abaﬂa;ﬂb) = exp |:_§ (laa|2 + |04b|2 + |/8a|2 + |/8b|2) + (ebaa - 6aab) (ebﬂa - 6a/Bb)

y [(ara + enan) (€afBa + €nfBp)]"
m!
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e Fr(t) = cos(Ant/2) —i(d/Ap)sin(Apt/2) (a fungdo G, (t) foi definida previamente no apéndice A).

Entao, realizando as integracdes nas variaveis 3, e fp, nds temos

(@a, @[ UL (D (O)Un (B)]aa, an) = > Y™™ (aa, an) ™™ (a, s t) (C.3)
m,m’'=0
€ o0
(0, [ UL, (Do (O)Uni (B)laa, an) = D T™ (0, a0)I™™ (0, a3 t) (C4)
m,m’'=0
com
T(m,m')(a a ) _ _@ _ 2 _ * e _ %
£ a,Ob) = €Xp 2 |5aaa+€bab| + €p (ebaa 6za.ab) §—ea (faaa ebab)€

m'—m |€a0ta + €nou|*™

m'!
€pQy + €30 | . o "
—_ F..(t /(t
eaaa+6bab|§| :| m() m()7

(m,m") N m+1 L(m'—m) €bQa + €a0b | .10 *
K™ i t) = L L [ 220 ] 6, (0,0

Consequentemente, a fungdo I~{§(aa, ap; t) que aparece no integrando de x(&; t) pode ser determinada como

X [ea (€ata + eparp)” {] ,

s anit) = L e

segue:
oo
Ke(ow, ap;t) = Z Tém’m )(aa,ab)l"ém’m )(aa,ab;t) , (C.5)
m,m’'=0
sendo Fém’ml) (a,ap;t) = Iém’m’)(aa, ap;t) + ng’m’) (Qa, ap;t).
Um aplicagdo imediata para esse resultado é o célculo de K., (v, ap;t), uma vez que ambas as fungdes
estdo conectadas por uma transformada de Fourier bidimensional. Agora substituindo (C.5) na Eq. (4.11) e

integrando na varidvel complexa £, obtem-se como resultado a expressdo analitica

K, (0w om5t) = > CI™) (0, an)MI™™) (0, a5 t) (C.6)
m,m’=0
em que
C,(Ym’ml)(aa, ap) = 2exp (— |eatta + epa|” — 2%7{;) [2€5 (€a0ta + €bap) 2] ™
[(62 - 612)) (€aa — enap) (€a0ra + 6bab)*]m
% m'!
e

de €L €0y + €300

m+1 (62 _ 2) €,00, — ELOD

M(m.m") ) = pm'-m) | _ a%a — bbb
Yy (Oéa,Oéb, ) m eaaa+6bab

o F () F (t
e et ] R0 +

m+1 2

r_ de €, €pQa + €300
x LmTm) | 2 aTta | GG (¢
ea_elg)eaaa_ebab’ya’)/b m() m():
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COM Yab) = ¥ — €a(b) (ea(b)aa — eb(a)ab). Em particular, quando k,,) = &, a expressdo para K, (a, ap;t)

pode ser escrita na forma simplificada
K, (o, ap;t) = Z Ogm)(aa,ab) [Ogm’)(aa,ab)] R,(Ym’m')(aa,ab;t) , (C.7)
m,m’'=0
sendo

{(aa +ap) 27 = (0 —a)]"}"
2mqmp!

1
0 () = VE exp | (law + anl* + 127 = (0w = an) )]

) 1 Gm(t)G*'(t)
RU™) (ay i) = Fon(B)F i (8) + 5 27 — (0 — o) )
g (0a, a3 t) () (t) 2| 7~ (aa — o) (m+1)(m'+1)

Esta solugdo é equivalente a considerar que a intera¢do entre os campos externo e na cavidade tem o mesmo
peso. Note que a expressdo (C.6) representa um passo importante no processo de investigacdo dos efeitos
da amplitude do campo externo e dessintonia sobre as propriedades nado-classicas do campo na cavidade
através da funcdo de Wigner.

Por exemplo, quando os campos externo e cavidade sdo descritos por estados coerentes, a funcdo de
Wigner coincide com K, («, 3;t) e parat = 0, n6és obtemos a fungdo de Wigner Wi (7;0) = 2exp(—2|y—al?).
A figura C.1 mostra o grafico tridimensional de wio (7;t) versus p = v/2Im(7) e ¢ = v/2Re(7y) considerando
o sistema dtomo-cavidade ressonante (a,b) § = 0 e ndo-ressonante (c,d) § = 10kes para |a| = 1 ({(ng)c = 1)
e ket = 100 fixos, com dois diferentes valores da amplitude do campo externo: (a,c) |[f] = 2 ((np)e = 4) e
(b,d) |B] = 5 ((np)c = 25). A condigdo k() = & foi estabelecida para ambas as situagoes, e a soma infinita

presente em (C.7) foi substituida pela soma finita

£ -1 J2 " )
Kyl f5) = 32 |00 (0, ) REV™ (@, 8:0)42Re | 3 32 00 (@,8) [04) (a0, ) Rgm’m’(a,ﬁ;t)],
m=0 m=0m'=m+1

onde £ é o valor que garante a convergéncia da expressdo (nds fixamos £ = 50 nos calculos numéricos). Ja
que a evolucdo temporal dos sistemas compostos nos leva a conceitos essenciais de emaranhamento [5], as
Figs. C1 refletem os efeitos do campo externo sobre as diferentes formas de emaranhamento no sistema em
consideracdo, para valores especificos de kgt (emaranhamento maximo ocorre quando § = 0, e minimo
para 6 = 10keg). Para uma visdo mais global do emaranhamento sobre esse sistema, diferentes valores de

kemrt € (]3], 0) sdo necessdrios. Aqui, nds fizemos apenas um estudo parcial desse importante efeito.



APENDICE C. DETALHES DO CALCULO DA FUNCAO DE WIGNER

67

L

)

o
R \\
i

‘ ‘\ \ . % : i "“"‘
st - o
2 :'.:,%' ’:‘”'ws\gg N ,d“"

—=——XN
—

AOONS

(AR
0 .“

Figura C.1: Gréficos de Wi (v;t) = Ky(a,B;t) versus p € [—7,7] e ¢ € [—10,4] para o sistema dtomo-

cavidade ressonante (a,b) § = 0 (maximo emaranhamento) e ressonante (c,d) § = 10kg (minimo emaranha-
mento), com |a| = 1 e kegt = 100 fixos. N6s consideramos dois valores diferentes de amplitude do campo

externo: (a,c) |3| = 2 e (b,d) |8| = 5, com a condigio k,(,) = k estabelecida em ambas as situagoes.
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