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Resumo

Nessa dissertacao de mestrado estudamos a dinamica do emaranhamento entre dois 4&tomos remotos
localizados em cavidades distintas. O foco principal é a producao de estados maximamente emaranhados
entre atomos de dois niveis em cavidades distintas e, em particular, acopladas.

Inicialmente apresentamos os principais conceitos da Teoria de Informacao Quantica, aspectos qua-
litativos e quantitativos do emaranhamento quantico, em seguida partimos para o sistema fisico pro-
posto: atomos em cavidades. Apresentamos o modelo de Jaynes-Cummings (MJC) e uma breve andlise
do emaranhamento que surge da interacao atomo-campo descrita por esse modelo. No sistema de
duas cavidades desacopladas apresentamos como gerar emaranhamento entre atomos remotos de forma
condicional.

E apresentado entao o sistema formado por duas cavidades acopladas interagindo com atomos de
dois niveis idénticos, fato que corresponde a constantes de acoplamento atomo-campo iguais (g1 = go).
A interacdo atomo-campo ainda é descrita pelo MJC ja o sistema das cavidades acopladas pode ser
modelado conforme a proposta de Zoubi et. al [1|(para cavidades separadas por um meio fisico a uma
curta distancia) ou pela proposta de Pellizzari [2](para cavidades conectadas por uma fibra éptica).

Para escolhas adequadas dos parametros relevantes em cada caso, a dinamica dos dois sistemas é
equivalente a interacdo dos atomos com um campo mono-modo. Em conseqiiéncia da aparente sim-
plicidade, investigamos a dinamica do emaranhamento entre atomos distantes, incluindo a geracao de
estados maximamente emaranhados (essencial para o processamento de informagao quantica, comu-
nicagao quantica [3] e computagdo quantica distribuida [4,5]) de forma deterministica e sem a necessi-
dade de uma interacao indireta entre os modos das cavidades para gerar um estado inicial emaranhado

compartilhado.



Abstract

In this work, we study the dynamics of the entanglement between two remote atoms in distinct
cavities. The main focus is the production of maximal entangled states between identical atoms of two
levels in distinct cavities and, in particular, coupled cavities.

Initially we present the main concepts of the Theory of Quantum Information, qualitative and
quantitative aspects of the quantum entanglement, after that we consider the physical system: atoms
in cavities. We present the Jaynes-Cummings model (JCM) and make one brief analysis of the entan-
glement that appears due to such atom-field interaction. In the system of two uncoupled cavities we
present how to generate entanglement between remote atoms in conditional form.

We introduce the system formed by two coupled cavities interacting with identical atoms, fact that
corresponds to identical coupling constant (g1 = g2). The atom-field interaction is still described by
the JCM and the system of coupled cavities can be modeled by the Zoubi et. al.’s proposal [1] (for
separate cavities for an environment for a short distance) or for the Pellizzari’s proposal [2] (for cavities
connected by a optical fiber).

For appropriate choices of parameters in each case, the dynamics of the two systems is equivalent
to the interaction of atoms with a mono-mode field. Due to the apparent simplicity, we investigate the
dynamics of the entanglement between distant atoms, including the generation of maximal entangled
states (essential for the processing of quantum information, quantum communication [3] and distributed
quantum computation [4,5]) in determinist form and without necessity of an indirect interaction between

the modes of the cavities to generate a shared entangled initial state.
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Introducao

Na mecanica quantica um sistema pode estar em um estado de superposicao de dois autoestados
de um observavel. Quando o principio da superposigao (paralelismo quéantico) é aplicado para sistemas
compostos tem-se origem o emaranhamento ou correlacées quanticas.

Se dois subsistemas estao emaranhados, o estado total do sistema nao pode ser separado em um
produto de estados dos dois subsistemas. Nesse caso, os subsistemas nao podem ser considerados
independentes, mesmo que estejam separados espacialmente. Dessa forma, estudar sistemas quanticos
em um estado emaranhado significa investigar um dos fundamentos da mecanica quantica, em especial,
um dos aspectos mais intrigantes, a nao-localidade.

Cavidades quanticas (tanto no regime microondas [6-13] como no éptico [14-20]) com atomos de
dois niveis em seu interior representam um sistema muito promissor para o processamento de informacao
quantica e tem sido largamente estudado. Atomo e campo podem ser preparados em um estado inicial
puro (estado inicial de input) e um forte acoplamento é vidvel experimentalmente possibilitando uma
evolucao coerente do sistema. Regulando a velocidade com que o 4tomo atravessa a cavidade ou com um
campo externo pode-se controlar o tempo de interagao do atomo com o campo, chave para a realizacao
das portas logicas. O estado dos dtomos pode ser detectado de um modo seletivo e sensitivo por um
campo ionizante (medidas). Na prética, o processo de decoeréncia estd presente tanto na perda de
féton pela cavidade como na emissdo espontanea do dtomo '. Em geral tal processo é danoso para o
sistema embora seja importante ressaltar que existem casos em que o processo de decoeréncia ajuda no
processamento de informacao quantica, como veremos.

Desta forma, ha varias propostas para gerar e manipular estados emaranhados no sistema de uma
cavidade (6pticas ou de microondas) com dtomos de dois-niveis (ressonantes com o campo ou em um
regime dispersivo) aprisionados ou atravessando uma cavidade sucessivamente (a tempos distintos) ou
simultaneamente (a0 mesmo tempo) [6-8,10-12, 14].

Por outro lado, emaranhamento compartilhado entre sistemas espacialmente separados representa
um recurso central para comunicagio quantica [3] e computagio quantica distribuida [4]2.

Por esta razao, recentemente tem havido um consideravel interesse em sistemas de cavidades espa-
cialmente separadas interagindo com atomos distantes.

Para duas cavidades desacopladas, os dois sistemas atomo-campo sdo independentes (ndo interagem
diretamente) e a dinamica de ambos segue normalmente como se o outro nao existisse. Nesse contexto,

gerar emaranhamento entre dois dtomos remotos requer algumas condigoes extras e dois esquemas se

1Com o avanco da tecnologia na producio de cavidade quanticas e obtencéo de estados atémicos mais estdveis esse

efeito pode ser diminuido
2Quando se fala em computacio quantica distribuida entende-se um computador quantico formado por uma rede de

processadores locais conectados por uma linha de transmisséo [5].
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destacam.

O primeiro deles é baseado no fenémeno conhecido como entanglement swapping [21]. E necessédrio
um emaranhamento inicial compartilhado entre os campos das duas cavidades espacialmente separadas.
Entao, cada atomo interage com uma cavidade de forma que o emaranhamento entre os campos seja
transferido para os atomos [22-26].

O segundo esquema a se destacar para gerar emaranhamento entre dtomos distantes em cavidades
desacopladas é baseado na detecgao de um féton que tenha escapado da cavidade [27,28]. A indistin-
guibilidade na detecgdo (sem saber de qual cavidade ele originou) projeta o sistema atémico em um
estado emaranhado. Tal procedimento é probabilistico dependendo do resultado da medicao.

Agora, se considerarmos um sistema de cavidades acopladas (diretamente conectadas por um canal
quantico, que pode ser o vicuo para curtas distancias ou uma fibra éptica para distancias maiores), o
sistema pode ser ttil para a transferéncia de estado quantico [2,29-33] ou geracao de emaranhamento
entre dtomos distantes de forma incondicional [30-37].

Esta dissertacdo de mestrado esta organizada da seguinte forma. No capitulo 1 discutimos os
conceitos fundamentais da teoria de informacao quantica, aspectos qualitativos e quantitativos, como
a desigualdade de Bell [38] e sua violac@o, o critério de separabilidade de Peres-Horodecki [39,40] e o
teletransporte quantico [41], além das principais formas de se quantificar o grau de emaranhamento em
sistemas bipartites [42—48] (as quais serao utilizadas mais a frente)

No capitulo seguinte é apresentado o sistema fisico de dtomos em cavidades. Inicialmente, veremos
a quantizagdo do campo eletromagnético presente em uma cavidade quantica e a aproximacao para
o 4tomo de dois niveis. Entao, abordaremos a interagao entre o atomo e o campo dentro de uma
cavidade seguindo o modelo de Jaynes-Cummings [49]. Por fim, ainda nesse capitulo, estudaremos o
emaranhamento quantico que se origina dessa interagao.

No capitulo 3 apresentamos o estudo da dinamica de emaranhamento entre dtomos remotos locali-
zados em cavidades distintas. Veremos que, para cavidades desacopladas, os dois subsistemas atomo-
campo sao independentes e o surgimento das correlagoes quaticas sé é possivel sob certas condigoes.

No capitulo 4 apresentamos o sistema quantico de cavidades acopladas, no qual duas situagoes de
acoplamento serao abordados. A primeira consiste em duas cavidades colocadas lado a lado, separadas
por uma curta distancia, de forma que uma onda evanescente que sai de uma das cavidades alcance a
outra acoplando-as [1]. Esse mecanismo de acoplamento ocorre de forma anédloga ao caso cléssico [50,51].
Na segunda, duas cavidades sao conectadas por meio de uma fibra 6ptica que desempenha o papel de um
“guia de onda” transmitindo o campo evanescente de uma cavidade para a outra por longas distancias [2].
Nas duas situagoes iremos diagonalizar a Hamiltoniana do sistema das cavidades acopladas através de
uma transformagao bosonica apropriada (os modos normais do sistema) [1,31,52]. Entao consideraremos
a interacao dos campos das cavidades com atomos de dois niveis que, sob certos regimes e fixando alguns
parametros, é equivalente a interacao dos dtomos com um campo mono-modo.

No capitulo 5, como conseqiiéncia dessa simplificacao, veremos a dindmica de emaranhamento entre
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dois atomos idénticos situados em duas cavidade acopladas distintas, em particular, propomos um
esquema extremamente simples (baseados nos modelos ja citados para o sistema de cavidades acopladas)
para geracao de estados maximanente emaranhados entre dois dtomos idénticos de forma deterministica
e sem a necessidade de uma interacao indireta entre os subsistemas atomo-campo [53].

Por fim, no capitulo 6, faremos algumas consideragoes finais e uma analise geral do trabalho levando

em conta as perspectivas futuras.



1 Conceitos basicos da Informacao

Quantica

A propriedade emaranhamento quantico é a capacidade que um sistema quantico possui de exibir
correlacoes que nao podem ser explicadas classicamente. Ele, citado primeiramente nos famosos traba-
lhos de Einstein, Podolsky e Rosen [54] e Schrédinger [55], desempenha um papel fundamental em vérios
tipos de processamento de informagao quantica, incluindo teletransporte quantico [41], distribuigao de
chave criptogréfica quantica [56] e computacao quantica [4].

Schrodinger descreve assim o emaranhamento quantico: “Quando dois sistemas, cujos estados co-
nhecemos através de seus representantes (funcées de onda), entram em interagdo fisica tempordria
devido a forcas conhecidas entre eles, e depois de um tempo de influéncia mitua os sistemas voltam
a se separar, entdo eles mao podem mais ser descritos da mesma forma que anteriormente, a saber,
associando a cada um deles um representante proprio. Através da interacao os dois representantes se
tornam emaranhados.”

Formalmente, o emaranhamento quantico é definido da seguinte forma:

Definicao Seja um sistema quantico composto de N subsistemas descrito por uma matriz densidade
p E ®§-V:1Hj onde H; ¢é o espaco de Hilbert do subsistema j. Dizemos que p representa um estado
emaranhamdo se, e somente se, ele nao pode ser escrito, para algum k, como uma soma de produtos

diretos:

k
p=> pi®p (1.1)
i=0
onde p; > 0, Z?:opi =1le pg € H;.

O estado acima ¢é o estado mais geral que pode ser construido via LOCC (Operagoes Locais e
Comunicagao Clédssica) sem interagao fisica entre os N subsistemas. Estados que nao estao emaranhados
e podem ser escritos como um produto tensorial de estados sao chamados de estados separaveis.

Uma das manifestacoes mais citadas do emaranhamento é o processo de aniquilagdo de pares no
qual sao produzidos dois fétons gémeos. Por conservacao de momento linear, eles sdo emitidos em
diregoes opostas e, por conservacao de momemto angular, devem possuir polarizagoes ortogonais. Agora,
quando um dos fétons tem a sua polarizacao medida o outro apresenta simultaneamente uma polarizacao

ortogonal independente de sua posi¢ao no espago.
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Os exemplos mais conhecidos de estados emaranhados sdo os chamados estados de Bell [38]:
[vF) = \01> *[10))
|6%) = 75100 & [11)) (1.2)

Esses sao estados bipartites (2 x 2) maximamente emaranhados que exibem perfeitamente as cor-
relacoes nao locais. E impossivel descrever esses estados como um produto tensorial dos estados de cada
subsistema.

Com o intuito de entender os fundamentos da inseparabilidade dos estados quanticos emaranhados
comegamos com uma abordagem qualitativa do fendmeno apresentando a desigualdade de Bell [38],
o critério de separabilidade de Peres-Horodecki [39,40] e o teletransporte quantico [41] e em seguida

discutiremos as algumas das principais medidas de emaranhamento para sistemas bipartites .

1.1 Desigualdade de Bell

Na interpretagao usual da mecanica quantica (Copenhagem) surge um “estranho e misterioso” ponto
de vista que difere completamente do convencional senso comum (ver Apéndice A). Em outras palavras,
uma particula ndo observada nao possui as propriedades fisicas que existem independente da observagao,
ou seja, o objeto real nao existe sem ser observado. Tais propriedades surgem apenas como conseqiiéncia
da medida realizada no sistema.

Por exemplo, um elétron (spin-1/2) no estado de spin |¥) = 1/v/2(|1) + ||)) antes de ter sua
componente z do spin medida nao possui nenhuma propriedade de spin determinada. Porém, apds ser
medido (obtendo por exemplo spin 1), o elétron passa a possuir tal propriedade, isto é, passa para o
estado |1).

Muitos fisicos importantes tentaram combater a interpretacao de Copenhagem e o ponto de vista
bizarro que ela demonstrava. Entre eles podemos citar Einstein que em 1935, junto com Podolsky e
Rosen, publicou um artigo [54] que deu origem ao conhecido paradoxo EPR .

Na tentativa de solucionar os aparentes problemas conceituais da mecanica quantica destacou-se a
contribuicao de John S. Bell. Com um nidmero minimo de hipéteses, levando em conta a validade de
uma teoria local com varidveis escondidas (todas as aleatoriedades da mecéanica quantica sao atribuidas
ao conhecimento incompleto dessas varidveis), ele tornou possivel o desenvolvimento de relagbes que
passaram a ser chamadas de desigualdades de Bell [38].

Nessa secao daremos um foco maior para sistemas bipartites, as demonstracoes e exemplos serdao
focalizadas nesse caso especifico. Existem generalizacoes da desigualdade de Bell para sistemas com

dimensao superior ao sistema bipartite, como, por exemplo, a desigualdade de Bell-Klyshko [57].
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1.1.1 Formulacao da desigualdade de Bell

Como ja foi dito, as desigualdades de Bell sao baseadas no senso comum e assim existem diversas
maneiras de demonstré-las. Aqui ndo apresentaremos a demonstracao original feita por Bell [38] mas
sim uma outra freqlientemente chamada de desigualdade Bell-CHSH [58], devido as iniciais dos seus
criadores (J. F. Clauser, M. A. Horne, A. Shimony e R. A. Holt).

Consideremos quatro propriedades fisicas representadas pelos observaveis Aj, As, B1 e By com
apenas dois resultados possiveis (autovalores £1). Assumindo também que os A; se referem a um
subespaco A e os Bj, a um subespaco B.

Seja o operador de Bell Gopsg definido da seguinte forma:
Bonsa = A1B1 + AaBy + AsBy — A1 By = (Ay + A1) By + (Ay — A1) By (1.3)

Supondo uma teoria local deterministica, os A; e B; sao independentes. Assumindo que p(q, 7, s,t)
seja a probabilidade do sistema estar no estado com Ay = ¢, As =r, By =se B =tondeq,r,s,t = +1.

O valor médio de Begysy é:

(Bersw) = Z p(q,7,s,t)(gs +rs+rt—qt) (1.4)
q,7,8,t
Agora, como os resultados possiveis sdo apenas +1, entdo tem-se que ¢ = r ou ¢ = —r, o0 que equivale

a dizer que (¢ +r)s = 0 ou (r — ¢)t = 0. Em ambos os casos chegamos que ¢s +rs+rt —qt = £2 e
assim obtemos a desigualdade de Bell-CHSH:

|(Bersm)| = [(A1B1) + (A2B1) + (A2B2) — (A1 By)| < 2 (1.5)

1.1.2 Violagao da desigualdade de Bell

Consideremos como exemplo para um teste da desigualdade de Bell-CHSH o seguinte par de elétrons
preparados no seguinte estado na base de spin-z:

1
)

Um elétron é mandado para Alice (subsistema A) enquanto o outro, para Bob (subsistema B). Eles

[¥) (T = 1) (1.6)

sao capazes de realizar as medidas associadas aos seguintes operadores:

Alice: Ay =o0, Ay =0, (1.7)

—0, — Op O, — Oy
V2 V2

Cada um pode escolher aleatoriamente uma das medidas possiveis, ao mesmo tempo, de forma que

Bob : Bl = B2 = (18)

um nao pode perturbar o outro.
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A partir de um ensemble desse mesmo estado, repetindo-se o procedimento de medida, obtem-se o

valor médio dos operadores:

(A1 ® By) = \}5; (A2 ® By) = \}ﬁ; (Ay ® Bg) = \}5; (A1 ® Bg) = \}ﬁ;
Entao:
(A1 ® By) + (A3 @ By) + (A3 ® By) — (A @ By) = 22 (1.9)

A desigualdade de Bell-CHSH prevé que |(Bopsm)| < 2, porém no exemplo descrito acima vemos
que é possivel obter (Bopsy) = 21/2, violando a desigualdade de Bell e mostrando que a mecanica
quantica e as teorias locais com variaveis escondidas sao incompativeis.

Na realidade, foi demonstrado que a desigualdade de Bell-CHSH, levando em conta a validade da
mecéanica quantica, pode apenas ser violado por um fator maximo de v/2 [59].

As primeiras experiéncias desenvolvidas para verificar estas desigualdades foram realizadas em 1972
por John F. Clauser e colaboradores [58,60]. Desde entao, a desigualdade de Bell vem sendo testada
em um grande nimero de experimentos (muito devido a A. Aspect [61,62]) e geralmente ela é violada
sem nunca ultrapassar o limite quantico.

Assim a desigualdade de Bell acabou comprovando o oposto do que Bell imaginava, a validade da
interpretacao de Copenhagem da mecanica quéntica e ainda a nao-localidade da mesma. Os estados
quanticos que violam algum tipo usual da desigualdade de Bell }(CHSH, por exemplo) exibem correlacoes
que nao admitem uma teoria local, assim sao considerados nao locais ou emaranhados.

Para todo estado puro, violar algum tipo usual da desigualdade de Bell é uma condig¢ao necessaria e
suficiente de inseparabilidade [63]. Os tnicos estados puros que nao exibem correlagoes nao locais, isto
é, nao violam a desigualdade de Bell usual, sao os estados produtos.

J& para estados mistos nao ocorre da mesma forma. Embora todo o estado misto que viole qualquer
tipo usual da desigualdade de Bell seja inseparavel, nem todos o estados mistos emaranhados violam a
desigualdade de Bell usual, ou seja, suas correlagoes ainda podem ser explicadas por uma teoria local
de varidveis escondidas [64].

Um fato relevante é que alguns estados aparentemente locais (nao violam a desigualdade de Bell-
CHSH) quando sujeitos a uma seqiiéncia de medidas ideais (locais) passam a exibir correlagoes nao locais
[65,66] antes “escondidas”. A saber, primeiramente o estado inicial é submetido a uma medida simples
(costuma-se dizer que o estado passa por um filtro), em seguida é realizado um teste da desigualdade
de Bell. O estado inicial (aparentemente local), apds passar pelo filtro, passa a violar a desigualdade.

Historicamente a violacao da desigualdade de Bell foi o primeiro teste para detectar o emaranha-
mento. Porém a violagao da desigualdade de Bell nao quantifica o grau de emaranhamento e, em alguns

casos, nao é garantido que tenha tal propriedade [66]. Nesses casos, a desigualdade de Bell (nao usual)

Desigualdade de Bell usual é aquela na qual apenas uma medida ideal é realizada.
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acaba detectando correlagoes produzidas pelos detectores ou filtros e nao por algum estado quantico

nao local.

1.2 Critério de Separabilidade

Saber se um estado é insepardvel ou nao, em geral, nao é trivial. Para estados puros a desigualdade
de Bell representa um teste suficiente ja para estados mistos a situacao é mais complexa.
Como ja foi dito anteriormente, um estado é dito separavel se a matriz densidade do sistema composto
puder ser representada como a soma de produtos diretos:
p=> _ pirh @ pi (1.10)
i
onde p; corresponde as pesos de cada produto de forma que ), p; = 1.
Quando um estado pode ser expressado pela eq.1.10 o transposto parcial de p referente ao subsistema
A é, por definicao,
T . T .
P = "pi(ph) @ (o). (1.11)
i

Tomando-se a matriz transposta de qualquer operador densidade (p), em qualquer base ortonormal,
obtem-se outro operador densidade (p” = p*); ou seja, outro operador com autovalores nio negativos e
traco igual a um. Desta forma, se a matriz p é separdvel, p’4 também representa um operador densidade
com trago unitario e autovalores positivos.

Por outro lado, se tomando o transposto parcial de um operador p obtem-se um operador com alguns
autovalores negativos o estado inicial ndo é semelhante a expressao dada na eq.1.10 sendo, portanto,
inseparavel. Essa é uma condigao necesséria de separabilidade conhecida como critério de Peres [39].

Embora todo estado separdvel seja Transposto Parcial Positivo (TPP), o inverso nao é necessari-
amente verdade (condigdo apenas necessaria). Existem alguns estados que sdo insepardveis mas sao
TPP, P. Horodecki [67] apresentou alguns exemplos de estados com tal propriedade em sistemas 2 x 4
ed x 3.

Horodecki et. al. [40] demonstraram que apenas para sistemas 2 x 2 e 2 x 3 o critério de Peres é uma
condicao necessaria e suficiente para separabilidade. Desde entao esse critério ficou também conhecido

como o critério de Peres-Horodecki mas aqui sera referido como critério TPP.

1.2.1 Critério TPP Vs Desigualdade de Bell

Um ponto importante do critério TPP é que ele é mais sensivel do que a desigualdade de Bell para
detectar o emaranhamento. Isso é devido ao fato de que o critério de separabilidade de Peres-Horodecki

é estrutural, ou seja, usa a estrutura matematica da matriz densidade p, por outro lado, no teste para
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a verificagao da desigualdade de Bell a matriz p é utilizada apenas para calcular probabilidades. Para
obter as probabilidades em questao, ou seja, para uma verificacdo experimental real da desigualdade
de Bell deve-se usar muitos sistemas preparados no mesmo estado e ndo apenas um. Desta forma, se
muitos sistemas estao sendo utilizados, deve-se testd-los coletivamente [68], ou seja, ao invés de usar
p € preciso utilizar p ® p ® ... ® p no teste da desigualdade. Em alguns casos embora p satisfaca a
desigualdade de Bell p ® p ® ... ® p nao satisfaz.

Considere como exemplo um estado definido da seguinte forma [40]:
po = [7) (| + (1) [11) (1] (1.12)
onde [¢p7) =1/V2(|11) —[11))

Sabendo que matricialmente o estado fica,

-2z 0 0 0
B 0 x/2 —x/2 0
S R R T R
0 0 0 0

0 /2 0 0
0 0 z/2 0
—z/2 0 0 0

T _
p.tB_

Calculando seu determinante obtem-se —z*/16, assim para = € (0, 1] o determinante é negativo (fato
que resulta em pelo menos um autovalor negativo) e o estado é emaranhado (pelo critério TPP) e para
x=0 o estado é separdvel. No entanto, é possivel mostrar (usando o engenhoso teorema demonstrado
por Horodecki et. al. [69]) que o estado nao viola a desigualdade de Bell para < 0,8, sendo assim
considerado separavel pelo criterio de Bell. Temos, entao valores para x no qual o estado é inseparavel
pelo critério TPP porém nao viola a desigualdade de Bell. Entende-se entao que o critério TPP (Peres-

Horodecki) e a violacao da desigualdadde de Bell sdo aspectos distintos da nao-localidade.
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1.3 Teletransporte Quantico

Em informagao quantica, o emaranhamento representa um recurso indispensdvel sendo usada para
implementar diversos protocolos quanticos. Estes protocolos possuem a propriedade de resolver tarefas
que nao podem ser realizadas classicamente com a teoria de informagao classica.

Quando se fala em teletransporte geralmente lembra-se da famosa série de televisao Jornada nas
Estrelas onde os tripulantes da nave Enterprise eram completamente desintegrados e instantaneamente
reconstruidos em planetas perigosos e inexplorados.

Porém, na verdade, nao é assim que ocorre, o teletransporte quantico nao transporta objetos massivos
mas sim informacao. De maneira geral, entende-se por teletransporte quantico qualquer estratégia
que use apenas operagoes locais e comunicacdo classica (canal cldssico) para transmitir um estado
quantico desconhecido (informacao contida em um sistema) via um par emaranhado compartilhado
(canal quantico).

Em 1993, Bennett et. al. [41] mostraram que, com o auxilio de um estado de Bell (canal quantico),
dois bits de informacao (canal cldssico) e um conjunto especifico de operagoes locais ou medidas pode-
se transmitir toda a informacao contida em um estado quantico de dois niveis desconhecido |¢) de
uma regido do espago (digamos de Alice, subsistema A) para outra (Bob, subsistema B). Ou seja, o
estado quantico |¢), que antes descrevia a particula de Alice, passa a descrever a particula de Bob. O

procedimento desenvolvido por esse grupo ¢é geralmente chamado de esquema padrao de teletransporte.

1.3.1 Esquema Padrao de Teletransporte

Formalmente o protocolo para se realizar o teletransporte quantico de um estado de 1 qubit? ar-
bitrério [11) = a|0) + b|1) foi desenvolvido por Bennett e colaboradores [41].

Nesse protocolo, considere que Alice queira transmitir o estado de sua particula 1 [¢1) para Bob.
Primeiramente, eles devem compartilhar um estado bipartite maximamente emaranhado (estado de Bell)
que realizara o papel do canal quantico, por exemplo, o estado de singleto |1/12_3> = 1/4/2(|01) — |10)).
Supondo que o par compartilhado nao tenha sofrido nenhum tipo de perda ou dissipacgao.

O estado total do sistema fica entao descrito da seguinte forma:

a b
NG (|001) — [010)) + NG (|101) — [110)) (1.13)

onde a particula 1 e 2 estao com Alice e a particula 3 com Bob, cada um em seu laboratério.

[P123) = [¢1) @ ‘1&2_3> =

20 qubit ou bit quéntico representa uma unidade de informacéo quantica. O bit cléssico deve ser 0 ou 1, j4 um qubit

pode ser 0, 1 ou uma superposicao dos dois.
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E possivel reescrever o estado global do sistema em termos dos estados de Bell [¥F) e |¢T) (equacdo
1.2) obtendo:

1
[Y123) = =5 [|¥7) (=al0) = b]1)) + |¥*) (—a0) + b 1)) +
\qs (a|l) +0[0) + [¢7) (a|l) — b]0))] (1.14)
Alice, em seguida, realiza uma medida na base de Bell em suas duas particulas. Pela equacao 1.14

fica evidente que Alice poderd obter com a mesma probabilidade (1/4) um dos estados de Bell e que

apés a medicao o estado ird colapsar de acordo com a tabela 1.1.

Medida de Alice Estado colapsado

[¥7) [¥7) ® =(al0) +b[1))
ap) [¥7) @ —(al0) —b[1))
[¢7) 67) @ (a 1) +0]0))
|67) |67) @ (a 1) — b]0))

Tabela 1.1: Resultados possiveis da medi¢io de Alice com seus respectivos estados colapsados.

Classicamente, quatro resultados possiveis de saida equivalem a dois bits de informacao. Assim,
Alice transmite para Bob esses dois bits (através do canal cldssico). De posse desse resultado, Bob
passa a conhecer o estado resultante de sua particula e entao, para finalizar, aplica a transformacao
unitaria adequada (ver tabela 1.2) em seu estado e obtém o estado original de Alice (desprezando fases

globais).

Medida de Alice Bits Transformacdo

lv~) 00 1
oy 01 o
[97) 10 Oz
|pT) 11 ioy

Tabela 1.2: Transformacoes que Bob deve implementar em seu qubit dependendo dos bits recebidos.

Entretanto trés pontos sdo fundamentais e devem ser salientados. Primeiro, a particula 1 de Alice,
no final do procedimento, estd em um estado de maxima mistura e ndo mais no estado [1). Apds a

medida, as duas particulas de Alice colapsam em um dos estados de Bell, assim, a particula 1 fica:

(10) O + 1) (1) (1.15)

(NN

p1 = Tra(p12) = Tra (pBer) =

Isso era esperado pois, caso a particula de Alice permanega no estado |11), o teletransporte funcio-
naria como uma maquina de clonagem de estados quanticos arbitrarios, fato que é impossivel pelas leis

da mecanica quantica (Teorema da nao-clonagem [71]).
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Alice Bob
Par compartilhado 2

a-) : ] Wuuwuuuwuuu'
e

Medida de Bell

Canal Classico

i .‘Lll'u-

Operagdo Unitéria

o} @ v — @

Figura 1.1: a-)Alice faz uma medida de Bell em suas particulas; b-)Alice envia para Bob os dois bits de

informacao; c-)Recebendo a mensagem, Bob pode realizar a transformacao certa e finalizar o protocolo.

O segundo ponto é que a transmissdo ndo é instantdnea, a velocidade com que a informacao é
transmitida é limitada superiormente pela velocidade da luz. O limite surge pela necessidade do canal
cléssico (telefone, fax, e-mail, carta, sinal de fumaga e tudo mais) para a realizagdo do teletransporte.
Embora o estado total colapse instantaneamente apds a medicao de Alice, sem que Bob conheca os dois
bits resultantes, sua particula fica em um estado de maxima mistura. Apenas depois de receber os bits
classicos Bob pode reproduzir o estado de Alice em seu laboratério.

O dltimo ponto é que, o procedimento nao funciona apenas para estados puros mas também é 1til
para teletransportar estados mistos e estados emaranhados.

Por exemplo, suponha que a particula 1 de Alice esteja em um estado de singleto com uma outra
particula 4. Entao, apds o processo de teletransporte, as particulas 3 e 4 ficaram em um estado de
singleto. Esse procedimento é também conhecido como Entanglement Swapping ou troca de emaranha-
mento [21,41].

1.4 Medidas de emaranhamento

Como ja foi dito anteriormente, emaranhamento quéantico desempenha um papel fundamental em
varios tipos de processamento de informacao quantica, dai a vital importdncia em determinar o grau
de emaranhamento e quando o estado estd maximamente emaranhado.

Para sistemas 2 x 2 (de 2 qubits), determinar se um estado é ou nao inseparavel e quantificar o grau
de emaranhamento passou a ser um problema trivial [39, 40,42, 44]. J4 para sistemas d x d (bipartite

com dimensao d > 2), apenas para estados puros o problema estd bem estabelecido.
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A situacao é ainda mais complicada para sistemas multipartite. A principal diferenca entre sistemas
bi- e multipartite vem do fato que em sistemas bipartite nao hé diferenca qualitativa entre as correlacoes
quanticas, isto é, a partir de um estado maximamente emaranhado pode-se criar qualquer outro estado
por LOCC. Desta forma, o emaranhamento em sistemas de duas particulas pode ser caracterizado em
unidades de singleto (estado bipartite maximamente emaranhado).

J& para sistemas multipartite isso ndo é mais verdade [72], o que dificulta muito. Por exemplo,
estados W e GHZ sao tipos nao equivalentes de estados emaranhados em sistemas tripartite [73], um nao
pode ser obtido a partir do outro apenas por LOCC. Mais do que quantificar o grau de emaranhamento
também é necessario diferenciar o tipo de correlacao que estd sendo tratada.

Existem diversas formas de se quantificar o grau de emaranhamento de um estado quantico, de-
pendendo da abordagem que se quer adotar. Nesse capitulo focaremos apenas sistemas bipartites,
apresentando as condicoes bésicas para qualquer boa medida de emaranhamento 2. Em seguida discuti-
remos as duas principais medidas de emaranhamento (o emaranhamento de formagcao e o de destilacao)
que possuem uma interpretagao fisica relevante. Para finalizar, falaremos sobre algumas medidas de
emaranhamento que possuem uma expressao fechada em fungao do estado quéantico (que serao utilizadas
mais a frente nessa dissertacdo de mestrado) e estao relacionadas com o emaranhamento de formagao

(no caso da concurrence) e com o emaranhamento de destilagdo (no caso da negatividade logaritmica).

1.4.1 Condicoes de medida

Para estados bipartites descritos por uma matriz densidade p qualquer boa medida de emaranha-

mento deve satisfazer as seguintes condigoes [45,46, 74, 75]:

1. (A) Nao negativo: E(p) > 0; (B) Nulo para estados separaveis: E(p) = 0 se p for separivel;

mam)

(C) Normalizacao: E(p = log,d onde d é a dimensao do espaco de Hilbert do subsistema de

menor dimensao e p"* é um estado maximamente emaranhado. Para sistemas 2 x 2, E(Estados

de Bell)=1.

2. Operagoes unitarias locais nao alteram o grau de emaranhamento:
E(p) = E(Ua® UppUy @ Ug)

3. Operagoes locais e comunicagao classica (LOCC) nao pode aumentar a medida de emaranha-
mento, ou seja, monotonicidade por LOCC'": (A) Se alguma operagao ¢é feita em qualquer um dos

subsistemas resultando em um estado o; com probabilidade p;, entao:

E(p) > ZpiE(ai) (1.16)

3Lembrando que existem muitas, por exemplo o emaranhamento de formacédo F + e o emaranhamento de destilagdo Ep

que discutiremos mais a frente e a entropia relativa de emaranhamento Eg [45,46]
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(B) Convexidade ou monotocidade sob descarte de informagcao:

E(Zpipi) < ZpiE(Pi) (1.17)

4. Regime assintético: (A) Aditividade parcial:
E(p°") = nE(p) (1.18)
(B) Continuidade: Se (¢*"| p, |¢®") — 1 quando n — oo, entao:
1 &n
LB~ Blon)| — 0 (1.19)
onde p, é um estado coletivo com n pares.

A condigao 1 é praticamente 6bvia, pois qualquer estado quantico separdvel é conhecido por nao con-
ter emaranhamento, ja um estado insepardvel (que pode ser destilado) deve conter um grau (positivo)
de emaranhamento. E importante perceber que na condicao 1.B fica claro que a separabilidade é uma
condigao necessaria para emaranhamento nulo porém nao suficiente, isso devido aos estados emaranha-
dos com TPP que ndo podem ser destilados e possuem Ep nulo [43,67,76]) . A normalizagdo serve
apenas para restringir o nimero de medidas possiveis, deixando-as em uma mesma escala (essa condigao,
embora esteja na lista, ndo é estritamente necesséria).

A razao da condicao 2 é que operacbes unitdrias locais representam apenas uma mudanca de base
(fisicamente corresponde a evolugao temporal dos subsistemas, sem perdas, ocorrendo separadamente)
nao alterando o grau de emaranhamento.

Ja a condigao 3 representa a lei fundamental em informagao quantica, qualquer correlagdao que surgir
do conjunto LOCC deve ser, por natureza, cldssica e desta forma o grau de emaranhamento nao deve
aumentar. O tnico modo de aumentar o grau de emaranhamento é por interagdes globais (direta ou
indiretamente).

As trés primeiras condigoes sao comumente aceitas. Medidas de emaranhamento que satisfazer essas
condigoes tem sido chamadas de emaranhamentos monétonicos. Ja as condigoes do regime assintotico
sao necessarias no limite de um grande ntimero de pares emaranhados preparados identicamente podendo

ser descartadas se for considerado um nimero pequeno de pares.

1.4.2 Emaranhamento de Formacao e de Destilacao

As medidas que vamos descrever agora, talvez as mais importante, sio o emaranhamento de formagao
e, relacionado a ele, o emaranhamento de destilacao.

O emaranhamento de formacao Ey [42] quantifica o recurso necessario para criar um certo estado
quantico, ou seja, representa o nimero minimo de estados maximamente emaranhados necessario para

preparar o estado em questao usando apenas LOCC.
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Jé o emaranhamento de destilacdo Ep [42,43] caracteriza a quantidade de emaranhamento como a
fracao de estados maximamente emaranhados que podem ser destilados usando um protocolo 6timo de
purificagao:

Ep(p) = limnﬂoo%logZd (1.20)
onde n é o nimero de cépias de p, m é o ntimero de estados maximamente emaranhados que podem ser
obtidos e d é a dimensao do espaco de Hilbert dos subsistemas. Por definicao, Ep depende do protocolo
otimo de purificacao utilizado para destilar o estado. Para sistemas diferentes existem protocolos 6timos
distintos. Assim nao existe uma expressao exata que fornega o valor de Ep de forma geral.

Assim o emaranhamento de formacao Ey e o emaranhamento de destilacio Ep constituem faces
opostas da mesma moeda. Se com m cépias do estado maximamente emaranhado é possivel (a partir de
procedimentos locais) obter n cépias do estado p, entao o custo para a formagao do estado emaranhado
p pode ser definido como a razao assintética (m/n)logyd. Da mesma forma, partindo de n cépias de p
podemos obter m cépias do estado maximamente emaranhado a partir de um protocolo de purificacao
e definir o emaranhamento de destilagdo como a razao assintética (m/n)logyd.

Para um sistema bipartite d-dimensional, um estado puro qualquer pode ser representado na de-

composi¢ao de Schmidt (ver apéndice C) por:

d
[wap) =D eilei) @ 18) (1.21)

onde |a;) e |B;) sdo os estados ortonormais dos subsistemas A e B, e os ¢;’s sdo coeficientes reais e
positivos.
Entao o emaranhamento de formacgao desse estado, reprensentado pela matriz densidade p, pode ser

definido como a entropia de Von Neumann de um dos subsistemas [77]:
Ef(p) = S(pa) = —Tr(palogspa) = — Y _ ¢ logyc (1.22)
i

onde pg = Trp(p) e p = |vYap) (¥ap| sendo a matriz densidade do sistema completo.

J4 para estados mistos o problema fica mais complicado. Uma mistura de 50% de |[¢1) e 50% de
|t)~) representa um estado separdvel embora os estados sozinhos sejam maximamente emaranhados.
Isso porque, na verdade, ele também pode ser entendido como uma mistura de 50% de |00) e 50% de
|11), estados separdveis.

Assim, o emaranhamento de formagcao para um estado misto é o minimo valor possivel para a média

do emaranhamento sobre todas as decomposicoes de p em estados puros:
Ef(p) = mingy, gy > piEr(¥i)) (1.23)
i

onde p = > . p;i|1;) (¢i|. Nesta expressdo o minimo é tomado para desprezar as correlagoes classicas
presentes na mistura estatistica. Sem a minimizacao, a quantidade Ey nao distingue correlagoes classicas

de quéanticas.



1. CONCEITOS BASICOS DA INFORMACAO QUANTICA 16

O problema variacional que define Ef(p) é extremamente dificil de se calcular, entretanto ja existe
solugoes fechadas para sistemas de 2 qubits [44](serd visto mais a frente) e para alguns estados mistos
simétricos [78] como estados isotrépicos [79] e estados de Werner [64].

Para estados puros, Popescu e Rohrlich [80], partindo de analogias com a termodindmica, mostraram
que a formagao de emaranhamento e a destilagdo de emaranhamento coincidem. O processo de formacao
do estado emaranhamento é reversivel, desta forma todo o recurso ou emaranhamento utilizado para
formar um estado p pode ser, em um processo reverso, destilado totalmente.

No entanto, para misturas estatisticas o emaranhamento necessario para construir um estado misto
particular nao pode mais ser destilado por completo, assim o emaranhamento de destilagao é geral-
mente menor que a formacao de emaranhamento [75]. Isso decorre do fato que a formagao do estado
emaranhado nao é mais um processo revesivel.

Estados cuja matriz densidade possui transposta parcial positiva nao tém destilagao de emara-
nhamento [76,81]. Para sistemas de dimensoes 2 x 2 e 2 x 3, todos os estados emaranhados tém uma
transposta parcial nao positiva [40] tendo uma destilacdo de emaranhamento nao nula. Para um sistema
de dimensao maior, existem estados emaranhados que possuem transposta parcial positiva e, embora
estes estados possuam uma formagao de emaranhamento nao nulo eles nao tém destilacao de emaranha-
mento (EFp = 0 < Ey). Este tipo de emaranhamento, a partir do qual nenhum emaranhamento pode
ser destilado, é chamado de emaranhamento ligado * [67,76].

A destilagao de estados emaranhados pode desempenhar um papel andlogo a correcao de erros em
teoria de informacao. Por esse motivo existe uma grande procura por protocolos 6timos de purificagao
(que mudam dependendo do sistema) para assim aumentar a eficiéncia no processamento de informagao

quantica.

1.4.3 Concurrence

Quando p descreve um sistema em um estado misto, encontrar sua decomposicao em estados puros
que minimiza a expressao 1.23 nao é um trabalho facil. Entretanto, para um sistema de 2 qubits ¢é

possivel expressar o emaranhamento de formagao na forma [42]:
Ef(p)=H <§ [1 +4/1-C (p)2]> (1.24)
onde H(x) é a funcao de entropia bindria:
H(z) = —xlogy(x) — (1 — x)logy (1 — x) (1.25)

Wootters [44] definiu a quantidade C (chamada de concurrence®) usando a matriz de Pauli o, como

um operador de spin flip. Para sistemas 2 x 2, 0, ® o, transforma estados maximamente emaranhados

Do inglés bound entanglement
SPalavra em inglés
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(estados de Bell) neles mesmos a menos de uma fase global. Assim, a concurrence para um estado puro
|y) fica:
C([9) = [(@loy @ ay [¢7)] (1.26)

onde [¢*) é o complexo conjugado de |1).

Um estado puro geral de dois qubits na forma de Schmidt (ver apéndice C) fica:
2
) = kiid) (1.27)
i=1

onde k; e ko sdo os coeficientes de Schmidt (reais) com a condigdo k3 + k3 = 1.

Aplicando o operador de spin flip no estado [¢), lembrando que k; e k2 sdo reais:
[0) =y @ oy ") = ko [11) — k1 [22) (1.28)
Entao a concurrence para um estado puro de dois qubits é:
C (|v)) = 2kike (1.29)

Analogamente ao emaranhamento de formacao, a concurrence para estados mistos também pode ser

definida pelo seguinte método variacional:
C(p) = mingy, 1y} Zpi0(|¢z'>) (1.30)

Entretanto, para um estado de dois qubits (puro ou misto), Wootters provou que a concurrence

pode ser definida como [44]:

C (p) = maz {0, VA1 = 2 = Vs = VA | (1.31)

onde os A’s sdo os autovalores da matriz p (o, ® o) p* (0y ® 0,) na ordem decrescente.

O emaranhamento de formacao e a concurrence sao medidas equivalentes de emaranhamento. A
quantidade C'(p) varia entre 0 e 1, é monotonicamente relaciona com E; e nao aumenta sob operacoes
locais (emaranhamento monotonico), representando uma boa e facilmente computével® medida de ema-

ranhamento que soluciona completamente o problema para estados de sistemas 2 x 2.

1.4.4 Negatividade e Negatividade Logaritmica

As tltimas medidas que iremos considerar sdo a negatividade e a negatividade logaritmica. O
conceito de negatividade de um estado bipartite esta relacionado ao critério de separabilidade de Peres-
Horodecki ou TPP [39,40]. A medida essencialmente quantifica o grau que p’4 viola o critério de
separabilidade TPP.

5Por causa da grande facilidade em calcular a concurrence surgiram diversas tentativas de generalizacio da mesma para

sistemas compostos com dimenséo superior [82].
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Ela é baseada na norma do traco da matriz transposta parcial do estado. A norma do trago de
qualquer operador hermitiano é definida como [|Al|; = trv/ATA. Para matrizes densidades de estados
(puros ou mistos), todos os autovalores sao positivos e entao ||p||; = trp = 1.

Porém a matriz transposta parcial p’4 pode apresentar autovalores negativos e a norma do traco
fica:

o™, =1+ (1.32)

ZM
i

onde |37, wi| é a valor absoluto da soma dos autovalores negativos de pT4.

Vidal e Werner [47] definiram a negatividade de um estado bipartite p como a soma absoluta
dos autovalores negativos de p’, ou seja, (H pTAHl — 1) /2. Eles provaram que a negatividade, assim
definida, é uma medida monotonica sendo portanto uma boa medida de emaranhamento.

Caso p seja um estado separavel (ou seja ndo emaranhado) entdo p’4 ainda representa uma matriz
densidade de estados sendo um operador com apenas autovalores positivos. Desta forma H pla Hl =1le
a negatividade se anula.

Entretanto, para estados puros maximamente emaranhados essa quantidade tem valor menor que
um, isto é, nao estd normalizada.

Para que a negatividade tenha valor um para estados maximamente emaranhados em um sistema d
x d’ (d < d') ela deve ser definida como [48]:

e =t

9
N{p) d—1  d—1

(1.33)

Zﬂi
i

Embora todo estado separavel seja TPP e portanto tenha negatividade nula, existem estados TPP

que sao inseparaveis [67](exceto em sistemas 2 x 2 e 2 x 3). Desta forma a medida nao pode distinguir
estados com emaranhamento ligado [67] dos estados separdveis.

Outra medida baseada na norma do traco da matriz p4 é a negatividade logaritmica:

En(p) = log, ||p™| (1.34)

que novamete exibe alguma forma de monotocidade sob LOCC (nao aumenta durante procedimentos
locais deterministicos) e é, por construgao, aditiva.

Embora Ey seja continua, ela nao é assintoticamente continua e desta forma nao corresponde a
entropia de emaranhamento para todos os estados puros.

A maior vantagem pratica da negatividade logaritmica é que ela pode ser calculada facilmente.
Além disso, ela representa um limite superior para o emaranhamento de destilagao de estados mistos
inseparaveis [47].

A negatividade e a negatividade logaritmica, embora originalmente construida para sistemas bi-
partites, também podem ser uteis para sistemas multipartites. Uma possivel forma de classificar as
propriedades de emaranhamento de estados quéinticos em sistemas multipartites é analisar diferentes

divisbes em sistemas bipartites.
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Considere, por exemplo, um sistema quantico tripartite (A, B e C), se dividirmos o sistema em
AB e C e computarmos os autovalores negativos de pz%c obteremos N AB)_C(p Apc). Essa medida é
automaticamente monotonica e quantifica as correlagoes quénticas existentes entre os subsistemas AB
e C. Similarmente, N4_(gc)(paBc) € Niac)—p(papc) sdo duas outras medidas monoténicas sob LOCC
com significado andlogo. Da mesma forma ocorre com a negatividade logaritmica.

Podemos também analisar o emaranhamento de apenas dois dos subsistemas tracando o terceiro. Por
exemplo, desconsiderando o subsistema C temos oap = Tro(papc) e entao, calculando os autovalores
negativos de oap, Na—p.c(papc) determina o emaranhamento que restou.

E importante salientar que desse modo é possivel apenas quantificar alguns aspectos do emaranha-
meto multipartite. Existem estados tripartites que sao separdveis com respeito a qualquer divisao de

subsistemas [73] mas que sao originalmente inseparaveis.
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2 Interacao da radiacao com a matéria

Na primeira parte dessa dissertacao nos dedicamos totalmente ao emaranhamento quantico, en-
tretanto, vimos apenas o formalismo matemaético do emaranhamento tratando do fené6meno sem nos
concentrar em um sistema fisico especifico. Nessa segunda parte, apresentaremos o sistema atomo-
campo em uma cavidade quantica.

Cavidades quanticas (cQED)! possibilitam um forte acoplamento de um dtomo com apenas alguns
modos do campo. Experimentalmente, isto é possivel colocando um atomo em uma cavidade com um
alto fator de qualidade 2, assim os fétons no interior da cavidade podem interagir muitas vezes com
o atomo antes de escapar.

Para o caso de um atomo de dois niveis com um campo quantizado a interacdo atomo-campo é
explicada pelo modelo de Jaynes-Cummings (MJC) [49,83,84]2. A Hamiltoniana obtida no MJC ¢,
sem duvida, a mais interessante em Optica quantica por trés motivos fundamentais [83]: ela pode ser
resolvida exatamente para constantes de acoplamento atomo campo arbitrarias, exibe alguns efeitos
puramente quanticos como colapsos seguidos de “revivals” na inversao atomica e fornece uma simples
ilustracdo da emissdo espontanea® explicando os efeitos de vérios tipos de estatisticas quanticas do
campo em muitos sistemas complexos tais como um micromaser e um laser.

Nesse capitulo apresentaremos inicialmente a quantizacao do campo eletromagnético [83,84] fazendo
uma analogia ao oscilador harmoénico quantico, falaremos da aproximagao para o atomo de dois niveis
e, entao, descreveremos o modelo de Jaynes-Cummings que trata da interagao de um campo quantizado
com um atomo de dois niveis. Por fim, discutiremos uma das formas de resolver a dinamica do sistema

e realcaremos o emaranhamento quantico que surge de tal interacao atomo-campo em uma cavidade.

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Apesar dos campos E e B serem tratados como quantidades algébricas na teoria classica e como
operadores na teoria quantica, ambas as teorias sao baseadas nas equagoes de Maxwell, as quais, no

vacuo (isto é, na auséncia de carga e corrente), sdo (em unidades mks):

V-E

0 (2.1)

&
I
o

v (2.2)

L Cavity Quantum eletrodynamics

2Q é definido como Q = w/k onde w é a freqiiéncia do modo da cavidade e » é o inverso do tempo de vida do campo.
3Aqui, iremos abordar o caso de um campo mono-modo ressonante

4A emissdo espontanea ocorre devido a interacio do dtomo com os modos do universo no estado de vécuo.
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Y
VxE=-" (2.3)
; OF
V x B= EOILLOE (24)

onde €y e g sao respectivamente a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do vécuo.
E possivel, ainda, escrever os campos F e B em funcao dos potenciais vetorial A e escalar ¢ da

seguinte forma,
0A
ot’

assim, conhecendo A e ¢ podemos determinar os campos E e B. No entanto, existe mais de um potencial

E=-Vé+ B=V x4 (2.5)

vetor A e escalar ¢ que geram os mesmos campos elétrico e magnético. Tal grau de liberdade é chamado

de calibre ou gauge e pode ser expressado da seguinte forma,

—_

¢—>¢’=¢—E§;; A A =A+V=E (2.6)

onde = é uma funcao arbitraria dependente de 7 e t. Uma escolha de calibre corresponde a especificar
a funcao =Z. Dizemos, assim, que os campos E e B sao invariantes por uma escolha de calibre (gauge).
E conveniente para a quantizac¢ao do campo escolher o chamado gauge de Coulomb (para simplificar)

dado por:
V-A=0 (2.7)

Assim, na auséncia de cargas, temos para o potencial vetor,

-
vei- 194

=5 (2.8)

onde c é a velocidade da luz no vacuo (c =1/, /eo,uo).

Esta equacao de onda pode ser resolvida pelo método de separacao de variaveis de forma que, para
um campo confinado em uma regidao do espaco de volume V = L3, a solucdo geral da equacio 2.8 pode
ser escrita como uma expansio de Fourier [84]%,

=, 3 — s E — — . _ E —
A (T,t) _ ZZ |:AE€ iwpt+ik- T Azezwkt i ri| (2'9)

k

onde wi = ¢ )k“ e a soma é sobre todos os valores discretos possiveis devido as condigoes de contorno

impostas pelos limites da cavidade.

kp = 22 n, =0,£1,£2, ...
ky =20, =0,41,42, ...
ky =202 p,=0,£1,+2, ...

A escolha dessa solucio geral com essa fase particular é para simplificar o campo elétrico mais & frente
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e o gauge de Coulomb é satisfeito com k- = 0, ou seja, a direcao de propagacgao é perpendicular as

k
componentes de Fourier.

Pelas equacoes 2.5 obtemos também as seguintes expressoes para os campos F e B com modo k;
Er (7t) = wy (A,—ffe*iw’“t”m + A%eiwkt*ik'r)

B (7t) =i [v x ApemtnttikT _ g 5 EzeiWkt—iE'F} (2.10)

Do eletromagnetismo temos que a energia média associada ao campo eletromagnético de modo k,

no interior de uma cavidade de volume V, é:

_ 1 3 =gy BN 1 32 /-

Substituindo as equacoes 2.10 na expressao anterior temos,
Uk = QEOVWkAE : A}Z» (2.12)

O potencial vetor A}g (e seu conjugado) pode ser escrito em termos de uma coordenada generalizada

Q. e de seu momento conjugado Py, através das trasformacoes®:

- 1
- [ - iP.) é-
k 4eoVw? (©kQr +iP%) &;
1
| ——s —iP,)é- 2.13
460Vw,% (wrQk = iFk) € ( )

—

notando que a propriedade vetorial de EE foi para o vetor de polarizagao unitario €;, (e real).

=
I

Com essas transformagoes temos, para a energia média associada ao campo eletromagnético de modo

k em um volume V,
1
Uk =3 (P +wiQ}) (2.14)

Note que a expressao anterior é semelhante a Hamiltoniana de um oscilador harmonico classico com
massa unitaria. Cada modo k do campo pode ser, entao, quantizado pela associagdo com um oscilador
harmoénico quantico. Trocando-se as varidveis cldssicas Qi e Pi pelas operadores quanticos X e P,

cada modo do campo ¢ quantizado identificando os Ay e A;i com os operadores de campo ay, e &L,

—»* h AT 5
L /7260‘/% ajer (2.15)

SEssa é a sacadallll

T(Qu, Pe} — {X,P] /il
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Assim, ay, e &L, respectivamente, aniquilam e criam um féton® de modo k na cavidade e o ntmero
de fotons na cavidade associados a este modo é determinado pelo autovalor do operador de niimero
N = dz&k. Desta forma, o Hamiltoniano do campo eletromagnético quantizado (modo k) é, substituindo

a equagao 2.15 na expressao 2.12 e desprezando o termo constante,
HY = hwyy, (2.16)

e o Hamiltoniano do campo eletromagnético total é a soma de todos os modos possiveis na cavidade.

J& o campo E (que iremos utilizar mais a frente) assume a seguinte forma, na representacao de

Schrodinger?,
E = Z Ee; [&Eeikf + &;%G_ikhf] (2.17)
k
onde,
hw
Ej, = 260?/. (2.18)

2.2 Aproximacao para o atomo de dois niveis

Na secao anterior vimos como quantizar o campo eletromagnético em uma analogia com o oscilador
harmonico quantico, associando os operadores ay e dl com a aniquilacao e criacao de um féton de modo
k. Agora vamos nos voltar para o 4tomo e seus niveis de energia!® para depois investigar como dtomos
e fotons interagem em uma cavidade.

A Hamiltoniana que descreve um dtomo é, de maneira geral,
Hy =Y Eili) (il (2.19)
i

onde E; é a energia associada ao autoestado |i)

O atomo possui muitos niveis de energia, ou seja um elétron pode ocupar diversos estados quanticos
(lembrando que elétrons sao férmions e dois deles ndo podem ocupar o mesmo estado quantico), porém
o modo da cavidade e as regras de selegdo possibilitam uma transi¢do especifica e considera-se que o
atomo tenha apenas dois niveis (|g), |e)).

Um &tomo de dois niveis é formalmente andlogo a um sistema de spin-1/2 , com apenas dois estados
acessiveis. Vamos, entao, apresentar a notacao das matrizes de Pauli aplicada para um sistema de

spin-1/2 (operadores de spin):

80 quantum de energia do campo
91sto é, a dependéncia temporal fica com os estados.
10A estrutura eletrénica de um &tomo é extremamente complicada, um elétron ligado a um &tomo se comporta como

uma particula em uma caixa tri-dimensional sob a influéncia de um potencial Coulombiano atrativo (devido as cargas
positovas no nicleo) e outros termos como o acoplamento elétron-elétron e corregdes relativisticas. Aqui, faremos uma

abordagem mais direta assumindo que os niveis de energia sdo conhecidos.
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Figura 2.1: Estrutura eletronica de um dtomo (considerado de dois niveis |e) e |g)) e um campo eletro-
magnético quantizado (féton).

(o1 (00
““\oo) T \10o)
(1) . _ (o
le) = ( 0>, l9) = ( 1) (2.20)

que satisfazem a relacao de ortogonalidade,

(il ) =015 (7 =g,€) (2.21)
e a relacao de completeza,
D10 (i1 = 19) (gl + le) (e = 049 + Tee =1 (2.22)
i=g

onde I é a matriz identidade 2 x 2.

Assim verifica-se que,
oz = |e) (g +1g) (e|]; oy =—ile)(g| +ilg)(el; o.=]e) (e[~ |g) (gl
op =0eg=le)(g|; o- =04 =|g) {e|.

O operador o_ aplicado a um atomo no estado excitado leva o mesmo para o estado fundamental e

o+ aplicado no estado fundamental leva o atomo para o estado excitado.

o-le) =1g)

orlg) =le) (223)
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estes operadores sao chamados de operadores de abaixamento e levantamento, respectivamente.

Assim, a Hamiltoniana do 4tomo pode ser reescrito como, em termos dos operadores de spin:

1 1
Hy=FEe0ce + Egogg = zhwa (0ce — 0gg) + B (Ee + Ey) (2.24)

2

onde hw, = E, — B, com w, sendo a frequéncia de transicao atomica, e utilizamos da identidade 2.22.

Para efeito dinamico, o termo constante pode ser desconsiderando ficando no final com,

1
Hi = 5hwoos. (2.25)

2.3 O Modelo de Jaynes-Cummings

Agora apresentaremos a interacado de um campo eletromagnético mono-modo quantizado com um
atomo de dois niveis (MJC).

A principal interacao envolvida em uma cavidade quantico, devido ao fato de que o comprimento de
onda do campo (de microondas ou éptico) é muito maior que a dimensao linear do 4&tomo (E << 1),
é a interagao de dipolo (aproximagao de dipolo). Assim as outras interagoes (quadrupolo elétrico ou
dipolo magnético entre outras) podem ser desprezadas e a Hamiltoniana que descreve um sistema de

um atomo de dois niveis interagindo com um campo quantizado mono-modo em uma cavidade fica,
H=Hy+Ho—ef-E (2.26)

Aqui, Hy e Hg sdo respectivamente a Hamiltoniana do dtomo de dois niveis e do campo quantizado
(que vimos anteriormente), 7 é o vetor posi¢ao do elétron e Eéo campo elétrico quantizado da cavidade.
Podemos expressar e’ em termos dos operadores de transicao atomica o4 € 04e, usando a completeza
2.22: . . .
e = e S GIFY 13 Gl = 3 o (2.27)
i=g i=g i,j=g
onde @;; = e(i|7|j) é o elemento de matriz de transicdo de dipolo elétrico considerado real (para
simplificar) e @;; = 0.
Da quantizagao do campo elétrico (eq.2.17) temos, assumindo o d4tomo em 7 = 0 na representagao
de Schrodinger,
E =By (a+ aT> (2.28)

onde Ey = (hw/2¢y)V) é a amplitude do campo de freqiiéncia w e com V sendo o volume da cavidade.

Substituindo as equacétes 2.16, 2.25, 2.27 e 2.28 na equacao 2.26 temos,

hw =
H=hoila+ %0, +1hY gijoy; (a + aT) (2.29)
2 5,j=y
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onde
w45 - Eoe

Fazendo ey = Fge temos g = geg = gqe € entao a Hamiltoniana (eq.2.29) fica da seguinte forma:
At A hwa A ~t
H = hwa a+Taz+hg(a_+a+) (a—l—a) (2.31)

O terceiro termo da equacao 2.31, correspondente a energia de interacao, é dividido em quatro
partes. O termo ao; descreve o processo no qual o d4tomo, inicialmente no estado fundamental |g), sofre
uma transicdo para o estado excitado |e) e um fotén é aniquilado (absorvido), o termo afo_ descreve o
processo oposto. Eles sao chamados de termos girantes. J4 os outros dois, afo, e a~o_ sdo chamados
de termos contra-girantes. Para entender essa denominagao considere a evolugao livre (g = 0) desses

operadores na representagao de Heisenberg [85]:

a
o+ (t) = o4 (0) eFiwal (2.32)

(2.33)

Os termos girantes oscilam suavemente perto da ressonancia (com freqiiéncia w — w, = 0) ja os
termos contra-girantes oscilam rapidamente (w + w, # 0). Assim, podemos esperar que os efeitos dos
termos contra-girantes, em média, interfiram destrutivamente, nao contribuindo significativamente na
evolucao do sistema.

Desta forma, desprezando os termos contra-girantes(aproximacao de onda girante) a Hamiltoniana
fica:

H = hwa'a + %hwaaz + Hig (&0+ n aﬁa_) (2.34)

A Hamiltoniana dada na equagao 2.34 descreve a interagdo de um tinico 4&tomo de dois niveis com
um campo mono-modo quantizado na aproximacao de dipolo e de ondas girantes e é conhecida como a

Hamiltoniana de Jaynes-Cummings.
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2.3.1 Solucao do Modelo de Jaynes-Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings representa um dos poucos modelos na fisica que podem ser resolvidos
exatamente. O que é mais interessante é que o MJC é extremamente simples, embora nos forneca uma
variedade de resultados sobre o sistema, e pode ser verificado experimentalmente com cavidades de alto
fator de qualidade Q.

Existem pelo menos trés formas distintas de resolver o MJC mas que obviamente chega no mesmo
resultado [83]: amplitude de probabilidade, operadores de Heisenberg e operador evolugao temporal. Aqui,
resolveremos o modelo pelo método do operador evolucdo temporal.

Uma forma mais pratica de determinar a evolucao temporal do sistema consiste em passar toda a
dependéncia temporal do estado na energia de interacao (representacao de interacao). Para isso vamos

dividir a Hamiltoniana (eq.2.34) em duas partes:
onde Hy corresponde aos termos do atomo e campo livre:
o1
Hy = hwa'a + ihwaaz (2.36)

e H; é o termo de interacao:
Hy = hyg (am +at a,) (2.37)
Na representacao de interacao definimos um novo estado ‘1[) (t)> tal que,

iHgt

b)) = ) (2.38)

b))

onde ¢ (t)) é o estado do sistema em um tempo ¢ na representagido de Schrodinger e dizemos que
¢é o estado do sistema na representacao de interagao.

Entao, a equacao de Schrodinger fica:

'hd M(t» H |{(t 2.39
ik = H[() (2:39)
onde temos:

H= eziOtHle_lgot = hg (&G+e_i6t + &Ta,eﬂ‘”) (2.40)

sendo 0 = w — wy.
Para retornar a representacao de Schrédinger basta aplicar a transformacao inversa:

—iHgt

[ (t) =e™x

¢ (t)> (2.41)
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A evolugao temporal do sistema pode entao ser resolvida definindo o operador evolugao temporal

de forma que,
[B(t) = |d) (2.42)
Substituindo a expressao anterior na equacao 2.39, temos para o operador,
d ~
zhdtU( )= HU (t) (2.43)
No caso ressonante (6 = 0), a Hamiltoniana na representagao de interagao independe do tempo e a

equacao anterior é facilmente resolvida,
—iHt

U(t)=e = (2.44)
Expandindo a exponencial em série de Taylor podemos obter, por inducao,
U (t) = cos(gtVaa) [e) (| + cos(gtVaTa) |g) (g]
_isen(gt\/@)& ATsen(gt\/ﬁ) 19) (el (2.45)

— le) (9] — 0" —————
Vaat aat
e, dado um estado inicial, a evolucao do sistema é determinada.

Por exemplo, se 0 4tomo estd inicialmente no estado excitado |e) e o campo em uma superposigao

de estados de ntumero, isto é,

= ch le, n) (2.46)

onde ¢, é a distribuicao de probabilidade. O estado do sistema em um tempo ¢ na representacao de

Schrédinger é, usando o operador evolugao temporal:
Z e (0) e @YDt o5 (gv/n+ 1 t) |e,n) — dsen (gv/n + 1 t) |g,n + 1)] (2.47)

Esta equacao nos da uma descricao completa do problema. Todas as quantidades fisicas relevantes
relacionadas ao campo e ao atomo em qualquer ¢ podem ser obtidas da mesma.

Por exemplo, a probabilidade, em um tempo ¢, do campo ter n fétons é:

n (8) = {esnl & () +[{g,n| ¥ (1) =
e (0)]% cos? (gVn + 1t) + |cp1 (0)|? sen? (gv/nt) (2.48)
Outra importante quantidade que pode ser obtida é a inversao atomica W (t) definida pela pro-

babilidade de encontrarmos o atomo no estado excitado menos a probabilidade dele estar no estado

fundamental, isto é:

W (t) = (¢ (t)] o2 [ (¢ Z\cn ? cos (2gv/n + 1t) (2.49)

Observe que sdo os coeficientes |c,(0)]? (distribuicdo de fétons inicial do campo) que determinam as

caracteristicas da inversao atomica.
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Para o campo inicialmente em um estado |m), ¢,(0) = dpm € a inversdo atomica é peridédica com
frequéncia 2g+/m + 1. Para esse caso, o resultado é o mesmo obtido em uma teoria semi-classica com o
campo nao quantizado.

Entretanto, se m = 0 o resultado nao é mais o mesmo. Classicamente, na auséncia do campo nao
ocorre a transicao do atomo do estado excitado para o estado fundamental, apenas com campo esta é
possivel e recebe o nome de emissdo estimulada. Agora, quanticamente, mesmo sem o campo (vécuo)
o atomo pode realizar essa transicao de estado o que é chamado de emissao espontanea.

Agora, se considerarmos que o campo, em t = 0, se encontra em um estado de superposicao de
estados de numero |n), passamos a observar o fenomeno de colapso e revival na inversao atomica.
Na teoria semi-classica o fendbmeno de colapso também ocorre porém o ressurgimento ou revival é um
fenémeno puramente quantico devido a quantizagao do campo.

O fenoémeno de colapso e revival pode ser entendido pela equacao 2.49 observando que cada termo
da somatdéria oscila com uma frequéncia diferente (que depende de n). Assim, com o passar do tempo,
esses termos se interferem de forma completamente destrutiva ocorrendo o colapso. Como o tempo
continua a correr, em um dado momento esses termos voltam o se interferir construtivamente tendo o

revival.

2.4 Emaranhamento no MJC

Emaranhamento é a propriedade de sistemas quanticos compostos exibir correlacées nao clédssicas.
A lei fundamental da teoria de emaranhamento diz que o emaranhamento surge da interacao entre os
subsistemas que entao passam a ser inseparaveis, ou seja, nao podem mais ser descritos separadamente.

Em uma cavidade de boa qualidade, &tomo e campo interagem fortemente e, entao, a dinamica faz
o sistema evoluir para um estado inseparavel. Existem diversas maneiras de gerar e manipular estados
emaranhados em uma cavidade que incluem desde dois 4tomos passando sucessivamente [6-8] por uma
cavidade ressonante a um conjunto de d4tomos em uma cavidade no limite dispersivol! [10,11,86].

Considere, por exemplo, um atomo de dois niveis e uma cavidade com um campo ressonante com
a transicao g — e. Quando o atomo esta no interior da cavidade, a interagao do sistema atomo-campo
serd descrito pelo modelo de Jaynes-Cummings, como vimos anteriormente.

Para o atomo inicialmente no estado excitado e o campo da cavidade no estado no vacuo, o estado

do sistema composto em ¢ = 0 é dado por:

4 (0)) = lex) ®0) (2.50)

Assim, passando o dtomo através da cavidade, o operador evolugao temporal do MJC (eq.2.45) leva

"sto é, fora de ressonancia. Nesse caso ndo hé troca real de energia entre os subsistemas dtomo e campo e uma

abordagem de Hamiltonianas efetivas é usualmente considerada [87,88].
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o sistema para o seguinte estado, apés um tempo de interacao ti,

)1; (t1)> =U (t1) |e1,0) = cos (gt1) |e1,0) —isen (gt1) |g1, 1) (2.51)

Considerando que o tempo que o 4tomo gaste para atravessar a cavidade (tempo de interacio'?)
seja de gty = m/4, tem-se:
9 (x/49)) = = (le1.0) =} 1) (252)
Esse estado, que sobrevive apds o 4tomo sair da cavidade (desconsiderando os efeitos da decoeréncia),
nao pode ser escrito como um produto tensorial dos estados de cada subsistema, ou seja, representa um
estado emaranhado.
Se, apds esse procedimento, passarmos um segundo dtomo (no estado fundamental) pela cavidade

interagindo por um periodo ¢ com o campo, temos:

9(t2)) = U (t2) 5 (Jer.0) = v, 1) o) =
1

7 (le1) U (t2) 1g2,0) —i|g1) U (t2) |g2, 1)) =

1 . .
7 {le1, 92,0) —icos (gt2) |91, 92, 1) — isen (gt2) |91, €2, 0)]} (2.53)
Fixando um tempo de interacao gta = 7/2 os dois dtomos ficam em um estado emaranhado do tipo:
1
= —(le, — g1, € 2.54
|Yhat) 7 (ler, g2) — 191, €2)) (2.54)

Este, de fato, é um estado maximamente emaranhado (estado de Bell), fazendo o trago sobre qualquer
subsistema e calculando a entropia de Von Neumann obteremos o valor 1. O par pode assim ser usado
para um teste da desigualdade de Bell [38,58] (obtendo inclusive a méxima violagao [59]) ou para a

realizagao de teletransporte quantico com fidelidade maxima [90].

—
o

Figura 2.2: Dois dtomos atravessando sucessivamente uma mesma cavidade, com o campo inicialmente

L J
&

no véacuo, o atomo 1 no estado excitado e o 2 no fundamental. Nesta figura e nas outras consideramos

cavidades do tipo Fabry-Perot.

Depois que o estado atomico é gerado, o campo volta ao estado de vacuo, como conseqiiéncia, o
efeito da dissipacdo na cavidade nao afeta o estado emaranhado produzido e, ainda mais, a cavidade

esta preparada para se repetir o procedimento.

2Controlando a velocidade do dtomo v = L/t (onde L é o comprimento da cavidade) é possivel estimar o tempo de

interagao e conseqiiéntemente, pelo MJC, o estado final gerado.
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Tal esquema foi proposto primeiramente por Cirac et. al. [6] e implementado experimentalmente
por Hagley et. al. [7] com dtomos no estado circular de Rydberg [8] e cavidades tipo Fabry-Perot no
regime de microondas.

Emaranhamento multi-partite (tipo GHZ [91] e tipo W [92]) entre n dtomos podem ser gerados a
partir de uma generalizacao do esquema apresentado [6,9]. Supondo a preparagao da cavidade em um

estado de maxima superposicao de 0 e n fétons,

[eamp) = = (0) + ) (259)

o estado maximamente emaranhado do tipo GHZ,

|Yat) = \}5 (1919293.--gn) + lerees...en)) (2.56)

pode ser gerado enviando n atomos no estado fundamental sucessivamente pela mesma cavidade, se-
guindo o modelo de Jaynes-Cummings (uma vez que cada dtomo interage sozinho com o campo), e
controlando o tempo de interacao [6].

Jé& a generalizacao para produzir um estado tipo W entre n atomos é mais trivial [9]. Preparando
a cavidade no estado de vacuo, enviando o primeiro dtomo no estado excitado e os outros n — 1 no

fundamental, com tempos de interacdo especificos, tem-se,

1
|Var) = NG (le1g293---9n) + |91€293---9n) + ... + |919293.-.€n)) (2.57)



32

3 Emaranhamento em cavidades

descopladas

No capitulo anterior vimos como gerar emaranhamento entre dois (e, brevemente, a generalizao
para n) dtomos interagindo sucessivamente com o campo de uma cavidade ressonante. Agora, iremos
abordar o sistema de duas cavidades quanticas interagindo com atomos de dois niveis.

Quando se trabalha simultaneamente com duas cavidades desacopladas é equivalente a dizer que
temos dois sistemas independentes que nao interagem, a dinamica de ambos segue normalmente como
se o outro nao existisse. A Hamiltoniana de um sistema que compreende dois dtomos de dois niveis
idénticos em ressonancia com os campos de duas cavidades, no qual cada atomo atravessa apenas uma

das cavidades, é:
U | . At
H = hwaya; + §MG1Z + hg (a101+ + alal_) +
o o 1 R R
hwagaQ + iho.w’k + hg (a202+ + agag,) = H,+ Hy (3.1)

onde [H;, Hs| = 0, obviamente.

Figura 3.1: Duas cavidades, com um atomo em seu interior, espacialmente separadas e desacopladas

constituindo sistemas independentes.

Supondo, entdao, um estado inicial separavel entre os subsistemas 1 e 2, operagoes unitarias locais

nao produzem emaranhamento (como ja discutimos);

[ (1) = e [ (0)), ® 1 (0))y =

—iHyt —iHgt

e e h Y (0), @[ (0)y = [ (), @Y (1)), (3.2)

onde usamos o fato de que,

se [A, B] = 0.
Nesse capitulo discutiremos como gerar emaranhamento entre &tomos remotos situados em cavidades

desacopladas. Sem um acoplamento dindmico ou interacao entre os dois sub-sistemas adtomo-campo,
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para gerar tal emaranhamento algumas condicoes extras devem ser impostas e um custo deve ser pago.
Dois esquemas se destacam no contexto de gerar emaranhamento entre atomos distantes no sistema em

questao: troca de emaranhamento (entanglement swapping) e deteccao de 1 féton.

3.1 Troca de emaranhamento

Considere um sistema composto de dois d4tomos idénticos e duas cavidades desacopladas com modos
ressonantes com os mesmos (Hamiltoniana 3.1). Inicialmente os campos das cavidades precisam ser

preparadas em um estado quanticamente correlacionado de um féton,
[Yeamp) = 1/V2 (|01, 12) + [11,02)) (3.4)

Com um &atomo preparatério no estado excitado passando sucessivamente pelas duas cavidades
(gt1 = 7/4 na primeira cavidade e gty = 7/2, na segundal), ambas inicialmente no vicuo, é possivel
gerar esse estado emaranhado de um f6ton entre os campos [22].

De um ponto de vista pratico, para gerar esse estado de campo, as cavidades nao podem estar muito
longe uma vez que o atomo precisa ir de uma cavidade até a outra em um tempo curto o suficiente para

evitar os efeitos da dissipacao como a emissao espontanea do atomo.

s T
el v

Figura 3.2: Esquema bésico proposto por Gerry [22] no qual através de um entanglement swapping

gerou um estado emaranhado entre dois &tomos remotos.

Fazendo, entao, dois 4tomos no estado fundamental |g1) e |g2) atravessar as cavidades 1 e 2 respecti-
vamente e simultaneamente, os sistemas dtomo-campo (separadamente) tem sua evolugao descrita pelo

MJC de forma que o estado do total sistema em ¢ é:

0 (£)) = Uy (8) U () —= (101, 1) ® [z, 92) + |11, 1) ® 02, g2)) =

V2
jg {101, 91) [cos (g1) |12, ga) — isen (gt) [0n, es)
+ [cos (gt) |11, g1) — isen (gt) |01, e1)] |02, g2) } (3.5)

onde Uj; (t) é o operador de evolucao temporal do modelo de Jaynes-Cummings referente a cavidade i.

1Uma vez que a velocidade do 4tomo preparatério é fixa e o comprimento das cavidades L é igual, é necessario um campo

elétrico para induzir um stark shift no atomo e “desligar” a interacdo dtomo-campo na cavidade 1 no tempo apropriado.
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Agora analisemos a dinamica de cada subsistema em um tempo ¢ (dtomo-atomo e campo-campo).

Tracando sob as varidveis do campo temos, na base {|gg) , |ge) , |eg) , |ee)}:

cos®(gt) 0 0 0
0 sen?(gt)/2 sen?(gt)/2 0
Pat (t) = Treamp (|20 (1)) (¥ (1)) = 3.6
¢ (1) p (|9 () (¢ (1)]) 0 sen(gt)/2 sen2(gt))2 O (3.6)
0 0 0 0
Analogamente sob as varidveis do atomo, na base {|00) ,|01),|10),|11)}:
sen?(gt) 0 0 0
0 cos®(gt)/2  —cos*(gt)/2 0O
Pcamp (t) = 9 9 (37)
0 —cos*(gt)/2  cos*(gt)/2 0O
0 0 0 0

Calculando a concurrence (eq.1.31) do operador matriz densidade pat € peamp € possivel notar que
o emaranhamento fica “oscilando” entre os dois subsistemas (dos campos para os dtomos). O mesmo

pode ser notado para a negatividade (eq.1.33), o emaranhamento de formagao (ligado diretamente a

concurrence pela eq.1.24) e a negatividade logaritmaca (eq.1.34).

1 = 1k ~
N\ \ /\\\ / /\ /N
\ / [\
\ \ / \ /
0.8 0.8 | [ o
\ / \ [ | |
\ o o
0.6 ‘ 0.6 / \ / Vo
° ) = / \ / \
\ [ /
0.4 0.4 \ | / \
\ \ / \
\/ \ / \/
0.2 0.2 ) ) | A
/ /\ \ /
/ \ / /”
N4 ./ N / ) e
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
gt gt

Figura 3.3: A concurrence(esquerda) e a negatividade (direita) de pas (t) € peamp (t) respectivamente

representados pelas cores azul e vermelho.

Nota-se aqui que a concurrence e a negatividade nao sao equivalentes. Elas sao iguais apenas para
estados puros que neste caso se resume ao estado produto (C'= N =0) e ao estado maximamente
emaranhado (C'= N =1).

Comparando o emaranhamento de formacao com a negatividade logaritmica para cada subsistema
podemos notar que Ey > Ey onde a igualdade vale quando s6 quando o estado é puro (separavel ou
maximamente emaranhado) (Fig. 3.4). Ex representa um limite superior para o emaranhamento de

destilacao Ep (dificil de se calcular) assim para estados mistos emaranhados Ey > Ep, como o esperado.
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Figura 3.4: Comparagao entre o emaranhamento de formacao Ey, em vermelho, e a negatividade

logaritmica Ey,azul , do operador matriz densidade pq (t) (figura da esquerda) e peamp (t) (direita).

Se fixarmos o tempo de interacdo em gt = (2n+1)7/2 n = 0,1,2 temos uma transferéncia
de emaranhamento (entanglement swapping), ou seja, os atomos ficam em um estado maximamente

emaranhado, que era o objetivo,
W}at> - (’91 62> |61 92>) (3 8)
\/5 ’ ’ )

Gerry [22], para comprovar a nao-localidade da mecanica quantica, propds um teste para a desi-
gualdade de Bell no sistema em questao, ainda no regime de microondas. Variando as velocidades dos
trés dtomos envolvidos, com o auxilio de campos classicos de microondas e detectores ionizantes, Gerry
observou a violagao da desigualdade de Bell para o estado atéomico emaranhado.

Se inicialmente, ao invés de um estado de campo maximamente emaranhado, tivéssemos |Vcamp) =
a]01)+0b|10) o mesmo comportamento seria observado, porém o estado atémico nao seria maximamente
emaranhado.

Assim, dispondo de um estado emaranhado inicial compartilhado entre os campos, podemos gerar
um estado emaranhado entre dois dtomos remotos.

Aqui demos um exemplo da transferéncia de emaranhamento entre dois subsistemas de base discreta
(qubits), atomo de dois niveis e campo com 0 ou 1 fétons. Lee et. al. [25] propuseram uma forma
mais sofisticada de entanglement swapping chamada na literatura de entanglement reciprocation. Eles
investigaram como o emaranhamento pode ser transferido de dois qubits (dtomo) para um sistema de

varidveis continuas (campo coerente) e vice-versa.
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3.2 Deteccao de um féton

Considere, novamente, um sistema composto de dois atomos idénticos e duas cavidades ressonantes

com os mesmos (Hamiltoniana 3.1). Inicialmente, o sistema estd no seguinte estado,

4 (0)) = |11 (0)) ® [¢2 (0)) (3.9)

onde,
|15 (0)) = 10;) le;) (3.10)
Cada dtomo entra em sua respectiva cavidade simultaneamente. A dinamica de cada sistema dtomo-

campo evolui normalmente seguindo o modelo de Jaynes-Cummings, de forma que em um tempo ¢ temos,

usando o operador evolugao temporal em cada sistema,

¢ (t)) = [cos (gt) |01, 1) — isen (gt) |11, g1)] (3.11)
® [cos (gt) |02, e2) — isen (gt) |12, g2)] (3.12)

Entao, com uma corrente elétrica induz-se uma transparéncia em um dos lados da cavidade tipo
Fabry-Perot permitindo assim que fétons escapem. Em um caso ideal?, os fétons se “misturam” ou

sobrepoem no BS 50 : 50 e, em seguida, sdao detectados em D1 ou D2(a figura 3.5 ilustra bem o

~e ]

& ®-

Figura 3.5: Esquema para gerar emaranhamento entre atomos distantes em cavidades desacopladas

esquema).

1

baseado na deteccao de um féton.

Em um beam splitter(BS) 50 : 50 o campo incidente é separado em duas componentes, a refletida e

() 1))
Qs - a

onde T' e R sao, respectivamente, os coeficiéntes de transmissao e reflexdo dados por T'= R =1/ V2.

a transmitida, de forma que,

Se nao incide nenhum féton, incide apenas um féton de uma das cavidades ou entao um féton de

cada cavidade, o estado dos campos fica da seguinte forma,

2Na realidade a deteccao nio é perfeita, o f6ton pode sair da cavidade mas nio passar pelo BS e ser detectado, o que

prejudica a eficiéncia do esquema.
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Figura 3.6: Esquema de um beam splitter.

101) [02) — [01/) 02r)
100) [12) = 5 (1117} [02) + [01) [121))
[11)102) — Z5 (11w} [02) = [017) [12))
1) [12) = 5 (121) [02) — [01) [227))

Assim, o estado total do sistema (considerando que cada atomo interagiu com o campo por um

tempo ¢ antes dos fétons escaparem), apés os fétons atravessarem o BS é,
¥ (1)) = cos® (gt) le1, e2) |01/, 0r)

—isen (gt) cos (gt) [% (le1, g2) + |91, 62))} |11/,02)

—isen (gf) cos (9t) | J5 (le1. 92) — lon. e2))] [0, 1)

1
— sen” (gt) |91, 92) 75 (121,02 = [01,2)) (3.14)

Dali, a deteccao de um féton (qualquer que seja o detector) colapsa o sistema atomico em um estado

maximamente emaranhado do tipo,

) = \}5 (le1, g2) % |1, €2)) (3.15)

onde |¢4+) é obtido se o féton for detectado em D1 e o |¢)g—) se for em D2

Se forem detectados 2 f6tons, o estado atomico colapsa em um estado produto |gg), e se nenhum foton
for detectado, |ee). Assim existe uma probabilidade de sucesso, ou seja, o procedimento é probabilistico,
dependendo da medicao.

Agora analisemos a probabilidade de sucesso do procedimento em funcido do tempo de interagao

atomo-campo,

Pyye (1) = {01, 1| 9 (0)* + (L, 01| ¥ (£))[* = 2sen® (gt) cos® (g1) (3.16)
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gt

Figura 3.7: Probabilidade de sucesso na geracao do estado atéomico maximamente emaranhado em

funcao do tempo.

Apenas para tempos de interacao gt = (2n + 1) 7/4 a probabilidade de sucesso (geragao do estado
atomico maximamente emaranhado) é de 1/2. Assim, fixando tal tempo de interagao, a geracao do
estado atémico maximamente emaranhado é obtido com uma probabilidade de sucesso igual a 1/2, a
maxima que se obtém nesse esquema mesmo em um caso ideal.

Seguindo essa linha, Bose et. al. [93] propuseram um esquema para realizagdo do Teletransporte
Quantico de um estado atomico baseado na deteccao de um féton. No entanto, novamente, o procedi-
mento é probabilistico dependendo do resultado de uma medicao.

Nessa secao apresentamos apenas um esquema mostrando como gerar um estado maximamente ema-
ranhado entre dtomos remotos via interferéncia e detec¢ao de um féton (probabilisticamente). Porém,
este é, claramente, um modelo simplificado e idealizado. Por exemplo, nés nao consideramos o fato
de que um detector, em geral, ndo diferencia |2) de |1). Browne et. al. [28] propuseram uma solugao
para esse problema usando atomos de trés niveis fracamente dirigidos por um campo externo cldssico

obtendo uma probabilidade se sucesso quase unitaria em um caso ideal.
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4 Sistema de cavidades acopladas
interagindo com atomos de dois

niveis

Neste capitulo descreveremos o sistema que consiste em duas cavidade quanticas espacialmente
separadas e conectadas por um canal quantico (isto é, acopladas), a curtas distancias o canal pode ser
simplesmente o vacuo (na se¢ao 4.1, seguindo o modelo inicialmente proposto por Zoubi et. al [1]) e
para distancias maiores um “guia de onda” (uma fibra déptica) conecta as duas cavidades (na segao 4.2,
baseado no trabalho de Pellizzari [2]).

Em cada caso, iremos considerar a interacao do campo das cavidades com &tomos de dois niveis
e mostraremos que, em um caso particular, a dindmica nos dois sistemas é equivalente a interacao do
atomo com um campo mono-modo.

Ainda nessa capitulo, apresentaremos alguns parametros experimentais relevantes que, de acordo
com a tecnologia atual, possibilitam a utilizagao dos modelos propostos para a interacao de atomos de

dois niveis em cavidade acopladas.

4.1 Acoplamento via meio fisico

Consideremos um sistema de duas cavidades (j = 1,2) espacialmente separadas por uma curta
distancia, pelo vacuo ou um material dielétrico [34](meio fisico), ondas evanescentes de uma cavidade
interferem no campo da outra acoplando-as. A dinamica desse sistema quantico pode ser descrita pela
proposta de Zoubi et. al. [1].

Primeiro, lembremos que o potencial vetor A do campo mono-modo quantizado na cavidade j pode
ser dado pela férmula:

AONF) = (7~ 7)a; + 05 (7 — 7)a], (4.1)
onde d;[ e a; sao respectivamente o operador de criacao e aniquilacao do campo correspondente a
cavidade j, @; (7 — 7;) é uma funcao vetorial que dé a distribui¢do do campo da cavidade j no espaco,
7 € o vetor posicao e 7; é a posigao de referéncia (centro geométrico) da cavidade j.

Assumindo que o acoplamento seja dado pela sobreposicao entre os campos das duas cavidades, a
Hamiltoniana de acoplamento é, em termos dos operadores de criagao e aniquilagao dos campos, na

aproximacao de ondas girantes (RWA):

Heres = A (@ +alas) (4.2)
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onde a constante de acoplamento A\, com dimensao de freqiiéncia, é dada por:
A /ﬁl(f"— ) - o (F — 7)d>F (4.3)

Entao, a Hamiltoniana total do sistema em questao pode ser escrita como:
He = hewyafin + wsabas + i (ara] + afas ) (4.4)

onde w; € a freqiiéncia do modo da cavidade j.
A Hamiltoniana acima (eq.4.4) pode ser diagonalizada para o caso ressonante! (w; = ws = w)
se utilizarmos novos operadores bosoénicos 4; e Ay (modos normais do sistema), dados pela seguinte

transformagao canonica [1,52]:
Ar= 5@ +az) 5 Ay = o (an —a) (4.5)
Em funcao dos modos normais, a Hamiltoniana para o sistema das cavidades acopladas fica:
Ho = h AL Ay + hQ, AL Ay (4.6)
onde as freqiiéncias dos modos normais sao:
M=w+A ; =w-—2A (4.7)

Uma vez que conhecemos as expressoes que relacionam os operadores de criagao dos campos (a1 e
az) com os modos normais do sistema (A; e Ag), é possivel relacionar também os estados de niimero
dos campos das cavidades com os autoestados do Hamiltoniano diagonalizado (eq.4.6) [52]. Entretanto,

aqui, usaremos apenas o fato de que o estado de vacuo é o mesmo nas duas representacoes,

’0>a1 ’0>a2 = ’0>A1 ‘O>A2 (4.8)

onde o indice a representa os estados de numero, isto é, os autoestados de d{dl e &;&2 e o indice A
indica os autoestados de He (eq.4.6).

Esse modelo representa uma boa aproximacao se as cavidades estiverem suficientemente separadas
(fraco acoplamento, isto é w >> ) mas, a0 mesmo tempo, a distancia entre elas ndo pode ser muito
longa para que haja um acoplamento dos modos. Tal acoplamento é o analogo éptico do limite de
tight-binding da fisica do estado sélido [95] no qual os dtomos estdo préximos o suficiente para que as
funcgoes de onda se sobreponham e um tratamento de atomos isolados necessite de algumas correcoes
mas, por outro lado, longe o suficiente para que a descri¢do para dtomos isolados nao seja completamente

irrelevante.

'E importante dizer que a dagonalizacio da Hamiltoniana para wy # wa [1,52] ainda é possivel mas nao iremos considerar

esse caso.
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4.1.1 Interacao com atomos de dois niveis

Consideremos, agora, um adtomo de dois niveis com freqiiéncia de transicao w, que atravesse apenas
uma das cavidades com constante de acoplamento dtomo-campo g. A interacao entre o atomo e o campo

na cavidade j (j = 1,2) é, na aproximagao de dipolo e RWA, descrita pelo modelo Jaynes-Cummings [49]:
Hac; = hg (aj054 +aloj- ). (4.9)

onde o4 e 0;_ sao o operador de excitacao e desexcitagao do dtomo na cavidade j.
Desta forma, a Hamiltoniana total do sistema atomo-cavidade, em funcao dos modos normais e

assumindo que o dtomo esteja na cavidade j, é:

Hj = %sz + thfiJ{Al + hQQA;AQ + % [(Al + (—1)j+1/12> Oj+

A o (4.10)
+ (AJ{ + (—1)]+1A£> O'j_}
Na representacao de interacao, a Hamiltoniana do sistema (eq.4.10) fica:
H; = % [(e%mrw”)t/‘l + (1) el Ay ) oy (4.11)

i (ei(Qrwa)tAI n (_1)j+1ei(927wa)tﬁg) i
A expressao acima é dependente do tempo, o que dificulta o problema. Agora, impondo duas

condigoes sobre o sistema é possivel obter uma Hamiltoniana de interagao independente do tempo,
Dy=w, ; A>>g (4.12)

Aplicando a primeira condigao, a dependéncia temporal da Hamiltoniana de interagao (eq.4.11) serd
devido apenas as exponenciais de 07 — Q9 = 2.

Depois, impondo a segunda condicao, podemos usar a aproximacao de ondas girantes para eliminar
os termos que oscilam rapidamente (as exponenciais contendo 2)) e a Hamiltoniana de interagao fica:

i = (—1)]'“?/% | Asaji + Ao (4.13)

Nota-se que esta Hamiltoniana de interacao é equivalente a do modelo Jaynes-Cummings (com sinal
diferente para j = 2, isto é, com o dtomo na cavidade 2), trocando os operadores usuais por fl; e As.

Assim, fixando 29 = w, e no regime de A >> ¢, a dinamica do sistema pode ser facilmente deter-
minada por analogia com o modelo de Jaynes-Cummings.

Agora, consideremos dois dtomos (ambos com freqiiéncia w, e constante de acoplamento g) passando

um por cada cavidade ao mesmo tempo, a Hamiltoniana de interagao fica, no mesmo limite:

~ ~ ~ hg 1+ . hg 1+ A

H = H1 + H2 = ﬁ A20'1+ + Aggl_:| - % |:A20'2+ + A;O’g_] . (414)
que é equivalente ao sistema de dois 4tomos interagindo com um campo mono-modo (em uma cavidade)

e a dinamica pode ser determinada resolvendo a equacao de Schrodinger na representacao de interagao

(como faremos mais a frente) andlogo ao modelo de Dicke [96].
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Figura 4.1: Ilustracdo de duas cavidades, com atomos de dois niveis em seu interior, separadas pelo

vacuo que se acoplam devido a interferéncia das ondas evanescentes.

4.2 Acoplamento via fibra optica

Neste caso, as duas cavidades 6pticas 2 estdo espacialmente separadas e conectadas por uma fibra
6ptica (que permite um aumento na distancia entre as cavidades acopladas). Cada elemento do sistema
(as duas cavidades e a fibra) possui modos definidos separadamente?, representados por operadores de
criagao e aniquilagao de fétons que satisfazem a relacao de comutacao padrao.

H&a um acoplamento linear pelo fato da cavidade nao ser perfeita e uma pequena fracao do campo
(evanescente) é transmitida da cavidade para a fibra e vice versa. A Hamiltoniana de interacao, que

descreve o acoplamento entre os modos da cavidade e da fibra, toma entao a seguinte forma [2]:
Howroz =hS v, [bj (a{ +(~1)7H ewag) + b (al +(—1)it eWaQ)} (4.15)
j=1

onde Ej sao os modos da fibra, a; e ao sao respectivamente os modos da cavidade 1 e 2, v; é o constante
de acoplamento do modo j da fibra com os modos da cavidade e a fase ¢ é devido a propagacao do
campo através de uma fibra de comprimento I: ¢ = 27wl/c. O fator (—l)j 1 modela uma diferenca de
fase de m a cada segundo modo da fibra [2].

O numero de modos da fibra que interage com os modos das cavidades é n = v/ (27c), onde v é a
taxa de decaimento dos campos das cavidades na fibra e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Assim, no
limite n =~ 1 (pequena fibra) apenas um modo ressonante da fibra interage com os modos das cavidades

e a Hamiltoniana (4.15) pode ser escrita como [31]%:

Heipeo = hv [5 (&I + &;) + bt (ay + dz)] (4.16)

2Aqui, as cavidades devem estar no regime éptico uma vez que sio acopladas por uma fibra éptica.
3Tal descricdo é valida, em principio, apenas para cavidades de alta qualidade, operacdes préximas da ressonéncia e

escalas de tempo grande comparado com o tempo de roundtrip na fibra.
4Vale rassaltar que, usando filtros de freqiiéncia (cut-off), é possivel assegurar que apenas um modo da fibra seja

relevante.
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onde b é o modo ressonante da fibra e a fase o foi “absorvida” pelos operadores de criacao e aniquilagao
do modo da segunda cavidade® [32].
Deste modo, a Hamiltoniana total do sistema de duas cavidades acopladas via fibra 6ptica é, no

limite de pequena fibra:
He = hwyalay + hwyilas + hwblb + v [13 (a{ + 5@) + bt (a1 + ) (4.17)

onde w; € a freqiiéncia do modo da cavidade j e w; do modo da fibra.
Novamente, a Hamiltoniana do sistema pode ser diagonalizada para o caso ressonante (w; = wy =
wy = w) se utilizarmos os novos operadores bosonicos ¢, ¢ e ¢_ (com freqiiéncias w + V22U, wew—12v,

respectivamente), dados pela seguinte transformagao canonica [31]:

a1 + g + v/2b
a1 + as — V/2b (4.18)

% (a1 — az)

C_ =

Nl—= N

¢

Assim, a Hamiltoniana do sistema cavidade-fibra (eq.4.17), em funcao dos modos normais, fica:
He=h (w - ﬂy) .+ hwete + h (w + \/iu) étey (4.19)

Novamente, é possivel relacionar os estados de nimero dos campos das cavidades com os autoestados
do Hamiltoniano diagonalizado. Entretanto, para o nosso propdsito, usaremos apenas o fato de que o

estado de vacuo é o mesmo nas duas representacoes.

4.2.1 Interacao com atomos de dois niveis

Seja um atomo de dois niveis com freqiiéncia w, atravessando apenas uma das cavidades Opticas
(j = 1 ou 2) com uma constante de acoplamento g, a interacao entre o 4tomo e o campo da cavidade
é descrita pelo modelo Jaynes-Cummings (eq.4.9), e a Hamiltoniana total do sistema (com w; = wy =
wy = w) fica:
H; = hwalay + hwalag + hwbtb + ho {13 (aJ{ + a;) + bt (ay + dg)]
fuw . .
+7aajz + hg (aj0j+ + a}aj,> (4.20)

Em fungao dos novos operadores bosonicos (0os modos normais) temos:

Hy =1 (w—vov) e+ nwile+ n(w+vav)de, + %ajz
+h% [(c+ +e_+ (—1)H \/ic) ois + (éL tob 4 (-1t \/iéT) aj,} (4.21)

56“’0&2 — &2
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Na representacao de interacdo no limite de v >> g e com w = w, (dtomo ressonante com o modo
normal ¢) nés podemos, novamente, eliminar adiabaticamente os termos que oscilam rapidamente (ter-
mos da interagdo do d&tomo com os modos normais nao ressonantes ¢4 e ¢_), assim a Hamiltoniana total
do sistema de duas cavidades 6pticas acopladas via fibra com um atomo de dois niveis na cavidade j é,
na representacao de interagao:

z +1 g T, R
H-:(—l)ﬁl\ﬁ éojp +éloj (4.22)

que, como no caso do acoplamento via meio a curta distancia, é analogo ao MJC com um diferente fator

multiplicador e sinal, para j = 2.

Figura 4.2: Esbogo de duas cavidades Opticas acopladas por uma fibra éptica. Uma delas é atravessada

por um atomo de dois niveis.

No caso de dois 4tomos (ambos com freqiiéncia w, e constante de acoplamento g) passando cada um
em uma cavidade ao mesmo tempo, a Hamiltoniana na representacao de interagao, no regime v >> g
e com 0 dtomo ressonante com o campo (w, = w), sera:

- - . hqg 1. . hg 1. .
H=H+ Hy,= 7‘% [601+ + cTal,} — 7% [ccrng + oy | . (4.23)

que é equivalente ao problema de dois a&tomos em uma cavidade e pode ser resolvido facilmente para o
caso em que os modos normais ¢4 e ¢_ estejam no estado de vacuo.

Entao, o sistema de duas cavidades idénticas conectadas via fibra 6ptica com dtomos de dois niveis
ressonantes (w = w,) e no limite de forte acoplamento cavidade-fibra v >> g é equivalente ao sistema
de duas cavidades (com freqiiéncia w) espacialmente separadas por uma curta distancia com atomos em
seu interior no caso particular de A = § = w — w,(ndo ressonante) e no regime g << A << w. Isto é, as
Hamiltonianas que descrevem os dois sistemas de cavidades acopladas interagindo com atomos de dois
niveis sao similares (a menos dos modos normais Ay e ¢). Assim, iremos tratar os duas situagoes juntas

quando formos discutir a dinamica de emaranhamento entre dtomos remotos.
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4.3 Parametros experimentais e comentarios relevantes

Nos dois sistemas de cavidades acopladas que abordamos neste trabalho, foram considerados regimes
especificos para podermos eliminar a interacao do &tomo com os modos normais nao ressonantes. Vamos,
nesse momento, analisar tais particularidades em vista da tecnologia existente de cavidades quanticas

(de microondas [6-8,10-13] ou dpticas [14-20]) com dtomos de dois niveis em seu interior.

Acoplamento via meio fisico: Para ser possivel eliminar a interacao do 4&tomo com o modo normal
nao ressonante na equacao 4.11 (além de, 29 = w,), 0 acoplamento A entre as duas cavidades idénticas
deve ser forte (comparado com g). Por outro lado, para aplicarmos o modelo de Zoubi et. al. [1], o
acoplamento A precisa ser fraco comparado com a energia do campo de cada cavidade, ou seja, devemos
ter g << A << w.

No sistema de duas cavidades acopladas separadas simplesmente por um meio fisico (o vacuo ou um
material dielétrico), tanto cavidades de microondas como cavidades 6pticas podem ser utilizadas.

No regime de microondas, a freqiiéncia de campo largamente encontrada na literatura é da ordem
w =2 21 X 51.1GH z. Tal freqiiéncia estd em ressonancia com a transicao entre dois estados de Rydberg
circular de nimeros quanticos principais n = 51 (le)) e n = 50 (|g)) [7,8,12,13]. Assumindo uma
constante de acoplamento dtomo-campo g = 27 x 25kH z [13], a aproximagao de ondas girantes é valida
no seguinte intervalo,

A
1<< 2 << ni0 (4.24)
9 g

lembrando que A, proporcional a integral do overlap dos campos, é obtido empiricamente.

E importante comentar os efeitos da dissipacao como a taxa de decaimento do nivel atémico (7) e da
cavidade (k) no regime de microondas. O tempo de vida de dtomos no estado de Rydberg circular é da
ordem de T, = 1/ = 30ms, ja uma cavidade de microondas com alto fator de qualidade (Q =3 x 108)
consegue manter um féton em seu interior por aproximadamente T,, = Q/w = lms [8] .O tempo de
interagao entre dtomo e campo para uma oscilagdo completa de Rabi (periodo de Rabi) é da ordem de
10_58(assumind0 g = 2w x 25k H z), assim hé tempo suficiente para a evolugao coerente do sistema sem
qualquer significante perda de coeréncia.

J4 para cavidades 6pticas, os modos ressonantes tem freqiiéncia da ordem de w o« PHz = 1015 H 2.
Existem diversas propostas experimentais que envolvem cavidade éptica com dtomos (em sua maioria
de Cs ou Rb) aprisionados [16,20] ou transportados [19] para o interior da cavidade, aqui irei apenas
comentar alguns que se mostraram promissores.

Em um experimento recente [16], para um sistema constituido de dtomos de Cs em uma cavidade
6ptica tipo Fabry-Perot, foram obtidos os seguintes parametros (g,7, k) = 2w (34,2.6,4.1) M Hz. Ainda

com dtomos de Cs, Spillane et. al. [17]® mostraram que microcavidades toroidais podem alcancar um

SNessa referéncia os autores fizeram uma tabela de comparacdo entre os principais tipos de cavidades 6pticas incluindo
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alto fator de qualidade (Q > 108) e simultaneamente um alto valor para a constante de acoplamento
(g =27 x 430M Hz) que corresponde a um regime de forte acoplamento g/max (v, k) ~ 165, ou seja,
um féton emitido pelo atomo no interior da cavidade pode ser repetidamente absorvido e reemitido
antes de ser irreversivelmente perdido no ambiente.

Em vista desses valores para a constante de acoplamento d&tomo-campo g no interior de uma cavidade

Optica, a aproximacgao de ondas girantes é valida no seguinte intervalo,
A w
l<< = << ==~10° (4.25)
g g

Uma importante diferenca entre os dois regimes, para o sistema em questdo, é a distancia que
separa as duas cavidades acopladas: para microondas, uma separacao da ordem de alguns centimetros
é compativel com o intervalo de validade das aproximacoes e o acoplamento entre os modos de duas
cavidades é viavel [34]; j& no regime éptico, a distancia é da ordem de micrometros (1itil para a construgao

de micro-chips)

Acoplamento via fibra Jptica: Para o sistema de duas cavidades quanticas (apenas no regime
6ptico) conectadas por uma fibra 6ptica, as referéncias [16,17] citadas anteriormente para os parametros
experimentais ainda valem.

Usando cavidades tipo Fabry-Perot é possivel um acoplamento cavidade-fibra com uma eficiéncia
moderada (= 70%). Agora, fiber taper podem acoplar microcavidades épticas com alto fator de quali-
dade (como microesferas [97] e microtoroidais [17]) com uma eficiéncia de 99,97%.

Trupke et. al. [18] propuseram um esquema promissor para microcavidades 6pticas com uma fibra
Optica integrada possibilitando um forte acoplamento cavidade-fibra.

Vimos na segdo 4.2 que o nimero de modos de uma fibra éptica é n = lv/ (2mc) e, se desejamos
trabalhar com apenas um modo n ~ 1 (o que simplifica muito), devemos ter n = v/ (27¢c) ~ 1 que
corresponde a um comprimento [ ~ 2mwc/D.

Tal regime representa uma situagao experimental mais realista: por exemplo, 7 ~ 1GHz e [ =~ 1m
[2,31].

A constante de acoplamente cavidade-fibra v pode ser estimada como,

4dmve

l

V=

(4.26)

Considerando 7 = 1GHz e | = 1m temos que v x GHz, assim com g « 100M H z a condicao necessaria
para a eliminacao adiabatica é satisfeita (v ~ 10g >> g).

Ainda é importante observar que no regime v >> g (usando a transformacao 4.18) apenas o modo
normal ¢ estd interagindo com o dtomo. Agora, o modo da fibra b nao estd envolvido nesse modo normal,
assim, considerando a fibra inicialmente no vacuo, ela nunca serd populada e os efeitos da dissipacao

na fibra podem ser desprezados.

Fabry-Perot, microesferas e cristais fotonicos.
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5 Dinamica do emaranhamento entre
atomos remotos no sistema de

cavidades acopladas

E de conhecimento geral que dois 4&tomos separados no espago por uma distancia tal que nao estejam
interagindo (direta ou indiretamente!), nunca se emaranharam.

Assim, como jé foi dito anteriormente, no sistema de duas cavidades desacopladas podemos gerar um
estado emaranhado entre dtomos distantes (um em cada cavidade) apenas sob certas condigbes extras:
uma interacao indireta entre os campos das cavidades para criar um estado emaranhado inicial com-
partilhado (entanglement swapping), ou condicionado a uma medigdo de um féton que tenha escapado
da cavidade (probabilistico).

Agora apresentaremos os principais resultados de nossos estudos sobre o sistema de cavidades acopla-
das interagindo com dtomos de dois niveis. Utilizaremos a ferramentagem descrita anteriormente para
estudar a dinamica do emaranhamento entre dois atomos idénticos remotos localizados em cavidades
acopladas distintas, veremos como gerar estados maximamente emaranhados no sistema de cavidades
acopladas [53].

Iremos abordar duas situagoes distintas de interagao atomo campo;(i)sucessivamente, cada dtomo
passa em sua respectiva cavidade em tempos distintos e (ii) simultaneamente, os dois dtomos interagem
com o campo de sua respectiva cavidade ao mesmo tempo.

Como ja salientamos, o modelo proposto por Zoubi et. al. [1] para o sistema de duas cavidades
separadas por uma curta distancia por um meio fisico (usualmente o vicuo) e o proposto por Pellizzari [2]
para duas cavidades acopladas via fibra éptica (“guia de onda”) sdo equivalentes, quando interagindo
com atomos de dois niveis, se adotarmos alguns parametros particulares em cada caso. Para o modelo
de Zoubi et. al. devemos ter A = § = w — w, (4&tomo e campo no regime nao ressonante) e para o
modelo de Pellizzari, w = w, (ressonante). Nessas circunstancias, a Hamiltoniana que descreve os dois
sistemas de cavidades acopladas interagindo com atomos de dois niveis sao similares. Assim, de agora
em diante, iremos tratar os dois modelos de forma unificada.

Apenas um modo normal é “acionado” durante a interacao (1212 para o modelo de Zoubi, ¢ para

Pellizzari). Por essa razao, nés assumiremos a seguinte notagao:

0) 41 () a2 = [On) 4 = |n)
10}t [n) |0)— = [0n0) ¢ = |n)

Por exemplo, dois 4tomos interagindo sucessivamente com uma mesma cavidade interagem indiretamente através do

(5.1)

campo e se emaranham.



5. DINAMICA DO EMARANHAMENTO ENTRE ATOMOS REMOTOS NO SISTEMA DE CAVIDADES ACOPLADAS 48

onde a primeira linha é para o modelo de Zoubi et. al. (duas cavidades) e a segunda, o modelo de

Pellizzari (duas cavidades mais a fibra).

(i)Em tempos distintos:

Considere que apenas um atomo esteja interagindo com o sistema das cavidades acopladas (dentro

da cavidade 1). Inicialmente, assumindo o dtomo no estado excitado e os campos no vécuo, isto é,
|(0)) = le1) [00) 4 = [e1) |0)
[W(0)) = lex) [000)¢ = [e1) |0)

onde a primeira linha se refere ao sistema de duas cavidades separadas por um meio fisico e a segunda,

(5.2)

se refere ao acoplamento via fibra optica.

Lembrando que os dois sistemas se reduziram a um atomo de dois niveis interagindo com um campo
mono-modo quantizado (equivalente ao MJC), a dindmica dos sistemas pode ser obtida aplicando o
seguinte operador evolugao temporal com j = 1 (substituindo A, por ¢ para o acoplamento via fibra)

no estado inicial,

(VA ) 4 cos(P R

Uj (t) = e="™t/" = cos(— 5 7% ) 19) (4l

—1)d4 gt\/AgA (1) AL gt\/AzAg
e en (P o ]+ e (P8 g

Assim, o estado do sistema (nos dois casos) é, para um tempo de interagao ¢; na representacao de

(5.3)

interacao:

"i’(tl)>=U1 (tl)\¢(0)>—608(\[) lex) [0) — Zsen(\[)lgﬁ!l) (5-4)

Apés o atomo 1 ter atravessado a cavidade 1, nés mandamos o dtomo 2 (depois de um tempo de
espera arbitrério)?, inicialmente no estado fundamental, através da cavidade 2. Usando j = 2 na eq.5.3
(com ¢ se for via fibra), a evolu¢ao temporal do sistema, com um tempo de interagao to entre o campo

da segunda cavidade e o dtomo tem a seguinte forma:

(11, t2)) = cos(%5) ler) lge) 10) — isen(%5) [cos(%2)[91) g2} 1)
Fisen(23) lgu) le2) [0}

Fazendo o trago parcial sob as varidveis dos campos (o que unifica por completo o tratamento das

duas situacoes) temos a seguinte matriz densidade para o sistema atdémico, na base {|gg) , |ge) , leg) , |ee) }:
p((lg&gg) 0 0

0 (ge.9e)  (ge.eg)

pat p (55)

Pat (th t2> = eg,ge) (eg.¢9)

0 pat pat
0 0 0

o O o O

2Quando o &tomo 1 sai da cavidade, a interacio dtomo campo é interrompida e o sistema permanece no estado [T (t1))

com t; fixo até que o 4tomo 2 entre na segunda cavidade, pois o estado resultante é um auto-estado da Hamiltoniana livre.
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Pt = sen?(%t)cos (%)
P = sen?(4L)sen?(%2)
fg"”eg) = cos(%)sen(%)sen(%)
phi ) = cos( %) sen () sen(L2)
pui 7 = cos? ()

Para obter o grau de emaranhamento compartilhado entre os dois 4tomos, podemos usar as medidas

definidas na secao 1.4, a concurrence e a negatividade,

A
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Figura 5.1: A concurrence (esquerda) e negatividade (direita) do sistema formado pelos dois dtomos

interagindo sucessivamente com as cavidades acopladas em funcao de gt; e gts.

Pela figura 5.1 podemos notar que o emaranhamento tem um carater oscilatorio e, para gt;

(2n + 1)7/2v2, n = 0,1,2,... e gty
estado maximamente emaranhado C'
acopladas volta ao estado de vécuo?).

Em particular, assumindo que gt;
Bell,

W) = ;5 (Ig1) le2) + lex) lg2))

,

temos:

W) = é (lg1) le2) — lex) [g2))

(2m + 1)7/v/2, m = 0,1,2,... o sistema atomico estd em um
= N =1 (e pela eq.5.5, vemos que o sistema das cavidades

7/2v/2 e gty = m/+/2, obtemos o seguinte estado da base de

(5.6)

E importante notar que outro estado de Bell pode ser gerado, para gt; = 37/2v/2 e gty = 7/\/2

(5.7)

3Esta é uma observacdo muito relevante, uma vez que, podemos repetir o procedimento para geracio de um par EPR

de datomos sem precisar preparar o estado da cavidade.
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Este procedimento para gerar um par EPR de dtomos é anédlogo ao esquema no qual dois atomos
atravessam a mesma cavidade sucessivamente [6,7] e, controlando o tempo de interagao de cada dtomo
com o campo, um par EPR é criado. Porém, aqui, temos duas cavidades acopladas espacialmente
separadas que permite emaranhar atomos remotos.

Tal par EPR pode, entdo, ser usado para um teste da Desigualdade de Bell [38, 58](com mdaxima
violagdo) ou para a realizagdo do Teletransporte quantico [41](com méxima eficiéncia) com a vantagem
de ja estarem espacialmente separados.

Uma importante generalizacao para gerar estados multi-partites emaranhados em uma cavidade [6,7,
9] também pode ser vidvel no sistema de cavidades acopladas. Considere n dtomos, passando um atomo
em cada cavidade sucessivamente interpolados é possivel criar um estado multi-partite emaranhado

espacialmente separado tipo W, controlando o tempo de interacao.

Figura 5.2: Esquema da generalizacao para produzir estados multi-partites emaranhados de n atomos

em cavidades acopladas (na figura, via fibra).

(ii)Ao mesmo tempo:

Agora, vamos discutir o procedimento para gerar um estado maximamente emaranhado entre dois
atomos interagindo simultaneamente (um em cada cavidade) com o sistema de cavidades acopladas.
Em um primeiro passo, fazemos passar um atomo de dois niveis no estado excitado através da cavidade
1 (inicialmente no vacuo). Retornando a eq.5.4, fixando um tempo de interagdo atomo campo de

gty =m/ V2 0 estado do sistema evolui para;
[B(r/v2)) = g ) (5.8)

Aqui é importante retornar a base original (associada aos operadores do campo) usando a trans-

formagao candnica dada pela eq.4.5 (ou eq.4.18 para acoplamento via fibra):

‘\1’0102> = |1> = ’01>A % (|1>a1 |0>a2 - |O>a1 |1>a2)

B (5.9)
(Werroe) = [1) =1010). = 75 (1141 10)a2 = [0)41 [1)42) © 10),

Entdo, apés um tempo de interacio de gt; = 7/v/2 as duas cavidades acopladas estdo em um estado
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maximamente emaranhado de um féton (estado de Bell entre as duas cavidades, e a fibra, se houver,
no vacuo) e o d4tomo, no estado fundamental (separado do campo?).

Consideremos a passagem de um par de dtomos, cada um em uma cavidade, depois que o primeiro
deixou de interagir, podemos, assim, determinar a evolugao temporal do sistema resolvendo a equacao

de Schrodinger na representacao de interagao:

[ #0) = =3

(1)) (5.10)

onde ‘\if(t)> é 0 estado do sistema no tempo t (na representacio de interacio) e H é o Hamiltoniano de
interagao (eq.4.14 para o meio fisico ou eq.4.23 via fibra, que sao equivalentes).

Assumindo, entao, que a solucao geral da equagao 5.10 seja o estado puro dado pela seguinte férmula,
na base {|I)} de estados associados ao operador Ay (¢) e levando em conta que os outros modos normais

estao no estado de vacuo:

’\il(t)> - li [CF9,(8) [+ 1) 1) lg2) + CY°(2) 1) |91) lez) (5.11)

+C (1) [1) lex) lg2) + CF21 () [ = 1) lex) |e2)]
Substituindo a equagao 5.11 na equagao de Schrodinger, obtemos o seguinte sistema de equagoes

diferenciais envolvendo os coeficientes Cll 7.

#CIL (1) = —igy/ 5 [C (1) = C75 (D] 5
HOP() = =259 |VICE,(8) = VIFICT, (1) ;
FO(1) = =59 [VI+1CH, (1) = VICE (1) |

4cge (1) = —igy/ L [OF(t) — Cf#(1)]

(5.12)

Para | = 0 (caso que iremos estudar) é necessirio apenas considerar as trés primeiras equagoes e,
desta forma, para o nosso propésito, a dinamica do sistema é facilmente obtida.

Ambos os dtomos estao inicialmente no estado fundamental e as cavidade no estado de Bell dado
pela expressao 5.9 (e a fibra no vécuo).

Entao, resolvendo o sistema de equagao diferencias (eq.5.12), o estado do sistema ap6s um tempo ¢

de interagao é:

“i’(t)> = J5sin (gt) [lg1) le2) — le1) [g2)]10) + cos (gt) 1g1) lg2) 1) (5.13)
Tragando as varidveis do campo, obtemos a seguinte matriz densidade de estados, na base

{lgg) . 1ge) ;leg) ,lee)};

cos’gt 0 0 0
0 sen2gt —sen2gt 0
— 2 2
Pat (t) - 0 —sen2gt sen2gt 0 (5.14)
2 2
0 0 0 0

4Uma vez que o 4tomo tenha saido da cavidade em um estado separdvel com o campo qualquer influéncia do ambiente

sobre ele nao afetard o sistema das cavidades acopladas.
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Podemos usar, novamente, as grandezas chamadas de concurrence e negatividade para quantificar

o grau de emaranhamento entre o dois atomos interagindo com o sistema de cavidades acopladas.

gt gt

Figura 5.3: Concurrence(esquerda) e negatividade (direita), em funcao de gt, para dois 4tomos intera-

gindo simultaneamente com o sistema de cavidades acopladas.

Nota-se que para tempos de interagao de gt = (2n + 1)7/2 com n = 0, 1,2, ... obtem-se um estado

maximamente emaranhado (C'= N = 1) da forma;

W) = ;5 [91) le2) — lex) [92)] - (5.15)

Embora precisemos de um emaranhamento inicial compartilhado entre os campos, o atomo precisa
atravessar apenas uma das cavidades para gerar o estado maximamente emaranhado de um f6ton (gragas
ao acoplamento entre as cavidades), isto torna o procedimento mais vantajoso do que o apresentado por
Gerry [22] com duas cavidades desacopladas.

Nesse capitulo vimos entao como gerar um estado maximamente emaranhado (estado de Bell) entre
dois atomos idénticos remotos localizados em cavidades distintas acopladas (a curtas distancias separa-
das por um meio fisico com \ = w — w, e longas distancias com w = w,) e interagindo a0 mesmo tempo
ou em tempos distintos com os campos.

Ja existem propostas para geracao de um estado maximamente emaranhado entre dois atomos
remotos no sistema de duas cavidades acopladas via fibra [32,33]. No entanto exigem constantes de
acoplamento atomo campo diferentes, em particular, deve-se ter um relacao especifica entre g; e go.

Lembrando que a constante de acoplamento entre o sistema atomico e o campo pode ser expressada

como,
B
g= f% (5.16)

onde @ depende do raio de Bohr do atomo e Fy dependo do modo da cavidade.
Desta forma, como os modos das duas cavidades devem estar em ressonancia com a freqiiéncia
de transigao atomica [32,33], a tnica forma de se obter as constantes g1 e go desejados é usando

atomos com raio de Bohr especificos que dao as constantes de acoplamento necessdrias. Fato que
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¢é extremamente dificil de se tratar experimentalmente lembrando que eles devem possuir a mesma
freqiiéncia de transicdo. Em nosso esquema g7 = ¢go = ¢, que ¢é mais simples de ser obtido ja que
podemos usar atomos iguais.

Ainda é importante salientar que consideramos apenas o caso ideal, ou seja, desconsideramos os
efeitos da dissipacao na geragdo do estado emaranhado atomico (fizemos apenas alguns comentdrios

qualitativo na segao 4.3).
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6 Consideracoes finais e Perspectivas

futuras

Neste trabalho estudamos os conceitos fundamentais do emaranhamento quantico (um dos pilares da
teoria de informagao quantica), aspectos qualitativos e quantitativos, estudamos a interacao do campo
quantizado com dtomos de dois niveis em uma cavidade quantica (o modelo Jaynes-Cummings). Vimos
o emaranhamento surgir entre &tomos de dois niveis em uma cavidade e em duas cavidades desacopladas.

Com duas cavidades desacopladas separadas espacialmente, um custo inicial deve ser pago para
gerar um estado emaranhado entre os dtomos remotos (em nodos distintos de uma rede quantico).
E necessdrio uma interacao indireta entre as duas cavidades (através de um atomo) para produzir
um estado emaranhado inicial compartilhado entre os campos e, entao, transferi-lo para os atomos
(entanglement swapping) ou, ainda, por meio da detecgao de um féton que venha a escapar das cavidades
e se interferir em um beam splitter, neste o procedimento é probabilistico dependendo da medicao de
um féton.

Estudamos, também, um sistema de duas cavidades dinamicamente acopladas através das ondas
evanescentes que escapam de uma cavidade e interferem com o campo da outra. Para distancias da
ordem do tamanho da cavidade o acoplamento é direto, basta coloca-las lado a lado separadas por
um meio fisico como o vdcuo ou um material dielétrico. Ja para distancias da ordem de 1 m (vidvel
experimentalmente), uma fibra éptica é necessdria para propagar o campo até a segunda cavidade.

Consideramos a interagao de cada cavidade com atomos de dois niveis e vimos que em regimes par-
ticulares ambos os sistemas se reduzem a interacao dos atomos com um campo mono-modo ressonante.

Observamos, entao, a dinamica do emaranhamento entre dois atomos, em particular, vimos como
gerar estados maximamente emaranhados entre dois atomos idénticos remotos interagindo sucessiva-
mente ou simultaneamente com o sistema das cavidades acopladas de forma deterministica e sem a
necessidade de uma interagao indireta entre os subsistemas [53].

Em um sistema composto por uma cavidade retangular dividida por uma parede dielétrica (duas
cavidades fracamente acopladas via meio fisico), Skarja et al. [34] também produziram um par EPR
de atomos interagindo sucessivamente com os campos das cavidades acopladas. Nesse trabalho, eles
usaram como parametro Q) —w, = — (2 — w,), entdo os dtomos interagem com os dois modos normais
do sistema (/11 e /12) que, em geral, complica a solucao analitica.

Recentemente, Zhang et. al. [32] propuseram um esquema para criar um par EPR entre multi-
atomos (isto é, dois conjuntos de N dtomos tratados segundo o modelo de Dicke) em um sistema de
duas cavidades conectadas por uma fibra éptica. O par é produzido através de uma interacao simultanea
dos dois conjuntos de atomos com o sistema de cavidades acopladas porém, embora nao precise de um

atomo inicial para gerar o estado emaranhado do campo, a constante de acoplamento entre os N atomos
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e sua respectiva cavidade sao diferentes (g1 # ¢2). Em nosso esquema g; = go = g, que é mais simples
de ser obtido experimentalmente ja que podemos usar atomos iguais e nao aqueles com raio de Bohr

especificos que dao as constantes de acoplamento necessarias (veja tabela 6.1 abaixo para mais detalhes).

Simultanea Zhang et. al. Esquema deste trabalho
Constante de acoplamento  gg = (:tl + \/i) g1 g1 = g2
Tempo requerido VNgit = W/\/m gt = (1 + \/ﬁ) /2
Estado EPR 1/v2 (|ge) * |eg)) 1/v2(|ge) — leg))

Tabela 6.1: Comparagao entre o esquema de Zhang et. al. [32] e a nossa modificacdo proposta nesse
trabalho.

Trabalhando com o conjunto de N dtomos, Zhang et. al. [32] obtiveram um speed-up proporcional
a 1/v/N na geracdo do par EPR, fato que é ttil para diminuir a influéncia dos processos de dissipacao
como a emissao espontanea e a perda de féton pela cavidade. Experimentalmente ja foi implementado
um conjunto de N = 200 dtomos de Cs aprisionados, na forma de um disco, satisfazendo as condigoes
do modelo de Dicke ! [32]. Em nossa proposta, trabalhar com o conjunto de N dtomos teria o mesmo
efeito, porém vale lembrar que Zhang et. al. [32] trabalharam com os dtomos aprisionados e ndés com
atomos atravessando a cavidade. Nesse caso, usando armadilhas magneto-6pticas (MOT), um conjunto

de N ~ 100 4tomos de 8" Rb foram aprisionados e transportados para uma cavidade 6ptica [19].

Figura 6.1: Duas cavidades acopladas via fibra 6ptica com N dtomos aprisionados em seu interior.

Para o futuro, seria interessante estender o acoplamento para mais de duas cavidades seja para curtas
distancias, separadas por um meio fisico (o vdcuo ou um material dielétrico), ou longas distancias, via
fibra optica.

O acoplamento de mais de duas cavidades abre a possibilidade de gerar estados emaranhados com
mais de dois atomos em diferentes cavidades o que permitiria investigar diferentes aspectos da nao-
localidade com mais de dois sistemas [72,94]. Além disso, seria de fundamental relevancia para a
computacao quantica distribuida uma vez que aumentaria o nimero de qubits envolvidos (aumentaria
o numero de nodos da rede quantica).

E importante, para trabalhos futuros, incluir os efeitos da dissipagao (como a emissao espontanea e

a perda de féton da cavidade para o ambiente, de forma quantitativa via equagdo mestra) na dinamica

"sto é, 4tomos suficientemente separados para ndo haver interacdo entre eles mas préximos o bastante para “sentir” o

mesmo campo (constante de acoplamento igual para o conjunto de dtomos).
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do sistema das cavidades acopladas [99] analisando as conseqiiéncias destes na geracdo dos estados
emaranhados entre os atomos.
Ao invés de dtomos atravessando a cavidade, ainda é muito interessante considerar o sistema de fons

aprisionados [100] no sistema de cavidades acopladas obtendo assim estados emaranhados mais estaveis.
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A Interpretacao de Copenhagem

Na mecanica classica um sistema fisico é determinado se a posi¢ao e a velocidade em cada ponto é
conhecida como uma funcao do tempo. Todas as outras grandezas fisicas associadas ao sistema podem
ser obtidas em termos da posigao e velocidade, como o momento angular (dada uma origem do sistema
de referéncia) e energia. As grandezas medidas independem do observador e do equipamento utilizado
e as medidas de posicao e velocidade podem ser efetuadas simultanea e independentemente.

Com a mecanica quantica a histéria é outra, os fendmenos que ocorrem em nivel atomica sao
diferentes dos fenémenos macroscopicos e por essa razao os conceitos basicos da teoria cldssica nao
servem mais. Ja nao é possivel desprezar os efeitos do observador e do equipamento em sua medida.

A todo estado de um sistema fisico (quantico) podemos associar a um vetor no espago de Hilbert(um
ket |1) na notacao de Dirac). Tal espago é definido matematicamente como um espago vetorial complexo,
fechado e provido de uma métrica (o produto escalar).

Toda quantidade fisica mensuravel esta associada a um operador hermitiano que age no espago
de Hilbert. Os unicos resultados possiveis de serem obtidos em uma medida sdo os autovalores desse
operador. Existem operadores que possuem um espectro discreto dando origem a quantizagao. Duas
medidas sé poderam ser realizadas simultaneamente se os operadores correspondentes comutarem entre
si.

O valor médio de qualquer quantidade mensuravel A, quando o sistema estd em um estado |¢)), é

dado pela expressao:
(A) = (W[ AY) (A1)

Uma importante conseqiiéncia do espaco de Hilbert ser um espago vetorial é que se |¢1) e |¢9)
pertencem a esse espago vetorial, entdao |¢) = a|i1) + b|ib2) também pertence a esse espago para
qualquer a e b complexos. Essa propriedade é conhecida como o principio da superposicao da mecéanica
quantica. Dessa forma, mesmo estados puros podem apresentar uma variancia nao nula para o valor

médio de um certo operador A (a menos que o estado seja um autoestado de A).
(AA)? = (A%) = (4)* #0 (A-2)

Entao, a mecanica quantica admite um carater aleatério intrinseco ao sistema e nao devido a um
conhecimento incompleto do sistema ou erros experimentais. Além disso, pela evolucdo temporal do
sistema, uma vez conhecido o estado inicial, ndo é possivel prever os resultados de medigoes futuras.

Desta forma, enquanto a fisica classica é uma teoria deterministica, a mecanica quantica, com todas

as suas incertezas, é uma teoria probabilistica (Interpretacao de Copenhagem).
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B Operador densidade

O formalismo do operador densidade foi elaborado na Mecanica Estatistica Quantica para trabalhar
com um sistema quantico que se encontre em um estado de mistura estatistica. Um exemplo é dado por
um sistema acoplado a um reservatério em equilibrio térmico a uma temperatura 7', conhecido como

ensemble canonico.

B.1 Estado Puro

Um sistema que se encontra em um estado |¥) perfeitamente conhecido (estado puro) pode ser

descrito usando o seguinte operador densidade:
p =) (V] (B.1)

A partir desse operador é possivel associar a matriz densidade de estados cujos elementos s&o, na

base {|un)}:

*

Prp = (Un| p |up) = cnc), (B.2)
Pela conservacgao de probabilidade temos, entao:

Z |Cn|2 = ann =Tr(p) =1 (B.3)

n

Outra importante propriedade dos estados puros é que p = p?, isto é, p representa um projetor.

B.2 Estado Misto

Na natureza, o estado de um sistema fisico nao é, em geral, pefeitamente determinado. Por exem-
plo, em uma fonte natural de luz nao é possivel saber com certeza a polarizacao dos fétons emitidos.
O sistema passa a exibir também uma incerteza estatistica, além da incerteza intrinseca do mundo
quantico.

Nesse cenario, o operador densidade corresponde a um meio conveniente para se representar esse
estado de mistura. Suponha que o sistema quantico esteja em um dos estados |¥;) com probabilidade

pi, entao o operador densidade é definido pela equacgao:

p= Zpi W) (Wi (B.4)



B. OPERADOR DENSIDADE

59

Pela conservagao de probabilidade, a propriedade de trago unitario ainda é vélida:

szTI‘\I’ ‘11 | sz—l

Porém, p nio representa mais um projetor e desta forma p # p? e entdo:

Tr(p®) <1
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C Decomposicao de Schmidt

A decomposigao de Schmidt, também conhecido como teorema de Schmidt, constitui uma ferramenta
muito 1til em Teoria de Informacao Quantica no estudo das propriedades do emaranhamneto de sistemas
bipartites.

Seja um estado puro geral composto de dois subsistemas A (dimensao d;) e B (dimensao da):

dy  do

) =D cijlai)  |by) (C.1)
i=1 j=1
onde {|a;)} e {|b;)} correspondem a uma base ortonormal dos subsistemas A e B respectivamente.
Para o subsistema A existe um outro conjunto de estados ortonormais {‘uf‘>} assim como para o
subsistema B existe um outro conjunto de estados ortonormais {|UZB>}

A chamada decomposicao de Schmidt de um estado puro bipartite é definida como:
d
) =D Vi |uit) @ [of) (C.2)
i=1

onde d = min {dy, da}, v/\; s3o nimeros reais nao negativos conhecidos como coeficientes de Schmidt e
YA =1

A nova base {‘u{f‘>} e {‘vZB>} sao chamadas de bases de Schmidt para A e B, e o nimero de \;’s
diferentes de zero é chamado de numero de Schmidt. Um estado |1)) é separdvel se e somente se seu

nimero de Schmidt for igual a 1.
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