Universidade Estadual de Campinas
Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Emaranhamento e Comunicacao Quantica
na Interagao entre Cavidades Acopladas,
Atomos e lons Aprisionados

Fabiano Kenji Nohama
Aluno

José Antonio Roversi
Orientador

Suporte Financeiro:

A PES

17 de Julho de 2008

Este exemplar corresponde a redacao final da tese de doutorado |
defendida pelo aluno Fablano Kenji Nohama e aprovada
pela comissao julgadora.




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBELIOTECA DO IFGW - UNICAMP

Mohama, Fabiano Kenji

MESe Emaranhamento ¢ comunicagao guantica na interacao
entre cavidades acopladas, atomos e ions aprisionados /
Fabianc Kenji Nohama. —- Campinas, SP : [s.n.] 2008,

Orientador; José Antonio Roversi.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas,
Institute de Fisica "Gleb Wataghin™

1. Informacdo quantica. 2. Otica guantica. 3. Campos
acoplados. 4. Interacdo atomo-campo. 5. lons aprisionados.
|. Roversi, Jose Antonio. |l. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Fisica "Gleb Wataghin™. |ll. Titulo.
' fwevfifgw)

Titulo em inglés: Entanglement and quantum communicatiaon in the interaction amang
coupled cavities, atoms and trapped ions
Palavras-chave em inglés (Keywords):
1. Quantum information

Cluantum optics

Coupled fields

Atom-field interaction

Trapped ions

Area de concentragio: Fisica Geral
Titulagdo: Doutor am Cigncias

Banca examinadora:

Prof. Jos& Antonic Roversi

Frof, Carlos Hanrigque Monken

Frof. Miled Hassan Youssef Moussa
Frof. Antanio Vidiella Barranco

FProf. Marcos Cesar de Oliveira

Data da defesa: 11/04/2008

Programa de Pés-Graduagdo em: Fisica

2
3.
4.
5

i



uUnNIcCAaRAaR

Secretaria de Pés-Graduacdo - Tel: (19) 3521-5305 FAX: (19) 3521-4142

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE DOUTORADO DE FABIANO KENJI NOHAMA -

RA 962290, APRESENTADA E APROVADA AO INSTITUTO DE FISICA “GLEB WATAGHIN”
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS, EM 11/04/2008.

DA

COMISSAO JULGADORA:

7/ -
V. - _
Iyl
/| Prof. Df. José Antonio Roversi — DEQ/IFGW/UNICAMP
(Orientador do Candidat

P

v

Prof. Dr. Carlos Henrique Monken — DF/UFMG

—_— e ———

— -

Prof. Dr. Miled Hassan Youssef Moussa — IF/UFSCAR

Prof. Dr. Antonicg) Vidiella Barranco — DEQ/IFGW/UNICAMP

Prof. Dr. Marcos César de Oliveira — DFMC/IFGW/UNICAMP

Universidade Estadual de Campinas - Instituto de Fisica Gleb Wataghin — Secretaria da Pés-Graduagdo
CP 61685 — CEP 13083-970 - Campinas - SP —
Fone: +55 19 3521-5305 / 3521-5279 / 3521-5280
e-mail: secpos@ifi.unicamp.br

il






Dedico esta tese a minha falecida mae Helena e ao meu pai Ysao.

v






Agradecimentos

Ao Prof. José Antonio Roversi pela orientagao,
Aos colegas do grupo de pesquisa,

A Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES)
pelo apoio financeiro,

A minha familia e aos meus amigos.






Resumo

Nesta tese estudamos um sistema de duas cavidades acopladas e sua interacao
com atomos de dois niveis bem como com ions aprisionados. Para o acoplamento
entre as cavidades consideramos dois mecanismos distintos: (1) acoplamento pela
sobreposi¢ao dos campos e; (2) acoplamento via fibra dptica.

Considerando a interacao dos campos acoplados com atomos de dois niveis nés
observamos o emaranhamento em um sistema tripartite (quando as cavidades estao
interagindo com apenas um atomo). Também foi possivel obter a transferéncia do
estado quantico entre dois atomos localizado em cavidades diferentes. Além disso
elaboramos uma proposta relativamente simples para a geracao de estados maxima-
mente emaranhados (estados de Bell) entre dois d4tomos utilizando as duas cavidades
acopladas.

Por ultimo, estudamos dois fons aprisionados, cada um deles localizado no interior
de cavidades diferentes. As duas cavidades sendo conectadas por uma fibra éptica.
Neste caso foi possivel observar a transferéncia de um conjunto de estados de dois-
qubits a partir dos graus de liberdade (de movimento e dos estados internos) de um
dos fons para o outro, localizado em uma cavidade diferente.

Nas propostas envolvendo a transferéncia de estados quanticos e a geracao de
estados de Bell foram incluidos os efeitos de dissipagao devido a presenca de um
reservatério de temperatura 7' = 0K. Com isso pudemos concluir que as propostas
sao confiaveis para as reais taxas de dissipagao observadas em experimentos.
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Abstract

In this thesis we studied a system of two coupled cavities and its interaction
with two-level atoms and trapped ions. For the coupling between the cavities we
considered two situations: (1) coupling due the overlap between the fields and; (2)
coupling by optical fiber.

Considering the interaction of the coupled fields with two-level atoms we observed
the entanglement in a tripartite system (when the cavities are interacting with only
one atom). When both cavities are interacting with an atom it was possible to obtain
the quantum state transfer between two atoms located in different cavities. Besides,
we conceived a relatively simple proposal to the generation of maximally entangled
states (EPR states) between two atoms using the two coupled cavities.

At last we studied two trapped ions, each one located inside different cavities.
The two cavities are connected by an optical fiber, where it was possible to observe
the transfer of a two-qubits set from the movement and internal states degrees of
freedom of one of the ions to the other one, located in a different cavity.

In the proposals involving the quantum state transfer and the EPR state genera-
tion we included the dissipation effects due the presence of a reservoir at temperature
T = 0. With this we concluded that the proposals are reliable considering dissipation
rates observed in experiments.
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Introducao

O estudo da interagao entre campos eletromagnéticos, atomos e fons tem forne-
cido diversos recursos para a analise de fenomenos fundamentais da fisica quantica,
assim como propostas para a implementagao em informacao [1, 2] e computagao
quantica [3, 4], onde os dtomos (ou fons) sdo normalmente usados para guardar
informacao quantica e os fétons para transporta-la.

Um dos aspectos mais abordados refere-se ao emaranhamento entre as partes
que compoem estes tipos de sistemas e seus graus de emaranhamento. Em geral é
observado a transferéncia de emaranhamento entre corpos massivos e campos eletro-
magnéticos. Além disso, existe bastante interesse em utilizar sistemas envolvendo
atomos e campos para obter a geracao de estados emaranhados com propriedades
especiais, como por exemplo os estados de Bell em sistemas bipartite ou os estados
GHZ e os estados Cluster para sistemas multipartite.

Roversi et al. [5] investigaram as interagoes de um par de adtomos de dois niveis
com uma cavidade de um unico modo, onde foram observados as propriedades de
emaranhamento quando um dos dtomos esta ressonante com o campo e o outro esté
dispersivo, i.e., longe da ressonancia.

Franco et al. [6] apresentaram um esquema onde é possivel gerar estados genera-
lizados de Bernoulli em duas cavidades separadas usando um par de atomos de dois
niveis inicialmente em um estado emaranhado. Referente a estados emaranhados
multipartite, Guo et al [7] propuseram a geracao de estados do tipo Greenberger-
Horne-Zeilinger (GHZ) e estados W para um modelo de N dtomos de dois niveis
idénticos interagindo com uma cavidade no regime dispersivo.

Outro tipo de proposta utilizada para aplicagao em informacao quantica envolve a
interagao de fons aprisionados com campos eletromagnéticos. Um exemplo deste tipo
de proposta foi apresentado por Cirac e Zoller [8], onde temos fons em um arranjo
de microarmadilhas. Nesse trabalho a manipulacao individual de cada ion é feita
através de um campo externo e a comunicacao entre os sitios é feita pela interagao
coulombiana quando ions vizinhos sao aproximados.

Além disso existem modelos envolvendo a interacao entre cavidades eletromagnéticas
e ions aprisionados, onde o campo também estd quantizado. Neste sentido Semiao
et al [9] investigaram a geragao de estados de Bell formados pelo movimento do fon
e o campo da cavidade. Mundt et al [10, 11] apresentaram um aparato experimental
onde é possivel obter o acoplamento coerente entre ions de calcio aprisionados numa
armadilha imersa em uma cavidade optica.

Também tém sido bastante estudados os protocolos de comunicagao quantica en-
tre dois subsistemas distantes entre si. O protocolo mais conhecido é o modelo de tele-



porte quantico, onde devemos ter duas pessoas em laboratoérios distantes(usualmente
apresentados na literatura como Alice e Bob) que compartilham um par de subsis-
temas desacoplados que se encontra em um estado maximamente amaranhado. Em
seguida, Alice faz com que seu subsistema entre em contato com um terceiro corpo
que se encontra no estado quantico que ela deseja transmitir. Depois de um dado
tempo de interacao Alice faz uma medida sobre este corpo. A transmissao de in-
formacao é completada apdés Bob executar uma operagao unitaria de rotagao em seu
respectivo par. Um caso de teleporte quantico bastante estudado envolve a comu-
nicacao entre dois atomos utilizando duas cavidades eletromagnéticas maximamente
emaranhadas [12, 13].

Um protocolo de comunicacao quantica mais basico foi apresentado por Cirac
et al [14] e se refere a transferéncia do estado quantico, onde temos dois sistemas
acoplados por um canal quantico. Este canal quantico pode corresponder a duas
cavidades 6pticas separadas por um espelho parcialmente refletor (para distancias
curtas), ou conectadas por uma fibra 6ptica (para distancias longas). Dentro deste
protocolo, Serafini et al [15] apresentaram um modelo onde um sistema de duas
cavidades acopladas por uma fibra éptica é utilizado para realizar transferéncia do
estado quantico entre dois atomos de dois niveis.

Nesta tese trabalhamos com um sistema formado por duas cavidades eletro-
magnéticas acopladas e sua interacao com atomos ou ions aprisionados de dois niveis.
Com este sistema estudamos o emaranhamento entre as partes que formam o sistema,
obtivemos a geracao de estados maximamente emaranhados e apresentamos propos-
tas para a transferéncia dinamica de estado quantico entre os atomos (ou fons).

Esta Tese estd organizada da seguinte forma: No capitulo 1 faremos revisao
de alguns conceitos fundamentais sobre quantizagao do campo eletromagnético e sua
interacao com a matéria. Além disso discutiremos sobre o método de aprisionamento
de fons [16] e sobre o conceito de emaranhamento em sistemas quanticos.

No capitulo 2 vamos apresentar o sistema de cavidades acopladas, no qual con-
sideramos dois tipos de acoplamento: (1) acoplamento dado pela sobreposigao dos
campos [17] e (2) acoplamento via fibra éptica [18].

No capitulo 3 apresentaremos o modelo utilizado para descrever sistemas quanticos
dissipativos. Consideramos neste caso apenas o tratamento da equagao mestra e sua
aplicagao em osciladores harmonicos, cavidades eletromagnéticas e atomos de dois
niveis.

No capitulo 4 estudamos a interacao entre as cavidades acopladas do capitulo
2 e atomos de dois niveis, onde apresentamos a evolucao temporal do sistema e os
resultados obtidos através da simulacao do modelo proposto.

No capitulo 5 as cavidades estarao interagindo com ions aprisionados no lugar



dos atomos, acrescentando ao sistema o movimento de oscilacao do fon. Para este
sistema estaremos mais preocupados com a comunicacao entre os dois fons através
da interacao deles com os campos acoplados.



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais

Antes de iniciarmos a andlise do sistema é mais conveniente apresentarmos uma
revisao sobre alguns conceitos de Fisica Quantica referentes a teoria quantica do
campo eletromagnético, aprisionamento de fons e emaranhamento entre partes de
um sistema quantico.

Com esse objetivo iremos utilizar este capitulo para descrever a quantizagao do
campo e sua interacdo com a matéria. Além disso, discutiremos sobre as técnicas
de aprisionamento de ions (em especial sobre a armadilha de Paul) e as medidas de
emaranhamento.

1.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Na teoria classica da radiacao, as grandezas fisicas do campo eletromagnético
(campo elétrico E e campo magnético H) obedecem as equagoes de Maxwell, dadas
no espago livre por:

VxH=%2. VvxE=-2

ot at
V.-B=0; V-E=0, (1)

com os vetores deslocamento D e indutivo B dados por:

Aqui pg e €y sao, respectivamente, a permissividade e a permeabilidade no espago
livre (sem carga) e satisfazem pgeg = ¢=2 onde ¢ é a velocidade da luz no vdcuo. No
caso do campo livre podemos obter, a partir das relacoes acima, a seguinte equacao
para o campo elétrico:



9 1 0°E
V°E 2 = 0. (1.3)
Para este projeto nos interessa apenas a quantizacao do campo eletromagnético
no interior de uma cavidade. A extensao do modelo para casos mais gerais, como
o campo eletromagnético no espaco livre sem fronteiras, pode ser vista no capitulo
2 do livro Advanced Quantum Mechanics de Sakurai [19] e no capitulo 1 do livro

Quantum Optics de Scully e Zubairy [20].

1.1.1 Expansao em modos normais do campo

Seja o campo elétrico no interior de uma cavidade ressonante de comprimento L,
polarizado no eixo x. Neste caso, a solugao da equacao (1.3) corresponde a expansao
do campo em seus modos normais:

E.(z,t) = Z A;q;(t)sen(k;z), (1.4)
J
onde ¢; ¢ a amplitude do modo normal e k; = ]f”
Os coeficientes da expansao acima sao dados por:
202m;
A, = 77 1.5
onde v; = J%C ¢ a frequéncia do modo normal j, V' ¢ o volume da cavidade e m; ¢

uma constante com dimensoes de massa.
A componente nao nula do campo magnético H, ¢ obtida usando as equacoes de
Maxwell e considerando a expansao (1.4) do campo elétrico:

Hy(z,t) = ZAj%COS(ij). (1.6)
j J

Conhecendo os campos elétrico e magnético podemos determinar a Hamiltoniana
classica do campo:

1

H = 5/ AV [eoEZ + poH? ], (1.7)
14

cuja integragao é feita sobre o volume da cavidade. Substituindo as expansoes (1.4)
para E, e (1.6) para H, na equacdo (1.7), obtemos a Hamiltoniana em funcao das
amplitudes dos modos normais ¢; e sua derivada ¢;:



1 2 2 -2 2 2 p?
H=73 ;mj’/jqj +m;q; = ;mﬂ/qu‘ T m;’ (1.8)

onde p; = m;¢; ¢ o momento canonico do j-ésimo modo. Podemos observar que a
forma da Hamiltoniana (1.8) é andloga a soma das energias de osciladores indepen-
dentes entre si. Logo, podemos dizer que cada modo do campo é dinamicamente
equivalente a um oscilador harmonico.

1.1.2 Quantizacao do campo

O sistema dinamico representado pela Hamiltoniana (1.8)pode ser quantizado iden-
tificando as varidveis canonicas g; e p; como operadores ¢; e p; que obedecem as
seguintes relacoes de comutagao:

Gi, Dj] = ihdiy; (G, 4;) = [P, Dj] = 0. (1.9)

E mais conveniente reescrever o problema em funcao dos operadores b; e b} defi-
nidos pelas transformacoes canonicas abaixo:

—ivjt _ 1 1

bje™"" = e (mjvsd; + ;) ;. ble™t = N (myv;q; — ;) - (1.10)

Os operadores l;; e ZA)J» sao chamados de operadores de criacao e destruigao, res-
pectivamente. A razao para estes nomes serd dada com mais detalhes na proxima
secao.

Em funcdo dos novos operadores, o Hamiltoniano (1.8) pode ser reescrito como:

a1
H=h) v (b}bj+§>. (1.11)
J

A partir de (1.9) podemos escrever as relagdes de comutagao dos operadores Bj e

~

b;r-:
[&-,B}] . [131»,13]-] _ [13},13}] —0. (1.12)

Em termos de b; e b} os campos elétrico e magnético assumem a forma abaixo:

E.(z,t) = Z & (l;je_i”jt + Z);ei”jt> sen(k;z), (1.13)
J

6



Hy(z,t) = —iegczgj (?)je_i”jt — l;}ei”jt> cos(k;z), (1.14)
J

1% 'j

1/2
60V> tem as dimensoes de um campo elétrico.

onde a quantidade &; = (

1.1.3 Estados de Fock

Primeiramente nos restringiremos a campos com um tnico modo de frequéncia v com
operadores de criagao b' e destruigao b. Seja |n) autoestado de energia de autovalor
E,:

H|n) = hv (IA)TZA) + %) In) = E, |n). (1.15)

Aplicando o operador ba esquerda e utilizando a relacao de comutacgao [l;, I;T] =1,

nos obtemos a relacao abaixo:

Hb|n) = (E, — hw)b|n). (1.16)
Desta forma, podemos dizer que o estado:

~

b
In—1) = —|n) (1.17)
Qp
também é um autoestado de energia com autovalor reduzido E, ; = F, — hv. A
constante «, é a constante de normalizagao do estado |n — 1).
Repetindo o procedimento n vezes estaremos diminuindo a energia em intervalos

de tamanho hr até obtermos a relacao abaixo:

Hb|0) = (Ey — hv) |0), (1.18)

onde Ej é a energia do estado fundamental, indicando que a energia (Ey — hv) do
estado b |0) é menor que Fy. Como nao sao permitidas energias menores que a energia
do estado fundamental devemos concluir que:

b[0) = 0. (1.19)

O estado |0) é conhecido como estado de vicuo. Agora é possivel obter a energia
Ey a partir das equacoes de autovalores:



1 1

E, sabendo que F,,_; = E, — hv, podemos determinar o valor de E,,:

1
E, = (n + 5) hv (1.21)
Da equagao (1.15) ndés obtemos que:
b'b|n) = nn). (1.22)
Ou seja, os autoestados de energia também sao autoestados do operador de

nimero 7 = bfb.
Agora podemos determinar o valor da constante de normalizacao a,,:

Sin n
n—1n-1)= n|b'b|n) = = 1. 1.23
(= 1n 1) = = (nl b o) = (123
Considerando a constante de normalizagdo um ndmero real temos «, = /n.

Logo, a equagao (1.17) pode ser escrita como:

bn) =+/nn—1). (1.24)

Podemos proceder de forma andloga com o operador bt para obter a equacao
abaixo:

oty =vn+1|n+1). (1.25)

A aplicacao da equacao acima repetidas vezes sobre o estado de vacuo nos leva a
relagao:
(b)"
n) = ——=10). 1.26)
m) =72 10 (
Observando a equacao (1.21) podemos associar os autoestados de energia a pre-
senga de n quantas ou fétons de energia hv. Os autoestados |n) sado conhecidos
como estados de Fock ou estados de nimero. Eles formam um conjunto completo de
estados, ou seja:

> |n) (n| = 1. (1.27)



Logo, podemos dizer que qualquer estado arbitrario do campo pode ser escrito
como uma superposicao dos estados de Fock:

o0

T) = "o ln). (1.28)

n=0

1.2 Interacao da radiacao com a matéria

Nesta secao discutiremos sobre o acoplamento entre um atomo de dois niveis com
um modo do campo eletromagnético. Na primeira parte apresentaremos a teoria
semiclassica da interacao atomo-campo, onde o atomo é tratado como um sistema
quantico de dois niveis e o campo ¢ descrito classicamente. Em seguida considerare-
mos a teoria quantica, onde os dois subsistemas estao quantizados. Assim como foi
feito na secao anterior, nos restringiremos ao caso onde o campo esta confinado no
interior de uma cavidade.

1.2.1 Teoria semiclassica

Um elétron de carga e e massa m interagindo com um campo eletromagnético
externo é descrito pela seguinte Hamiltoniana:

L.
H=5—[b—cAlr, O +eU(r,t) + V(r), (1.29)
m
onde p é o operador momento canénico, A(r,t) e U(r,t) sdo respectivamente os
potenciais vetor e escalar do campo externo e V(r) é o potencial eletrostético, nor-
malmente representado pelo potencial de ligacao atomica.

No nosso caso nos restringimos ao calibre de radiagao onde:

U(r,t) =0; V-A(r,t)=0. (1.30)

O problema consiste de um elétron preso por um potencial V(r) a um nrtcleo
localizado na posicao ry. Quando o comprimento de onda do campo é muito maior
que a dimensao do dtomo (k - r << 1), podemos aplicar a aproximagao de dipolo e
escrever o potencial vetor como:

A(r,t) = A(t)exp[ik(rg +1)] = A(t)e™™ (1 +ikr + ...) = A(t)e™™ = A(rg, 1),
(1.31)



A equacao de Schrodinger para este problema (na aproximacao de dipolo) é dada
por:

{—% {v _ %A(ro, t)] " V(r)} b(r, ) = m%. (1.32)
Para simplificar a equagao (1.32) podemos definir uma nova fungao ¢(r, t):

Y(r,t) = exp [%A(ro,t) : r] o(r,t). (1.33)

Substituindo (1.33) na equacao de Schrodinger (1.32) obtemos:
maqﬁ;’ D _ 4y — er - Blry, 1) (1.34)

onde:
Ho = i +V(r), (1.35)
2m
é a Hamiltoniana nio perturbada do elétron e usamos E = —A.

Logo, a Hamiltoniana total do sistema pode ser escrita como:

H == HO + H17 (136)
no qual a Hamiltoniana de interacao:

Hy = —er - E(ro, 1), (1.37)

é dada em termos do campo E, que é independente do calibre escolhido.

1.2.2 Teoria Quantica

Nesta se¢ao ilustraremos a interacao entre um atomo de dois niveis e um campo ele-
tromagnético quando ambos estao quantizados. Na aproximacao de dipolo o sistema
é descrito pela seguinte Hamiltoniana:

H="Hs+ Hc —ei - E, (1.38)

onde H4 e H¢e sao, respectivamente, as energias livres do atomo e do campo
eletromagnético e r é posicao do elétron.
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A energia livre do campo é dada em termos dos operadores de criacao e destruicao
por:

e 1
He=h) v (b}bj + 5). (1.39)
J

Na aproximagao de dipolo elétrico o operador campo elétrico é calculado na
posicao pontual do atomo. Considerando o atomo na posicao zg, nés temos da
equagao (1.13) que:

BE= éz & (E] + Bj) sen(k;zo), (1.40)

J

1/2
~ s . ~ Fiv.
onde é é um vetor unitério de polariza¢do do campo e &; = <60L{/> .
O Hamiltoniano livre do atomo H 4 e o operador et podem ser representados na

base {]i)} de autoestados de energia livre do d&tomos como:
Ha =22 Eili) (il;

ef = > i, jli) (il et [7) (G| = 2243 Di; i) (41,
onde ﬁij = e (i|F|j) é o elemento de matriz de transigao de dipolo elétrico.

Deve-se observar que os elementos de matriz de transicao de dipolo diagonais D;;
sao nulos. Isto pode ser melhor ilustrado quando expressamos os elementos de matriz
na base de autoestados |r') do operador f:

(1.41)

e (i|# i) = e | (f 7|7 (F) & (f & |7) (7)) |i) = e [ PP 7 (1.42)

onde V,(7) = (rli) é a amplitude de probabilidade do elétron na drbita
correspondente a [i).

Como |U;(7)|* é uma funcao simétrica em 7 enquanto o préprio 7 é antisimétrico,
tem-se que a integral em (1.42) tem valor nulo.

Para atomos de dois niveis, representados pelos estados fundamental (estado |g)
de energia E;) e excitado (estado |e) de energia E.), podemos expressar Hy4 e ef em
funcao dos operadores atomicos abaixo:

oy =le){gl; o-=lg)(el; o =le){el—lg) (g]. (1.43)
O operador o, é o operador de levantamento atomico, que leva um atomo no
estado fundamental para o estado excitado enquanto o_ é o operador de abaixamento,
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que leva um atomo no estado excitado para o estado fundamental. O operador o,
corresponde a um dos operadores de Pauli de Spin 1/2.

Em fungao dos operadores dados em (1.43) e sabendo que D,, = D, = 0, temos
que:

Ha = E4lg) (9| + Ecle) (e| = 3hw,0. + 5 (Ey + E);
(1.44)
er = Degg+ + _Dgeo'_7

onde usamos (E, — E,;) = hw,. O elemento de matriz de transigao de dipolo entre
dois niveis diferentes também pode anular-se pelos mesmos argumentos utilizados na
expressao (1.42), mas estamos interessados em utilizar niveis |g) e |e) onde isto ndo
ocorre.

Agora substituimos as equagoes (1.39),(1.40) e (1.44) em (1.38) para obtermos o
Hamiltoniano abaixo:

e 1 . . S
H= 0y vblh; + Shwao. + 0 (g0 +gi0-) (b +5). (1.45)
J J
onde
Dy - é€;sen(k;
ngZ _ _ K € ]2671( JZU)‘ (146)

Na equagao (1.45) foi omitida a energia de ponto zero iv;/2 e o termo de energia
constante (E, + E.) /2, pois eles contribuem em apenas uma fase global na evolugao
temporal do sistema. Para simplicar o problema iremos considerar que os elementos
Dy, assumem valores reais, o que significa que teremos 957 =g

Neste trabalho nos restringiremos a campos de um inico modo, o que nos permite
escrever o Hamiltoniano (1.45) na forma abaixo:

N 1 ~ o
H = b+ Shwao. + hg (04 +0-) <b + b*) , (1.47)

Quando descrevemos o sistema na representacao de interagao, obtemos o seguinte
Hamiltoniano de interagao:

Hym = hyg (ez’(wa—u)to__'j) L emilwaty ff 4 piwatn)ty § oy ei(wa+u)t0_+[;’[> . (1.48)

Podemos observar que os termos o,b" e o_b sao multiplicados por exponenciais
complexas de frequéncia w, + v, passando a ser chamados de termos contra-girantes.
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Por outro lado, os termos U+l; e o_bt sdo multiplicados por exponenciais complexas
de frequéncia w, — v, passando a ser chamados de termos girantes.

Assumindo que o campo da cavidade e o modo de transicao do atomo estao
proximos da ressonancia (w, =~ v), a frequéncia dos termos contra-girantes assume
valor muito maior (= 2v) comparado com a dos termos girantes (préximo de zero).
Calculando a média temporal sobre cada uma das exponenciais dos termos contra-
girantes, temos que:

IR T I T
T/O ezQutdt: Seny(j’j )euT : T/O 67121/tdt: Seny(; )euT. (149)

As contribuicoes das duas exponenciais se tornam despreziveis quando o intervalo
de tempo T utilizado na média temporal for muito grande comparado com o dado a
partir da frequéncia v do campo na cavidade. Além disso, o intervalo de tempo 1" deve
ser inversamente proporcional a constante de acoplamento d&tomo-campo (7' ~ 1/g).

Logo, podemos dizer que os termos contra-girantes podem ser desprezados quando
o modo da cavidade e o &tomo sao quase ressonantes e a condigao v >> g ¢ satisfeita.
Esta aproximagao é chamada aproximacao de ondas girantes (RWA em inglés) e é
constantemente utilizada na drea de Otica quantica. FEsta aproximacao também
deixa de ser valida quando as excitagoes do campo sao suficientemente fortes.

Na aproximacao de ondas girantes, o Hamiltoniano (1.47) pode ser simplificado:

e 1 . .
H = hwblh + Shw,o. + hg <a+b + a_bT> . (1.50)

O Hamiltoniano (1.50) representa o modelo de Jaynes-Cummings, que descreve
a interacao entre uma cavidade eletromagnética de um tinico modo e um atomo de
dois niveis. Devido a sua simplicidade, este é um dos modelos mais estudados nas
areas de ética e informacgao quantica.

1.3 Aprisionamento de fons em um Potencial Ele-
tromagnético

Nas ultimas décadas, o aprisionamento de fons tem apresentado importantes
avancos tanto na teoria quanto em experimentos. Uma das principais vantagens
deste tipo de aprisionamento esta no fato de nao ser necessario provocar mudancas
no estado interno do ion ao contrario do que ocorre no aprisionamento de atomos
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neutros. Desta forma, o método de aprisionamento em si nao promove o emaranha-
mento entre o movimento do ion e seus estados internos.

Os tipos de armadilhas mais populares sao: a armadilha de Penning, onde é
utilizado uma combinacao de campos elétricos e magnéticos estaticos; e a armadilha
de Paul, na qual utiliza-se um campo oscilante variando no espaco, geralmente na
faixa de radiofrequéncia (rf).

1.3.1 Equacgoes de movimento

Nesta segao é apresentada a armadilha de Paul linear, ilustrado na figura 1.1. Um
potencial rf U(t) = Uy + Vycos (2t) é aplicado em dois eletrodos lineares diagonal-
mente opostos entre si. Os outros dois eletrodos sao aterrados através de capacitores
(ndo mostrados na figura) conectados a terra.

g SR ¢ lectrod
f e = ring electrode

trapped ion

rod electrode

Figura 1.1: Esquema representando os eletrodos da armadilha linear de
Paul.http://heart-c704.uibk.ac.at/.

Nesta configuracao, o potencial resultante no eixo da armadilha (eixo z) é dado
por:

¢(7,t) = ute) (* = *) (1.51)

2
2rg

onde ry é a distancia entre o eixo z e a superficie dos eletrodos.
A equagao de movimento cldssica para uma particula, de massa m e carga Z|e|,
para o potencial acima é dada por:
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mr = Zle|E = —Z|e|Vo(F,t) (F=xi +yj+ 22). (1.52)

Com o potencial dado em (1.51), as equagoes de movimento sao desacopladas nas
coordenadas espaciais:

A

T+ Lil [Uy + Vocos ()] = 0
mrd
A

i 2 0+ Vieos 0]y = o
mré

;o= 0 (1.53)

As equacgoes nao nulas podem ser escritas na forma da equacgao diferencial de
Mathieu:

2

Z—; + [a + 2bcos (26t)| x = 0, % — [a + 2bcos (2£t)| y = 0, (1.54)

através das substituicoes:

_ A4Z|e|Uy b 27elVy Ot

- omrgQ?’ omra2’ T2

As equacoes de Mathieu pertencem a classe geral de equagoes com coeficientes

periédicos e podem, em geral, ser resolvidas a partir do teorema de Floquet. No

regime a << b* << 1, a solucdo aproximada e estdvel para as equagoes (1.54)

podem ser obtidas em uma série de Fourier. Para valores comumente usados em

experimentos podemos considerar apenas a solucao de ordem mais baixa, que é dada
por:

¢ (1.55)

z(t) = x9 [1 -+ gcoth} cos (Wt + @),
(1.56)
y(t) = yo [1 — Scost] cos (wyt + ¢y)

wx:%1/%—|—a; wy:% %—(% (157)

e To, Yo, ¢z € ¢y sao constantes definidas pelas condicoes iniciais. Podemos observar
que o fon segue nas diregdes = e y (perpendiculares ao eixo da armadilha) movimentos
harmonicos de frequéncias w, e w,, respectivamente. A amplitude do movimento nas
duas direcoes apresenta uma modulacao de frequéncia (2.

onde:
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A oscilagao harmonica (de frequéncias w, e w,) é chamada de movimento secular
enquanto a oscilagdo secundaria de frequéncia {2 é chamada de micromovimento. A
aplicagao de determinadas condi¢oes na armadilha (adigao de eletrodos secundarios,
por exemplo) permitem minimizar o micromovimento, podendo entao ser desprezado.

Desprezando o micromovimento, o ion se comporta como se estivesse em um
potencial efetivo harmonico na direcao radial dado por:

m

Uyp = —— (w?a? +w2y2 ) 1.58

Para o confinamento do ion na direcao z aplica-se potenciais U; e U nos eletrodos

em forma de anel da figura 1.1. Para U; = U, = Uy foi demonstrado através de

métodos numéricos que o movimento axial do fon, quando estd préximo ao centro
da armadilha, é harmonico com frequéncia w, dada aproximadamente por:

m
——w, 20 ~ YU, 1.59
sendo 2y a distancia do centro da armadilha até o eletrodo anelar e ¢ um fator
geométrico.
Logo, o potencial efetivo na armadilha linear de Paul nas trés diregoes é dada
por:

m
2,2 2 2 2.2

Usp = —— (woz* +w,y” +w.27) . 1.60

Para valores usuais em experimentos, a amplitude no movimento radial (nos eixos

x e y) tem valor desprezivel comparado a amplitude na dire¢ao axial (eixo z). Por

esta razao estaremos considerando neste trabalho apenas o movimento axial do ion.

1.3.2 Interacao entre um ion aprisionado e uma cavidade
eletromagnética

Da segao anterior vimos que a armadilha em si nao provoca emaranhamento en-
tre os niveis eletronicos e o movimento vibracional do ion. No entanto, é possivel
acopla-los de forma coerente aplicando um campo eletromagnético sobre o fon. Esse
acoplamento ocorre porque o processo de absor¢ao (ou emissao) de um féton provoca
um movimento de recuo do fon.

Nesta secao apresentaremos a deducao do Hamiltoniano que descreve este sistema
para, em seguida, reduzir o problema ao caso em que o campo esta quantizado no
interior de uma cavidade.
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A Hamiltoniana cldssica para um fon de massa m, preso no potencial harmonico (1.60),

¢ dado por:
) 2.2
D murz
Hyoo = — + ——, 1.61
M 2m + 2 ( )

onde foi desprezado o movimento do fon nas dire¢oes = e y (com amplitude muito
menor que a amplitude do movimento na diregao z).

O movimento do ion é quantizado associando as varidveis canonicas z e p com

operadores Z e p que satisfazem a relacdo de comutagao [Z, p| = ih. E mais conveni-
ente reescrever o problema em funcao dos operadores de aniquilacao e destruicao a
e a' definidos pelas transformacoes canonicas abaixo:

1
0= ——(mrvi+ip), al = —2— (mvi—ip). 1.62
—— (mv2 +ip) s (mvZ = D) (1.62)

Em funcao dos novos operadores e desprezando o termo constante 1/2hv, o Ha-

miltoniano (1.61) pode ser reescrito como:

Hyrop = hvala. (1.63)

Além do grau de liberdade vibracional do ion, também devemos considerar o grau

de liberdade correspondente a sua estrutura interna. Desta forma, o Hamiltoniano
livre do ion é dado por:

1
Hi,, = hwa'a + §hwaaz. (1.64)

Consideraremos a seguir o caso onde o ion se encontra no interior de uma cavidade

eletromagnética de um tnico modo. Da se¢ao 1.1 sabemos que o Hamiltoniano livre
do campo no interior da cavidade é:

He gy = hwb'b, (1.65)

onde b' e b sdao os operadores de criacdo e destruicdo correspondentes ao modo do
campo na cavidade e w ¢é a frequéncia do campo.

Para a interacao entre o ion e o campo na cavidade consideraremos novamente a

aproximacao de dipolo elétrico, de onde temos o seguinte Hamiltoniano de interagao:

H[C = —Gf'rel . E(f‘, t), (166)

onde T ¢ 0 operador de posicao relativa entre o elétron e o nicleo do ion,  é o
operador posi¢ao do centro de massa do fon e E é o operador campo elétrico da
cavidade.
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Para simplificar o problema consideraremos o caso onde o campo esta alinhado
na mesma dire¢cao da oscilagdo do fon (direcdo z). Com isso, podemos escrever
r = (0,0,2) e, consequentemente, podemos expressar o operador campo elétrico na
forma abaixo:

E = ¢ (i) + lA)T> cos(kz + ¢), (1.67)
1/2
no qual é é um vetor de polarizacao e £ = (%) , sendo €y a permissividade no

vacuo, V' o volume da cavidade e ¢ é a fase dependente da posicao do centro da
armadilha com relagdo ao campo da cavidade (o centro da armadilha estd localizado
no nodo do campo da cavidade para ¢ = 0 e no antinodo para ¢ = +m/2).

Substituindo (1.67) em (1.66), temos que o Hamiltoniano que descreve a interacao
entre o fon e o campo no interior da cavidade é dada por:

Hic=hg(oy +0_) (?A)T + l;) cos [n (dT +a)+ 9], (1.68)

com o, e o_ sendo os operadores levantamento e abaixamento do ion, g a constante
de acoplamento entre o ion e o campo da cavidade e n = 2mag/L¢o a constante de
Lamb-Dicke, dada em funcao da largura do poco quantico ag e do comprimento de
onda L~ do modo da cavidade.

1.4 Emaranhamento de Sistemas Quanticos:

Quando o sistema quantico a ser estudado é formado por mais de um subsistema,
ele pode ser representado como o produto tensorial destes subsistemas e sua base é
tomada como o produto tensorial entre as bases do subsistemas. No entanto, isto nao
significa que todo estado global do sistema pode ser descrito como produto tensorial
de estados de cada subsistema.

Na verdade podemos classificar os estados do espaco global em dois grupos. No
primeiro deles temos os estados do tipo produto tensorial e correpondem aos
casos em que o estado do sistema pode ser escrito como produto tensorial de cada
parte do sistema. Nesse caso, o operador densidade do sistema global pode ser escrito
como(no caso de dois subsistemas):

p=> waply ®p} (1.69)
A
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o . 1 2 ~
onde a soma dos pesos positivos w, satisfazem Y w, =1, e p(A) e ,054) sao operadores

densidade dos dois subsistemas.

Quando o sistema se encontra neste tipo de estado, significa que as medidas
sobre uma parte do sistema independe do estados das outras partes que compoem o
sistema.

Estados que nao podem ser escritos desta forma sao chamados de estados ema-
ranhados e correspondem a situagoes onde as previsoes da medida sobre uma parte
do sistema dependem dos estados das outras partes que compoem o sistema.

A existéncia destes estados leva a descrigao de diversos fendmenos que nao existem
no seu correspondente classico, como a propriedade de nao localidade caracteristica
nestes tipo de estado.

Por esta razao, o emaranhamento é identificado como a propriedade mais carac-
teristica da mecanica quantica. Além disso, nos tltimos anos o conceito de emara-
nhamento tem apresentado papel fundamental na elaboracao de diversos protocolos
na teoria informagao quantica.

1.4.1 Medidas de Emaranhamento:

Quando existe interacao entre as partes que compoem um sistema, elas comegam
a compartilhar informacoes que nao podem mais ser associadas a um subsistema
individualmente. Com isso, a evolucao temporal pode levar um estado inicialmente
do tipo produto a um estado emaranhado, onde dizemos que ocorreu um processo
de emaranhamento entre os subsistemas.

E conveniente para descrever o processo de emaranhamento estabelecer critérios
que nos indiquem o quanto os subsistemas estao emaranhados, uma medida de ema-
ranhamento.

Ao longo dos anos foram estabelecidos varios critérios para descrever o emara-
nhamento de sistemas quanticos, de onde foram definidas diversas alternativas para
a medida de emanhamento.

No caso de um sistema bipartite, formado por dois subsistemas A e B, o emara-
nhamento quando o sistema estd em um estado puro [¢) pode ser quantificado pela
entropia de qualquer um dos subsistemas A e B [21]:

E(y) = =Tr (palogapa) = =T (pslogaps) , (1.70)

onde py = Trp|¢) (] é o trago parcial de [¢)) (1| sobre o subsistema B e pp tem
significado anélogo.
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Quando estendemos o problema para estados de mistura, onde o operador den-
sidade pode ser representado por um ensemble de estados [i;) com probabilidade p;
dado por:

p= Zpi |13 (il (1.71)

é necessario reavaliar outra forma para quantificar o emaranhamento do sistema.
Uma das medidas mais bdsicas neste caso ¢ a Entropia de Formacgao [22], que é
dada como uma média do emaranhamento dos estados puros [¢;), minimizada sobre
todas as decomposic@o possiveis de p na forma dada em (1.71):

Ep(p) = min ZPZE(¢2) (1.72)

Para um sistema de dois qubits (sistema 2 x 2) temos a grandeza conhecida como
concorréncia (concurrence) proposta por Wootters [23], que é definida como:

C(p) = maz (0,01 — 09 — 03 — 04), (1.73)

onde {0;} sdo as raizes quadradas dos autovalores da matriz A arranjadas em ordem
decrescente, e a matriz A é dada em funcao do operador densidade p e da matriz de
Pauli o, como:

A=ploy®0y)p*(0y @0y) (1.74)

Para C' = 0 os dois subsistemas se apresentam em estados separados enquanto
para C' = 1 os dois subsistemas se encontram em um estado maximamente emara-
nhado.

Desta forma, podemos dizer que o emaranhamento em sistemas 2 X 2 esta bem
entendido atualmente. No entanto, o emaranhamento de sistemas multipartite ainda
nao possui uma formulacao geral e permanece uma questao nao respondida comple-
tamente.

Um dos critérios de emaranhamento que pode ser aplicado nesta situacao foi
apresentado por Peres [24], onde foi observado que, se o operador obtido por trans-
posicao parcial sobre o operador densidade tiver apenas autovalores nao-negativos,
os subsistemas que formam o sistema sao separaveis.

A partir deste critério foi definida a grandeza conhecida como Negatividade [25]
que é dada em fungao da soma do médulo dos autovalores negativos (\y;) do operador
p'k
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En (p™) = 2maz {0, Ay}, (1.75)

onde p’* é a transposta parcial com relacao ao subsistema K a ser observado. Neste
mesmo trabalho, Vidal mostrou que é possivel fazer a andlise do emaranhamento até
sistemas tripartite usando esta medida. Por este motivo, nos restringiremos apenas
na negatividade para fazer uma anélise do emaranhamento neste trabalho.
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Capitulo 2

Dissipacao em Sistemas Quanticos

Todas as andlises que fizemos até aqui se referem a sistemas quanticos isolados,
sem contato com um ambiente externo. No entanto, a influéncia do ambiente sobre o
sistema quantico é muito dificil de ser evitado. Por este motivo, se torna necessario
descrever o sistema em situagoes reais para obtermos previsoes mais proximas dos
resultados obtidos em experimentos.

Neste capitulo faremos uma andlise dos sistemas estudados nas sec¢oes anteriores
considerando os efeitos de dissipacao. Nos consideramos aqui apenas a aproximacgao
da equagado mestra para obter o modelo que descreve o sistema nesta situagao [26].

2.1 Aproximacao da Equacao Mestra

O modelo utilizado para descrever a dissipacao consiste no acoplamento do sistema
aberto S com um reservatério R, representado por um Hamiltoniano com a seguinte
forma:

H:H5+HR+HSR, (2.1)

onde Hg e Hgi sao os Hamiltonianos de S e R, respectivamente, e Hgg é o Hamilto-
niano de interacao do sistema com o reservatorio.

No nosso caso pretendemos descrever apenas o sistema S detalhadamente. Como
o reservatério nos interessa apenas indiretamente, suas propriedades sé precisam
ser especificadas em termos gerais (a temperatura ou a densidade de estados, por
exemplo).

Em outras palavras, desejamos obter informagoes do sistema S sem precisar de
muitos detalhes do sistema global G = S @ R. Se pg(t) é o operador densidade para
G = S @ R, podemos definir o operador reduzido pg(t) como:
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ps(t) =Trrlpa(t)], (2.2)

onde Trg é o traco parcial sobre as variaveis do reservatoério.
A equagao de Von Newmann correspondente ao operador pg(t) é dada por:

Em seguida, passamos a descrever o operador pg(t) na representagao de interagao:

(3

fo(t) = e U= HHn g (e (st (2.4)

Na representacao de interagao, a equagao de Von Newmann (2.3) é escrita como:

d . ) - v
—pa(t) = < (Hs+ Hg)po(t) — +pa(t) (Hs + Hg)
dt h h
i d i v~
+enHstHr)t <EPG(t)) e~ nHsHHR)! — —3 [Hsr(t), pa(t)] , (2:5)
onde o Hamiltoniano de interacio Hgr(t) é dado por:
Hgp(t) = enHstHR g o= (HsHHR) (2.6)
Integrando a equagao (2.5), nés temos que:
. i ! =
polt) = po(©) ~ 5 [ dt [Hsnlt),po(t)]. (2.7)
0

Em seguida, substituimos ps(t) dentro do comutador em (2.5) para obter a se-
guinte equagao:

d 1

tpalt) =~ [Hsutt) o) - 5 [ at [ttt [Frsn®).p0] |- 29

Escolhemos escrever a equacao de Von Newmann nesta forma para facilitar a
visualizagao das aproximacoes que serao aplicadas adiante.

Agora, iremos considerar que a interacao comeca a agir no instante t = 0 e que
nao existe correlacao entre o sistema e o reservatorio no instante inicial. Com isso,
temos que:

pc(0) = pc(0) = ps(0) ® Ro, (2.9)
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onde Ry ¢ o operador densidade inicial do reservatorio. Em seguida, aplicamos o
trago parcial sobre o reservatério em (2.8), de onde obtemos a equacao mestra do
sistema:

5(t) =t [ T { [Hsnt@), [Hsn@). 0]} 210)

Para simplificar o problema, eliminamos na equagao (2.10) o termo contendo
Trg { [I:ISR(t), pG(O)} } assumindo a condigao:

Trp [FISR(t)RO} —0. (2.11)

Esta relacao é garantida se os operadores do reservatério acoplados a S no Ha-
miltoniano ]:ISR(t) tém média zero no estado Ry. Para os modelos de interacao
sistema-reservatério estudados nesta tese, a condi¢ao (2.11) é satisfeita e serd ilus-
trada com mais detalhes na préxima segao.

Apesar de assumirmos que pg pode ser fatorado no instante inicial ¢ = 0, cor-
relagoes entre o sistema e o reservatorio podem surgir em tempos posteriores devido
ao acoplamento entre os dois. No entanto, nds assumimos que este acoplamento é
muito fraco, de forma que pg(t) tenha somente variagoes da ordem de Hgr de um
estado nao-correlacionado.

Além disso, o reservatorio R é um sistema tal que o seu estado deve permanecer
virtualmente inalterado pelo seu acoplamento com o sistema S (por outro lado,
esperamos que o estado de S seja significantemente alterado pelo seu acoplamento
por R). Logo, podemos escrever que:

pc(t) = ps(t) ® Ry + O(Hsr). (2.12)

Com estas hipdteses, aplicamos a aproximagao de Born na equagao (2.10), onde
desprezamos os termos de segunda ordem em Hgg. Desta forma obtemos a seguinte
equacao:

%%@z—%lhmm{@mwx@wwuwm®RMH. (2.13)

Devemos observar que a equagao (2.13) nao é uma equacao Markoviana, uma vez
que a evolucao de pg(t) depende de sua histéria passada através da integragao sobre

ps(t).
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Agora aplicamos uma segunda aproximagcao na equacao mestra, conhecida como
aproximacao de Markov, que consite em substituir gg(t’) por ps(t). Com isto nos
obtemos a a equacgao mestra na aproximacao de Born-Markov:

%ﬁs(t) - —% Ot d'Try { [ﬁSR(t'), [ﬁSR(t’), (ps(t) @ RO)H } (2.14)

Esta aproximacao tem uma argumentacao fisica razoavel. O sistema S depende de
sua historia passada porque seus estados anteriores ficam registrados como mudangas
no estado do reservatério através do Hamiltoniano de interacao Hgg; os estados
anteriores sao refletidos de volta na futura evolucao de S quando ele interage com o
reservatorio alterado.

No entanto, se o reservatorio é um sistema muito grande mantido em equilibrio
térmico, ele nao é capaz de preservar por muito tempo as pequenas mudancas trazidas
pela interacao com S. Logo, se o tempo de correlagao do reservatorio for muito menor
que a escala de tempo para mudancas significativas em S podemos assumir que o
sistema se comporta aproximadamente como um sistema Markoviano.

A aproximacao em (2.14) pode ser vista explicitamente em um modelo mais
especifico, como por exemplo em uma interagao escrita como:

Hgp=hY &L, (2.15)

onde 3; sao operadores no espaco de Hilbert de S e I'; sao operadores no espaco de
Hilbert de R. Desta forma temos, na representacao de interacao:

Hgp(t) = erHs It frgpe= i HsHIRl = 13" 5 (1)1 (1), (2.16)
Substituindo (2.16) em (2.13), a equagao mestra na aproximacao de Born é:

~ ~

%ﬁs(t) o Z /Ot ' Trn { |:§Z<Zf)f‘z(t)7 [gj(t’)l“j(t’), (ps(t) ® R(J)H }
_ _Z /0 gt {[§i(t)§j(t’),53(t) —5;(t)ps ()5 (O] (Ti(OT5(t)

+ P55 () — 3OOV ONE) . (217)

aqui nés usamos a propriedade ciclica do traco (Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA))
e definimos as funcoes de correlacao como:

25



Logo, podemos dizer que a aproximacao Markoviana é vélida se as funcoes de
correlagdes sao proporcionais a fungao §(t — t').

2.2 Oscilador harmonico amortecido

Agora iremos apresentar um modelo mais especifico onde a aproximacao Markovi-
ana pode ser utilizada. Vamos considerar o sistema composto S @ R é representado
pelos seguintes Hamiltonianos:

Hg = hvita, Hp=1Y, hw;hih;,
(2.19)
Hen =3, h (/g;fahj + kjaThj> = hal't + a'T.

O sistema consiste de um oscilador harmonico de frequéncia v e operadores de
criacao e destruicao a' e a. O reservatério R é dado como uma colecio de osciladores
harmonicos de frequéncia w; e correspondentes operadores de criagao e aniquilacao
fzj e ﬁj, respectivamente, e definimos I' = > kjfzj.

Neste modelo, o reservatorio se encontra em equilibrio térmico com operador
densidade dado por:

Ry = [ e montnhm/kaT (1 — g=hom/ksT) (2.20)

m

onde kg é a constante de Boltzmann.

O modelo de reservatorio de osciladores é bastante 1til, pois pode ser aplicado
em diversas situacgoes fisicas. Ele pode ser os muitos modos do campo radiante do
vacuo no qual uma cavidade optica pode decair através de um espelho parcialmente
transmissor ou no qual um atomo excitado pode decair via emissao espontanea. Além
disso, ele pode representar os modos de fonon em um soélido.

Além disso o produto Hgp Ry para este modelo pode ser escrito na forma abaixo:

ﬁISRRO = Z h {k;fei(wj—u)td [H (1 _ e—ﬁwm/kBT> B;e—mmﬁ;/}m/kBT]
J

m
+kje—i(wj—l’)td1‘ [H (1 _ e_hwm/kBT) hje_mmilinhm/kBT] } ’ (2'21)
m
de onde podemos notar que os termos em colchete, contendo os operadores do reser-

vatorio, formam operadores nao-diagonais na base de autoestados do Hamiltoniano
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Hp. Isto significa que o trago parcial sobre as varidaveis do reservatério no produto
acima é nulo, satisfazendo a condi¢ao (2.11) apresentada na segao anterior.
A identificagao com (2.17) ¢ feita imediatamente com as associagoes:

sy =a; sy=al; T = kbl Ty =T =3 kihy (2.22)
onde f’(t) = kjhjeit,

Substituindo (2.20) e os operadores (2.22) (na representagao de interacao) na
equagao mestra (2.17), temos que:

s

d t o
Thst) = — / dt’{[ddﬁs(t’) — aps(t')a e TN TIODN(E)) , + hec.
0
[ata’ps(t') — aTﬁS ’)&T] WO (), + hec.
IO (H)), + hec.

t')al (Y
ail ps(t') — il ps(t)a] e (D ()T >R+hc} (2.23)

—iv(t—t')

[

onde as fungoes de correlagao no reservatorio sao dadas explicitamente por:

(P (), = Zk*k,’; iwst giont' T (RW}J) —0, (2.24)
(FOT(L)), = ijkke_m]’te_”ktlTrR (Rohjﬁk) —0, (2.25)
7.k

TTOTE)), = 3 Kiheite s Try (Roﬁ;hk)
7.k
= Pty 1) (2.26)
(FOT(E)), = Zk Erewiteiont Ty (Roh h*)

= ZW e i [ (wy, T) + 1], (2.27)

onde n(wj, T') é o niimero médio de fétons para um oscilador com frequéncia w; em
equilibrio térmico a temperatura 7"

o—hw;/kpT
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Em seguida nés aproximamos o reservatorio a uma distribuicao continua de os-
ciladores harmonicos. Isto significa que a soma sobre o indice j nas funcgoes de
correlagdo nao nulas (2.26) e (2.27) é substituida por uma integragdo sobre uma
frequéncia continua w, onde nés introduzimos uma densidade de estados g(w) tal
que g(w)dw indica o nimero de osciladores com frequéncia entre w e w + dw.

Além disso, fazemos a mudanca de varidvel 7 = t — t’ para obter uma melhor
visualizacao das aproximagoes a serem feitas. Com isso, a equagao (2.23) pode ser
reescrita como:

%ﬁs(t) = —/0 dt’ { [aa'ps(t — ) — alps(t — r)a] e (TT Tt — 7)), + hoc.

+ [aatps(t — 1) — alps(t — m)a] e (DOTT(t — 7)), + h.c.} . (2.29)

onde as funcgoes de correlagao nao nulas sao:

<f‘T(t)f(t —7))p = /000 dwe™™ g(w) |k(w)]* A(w, T), (2.30)

(DTt — T))p = /000 dwe™ 7 g(w) [k(w)|* [A(w, T) + 1]. (2.31)

Agora podemos argumentar de forma geral sobre a aproximacgao de Markov. Po-
demos observar nas equagoes (2.30) e (2.31) que, para 7 grande o suficiente, os termos
exponenciais oscilam muito rapidamente comparado com a variagao das fungoes g(w),
|k(w)]* e ii(w, T), levando o produto no interior das integrais essencialmente a zero.
Desta forma, podemos dizer que a integracao sobre 7 ocorre em um intervalo bem
limitado,que deve ser menor que o tempo tr de correlagao do reservatoério.

Quando o tempo de correlacao do reservatério tz € muito menor que o tempo de
decaimento do sistema tg, também temos que a integracao sobre 7 abrange tempos
que sao muito mais curtos que o tempo de escala da evolucao de pg. Com isso
podemos substituir pg(t — 7) por ps(t) (aproximacao de Markov) na equagao (2.29),
de onde obtemos:

onde:

a = [;° dwg(w) [k(w)[? [y dre e,
(2.33)
B= [ dwg(w) [k(w) | i(w, T) [y dre~ i@,
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Uma vez que t é da ordem de tg, que é muito maior que os tempos englobados
pela integral sobre 7 (pois sdo menores que tr), podemos estender a integracao sobre
7 até infinito e calcular a e # usando a relagao abaixo:

t . P
lim [ dre @™ = 2§(w —v) + i , (2.34)

t—oo J vV —Ww

onde P é o valor principal de Cauchy. Assim temos que:

a=mg) kW) +i;  B=mgW) |k(W)]* +ile (2.35)
o0 2 o
A=P / dw—g(wy) ’k(:’)’ ; A= P [ duddFall D) (2.36)
; —

, . .. ~ 2 , L
Apés definir a taxa de dissipagao como y = 2mg(v) |k(v)|” e o ntimero médio
de fétons térmicos no reservatério como n = n(v, T'), finalmente obtemos a equagao
mestra para o oscilador harmoénico amortecido:

d A Tata _ b ata s ata
7Ps = —iA [a'a, ps] + g( +1) (2apsa’ — a'aps — psa'a)
—i—%ﬁ (241 psa — aal ps — psaal) . (2.37)

O 7shift” A na frequéncia é pequeno e geralmente é desprezado, como foi feito
neste trabalho. Retornando para a representacao de Schrodinger temos:

d 1
P = = [Hs, ps] + g(ﬁ +1) (2apsa’ — a'aps — psa'a)
+§— (2 psa — il ps — psaat) . (2.38)

Desta forma, podemos dizer que a equacao mestra pode ser separada em um
termo de evoluc¢ao unitédria (dada pelo termo contendo o comutador com Hg) e os
termos de dissipagao (segundo e terceiro termos da equagao (2.38)).

2.3 Emissao Espontanea

Outro efeito que iremos considerar é a emissao espontanea de um atomo de dois
niveis. Neste caso temos um atomo que emite radiacao devido a sua interacao com
os muitos modos de um campo radiante em equilibrio térmico a temperatura T'. Nas
aproximacoes de dipolo e de ondas girantes, o Hamiltoniano que descreve o sistema
S e sua interagao com o reservatorio R é dada por:
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HS = hwa6z, HR = Zk,)\ ha}khL)\hk,)u

(2.39)
Hsn = Yn h (Kiad by + Fiadincs ) = ho T+ 6.,
onde: k)k)\ = —ieikr“‘ 2h‘2§Vékv)‘ : d21.

A soma se estende sobre os modos do campo radiante com vetor de onda k e
polarizacao A. Os modos possuem frequéncia wy e vetores unitarios de polarizacao
€k\; T4 € a posicao do dtomo, V' é o volume de quantizacao e ki \ é a constante de
acoplamento de dipolo com o modo do campo com vetor de onda k e polarizagao .

Novamente, fazemos a associa¢ao dos operadores com a notagao utilizada em (2.17):

s1=0; ss=04; Di=TT=3 ki bl To=T=3 kb (240)

Daqui por diante a derivacao da equacao mestra para o atomo de dois niveis segue
passos analogos aos que foram utilizados com o oscilador harmonico amortecido.
Utilizando estes passos, obtemos a seguinte equacao:

%55@) =[S0+ +ia +8)| (65D — 646 ps(1)) +
S0 il (61505~ 6-64hs(1)), (2.41)

k=23, Jo dkg(k) Rk, N)[* (ke — w,),
2 2 (2.42)
A=Y, P 7 BRI s N BRAEEENE T,

wa—kc wa—kc

Sabendo que 6,6_ = (1+0,)/2 e 6,6- = (1 —0,)/2, podemos reescrever (2.41)
como:

d . 1 o K, A o o
iP5 = —25(2A/ +A)[6, ps] + 5 (A +1) (26-ps6 = 646-ps — psG+5-)
+/€7_l (26’+ﬁs(5’, - 5,&+/§S - ,656'7(5'4,) . (243)

Na representacao de Schrodinger, o termo (2A’ + A) é um pequeno ”shift” na
frequéncia do atomo e corresponde ao Lamb shift e ao efeito Stark. Como nao estamos
interessados em observar ambos os efeitos neste trabalho, escolhemos desprezar este
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termo. Além disso, a sua presenca nao provoca mudancas significativas nos resultados
obtidos nesta tese.

Retornando a representacao de Schrodinger nods finalmente obtemos a equacao
mestra para o atomo de dois niveis:

d 1 K, _ . . A . A
s T [Hs, ps] + 5(" +1)(26-ps04 — 64.6-ps — psG4+0-)
K_ o . .
—|—§ﬁ (204ps0_ — G_G1ps — psG_04). (2.44)

Projetando a equacao (2.44) na base atomica, encontramos as equagoes de movi-
mento para os elementos de matriz do operador densidade do atomo:

pee = <6|p5|6>

= —K(N+ 1)pee + KNPy (2.45)
. s : 1
peg = (peg) = _Zwapeg — R (TL + 5) ,Oeg (246)
Pgg = (4 1)pee — KNpgy. (2.47)

Podemos notar na equacao (2.45) que o primeiro termo (contendo p..) corres-
ponde ao decaimento do nivel superior |e) para o nivel inferior |g) enquanto o se-
gundo termo corresponde a excita¢do do nivel |g) para o nivel |e). Para reservatérios
com temperatura zero (n = 0) o segundo processo deixa de acontecer e temos apenas
o processo de decaimento, correspondente ao fenomeno de emissao espontanea do
atomo.

Como os outros niveis atomicos nao participam no processo, também temos que
pee + pgg = 0. Na equacdo (2.46) temos o decaimento dos elementos diagonais
(segundo termo na equagdo), que corresponde ao processo de decoeréncia devido
ao contato do sistema com o ambiente externo. O primeiro termo corresponde a
evolugao unitaria do atomo.

2.4 Cavidade Eletromagnética Dissipativa

Por 1ltimo consideramos uma cavidade eletromagnética de um tinico modo que sofre
decaimento devido a imperfeicoes nos espelhos. Neste caso, temos o acoplamento
do modo do campo da cavidade com os varios modos do campo que compoem o
reservatério, que € representado pelos seguintes Hamiltonianos:
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Hs = hwb'b, Hp =3, hw;hlh;,
(2.48)
Hn = 52, b (Kbl + kybihy ) = ROTT + 51T,

Podemos observar que os passos serao exatamente os mesmos que foram utilizados
no caso do oscilador harmonico amortecido, sendo a tnica diferenca a substituigao
dos operadores de movimento a' e @ pelos operadores de campo bl e b. Portanto, a
equacao mestra para a cavidade dissipativa é dada por:

d 1 PO apn apn
as = [Hs, ps] + %(ﬁ +1) (25,0st — bbps — Pstb>
‘I‘%ﬁ (ZETpsl; - Z;ypg - ,05?7&) s (249)

onde v = 2mg(w) [k(w)|*> é a taxa de decaimento da cavidade e 7 = fi(w,T). As
defini¢oes para as fungoes g(w), k(w) e n(w,T’) sdo as mesmas que foram utilizadas
no oscilador amortecido.

Na base dos estados de Fock obtemos, a partir da equagao (2.49), um conjunto

de equagbes diferencias acopladas para os elementos de matriz p,,, = (m|ps|n)

(m,n=0,1,...):

pmn = =i = 1)+ 20+ 1) 23/ A D0 F Dpmini = (0 + 7)o
+%ﬁ [2vVmnpgm—1n0-1 — (M 41+ 2)pmal (2.50)

cuja solucao nos permite obter o operador densidade que descreve o campo no interior
da cavidade dissipativa.

Mesmo sem resolver a equagao (2.50) é possivel obter o nimero médio de f6tons
ao longo do tempo (N) (t) diretamente da equagao (2.49):

d d ALn dps/\/\
— (N — T tpb — p d 22t
a Mo =g T{psb b} T{ dtbb}

= J(@+1Tr { (2bpst’ — b — psb'D) b1}
—f—%ﬁT'r’ { (2?)%56 — bbtpg — pgl;l;T> ZA)TIA)} . (2.51)

Usando a relacdo de comutacio entre b' e b e a propriedade de invariancia do
trago sob permutacoes ciclicas, temos a seguinte expressao:
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SN = L)) (V) ()~ (V) (1) 2 ((N) (1)
27 [2((V2) () +2(N) (6) + 1) =2 ((N?) (1) + (V) (1))]
== [(N) () =7, (2.52)
cuja solucio é:
(N) (1) = 7 — e [(N) (0) — 7] (2.53)

A equagao (2.53) indica que o numero médio de fétons decai exponencialmente
ao longo do tempo até o sistema entrar em equilibrio com o reservatério, ou seja,
quando nimero médio de fétons for igual ao nimero médio de fotons térmicos no
reservatorio ((N) = n).
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Capitulo 3

Acoplamento entre duas cavidades
eletromagnéticas

Neste capitulo apresentamos um sistema formado por duas cavidades eletromagnéticas
acopladas entre si. Foram considerados dois tipos de acoplamento: i) Acoplamento
direto, dado pela sobreposicao dos modos desacoplados das cavidades; ii) Acopla-
mento via fibra 6ptica, onde as duas cavidades estao conectadas por uma fibra éptica.

3.1 Acoplamento direto

Neste caso, o Hamiltoniano que descreve as duas cavidades interagentes ¢ dada
por:

H = huwblby + hwablby + Hepeo (3.1)

onde BI e b; sdo os operadores de criacao e destruicao correspondente a cavidade
i, w; € a frequéncia da cavidade ¢ e Hoioo € 0 Hamiltoniano de interacao entre as
cavidades.

Para este modelo de acoplamento consideramos adequado utilizar o trabalho de
Zoubi et al [17], onde o sistema se encontra em um meio dielétrico e os espelhos entre
as cavidades possuem uma baixa taxa de transmitancia (ver figura 3.1).

O Hamiltoniano de acoplamento deste modelo é derivado fenomenologicamente,
partindo da definicao do operador potencial vetor da cavidade i:

Ai(r) = w(r — r)b; + ul(r — )b, (3.2)

onde u;(r —r;) é o modo do campo na cavidade 7, r é o vetor posicao e r; é a posi¢ao
do centro geométrico da cavidade 1.
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Cavity 1 Cavity 2

Figura 3.1: Esquema de um sistema formado por duas cavidades acopladas. A regiao
preenchida por linhas diagonais representa o local onde ocorre a sobreposi¢ao entre
os dois campos eletromagnéticos.

E assumido que o acoplamento é proporcional 4 integral de sobreposicao dos dois
campos eletromagnéticos na regiao entre as duas cavidades. Este modelo é uma
boa aproximacao se as cavidades estao bem separadas, i.e., quando o acoplamento
nao é muito forte. Consequentemente, o Hamiltoniano de acoplamento é, sob a
aproximacao de ondas girantes(RWA):

Hecico = hA (81% + 8%2) ; (3.3)

onde A\ ¢é a constante de acoplamento entre as cavidades e é proporcional a integral
de sobreposi¢ao:

A x /ul(r —1r1)uy(r — ry)dr. (3.4)

O acoplamento entre as cavidades pode ser visto como o equivalente éptico ao
limite de ligagao forte utilizado na fisica do estado sélido [27], onde a sobreposi¢ao
entre as fungoes de onda atomica exige correcoes para descrever cada atomo indivi-
dualmente.

Este modelo de acoplamento pode ser utilizado também para cavidades separadas
apenas por um unico espelho[28; 29]. Neste caso podemos considerar tanto o regime
optico quanto o de microondas para descrever o sistema.

3.1.1 Diagonalizacao das Cavidades Acopladas

O Hamiltoniano que descreve as duas cavidades pode ser diagonalizado através
de uma transformacao canonica, onde ele passa a ser descrito em funcao de novos
operadores bosonicos B; e By dados por [30, 31]:
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31 = pi)l + q62 ; Bz = pih - q132. (3.5)

Estes operadores devem satisfazer as relacoes de comutacao de operadores bosonicos,
de onde obtemos uma restrigao nos valores dos coeficientes p e g:

[BLBl} = p? [blabl} + ¢ [b;bz] =-1
=p ¢ =1
[B;,Bg} — ¢ [b{,bl} +p? [bg,bg] =1 (3.6)

[BL 32] =pq [bl bl} —qp [63, bz} = —pq +qp = 0.

Em funcao dos novos operadores, o Hamiltoniano pode ser reescrito como:

H = a0, 4+ by BBy + huBYBy + hA (ByBY + Bl B,) (3.7)
onde temos as trés frequéncias abaixo:

Q= wip’ +wag® +2Mpg
Q= wig® + wep® — 2\pq .
A = (w1 —w)pg+2X (¢ — 1) (3.10)

Para obtermos a diagonalizacao do Hamiltoniano que descreve as duas cavidades,
devemos ter A = 0. A partir desta condicdao e sabendo que também devemos ter
p? + ¢ = 1, obtemos a seguinte solucao para p e ¢:

1 w1—wo
2 /(wl_w2)2+4)\2 (311)

E consequentemente, também temos as frequéncias 2; e 2:

2 1 1 w1 —w2 . 2 __
= s+ - ——1== = —
p 2 2 (wl—wz)2+4>\2 4

N =

(wl + WQ) + \/(Cdl — WQ)2 -+ 4)\2

le

N

(3.12)

QQ = % (wl +WQ) — \/(wl —w2)2 +4)\2

Nesta tese consideramos apenas o caso de duas cavidades ressonantes com a
mesma frequéncia w (= w; = ws). Como neste caso os coeficientes p e ¢ possuem o
mesmo valor (p =¢q = \/LE)’ obtemos o Hamiltoniano abaixo:
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H = hQ, BI B, 4+ hQ, Bl B, (3.13)

onde:
D =w+A ; =w-—2A (3.14)

3.1.2 Mudanca de Base

Para descrever a evolucao temporal deste sistema, é mais conveniente representar
o sistema de duas cavidades em funcao da base {|l1) 5, |l2) 5o}, onde os estados |1;) 5,

(1 = 1,2)sa0 os estados de Fock associados ao operador B;.
Neste caso é necessario conhecer a relagio entre as bases {|k1),; |k2),0} € {|1) g1 |l2) 52 }-

Para determinar esta relacao comecamos pela definicao dos estados de Fock na base
{1k1)pr K2) o}

(DM (b))
|k51>b1 |k2>b2 - \/k_l‘ \/k_g‘ ’0>b1 |O>b2'

Sabendo a relagao (3.5) entre os operadores B; e b; e que |0),,]0),, = |0) 5, |0) 55,
podemos reescrever a equacao acima como:

(3.15)

(pBT + qBT)k1 (pBT — qBT)'€2
|k1>b1 |k2>b2 = : T 2 : Tl - |0>B1 |0>32- (3~16)
1- 92

Os dois binomios nesta expressao podem ser escritos na forma das séries de
potencia abaixo:

k1

- - ky! - -
(B +¢B)* => W(PBDll(qu)kl " (3.17)
(oo (k=)
. . k2 Iy . .
(pB — qBh)* =>" m(}?BDlQ(—qu)kz_b. (3.18)
lo=0 ’ ’

Substituindo estas duas equagoes em (3.16) obtemos a relacao entre as duas bases:

k1 ke

By [h2)ye = D) Qe ki, by o) [ 4 L) gy [y + ey — b — L) o, (3.19)

11=012=0

onde:

kotts VKR! (I 4 10) (k1 4+ ko — 1 — 1)

ki, ko by, 1) = (—1
Qs oy, 1) = (=1) 120! (ks + 03) (ks — 1)

(3.20)

37



Para obter esta relacao também utilizamos a definicao dos estados de Fock para

a base {|l1) g, [l2) g}

10)51 10 (321)

A expressao (3.19) também pode ser escrita como:

k1+k2
k1) |K2)pe = Z P(L, k1, k2) |L) gy [k + k2 — L) gy, (3.22)
L=0
onde:
k1 ko
P(L, ky, k) = Z Z Q(ky, ko, 1y, 12)01, 415, 1- (3.23)
11=012=0

Esta forma é mais conveniente se desejarmos utilizar estas expressoes em calculo
numeérico.

3.2 Acoplamento via fibra optica

Outro tipo de acoplamento entre as duas cavidades ocorre quando temos uma fibra
optica, de comprimento [, fazendo a conexao entre os dois campos, como ilustrado
na figura 3.2.

Cavity 1 Cavity 2

4 N
€ —

Figura 3.2: Esquema de um sistema formado por duas cavidades acopladas conecta-
das por uma fibra éptica

Neste caso, temos o acoplamento entre trés subsistemas (cavidade 1, cavidade 2,
fibra 6ptica) que é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:
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2 0o
Hy = > nblbi+ 3 {nsieles + nx, o (6] + (—1y7e0f)
i=1 j=1
+él (61 + (—1)j6_i¢62)i| } , (3.24)

onde BI e b; sdo os operadores de criagao e aniquilagao correspondentes aos modos
das cavidades 1 e 2, ambas de frequéncia w, é; e ¢; sao os operadores de criagao e
aniquilagao correspondente ao modo j da fibra, de frequéncia f5; e ¢ = 2rwl/c é a
fase devida a propagagao do campo na fibra de comprimento [.

Seja A a taxa de decaimento das cavidades no continuum de modos da fibra. Em
uma fibra de comprimento [ temos a quantizacao dos modos no interior da fibra com
espagamento 27c/l em frequéncias consecutivas. Nesta situac¢do, o nimero de modos
da fibra que interagem significantemente com as cavidades é:

IM
Ima
No nosso caso, consideramos a situagao no qual n < 1 (“limite de fibra curta”),
onde apenas um modo (ressonante) da fibra vai interagir com as cavidades. Este
limite é valido em muitas situacoes experimentais reais: [ < 1m e \ ~ 1GHz sao
exemplo de valores dentro deste limite.
O acoplamento A com o modo da fibra pode ser estimado como:

(3.25)

n=

ATt \e
l Y
onde podemos observar que o valor de A\ pode aumentar se a refletividade do espelho
conectado a fibra diminuir.
Neste limite o Hamiltoniano pode ser reescrito como:

A\~

(3.26)

2

Hy =3 hwblb; + hwélé + hx [c (6{ + ewz;;) +et (131 + e—wz}gﬂ . (3.27)
i=1

O Hamiltoniano (3.27) pode ser diagonalizado se definirmos novos operadores

bosonicos [15]:

A

di =3 (81 +e7%hy + \/§@> ;dy = 5 (61 + by — \/§é> ;

2
L (b)) (3.28)
3 \@ 1 2
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Em func¢ao dos novos operadores o Hamiltoniano assume a forma abaixo

3
Hg =Y hQyd}dy, (3.29)

k=1

onde ;o =w = V2 e Q3 = w sdo as frequéncias dos modos normais ch, dy e ds.

Em alguns trabalhos envolvendo este modelo [32], o termo e™* contendo a fase
devida a propagacao do campo na fibra é incorporado a definicao do operador de
campo by. Nesta notacao, os termos e sio descartados na descricdo do sistema.

O modelo de acoplamento via fibra éptica nos permite trabalhar com cavidades
separadas por distancias muito maiores que o acoplamento devido a sobreposicao dos
modos desacoplados (se¢ao 3.1), mesmo com as condigoes impostas pelo limite de
fibra curta. No entanto a presenca da fibra 6ptica nos restringe a trabalhar apenas
com cavidades no regime 6ptico (na segao 3.1 podemos utilizar também as cavidades
de microondas).

3.3 Realizacoes experimentais envolvendo cavida-
des eletromagnéticas e fibras opticas

O tipo mais conhecido de cavidade eletromagnética utilizada em experimentos é a
cavidade de Fabry-Perot, onde a onda eletromagnética ¢ aprisionada utilizando dois
espelhos de alta refletancia.

Para frequéncias na faixa de microondas temos as cavidades supercondutoras, que
possuem fatores de qualidade da ordem de 10® — 10, onde os fétons tém tempos de
vida na faixa de 1 — 100ms. Um exemplo deste tipo de cavidade pode ser visto no
trabalho feito por Raimond et al. [33], onde é apresentada uma montagem experi-
mental envolvendo a interacao entre a&tomos de Rydberg e a cavidade de Fabry-Perot,
montada com dois espelhos esféricos de Niobio (ver figura 3.3).

Na faixa de frequéncia éptica também temos microcavidades do tipo Fabry-Perot
que, embora tenham um decaimento maior que as cavidades de microondas, ainda
possuem altos valores para o fator de qualidade (103 — 10°).

Para estes tipos de cavidades ja foi obtido o acoplamento entre duas microca-
vidades semicondutoras separadas por um material dielétrico, como pode ser visto
no trabalho apresentado por Stanley et al. [34] (figura 3.4). Neste caso o sistema
integrado ¢é formado durante o processo de crescimento dos espelhos dielétricos, onde
é possivel controlar a refletividade do espelho do meio de tal forma a satisfazer a
condicao sobre o acoplamento das cavidades da segao 3.1.
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Figura 3.3: Montagem experimental onde uma cavidade de microondas ¢é atravessada
por dtomos de Ridberg. Raimond et al [33]

Aly 4 Gagghs

N T N R Ry

AlAs R R R I AR R RN AR TOP Mirror
R R T L I A A D D
GaAs
Cavity 1
3 ln G A 5 A) A R R R R R
Quanmm 9"3 R N O R DR D Mlddle MIerl’
GaAs Cavity 2
R A A A AR
R D R S R R I R AR RN Boﬂﬂm Mil’l’or

R R R R R

R R R A IR

GaAs Subtrate

Figura 3.4: Esquema representando duas cavidades semicondutoras acopladas. Stan-
ley et al [34]

Além disso, também temos o acoplamento da microcavidade de Fabry-Perot com
fibras 6pticas. No artigo de Eriksson et al. [35], a microcavidade acoplada a fibra é
utilizada para deteccao de um unico atomo no interior de um ’atom chip’. Para que
ocorra o acoplamento da cavidade com a fibra ¢é necesséario colar o final da fibra com
o espelho na direcao do eixo da cavidade, como ilustrado na figura 3.5.

Ainda na faixa de frequéncia optica temos, além das cavidades de Fabry-Perot,
as microcavidades de “galeria sussurrante” (“whispering gallery cavities”) [36], onde
as ondas sao confinadas no interior de microestruturas dielétricas (em geral feitas
de silica ou quartzo) através de reflexdes internas totais continuas. Como pode-
mos ver na tabela da figura 3.6, diversas formas geométricas sao utilizadas para as
microestruturas (esferas, toros ou discos por exemplo).

41



Etched
silicon
substrate

Single- — |
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Figura 3.5: Microcavidade de Fabry-Perot acoplada a uma fibra 6ptica. Eriksson et
al [35]
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Figura 3.6: Lista de Cavidades 6pticas disponiveis atualmente. Vahala [36]

Para as microcavidades em forma de esferas e toros foram observados altas taxas
de eficiéncia no acoplamento entre os modos de “corredor sussurrante” (“whispering
gallery modes”) e fibras 6pticas, chegando a uma eficiéncia de acoplamento acima de
99,97% [37].

Por ltimo temos as microcavidades baseadas em cristais fotonicos, que sao cons-
truidas fazendo um arranjo de buracos na forma hexagonal no cristal fotonico, dei-
xando de fazer um furo no ponto central do arranjo. Com isto temos um modo do
campo “defeituoso” que permanece aprisionado na pequena regiao sem buraco no
centro do hexagono. Este tipo de cavidade possui a vantagem de aprisionar a luz em
volumes extremamente pequenos, mas suas taxas de dissipagao ainda sao acima dos
valores previstos na teoria.



Para este sistema, Hwang et al. [38] apresentaram um arranjo experimental (fi-
gura 3.7) onde é possivel otimizar o acoplamento entre a cavidade basedada em cristal
fotonico e uma fibra 6ptica para uma eficiéncia acima de 80%.

tapered optical fiber

e

S

photonic crystal
cavity

f

photonic crystal slab

Figura 3.7: Arranjo experimental envolvendo o acoplamento entre uma microcavi-
dade baseada em cristal fotonico e uma fibra éptica. Hwang et al. [38]
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Capitulo 4

Interacao entre atomos e cavidades
acopladas

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos em modelos envolvendo a in-
teracao entre atomos de dois niveis e as cavidades acopladas do capitulo 3. Em cada
secao consideramos diferentes configuragoes possiveis com o objetivo de observar o
emaranhamento e a transmissao de informagao quantica entre as partes que compoem
o sistema.

4.1 Dinamica de emaranhamento na interacao en-
tre um atomo e duas cavidades acopladas

Nesta secao trabalharemos com um sistema de duas cavidades acopladas, uma
delas interagindo com um &tomo de dois niveis. A interagao entre o atomo e sua
respectiva cavidade obedece o conhecido modelo de Jaynes-Cummings.

Para o acoplamento entre as cavidades nds consideramos o modelo apresentado
na se¢ao 3.1, onde o sistema se encontra em um meio dielétrico e os espelhos entre
as cavidades possuem uma baixa taxa de transmitancia (ver figura 4.1).

4.1.1 Hamiltoniano do Sistema

O Hamiltoniano que descreve o sistema da figura 4.1 é dado por:
: hw
H =0y wiblbi+ "0, + hg <b10+ n bia,) + A (blbg n b{bg) , (4.1)
i=1

44



Cavity 1 Cavity 2

Atom

Figura 4.1: Esquema de um sistema formado por duas cavidades acopladas, uma
delas interagindo com um atomo de dois niveis. A regiao preenchida por linhas
diagonais representa o local onde ocorre a sobreposicao entre os dois campos eletro-
magnéticos.

onde I;I e b; sdo os operadores de criacao e destruicao correspondentes a cavidade 1,
w; é a frequencia da cavidade i, w, é a frequéncia atomica, o, e o0_ sao os operadores
atomicos de levantamento e abaixamento, e g é a constante de acoplamento entre o
atomo e a cavidade 1. A constante ) é a constante de acoplamento entre as cavidades
e é proporcional a integral de sobreposicao entre os dois campos:

A X /ul(r —r1)uy(r — ry)dr. (4.2)

Como ja foi visto na secao 3.1, podemos diagonalizar o Hamiltoniano que descreve
as duas cavidades no caso ressonante (w; = ws = w) quando passamos a descrever o
sistema em funcao dos operadores abaixo:

Bl == \/Li <l;1 + 62) 3 BQ = \/Li <i)1 — 62) (43)
Em fungao destes operadores, o Hamiltoniano do sistema pode ser reescrito como:
hg

0. + WU BBy + W BBy + 7 [(B1 + BQ) oo+ (Bj + BQ) a_} (4.4)

H =

onde )y =w+Aedh=w-— A\

Nosso objetivo nesta secao consiste em observar a dinamica do emaranhamento
que ocorre entre as trés partes que compoem o sistema (cavidade 1, cavidade 2 e
atomo). Para isto, iremos analisar a evoluc¢ao temporal da grandeza conhecida como
Negatividade.
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4.1.2 Evolugao Temporal do Sistema

Antes de analisar a dinamica de emaranhamento devemos determinar a evolugao
temporal do sistema descrito pelo Hamiltoniano (4.1). Ao longo do processo foram
impostas algumas restricoes no modelo para simplificar a solucao do problema.

Representacao de Interacao:

Para obter a evolugao temporal do sistema, utilizamos a representacao de In-
teragao, onde descricao do sistema depende apenas do Hamiltoniano de interacao.
Para fazer essa mudanca de representacao, separamos o Hamiltoniano em uma soma
de trés termos:

H = H¢c+ H, + Hyo (4.5)

onde H¢ corresponde ao Hamiltoniano livre das duas cavidades, Ha ao Hamiltoniano
livre do atomo e H,- o Hamiltoniano de interacao atomo-campo:

H, = ﬁgaO'Z; H.= FLQIBIBI + hQQB;BQ e

(4.6)
Hyo =14 [(Bl + Bg) oo+ (B{ + B;) 0,} .
O Hamiltoniano de interacao do sistema nesta representacao ¢ dada como:
]Z[ac = 6%(HC+H“)tHa067%(HC+H“)t (47)

Através das propriedades dos operadores de criacao e destruicao das cavidades e
dos operadores de levantamento e abaixamento atomico, podemos demonstrar que:

o B, A . AT . ~ N At D, A o A . ~
ezQiBi BitBje_ZQiBi Bt — elQitBj : elQiBi BitBie_ZQiBi B;t — e—’LQitBi
- hw

i - hw

Mag t

(4.8)

hwq
2

fwat zh% % —iwqt

2%a 5

5 K3 o

ot —

e o e” =eWalg, ; e o_e” e Wl _

Usando estas relagoes, podemos escrever o Hamiltoniano de Interacao como:

-E[aC = \h/—% [(e_i(gl_w“)tél + e—i(Qz—wa)tB2> 0'++

. . 4.9
<ei(ﬂl—wa)tB'1r + ei(QQ—wa)tB;') O'fi| ( )

Para obtermos um Hamiltoniano de interagao independente do tempo conside-
ramos que o sistema se encontra no regime onde o acoplamento entre as cavidades
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¢ muito maior que o acoplamento dtomo-campo (A >> g). Além disso, escolhe-
mos {2y = w, para que a expressao (4.9) tenha dependéncia temporal apenas nas
exponenciais contendo as frequéncias:

Com isso, podemos utilizar a aproximagao de ondas girantes para eliminar os
termos que dependem destas frequéncias, o que nos leva a expressao abaixo:

Hoe = % Booy + Bga,] . (4.10)

Este Hamiltoniano tem a forma do conhecido modelo de Jaynes-Cummings, que
descreve a interacao de um atomo de dois niveis com uma cavidade eletromagnética
de um modo.

Operador de Evolugao Temporal:

Na representacao de Interagao, o operador de evolucao temporal é dado por:

fact — =5 BrostBio-]t (4.11)

S

Ur=e"
A expressao acima pode ser escrita como uma série de poténcias:

k

o0 . k é oL + BTU,

th |: 20+ 2

Ur=> (——> . (4.12)
— V2 k!

A aplicacao do termo em colchetes sobre os autoestados atomicos nos levam a
resultados diferentes, dependendo do valor da poténcia k:

para k par:
: At 1" TR}
By + Blo_| o) = (B1Bs) " |o):
[f * R A2A2 . (4.13)
[B2U++B§0—] €) —( 235) )
para k impar:
B+ Blo | lg) = B (BIBs) 7 e
R A b (4.14)
[Bga++B;a } le) = Bi (BQB;) )



Aplicando o operador (4.12) sobre o projetor do sistema atomico e utilizando as
relagoes (4.13) e (4.14), obtemos o operador de evolu¢ao temporal na base atomica:

t [ - t Aty
U = cos (%\/BQB;> le) (e] + cos <% B$B2> 19) (4]
son (24/B.53) sen (25/Bi82)
\/ B2 B}

4.1.3 Analise do Emaranhamento do sistema

—iB}

Nessa secao é apresentada a andlise da evolucao temporal do emaranhamento
entre as trés partes que compoem o sistema. Como medida de emaranhamento
nés utilizamos a Negatividade (ver secao 1.4.1), dada em fungdo da soma dos
autovalores negativos (Ay;) do operador p’* :

Ex (p™) = 2maz {0, A\ } (4.16)

onde p’k é a transposta parcial com relagao ao subsistema K (dtomo, cavidade 1,
cavidade 2) a ser observado.

Em seguida observamos a evolucao temporal da negatividade para diferentes tipos
de estados iniciais. E mais coveniente representar o sistema na base {|I1) g, |l2) o}
quando o operador de evolugao (4.15) for utilizado. Para os casos apresentados nesta
segao utilizamos as seguintes expressoes, obtidas a partir da equagao (3.19):

|O>Bl |0>B2 = ‘O
1

‘O>Bl ’1>B2 = E (’1>b1 ‘O>b2 - ’O>b1 ‘1>b2) )
1

|1>Bl |0>32 = 5 (|1>b1 |O>b2 + |0>b1 |1>b2) (4.17)

S

Caso A: [Vo) = [e) |0),, [0}, = [€) |0) 51 [0) s -

O primeiro caso analisado foi o estado inicial onde o 4&tomo se encontra no estado
excitado e ambas as cavidades estao no estado de vacuo. Aplicando o operador de
evolugao temporal (4.15) no estado inicial acima, nés obtemos o estado do sistema
ap6s um tempo de interacao t:
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V(7)) = COS(E) 1€)10) 1 10) ZSen(\/—) 19)10) 1 1) s » (4.18)

onde 7 = gt.

Uma vez determinado a evolucao temporal do estado do sistema estudamos a
negatividade (4.16) a partir do operador densidade p(t) = |¥(t)) (¥(¢)|, cujos resul-
tados podem ser vistos na figura 4.2. A negatividade do dtomo (figura 4.2.a) oscila
com frequéncia g/v/2 enquanto a negatividade das duas cavidades oscilam com a
metade desta frequéncia (figuras 4.2.b e 4.2.¢).

(a)

1
0.8 \\
0.6
Z
1]
0.4
0.2
0o 2 4 6 8 10 12 14
gt
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
) =]
0.4 0.4
0.2 0.2
10 12 14 10 12 14

Figura 4.2: Negatividade em funcao do tempo normalizado gt correspondente ao:
(a) atomo, (b) cavidade 1 e (c) cavidade 2 para o estado inicial |e) [0),, |0),,. Estes
resultados foram obtidos com w, = 259, A\/g = 6.25 e w = w, + A.

Pode-se observar que, nos instantes de tempo t,, = (2n-+1)7/(gv/2) a negatividade
do atomo é zero e ambas as cavidades tém negatividade igual a 1. Isto significa que
o atomo esta separado do resto do sistema enquanto as duas cavidades se encontram
em um estado maximamente emaranhado.

Este resultado é consistente uma vez que, nestes instantes de tempo, o atomo
esta no estado fundamental e as duas cavidades estao em um dos estados de Bell:

W (tn)) = lg) |0>Bl ’1>B2 = % 9) (’0>b1 |1>b2 - ’1>b1 |O>b2) : (4.19)
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Também existem instantes de tempo (t = (2n+1)7/(2¢gv/2)) onde a negatividade
do 4tomo é igual a 1. Em 6t = 7/(2g+v/2) (n = 0), o estado do sistema se encontra
em um estado do tipo Bell entre o atomo e o modo normal Bs:

1 :
E (19) 1) 5o — 7 ]€) [0} 52) [0) 1 - (4.20)

Enquanto que, para 6t = 37/(2gv/2) (n = 1), temos outro estado do tipo Bell
entre o atomo e o modo normal Bs:

1
NG

Desta forma podemos dizer que, nos instantes t = (2n + 1)7/(2gV/2), o sistema
se encontra alternadamente entre os estados (4.20) e (4.21).

Para t = 2n7/(9Vv/2) a negatividade para todos os subsistemas é zero. Isto
corresponde aos instantes de tempo onde o sistema retorna ao seu estado inicial, no
qual todas as partes do sistema estao separados entre si.

(lg) ‘1>B2 +ile) |0>B2) |0>B1 . (4.21)

Caso B: [Wg) = [g) |n1)y; [n2)s -

Agora apresentaremos os resultados correspondentes a situacao onde o atomo
estd inicialmente no estado fundamental e cada cavidade se encontra no estado de
Fock. Consideramos primeiro a configuracao onde n; = 1 e ny = 0, correspondente
ao estado inicial:

1
[Wo) = [9) [1)41 10}y, = E 19) (10) 51 [1) 52 + [1) 51 10) o) - (4.22)
Aplicando novamente o operador (4.15) no estado inicial, obtemos que:

0

T 1 T
W(r)) = _Esen(ﬁ) €)10) 51 [0) gy + EC%(E) 19)10) g1 1) o

1 .
Ee_mﬁ/g 19) 1) 51 10) s - (4.23)
Na figura 4.3 nés temos a negatividade para cada subsistema associado ao es-
tado (4.23). Neste caso, a negatividade correspondente as duas cavidades tem os-
cilagoes secunddrias cuja frequéncia aumenta com o valor da razao A/g entre a cons-
tante de acoplamento entre os modos das cavidades e o acoplamento entre o atomo
e a cavidade 1. No entanto, a presenca do atomo no estado fundamental induz
uma modulacio entre os instantes de tempo t = (2n 4 1)7/(gv/2). Estas oscilacdes
também sao afetadas pelos valores de ny e ny no estado inicial das cavidades.

_|_
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Figura 4.3: Negatividade em funcao do tempo normalizado gt correspondente ao:
(a) atomo, (b) cavidade 1 e (c) cavidade 2 para o estado inicial |g) [1),, ]0),,. Estes
resultados foram obtidos com w, = 259, A\/g = 6.25 e w = w, + A.

No6s também observamos que a negatividade correspondente a cavidade 1 tem a
mesma estrutura que a da cavidade 2, mas apresentam diferencas nas oscilacoes de
alta frequéncia.

Consideramos também a configuracao n; = 0 e ny = 1, onde o sistema esta
inicialmente no estado:

W0) = [g) [0y, 1)y = % 19 (1) 11 10) 53 — 10) 1 1) 52) (4.24)

Utilizando o mesmo método dos casos anteriores obtemos um estado analogo ao
estado (4.23), mas com diferenga nas fases relativas:

l

T 1 T
W(r)) = Esen(ﬁ) €)10) 51 10) gy — ECOS(E) 19)10) 51 1) o

1 —12AT
‘I‘Ee /o 19) 1) 51 10) s - (4.25)

Na figura 4.4 temos comportamento da negatividade em cada subsistema para
esta situagao. Comparando a figura 4.3 com os resultados da figura 4.4, notamos

51



que a negatividade para o atomo tem o mesmo comportamento em ambos os estados
iniciais [g) [1),;10)45 € 19) [0)1 [1) -

(a)
1
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0.6
=4
e3]
0.4
0.2
0 2 4 6 8 1
gt

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
gt gt

0

o
o
o
o

o
i
o
i

Figura 4.4: Negatividade em funcao do tempo normalizado gt correspondente ao:
(a) atomo (b) cavidade 1 (c) cavidade 2 para o estado inicial |g) [0),, |1),,- Estes
resultados foram obtidos com w, = 25g, A\/g = 6.25 e w = w, + A.

Além disso, a negatividade para a cavidade 1 no estado inicial |g) |1),, |0),, cor-
responde a mesma curva apresentada para a negatividade da cavidade 2 no estado
inicial |g) |0),, |1),,, sendo vélido também o inverso.

4.2 Transferéncia do estado quantico entre dois
atomos usando campos acoplados

Além do sistema da secao 4.1 estudamos também o caso no qual cada uma das ca-
vidades estd interagindo com um atomo de dois niveis em seu interior(ver figura 4.5).
Neste caso o Hamiltoniano do sistema é a mesma dada por (4.1), mas acrescen-
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Cavity 1 Cavity 2

Atom 1 Atom 2

Figura 4.5: Esquema de um sistema formado por duas cavidades acopladas, cada
uma delas interagindo com um atomo de dois niveis. A regiao preenchida por li-
nhas diagonais representa o local onde ocorre a sobreposicao entre os dois campos
eletromagnéticos.

tando a energia livre do segundo atomo e sua interacao com sua respectiva cavidade:

Hs = "0y + "oy + huoyblby + heabiby + hA (b + 6lb,)

+hg (l;10'1+ + 137;01_> + hg (i)gag+ + l;gag_> , (4.26)

onde BI e b; sdo os operadores de criacao e destruicao correspondentes a cavidade i,
01 € 0,_ sao os operadores atomicos de levantamento e abaixamento do atomo 1,
w; € a frequéncia da cavidade i, w, é a frequéncia atomica dos dois atomos, A é a
constante de acoplamento entre as cavidades e g é a constante de acoplamento entre
o atomo ¢ e a cavidade 7.

Estaremos considerando que os dois atomos possuem a mesma frequéncia w, e
que a constante de acoplamento de cada atomo com suas respectivas cavidades tem
o mesmo valor g. Os resultados obtidos nesta se¢ao ja foram publicados e também
podem ser conferidos no Journal of Modern Optics de maio de 2007 [39].

4.2.1 Evolugao Temporal do Sistema

As etapas para descrever o sistema sao as mesmas utilizadas na segao 4.1, exceto
pela existéncia de mais um subsistema representando o segundo atomo. Devido
as dificuldades que surgem neste caso, foi mais conveniente descrever a evolugao
temporal através da equacao de Schrodinger, onde foram determinados os coeficientes
do vetor de estado em funcao do tempo.
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Hamiltoniano de Interagao:

Para diagonalizar o hamiltoniano que descreve as duas cavidades, utilizamos a
mesma transformagao canonica dada em (3.5), que no caso de duas cavidades resso-
nantes (w; = we = w) é dada por:

B, = \/Li <[;1 + ZA?Q) ; By = \/Li (61 - [;2> ~ (4.27)
Esta transfomagao nos permite reescrever o Hamiltoniano (4.1) como:

2
hwa a A h A A A ~
Hg = Z <Tajz + hS}; ;Bj) + 7% [<B1 + B2) o1+ + (BI + B;) 01_]

hg A . A .
+ 7 [(Bl . BQ) oy + <B{ - Bg) ag,] , (4.28)
onde Oy =w+AeQy=w— A\

Em seguida, passamos a descrever o sistema na representacao de interacao e

utilizamos a aproximacao de ondas girantes, de onde obtemos o Hamiltoniano de
interagao abaixo:

J=1

N hg T - . hg T~ A
Hyo = 7% Byoyy + Bgmf] - [3202+ + 3502—] : (4.29)

V2

A aproximacao de ondas girantes foi utilizada da mesma forma que a da se¢ao 4.1.2.
Logo, as restrigoes impostas para obter o resultado acima sao as mesmas:

A>>g ;5 Qo =uw,. (4.30)
Solucao da Equacao de Schrodinger:
Na representacao de interacao a equacgao de Schrodinger é dada por:
i~

o) = L ). (431)

onde )\if(t)> é o estado do sistema no tempo t (na representagao de Interacao).
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Na base {|k1) g, |k2) go} de estados associados aos operadores By e By, nés consi-
deramos que a solucao geral da equacgao de Schrodinger é um estado puro:

B0) = 303 (Ol ) ) 1), 9 + o) g ) s s

k1=0 k2=0

+Cl?17,k2<t) |k71>31 |k2>132 |€>1 |9>2 + C,fim(t) |k1>B1 |k52>32 |€>1 |6>2} (4.32)

onde |g), e |e), sao os estados fundamental e excitado do dtomo i e os estados |k;) g,
sao autoestados do operador BJ Ez(z = 1,2) com autovalor k;.

Substituindo (4.32) na equagao de Schrodinger, obtemos um conjunto de equagoes
diferenciais envolvendo os coeficientes C,i’im. Estas equacoes podem ser separadas
em grupos de quatro equagoes diferenciais acopladas:

d ke e e
dtcgf () = —ig 52 [Ckikzq(t) - Clgl,k;Q—l(tﬂ ;

d e 1 co

dtclgl o1 (t) = _Eg [V ko — 10}41,]@272@) Y k20£f,k2(t)} )
d . 1

Eckilﬂ—l(t) - _Eg [V k2C}€f,k2 \/ Ckl k2— 2 } )

d o ke —1 . .
dtckl rolt) = —ig 27 [0131,16271@) - Okikzq(t)} . (4.33)

Devemos notar que, na notagao adotada em (4.33), devemos descartar os coefi-
cientes C}7 »(t) com indices negativos, que correspondem a situagao onde ocorreu a

aplicacao do operador de destruicao éz(z = 1,2) no estado de vécuo |0) ,.

As equagoes em (4.33) correspondem a um conjunto de equagoes diferenciais a
coeficientes constantes. Estas equacoes podem ser resolvidas se escritas na forma
matricial:

d = o
(1) =MC(); (4.34)
onde:
Cgf,k;z(t) 0 Vs —Vksy 0
C_; — Clsc](li,k2fl(t) M = 4 \/k_Q 0 0 - ]{?2 -1
Cl:im—l(w 7 2| Vo 0 0 —vks — 1
Cii raa(t) 0 ko —1 —vky—1 0
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A matriz M é diagonalizavel, logo a solucdo de (4.34) pode ser escrita na forma:

C(t) = Exp [Mt] C(0), (4.36)

de onde obtemos os coeficientes C} ,,(t) em fungao de seus valores iniciais:

(J,ﬁf kz( ) = _;_ [ — ko (1 + cos (Akz Clglg k2(0>

2ko

+\f\/ sz sen (Agt) Cft o4 ( \[1/ rsen (Ag,t) Cpf 1o_1(0)
ez (k 1)
+ 222f1 = [1 = cos (Ag,t)] Cm,kz—z(())%

Ol iaa(8) = /i sen (Akst) O 1(0) + cos® (52) €5 51 (0)
A e
+sen® (%0 Cii ka-1(0) + _75\/ 2]222_—1156“ Ak t) CFf o2 (0);

Zilﬂ—l( = \[\/ sy sen (Ag,t) Cif k2(0)+36n ( th) Ci x2-1(0)

A
+cos’ (% > Cit ka—1(0) + J5\/arsen (Ayt) Cff a5 (0);

kz(k‘z—l)

Cii k2— o(t) = T k1 [1 — cos (At )] Ckzl k2( )

_LFSen (Akot) Gt 2—1(0) \/736” (Akst) Cii 21 (0)

(4.37)

2\ 2%k +%
_2k21—1 [T — k2 (14 cos (Ay,1))] kl,k2—2(0)'

onde Ay, = v/2ky — 1g.

Substituindo (4.37) em (4.32) podemos determinar o estado do sistema em qual-
quer instante de tempo se o seu estado inicial, dado pelos coeficientes C,?LM(O), for
conhecido.

4.2.2 Transmissao de um Estado Quéantico

Nosso objetivo nesta secao consiste em obter o transporte de um estado de super-
posicao atomico a partir do atomo 1 para o dtomo 2, que estd localizado na outra
cavidade. Com este propésito consideramos que, no instante inicial, o atomo 1 se
encontra em um estado de superposicao, o a&tomo 2 no estado fundamental e ambas
as cavidades estao no estado de vacuo:

W) = (0039 9), + e'?sind "3)1) 19)210)51 10} (4.38)
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A transmissao do estado quantico é obtida se o sistema faz a transicao entre os
estados:

(cost |g), + e*sind |?>1) 1902 1041 0)4
- |9>1 (cost) |g>2 + e"“sent |€>2) |O>b1 |O>b2 )

onde |0),, é o estado de vacuo da cavidade i (acoplada ao dtomo i).

Sabendo que |0),, |0) 5 = [0) 5, |0) 55 € resolvendo a equagao diferencial em (4.33)
para este estado inicial, determinamos que os coeficientes nao nulos da solugao (4.32)
sao:

(4.39)

Cio(7) = cost; C' (T) —ie®senfsen (1)
Cio(r) = esenbsen’ (3);  Coh(r) = (2“’556n90032 (2). (4.40)

onde definimos o tempo normalizado 7 = gt.

Usando a equacao (3.19), podemos representar os estados das cavidades em fungao
da base {|k1)y; [k2)yo}:

W(r)) = [coseeq 19)119), + esentsen® (3 ) lg), le),
?senfcos? ( ) ] 10)4110) 45
—gez sendsen (7) |g)y 1905 (10} [y — 11 0] (4.41)

Note que a evolugao temporal do sistema, sob as condigoes indicadas em (4.30) e
para o estado inicial (4.38) é independente da constante de acoplamento A entre as
duas cavidades. Isto ocorre porque o acoplamento entre as cavidades se encontra em
um nivel de saturacao, onde as variagoes no valor de A dentro das restricoes dadas
em 4.30 nao provocam mudancas significativas no sistema.

Nos instantes de tempo 7 = (2n + 1) o estado do sistema ¢ dado por:

[W1) = |g); [cost |g), + €send [e),] [0}y, 10)ss - (4.42)

onde v = ¢ — (2n + 1)=2%.

Se nés temos a condl(;ao wa/g = 2l (I inteiro), o estado do 4tomo 2 nos instantes de
tempo 7 = (2n+1)7 (n =0, 1,2...) é exatamente o mesmo estado de superposi¢ao do
atomo 1 no instante inicial, ou seja, obtemos a transicao desejada para a transmissao
do estado quantico.
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Se esta condicao nao for satisfeita haverda uma diferenca na fase relativa do estado
de superposicao transmitido. No entanto, é possivel obter o valor do angulo ¢ a partir
de a em (4.42) se soubermos os valores de w, (frequéncia dos dtomos) e g (constante
de acoplamento atomo-campo).

Para estudar como o sistema evolui para este estado, observamos a evolucao
temporal da fidelidade do estado do sistema [40] com relacao ao estado |¥;) em
funcao dos parametros € e ¢ que definem o estado inicial:

Fi(1) = {(¥q|¥(7))| = cos*0 + sen*sen* (%) (4.43)

+1sen? (20) sen? () cos [% (T—(2n+1) )] :

A fungdo Fi indica a proximidade do sistema com o estado desejado |¥y), assu-
mindo o valor 1 quando o sistema se encontra neste estado e valor 0 para um estado
ortogonal a ele. Note que o valor de F} na equacdo (4.43) é independente da fase
relativa ¢.

Primeiramente, observamos a evolucao temporal de F; em funcao do angulo 6 que
determina o médulo dos coeficientes do estado quantico a ser transportado. A partir
da equagao (4.43) obtemos o resultado apresentado na figura 4.6 no caso w,/g = 16
ep=0.

Vs "'w'\'\\
:'," ".'." &’\\ |\‘|\\\ \\\\“
‘s \\\\\ \\\ \“‘\\\“\\\

R

‘\\“\\\\\\\\\

N
\\‘v
‘h

Figura 4.6: Fidelidade do sistema com relac¢ao ao estado |W) em func¢ao do tempo
normalizado 7 = gt e . Os resultados foram obtidos com w,/g =16 e ¢ =0

Como esperado, esta fidelidade é 1 no instante 7 = 7 para qualquer valor do

angulo #, indicando o transporte de todos os possiveis estados de superposicao do
atomo 1 para o atomo 2.
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Em 6 = 0 o sistema estd inicialmente no estado fundamental e permanece neste
estado ao longo do tempo. Como neste caso |V;) = |¥q) é 6bvio que a curva para
F; é uma linha reta no valor 1.

Para 6 = 7/2, onde o dtomo 1 estd inicialmente no estado excitado, a curva
aumenta a partir do valor zero para o valor maximo de forma suave. Este compor-
tamento é o mesmo para qualquer valor da fragao w,/g.

Para outros valores de 6, a funcao F; apresenta algumas oscilagoes antes de atingir
o valor 1. A frequéncia destas oscilagbes aumenta com o valor da razao w,/g. Isto
pode ser observado na figura 4.7 onde comparamos os resultados para w,/g = 10 e
wa/g = 100 no estado inicial com 6 = /4 e ¢ = 0.

(a) (b)

0.8

0.6

B

0.4

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
T T

Figura 4.7: Fidelidade do sistema com relagao ao estado |W;) com 0 = w/4 e ¢ =0
em funcao do tempo normalizado 7 = gt para: (a) w,/g =10 e (b) w,/g = 100.

Devemos notar que a frequéncia de transicao atomica e a frequéncia dos modos
das cavidades sao muito maiores comparados com a constante de acoplamento dtomo
campo (w,,w >> g) para montagens experimentais envolvendo cavidades dpticas.

Estudamos também a fidelidade do sistema relacionada a seu estado inicial, re-
presentada pela funcao:

Fo() = [(To|¥(7))| = cos*@ + sen*Ocos* (%)

+1sen? (20) cos? (%) cos (%T> ' (4.44)

2

As defini¢oes sao andlogas a funcao Fi, lembrando que neste caso o sistema se
encontra em seu estado inicial quando Iy = 1 e em um estado ortogonal a |¥y)
quando Fy = 0.
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Podemos observar na figura 4.8 que, nos instantes de tempo 7 = (2n)7 a fungao
Iy atinge o valor 1 para qualquer 6, ou seja, o sistema retorna a seu estado inicial.
Isto indica uma dinamica de troca entre os dois a&tomos, que repete com periodo 2.
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Figura 4.8: Fidelidade do sistema com relagdo ao estado inicial |¥y) em fungao do
tempo normalizado 7 = gt e §. Os resultados foram obtidos com w,/g =16 e ¢ =0

4.2.3 Transferéncia de Estados Quanticos sob Dissipacao

Uma vez determinadas as condicoes para se obter a transmissao do estado quantico
entre os dois atomos, devemos verificar a eficiéncia do processo quando o sistema esta

em contato com o ambiente.
Desta vez incluimos no sistema os efeitos de dissipagao causados pela emissao

espontanea dos dois atomos e as perdas das cavidades, onde consideramos que cada
parte do sistema interage com reservatoérios diferentes, representados como um banho
de osciladores harmonicos. Logo, o Hamiltoniano do sistema global pode ser escrito

COmo:
Hr = Hs + Hr + Hsg, (4.45)

onde Hg é dado em (4.28), Hr é o Hamiltoniano do ambiente, dado como

4 4
—S H =Y Rl
j=1 j=1 i

(4.46)
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e o Hamiltoniano de interacao entre o sistema e o reservatorio é:
Hsp = (z}lri n iﬂrl) + (zsgr; + z;;rQ)
n (&1_3; n &1+r3> + (&Q_FL + &2+r4) : (4.47)

na qual temos T'; = 37, hgijhi;.

A partir deste ponto é mais conveniente descrevermos o sistema através do for-
malismo do operador densidade, cuja evolugao temporal, para reservatorios a tem-
peratura T" = 0, é dada pela equagao mestra abaixo:

d 1~ -t an
a _ it .
ZP(t) - [Hac,p(t)] +i_§12 5 (Qbm( )bl — blbip(t) — p(t)bzbz>
K
+ — (20,_p(t)oir — oiroi_p(t) — p(t)oiroi), 4.48
z:§1,2 5 + voip(t) = p(t)oiroi) ( )

onde p(t) é o operador densidade do sistema, 7 é a taxa de decaimento da cavidade
e k € a taxa de emissao espontanea.

Para simplificar o problema, assumimos que as duas cavidades tém a mesma taxa
de decaimento v e que os atomos possuem a mesma taxa de emissao espontanea k.
Em funcao dos modos normais BZ (1 =1,2), a equagao mestra tem a mesma forma
que em (4.48):

A A

) = _% Hac, ()] + 3 2 (2Bip(t) B = B Bip(t) — p(t) BI B;)
£ 5 Qo pl(t)o —oroiplt) — p(t)orsorr). (4.49)

Em seguida, projetamos a equacao na base de autoestados de energia do Hamilto-
niano livre. Desta forma, a equacao mestra estard definida em funcao dos elementos
de matriz do operador densidade, que representaremos com a seguinte notagao:

Mo v = Gl Gl bl Uga 00 171 15)2 1K)y 1) 2 (4.50)

onde k,[,K',I'=0,1,2,3,... ei,j,i'j = g,e.
Considerando o estado inicial (4.38), os elementos de matriz ndao nulos em ¢ = 0
sao:
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0,0 0,0 Lip
M3%570(0) = cos® 6; M2 (0) = e~ sin 6 cos 0;

. 4.51
Mfib(i’?(O) = €' sin 6 cos 0; M:g”é)”g(O) = sin® . (4.51)

Sob a condicao inicial acima, a equacao mestra nos leva a trés conjuntos de
equacoes diferenciais acopladas:

Conjunto I:

1
dt €g,0,0 \/5 99,0, 2 €g,0,0 )

0, ing 0, 0, Y 2 799.0,0 /41 .
%Mé’é’é’? (t) = 7 (M2 () — Mg ()] — §M55(?f (t);
K

Mgg,O,O(t) _ —@Mgg’o’()(t) _ _M9970,0(t)7 (452)

dt ge,0,0 \/§ g9,0,1 2 ge,0,0
Conjunto II:
GV = ~TLarmie) - Azl
%Mfi’c?:&(ﬂ = —i%] [Mi05(t) = MiySa(n)] — S Mgy (o)

d e an K e
@Mggg,’g,’g(t) = EMgggg(g)(} (t) — §M59,’3,’8(t)a (4.53)
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Conjunto III:

d
7 Mo @)

d eg,0,0
%Mei’ob (t)

d
aMfg}qgol( )

“79 ,0,0 ,0,0 0,1 0,1 0,14y,
\/5 [Mggo () — Mgegg,o,l (t) — Mgg,o,o (t) + Mggio,o (t)} - ’YMggg,O,l (t);
Z/r]g MEQ 0 0 M997071 M697070 .

[ 99,0, 1( ) — 4¥eg,0,0 (t)} — KiMeg0.0 (t)’

V2

”79 €900 1,
[MeggOO( ) -

V2

Mg o)) = M ()

ge,0,0
Meg,O,O ( ) g99,0,1 eg,0,0
2

d | eg00 NG 1 reg0,0 €9,0,0 0,1 K+ 00
%Mgg:o,’l () E [Meg,’ofo (t) — Mgéq,’o,’o( ) — Mfﬁ,a ) (t )} Ty Mgg,’ofl (t);
d Mge,O,O ¢ ”79 MggO 1 Mge ,0,0 Mge,O,O 1)

at eg,o,o() \/5[ eg00<)+ 901()}_"1 eg,0,0()’

d | eg00 “79 g,0,0 0,1 g,0,0

EMgg;O;O (t) = \/5 {M 370 0 () + Mgg,b,b (t)] - “Mggfo,b (t);

d 0,0 ing €,0,0 €,0,0 0,1 R+ 7, ge00
%Mgg,’ofl (t) = _E [Méqe:O:O (t) — M550 (t) — Mosoy (t )] Ty Moo (t);
d 0,1 ing €,0,0 €9,0,0 0,1 kK+7 0,1
%Mgib,b (t) = E [nge,’o,’o (t) = Myloo(t) — M35y (t)] Ty M52 (1);

d 0,0 ing 0,1
_Mgg:,’o,’o (t) = = [Mgéq,[),0< )
dt V2

E, por tdltimo, temos o elemento de matriz do estado fundamental, definido em
funcao da solugao das equagoes anteriores:

MgeOO( >:|

g99,0,1

— KMESoo(t). (4.54)

t
,0,0,0 ,0,0 0,0 0 1 0,0 o
M350 (t) = / dt’ {H[Mee[?oo( )+ M (t )} YMIS 0 (' }+M55,000
0
(4.55)
As equacgoes nos conjuntos I a III formam conjuntos de equagoes diferenciais
ordindrias a coeficientes constantes. Cada conjunto de equacoes pode ser resolvido
se for escrito na forma matricial:

%w) BM (1), (4.56)

onde M é um vetor contendo os elementos de matriz MZ,JJ,k }i,J, de cada grupo e B ¢
sua respectiva matriz de coeficientes.

A matriz B é diagonalizavel, logo a solucdo de (4.56) pode ser escrita em fungao
de seu valores iniciais:

63



M(t) = Exp[Bt] M(0), (4.57)

Em cima da expressao (4.57) montamos uma rotina no programa MATHEMA-
TICA para obter a sua solu¢ao numericamente para cada estado inicial do tipo (4.38).
Uma vez obtida a solucao dos conjuntos I a ITI, podemos encontrar M, 55”87’(?”8 (t) usando
a equagao (4.55).

Para definir a fidelidade do sistema com relagao ao estado transportado consi-
deramos, em primeiro lugar, o operador densidade reduzido na base definida pelos
dois atomos, que é obtido através do trago parcial com relacao as variaveis das duas
cavidades:

Treica {p(7)} = Z (1] g1 (Kl g P(T) ) 1 [K) po- (4.58)
ik
A partir do operador densidade reduzido (4.58), definimos a fidelidade de trans-
missao como:

F(r) = (Va|Trerica {p(7)} [Wa) (4.59)

onde |U,) = |g1) [cosh |g2) + ¢'?send |e2)] é o estado dos dois dtomos se o transporte
do estado atomico é concluido.

A eficiéncia do processo vai ser dada como a média da fidelidade de transmissao
sobre todos os estados iniciais possiveis, i.e., a média sobre todos os valores dos
parametros 6 e ¢:

F(r) = (F(1)p4 (4.60)

A funcao acima foi calculada numericamente no instante de tempo 7 = m, quando
se espera que a transferéncia do estado quantico ocorra (F(7) = 1 sem a dissipacao).
No caso em que v = k = 1072¢ o valor obtido foi F' ~ 0.994, indicando que o estado
final ainda é bem préoximo do esperado, ou que o processo ainda é confiavel sob estas
condicoes. Agora, quando consideramos v = k = 10~3¢ obtemos F = 0.999, ou seja,

o efeito da dissipacao é desprezivel a partir deste ponto.

4.3 Geracao de estados de Bell utilizando cavida-
des acopladas

Nesta secao apresentaremos propostas para a geragao de estados maximamente ema-
ranhados [41] entre dois 4tomos utilizando campos eletromagnéticos acoplados. Nes-
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tas propostas utilizamos duas cavidades acopladas por uma fibra 6ptica, onde po-
demos ter um atomo atravessando uma das cavidades ou dois dtomos atravessando
simultaneamente cavidades diferentes. Este trabalho foi realizado em conjunto com o
aluno Bruno F.C. Yabu-uti e os resultados desta se¢ao também podem ser conferidos
em sua tese de mestrado [42].

4.3.1 Evolugao temporal do sistema

Para as cavidades acopladas utilizamos o modelo apresentado na se¢ao 3.2, onde
consideramos que apenas um modo da fibra interage efetivamente com as duas ca-
vidades. A interagao entre o dtomo (de dois niveis) e sua respectiva cavidade segue
o modelo de Jaynes-Cummings. Com isso podemos determinar a evolugao temporal
do sistema em duas situagoes:

Atomo de dois niveis atravessando a cavidade j (j=1,2):

O Hamiltoniano do sistema durante a travessia do atomo é dada por:
O = hurblby + hwnlils + . + hg (b, + b}
H = 10101 + 222+70z+ g<j0++ j0'_>

+hBete + [c (B{ + Bg) + et (81 + Bz)} , (4.61)

onde l;j e b; (1 = 1,2) sao os operadores de criagdo e destruicao correspondentes a
cavidade 7, w; é a frequéncia da cavidade i, w, é a frequéncia atomica, o, e o_ sao
os operadores atomicos de levantamento e abaixamento, e g é a constante de acopla-
mento entre o atomo e a cavidade j. A constante \ é a constante de acoplamento
entre as cavidades e a fibra éptica.

Como foi feito na secao 3.2, o Hamiltoniano descrevendo as duas cavidades e
a fibra 6ptica pode ser diagonalizado no caso ressonante(w; = wy = 3 = w), se
descrevermos o sistema em funcao de novos operadores dados por [15]:

0Z1:%<51+52+\/§é>; J2:%<31+52—\/§é>;

do =25 (b — ).

Utilizando a representacao de Interacao e a transformacao acima, nés obtemos o

(4.62)
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seguinte Hamiltoniano de interacao:

2

- 1 . 5 ; 7

H}]) _ hg [5 Z (6—Z(Qk—wa)t0-+dk -+ 6Z(Qk_wa)t0'_d1];:>
k=1

1y

V2

onde ;9 =w =+ V2\ e Q3 = w sdo as frequéncias dos modos normais associados aos

+ (e—i(Qs_wa)tO_+Ci3 + 6i(Q3_wa)t0d\g>:| , (463)

operadores dl, dy e d3
Por fim, utilizamos a aproximacao de ondas girantes sob as condicoes:

() w e~ we >> V2N (i) V2A >> g. (4.64)

Desta forma, os termos multiplicando as exponenciais v/2\ >> ¢ sdo eliminadas
adiabaticamente, resultando na expressao abaixo:

Y = (-1)711g (a+c23 + a_o@) . (4.65)

Considerando cavidades acopladas diretamente pela sobreposicao dos dois cam-
pos pode-se observar que a expressao acima tem a mesma forma do Hamiltoniano
de interagao (4.10), obtido na segao 4.1. De forma andloga, obtemos a partir do
Hamiltoniano (4.65) o operador de evolug¢ao temporal do sistema:

UI(J)—COS(\[ dgd)| ) (e |+cos<\f de3)Ig><\

sen 3 j‘;, 1 . 5 sen ! 3
(=1 )mszM lg) (e] + (=1)7Yidy onl v ) le) (gl -

\/dsd} Vdlds

Dois atomo de dois niveis atravessando cavidades diferentes:

(4.66)

Neste caso, o Hamiltoniano durante a travessia dos dois dtomos é dado por:

2

er Bw A A
Hg = Z |:hWib;‘rbz’ + Tam’z + hg (bing + bj»a)}

i=1

hpete + b [c (z}{ + 13;) +éf (131 + 82)] , (4.67)

onde consideramos que os dois atomos tém a mesma frequéncia w, e a mesma cons-
tante de acoplamento atomo-campo g.
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Novamente reescrevemos o sistema em fungao dos operadores d; (j = 1,2,3) e
utilizamos a aproximagao de ondas girantes nas condigoes (4.64) para obter o seguinte
Hamiltoniano de interagao:

~ hg R N hg R R
1)+(2
H} )+(2) — E d30’1+ + dggl_i| — E |:d30'2+ + ngQ_ . (468)

Pode-se notar que a expressao acima é equivalente ao Hamiltoniano (4.29) obtido
na secao 4.2 utilizando cavidades acopladas pela sobreposi¢ao dos modos das duas
cavidades. Da forma andloga, a evolugao temporal para esta situacao é determinada
resolvendo a equagao de Schrodinger na representacao de interacao:

i

d | 1)+(2)
—\Ift>_ '
dt‘ (*) Bt

\i/(t)> (4.69)
onde ’\if(t)> é o estado do sistema no tempo t (na representagao de Interagao).
Anélogo ao que foi feito na secao 4.2, nés consideramos que a solugao geral da

equagao de Schrodinger tem a seguinte forma:

o0

B(0) = S0P lobla)s + O (D)]a) le),

=0

+C(t) )1 19)y + C7(t) le)y le)o] 1) g3 (4.70)

onde os coeficientes obedecem o conjunto de equagoes diferenciais abaixo:

d ) L e e
%Clgg(t) = _29\/; [Cliql(t) - Clg—1<t>] ;
d 1

FO = 0 [VI=1Ci530) ~ VICP ()]

GO0 = ——sg[ViCE ) —VT=T0r()]

SOE) = iy [C ) - G )] (4.71)

Podemos notar na equagao (4.68) que os modos d; e dy nao tem participagao
efetiva no Hamiltoniano de interacao. Por esse motivo esses modos foram desconsi-
derados da solugao (4.70), pois eles permanecem em seus estados iniciais durante a
evolucao temporal do sistema.
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4.3.2 Geracao dos estados de Bell

Uma vez estabelecidas as equagoes para a evolucao temporal do sistema, passamos
a analisar o emaranhamento entre dois atomos interagindo com as duas cavidades
acopladas opticamente. Como resultado foi possivel elaborar dois procedimentos
relativamente simples para gerar estados de Bell entre dois atomos de dois niveis:

Método 1: Atomos passando sucessivamente nas cavidades

Cavity 1 Cavity 2

1

[ ]
Atom 1

Figura 4.9: Etapa 1: passagem do atomo 1 (estado excitado) através da cavidade 1.

A primeira etapa deste método consiste em passar um tnico atomo (atomo 1) na
cavidade 1, com o objetivo de gerar um estado atomo-campo maximamente emara-
nhado. Inicialmente, o 4&tomo 1 se encontra no estado excitado e os modos do campo
(cavidades e fibra éptica) estao no estado de vécuo:

[W(0)) = le)1 10)41 [0)42 10}, = [€)1 [0} g5 - (4.72)
Aplicando o operador de evolugao temporal (4.66) com j = 1 no estado inicial

acima, nds obtemos o estado do sistema apdés um tempo de interagao ¢; (na repre-
sentagao de interagao):

gtq gt1

(W(ty)) = COS(E) €)1 10) 45 — isen(ﬁ) 191 (D) gs - (4.73)

Pode-se notar que para um tempo de interacao gt; = 7T/2\/§7 o atomo e o modo
normal ds estarao em um estado maximamente emaranhado:

1

2 (l9), |1>d3 —ile), |O>d,3) |0>d1 |0>d2' (4.74)

(gt = m/2v2)) =
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Também podemos ter outro estado maximamente emaranhado para gt; = 37/ 2V/2:

Flgts = 37/2V2)) = = 19), Do + 11D 00s) ) 0= (475)

Cavity 1 Cavity 2

|

[ ]
Atom 2

Figura 4.10: Etapa 2: passagem do atomo 2 (estado fundamental) através da cavi-

dade 2.

Depois do dtomo 1 atravessar a cavidade 1, nés enviamos outro atomo (&tomo
2), preparado inicialmente no estado fundamental, através da cavidade 2. Agora
utilizamos o operador de evolugdo temporal (4.66) com j = 2 (e atuando sobre
o atomo 2) para obter o estado do sistema apés o tempo de interacao ty entre a
cavidade 2 e o segundo atomo:

gty gta

(W(ti,ta)) = COS(E)|€>1|9>2|0>—isen(g—\/t%) [COS(E) 19)119)2 1)

risen(Z2) o) e, |o>} | (4.76)

Podemos observar que, assumindo tempos de interagao com valores gty = 7/ 22
e gty =7/ V2, n6s obtemos um dos estados de Bell:

W) = % (1)1 1eds + les 19)) - (4.77)

E importante notar que outro estado de Bell pode ser gerado escolhendo gt; =

37r/2\/§ e gty = 7r/\/§:
(War) = % (19)1 le)y = le)y 19)s) - (4.78)
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Este procedimento é equivalente ao processo onde dois atomos atravessam suces-
sivamente uma unica cavidade para criar um par maximamente emaranhado. No
entanto, no nosso caso utilizamos duas cavidades separadas espacialmente, o que
permite o emaranhamento de atomos em localizagoes remotas.

Método 2: Dois atomos passando simultaneamente em cavidades diferen-
tes

Cavity 1 Cavity 2

1

]
Atom 0

Figura 4.11: Etapa 1: passagem do atomo 0 (estado excitado) através da cavidade 1.

O primeiro passo deste método é o mesmo do anterior, onde passamos um atomo
preparado no estado excitado (dtomo de prova) através da cavidade 1. Os modos
das cavidades e da fibra estao inicialmente no estado de vacuo:

[W(0)) = le)g [0)4,10)45 10}, = [€)g [0) g5 - (4.79)

A aplicacdo do operador de evolugao temporal (4.66) com j = 1 nos leva ao
estado (4.73) apds um tempo de interagao ¢;. Desta vez deixamos o dtomo interagir
COm O campo por um tempo gt; = 7T/\/§, levando o sistema ao seguinte estado:

[9(r/V) = = 1a)y (1Lia 00 = 1001 [13z) © ), (4.80)

Em seguida outros dois atomos, ambos no estado fundamental, sao lancados
simultaneamente em cavidades diferentes. Como as duas cavidades estao no estado
de Bell depois da primeira etapa, o estado do sistema no inicio da segunda etapa é
dada por:

[9"(0)) = 19)119)2 75 (s 10012 = 10}y [1)2) © [0). - (4.81)
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Cavity 1 Cavity 2

! 1

] o
Atom 1 Atom 2

Figura 4.12: Etapa 2: passagem dos atomos 1 e 2 (ambos no estado fundamental)
através das cavidades 1 e 2 respectivamente.

Nesta segunda etapa, a evolucao temporal do sistema segue as equacoes diferenci-
ais dadas em (4.71). Resolvendo este conjunto de equagoes diferenciais para o estado
inicial (4.81) nds obtemos, para um tempo de interagao to:

[W(ta)) = %Sen (gt2) [l9)1 e}y = [e)1 19)5]10) + cos (gt2) [9); 19)5 1) (4.82)

Se o tempo de interagao for gty = m/2 o sistema se encontra no estado:

W (r/2)) = % 19}, 1€)s — 1€}y 19} 10} . (4.83)

onde omitimos uma fase global i = ¢'Z.

Podemos observar que os estados do campo estao separados dos estados dos dois
atomos que se encontram em um estado de Bell. Desta forma, podemos concluir
que foi obtida a geracao de um estado maximamente emaranhado dos dois atomos
quando eles deixam a cavidade.

Este esquema ¢é similar a proposta feita por Gerry [43] usando duas cavidades
desacopladas. Neste trabalho, o emaranhamento entre as cavidades na etapa 1 foi
obtida injetando um atomo de dois niveis através das duas cavidades. Como em nosso
método o atomo da etapa 1 atravessa apenas uma cavidade, o tempo necessario para
emaranhar as duas cavidades ¢ menor do que o tempo utilizado no trabalho de Gerry.

Em um trabalho recente, Zhang et. al. [32] propuseram um esquema para
criar um par maximamente emaranhado de multiplos dtomos usando duas cavidades
conectadas por uma fibra optica. O esquema envolve a interacao simultanea dos
multiplos atomos, tratados como particulas idénticas, com o sistema de cavidades
acopladas. A comparacao entre os resultados obtidos neste método e os desta secao
podem ser vistos na tabela 4.1.
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Simultaneamente Zhang et. al. Our scheme
Constante de acoplamento | go = (ﬂ:l + \/5) g1 g1 = go
Tempo exigido gt=7m/V/2+V2 | gt = (1+\/§) /21
Estado gerado 1/V2(ge) £ leg)) | 1/v2(|ge) — leg))
Successivamente Zhang et. al. Our scheme
Constante de acoplamento - g1 = go
Tempo exigido - gt=A4F1)71/2V2
Estado gerado - 1/v/2(|ge) £ leg))

Tabela 4.1: Comparacao entre Zhang et. al. [32] e o esquemas utilizados aqui.

Utilizando N atomos o procedimento de Zhang et al. apresentou uma diminuicao
de fator 1/ v/N no tempo necessério para completar o processo. No entanto, existem
dificuldades operacionais em aplicar este modelo, uma vez que ele utiliza constantes
de acoplamento atomo-campo com razoes irracionais entre elas. Além disso, temos o
problema de limitacao no nimero de atomos que podem ser colocados em uma tnica
cavidade sem que eles se acoplem.

4.3.3 Geracgao dos estados de Bell com dissipacao

Nesta segao investigamos a influéncia da dissipacao nas propostas de geragao de
estados de Bell apresentadas anteriormente. Esse efeito de dissipagao ocorre prin-
cipalmente devido a emissao espontanea dos atomos e ao vazamento de fétons das
cavidades e da fibra. Com este objetivo, nds analisamos a equacao mestra do sistema
para cada um dos métodos apresentados. Nao vamos apresentar aqui a solucao deta-
lhada da equacao mestra em cada etapa, uma vez que o procedimento para resolve-la
é analogo ao que foi utilizado na segao 4.2.3.

Dissipacao no Método 1

Como ja sabemos, este método consiste em passar o primeiro atomo na cavidade 1
(etapa 1) para, em seguida, lancar o segundo atomo na cavidade 2 (etapa 2). O
estado inicial do sistema antes da etapa 1 é dada em (4.72). O operador densidade
do sistema na etapa 1 obedece, em funcao dos modos normais dy, dy e d3 a equagao
mestra abaixo:
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% T [Hl(l),p(l)(t)] +%<2d},p(1)(lt)dT didsp™(t) — p! ()de:a)
)

i
h

+g (201 pV(t)ory — o101 p V() — PV (B)o1 101 ) (4.84)
onde p é o operador densidade do sistema na etapa 1, x é a taxa de emissdo
espontanea, v e [ sao respectivamente as taxas de decaimento da cavidade e da
fibra.

Os modos do campo correspondentes aos operadores d; e ds nao tém participacao
efetiva na evolucao unitaria do sistema, como ja foi indicado na secao anterior. Além
disso, estes modos estao em seus respectivos estados estacionérios (estado de vécuo)
para os estados iniciais utilizados na se¢ao 4.3.2, o que significa que seus estados
nao sao afetados pela dissipagao do sistema. Por estas razoes, nds descartamos na
equagao (4.84) os termos contendo exclusivamente os operadores ds e d3, uma vez que
estes modos irao permanecer nos respectivos estados de vacuo durante toda evolugao
temporal do sistema.

Logo apés o primeiro atomo (dtomo 1) deixar a cavidade iniciamos a segunda
etapa, onde outro 4tomo (dtomo 2) entra na cavidade 2. Considerando que o primeiro
atomo interage com a cavidade em um intervalo de tempo ¢t = t;, temos que o
operador densidade do sistema no inicio da segunda etapa é dado por:

p®(ta = 0) = pV (1) @ |g), (g1, - (4.85)

Com a inclusao do segundo atomo, a equacao mestra do sistema tem a forma
abaixo:

d - V(s S s
o) = = AP0 (0)| + o (2dsp® (1) — didsp® (t2) — p (t2)d}ds )

dt
+) g (205 p®(ta)oiy — 0ivoi p®(ts) — p®(ta)oiroi ).  (4.86)
i=1,2

A eficiéncia do processo serd dada pela fidelidade dos dois atomos com relagao
ao estado de Bell:

F+ = (Y| Treircs (p) [¥+) (4.87)

onde Treorres (p) € o trago parcial do operador densidade sobre as varidveis do campo,

e |the) = 1/V2(|g1. e2) & |e1, g2)).-
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Para k = v = 0.01g, usando os intervalos de tempo gt; = 7/2v/2 e gty = 7//2,
obtemos F, = 0.983. Com os intervalos de tempo gt; = 37/2v/2 e gty = 7/+/2 temos
F_=0.972.

Dissipacao no Método 2:

Na primeira etapa deste método passamos um dtomo de prova (dtomo 0) através

da cavidade 1. Logo, a equacao mestra nesta etapa tem a mesma forma que a equacao
dada em (4.84):

d 1 [~ A A A SN
2o = = [AT 00| + 2 (2dsp® (1)} — didsp (1) = p (1)} ds )
KR
t3 (200-p™ (t) g0+ — o0100-p M (t) — pM (t)o0s00-) . (4.88)

Apo6s a saida do a&tomo de prova lancamos dois dtomos no estado fundamental para
que cada um atravesse simultaneamente cavidades diferentes. O operador densidade
do sistema no inicio desta etapa é dado por:

pP(ts = 0) = pM(t1) @ [g), (9], ® |g), (gl, - (4.89)

A equacao mestra apos a entrada dos dois atomos é dada por:

d i 5 gt itd
e [ @)@ ]+% (ngp(z)(tz)d;ﬁ—dgdsp(”(tz)—0(2)(t2)d§d3)

dt
+ (20Z t2 Oiy — Ji+ai_p(2)(t2) - p(2)(t2)ai+0i_). (4.90)

1=0,1,2

(R =X

Para este método temos apenas a geracao do estado |i_). Considerando nova-
mente k = v = 0.01g, usando os intervalos de tempo gt; = m/v/2 e gty = 7/2 e sem
intervalo de tempo entre as duas etapas, nés obtemos F_ = 0.981.

Os treés valores obtidos apontam a possibilidade de gerar experimentalmente esta-
dos maximamente emaranhados com fidelidade acima de 0.97. Considerando apenas
a geragao do estado ¢, ) no método (i) e a geracao do estado [1)_) no método (ii)
podemos dizer que os dois estados de Bell podem ser gerados com fidelidade acima
de 0.98.

Em experimento envolvendo atomos de césio em cavidades épticas as taxas de dis-
sipacao sao préximas aos valores utilizados nas simulagoes acima, como no trabalho
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por Spillane et. al.[44], onde foi obtido g/max(k,~) = 165 em uma microcavidade
toroidal.

Para a fibra éptica, um acoplamento perfeito fibra-cavidade (eficiéncia acima de
99,97%) pode ser realizado [37]. Além disso, no regime v >> g somente o modo
normal d3, independente do modo da fibra, estd interagindo com o atomo. Logo,
podemos dizer que que a geracao dos estados de Bell nao é afetada pelas perdas da
fibra.

Outras fontes de erro que podem ser relevantes na montagem experimental destes
procedimentos sao: i) Erro durante a preparagao dos estados iniciais; ii) O acopla-
mento d4tomo campo nao surge subitamente como foi feito no modelo; iii) Dispersao
nas velocidades dos atomos; iv) Flutuagao do acoplamento dtomo-campo devido a
posigao do 4tomo no interior da cavidade; v) Absorgao na fibra dptica; vi) Excitagao
dos modos normais associados a d; e dy, cuja participacao foi desprezada nos Hamil-
tonianos (4.65) e (4.68).
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Capitulo 5

Comunicacao entre ions
aprisionados em cavidades
acopladas por uma fibra o6ptica

Neste capitulo apresentamos um modelo envolvendo duas cavidades idénticas co-
nectadas por uma fibra optica, onde cada cavidade estd interagindo com um fon
aprisionado em uma armadilha de Paul [9, 10] (ver figura 5.1). Os resultados obtidos
do modelo sao referentes a area de comunicacao quantica, onde procuramos obter
a transmissao de estados de 2-qubits a partir dos graus de liberadade (interno e de
movimento) do fon 1 para o fon 2, localizado na outra cavidade. Estes resultados
ja foram publicados e também podem ser conferidos no Journal of Physics B de
Fevereiro de 2008 [45].

Cavity 1 Cavity 2
Ton1 1 Ton2

Figura 5.1: Representacao esquematica de um sistema formado por duas cavidades
acopladas por uma fibra 6ptica, cada uma interagindo com um ion aprisionado de
dois niveis.
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5.1 Evolucao temporal do sistema

Para as cavidades acopladas, nds consideramos o modelo apresentado na secao 3.2,
onde foi aplicado o “limite de fibra curta” para reduzir o problema a uma fibra de
um unico modo acoplando as duas cavidades.

Se os fons tém a mesma frequéncia de transi¢ao atomica w, e frequéncia de os-
cilagdo v, o Hamiltoniano do sistema é dado por:

717 ~ h‘-")a 717 AT A hwa
Hs = hwblby + hvala, + — o1+ hwbbby + hvalay + 02

2
, (o b, Al a
+hg ; (0ir +0i2) (bZ + b1> coS [77 <az + az) + ¢]
hBetE + A [c (6} + 13;) +ét (131 + 132)] , (5.1)

onde l;j e lA)Z sao os operadores de criacao e aniquilagao correspondentes a cavidade i,
d;r e a; sao os operadores de criacao e aniquilacao da excitacao vibracional do fon 1,
¢t e ¢ sao os operadores de criacdo e aniquilacdo correspondentes ao modo da fibra
com frequéncia 3, o, e g;_ sao os operadores levantamento e abaixamento do fon
i, w; € a frequéncia da cavidade i, e g é a constante de acoplamento entre o fon 7 e
o campo da cavidade i, n = 2wag/L¢c é a constante de Lamb-Dicke, dada em funcao
da largura do poco quantico ag e do comprimento de onda Lo do modo da cavidade
e ¢ é a fase dependente da posicao do centro da armadilha com relagao ao campo da
cavidade.

As primeiras duas linhas do Hamiltoniano (5.1) descrevem as duas cavidades, os
graus de liberdade dos dois fons (estado interno e o movimento vibracional) e suas
respectivas interacoes [9]. A terceira linha estd relacionada com o modo da fibra e
sua interacdo com as duas cavidades [18].

Da segao 3.2, sabemos que no caso ressonante (w; = wy = [ = w) é possivel
diagonalizar o Hamiltoniano que representa a interacao entre as cavidades e a fibra
éptica se descrevermos o sistema em fungao de novos operadores dados por [15]:

&1:%@1‘1‘824-\/56); 622:%@1—1-82—\/56)%
d3:%<81—82>.
No regime de Lamb-Dicke (n << 1), onde a amplitude de oscila¢ao do ion é muito

pequena comparada com o comprimento de onda do campo na cavidade, a funcao
cosseno na equagao (5.1) pode ser escrita como:

(5.2)
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CoS [7) (dj» + &1') + qﬁ} ~ -1 <&I + &i> sin ¢

2(1+2afa, a2+ (a (5.3)
. [1 _ P(1r2aa) (am;(al)?] cos 6.

2

No regime de Lamb-Dicke e em funcao dos novos operadores, o Hamiltoniano
pode ser reescrito na forma abaixo:

Hy = 3> b dk+2{hya G + Mg,

k=1

+hg (0iy + 04) [dT +do +db+ dy + (—1)H1V/2 (5} + b) (5.4)
2 aTai al a; ~ ~ .
X [(1 _ 1 (1+22 fa) ¢ 1)2;( 02) cos ¢ — 1 <aj —|—ai> sin ¢ },

onde ;o =w =+ V2\ e Q3 = w sdo as frequéncias dos modos normais dy, ds e ds.
Considerando que o Hamiltoniano livre do sistema é dado por:

Z hdldy, + Z hvala; + ozz, (5.5)

temos, na representacao de interacao, a seguinte expressao para o Hamiltoniano de
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interagao H; (= Hg — Hp):

H[ = G%HOHIB_%HO

2

l+1 . A, . A,
= hg Z { Ccos ¢ (1 - % (1 + 2&}@-)) (ez(“_w“)tai_dg + ety dl + h.c.)

—7nsin ¢ < wtwatv)t JHaTdT + gilwtwa—r)t Jz+ald3 + h.c. )

—nsin ¢ ( Uwa—w=v)t O'1+(12d3 + elwa—Qktv)t aHang + h.c. )

2
—% Cos ¢ < iwatwt2)te, (G1)2d} + el @ate2)tg, a2df + h.c.)

2 Oqu( i(w— wa+2u)t (d;r)ch + 6i(w7wa72y)t0_i_&?cig + hC)
1< 2
+§ Z [cos ) (1 — % (1 + 2&3@)) <e’(Q’“_w“)tJi_d2 + eZ(Q”“’“)tUHdL + h.c.>
=1

—nsin ¢ <e (QpFwa+v)t UeraTdT + i ttwa—r)t Uz+azd + h. c>

—nsing (e Hwa= =)t 5 +azdk + etWa= At 5 aTd;C + h. c)

2

—% cos ¢ < Hwa e +20)t OH(dI)Q@ + ei(W”Q’“_Q")taH&fch + h.c.)
2

_% COS¢ < (Qk—wa+2v)t o (dI)ZCZL + ei(Qk—wa—QV)to-i_d?CiL + hC>:| } . (56)

Agora, aplicando a aproximacao de ondas girantes (RWA) sob as condigoes:

(1) w,wa >> V2N, 3v; ()N, v>>g;  (iii) V2\ — 3v >> g, (5.7)
Nos obtemos, na representacao de interacao, os seguintes Hamiltonianos:
A) Primeira banda lateral azul (w, —w = —v):
hy : -t 7 . it
= M0y () (oHaidg + Ui,aidg). (5.8)

B)Primeira banda lateral vermelha (w, —w = v):

~ 2 . ~ 7 AT 7
H; = \F;—%’r] Z (—1)Z+1 (O’H_aidg + O'i_(l;rd;;> . (59)
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A condigao (ii) corresponde ao regime onde a frequéncia de oscilagdo do ion e a
constante de acoplamento cavidade-fibra sao muito maiores que o acoplamento entre
os niveis internos do ion e sua respectiva cavidade.

Além disso, a condic¢ao (i7i) indica um regime onde a constante de acoplamento
cavidade-fibra é muito alta comparado com a frequéncia de oscilagao do fon. Esta
condicao é automaticamente satisfeita se A > 2v/2v.

Deve-se notar que os Hamiltonianos da primeira banda lateral azul e da primeira
banda lateral vermelha foram obtidos considerando ¢ = —m/2 (centro da armadilha
no antinodo do campo da cavidade).

Os modos do campo d; e d» ndo participam efetivamente nos Hamiltonianos (5.8)
e (5.9), permanecendo em seus estados iniciais durante a evolugdo temporal do sis-
tema. Por esta razao descartaremos estes modos da descri¢ao do sistema.

A evolucao temporal do sistema ¢é definida pela equagao de Schrodinger:

[ ¥0) = =5

onde ‘\Tf(t)> é o vetor de estado do sistema no tempo t (na representagao de in-

ﬁ;(t)>, (5.10)

teragao).
Para o caso A (primeira banda lateral azul) e considerando estados puros, o
estado do sistema é dado por:

> Z Z kl k2l > |g> +Clgf,k2(t) |9>1|€>2

+Cl§ik2(t) €)1 19), + Cry k2<t) ), |e>2} K1) a1 [K2) o |l>d37 (5.11)
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onde os coeficientes obedecem o conjunto de equagoes diferenciais abaixo:
GOHt) = T2 [VRF IO s
—\//@TCkikzﬂ,lq ] )
SO ania(t) = —“773 V=10 D0 g2l
[(k2 + 1)Ci 1o z(t)] ;
GO ® =~ [V T CH .,
—\/ [ = 1) (ke — )Ck1+1,k2+1,l—2(t)} ;
%CETH,MHJQ@ = Z\ZQ\/Z —1 [\/kl + 10 kay101(@)
Vb F 101 (8)] (5.12)

na qual |g); e |e); correspondem respectivamente aos estados fundamental e excitado

do fon j e |k) , sdo os estados de Fock do modo relacionado ao operador A (:I;l, by,
é,dAg, dl ou &2)

Para o caso B (primeira banda lateral vermelha), obtem-se da equacao de Schrédin-
ger que os coeficientes de (5.11) obedecem outro conjunto de equagoes diferenciais:

d ing ¢
dtCIgi]ml(t) = \/—\/_[\/_Ck!{ 1,k2,l1—1 )

—\/k’—20kik271,171 t) } )
d e ing ce
%Clgl,m—l,lq(t) = _E [ (l - 1)klck171,k271,172(t)
—V ik ClgikZ,l(t)] ;
d . g [
Eckil,kz,lq(t = [ Lk ngi] k2[
v l_1k2 Cm 1,k2—1,1—2 ):|7
d e _mg ge
%Ckl—l,kz—l,l—Q(t) \/— -1 [\/_Om k2—1,1—1 )
VG (1)] (5.13)
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Uma vez determinada a evolucao temporal do sistema, pode-se estudar a comu-
nicacao entre os dois ions através dos campos contidos na fibra optica e nas duas
cavidades.

5.2 Transmissao dos estados de dois qubits

Primeiro consideramos a situacao onde os niveis vibracionais e eletronicos do fon 1
estdo definidos na base {|g), |0),,,]€); 1), }:

[Wo) = [COSH 19)110)4; + €¥sinf [e), ’1>a1] 10051 10). 1045 19)2 10} 15 - (5.14)

Para este estado inicial nds aplicamos o Hamiltoniano correspondente a primeira
banda lateral azul (w, —w = —v). Neste caso resolvemos as equagoes diferenciais
dadas em (5.12) sob as condigbes iniciais:

Cibo = cost; Ci%y=e¥sinb. (5.15)

Para estas condigoes iniciais os conjuntos de equagdes em (5.12) com coeficientes
nao nulos sao:

o ky=ky=1=0: Cooo()—ojcooo() Cooo()

e k1 =ky=0el=1: neste caso o conjunto (5.12) se reduz a trés equagoes:

d ing

dtCOOl() = \/—\/_[0100<) 0010( )]

d e _ “79 )

Eco,l,o(t) = \/— 001(t)

d g __ing 099

7Ciha) = =€) (5.16)

cuja solucao ¢é dada por:

Cioa(t) = f sin # sin (ngt) ; | (5.17)
Ci.0(t) = e¥sinfsin® (ngt/2); Cfo(t) = € sinf cos® (ngt/2) . '
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Retornando a representacao de Schrodinger, obtemos o estado do sistema em
funcao do tempo escalado 7 = ngt, na forma

(7)) = cosbe'7 |g), 19)510) 01 [0)as 0) 4y

iew . i .
sinfe” 9" sin (1) [9)119)210)a1 [0z [1)as

V2
+e* sin e na” [Sin2 (%) |9>1 ‘3>2 ‘O>a1 |1>a2 |0>d3

-
o (3 )16)1 1902 Dt 100 10} - (518)

Para os instantes de tempo 7, = (2n + 1)7 o estado do sistema é dado por:
[W(7)) = |9), 1), 10) g5 [c05 019}, 0}, + E ) sine)y [1),,] . (5.10)

onde p, = (2n + 1)

Pode-se observar que o estado de dois qubits formado pelos graus de liberdade
do primeiro ion foi transmitido, a menos de uma fase relativa, para o segundo ion
localizado na outra cavidade.

Para completar os resultados também consideramos a situagao na qual os graus
de liberdade do fon 1 formam um estado definido na base {|g); |1),;,|€);]0),; }:

|\I’1> = [COSO |g>1 |1>a1 + ¥ sin 6 |€>1 |O>a1] |0>b1 |O>c |0>b2 |9>2 |1>a2 : (5~20)

Agora aplicamos o Hamiltoniano correspondente a primeira banda lateral verme-
lha (w, —w = v). Observe que, devido a forma da Hamiltoniana, o movimento de
oscilagao do segundo fon deve estar inicialmente no estado |1),, para tornar possivel
a comunicagao entre os dois ions.

Desta vez resolvemos as equagoes diferenciais (5.13) sob as condigoes iniciais:

CYlo=cosb; Cghy=e¥sin. (5.21)
Para estas condigoes iniciais, os conjuntos de equagdes em (5.13) com coeficientes
nao nulos sdo analogos aos obtidos em (5.16):

o ki =ky=1el=0: 0110()—0:>0110<) C19,0(0).
[ ]{]1:]{2:1:1:

d mg

aci‘%g(t) - \/— [00,1,0( ) 0100( )}
d _ge ing

dtclgﬂ o(t> = _\/5019791,1(75)§

d . ing
Ecof}l,o(ﬂ - _ECigm(t% (5-22)
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cuja solucao ¢ dada por:

Clz’zl’l(t) = _.‘/Li. sinés;n (ngt) ; B - 2 (5.23)
Cloo(t) = e sinfsin” (ngt/2); Cfo(t) = e¥sinf cos® (ngt/2) .

Com isso temos a seguinte solu¢do (na representagao de Schrodinger):

ii(w_u)’r
[W(t)) = cosbe” 75 7 |g) |95 1) 01 [1) a2 10) s
iew . i .
\/§ sinfe”"ns" sin (7) |9>1 ‘9>2 ’1>a1 |1>a2 ‘1>d3

o - —i T | e T
e sinBexp i [sin® (3 )19}, 1€),[1),010) 2 10}
T
+eos? () le)y )2 100 1) 10)s)- (5.21)

Para os instantes de tempo 7,, = (2n + 1), o sistema se encontra no estado:

[U(7)) = 19)1 11)a1 [0)gs [c08 0 [9), |1} + €' ¥ 7 sin0]e), [0),] , (5.25)

onde i, = (2n+ 1)

E, da mesma forma, nés temos a transmissao do estado de dois qubits para o ion
2 a menos de uma fase relativa. A fase relativa pu, e os instantes de tempo 7, sdo os
mesmos obtidos no caso anterior.

Em seguida, para estudar a evolucao do sistema até a transmissao ser concluida,

usamos a fidelidade de transmissao [40]:

F(7,0,¢) = ({lp2(7)[C) (5.26)

onde py(7) é 0 operador densidade reduzido do fon 2, definido como o trago parcial
sobre as variaveis do modo do campo d3, o modo de movimento a; e os niveis internos
do fon 1:

pa(7) = Tray {Tri{Tras{p(7)}}}, (5.27)
e |¢) é o estado desejado do fon 2 apds a transmissao.
Para ambos os estados iniciais |¥g) (com w, —w = —v) e |¥;) (com w, —w = V),

a fidelidade F' leva para a mesma func¢ao (somente no caso nao dissipativo):

F(1,0,¢) = cos*  + sin® O sin* (%t) + sin® 6§ cos?

x [sin® (ngt) + cos* (£t) + 2 cos (wt) sin® (%t)] . (5.28)

Nota-se de (5.28) que a fidelidade de transmissao para os estados iniciais consi-
derados sao independentes da fase relativa ¢. Na figura 5.2 apresentamos a evolugao
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Figura 5.2: Fidelidade de transmissao do sistema em funcaodo tempo escalado 7 =
ngt e 0. Os resultados foram obtidos com w/(ng) = 20 and ¢ = 0.

temporal de F' em funcao do angulo # até o instante onde a transferéncia de estado
é completada (em 7 = 7).

Para estados iniciais com 0 < |§| < 7/2, onde os graus de liberdade do fon 1 estao
em um estado emaranhado, podemos ver que a fungao F(7,0, ¢) apresenta oscila¢oes
antes de alcancar o valor 1 em 7 = w. A frequéncia destas oscilagoes aumenta com
o valor da fragao w/(ng).

5.3 Transferéncia do estado de dois qubits sob dis-
sipacao

Nesta secao incluimos no sistema a emissao espontanea dos ions, perdas da fibra e
das cavidades, assim como o amortecimento no movimento de oscilagao dos ions para
estudar a eficiéncia da transferéncia do estado quantico com dissipagao.

Nesta situacao, consideramos que cada parte do sistema estd interagindo com
reservatorios diferentes e independentes entre si. Logo, o Hamiltoniano do sistema
global pode ser escrito como:

Hr = Hs + Hg + Hgg, (5.29)

onde Hg ¢é dado em (5.4), Hp ¢ o Hamiltoniano do ambiente que consiste de um
sistema de sete reservatorios, cada um representado como um banho de osciladores
harmonicos:
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7 7
Hy = ZHj _ Z Z hwish! hij, (5.30)
j=1 j=1 1

e o Hamiltoniano de interacao entre o sistema e o reservatorio é:
Hsn = (T} +alry) + (@l +afrs ) + (6% + b1y ) + (Barf + i1 )
+ (61 TL+61.T5) + (62 TL + 6541 + (e 4+ Ty, (5.31)

na qual temos I'; = >, hgijﬁij.

Os reservatérios descritos pelos Hamiltonianos Hy Hj e HE representam os mo-
dos do campo radiante do vacuo no qual oa campos da cavidades e da fibra podem
decair enquanto os Hamiltonianos Hy H% representam os modos do campo no qual
os atomos emitem fotons durante o processo de emissao espontanea. Para a oscilacao
dos fons consideramos como modelo de dissipacao o contato dos modos vibracionais
com reservatérios de bosons, representados pelos Hamiltonianos H} e H3.

Para o Hamiltoniano dado em (5.29) é mais apropriado usar o formalismo do
operador densidade, cuja evolugdo temporal obedece a equagao mestra [26] abaixo:

Doty = 2 [ p)] + 3 [3 (2urtoal —alaute) - ioila)
5 (2hon ()b} = blbip(t) = p(0)bl5,
+5 20 p(0)0ss — areoiplt) = p(t)oisoi)|
+% (2ep(t)et — tep(t) — p(t)éle) (5.32)

onde p(t) é o operador densidade do sistema, 7 é a taxa de decaimento da cavidade,
€ é a taxa de decaimento da fibra optica, y é a taxa de amortecimento devido a
flutuacoes da armadilha e x é a taxa de emissao espontanea do fon.

Em fun¢do dos operadores de campo dj 23, a equacdo mestra (5.32) pode ser
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reescrita como:

d _ _iTp X (98 o(al — atao(t) — o(Bala
ot h[fmw}ﬂﬁ2b<%m@% alaip(t) - p(t)ala: )
K
+5 (200 p()oss = 01405 p(t) = plt)ois o)
+5 (2dsp(t)d] — didap(t) - p(t)d}ds)

N ) [(7 I £) (2@, p(t)d} —dldip(t) — p(t) %)}

+ i ; ) (2(dlp(t)cg +dop(t)d))

—dldsp(t) — dldip(t) = p(t)d}ds — p(t)dbd; ) (5.33)

Na equacao acima consideramos o caso onde todos os reservatério estao na tem-
peratura T' = 0K, que descreve com boa aproximagao os mecanismos de dissipagao
citados acima. Em muitos experimentos existe também a presenca de aquecimento
no movimento do fon, mas Roos et al. [46] obtiveram, em experimentos envolvendo
o esfriamento de fons Ca™ aprisionados, uma taxa de aquecimento muito menor (1
phonon em 190ms) do que a taxa de amortecimento do movimento do fon. Modelos
mais realistas que foram propostos para a dissipagao no movimento do ifon envolvem
a presenca de reservatérios de temperatura 7' > 0K (Budini et al [47]) ou a presenga
de reservatérios de fase (Murao e Knight [48]).

Os modos do campo correspondentes aos operadores d; e dy nao tém participacao
efetiva na evolucao unitaria do sistema, como ja foi indicado na secao anterior. Além
disso, estes modos estao em seus respectivos estados estacionérios (estado de vécuo)
para os estados iniciais utilizados na secao 5.2, o que significa que seus estados
nao sao afetados pela dissipacao do sistema. Por estas razoes nés descartamos na
equagao (5.33) os termos contendo exclusivamente os operadores d; e dy, uma vez que
estes modos irao permanecer nos respectivos estados de vacuo durante toda evolugao
temporal do sistema. Isto significa que a equagao mestra é independente de ¢, i.e., o
sistema nao ¢é afetado pelas perdas da fibra optica.

O operador densidade do sistema é obtido resolvendo a equagao (5.33) com os
estados iniciais e as Hamiltonianas de interacao apresentados na secao anterior. A
partir da solu¢ao usamos a equagao (5.27) para determinar o operador reduzido po(7)
do fon 2.

O procedimento para obter numericamente a solugao neste caso é mais compli-
cada do que o apresentado na secao 4.2.3 e pode ser visto com mais detalhes nos

87



apéndices A.1 e A.2. Para a taxa de amortecimento do movimento consideramos no
modelo x < 1kHz, tomando como base o tempo de decoeréncia do movimento do

fon determinado na montagem experimental apresentada por Roos et al (da ordem

de 1ms [46]).

Primeiramente, analisamos a transmissao do estado |¢;) = [cos 8 |g) |0) + €*? sin @ |e) |1)],

quando o sistema estd na configuracao w, — w = —v. A eficiéncia da transmissao

serd dada pelo valor médio da fidelidade de transmissao sobre todos os valores de 6

e ¢, i.e., sobre todos os estados de entrada possiveis, no instante 7 = 7

A= (Wlpr =mltn) ), = (Fi(r =7.0.0))y,. (5.34)

)

Para K = 2 x 107"ng, x = 2 x 107%ng e v = 107'ng obtemos uma fidelidade
média de F; = 0.990, indicando que a transmissao é confidvel neste caso. Mesmo
quando k = 2 x 107%ng, x = 2 x 1073ng e v = ng nés ainda temos, em média, uma
transmissdo eficiente do estado quantico com F; = 0.904.

Para ilustrar o efeito de dissipacao nés apresentamos na figura 5.3 a evolugao tem-
poral da fidelidade de transmissao Fi para diferentes valores da taxa de decaimento
com w/(ng) = 20. Os resultados estao relacionados ao caso particular § = 7/4
e = 3m/4, quando temos a transferéncia dos estados de Bell \/Li [lg)10) £ |e) |1)]

(ambos os estados de entrada levam para a mesma curva apresentada na figura 5.3).

Figura 5.3: Fidelidade de transmissao dos estados de Bell \/Li [lg)10) £ |e) |1)] em
funcdo do tempo escalado 7 = ngt nos seguintes intervalos: a) 0 < 7 < 2w, b)
3 < 7 < 3.3. A linha pontilhada é para kK = x = v = 0, a linha tracejada para
Kk =2x10"2ng, x = 0.5 x ng e ¥ = ng e a linha sélida para k = 2 x 10725g,
X = 0.5 x ng e v = ng. Todos os resultados foram obtidos com w/(ng) = 20.
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A linha pontilhada representa o caso onde o sistema estd isolado do ambiente(k =
X =7 = 0) e corresponde a um corte na figura 5.2 nos valores § = 7/4 e 0 = 37 /4.
Como ja foi indicado na secao anterior, a curva apresenta oscilagoes antes de atingir
ovalor 1 em 7 = .

Para k = x = 2 x 1072ng e v = 107 'ng (linha tracejada), a fungao F; tem as
mesma oscilacoes, mas apresenta uma atenuacao na amplitude de oscilagao. Como
esperado, a curva nao alcanca o valor 1 em 7 = 7, mas para este caso ainda obtemos
uma fidelidade de 0.949.

Conforme aumentamos as taxas de decaimento os efeitos da dissipacao sao mais
evidentes como pode ser visto com k = 2 x 1072ng, x = 0.5 x ng e v = ng (linha
sélida), onde a fidelidade de transmissao cai para 0.653. Também podemos observar
a tendencia da curva em tornar-se uma linha reta no valor 0.5, onde o sistema esta
indo para seu estado fundamental (|g), |0),,) devido a presenga do reservatorio.

Em seguida consideramos a transmissao do estado [Jo) = [cos@|g) |1) + €™ sin 6 |e) |0)],
qunado o sistema esta na configuracao w, —w = r. Da mesma forma, nds calculamos
o valores médios da fidelidade para este tipo de estado:

Fy = ((dalpa(r = m)l0a) ) = (Bl = 7.0.). (5.35)

)

Para k =2 x 107 "ng, x = 2 x 107*ng e v = 10~'ng nés ainda obtemos um valor
alto para a fidelidade média (F, = 0.971), mas em x = 2 x 10759, x = 2 x 1073ng
e v = ng seu valor cai drasticamente para F, = 0.804. Com isto, concluimos que a
transmissao para este caso é mais suscetivel a presenca da dissipacao.

Nesta configuragao podemos ter a transmissao dos estados de Bell \/LE [lg) [1) £ |e) |0)],
corrrespondentes aos valores 6 = 7/4 e § = 37w /4. Novamente, nds apresentamos na
figura 5.4 a evolucao temporal da fidelidade de transmissao F; para diferentes valores
nas taxas de decaimento com w/(ng) = 20.

As observagoes sobre as oscilagoes da curva sao as mesmas que foram feitas na
figura 5.3. No entanto, quando o reservatério é incluido, o centro das oscilagoes
apresenta valores menores ao longo do tempo, uma vez que o estado fundamental
do sistema é ortogonal ao estado desejado no fon 2. Para k = y = 2 x 107%ng e
~v = 107!'ng ainda temos, em 7 = 7, uma fidelidade de 0.913 mas, como esperado, o
valor cai para 0.210 quando x = 2 x 1072ng, x = 0.5 X ng e v = ng, indicando que a
transferéncia do estado quantico ¢ ineficiente nestas taxas de decaimento.

Com os resultados acima, construimos a tabela 5.1 onde indicamos a fidelidade
média de transmissao para dois conjuntos de valores de 1 e g considerando taxas de
dissipacao dadas por {k, x,7} = (2m) x {0.2Hz,0.2kH z,100kH z }.

Pelos dados da tabela devemos ter n ~ 0.2 e g &~ (27) x 5M Hz para obter uma

89



1 .o L4 ..
0.8
.’ ‘.
§0.6 . .
LT_I .'. .‘
0.4 ;s Yy
(/’I 1‘0
0.2 10 Y
3 3.1 3.2 3.3
T T

Figura 5.4: Fidelidade de transmissao dos estados de Bell \/Li [lg) 1) £ |e) |0)] em
funcao do tempo escalado T = ngt nos seguintes intervalos: a) 0 < 7 < 2w, b)
3 < 7 < 3.3. A linha pontilhada é para Kk = x = 7 = 0, a linha tracejada para
k=x=2x10"2ng e v = 10"'ng e a linha sélida para x = 2 x 1072ng, x = 0.5 X ng
e v = ng. Todos os resultados foram obtidos com w/(ng) = 20

fidelidade média de F} = 0.990 em w, — w = —v e Fy = 0.971 em w, —w = v. Se
tivermos n ~ 0.2 ¢ g ~ (27) x 500k H z ainda teremos um valor razodvelmente alto
da fidelidade média de transmissdo para w, —w = —v (F} = 0.904), mas seu valor
para w, — w = v fica abaixo do desejavel (F} = 0.804).

{n, g} {r, x,7} (com relacdo a ng) Fy (BLA) | Fy (BLV)
{02, (27) x 5MHz} | {2x107,2x 102,10} x (n9) | 0.990 0.971
{0.2, (27) x 500kHz} | {2 x 1075,2 x 1073, 1} x (ng) 0.904 0.804

Tabela 5.1: Valores da fidelidade de transmissao média dos estados de dois-qubits
na primeira banda lateral azul (BLA) e na primeira banda lateral vermelha (BLV)
considerando taxas de dissipacao {x, x,v} = (27) x {0.2Hz,0.2kH z,100kHz} .

Nos resultados de Mundt et al. [10], envolvendo a interagao entre {ons aprisionados
e cavidades dpticas, todas as taxas de dissipacao estao abaixo ou proximas a estes
valores, com k = (27) x 0.17H z (taxa de emissao espontanea) e v = (27) x 102kHz
(decaimento da cavidade).

A frequéncia de oscilagdo do fon v para esta montagem experimental é da or-
dem de bMHz — TMHz, o que significa que, dos dados da tabela, apenas o caso
g =~ (2m) x 500k H z pode ser considerado para satisazer a condi¢ao v >> g imposta
pelo modelo. Isto significa que, para esta situacao, apenas a transmissao dos es-
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tado preparados na base {|g)]0),|e)|1)} (na primeira banda lateral azul) pode ser
realizada experimentalmente.

No entanto, a cavidade utilizada neste experimento tem finesse F = 35000, o que
torna viavel obtermos valores menores para v em cavidades 6pticas com F > 50000.
A situacao com g ~ (27) x 5M H z, que apresenta melhores resultados, também pode
ser utilizada se for possivel montar armadilhas de ions com frequéncia v maiores que
50MHz.

Outra fonte de erro que pode ser relevante nesta montagem experimental é a
participagao dos modos normais associados aos operadores d; e ds, que foi desprezada
na aproximagao utilizada nos Hamiltonianos (5.8) e (5.9).

Montagens experimentais com ions aprisionados no interior de cavidades épticas
ja estao sendo utilizados por alguns grupos de pesquisa, como o Grupo de Optica
Quantica e Espectroscopia da Universidade de Insbruck (http://heart-c704.uibk.ac.at/).
Recentemente estao sendo apresentadas propostas utilizando redes de cavidades
épticas e dtomos [29] para implementagdo em computagao quantica. Também exis-
tem propostas analogas envolvendo microcavidades esféricas, fibras épticas e pontos
quanticos (”quantum dots”) [49, 50].
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta tese estudamos sistemas envolvendo duas cavidades acopladas e sua interagao
com atomos ou fons aprisionados (ambos de dois niveis). Para o acoplamento entre
as cavidades consideramos duas propostas em nossos resultados: (1) Acoplamento
pela sobreposigao dos campos e; (2) Acoplamento via fibra 6ptica. Apesar de serem
tipos de acoplamento diferentes eles levam aos mesmos resultados por terem o mesmo
tipo de Hamiltoniano de interacao.

Considerando o modelo proposto foi possivel analisar o sistema em duas situagoes:

(1) Interacao entre cavidades acopladas e d&tomos de dois niveis:

(1a) Emaranhamento em um sistema tripartite: Investigamos as pro-
priedades de emaranhamento em um sistema tripartite composto por um sistema
atomo-campo acoplado a uma segunda cavidade. Com este objetivo, analisamos
a evolucao temporal da negatividade correspondente a cada parte do sistema para
quantificar o grau de emaranhamento entre os subsistemas.

Para o estado inicial |e) |0),, |0),,, fomos capazes de gerar um estado de Bell dos
modos da cavidade separadas do atomo (no estado fundamental) em instantes de
tempo t = (2n + 1)7/(gv/2). Com este resultado é possivel elaborar um esquema
para prepararacao de duas cavidades no estado de Bell (|0)_; [1),, —[1),110),,) em
um intervalo de tempo 7/( gx/ﬁ) Este estado de Bell pode ser usado para telepotacao
quantica entre fons aprisionados localizados em cavidades separadas [13] ou para
testes de nao localidade entre sistemas emaranhados [6].

Também estudamos o comportamento da negatividade para os estados iniciais
19) 11),110) 5 € 19)10),1 1) 5. As similaridades entre os dois casos sugerem uma si-
metria em como o atomo interage com as duas cavidades, apesar do fato dele estar
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acoplado a apenas uma das cavidades.

(1b) Transferéncia de estado quéantico entre dtomos usando campos
acoplados: Nos consideramos aqui um sistema quatripartite formado por dois sis-
temas atomo-campo acoplados através da interacao entre os campos (através da so-
breposi¢ao dos modos desacoplados). Foi observado o transporte do estado quantico
do atomo 1 para o atomo 2, os dois localizados em cavidades diferentes.

O transporte do estado quantico ocorreu para instantes de tempo 7 = (2n + 1)7
para qualquer estado de superposigao do atomo 1. A condi¢do w,/g = 2l (I inteiro)
é necessaria para fazer o atomo 2 assumir o exato estado de superposicao que o
atomo 1 estava em 7 = 0. No entanto, mesmo se esta condi¢cao nao seja satisfeita, a
relagao entre a fase relativa do estado inicial do a&tomo 1 e a do estado transportado
ainda é bem definida.

Para estudar como o sistema evolui durante a transmissao, observamos a fideli-
dade do sistema |[(V;|U(7))| comparado com o sistema em 7 = (2n + 1)7.

Para 0 < 0 < 7 a fidelidade apresenta oscilagoes antes da transmissao do estado
seja obtida. A frequéncia destas oscilagoes aumenta com o valor da fracdo w,/g.
Também notamos que a evolucao temporal do sistema é independente da fase relativa
do estado inicial de superposi¢gao. Nos instantes de tempo 7 = (2n)7 o sistema
retorna a seu estado inicial, i.e., o estado quantico é transmitido de volta ao atomo 1.
Isto é esperado porque a interacao entre as cavidades permite a troca de fétons nas
duas diregoes (da cavidade 1 para a cavidade 2 e vice-versa).

Os efeitos de dissipacao pela emissao espontanea e perdas da cavidade também
foram incluidas no sistema. Observamos que, apesar da dissipacao, o valor médio da
fidelidade ainda é capaz de alcancar valores préximos a unidade (F' ~ 0.987), mos-
trando que o procedimento para obter a transferéncia do estado quantico é confidvel.

Devemos enfatizar que, para valores razoaveis dos parametros das perdas da
cavidade e da emissao espontanea do atomo, a transmissao ocorre com fidelidade
acima de 96.8%, mostrando a robustez do sistema fisico em consideracao.

(1c) Geragao de estados de Bell: Nos resultados da interagao entre dtomos
de dois niveis com um sistema de duas cavidades acopladas por uma fibra éptica uma
andlise similar foi realizada. Neste arranjo apresentamos dois esquemas alternativos
para a geragao de estados de Bell entre dois dtomos separados: (i) Atomos pas-
sando sucessivamente nas cavidades e; (ii) Dois dtomos passando simultaneamente
em cavidades diferentes.

E importante notar que existem propostas equivalentes para produzir estados
emaranhados usando apenas uma cavidade. No entanto, a utilizacao de cavidades

93



acopladas permite obter os mesmos resultados em localizagoes separadas espacial-
mente.

Consideramos também em nosso sistema a descoeréncia resultante da emissao
espontanea dos atomos e das perdas nas cavidades e na fibra optica. Neste caso
resolvemos as equagoes mestra em todas as etapas nos dois métodos utilizados, nos
restringindo a situagao onde todos os subsistemas estao em contato com um reser-
vatorio com temperatura 1" = 0.

A eficiéncia da geracio dos estados de Bell |11) = 1/v/2 (g1, €2) % |e1, g2)) é dada
pela fidelidade F, dos dois atomos com relacao ao estado desejado para diferentes
valores das taxas de decaimento das cavidades () e emissao espontanea dos dtomos
(k).

Os resultados obtidos na simulacao apontam a possibilidade de gerar experimen-
talmente estados maximamente emaranhados com fidelidade acima de 0.97. Consi-
derando apenas a geragao do estado |¢)4) no método (i) e a geragao do estado |¢_)
no método (ii) podemos dizer que os dois estados de Bell podem ser gerados com
fidelidade acima de 0.98.

(2) Interacao entre cavidades acopladas e ions aprisionados: Por tltimo,
estudamos um sistema formado por duas cavidades eletromagnéticas acopladas por
uma fibra 6ptica, cada cavidade interagindo com um ion dentro de uma armadilha
de Paul. Foi observado o transporte de estados de dois qubits (incluindo os estados
de Bell) a partir dos graus de liberdade do fon 1 para o fon 2, localizado em uma
cavidade diferente. A transmissao destes estados pode ser util para processamento
de informacao envolvendo portas logicas de dois qubits em ion aprisionados ou para
o envio de estados emaranhados em distancias relativamente longas (I ~ 1m).

O transporte dos estados de dois-qubits ocorreu nos instantes de tempo t, =
(2n + 1);- para estados preparados na base {|g)[0),]e)[1)} (na primeira banda
lateral azul) e {|g)|1),|e) |0)} (na primeira banda lateral vermelha). A condicao
w/(ng) = 21 (I inteiro) é necessaria para fazer o fon 2 assumir o exato estado de dois-
qubits do ion 1 em 7 = 0. No entanto, mesmo que esta condi¢ao nao seja satisfeita,
a relacao entre a fases relativas do estado inicial do fon 1 e do estado transportado
ainda é bem determinada pelos parametros w, 7 e g nas equagoes (5.19) e (5.25).

Também incluimos a interacao entre o sistema e um reservatério na temperatura
T = 0, para analisar a eficiéncia da transmissao sob a dissipacao. Neste caso ,0
sistema nao é afetado pela taxa de decaimento na fibra éptica para as condigoes (5.7)
e os estados iniciais utilizados neste modelo.

Finalmente, observamos que a transferéncia dos estados de dois-qubits com os
graus de liberdade dos ions podem ser obtidos usando a tecnologia disponivel atu-
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almente. No entanto, a transmissao dos estados quanticos preparados na base
{lg) 11),]e)|0)} é mais suscetivel a presenca do reservatério, o que exige maior
atencao nos valores das taxas de dissipacao.

Perspectivas futuras: Na proxima etapa deste trabalho pretendemos incluir ma-
nipulacoes externas no sistema envolvendo fons aprisionados, como a utilizacao de um
campo externo ou a passagem de atomos nas cavidades, para analisar a possibilidade
de gerar estados maximamente emaranhados entre os fons.

Também estamos considerando a extensao deste modelo para uma rede quantica
formada por fons aprisionados, cavidades e fibras 6pticas [51, 50]. Neste caso estu-
daremos a comunicacao quantica entre fons localizados em diferentes nodos e sua
confiabilidade sob a influéncia do ambiente.
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Apeéendice A

Equacao mestra e operador
densidade reduzido na transmissao
dos estados de dois qubits

Neste apéndice apresentaremos o procedimento para obter numericamente a solugao
da equagao mestra durante a transferéncia dos estados de dois qubits (segao 5.3):

Gt = 4 [H 0] + X [ (sl - alauntt) - 0l

=1,

K
+5 201 p(t)0ss — areoiplt) = p()oisoi)|
5 (2dsp()dS — dldsp(t) — p(t)dids ) (A1)

Os elementos de matriz serao dados na base formada pelos autoestados do Ha-
miltoniano livre de cada subsistema e sao representados pela seguinte notacao:

MERER = (0], (ly KLy Uy 0l 6O 1), 170 Ky g ) s (A2)

onde k,[,m, K I',)m =0,1,2,3,... e i,5,7j = g,e.

A.1 Banda Lateral Azul

Neste regime consideramos a dissipacao quando o estado inicial do sistema é dado
por:
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(W) = {COS@ 19)1 |0>a1 + e sind le), |1>a1] 10)41 |0>c 10)5: 19)2 10) s - (A.3)

Logo, os elementos de matriz nao nulos em ¢ = 0 sao:

M%]%&g,’(?(o) = cos” 0; M;g;é”g:g(@) = e sin 6 cos b; (A4)
MEPIS(0) = e®sinfeost;  MOD(0) = sin6;

Equacao Mestra

Projetando a equagao mestra na base {|i'); |7")5 |5) 41 [I') 02 M) 43} € considerando a
condi¢ao inicial (A.4), podemos observar que as equagoes diferenciais que definem
a evolucao temporal dos elementos de matriz relevantes ao problema podem ser
separadas em quatro conjuntos:

Conjunto I:

d Mgg,O,O,O(t) . Z'77_9]\499,0,0,0(15) B (k+7) Mgg,o,o,o(t),

o \/5 99,0,0,1 9 eg,1,0,0 )
d .
Mgg,O,O,O(t) _mg [Mgg,O,O,O(t) B Mgg,O,O,O(t)} WMgg,o,o,o(t)_

dt eg,1,0,0

% 99,0,0,1 - \/§ eg,1,0,0 ge,0,1,0 9 99,0,0,1 )
d 0,0,0 ing 0,0,0 (k+7) 0,0,0
%Mjeg,’o,l,’o (t) = _EM%,’O,’O,H (t) — 5 Mggeg,b,’l,b (1), (A.5)

Conjunto II:

d | 100 ing 0,0,1 (K +7) 1 reg1,00

%M w00 (t) = — _\/§ M35o00 (t) — 5 70000 )3

d 0,0,1 mg eg,1,0,0 €,0,1,0 Y 0,0,1

4 Mag000(t) = VG (Mgl (t) = Mgooo ()] — 5 Mgglonn ();

d €,0,1,0 ing 0,0,1 (K+7) €,0,1,0

aMggg,’O:O,’O (t) = _\/ﬁMgg,’O:O;O (t) — 9 M3o000(t), (A.6)
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Conjunto III:

sl = 0 (bt — MsB) - MO + ML) VB )
GV = L (Mgt — ML )] = (e 0 LSS

SMEis e = =2 g - zdig - azesio)] - T s o
Sz = M Dt - Mo - i) - S e
GMEIS0 = T MG + M) — (x40 ML

%Mji’&;ﬁ’é’(t) - —”772’ [Myzo? (1) + Mgars (0] — (r + x) MyZp 75 (2);

FMESS® = =2 b - Mg - Mzps) - T Ao
SIS0 = LD - MR - Mg o] - T )
GMEBIS = LR - M) - (n+ 0 MRS (A7)

Conjunto IV:

d eg,0,0,0 eg,0,0,0 eg,l

L 000 (t) = —KrMZTyho () + XMeg,’l,’g,’(?(t)S

d 1,0,0 1,0,0 €g,1,0,0

o oo t) = =X Mo (t) + kM ) (1);

d 90,00 €,0,0,0 €,0,1,0

a o000 () = —rMIhoo () + XM (1);

d 0,1,0 0,1,0 €,0,1,0

p 55,’0,’1,’0 (t) = _XMgg,b:l,’o (t) + “Mg}ge,bfl,b (t), (A.8)

E, por tdltimo, temos o elemento de matriz do estado fundamental, definido pela
equacao:
t
,0,0,0 €g,0,0,0 €,0,0,0 ,1,0,0 0,1,

M3Zoo0(t) = /0 dt’ {”f [Meg,o,o,o (t") + Moo (t/)] + X [M557170,0 (t') + Mg;,g,f,g(t’)}

00,1 0,0,0
+yMgdoon ()} + Mgy (0), (A.9)
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As equagoes nos Conjuntos I a IIT formam conjuntos de equagoes diferenciais
ordindrias a coeficientes constantes. Cada conjunto de equacoes pode ser resolvido
se escrevermos na forma matricial:

d - .
M (t) = BM(1); (A.10)

onde M é um vetor contendo os elementos de matriz MZ/JJ,k kl,?m
¢ a matriz de coeficientes.

A matriz B é diagonalizavel, logo a solugao de (A.10) pode ser escrita em fungao
de seu valores iniciais:

, de cada grupo e B

— —

M(t) = Exp [Bt] M(0), (A.11)

Com isso podemos programar uma rotina para resolver numericamente os Con-
juntos I a ITI. Uma vez montado esta rotina também podemos programar uma rotina
para resolver as equacoes do Conjunto IV e o elemento de Matriz M gggg;g;g;g (t), cuja
solucao depende dos conjuntos I a III.

Operador Densidade Reduzido do segundo ion

Uma vez obtido a solucao da equacao mestra, nés determinamos o operador densidade
reduzido do fon 2, definido como o traco parcial sobre as variaveis do modo do campo
dz, 0 modo de movimento a; e os niveis internos do ion 1:

p2(7) = Tra {Tri {Trss {p(7)}}}, (A.12)
O operador reduzido py(7) pode ser descrito pelos elementos de matriz abaixo:

Pyl (1) = (ily (kloz p2(7) 1) |K) 4o - (A.13)
onde k, k' =0,1,2,3,...ei,i' = g,e.
Em funcao dos elementos de matriz da solucao da equacao mestra, os elementos
nao nulos de ps(7) sdo dados por:

10,000y, 0 ,0,0,0/ . 0,107y,
Pg(r) = Mé]:,o,o,o (r); PA(7)= Mggeg,o,l,o (7); P;&(T) = Mé];,o,o,o (7);
,0,1,0/ . 1 0,10 N,
Pg(r) = Mé]:,o,l,o (7); ngl (1) = Mgg,o,l,o (7); (A.14)
0 0,0,0 0,0,0 ,1,0,0 ,1,0,0
Py (1) = MJ7 000 (7) + M 000 (T) + M oo (1) + Mgl o (7)

0 0 1 € g 697 K
gg7 ) .
+Mgg,0,0,1 (T)7
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A.2 Banda Lateral Vermelha
No caso da banda lateral vermelha com o sistema preparado no estado inicial:

[02) = [cos01g), 1), + ¢ sin0]c), 10),,] 100 10, (00 19)s [, (A.15)
os elementos de matriz nao nulos em ¢ = 0 sao:

99,17170 — 2. 69’07170 —Z(p - .

]\14%901,170 (0) = cos® 0, M1 ((())2 = e P sinf cos ;
99,11, — Z(P 3 . €g,u,1, a2 .

M 5775 (0) = €' sin 6 cos 0; MZlo170(0) = sin®0;

(A.16)

Equacao Mestra

Considerando a condi¢ao inicial (A.15) e projetando a equagao mestra na base de
autoestados do Hamiltoniano livre, obtemos os seguintes conjuntos de equagoes:

Conjunto I:

d 1,1,0 ing 1,1,0 (H+3X) 1,1,0
EMé}ib,’l,b (t) = EM%’L’LH (t) - —2 _Mgib,’l,b (t)Q

d ' 4
Mgg,l,l,O(t) - @ [Mgg,l,l,()(t) . Mggi&é«],}_ﬂ . X + fyMgg,l,l,O(t)'

di’ 99LLl = NG g,0,1,0 5 9o (1);

Faite = - - e, (A1)
Conjunto II:

Sargese = -t - U M agi

Saiie = =" pageis - agiio] - P gt

d  rge ing (K +3X) g
EMgg,’%,’?,’g(t) = —Mgg’l’l’l(t)—TMggg:i’%g(t), (A.18)

- \/§ g99,1,1,0
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Conjunto III:

d
Meg,O,l,O(t>

dt 69707170

d 11,1
EMé]gg,bfl,b (t)

d eg,0,1,0
%Mggﬁ,’lﬁ (t)

d e,1,0,0
%Mé]g:o,’l,’[) (t)

d Meg,O,l,O (t)

dt 96717070

d . 4100
%Mgg,ﬁ:l,ﬁ (t)

d 11,1
EMjegﬁ,b,b (t)

d . 4100
EM 56,’17’0,’0 ()

d

1,11
EMff,l,l,l (t)

Conjunto IV:

d o 99100
dt 99,1,0,1
ngg717070
dt eg,0,0,0
1M99707170
dt 99,0,1,1
d 99010
dt ge,0,0,0

ing ,0,1,0 1,11 ,1,0,0 /4.
E [M§§,1,1,1 (t) — Mggio,l,o (t)} — (K +x) M:g,l,o,o (t);

ing €g,0,1,0 €,1,0,0 11,1 k+3x+7 11,1
—= (Moo (t) = MEony () — Moy (t)] — ——=——M5 005 (1)

\/5 2 eg,0,1,0 ’
NG 1 req.0,1,0 €9,0,1,0 1.1, K+ 33X+ eg.01,0
7 [MEEDL0 () — Moo () — MI%yy (1)) — Mg (®);

/[:ng b 9 b e? 9 9 67 9 b .
7 (Moo () + MILPY ()] — (k4 x) M2ars (®);
T T (1) 4 MITEEL(1)] — (5 4+ x) MESOLO(8);

\/5 gg,1,1,1

ing €,1,0,0 e,1,0,0 11,1 K+3X+7 1 61,00
2 (Mo () = Migo o (8) — Mgy (8)] — Mg (4);
ing ,1,0,0 €9,0,1,0 1,11 Kk+3x+7 11,1
\/5 [Mge,l,o,o (t) - Mgé],l,O,O (t) - M55,1,1,1 (75)] - 9 M5§,1,0,0 (75)5

ing 1,00 /1.
7 (M50 (8) = ME PP ()] = (k4 x) Ma 5o (1)

ing e,1,0,0 eg,0,1,0 1,11 1,11
E [M[?g,l,m (t) - Mg§,1,1,1 (t) - Mgeg,m,o <t> + Mf;o,l,o (t)}
— (2x + ) MI (8,

99,1,1,1

(A.19)

I

(2x +7) Mgg,l,O,O(t)

ng ,1,0,0 ,1,1,0
= =Moo () + xMoTy () — 5 99,1,0,1

V2

m_gMgg,l,O,O(t) n XMgg,l,l,o(t) B (K +x) MISLOO ).

- \/5 9g,1,0,1 eg,0,1,0 2 eg,0,0,0 )
. ’mgMgg,o,l,o ’ 991104 (2x + ’Y)Mgg,o,l,o "
= _E o000 () + X MIT () — 5 oo (1);

N9 ;99,010 1,1,0 (5 +X) 3 990,10
= ——=Mggoin () + XMl (t) — M350 (1), (A.20)

/2 2
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Conjunto V:

d 1,0,1
EMQQ;’L’O,’O (t)

d | g.0.00
EMgg,’l,’o,’o (t)

d 0,1,1
EM 55,’0,’1,70 (t)

d €,0,0,0
at Mgg,’oﬁ 0 (t)

Conjunto VI:

d 1,0,1
%M 55,’1,’0,’0 (t)

d | g.0.00
EMggh,’o,’o (t)

d 01,1
%M oo ()

d 560,00
ai Moo (t)

Conjunto VII:

SMER) =
SN =
FMEO -
SMERI) =

N9 + 1e.0,0,0 11,1 (2x +7) 1,0,1
= __Mgg,l,o,o (t) + XM55,1,1,0 (t) - —Mgggg,l,o,o (t);

V2 2

NG o 41,01 €9,0,1,0 (K4 X) 1 7eg.0.00 /.
- \/ﬁMgg,l,O,O <t> + XMgg,l,l,O (t) - 2 99,1,0,0 (t)y
N9+ 19,0,0,0 11,1 2x +7) 0,1,1
= ﬁMggg,o,l,o () + xMgg o (t) — o Moo (t);

ing 0,1,1 €,1,0,0 (K +X) 1 19e0,00
= __Mgg,o,l,o (t) + XMgg,l,l,O (t) — Mggg,o,l,o (t), (A.21)

V2 2
119 69.0,0,0 11,1 (2x +7) 1,0,1
= __Mgg,Lo,o (t) + XM§’§’,1,1,0 (t) — —M;]gg,l,o,o (t);
V2 2
N9 1 rg9,1,0,1 €g,0,1,0 (K 4+ X) 1 7eg.0,0,0
= —— =Moo (1) + xMggio(t) — Mggio0(t);
V2 2
. Z'779]\496,0,0,0 AfooLLL (2x +7) M990 (4.
= —=iMg50,1,0 (t) + x g9,1,1,0 (t) = —%— 99,0,1,0 (t);
V2 2
N9 1 199,011 €,1,0,0 (5 4+ X) 1 ;9e.0,0,0
_EMgg,O,l,O (t) + XMgg,l,l,O (t) - 2 Mé]g,o,l,o (t)v (A22)

ing €,0,0,0 0,1,1 1,11 0,1,1/,y.
= [Mgg,o,m (t) - Mggeg,o,o,o (t)} + XMggg,Ll,l (t) - (X + 7) Mgggg,o,l,l (t)a

1mg €,0,0,0 0,1,1 €,1,0,0 K+ X+, 4000
- = [Mge,o,o,o (t) — M55,0,1,1 (t)} + XMggg,l,l,l (t) — 9 Mgg,o,m (t);
ing ,0,0,0 01,1 11,1 K=+ X+ 0,1,1
[Mge,o,o,o (t) — MJ7 oy (t)} + XM o0 () — Y M350 (1);

mgyg ,0,1,1 e,0,0,0 e,1,0,0 €,0,0,0
= [Mgg,o,o,o (t) - Mggg,o,l,l (tﬂ + XMgge,l,o,o (t) - ’fMge,o,o,o (t), (A-23)
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Conjunto VIII:

d 1,0,1 ing 0,0,0 1,0,1 1,1,1 1,0,1
_Mggfl,’o,’l (t> = 7= [M;g,’l,’ojl (t) - Méqg}q,b,b,b (t)} + XMgggg:l,’l,’l (t) - (X + ’Y) Mé]gﬁ,b,ﬁ (t)Q

dt V2

d . 4,000 g €9,0,0,0 1,0,1 €g,0,1,0 K+ X1, re9,0,0,0
%Mg‘g,,lj():l (t) = E [Megfo,’o,’o (t) — Méqg,’l,’o,’l (t)} + XMg;;:l:l:l (t) — 5 Mgg,’1,7o,71 (t);
d 1,0,1 ing €9,0,0,0 1,0,1 1,1,1 K+ X+ 1,0,1
@ Meaooo®) = =75 [ME5000 (8) = Mag o (0] + XMoo () — ——5——MJh00 ()

d . 000 ing €9,0,0,0 1,0,1 eg,0,1,0 g,0,0,0
Meg,’o,’o,’o (t) = = [Mgg,’l,’oh (t) - Meggg,b,b,b (tﬂ + XMeg,’o,’l,’o (t) - ﬂMegg,’o,’o,’o (t), (A-24>

dt V2

Conjunto IX:

DMER) = —2xMEHI0) + M o)

CMERD) = M0 1) - x [MELS () + M ()]

Do) = D Me0) +x ML) + ML)

%Mg";’,’i’&’g () = XMoo (t) + +rMierpn (t) + xMggnio (8) + 7 Mg o (b);
%Mggggﬁ’i’g () = XMoo (t) ++rMgono () + xMgerio (t) + v Mgaor (b);
DMEIROD) = —yMEOSL (1) + x (M () + MR ()] (A.25)

E também temos:
t
,0,0,0 €9,0,0,0 €,0,0,0 11,0,0 0,1,0
Mggoo0(t) = /0 dt' {k [ME000 () + Moowo (t)] + x [MI1 00 (1) + M50 ()
,0,0,1 ,0,0,0
+y Moo ()} + MgZyoo (0). (A.26)

Os conjuntos de equacoes nos Conjuntos I a III sao resolvidos da mesma forma
que na Banda Lateral Azul, escrevendo as equacoes na forma matricial. Apds ob-
ter a solugao destes casos, os outros Conjuntos de equagoes podem ser resolvidos
numericamente.
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Operador Densidade Reduzido do segundo ion

O procedimento adotado aqui é o mesmo utilizado na banda lateral azul, de onde
obtemos que:

P(r) = Moo (1) + Mici o (7);
P(1) = MEoo (1) + Maeiyo(7);
P& (1) = M550 (1) + M2 00 (7);

A2
P (1) = ME00(T) + ME2000 (1) + M50 (r) + M2y 0 (1) e
+MEL0 (7);

1 ,0,1,0 ,1,1,0 0,1,1 1,1,1
ngl (T)OTOMé];O,LO (T) + M;;,l,l,o (1) + Mé};o,l,l (T) + M§5,1,1,1 (7)
+M:5,0 10(7).
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