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Resumo

Neste trabalho sao estudados os métodos de estatistica bayesiana e mdrima entropia na andlise de
dados. E feita uma revisao dos conceitos bdsicos e procedimentos que podem ser usados para in-
feréncia de distribuicoes de probabilidade. Os métodos sao aplicados em algumas dreas de interesse,
com especial atencao para os casos em que hd pouca informacgao sobre o conjunto de dados. Sao
apresentados algoritmos para a aplicagao de tais métodos, bem como alguns exemplos detalhados em

que espera-se servirem de auxilio aos interessados em aplicagcoes em casos mais comuns de andlise

de dados.
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Abstract

In this work, we study the methods of Bayesian Statistics and Maximum Entropy in data analysis.
We present a review of basic concepts and procedures that can be used for inference of probability
distributions. The methods are applied in some interesting fields, with special attention to the cases
where there’s few information on set of data, which can be found in physics experiments such as high
energies physics, astrophysics, among others. Algorithms are presented for the implementation of
such methods, as well as some detailed examples where it is expected to help interested in applications

i most common cases of data analysis.
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Introducao

Os métodos bayesianos e de maxima entropia vém sendo utilizados atualmente em Fisica. Eles
sao uteis especialmente em situagoes nas quais as varias repeticoes de determinado experimento
com o objetivo de diminuir a incerteza na medida sao muito caros e consomem muito tempo, o
que é bastante comum em experiéncias na astronomia e astrofisica [1] e na fisica de altas energias
[2]. Além dessas, estao sendo empregados os métodos bayesianos em areas como espectroscopia de
massa [3], espalhamento Rutherford [4] e ressonancia magnética nuclear [5] .

Pode-se dizer que o objetivo geral do processo de inferéncia indutiva é o de, a partir de uma
distribuicao de probabilidades a priori, atualiza-la em uma distribui¢ao posterior quando novas
informagoes tornam-se disponiveis. Dois métodos destinados a esse fim e que serao discutidos na
presente dissertagao sao: o método baseado no teorema de Bayes e o outro baseado no principio
de maximizac¢do da entropia (MaxEnt), sendo a escolha entre os dois definida pela natureza da
informagao que esta sendo processada.

O teorema de Bayes ¢ utilizado em situacoes que envolvem a inferéncia sobre determinado
parametro # com base no conhecimento de valores observados de outras quantidades y - os dados -
e em alguma relacao conhecida entre y e 6. Por outro lado, quando a informacao a ser incorporada
ao problema toma forma de um vinculo em uma familia de distribuigoes posteriores admissiveis
utiliza-se o método de Maxima Entropia [6]

A definigao bayesiana de probabilidade difere da ortodoxa, ou frequentista. Segundo a defini¢ao

ortodoxa, probabilidade é definida como sendo a frequéncia relativa de ocorréncia de um evento,
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que se aplica a experimentos repetidos ou um ensemble de sistemas ”identicamente preparados”. A
definicao bayesiana é mais abrangente pois considera a probabilidade como a medida de plausibili-
dade de determinada proposicao quando o nosso conhecimento incompleto nao permite estabelecer
a falsidade ou veracidade da proposicao com certeza.

Nao é objetivo dessa dissertacao uma discussao sobre qual das defini¢oes é a ”correta”, mas
tao somente apresentar o método de Bayes e o de Maxima Entropia e mostrar como ele pode ser
utilizado como um método de inferéncia na fisica.

Para tanto, na sequéncia desse capitulo, fazemos um breve historico de como as idéias em teoria
de probabilidade foram evoluindo com o tempo, desde os primeiros trabalhos de Bernoulli.

No segundo capitulo, discutimos a estatistica bayesiana, apresentamos algumas propriedades e
aplicacoes em inferéncia de parametros de modelos fisicos, mostrando alguns exemplos de modelos
comuns em fisica, tais como o modelo de Poisson. Nesta parte apresentamos a nossa contribuicao
a essa area estudando o caso da estimativa de parametros de uma distribuicao genérica. Ela foi
especialmente escolhida por ocorrer como solucao geral de varios tipos de equacao de transporte,
tanto de difusao de raios cdsmicos no espago quanto na atmosfera terrestre.

O terceiro capitulo dedicamos ao estudo do principio de maximizagao da entropia. Iniciamos
com a deducao da funcao da entropia de Shannon e as propriedades que a definem; em seguida
apresentamos o método de Jaynes e sua ampliacao para um conceito geral chamado entropia re-
lativa. Mostramos que os métodos de Bayes e o do Maxima Entropia sao consistentes e, por fim,
apresentamos uma série de aplicacoes de obtencao de distribuicoes a partir do principio de maxima
entropia.

Por fim, apresentamos nossas conclusoes e referéncias usadas na elaboracao da presente dis-

sertacao.

1.1 Breve Historico

Pode-se dizer que mesmo em nosso cotidiano, nos deparamos com a necessidade do uso dos
métodos de inferéncia em situacoes onde nossa informacao é incompleta. Em um nivel intuitivo,
antes de tomarmos qualquer decisao nossa intui¢ao organiza nosso raciocinio preliminar em varios
estagios: (I) Tentar prever todas as possibilidades que poderao surgir; (II) Julgar quao provavel

é cada uma baseado em todo o conhecimento que temos sobre o assunto; (III) Analisar quais as
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possiveis consequéncias que as vérias agoes podem ter; (IV) em seguida tomar a decisao.

Desde tempos muito antigos o processo de raciocinio plausivel para tomar decisoes era conhecido.
Herddoto, em aproximadamente 500 A.C. discutia as decisoes politicas dos reis persas. Ele notou
que uma decisao era sabia, mesmo quando levava a consequéncias desastrosas, se a evidéncia em
maos indicava que ela fosse a melhor a se tomar; e que uma decisao era tola, mesmo pensando que
levasse a possiveis consequéncias melhores, se nao havia motivo para esperar por tais consequéncias.

Provavelmente, o primeiro trabalho a estabelecer uma representacao matematica para o proble-
ma foi feito por Jaymes Bernoulli(1713) [7], chamado ” Ars Conjectandi”. Neste artigo, Bernoulli
criou uma maneira de expressar nosso estado de conhecimento incompleto enumerando um conjunto
de casos ”igualmente possiveis”que podemos denotar por i, Zs, ..., xxy que podem ser eventos ou
mesmo proposicoes, contidos em um espaco de hipéteses Hy, de dimensao N. Dada qualquer pro-
posicao de interesse A, definida como sendo verdadeira em algum subconjunto H(A) de M pontos

de Hy, a probabilidade de A é definida como sendo a proporcao:

p(A) =+ (1.1)

Bernoulli também estabeleceu a primeira conexao matematica entre probabilidade e frequéncia
(Lei fraca para grandes ndmeros). Se fizermos n observagoes independentes e encontrarmos A
verdadeiro m vezes, a frequéncia f(A) = m/n é comparada a probabilidade p(A) = M/N e no
limite de n tendendo a infinito sao iguais. Thomas Bayes foi um clérigo britanico e matematico
amador, que em 1763 publica um trabalho [8] chamado ”Estatistica Bayesiana”. Ao contrario de
Bernoulli que calculava a probabilidade que poderiamos observar A verdadeiro m vezes, dados os
valores de N, n e M, Bayes propos uma expressao para o calculo para a probabilidade, a partir de N,
n, m, de M resultar em algum determinado valor. O método ficou conhecido como ”probabilidade
inversa”.

Em um de seus trabalhos publicados, Laplace [9] redescobriu o principio de Bayes de uma forma
mais clara e geral e aplicou-o a intimeros problemas de astronomia, meteorologia, estatitica de
populacoes e mesmo jurisprudéncia. Denotando as varias proposigoes por A,B,C, etc., e sendo AB
a proposicao de que ambos A e B sejam verdadeiros, A representando que A seja falso e que P (A|B)

significa como ”a probabilidade que A seja verdadeiro dado que B é verdadeiro”, as regras basicas
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do produto e soma da teoria de probabilidade seriam escritas como:

p(AB|C) = p(A|BC)p (B|C) (1.2)

p(A|B)+p(AB) =1 (1.3)

No entanto, AB e BA representam as mesmas proposicoes, portanto, podemos trocar A e B
de lugar na equagao (1.2) de modo a obtermos o que é conhecido hoje como sendo o Teorema de

Bayes, mesmo Bayes nunca o tendo escrito dessa forma:

p(BJA,T)
p(BII)
O termo p (A|I) é chamado de probabilidade a priori (" prior probability”) de A, quando conhe-

p (A, B|I) = p (A[I) (1.4)

cemos unicamente a informacao I, que foi escrita explicitamente no final de cada probabilidade para
deixar claro que a inferéncia baseia-se em I que representa toda informagao relevante que temos
em maos sobre A antes de obter B. O termo p (A|B,I) é a probabilidade posterior, atualizada
como resultado de termos obtido nova informagao B. O termo que relaciona as duas, p (B|A, I),
é chamado de fungao de verossimilhanca (”likelihood function”). Tipicamente, A representa uma
hipotese que queremos testar, B representa novos dados a partir de observagoes.

Em um famoso exemplo de aplicacao por Laplace do Teorema de Bayes a proposicao A repre-
sentava que o valor da massa desconhecida de Saturno Mg estava em um determinado intervalo
especifico, B os dados a partir das observagoes nas perturbagoes mituas de Jupiter e Saturno, I a
nocao de que a massa de Saturno nao poderia ser tao pequena a ponto de saturno perder seus anéis
e nao tao grande de modo que escapasse do Sistema Solar. Laplace reportou que usando o Teorema
de Bayes estimou que Mg era de 1/3512 da massa solar, e deu uma probabilidade de .99991 que
Mg possuia esse valor. Apoés um acimulo de dados de mais de 150 anos a estimativa aumentou
0.63 porcento, o que é um resultado notavel.

Muitos anos passaram-se até que o trabalho de Laplace fosse redescoberto e expandido por Sir
Harold Jeffreys [10] nos anos 30 e em seguida por Richard T.Cox [11] que deduziu pela primeira
vez as regras da probabilidade utilizando para isso condi¢oes de consisténcia em forma de equacgoes

funcionais, mostrando que as solugoes de tais equagoes determinavam unicamente as regras obtidas
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anteriormente por Laplace e Jeffreys. Assim, Cox mostrou por um teorema que qualquer método de
inferéncia que representasse graus de plausibilidade por nimeros reais seria necessariamente equi-
valente as regras de Laplace-Jeffreys, ou inconsistentes. Dois anos depois, Claude Shannon(1948)
[12] usou o método de Cox novamente. Ele buscava uma medida da ”quantidade de incerteza”em
uma distribuicao de probabilidade. Novamente, as condicoes de consisténcia tomaram a forma de

equagoes funcionais cuja solucao geral ele encontrou. A medida encontrada por ele foi:

Sr = _Zpilnpi (1-5)

Gibbs(1875) chegou a um principio variacional cuja maximizacao da ”entropia de Clausius” Sg
leva a todas as predicoes 1iteis da termodinamica de nao-equilibrio. Mas S ainda tinha de ser deter-
minada por medidas calorimétricas, o familiar cdlculo Sp = [ dQ/T sobre um caminho reversivel.
Boltzmann(1877), Gibbs(1902) e von Neumann(1928) chegaram a trés principios variacionais em
cuja maximizagao da "entropia de informagao de Shannon”levava, tanto na teoria classica como na
quantica, a predicao tedrica da entropia de Clausius e todos os resultados tuteis da termodinamica
de equilibrio, sem qualquer necessidade de medidas calorimétricas.

Em 1957, Jaynes [13] propos o chamado ”Principio de Maximizagao da Entropia”, pelo qual
busca-se estimar uma distribui¢cdo de probabilidades (p1,p2, ..., p,) em algum espago de hipétese
usando por critério a maximizacao da entropia de informacao de Shannon sujeita aos vinculos que
expressam propriedades que desejamos que a distribuicdo possua, mas nao sao suficientes para
determina-la univocamente.

Ap6s o desenvolvimento por Jaynes do método, houve a necessidade de ampliar a definicao de
entropia, primeiramente porque a definicao de Shannon relacionava-se a quantidades discretas, nada
dizendo sobre como tratar o caso continuo e, segundo, pois buscava-se uma nocao de entropia que
estivesse fora de qualquer necessidade de justificacao via defini¢oes como ”quantidade de informagao
ou incerteza”. Neste sentido, foram bastante importantes os trabalhos de Shore e Johnson [14] que

ampliaram a definicdo de entropia para casos continuos, obtendo a chamada entropia relativa.



Métodos Bayesianos

Vimos que o teorema de Bayes origina-se da simetria da regra do produto (1.2). O rearranja-

mento dessa expressao leva a:

P(E;|H;, I)P(H;|I)
P(E;|I)

Aqui, H representa uma hipétese qualquer e E sao os eventos ou dados. Obtivemos assim

P(H;|E;, ) = (2.1)

uma regra légica para atualizar nossas crencas sobre determinada proposicao com base em novas
informagoes disponiveis. Na maioria dos casos préticos, o cdlculo de P(E;|I) pode ser dificil,
enquanto a determinagao da probabilidade P(E;|H;,I) é mais facil. Podemos reescrever P(E;|1)

da equacao anterior em termos de quantidades presentes no numerador do seguinte modo:

P(Ej|I) = P(Ej|H;, I)P(H;, 1) (2.2)
J
Deste modo, precebe-se que P(E;|I) é um fator de normalizacao e, assim, o teorema de Bayes
¢ escrito como:

P(H;|E;, 1) o< P(E;|Hj, I)P(H;|1) (2.3)

Se temos um conjunto de observagoes {d;}, para os quais desejamos aplicar o teorema de Bayes

afim de obter uma inferéncia sobre o valor de um parametro 6, podemos pensar em inferir 6 de
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acordo com a analise de cada novo dado d; separadamente . Ou seja, aplicando o teorema de Bayes

uma vez:

P(0|dy, I) o P(d,|0, )P (6|I) (2.4)

E depois da segunda observacao, incorporamos um novo dado d, e novamente aplicamos o

teorema de Bayes:

P(0|d1,d2,[) X P(dz’@,dl,I)P(mdl,I) X P(dgw, dl,[>P(d1|9,[)P(9|[> (25)

Por outro lado, podemos aproveitar a regra do produto para escrever:

P(dl,dgw,l) = P(d2|0,d1,I)P(d1‘9,[) (26)

E assim,

P(0]dy, da, I) o P(dy,ds|0, 1)P(6)1) (2.7)

Comparando com a (2.5) vemos que uma sequéncia de inferéncias leva ao mesmo resultado de
uma unica inferéncia que leva em conta toda a informacao disponivel de uma tinica vez, o que é um
importante resultado do formalismo bayesiano [15].

A extensao para muitas variaveis resulta em:

P({6:} [{di}, I) o< P({di} [{6:}, 1) P({0:} |]) (2.8)

Além disso, quando os d; sao independentes obtemos para a verossimilhanca:

P({di} {6}, 1) = [ P(dil {6}, 1) (2.9)

ou seja, a verossimilhanca combinada é dada pelo produto das verossimilhancas individuais.
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2.1 Inferéncia de Valores Numéricos de Quantidades Fisicas

Usando o Método Bayesiano

Em fisica, estamos interessados em modelos (”teorias”) e nas quantidades fisicas relacionadas
ambas as quais, em geral, s@o hipéteses que queremos inferir, dadas as observagoes. Por outro lado,
em muitas aplicagoes ha fortes razoes para acreditar em qual modelo (representado no teorema de
Bayes como a distribuigao de verossimilhanga) deve ser usado para interpretar as medidas. A seguir,
apresentamos uma série de aplicacoes em estimativa de parametros, situagoes em que a escolha do

modelo é ditada pela natureza do problema.

2.1.1 Exemplo da Moeda

Em analise de dados, muitas vezes estamos interessados em conhecer o valor de determinado
parametro dada uma distribuicao qualquer. Iniciaremos esta se¢ao com um exemplo simples que
ilustra bem como isso é feito, utilizando-se o método bayesiano. Nosso problema consiste em
analisar um conjunto de lancamentos de uma moeda e verificar, por meio disso, se esta é uma
moeda "honesta”.

Por moeda honesta queremos dizer que dada um conjunto muito grande de lancamentos po-
deriamos esperar que os resultados de cara e coroa sejam em 50 : 50. Uma maneira de formular
tal problema é considerar um conjunto de proposicoes ou hipdteses que representaria o ”bias-
weighting”ou "grau de honestidade”H da moeda, ou seja, se H=0 significa que a moeda produz
somente langamentos que dao coroa, H=1 apenas lancamentos que resultam em cara e H = 0,5
representaria uma moeda honesta.

Assim, hda um continuo de possibilidades para os valores de H. por exemplo, as proposicoes
poderiam ser: (a)0.00 < H < 0.01;()0.01 < H < 0.02, e assim sucessivamente. Nosso grau de
conhecimento, entao, sobre a honestidade da moeda seria completamente especificado conhecendo
o quanto acreditamos que cada proposi¢ao seja verdadeira. Se ao final da andlise, estiver atribuida
uma alta probabilidade a determinada proposigao (ou um pequeno conjunto delas), entdo podemos
estar confiantes que temos uma boa estimativa do parametro H; caso contrario, estando as varias
proposicoes atribuidas com probabilidades equivalentes, entao nao temos condigoes de determinar

com muita precisao o valor de H e, portanto, se a moeda é honesta ou nao. De acordo com o
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Teorema de Bayes, temos:

p(H|{dados} ,I) x p({dados} |H,I) x p(H|I) (2.10)

A probabilidade a priori, p (H|I), representa o nosso conhecimento sobre a hipdtese, no caso,
a "honestidade”da moeda, antes que qualquer dado seja analisado. Vamos adotar uma total ig-
norancia sobre a veracidade da hipdtese H, ou seja, admitiremos que a probabilidade de obter

qualquer valor de H seja a mesma, independemente do seu valor:

p(HI|I) = cte. (2.11)

sendo que 0 < H < 1.

Esta probabilidade é modificada pelos dados através da fungao de verossimilhanca, p ({dados} |H, I).
Ela mede a probabilidade de obtermos os valores que observamos, dado um valor de H conhecido.
Se, em nossa informagao a priori I, assumimos que os lancamentos da moeda sao eventos indepen-
tentes, entao o resultado de um lance nao interfere no proximo valor.

Em situagoes como essa, usa-se o chamado modelo binomial cuja aplicabilidade se extende em
uma grande classe de processos fisicos em que as observagoes consistem de contagens, ou seja,
numero de eventos ou ocorréncias. A distribuicao binomial descreve a probabilidade de obter n
eventos (sucessos)em um total de N eventos estatisticamente independentes, em que assumimos a
mesma probabilidade que cada evento ocorra, o que no nosso caso representaria a probabilidade de

obter R caras em N lances. Assim:

p ({dados} |H,I) oc Hf(1 — H)N~F (2.12)

Deste modo, a probabilidade posterior vai sendo modificada a medida que os dados sao compu-
tados. Para tornar o exemplo mais claro, reportamo-nos aos resultados da simulagao computacional
de dados, apresentadas em [16].

Supondo que a moeda seja lancada e o resultado seja ”cara”, a probabilidade posterior é modi-

ficada para uma reta inclinada (Fig. 2.1).

p(H|{dados} ,I) x H (2.13)
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Se o segundo resultado da simulagao for novamente ”cara”, iremos obter uma probabilidade
posterior proporcional a H? como pode ser visto no grafico(ver Fig. 2.1, terceiro painel). No
terceiro lancamento, obtém-se ”coroa”’pela primeira vez e, portanto, a probabilidade de que H =1
¢é nula. No quarto lancamento novamente obtém-se ”coroa”; assim, calculando o ponto de méaximo
da probabilidade posterior, p (H|{dados},I) = H?*(1 — H)?, encontramos H = 0.5, poderiamos
chegar a conclusao de que a moeda seja "honesta”. No entanto, hd uma grande incerteza envolvida
nessa estimativa, como podemos perceber observando a largura da distribuicao em torno do ponto

de maximo (ver Fig. 2.1, segundo painel inferior).
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Figura 2.1: Evolugao da distribui¢ao posterior do valor de H, com os primeiros dados. A parte

superior direita de cada grafico mostra um nimero que representa o nimero de lances analisados.

Os gréaficos da Fig. 2.2 mostram a evolugao da distribuicao conforme os dados vao sendo
analisados. A posi¢do do maximo vai sendo gradualmente deslocada, ao mesmo tempo em que a
distribuicao estreita-se em tormo do pico, mostrando que apdés uma grande quantidade de lances
temos uma excelente estimativa de H = 0.25 para a moeda, baseado nos dados de uma simulacao;
entao poderia-se pensar que os dados estejam se originando de uma "moeda tetraédrica” que possui

uma face cara e trés faces coroas.
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Figura 2.2: Evolucao da distribuicao posterior com os dados analisados. O pico vai estreitando-se

no ponto H=0.25

2.2 Distribuicoes a Priori Diferentes.

A distribuigao a priori uniforme ( Eq. 2.11) foi escolhida por simplicidade; ela é o modo mais
simples de expressar uma grande ignorancia acerca da natureza da moeda. Uma questao interessante
seria analisar como a inferéncia sobre a o parametro H da moeda varia quando escolhemos uma
distribuicao a priori diferente.

Para tratar esse problema, repetiremos a analise de dados anterior com duas distribuicoes a
priori alternativas; os resultados sao mostrados em (Fig. 2.3) e (Fig. 2.4)

A linha sélida representa a distribuicao uniforme utilizada anteriormente, e estd incluida com
o objetivo de comparacao. Uma das distribuigoes alternativas representada pela linha tracejada é
um pico em torno de H = 0.5 refletindo que nossa informagao inicial é de que esta seja uma moeda
honesta, a largura desse pico é tal que permite que H seja tao pequeno quanto H = 0.35 ou tao
alto quanto 0.65, mas com probabilidade muito baixa para tais resultados. A outra distribuigao
alternativa, representada por linhas pontilhadas, possui picos bastante estreitosem H =0e H =1,

o que indica esperarmos que a moeda seja altamente viciada, ou seja, produza como resultado

apenas cara ou apenas coroa.
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Figura 2.3: O efeito das diferentes distribuicoes a priori na evolugao inicial da distribui¢ao posterior

do caso da moeda.

A Fig. 2.3 mostra a evolugao das distribuigoes posteriores com os primeiros lances da moeda.
Note que com poucos dados analisados as distribuigoes sao notadamente diferentes entre si. Con-
forme o nimero de lances aumenta e mais dados sao analisados, todos as distribuigoes tornam-se
picos estreitos e acabam convergindo para um mesmo valor (ver Fig. 2.4).

A analise de poucos dados nos diz pouco sobre a natureza da moeda. Nosso grau de conhecimento
depois da anélise desses poucos dados é fortemente dependente do que sabiamos ou assumimos antes
do resultado por isso, as distribuigoes posteriores sao diferentes. No entanto, quando as evidéncias
empiricas aumentam, eventualmente chegamos as mesmas conclusoes independentemente de nossas
suposicoes iniciais, a distribuicao posterior é dominada entao pela funcao de verossimilhanca e a

escolha da probabilidade a priori torna-se irrelevante. Note que, nesse caso, dispomos de um ntimero
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muito grande de dados, por isso, a priori nao resultou numa influéncia muito grande no final da

analise o que nem sempre é o caso.
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Figura 2.4: Evolucao das varias distribuicoes posteriores construidas a partir de distribuicoes a

priori diferentes. Note que todas as distribuigoes acabam convergindo

2.2.1 O Problema do Farol

O exemplo a seguir [17] consiste na seguinte questao: um farol localizado a uma distancia a da
costa e de altura (8 lanca feixes de luz distribuidos aleatoriamente sobre a superficie da agua, que
sao detectados nas diversas posicoes x, como ilustrado esquematicamente na figura 2.5 . A partir
destes dados, desejamos determinar a posigao do farol («, [3).

Dada a geometria do problema, é razodvel supor que p(fi|c, 3,1), que é a probabilidade de
detectar um feixe de luz em um determinado angulo azimutal, seja independente do valor de 6.
O valor dessa constante pode ser determinado levando-se em conta o fato de que os feixes sao

espalhados na superficie da dgua e, portanto, —7/2 < 0, < 7/2. Assim, normalizando a fungao,

obtemos:

1

p(Okla, B, 1) = - (2.14)

Desde que os detectores de luz sao sensiveis apenas a posi¢cao ao longo da costa e nao a diregao,
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Figura 2.5: Tlustracao esquematica da geometria do problema do farol.

devemos relacionar o angulo azimutal 6, com z;. Observando a Fig. 2.5 e usando um pouco de

geometria elementar:

Btan(by) =z — « (2.15)

Aplicando uma mudanca de variavel, podemos transformar a equagao anterior em uma expressao

de probabilidade que dependa do parametro de interesse xj, usando a seguinte relagao:

do
Pl 8, 1) = prob(Bila. 5. 1) -~ (2.16)
Tk
Desta forma, reescremos a distribuigdo de probabilidades Eq. (2.14 ), agora como fungao do

parametro xy:

p(JfHOZ,ﬂ,]) = 7_(_[52 + (ik —04)2]

Esta distribuicao de probabilidade é conhecida como Lorentziana. Ela é simétrica em torno do

(2.17)

maximo, ry = « e possui uma largura a meia altura (FWHM) de 23
Com o objetivo de facilitar a analise do problema, consideraremos que 3 seja conhecido, redu-

zindo assim o problema em determinar a distancia do farol em relacao a costa. Para isso, vamos
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prob(z|x,B)
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Figura 2.6: Distribuicao Lorentziana ou de Cauchy, que é simétrica com respeito ao ponto de

maximo.

recorrer ao Teorema de bayes que, nesse caso, toma a seguinte forma:

plajzy, 8, 1) o< p(xy|e, 3,1) X p(a| B, 1) (2.18)

Dado que qualquer conhecimento sobre o parametro 3 nao interfere em nossa inferéncia sobre

o valor de « a priori, podemos escrever:

plalf, 1) =plall) = A (2.19)

Desde que a coleta de um sinal nao influencia nas medidas posteriores, a fungao de verossimi-
lhanga (likelihood) para estes dados independentes é tao somente o produto das probabilidades de

obter N detecgoes individuais:

N

p({xk} |O‘7ﬁ: I) = Hp(l'k’Oé,ﬂ,[) (2'20)

k=1

De posse das duas equagoes acima, procedemos substituindo-as no teorema de Bayes afim de

obter a distribuicao posterior ou, para facilitar os calculos, o logaritmo dela:

N

L =In[p(a|{xy}, 3,1)] = constante — Zln(ﬁz + (7 — @)?) (2.21)
k=1
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onde a constante acima inclui termos que nao envolvem «.
Para obtermos a melhor estimativa do valor de «, maximizamos a distribuicao posterior, com

relagao a a:

aL, —2% L (2.22)
do'™ 3%+ ( B '

Tk — 040)2

E complicado, no entanto, rearranjar os termos da equacao de forma a expressar oy em fungao
de x e B. Para contornar este problema, podemos utilizar uma analise numérica. Uma maneira
bastante simples para isso é calcular para uma série de valores de « os respectivos valores de L
e, posteriormente, exp(L). Para tanto, geramos uma distribui¢ao uniforme de valores dos angulos
azimutais f; que sao convertidos em valores de x; a partir da Eq. 2.17. A melhor estimativa do
parametro « correspondera ao valor correspondente ao pico do grafico.

Nas Fig. 2.7 e Fig. 2.8 é apresentado o resultado de uma simulacao para a qual fixamos o valor
de g = 1. Pode-se notar que para poucos valores gerados, o grafico apresenta uma grande largura
em torno do méximo (Fig. 2.7, primeiro painel) e até em alguns casos a presenga de dois picos (o

que significaria que o farol possui duas fontes) (Fig. 2.7, segundo painel).
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Figura 2.7: Distribuicao posterior com respeito ao problema do farol, apés a andlise de respectiva-
mente, um e dois dados. Os circulos pequenos em cima do grafico marcam a posicao em que foi

recolhido cada flash de luz.

Conforme os valores de o vao evoluindo, a forma do grafico da distribuicao de probabilidade

posterior vai estreitando-se continuamente até que, finalmente, acaba convergindo para a = 1 (Fig.

2.8)
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Figura 2.8: Evolugao da distribuicao posterior para a posicao do farol com o nimero de dados
avaliados, que é mostrado no na parte superior direita de cada grafico. O trago vertical representa

o valor médio dos dados.

2.3 Estimativa de varios parametros

Vamos generalizar nossa discussao para casos que envolvem a estimativa de mais de um parametro,
usando como exemplo ilustrativo a determinacao da amplitude de um sinal na presenca de ruido no
fundo. Os dados coletados sao ntimeros inteiros que podem representar, por exemplo, o niimero de
fotons a um certo comprimento de onda, ou o nimero de protons espalhados em uma dada direcao.
Dado o conjunto de contagens /Ny medidas em um conjunto experimental x;, qual a melhor esti-
mativa da amplitude do pico de sinal e do ruido de fundo?

Considerando que o pico tenha a forma de uma gaussiana, por exemplo, com largura w e centrado

em xg, poderiamos atribuir para um determinado dado ideal D, a seguinte expressao:
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Dy = nyg [Aexp (—%) + B] (2.23)

onde ng é uma constante relacionada a quantidade de tempo para a qual a medida foi feita.
Ao contrario do ntimero de contagens Ny, Dy na Eq. 2.23 nao é, em geral, um nimero inteiro.
No entanto, o dado atual serd dado por um inteiro na vizinhanca de seu valor esperado; uma

distribuicao que incorpora essa propriedade e é usualmente usada em experimentos de contagem é

a chamada distribui¢ao de Poisson (ver Fig. 2.9):

DNe=P
p(N|D) = N (2.24)
’ (a) 1 (b)
— ‘;‘ |
i ' I o
A 2
= =
o .. - 0 : L Al
RS - e, GRS O 0 5 10 15 30 25

Mimero de Contagens M Mamero de Contagens M

Figura 2.9: Exemplo de distribuicoes de Poisson, com D = 1.7 e D = 12.5, respectivamente.

Note que o valor esperado de N é dado por D:

(N) = i Nprob(N|D) =D (2.25)

N=0
Portanto, podemos escrever como funcao de verosimilhanga (likelihood function) do dado Ny a

seguinte expressao:

D, ) Vee= Dk

onde a informagao de background 1 incluiu nosso conhecimento sobre a relacao entre o niimero

esperado de contagens D), e os parametros de interesse A e B.
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Para o caso do modelo de pico gaussiano xg, w e ng sao conhecidos, assim como x. Como
os dados zj sao independentes entre si, de forma que dados os valores de A e B, o numero de
contagens observadas em um canal nao influencia em qualquer outro canal, entao a funcao likelihood

¢é simplesmente o produto das medidas individuais:

M
k=1
Usando o Teorema de Bayes:
p (A, B[{Nk} 1) o< p ({Ni} |4, B, I) x p (A, B|I) (2.28)

Mais uma vez, vamos adotar uma grande ignorancia inicial, e atribuiremos para a distribuicao a
priori uma constante, lembrando que A > 0, B > 0, pois amplitudes devem ter sinal positivo. Em

caso contrario, a distribuicao a priori toma o valor nulo. Desde modo, obtemos para a distribuicao

posterior:
M

(Dk)Nke_Dk
A, B| N, I —_ 2.29
pa s x [T =5 (229)

Tomando o In da expressao acima obtemos, finalmente:
M

L =1In P = constante + Z NplnD;, — Dy, (2.30)

k=1
Nossa melhor estimativa para a amplitude do sinal e background é dado pelos valores de A e B

que maximizam L. Quatro conjuntos de dados e respectivas distribuicoes posteriores sao mostradas
na Fig. 2.10. Os dados sao representados em forma de histogramas, cada canal de dados com
tamanho correspondendo a unidade. Em todos os casos, o sinal principal é centrado em zy = 0,
tendo um FWHM de cinco unidades, onde se assume que esse valor seja conhecido em todos os
casos. Como a distribuicao nesse caso é bidimensional, pois depende de A e B é interessante o
uso de contornos para representd-la, ou seja, linhas de igual densidade de probabilidade. Na Fig.
(2.10, segunda coluna) os contornos correspondem a 10, 30, 50, 70 e 90 por cento de probabilidade
maxima.

O primeiro painel mostra o nimero de contagens detectadas para 15 canais de dados, onde o

parametro ng foi escolhido para ter um valor maximo de 100 contagens. A distribuicao posterior
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apresentada no segundo painel na parte superior indica que a melhor estimativa da amplitude
do sinal é aproximadamente igual a unidade e cerca de metade do valor do ruido, B. Os painéis
imediatamente abaixo correspondem ao mesmo conjunto experimental, mas com a coleta dos dados
reduzida a um décimo do tempo; os dados aparecem mais espalhados e a distribuicao posterior
correspondente ¢é cerca de trés vezes mais larga que a anterior em ambas as dire¢oes, sendo truncada
para valores negativos de A, o que reflete a importancia da probabilidade a priori quando os dados
sao pobres.

No terceiro conjunto de dados, temos que a razao de contagem volta a seu valor inicial. No
entanto, agora ha 31 dados coletados em um intervalo experimental para os valores de x; duas
vezes maior. Com o dobro dos dados nossa espectativa é de que a estimativa sobre os valores de
A e B seja melhorada por um fator de v/2, contudo, é dificil afirmar isso & partir dos diagramas;
isso parece ser verdade apenas para o background, devido ao fato de que medidas muito longe da
origem nada nos dizem sobre o pico do sinal mas contribuem somente para a inferéncia do valor de
background.

O 1ltimo conjunto de dados ilustra o caso em que ha apenas sete dados contidos num intervalo
experimental que é a metade do original. A distribuicao é bastante larga, isso indica uma forte
correlacao entre nossas estimativas de A e B; como o intervalo dos x; sobre os quais os dados sao

coletados é muito pequeno torna-se dificil distinguir o sinal do ruido.

2.4 Distribuicoes Marginais

Gostarfamos de estimar somente a amplitude do sinal independentemente do ruido, ou seja,
queremos determinar p (A|{Ny},I). Para tanto, podemos reescrever a tltima expressao como

sendo uma integral sobre todos os valores de B, da seguinte forma:

p(A{N:}, 1) = /Ooop(A,B| {N,},1)dB (2.31)

Ou, se quisermos o oposto:

p(BI{N}.T) = / (A BI{N . 1) dA (2.32)

Assim, a analise dos dados é mais facil de ser realizada, como pode ser visto, a partir da Fig. 2.11.
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Figura 2.10: Dados de Poisson e as distribuicoes posteriores resultantes para a amplitude A de um

pico gaussiano, e um ruido de fundo B, a partir de quatro diferentes arranjos experimentais.
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Dessa forma, estamos marginalizando nossa distribui¢ao posterior originalmente bidimensional, em

duas distribuigoes cada qual dependendo de um tnico fator, A ou B.
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Figura 2.11: Distribui¢oes marginalizadas para a amplitude A e o ruido B correspondentes ao
arranjo experimental mostrado na figura anterior. A linha pontilhada representa a distribuicao

posterior de A condicional ao conhecimento de verdadeiro valor de B, p(A| {N;}, B, I).

Deve-se notar a diferenga entre p (A| {Ni}, 1) e p(A|{Ny},B,I). A primeira leva em conta o
fato de desconhecermos o valor de B. A tltima é apropriada quando ja possuimos conhecimento
prévio do valor de B. O grafico da Fig. 2.11 mostra a diferenca entre os dois. Pode-se notar que
a curva da distribucao marginal é mais larga que a da distribui¢cao condicional; isto acontece pela
diferenca na quantidade de informacao envolvida no problema, que é maior no caso da tultima, pois

h& o conhecimento do parametro B.
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Em toda a anélise feita anteriormente partimos do fato de que conheciamos os valores de w e
o do modelo gaussiano. E se essa condigao for relaxada? Podemos usar a marginalizacao desses

parametros:

p (A BN, T) = //p(A, B, w, 2| Ny, T) dwday (2.33)

Note que, usando o Teorema de Bayes:

p(A, B,w,xo|Ng, I) < p (Ng|A, B,w, xg, 1) X p(A, B,w, xo|l) (2.34)

O primeiro termo do lado direito é equivalente a fungao de verossimlhanga das Eq. (2.26) e
(2.27), enquanto o segundo termo é a probabilidade a priori para os parametros A, B,w e xy. Esta

pode ser decomposta pela regra do produto em:

p(A7Bawax0|‘[) :p(A,B|I) Xp(w7$0|l) (235)

Se ja conhecemos a largura e a posicao do pico gaussiano, podemos representar as distribuicoes

a priori de w, xg como sendo fungoes delta:

p(zo,w|I) = 0(w — wp)d(xp) (2.36)

E, neste caso, a integral da (Eq. 2.33) é facil de ser calculada e vale:

P(A, BI{Ni}, I) o< p({ N} | A, B,w = wo, 20 = 0) x p(A, B|I) (2.37)

Como esperado, recuperamos a equacao inicial do problema, quando os valores dos parametros
eram conhecidos. No entanto, se nao tivéssemos conhecimento de tais valores, poderiamos atribuir

distribuicoes a priori para cada um dos parametros e calcular novamente as integrais.

2.5 Calculos envolvendo a aplicacao do método de Bayes

Apresentamos a seguir uma contribuicao nossa no estudo de inferéncia paramétrica, baseado em
uma distribuicao gama. Ela aparece de varias formas como solucao em equagoes de transporte de

raios cosmicos e também em perda de energia de particulas carregadas a baixas energias. Adotamos
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um procedimento similar a alguns exemplos apresentados anteriormente. Geramos eventos a partir
de uma simulagao Monte Carlo e posteriormente aplicamos o teorema de Bayes para estimativa dos

parametros presentes na distribuicao.

2.5.1 Metodologia

Justifica-se o uso da técnica de Monte Carlo em situacoes quando esta é frequentemente o tinico
método pratico de resolver equagoes de transporte, nas quais sao geradas amostras de varidveis
randomicas governadas por funcoes de densidade de probabilidade complicadas. Em particular,
no nosso trabalho, usamos a técnica para gerar variaveis oriundas principalmente da distribuicao
Gama. A técnica de Monte Carlo assume o uso de um ”gerador de varidveis randomicas” que gera
valores uniformes estatisticamente independentes em um intervalo semi-aberto [0,1). A partir de
tal distribuigao uniforme podemos fazer uso de vérias técnicas para transformar tal distribuicao
naquela desejada. Apresentaremos a seguir, a técnica que foi utilizada por nds para a obtengao da
distribuigao Gama.

Dada uma fungao de densidade de probabilidade f(z), onde —co < x < oo, define-se a distri-
bui¢ao de probabilidades cumulativa como sendo a probabilidade de que x assuma uma série de

valores até um determinado limite, por exemplo, x < a:

F(a) = / f(z)dx (2.38)
Se a é escolhido com a densidade de probabilidade f(a), entdo a probabilidade integrada até a,
F(a), é por si mesma, uma variavel aleatéria que ocorrera com densidade de probabilidade uniforme

em [0,1). Se z pode assumir qualquer valor, e ignorando os extremos, podemos encontrar um tnico

x escolhido a partir da distribui¢ao F'(a) para um dado u, se tomarmos:

u= F(x) (2.39)

contanto que possamos encontrar uma inversa de F, definida por:

r=F"(u) (2.40)

Este método é mais apropriado quando pode-se calcular analiticamente a inversa da funcao da
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integral indefinida de f.

2.5.2 Algoritmo que gera a distribui¢cao gama
A forma analitica da funcdao gama é dada por:
xkz—l)\k’e—)\x

(k)

O algoritmo que segue é dado para A = 1. Para A # 1 deve-se dividir o valor aleatério x

p(x|\ k) = (2.41)

encontrado por A\. Podemos dividir o algoritmo em trés partes:

e Se k=1, temos uma distribui¢ao exponencial. A partir do niimero aleatério uniforme gerado

u, usa-se simplesmente a relacao r = —Inu

e Se 0 < k < 1, inicia-se com v; = (e + k)/e, onde e é a base do logaritmo natural. Gera-se

outros valores uq, us e define-se a quantidade vo = viuy. A partir de entdo, temos dois casos:

— Caso 1: vy < 1. Define-se x = v} e verifica-se se uy < €~%, em cujo caso aceitamos x, ou,

reiniciamos gerando novos valores de u; e us

— Caso 2: vy > 1. Define-se # = —1In ([v; — va] /k). Se uy < z*71, entdo aceita-se x e o

algoritmo é encerrado. Caso contrario, deve-se gerar novos u; € us.

e Se k > 1, inicia-se definindo ¢ = 3k — 0.75; em seguida gerando u; e computando o valor
vy = ur(l —uy) e vg = (ugp — 0.5)\/c/vy. Se x = k+ vy —1 < 0, é necessario voltar e
gerar novo uj; caso contrdrio, gera-se up e define-se v3 = 64viui. Se vz < 1 — 2v3/z ou

3 < 2[k — 1] In[z/(k — 1)] — v9 aceita-se x, caso contrario é necessario gerar novo ;.

2.5.3 Aplicacao do Teorema de Bayes

De posse dos eventos gerados pela simulacao, estamos em condic¢oes agora de proceder o calculo

escrevendo o teorema de Bayes:

p(\ k[ {x:}, I) o< p({xi} | Ak, T) x p(A k|T) (2.42)
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Atribuiremos para a distribuicao a priori uma constante, com a condicao de que A > 0 e k > 0.

Para a fungao de verossimilhanca, tomaremos simplesmente como a produtoria da Eq.2.41:

N

p({xi} [Nk, I) = HP(%P\, k,I) = {ﬁ] [H :Cfll exp(_)\zxi) (2.43)

Queremos agora marginalizar a distribuicao a fim de obter o valor mais provavel de cada
parametro separadamente. Iniciaremos marginalizando o parametro A para, assim, conseguir uma
expressao para a distribuigao posterior que seja dependente somente de k. Dessa forma, aplicamos

a regra de marginalizacao:

k| (i}, T) = /0 T Ok {ai} D (2.44)

Assim, calculando a integral:

i=1 =1

k| (i}, ) = [Hx;“] - (;)N /0 TV erp(-AY A (2.45)

1 T(kN + 1)

p(k|{zi}, 1) = [Zf\il a:z} EN+1 [F(k)]N

Ha:f—l] (2.46)

Tomando o Inp(k|{x;}, ), temos:

N N
Inp=WT(EN+1) = NInT(k) = (kN +1)In > a4+ (k—1)) Inz (2.47)
=1 =1

Calculamos agora para uma série de valores de k os respectivos valores de In P e, posteriormente,
P, de modo a obter o valor que maximize essa expressao. Todas as simulagoes foram feitas usando
como parametros fixos A = 10.0 e k£ = 5.0. Os graficos da Fig. 2.12 mostram a evolucao da
distribuicao posterior do parametro A com o nimero de eventos. Na tabela 2.1 mostramos, para
cada simulagao, o valor mais provavel do parametro k e a respectiva largura em torno deste maximo.

Inicialmente, analisamos uma simulagao com 10 eventos. Note que o grafico (ver Fig. 2.12) tem
uma largura consideravel em torno de seu maximo, indicando que h&a um nimero insuficiente de
eventos para uma analise mais apurada. Na Fig. 2.13 tracamos o grafico da distribuicao calculada
analiticamente a partir do resultado dos maximos obtidos pela marginalizacao e, juntamente com

este, desenhamos o histograma dos eventos.
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Figura 2.12: Evolucao da distribuicao posterior para o caso do modelo gama, na qual marginaliza-

mos o parametro A e estimamos k, a partir de um nimero reduzido de eventos (dez), aumentando

progressivamente. Note que a largura do grafico vai estreitando, indicando uma boa confidéncia na

estimativa do parametro.
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Tabela 2.1: Valores maximos de k e as respectivas larguras em torno destes.

Numero de eventos simulados | Valor maximo de k | Largura
10 4.852 4.752
50 4.456 1.98
100 4.515 1.584
200 5.248 1.188
400 4.654 0.594
1000 4.654 0.396

Para a marginalizacao do parametro k utilizamos um procedimento diferente do anterior. Ao
invés do calculo da integral sobre todos os valores possiveis de k, nos valemos de uma propriedade

da distribuicao gama, que é dada por:

() = ; (2.48)

onde tomamos (x) como um valor conhecido.

Assim, substituindo k por A (z) na distribui¢ao posterior teremos uma expressao que sé dependa

de \:

N
1 Ao)=1_—Az)N
P =p\k, {z;},]) = =——— VOV [ 2} @ (2.49)
LA ()™ 11
Tomando o In P:

N
In P = A{x) NinA\ — Nin['(A(z)) + (A (z) — 1) Zlna:i — NX{(z) (2.50)

i=1

De posse da expressao para o In P, repetimos os calculos que fizemos anteriormente, agora
para este caso. Pode ser visto pelos graficos da evolugao posterior do parametro A com o niimero
de eventos analisados (Fig. 2.14), bem como pelo gréfico em que se compara a fungao calculada

analiticamente com os histogramas (Fig. 2.15) que esta andlise também obteve para um conjunto
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Figura 2.13: Comparacao entre os histogramas gerados e a distribuigao gama calculada com os

parametros obtidos pelo aplicacao do método de Bayes

razoavel de eventos uma boa estimativa para o parametro A\, chegando muito préximo do valor de

entrada da simulagao (A = 10.0). Desse modo, acreditamos ter obtido bons resultados numéricos
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Figura 2.14: Evolucao da distribuicao posterior do parametro com os dados. Note que a diferenca
de estimativa para 100 e 200 eventos nao ¢ alterada, no entanto, a largura vai estreitando cada vez

mais.

no uso do método bayesiano em uma aplicacao de inferéncia paramétrica.

2.6 Escolha da Probabilidade a Priori

Na tultima secao consideramos situagoes dominadas principalmente pelas funcoes de verossimi-
lhanca, em que a distribuicao a priori poderia ser incluida apenas como uma constante de norma-
lizagdo. No entanto, devemos ficar atentos a possibilidade do uso nao-critico de probabilidades a
priori uniformes como uma prescricao ou uma regra, quando de fato o uso da distribuicao a priori
estd intimamente relacionado com o tipo de informacao disponivel, que varia caso-a-caso.

Como pode-se imaginar, a escolha da priori é um assunto altamente discutido entre aqueles que
se utilizam dos métodos bayesianos. O objetivo desta secao é tao somente o de mostrar alguns

argumentos normalmente usados na escolha das distribui¢oes a priori, bem como citar algumas
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Figura 2.15: Comparacao dos histogramas gerados a partir da simulacao e a distribui¢ao gama com

os parametros obtidos a partir dos célculos de marginalizagao

probabilidades a priori conhecidas.

2.6.1 Distribuicoes a Priori Conjugadas

Devido a problemas computacionais a modelagem das probabilidades a priori tem sido tradi-
cionalmente uma escolha entre aquela que seria a mais honesta possivel com a realidade e que ao
mesmo tempo fosse uma funcao matematica que simplifique os calculos analiticos. Uma estratégia
bastante conhecida é a de escolher uma distribuicao a priori com uma forma conveniente tal que
a distribuicao posterior pertenca a mesma familia funcional da distribuicao a priori. A escolha da
distribuicao a priori depende entao também da verossimilhanga; desta forma dizemos que a distri-
buicao a priori e a posterior estao conjugadas. Um caso interessante é obtido pela verossimilhanca

N—n

binomial P(n|f, N), que tem uma forma proporcional a §™(1 — 0) , apresentando deste modo a

mesma estrutura da distribuicao Beta:
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f(Olr,s) = ﬁe’”—l(l —6)5 1 (2.51)

onde 0 <0 <1,7,5>0ef[(rs) éa funcao Beta, definida como:

B(r,s) = /01 0" 1 (1 —6)*"'do (2.52)

Dependendo do valor dos parametros, a distribuicao Beta pode tomar uma grande variedade de
formas. Por exemplo, para grandes valores de r e s a fungao é muito similar a distribuigao gaussiana,
enquanto que para r = s = 1 uma distribui¢ao constante é obtida.

Usando a distribuicao Beta como priori em problemas de inferéncia com uma verossimilhanca

binomial, temos:

P00, N,r,s) o [07(1 — O)N="][0""1(1 — 0)°~] o g7+~ (1 — @) N ks (2.53)

A distribuigao posterior ainda é uma Beta com n’ =r+n e s’ = s+ N —n. Note que a posterior
torna-se progressivamente independente da informacao a priori no limite em que muitas dados sao

avaliados; neste limite obtemos o mesmo resultado que uma priori uniforme (r = s = 1)

Tabela 2.2: Algumas distribuig¢bes a priori conjugadas; x e n representam os valores observados
(respectivamente continuos e discretos) e 6 é o parametro que se deseja inferir, correspondendo ao

1 de uma Gaussiana, 6 de uma binomial e A de uma distribuicao de Poisson.

Verossimilhanga P(z|0) | Priori conjugada P(0) Posterior P(0|z)
Normal(#, o) Normal( g, 09) Normal(jq,01)
Binomial(N, ) Beta(r,s) Beta(r +n,s + N —n)
Poisson(6) Gamma(r, s) Gamma(r +n,s + 1)
Multinomial(6y, ..., 0y) Dirichlet(ay, ..., ag) Dirichlet(cy + ny, ..., ag + ny)
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2.6.2 Invariancia por Transformacgoes

Uma importante classe de prioris surgem como resultado de uma invariancia por transformagoes.

Consideraremos aqui dois casos: invariancia por translacao, invariancia por escala.
Invariancia por Translacao

Assumindo que hé indiferenca quanto a transformacoes do tipo #’ = 6+0b, onde 6 é nossa variavel
de interesse e b uma constante. A invariancia por translacao requer que o elemento infinitesimal
de probabilidade de que @ esteja no intervalo df, p(#)df mantenha-se inalterado quando expressado

em termos de @', ou seja:

p(0)d6 = p(¢')df = p(6 + b)db (2.54)

Para que a equagao anterior seja vélida para qualquer b, p(f) deve ser igual a uma constante
para todos os valores de de —oo até co. Na pratica, esta priori pode ser considerada como sendo

p(0) = 1/A0, onde Af é um intervalo finito muito grande ao redor dos valores de interesse.
Invariancia por escala

Em outros casos, poderiamos estar indiferentes quanto uma transformacao de escala, isto é,

0" = 36, onde 3 é uma constante. Como df’ = (30, temos que:

P(0)d0 = P(30)0 (2.55)
P(30) = @ (2.56)

cuja solucdo é dada por P() %, 0<6<co.

Esta é conhecida como a funcdo a priori de Jeffreys [10]. Note que esta priori pode ser escrita
como P(Inf) = cte. Os valores de  foram restringidos a apenas os positivos porque tradicionalmente
variaveis que satisfazem esta invariancia sao associados com quantidades definidas positivamente.
Variaveis associadas a invariancia de translacao sao chamadas de parametros de loca¢do, como o
parametro x4 no modelo gaussiano; valores associados a invariancia por escala sao chamados de

parametros de escala, como o no modelo gaussiano ou A no modelo de Poisson. Esta é uma priori
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nao-informativa muito ttil em muitas aplicacoes importantes e que reflete completa ignorancia a
priori, pode-se perceber o uso dela nos exemplos anteriores, onde se discutia o uso de analise de

dados e as escolhas de modelos de verossimilhancas.

2.7 Selecao de Modelos

Até entao temos considerado casos envolvendo estimativa de parametros e escolha de distri-
buigoes a priori. Vamos agora analisar casos em que ha incerteza quanto ao modelo a ser usado.
Inicialmente, poderiamos pensar que uma escolha entre diferentes alternativas propostas pode ser
feita apenas com base em quao bem tais modelos reproduzem o resultado. No entanto, alguma
reflexao revela a potencial dificuldade em que modelos mais complicados, definidos por muitos
parametros, sempre serao capazes de estar em melhor acordo com as medidas experimentais, no
entanto, deve-se levar em conta que tais sao muito mais complexos do ponto de vista algébrico,
por isso deve haver um ponderamento entre esses fatores. Apresentaremos a seguir, uma discussao
sobre essas questoes baseadas em um formulacao elementar devida a Jeffreys, chamada de a histéria

do Sr.A e do Sr.B. A questao que se apresenta é a seguinte:

O Sr. A tem uma teoria; O Sr. B também tem uma teoria, mas com um parametro ajustdvel \.

Quais das teorias € preferivel com base nos dados D?

E evidente que, a partir das discussoes precedentes, é necessario calcular as probabilidades

posteriores que A e B estejam corretas e compara-las, assim:

_ P(A|D,T)
7= P(B|D., 1)

Deste modo, se 0 >> 1 entao preferiremos a teoria A, se 0 << 1 preferiremos a teoria B, e caso

(2.57)

0 ~ 1 nao temos um conjunto de dados D suficientes para fazer uma escolha. Para calcular esta
razao, vamos aplicar o teorema de Bayes tanto no numerador quanto no denominador:
P(A|D,I) P(D|A,I) P(A|I)

PB|D.I) _ P(D|B,1) "~ P(B|I) (2.58)

Faremos uma suposicao que as razoes entre as distribuicao a priori seja igual a unidade. Para

atribuir as probabilidades envolvendo as verossimilhancas P(D|A, I) e P(D|B, I) devemos conseguir
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comparar os dados com as predicoes de A e B. Este cédlculo é simples para A, mas nao para B,
pois este 1ltimo nao pode fazer predi¢coes sem um valor para o parametro A. Para contornar este
problema, podemos expressar P(D|B, 1) em termos do parametro A, usando a marginalizacdo e a

regra do produto:

P(D|B,I) = /d)\P(D,/\|B,I) :/d)\P(D|)\,B,I)P()\|B,I) (2.59)

O primeiro termo da integral P(D|A, B, I), onde o valor de A é dado, é apenas uma fungao de

verossimilhanga comum. O segundo termo é a priori de B para A. Para que os calculos possam ser

realizadas analiticamente, vamos admitir que o Sr. B pode apenas dizer que A deva estar em algum
intervalo entre A, € Az, Originando assim uma distribuicao a priori uniforme:

1

P\B,I) = (2.60)

)‘mam - /\min

em que A\pin < A < Az, sendo a priori igual a zero para valores de A diferentes destes.

Vamos tambem admitir que ha um valor A\g que mais se aproxima com as medidas, a proba-
bilidade correspondente P(D|\g, B, ) serd o maximo da verossimilhanga de B. De fato, quando
o parametro ajustavel estd nas proximidades de seu valor 6timo, \g + d\, esperamos um fitting

razoavel dos dados, o que poderia ser representado por uma distribuicao gaussiana:

P(D|\, B,I) = P(D|)o, B, Iexp (—%) (2.61)

Substituindo os valores de P(D|\, B,I) e P(A\|B,I) em P(D|B,I) e levando em conta o fato de

que a distribuicao a priori nao depende de A e, portanto, pode ser retirada da integral, temos:

1 Ama:t

)\min

Assim,

P(D|Xo, B, T) x 6\/2r

)\ma,ax - )‘min

P(D|B,I) = (2.63)

Substituindo esta equagao na expressao da razao das posteriores, obtemos:
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P(A|D7])_P(A|[) % P(D|A71) X/\max_Amm (264)
P(B|D,I) ~ P(B|I) = P(D|\o,B.I) =~ \/2r¢ |

O primeiro termo a direita reflete nossa inferéncia a priori para as teorias alternativas, a qual

podemos tomar como sendo a unidade. O segundo termo é a medida de quao boa as melhores
predigoes de cada modelo concordam com os dados; com a flexibilidade gerada por seu parametro
ajustavel, esta razao entre as verossimilhancas pode favorecer apenas a teoria B.

A anélise da questao nao se restringe, porém, so nisso - outro termo deve ser considerado. O
intervalo a priori A\jae — Amin € geralmente muito maior que a incerteza £6 permitida pelos dados.
Assim, o ultimo termo da equacao atua para penalizar B pelo parametro adicional, por esta razao ele
é chamado de fator de Occam, inspirado na Navalha de Occam:” frusta fit per plura quod potest fiori
per paciora”, ou, ”é em vao fazer com mais o que se pode ser feito com menos”. Assim, na andlise
comparativa entre modelos, deve ser sempre balanceado fatores como o nimero de parametros que
o modelo possui com seu grau de predigao.

Na maioria dos casos, nossa preferéncia com relacdo a um modelo A ou outro B é dominada
pela exatidao do ajuste com os dados, ou seja, a razao entre o maximo de suas verossimilhangas
tende a ser o fator dominante. O fator de Occam pode tomar um papel principal, contudo, quando
ambos os modelos dao resultados comparativamente bons com as medidas.

Outra caracteristica importante surge quando consideramos o caso onde A também possui um
parametro ajustavel, pu por exemplo. Repetindo os mesmos procedimentos dos célculos anteriores
e fazendo as devidas simplicagoes, obtemos para esse caso:

P(A|ID,I) _ P(Al) P(Dlpo, A ) 6p(Amaz — Amin)

P(BID,T) _ P(B|T) "~ P(D[3, B,1) " A(fimar — ftmin) (2.65)

Esta situacao poderia representar, por exemplo, uma situagao em que temos que escolher entre

uma forma gaussiana ou lorentziana de um pico de sinal, mas cujo parametro seja desconhecido.
A posicao do méximo poderia ser fixada na origem por teoria e as amplitudes vinculadas pela
normalizac¢ao dos dados, os parametros p e A poderiam estar relacionados com a largura-a-meia-
altura FWHM. Se atribuirmos igual peso para A e B antes da anélise e um intervalo a priori similar

para os parametros, entao a equacao anterior reduziria-se para:
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P(B|D,1) = P(D|ho, B,1) " oA (2.66)

Para dados de boa qualidade, o fator dominante tenderia a ser a razao entre o melhor ajuste

das verossimilhangas. Se ambos sdo comparaveis entdo o modelo com a maior barra-de-erro (Ju
ou d0)\) serd favorecido. Isso parece razodvel visto que uma barra-de-erro maior implica em que o
parametro pode assumir mais valores que sejam consistentes com as hipoteses dadas. Exemplos de
recentes aplicagoes em selecao de modelos podem ser encontras em andlise de neutrinos observados
a partir da supernova SN 1987A [18], comparagoes de modelos cosmoldgicos [19] e andlise de dados

coincidentes a partir de detectores de onde gravitacionais [20]



Principio de Maxima Entropia

3.1 Medida de Entropia de Shannon

Toda distribuigao de probabilidade tem associada consigo uma certa ”incerteza”. O conceito de
"entropia”é introduzido aqui para fornecer uma medida quantitativa dessa incerteza. Shannon[12]
sugeriu que tal medida de informacao ou incerteza deveria obedecer a determinadas propriedades.
Assim, sejam pq, po, .., p, as probabilidades de ocorréncia de n determinados eventos A;, Ao, ..., A,

de um dado experimento, dando origem a uma distribuicao de probabilidades:

P:p<p17p27"'7pn) (31)

Obedecendo a condigao de que p; > 0,...,p, > 0 e a condi¢ao de normalizacgao:

N
d pi=1 (3.2)
i=1

A medida de incerteza ou informacao H deveria obedecer as seguintes propriedades:

1. H deveria ser uma funcao de py, po, ..., p, tal que ela possa ser escrita como:

H = H,(P) = Hy(p1,p2, - Pn) (3.3)

2. Deveria ser uma funcao continua em py, ps, ..., Pn
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3. H deveria ser simétrica em relagao aos seus argumentos, ou seja, quando os valores de saida

ou eventos Aq, As, ..., A, sao rearranjados entre si, H deve manter-se inalterada.

4. H nao poderia variar caso seja acrescentado ao esquema de probabilidades um valor com

probabilidade nula:
Hn+l(plap2a'-'7pn70) = Hn(p17p27"'7pn) (34)

5. H teria um minimo e possivelmente um zero quando nao hé incerteza sobre o valor do evento,
ou seja:

Hn(plap%"')pn) :Ou (35)

quando p; = 1,p; = 0,7 # j,1 =1,2,...,n.
6. H deveria ter um valor maximo quando a incerteza é maxima, o que ocorre quando todos os
eventos sao igualmente provaveis, ou seja H é maximo quando:

1
i — ... pr— n —_ - 3'6
p Pn= - (3.6)

7. O valor maximo de H deveria aumentar quando n aumentasse, ou seja, a incerteza no processo

é tanto maior quanto maior for o niimero de eventos possiveis.

8. Para duas distribuicoes de probabilidade independentes:

P = (p17p27 7pn)7Q = <QI7QQ7 >Qm>; sz = 1aij =1 (37)

i=1 j=1

a incerteza do esquema adjunto PUQ deveria ser a soma de suas incertezas, ou seja:

onde se Ay, A, ..., A,; Bi, Bo, ..., B, sao os valores de saida de P e Q, entao as saidas de PUQ sao
A;B; com probabilidades p;q;

Shannon sugeriu a seguinte medida:

H,(p1,p2, s pn) = — Y pilnp; (3.9)
=1
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E facil notar que esta é uma funcao de pq, ps, ..., pn, continua e simétrica, se pudermos substituir
0In(0) por zero. Ela nao varia quando um evento de probabilidade nula é acrescentado ao esquema
de probabilidade. Quando uma das probabilidades é igual a um, seu valor é zero, que é seu valor
minimo visto que H > 0 quando 0 < p; < 1. O valor méximo de H ocorre quando p; = 1/n e é

igual a:

- Zf: %ln (%) = In(n) (3.10)

e este valor, obviamente cresce quando n aumenta. A ultima propriedade pode ser demonstrada

da seguinte forma:

n

Hyum(PUQ) = = > > " (pig;)In(pig;) qu szlnpl > nil)  asing] (3.11)
= =1 j=1

j=1 i=1
Os termos em colchetes sao respectivamente H,(P) e H,(Q); as somatérias Y 7" q; e D1, pi,

de modo que:

H,m(PUQ) = H,(P)+ H,,(Q) (3.12)

Portanto, a medida de Shannon satisfaz a todas as propriedades. Posteriormente, Kinchin [21]

mostrou que qualquer medida que satisfaca a todas as propriedades descritas deve ter a forma:

—k Zpilnpi (3.13)
i=1

onde k é uma constante positiva arbitraria. Outras medidas de incerteza podem ser obtidas

somente modificando uma ou mais das regras ou mesmo retirando algumas e acrescentando outras.

3.2 O principio de Maxima Entropia

Em 1957, E.'T Jaynes enunciou o Principio de Méaxima Entropia, com o objetivo de derivar
uma distribuicao de probabilidade que descrevesse o microestado de um sistema, baseando-se em
medicoes, ou seja, valores médios de funcgoes, feitos em uma escala macroscopica. Jaynes bus-
cou inspiracao em argumentos da Teoria da Informacao de Shannon para deduzir seu principio e

posteriormente aplicd-lo em problemas de mecanica estatistica[l3].
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Em sua teoria, ele sugeriu uma reinterpretacao da mecanica estatistica que passaria de uma
teoria fisica a um exemplo de inferéncia estatistica. Neste sentido, a entropia de informacao de
Shannon teria um papel crucial mais béasico que o conceito de energia. A partir desse principio,
estabeleceu algumas das propriedades fundamentais da inferéncia por maxima entropia e aplicou-a
a mecanica estatistica.

O problema basico do método de maxima entropia é o de encontrar a distribuicao de probabi-
lidades mais "honesta” possivel dados os vinculos do problema, ou seja, a distribuicao que melhor
caracteriza o conjunto de dados sendo ao mesmo tempo coerente com os vinculos do sistema. Dada
uma variavel x que pode assumir valores discretos, nao temos acesso as respectivas probabilidades
individuais p;, mas tao somente ao valor esperado de alguma funcao qualquer dessa variavel x.

Segundo a teoria da informacao, descrita em seus detalhes basicos na secao anterior, a distri-
buicao que melhor representa o estado de informacao disponivel e que, ao mesmo tempo, seja a mais
honesta ou mais "uniforme”é dada quando se maximiza a entropia de Shannon. Na secao seguinte,

¢ feita uma demonstracao de tal principio, baseada na argumentacao de Graham Wallis em 1962.

3.3 Uma Deducao para a Fungao de Maxima Entropia

Suponha que existam M possiveis valores de uma variavel qualquer {x;} : a questao proposta é
a de atribuir valores de probabilidade para cada um dos valores de x, sabendo que para um dado z;
temos associado uma probabilidade p (x;|I) = p;, que corresponde a nossa informagao testével, ou
vinculo do problema . Vamos imaginar, para isso, um jogo em que cada valor de x é representado
por uma caixa de igual tamanho.

Um time de macacos é escolhido para colocar em cada caixa um determinado niimero de moedas.
Os hipotéticos macacos sao usados para simbolizar que as escolhas das caixas estao sendo feitas
aleatoramente. Depois de um grande nimero de moedas distribuidas, a fracao em cada caixa
representa a probabilidade associada a cada x;. O resultado obtido pode nao ser consistente com
os vinculos de I, em cujo caso ¢é descartado.

Apds um grande ntimero de tentativas, algumas distribuigoes sao encontradas com mais frequéncia
que as outras; a que ocorrer com mais frequéncia dentre todas e que satisfaca o vinculo imposto por
I pode ser considerada como uma boa escolha para a distribuicao de probabilidade p ({z;} |I). Veja-

mos como essa situacao corresponde a encontrar uma distribui¢ao com o maior valor de — > . p;lnp;.
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Depois que os macacos distribuiram todas as moedas nas caixas, encontraremos na primeira

caixa n; moedas, na segunda ns, etc. O nimero total de moedas N ¢é entao:

M
N = Z n; (3.14)
i=1

onde assumiremos que N >> M. Dessa forma, temos:

pi=ni/N (3.15)

Desde que cada moeda pode estar em qualquer caixa, hd M maneiras de colocar as moedas nas

caixas. Muitas dessas maneiras corresponderao a uma mesma distribui¢do de {n;}. A frequéncia
com a qual {p;} ocorrerd é dada por:

F({p)) = Y (3.16)

onde Ny,,3 é o nimero de maneiras de obter {n;}.
Cdlculo do numerador: tomando a caixa nimero 1, temos uma combinagao de C,]L\i maneiras de
escolher ny moedas dentre as N. Repetindo o mesmo raciocinio para as demais caixas, chegamos

e11:

N!
N N—nq N—ni—ng 5V —
Co -Gy " .Cr O = T (3.17)
Portanto, a frequéncia com que é obtido {p;} é dada por:
N! 1
F = 3.18
nl'ng'nM'MN ( )
Tomando o InF :
M
InF = In(N!) = Nin(M) = In(n;) (3.19)

i=1
O lado direito pode ser simplificado, usando a aproximacao de stirling: In(n!) ~ inn—n, quando
n — oo.

Desta forma:
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M
InF' = —NiInM + NinN = In(n;) (3.20)
i=1

Usando a relacao p; = n;/N e o fato de que ) . p; = 1, temos que:

InF = —NInM — N Y _ pilnp; (3.21)

A probabilidade, p ({z;} |I), que buscamos é aquela que tem a maior frequéncia F. Assim, como

N e M sao constantes, obter o maior valor de F ou InF significa maximizar a funcao:

S =— Zpilnpi (3.22)

Como vimos, buscar uma distribuicao de probabilidade baseada apenas em informacao dis-

ponivel é equivalente a maximizar a entropia de Shannon.

3.3.1 Exemplo Elementar da Aplicagao do Método de Maxima Entro-
pia
Para verificar um paralelo entre o que nossa intuicao pode dar como resposta a um determinado
problema e o que o método de maxima entropia fornece como resultado, abaixo estd citado um
exemplo bastante trivial conhecido como o problema do canguru. Dado um conjunto de cangurus
sabe-se que 1/3 deles tém olhos azuis e 1/3 s@o canhotos. Com base nestas informacoes, nossa
questao ¢ que proporcao de todos os cangurus sao canhotos e tém os olhos azuis..

Podemos sistematizar o problema da seguinte forma: vamos escrever cada uma das possibilidades

distintas da seguinte forma:

e p; para cangurus de olhos azuis e canhotos
e 1, olho-azul e destro
e p3 para cangurus canhotos e que nao tenham olhos azuis

e p, cangurus destros e que nao tenham olhos azuis
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Note que estas probabilidades nao sao independentes. Ha vinculos impostos pelas informagoes

que temos do problema. Assim, podemos escrever :

1
PLtp2= 3 (3.23)
e
1
Pt ps= 3 (3.24)

Além dessas duas, temos a condicao de normalizacao :

P1+p2t+pst+pi=1 (3.25)

Manipulando as equagoes, chegamos a conclusao que todas as solugoes onde 0 < =z < 1/3
satisfazem o problema, onde x = p; Entao, qual seria a solucao mais adequada com as informacoes
que tempos em maos ? Se uma escolha tivesse de ser feita dentre todas as solugoes possiveis, nosso
senso comum escolheria aquela que fosse a mais independente possivel, ou seja, z = 1/9. Qualquer
valor diferente desse indicaria haver alguma correlacao entre a cor dos olhos e o fato dos cangurus
serem canhotos ou nao; no entanto, nao possuimos tal informacao. Skilling [22] mostrou que as
unicas fungoes que resultam em z = 1/9 sdo aquelas relacionadas monotonicamente com a fungao

de entropia:

4
1 1 1 1
S = — E pilnp; = —xlnz — 2 (§ — m) n (g — x) — (§ + m) n (§ + x) (3.26)
i=1

Para ilustrar esse ponto, na tabela abaixo mostramos os resultados de maximizagao do valor de
x utilizando outras ”trés fungoes de entropia”:

A partir da anédlise da tabela, observamos que dentre as quatro fungoes variacionais propostas, a
unica que nao apresenta nenhum valor de x que leve a alguma correlagao é a funcao de entropia. As
demais apresentam correlacoes envolvidas, ou seja, as correlagoes positivas indicariam que a cor dos
olhos teriam uma relagao direta com o fato dos canhotos serem canhotos, e a correlagao negativa
indicaria o oposto; nenhuma dessas informacaoes esta contida no nosso problema, portanto, pode-se

perceber aqui que a funcao de méxima entropia adequada é a proposta por Shannon.
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Tabela 3.1: Solugoes para o problema dos cangurus quando se maximiza quatro fungoes diferentes,

sujeitas aos vinculos do problema.

Funcgao Variacional | Valor maximo de x | Correlagao Implicada
— > pilnp; 0.1111 nenhuma
— > 0.0833 negativa
> Inpi 0.1301 positiva
> iV/Di 0.1218 positiva

3.4 O Formalismo do Método de Maximizacao de Entropia

Dados alguns valores médios, héa infinitas distribui¢oes de probabilidade compativeis. De acordo
com a MaxEnt, deve-se selecionar dentre todas as distribuicoes possiveis aquela que maximize a
entropia de Shannon, sendo ao mesmo tempo compativel com os vinculos impostos pelos valores
médios e condigoes de normalizacao.

Assim, consideremos uma variavel randomica X que assuma os valores xq,xs,...,x, com as
respectivas probabilidades associadas pi, po,...,p,. Com tais valores de probabilidade, podemos
encontrar valores médios de fungoes de X, ¢; (X), g2 (X), ..., gm (X).

Desta forma, podemos escrever as equacoes de viculo como sendo:

Zpigr (zi) = a, (3.27)

onde r=1,2,..m

Além das equagoes de vinculo acima, hé a condi¢ao de normalizacao:

n
d pi=1 (3.28)
i=1
Como pode ser visto, temos m + 1 equacoes para a determinacao de pq,ps,...,p,. Em geral,

m + 1 < n de modo que h& um infinito niimero de solugoes para o sistema. O método de Maxima

Entropia sugere que dentre todas as solucoes, devemos escolher a que maximiza a entropia.
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Para maximizar a entropia, usaremos o método de Lagrange[23]. Assim, dados os vinculos e a

condicao de normalizagao, construimos a Lagrangiana:

= pilnp; — (Ao — 1) (Zpi - 1> > A (Z Pigri — ar> (3.29)
=1 =1 r=1 =1

onde g, A1, ..., A, 880 os multiplicadores de Lagrange; note que \g — 1 é usado no lugar de \g
por questao de conveniéncia.

Tomando a derivada de L com relacao a p; e igualando a zero, temos:

oL
=0 3.30
o, (3.30)
—Inpi =X = Y _ Argri =0 (3.31)
r=1
E, portanto:

Para determinarmos os valores dos multiplicadores de Lagrange, substituimos (3.32) em (3.27)

e (3.28), tal que:

=1

ng-exp (—)\0 — Z /\jng) =a, (3.34)
=1 =1

sendo que r =1,2,...,m

de tal forma que:

exp (o) = Ze:cp< Z%w) (3.35)

=1
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Z?ﬂ Gri€TP <_ Z;nﬂ )‘jgji)
D i1 €TP (— > >\j9ﬁ>

A equagao (3.35) dé o valor de A\p como uma fungao de Aq, A, ..., Ay, enquanto as equagoes

(3.36)

Ay, =

(3.36) calculam ay, as, ..., a,, como fungdes de Ay, Ag, ..., Ay
O formalismo acima descreve a deducao de uma distribuicao de probabilidade genérica a partir

de vinculos gerais. Na pratica, esses vinculos dependerao do problema a ser considerado.

3.5 Verificacao de que o Método de Lagrange origina um

Maximo Global de Entropia

Para a verificacao completa de que o extremo obtido pelo método de lagrange é, de fato, um

valor de maximo global, procedemos como segue. Seja:

S =— Z pa)Inp(x;) (3.37)

Sujeita aos vinculos:
> plz) =1 (3.38)

Zp(xi)gr(xi) = gr(7i) (3.39)

comr =12 ..m.

A solucao é dada por:

p(x;) = exp[—Xo — A1gi(z1) — ... = A ()] (3.40)

Seja F' a entropia para qualquer outra distribuicao de probabilidade que satisfaca aos mesmos

vinculos dados anteriormente, de forma que:

n

F ==Y f(z:)inf(x) (3.41)

i=1
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> fla) =1 (3.42)

Zf xz gr xz = ( ) (343)

Desta forma, queremos calcular a quantldade Smaz — F, e verificar o sinal desta funcao. Assim:

Simaz — F = — Zp(mi)lnp(%‘) + Z f@i)nf(z;) (3.44)

n

= [f(@:) = pla:)linp(x;) + Z f(@i) [Inf (2;) — Inp(x;)] (3.45)

=1

Tomando o valor de p(x;) dado pela equagao 3. 40 e substituindo na expressao, temos:

f(z:)
p(xi)

Cada termo do primeiro somatorio se anula pela condigao de normalizacao e, assim, resta analisar

Smaz — F = Z (3) D=2 = Agi(z1) — oo = A ()] + Z f(zi)ln (3.46)

a ultima somatoéria. Para tanto, vamos usar uma propriedade das fungoes convexas (zinx é um

exemplo de fungao convexa), chamado de desigualdade de Jensen :

El¢(z)] = ¢[E(x)] (3.47)
Assim, dada duas distribuigoes de probabilidade quaisquer P = (p1,p2, ..., pn) € @ = (¢1, 42, -, Gn)
e tomando ¢(z) = xlnx e x = p;/q; com probabilidades de ocorréncia dada por ¢;(i = 1,2,...,n),

entao a desigualdade de Jensen é expressa da seguinte forma:

G i

Z Pijp P qi > iqi%ln [i qz%] (3.48)
i=1 t i=1 v

Fazendo as devidas simplicagoes e usando o fato de que Y | p; = 1, temos, finalmente:

szln— >0 (3.49)

Usando este resultado no nosso problema original, chegamos a conclusao de que Sy, — F > 0,

ou seja, Syee € um maximo global e F' = S,,,, quando p(x;) = f(x;) para todo i.
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3.6 Entropia como Ferramenta de Inducao

Apresentaremos a seguir um formalismo diferente do proposto por Shannon para a derivagao de
uma forma funcional da entropia [24]. Esta foi motivada por algumas questoes que referiam-se ao
fato de a entropia de Shannon tratar apenas dos casos discretos e, além disso, buscava-se uma forma
que nao dependesse de interpretacoes do tipo "quantidade de incerteza’ou ”informacao”. Neste
sentido, é importante a contribui¢ao de Shore e Johnson[14], que buscaram um metddo axiomético
que focalizasse sua atencao no método de inferéncia em si, e nao na medida de informagao. Por esse
formalismo, a entropia perde a interpretacao de quantidade de incerteza ou informacao, tornando-se
meramente uma ferramenta de inducao.

Para tanto considere uma variavel x em um espago X, em que x pode ser discreto ou continuo,
em uma ou mais dimensoes. A incerteza sobre o valor de x estd relacionada a uma distribuicao de
probabilidades g(z). A questdo é a de atualizar a distribui¢ao a priori ¢(z) em uma distribuigao
posterior p(z) quando novas informagoes em forma de vinculos tornam-se disponiveis.

Para selecionar uma distribuicao posterior dentre uma familia de distribui¢coes compativeis com
os vinculos torna-se desejavel ordenar tais distribuicoes de uma maneira transitiva, ou seja, se dada
distribuicao p; é preferivel a uma distribuicao ps, e py preferivel a uma distribuicao ps, entao p; €
preferivel a ps. Tal ordenamento é realizado atribuindo a cada p(x) um nimero real S(p) de tal
forma que, se p; é preferivel a ps entdo S(p1) > po. A distribuigao selecionada no final serd aquela
que maximize o funcional S(p), que serd chamado de entropia de p. A forma funcional de S(p) deve
respeitar alguns axiomas.

Axioma 1: Localidade: Informacao local tem efeitos locais. Supondo que a informagao a ser
processada refira-se a apenas um sub-dominio D de X nada dizendo sobre os valores de x fora de
D. A funcao de entropia deve ser tal que a probabilidade de qualquer x fora de D, p(z|X ¢ D) nao
seja modificada, visto que nao ha informacao disponivel para isso. A consequéncia do axioma 1 é

que dominios nao-sobrepostos de x contribuem aditivamente com a entropia:

5®) = [ Flpla).a)da (3.50
Axioma 2: Invariancia de Coordenada: O sistema de coordenadas nao carrega nenhuma in-

formacao. Os pontos x podem ser escritos usando qualquer sistema de coordenadas, sendo que o
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ordenamento das distribuigoes de probabilidade nao devam depender do sistema de coordenadas
usado. A consequéncia do axioma 2 é que S(p) pode ser escrito em termos de invariantes por

mudanca de coordenadas, tais como dxm(z) e p(z)/m(x):

50) = [ mia)ota) 2 (3.51)

A densidade m(z) e a fungao ¢(x) ainda estdo indeterminadas. No entanto, usando um caso
especial do axioma 1 pode-se especificar a natureza de m(x).

Axioma 1 (Caso especial): Quando nao hd nenhuma nova informacdo nao ha razao para
uma atualizagdo da distribuicao a priori que deve coincidir com a distribuicao posterior. Assim,
como consequéncia, m(x) pode ser tomado, a menos de uma constante de normaliza¢do, como a
distribuicao a priori.

Axioma 3: Independéncia de Subsistemas: Quando um sistema € composto por subsistemas
em que hd razao para serem considerados como independentes nao importa se o procedimento de
inferéncia trate-os separadamente ou conjuntamente.

Considere um sistema composto por dois subsistemas, x = (21, z5) € X = X x X,. Assuma que
as evidéncias a priori indiquem que os sistemas sao independentes, de forma que se as distribuicoes
a priori dos subsistemas sao my(x1) e ma(xs), entdo a distribuicao a priori para o sistema todo é
my(x1)ma(z2). Depois, suponha que nova informagao é adquirida tal que m;(z;) é atualizada para
p1(z1) e mo(z2) para po(z2).

Baseando-se apenas nessas novas informacoes, nao ha razoes para revisar-se a visao prévia
de independeéncia entre os subsistemas, de modo que a distribuicao a priori para o sistema todo
my(x1)ma(z2) pode ser atualizada para a distribuigao posterior py(x1)p2(x2). Isto é uma propriedade
tipica de fungoes do tipo logx. Como consequéncia do axioma 3 e, resultado final, temos que as
distribui¢oees de probabilidade p(x) deveriam ser ordenadas relativamente a distribui¢ao a priori

m(z) de acordo com sua entropia relativa:

p(z)
S = — l d 3.52
(plm) /p(ﬂf) s (3.52)
No caso de uma variavel discreta, se atribuirmos iguais probabilidades a priori, m; = 1, a

entropia ¢ dada por:
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S(p) = = D_pilnp: (3.53)

Ou seja, a entropia de Shannon é um caso particular da Eq. 3.52. E necessério enfatizar que
mesmo quando a entropia de Shannon ¢ usada, a medida a priori m; = 1 esta sendo levada em

conta implicitamente.

3.7 Consisténcia entre os Métodos de Bayes e o de Maxima

Entropia

Para reforcar o conceito de atualizacao das probabilidades, vamos mudar ligeiramente a notagao,
e escrever indices "velho”e "novo”em cada probabilidade para deixar explicito que houve um pro-
cesso de atualizacao de nossa inferéncia sobre detrminado parametro[25]. Assim, a regra de Bayes

pode ser reescrita como:

P(X16)

Pnovo(‘g) = P<9|X) = Pvelho(e)m

(3.54)

Onde denotamos por X os valores dos dados x que foram observados, e # algum parametro de
interesse. Com esta expressao reescrita, vamos agora verificar a consisténcia entre os dois métodos.
Vimos que a aplicacao do método de Maxima Entropia atualiza em uma distribugao posterior uma
distribuicao a priori, dada a informagao disponivel. Assim, a distribuicao posterior selecionada

Provo(,0) serd aquela que maximize:

P(z,0)
Pvelho<$7 9)

A informagao a ser processada (os valores observados X) devem ser expressados na forma de

SIP, Pouns] = — / dzdP(z, 0)in (3.55)

vinculos. Claramente, a familia de distribuicoes de probabilidade posteriores que reflete o fato de

que x é agora conhecido e toma os valores de X ¢ tal que:

P(z) = / dOP(z,0) = 6(z — X) (3.56)

Impomos também uma condi¢cao de normalizacao:



3. Principio de Maxima Entropia 52

/dxdé’P(x, 0)=1 (3.57)

Assim, procedemos escrevendo a Lagrangiana:

L=S+ /dx/\(x)[/ dOP(z,0) — d(x — X)| + a[/ dzxdfP(x,0) — 1] (3.58)

onde A(z) e a sdo os multiplicadores de Lagrange. Devemos agora derivar a expressao anterior
com relagao a P(z,0) e igualar a zero. Deste modo, calculando a derivada de cada um dos trés

itens da lagrangiana, temos:

oS 0 P(z,0)
_— — [P _— )
o / dadd e [P O)in = E 0 (3.59)
Portanto:
as P(z,0)
8P((L’, 8) B /dxde[lnpvelhc)(xa 0) * 1] (360)

Derivada do segundo termo:

_ap(i 7 / de ()| / doP(x,0) — 5(z — X)) = / dzdfA(x) (3.61)

E, finalmente, a derivada do terceiro termo:

%a[ / dzddP(z,0) — 1] = a / dxdf (3.62)

Assim, somando as derivadas e igualando a zero:

/dmd@[—ln% +Az)+a—-1]=0 (3.63)

Cuja solucao geral é dada quando o valor do integrando ¢é identicamente nulo, portanto:

P(z,0)

——+ AMx)+a—-1=0 3.64
Pvelho(xae) ( ) ( )

—In

E, resolvendo para P(x,0):

P(:Eu 0) - Pvelho(-r7 0)€>\($)+a—1 (365)
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Note que podemos escrever:
7 =e"1 = /dxd@Pvelho(x, 9)6’\(z) (3.66)
E assim, reescrevemos a Eq. (3.65) como:
Ma)
Pnovo(xa 9) = Pvelho_ (367)
Z
Os multiplicadores sao obtidos a partir da Eq. (3.56),
eA(z) 6)\(:1:)
/depvelho(xa 9)7 = Pvelho(x> 9)7 = 5(17 - X) (368)
Entdo, substituindo e*® de volta em (3.67):
Pvelho(ma 9)5(3: - X)
Pnove X, 0) = 3.69
( ) Pvelho ([E) ( )
Relembrando a regra do produto, temos:
Pvelho(xa 9) = Pvelho(-r)Pvelho(mx) (370)
Substituindo o termo Pyeino(, 0)/ Ppetho(x) por Pueno(0]x), temos:
Provo(,0) = §(x — X) Pyerno(0]2) (3.71)
A nova distribuicao marginal para 0 é:
Prowo(6) = / 0 Py (i, 6) — / 026 — X) Protno(812) = Prano(6]X) (3.72)

que € a regra de Bayes. Assim, a atualizacao via Bayes é um caso especial de atualizacao via

Maxima Entropia.

Resumidamente: a probabilidade a priori Pejno(2,0) = Pyeino(T) Pyeino(0|x) é atualizada para a

posterior Poopo(,0) = Provo() Prove(0]2) onde P, y0(z) = d(z — X)) é fixado pelos dados observados

enquanto Py (0|x) = Pyeino(s)) mantem-se inalterado. Note que isto estd em acordo com a filosofia

que orienta o método de Maxima Entropia, atualiza-se apenas aqueles aspectos de nossas crencas

para as quais novas evidéncias corretivas tenham sido fornecidas . A generalizacao para situacoes
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onde ha alguma incerteza sobre os valores dos dados atuais é simples, sendo necessario substituir a

fungao 0 de P(z) por alguma distribuigdo conhecida.

3.8 Aplicacao do Método em Mecanica Estatistica

Os primeiros resultados do método de méxima entropia foram em mecanica estatistica, realizados
também por Jaynes, em seu artigo original. Por essa razao, mostraremos aqui a derivacao de
algumas das principais distribuicoes, Maxwell-Boltzmann,Bose-Einstein e Fermi-Dirac, com base na
aplicagao do principio de méaxima entropia.

3.8.1 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Nessa distribuicao, temos como informacao disponivel o valor médio da energia do sistema.
Baseado unicamente nessa informacao, aplicaremos o principio de MaxEnt para derivar a distri-
buicao. Sendo pi,ps,...,p, as probabilidades que uma particula tenha energias €y, €, ..., €,, sua

energia média é é dada por:

P1€1 + paca + ... + Ppey = € (3.73)

Temos, além disso, a condi¢ao de normalizacao:

prE+pt..+tp=1 (3.74)

onde p; > 0 para todo i

Para aplicar o principio de MaxEnt, escrevemos a Lagrangiana desse sistema, como sendo:

= - Zpilnpi —(A=1) (sz - 1) — W (ipm - €> (3.75)

Tomando as derivadas de L com respeito a p; iguais a zero, obtemos:

—Inp; — A —pe; =0 (3.76)

ou

p; = e N He (3.77)
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Substituindo a equacao acima na condicao de normalizacdo, >, p; = 1, temos que :
" -1
e = <Z e’“i) (3.78)
i=1
Assim, finalmente obtemos:
6_“51}
= ———— 3.79
! iz € (379

Esta é a distribuicao de Maxwell-Boltzmann da mecanica estatistica. Para obté-la, aplicando

MaxEnt, usamos apenas o vinculo imposto pela energia média do sistema de particulas. Vejamos

agora as demais distribuigoes.

3.8.2 Distribuicao de Bose-Einstein

Nesse caso, vamos adicionar um vinculo ao problema. Além do conhecimento da energia média

do sistema, vamos supor que conhecemos o nimero médio de particulas N, (o nimero total de

particulas pode variar de zero a infinito). Assim sendo, denotaremos por p;; a probabilidade de

encontrar j particulas no i-ésimo estado, de um total de n estados. Assim:

onde i=1, 2, .., n.

Z pij =1
=0

(3.80)

O numero médio de particulas e a energia esperada do sistema sao dadas respectivamente por:

Ziji]’ =N

i=1 j=0

n

ZEiZjPij =€

i=1 7=0

(3.81)

(3.82)

A entropia total do sistema é dada somando-se as entropias individuais sobre todos os estados:

- Z Zpijlnpij

i=1 j=0

(3.83)

O passo seguinte é construir a lagrangiana, usando os vinculos e a condi¢ao de normalizagao:
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= - ZZP@'ZWOU —A <Z € ijij - N) — [ <Z Giijij - €> — ZW (Zpij — 1)
i=1 =0 =1 =0 =1 =0 =1 \j=0
(3.84)

Com a lagrangiana em maos, tomamos as derivadas de L com relagao aos p;; e rearranjamos os

termos, tal que obtemos :

pij = (1— e ") exp[—j (A + pe;)] (3.85)

O numero médio de particulas no i-ésimo estado é dado, entao, por:

~ o) 00 4 1
. —A—pue; o —g(Ape;)
Nl':Zinj:(l—e : )Z]e Jtu )—m (3.86)
j=0 j=0
A distribuicao (Nl, Ny, Ns, ) do niimero de particulas nos n estados é chamada de Distribuicao

de Bose-Einstein.

3.8.3 Distribuicao de Fermi-Dirac

Nesta distribuicao, um vinculo é adicionado ao problema. Ao contrario da distribui¢ao de Bose-
Einstein, aqui cada estado pode ser ocupado por apenas uma ou nenhuma particula. Portanto,

nesse caso, temos que maximizar:
n 1

— Z Zpijlnpij (3.87)

i=1 j=0

sujeita a condicao de normalizacao:

1
Z pij =1 (3.88)
=0

E aos vinculos impostos pelos valores médio de particula e energia, respectivamente :

Z iji]’ =N (3.89)

i=1 j=0
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3

1
€;
i=1  j=0

Jpij = € (3.90)

Aplicando o método de Lagrange, obtemos a seguinte probabilidade:

pi = ciexp [—j (A + pe;)] (3.91)

Usando a condicao de normalizacao, podemos determinar assim o numero médio de particulas

no i-ésimo estado:

1

N = ijij =pi = e M =
=0

e 1

eAne £ 1 edua 41

(3.92)

Essa é a chamada distribuicao de Fermi-Dirac.

3.9 Algoritmo que produz numericamente distribuicoes de

maxima entropia

Nesta se¢ao descreveremos um método computacional [26] com o intuito de gerar distribuigoes
de maxima entropia, dados os valores das fungoes e dos vinculos. A formulacao geral do problema

de maxima entropia é dada como segue:

e Temos que maximizar:

S = —/p(x)ln [p(x) } dx (3.93)

e Sujeito as vinculos:

Elp(2)) = / bn(@)p(@)d = i (3.94)

onde pg =1, ¢o(z) =1 e ¢,(z), n =0,..., N sdo N funcoes desconhecidas, e p,, n =0,..., N

sao os valores esperados ou vinculos.

e A solucao geral do problema é dada por:
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p(x) = m(zx)exp [— > @%(m)] (3.95)

e Os (N + 1) multiplicadores de Lagrange representados aqui por [E = &, ...,fn} sao obtidos

resolvendo o conjunto de (N + 1) equagdes nao-lineares:

Gn(g) = /m(x)qﬁn(x)eajp [— Zﬁn(bn(x)] dr = pip,n=0,...N (3.96)

—

Estas equagoes podem ser resolvidas pelo método de Newton, que consiste em expandir G,,(§)
em séries de Taylor em torno de um valor inicial para &, desprezando os termos de ordem quadratica
e superior, e resolvendo o sistema linear resultante iterativamente. O desenvolvimento em primeira

ordem da série de Taylor de Gn(g) resulta em:

— —

Gn(§) = Gu(&) + (£ — &)'[GradGr(&)] g, = in (3.97)

Definindo os vetores ¢ e ¢ por:

F-f-& (3.98)

7= [to — Go(&), -, v — G (&) (3.99)

E a matriz G por:

G = (gu) = (aG"(3> (3.100)

Desse modo, a Eq. 3.97 torna-se:

Go=7 (3.101)

Note que a matriz G é simétrica e, assim:

Gk = G = — / m()n(@)ox(@)eapl— 3 Entn(z)]da (3.102)
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Portanto, para a determinagao dos g, é necessario o célculo de N(N — 1)/2 integrais, além
dessas, ha N + 1 integrais para é; as integrais sendo calculadas por algum método numérico

apropriado, neste caso, o método de quadratura de Gauss-Legendre.

3.9.1 Distribuicao Exponencial

Iniciaremos a deducao de algumas distribuigoes classicas de probabilidade com a distribuigcao
exponencial. A seguir fazemos sua deducao analitica, posteriormente mostrando o resultado do
programa. Para caracteriza-la como uma distribuicao de maxima entropia, temos que considerar

os seguintes vinculos:
/ p(x)d(z) =1 (3.103)
0

/ zp(z) = p = E(x) (3.104)
0
A forma geral da distribuicao de maxima entropia gerada a partir destes vinculos e valores

médios é:

p(z) = m(x)e 0 41® (3.105)

Consideraremos m(z) = 1, restando resolver entao um sistema de duas equagoes:

/ e 08Ty = 1 (3.106)
0

/ re 0T8Ty = (3.107)
0

Calculando as integrais e resolvendo o sistema, temos:

1
e = — & =Inun (3.108)
H1
L (3.109)
' H1 '

Deste modo, a distribuicao exponencial é dada por:
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x

plz) =e "M (3.110)

onde p1 ¢ o valor médio de x.
Na tabela 3.2 mostramos alguns casos numéricos, em que variamos o valor médio de x. Na Fig.

3.1, apresentamos as distribuicoes resultantes.

Tabela 3.2: Distribuicao Exponencial.

251 Ao A

1.0 | 0.0024 | 0.9973

2.0 | 0.7255 | 0.4801

3.5 | 1.2578 | 0.2840

3.9.2 Distribuigcao Normal

Quando ¢ o momento de segunda ordem é prescrito com relagao & origem E[z%] = po, e

denotando-o por o2, temos:

/_00 p(x)dr =1 (3.111)

o0

/_OO 2*p(r)dr = o® (3.112)

[e.9]

A forma geral da funcao de entropia é dada por:

p(z) = e~fo—6o (3.113)

Procedemos da mesma forma como a feita no caso anterior. Resolvida as integrais e o sistema

resultante, temos para & e &;:

1
V2mo?

que é uma distribuicao gaussiana ou normal, com média zero e variancia 2.

e 60 —

— & = %ln(%mz) (3.114)
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Densidade de Probabilidade

16

Parametro x

Figura 3.1: Graficos da distribuicao de maxima entropia obtida quando se apresenta como vinculo
o valor esperado de x. O gréfico com a linha mais forte representa um vinculo de 1.0 para o valor

da média, o tracejado 3.5 e a linha intermedidria 2.0
Apresentamos na tabela 3.5 e grafico (Fig. 3.2) os resultados do programa.

Tabela 3.3: Distribuicao Normal, priori uniforme.

H1o| M2 Ao A A
0 10.01]-1.3836 | 0 | 50.0

001 1]-02324| 0 5.0

0] 0.5 | 0.5919 | 0 | 0.9506

Na tabela 3.4 mostramos o resultado de uma simulagao na qual utilizamos uma distribuicao a

priori gaussiana de média zero e variancia ¢? = 0.1. Em seguida, encontramos uma distribuicao
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4 6 =0.1
o =0.01
)
- 4 1 a--- o =0.5
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-2 2

Parametro x

Figura 3.2: Distribui¢coes normais geradas pelo método de méxima entropia quando se processa

informacoes do tipo: valor esperado de z?

posterior prescrevendo um p; = Flz] = 1.0. A Fig. 3.3 mostra a distribuicdo gerada. Note que

obtemos uma distribuicao do tipo gaussiana com uma média 1.0 e mesma variancia da priori. Isto

estd de acordo com o principio de maxima entropia no sentido de que atualizagoes somente sao

feitas quando ha informacao para tal.

Tabela 3.4: Distribuicao Normal, com a distribuicdo a priori gaussiana de média zero e o2 = 0.1.

H

Ao

At

1.0

48.1164

-90.0
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Densidade de Probabilidade
N
1

Parametro x

Figura 3.3: Distribuicoes a priori e posterior obtidas pelo método de maxima entropia; para gerar a
distribuicao posterior foi atualizado apenas o vinculo relacionda ao valor esperado de x, mantendo

inalterado o valor da variancia.

3.9.3 Distribuicao Gama

A distribuicao gama pode ser considerada uma distribuicao de méaxima entropia, quando os

vinculos forem dados por (e m(z) = 1):

/Oop(x)dx =1 (3.115)
/000 zp(x)dr = (3.116)

/ Inxp(z)dr = ps (3.117)
0

onde os momentos considerados sao E(z) e E(lnz).
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Isso pode ser facilmente verificado pois a distribuicao gama pode ser escrita como:

p(z) = exp[—& — &1v — Eolna] (3.118)

Com & = —ln%, & = Ae & = —(k—1). O problema proposto entao é, dados p; e s
determinar &, & e &. O caso da distribuicdo gama apresenta uma relagao analitica entre A e k e
a média m = E(z) e a variancia E(x —m?) = 0 dada por: m = k/\ e 02 = k/)\?. Assim, com os

valores de )\ e k podemos encontrar os valores de m e o2 e comparar com os valores analiticos.

Tabela 3.5: Distribuicao Gama.
pa | pe | k-1 A §o &1 3 m o?

0.2 |-2.0 | 0.4235 | 7.1175 | -2.9146 | 7.1176 | -0.4235 | 0.2000 | 0.0281

0.3 |-1.5|0.8371 | 6.1221 | -3.3888 | 6.1221 | -0.8371 | 0.3000 | 0.0490

0.5 ]-1.0 | 0.7265 | 3.3844 | -2.2006 | 3.3844 | -0.7265 | 0.5101 | 0.1501

Pode-se verificar aqui, fazendo as comparacoes entre as médias e variancias e os valores de k e
A, que o algoritmo produz bons resultados.

Diversas outras distribuigoes conhecidas podem ser obtidas pela aplicacao do método, pela
combinacao de vinculos tais como: E|[z%], Elin(1l + z)], Fle”**], dentre outras. Mostramos na
tabela 3.6 algumas outras distribuicoes usuais, e quais vinculos a caracterizam.

Portanto, vimos como gerar algumas distribuicoes de probabilidade dados valores médios de
fungoes. E importante salientar que a escolha dos limites em que a varidvel x pode assumir também
¢ importante para a derivacao da distribuicao. Nos exemplos anteriores, os dominios da exponencial

e da gama foram de (0, 00), enquanto para a distribuigdo normal foi (—o0, ).

3.10 Aplicacao do Método de Maxima Entropia em Distri-

buicoes Simuladas

Na secao anterior, mostramos um método computacional para geracao de distribuicoes de

maxima entropia. Aplicamos esse algoritmo em alguns casos basicos, produzindo algumas dis-
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Densidade de Probabilidade

Parametro x

Figura 3.4: Distribui¢oes gama gerados a partir dos vinculos: E[x] e E[lnx]

tribuicoes canonicas, tais como distribuicao exponencial, distribuicao normal e distribuicao gama;
em todos os casos, os valores médios das fungoes de x utilizados foram arbitrarios.

Aqui, vamos utilizar valores médios calculados a partir de distribuicoes simuladas, especifica-
mente para o caso gama, ou seja, geramos distribui¢oes gama com diferentes valores para seus
parametros (k e A) e, a partir disso, calculamos os valores de F[z]| e E[ln(x)]. Em seguida, usamos
estes ultimos valores como parametros de entrada do programa, gerando assim a distribuicao de
maxima entropia.

No grafico (3.5) mostramos o resultado de nossos calculos. Geramos quatro distribui¢oes gama,
respectivamente com os seguintes parametros: £ = 3.0 e A = 5.0, k = 5.0 e A = 10.0, £ = 10.0
e A =10, k= 20e XA = 2.0, utilizando para efeito de comparacao as distribuicoes calculadas

analiticamente. Em todos estes casos, as distribuicoes simuladas foram geradas com 10000 pontos.
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Tabela 3.6: Algumas distribui¢oes geradas usando Méxima Entropia.

Nome Distribuicao Momentos
Exponencial plz)=Le/m z.m >0 Elz]=m

Normal | p(z) = \/2;76_:%02, —00>x<00,0>0 E[x?] = o?

Gama p(z) = %xkile*)‘x, z, A\ k>0 E[z],Elinz]
Uniforme p(z) = 6%&, a<zr<pf Normalizacao
Laplace p(z) = 5e /7 —0co < 2,00, 0 >0 El|x|]
Cauchy p(z) = %Hlﬁ,—oo <x <00 Elin(1 + 2?)]
Logistica plx) = % Elz],E[ln(1+e7")]

Como pode ser visto, em todas as curvas geradas o método recuperou a distribuicao original
quase perfeitamente para esse nimero de pontos simulados. Pode-se dizer que ha uma relacao
univoca entre os valores médios e a distribuicao gerada, ou seja, um conjunto de vinculos especifica
completamente uma determinada distribuicao.

Em seguida, fixamos como parametros da distribuicao o valor de k = 5.0 e A = 10.0, variando o
numero de pontos gerados de 5 até os 10000 pontos ja gerados. A partir desses pontos calculamos
para cada curva os valores de Ez| e E[ln(x)], comparando com a curva analitica. As distribuigoes
produzidas sdo mostradas nos graficos da figura (3.6).

Para distribuicoes geradas com muitos pontos, as distribuicoes de méaxima entropia estao em
bom acordo com a analitica. Isso indica que podemos ter aqui um bom método para inferir valores
de parametros quando ha pouca informacao disponivel no problema. Note que, para 5 pontos
gerados, apesar de a distribuicao de méxima entropia nao concordar com a analitica, ela ja tem a
forma de uma distribuicao gama, o que é um bom sinal, visto o valor extremamente reduzido de

pontos para analise.
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Figura 3.5: Comparacao entre disribuicoes gama geradas a partir do método de Maxima Entropia

e distribuigoes analiticas

3.11 Aplicacao em Simulacoes de Raios Césmicos

Agora, utilizamo-nos de uma simula¢ao baseada no CORSIKA (COsmic Ray SImulation for

KAscade), que é um programa baseado em calculos de Monte Carlo para estudar a evolugao de

chuveiros de raios césmicos pela atmosfera.

Quando atravessa a atmosfera, a particula priméaria de alta energia vinda do espaco colide com

moléculas de ar gerando outras particulas secundérias, em um processo em cadeia, até que, conforme

a energia das particulas produzidas fica menor, a probabilidade de interacao da particula com o

meio iguala-se com a probabilidade de absorcao por atomos ionizados no ar, o que gera o fim do
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chuveiro.

Na figura (3.7), mostramos o desenvolvimento longitudinal de 10 chuveiros de energia do primario
de 10°GeV simulado pelo CORSIKA, usando o modelo hadronico QGSjet e energias limiares de
3MeV para a componente eleltromagnética e 0,3GeV para a componente hadronica. Esta curva
representa o nimero de particulas em funcao da profundidade atmosférica.

Um modelo usado atualmente para ajustar os dados do desenvolvimento longitudinal das particulas

foi feito originalmente por T. Gaisser e M. Hillas [27] e se baseia na seguinte fungao:

ITmax —T

— a T Cz2
N(z) = Ny <ﬂ) o (3.119)
0

maz — L

Ela fornece uma rela¢ao entre o nimero de particulas (N) e a profundidade atmosférica do
chuveiro, em funcao de N,,,, que é o maximo ntmero de particulas e z,,,, que é a profundidade
em que temos o maximo numero de particulas. Além desses, ha outros 4 parametros ajustaveis
livremente, o que torna o ajuste dessa curva bastante preciso.

Ao invés de ajustar a curva por Gaisser-Hillas, aplicamos o método de maxima entropia usando
como informagao disponivel o valor médio de x, [x] = 539,69 e o valor médio de Inz, [Inz] = 6,2192.
Pode-se verificar a partir da observacao do grafico que a curva dada pela distribuicao de maxima

entropia, que tem 2 parametros somente, se ajusta bem a curva simulada pelo CORSIKA.



3. Principio de Maxima Entropia 69

15
calculada analiticam ante calculada analiticam ente
—=— 10000 paontos 2.0 4 @ 1000 portos
2.0 o 2
& ]
2 A 2
= i % 5 15
= i =
o 1.4 o & =
= A z
2 2 ! = il
o F —
> i3 =
o= ) 210~
o 10 { % =
2]
3 i i =
E ] =
@ B =
o DA o i 8 0.5 <
i
H J
4
0.0 T ;
T T T 0n . ; : . :
1} 1 2 0 h 2
Waridvel x -
Variavel x
calculada analiticamente caleulada analiticamente
04 ° 100 pontos 2.0 4 = 40 pontos
[ri] o
3 E:
= 1.5 4 = 145 -
= =
] @
o ]
= e
= o
L -
S 1o g 1.0
[:1] it}
= =]
b w
=] =
o
5 0 -
Ao T 0.5
= ]
0o o 1 = r 0.0 i ; | == .
o 1 2 i] 1 2
iz Waridvel x s Waridvel x
calculada analticaments ﬁ calculads analticamente
o 40 pontes E = = 5 pontos
o 5
2.0 4 20 PR
o @ -
=] - o
= =
= 15 2 154
g _g 1.5
o o
=5 o 4
D o
10 A
o U o 1.0 4
= =
o (T
= =
w z 4
& 5
Sl O 0.5 -
o : T 0.0

Wariavel x

Wariavel x

Figura 3.6: Na figura, mostramos a evolucao das distribuicoes gama geradas por maxima entro-
pia em funcao do nimero de pontos gerados; para efeito de comparacao, em cada grafico ha a

distribuicao analitica correspondente
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Figura 3.7: Grafico da distribuicao obtida por maxima entropia, partindo dos dados das simulacoes

geradas pelo Corsika



Conclusoes

Na presente dissertacao, acreditamos ter apresentado de modo convincente dois métodos de
inferéncia: a estatistica bayesiana e o de maxima entropia, bem como indicado os procedimentos
para o uso, em casos gerais. Como exposto anteriormente, o objetivo aqui nao foi o de aplicar os
métodos em muitos casos, mas sim ter mostrado alguns casos cldssicos em que o procedimento d&
muito bons resultados, o que acreditamos que tenha sido realizado.

Mostramos as condicoes em que a aplicacao do método de Bayes torna-se interessante e ttil,
apresentando alguns exemplos ilustrativos . Demos nossa propria contribuicao ao estudo do método,
aplicando-o em um caso de interesse fisico, e em especifico, na fisica de altas energias: o modelo
gama. Seguindo os procedimentos simples do método de Bayes inferimos os parametros de uma
distribuicao gama baseados em uma simulagao.

Apresentamos o método de maxima entropia, expomos como ocorreu o a evolucao do conceito
de entropia, desde sua definicao na termodinamica cléssica até as visoes atuais, onde ela nao esta
ligada a interpretacoes de calor, desordem ou incerteza mas é um instrumento de inferéncia.

Aplicando o método a casos cldssicos, mostramos como distribui¢oes de probabilidade com re-
levancia em mecanica estatistica podem ser derivadas, como ¢é o caso das distribuigcoes de Maxwell-
Boltzmann, Bose-Einstein e Fermi-Dirac. A partir de um cédigo fortran, apresentamos um procedi-
mento que calcula numericamente distribuicoes de méaxima entropia, e mostramos alguns resultados
de algumas distribui¢oes comuns: exponencial, normal e gama. Esses exemplos foram escolhidos

porque neles podemos ver como as informagoes em forma de momentos determinam, dentro dos
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dominios da variavel aleatoria e dos parametros, esses formatos de distribuicao, sem qualquer outra
hipétese matematica ou fisica.
E importante ressaltar aqui algumas questoes do ponto de vista pratico. O procedimento de

aplicacao da equacao de Bayes

P(E:|H;, I)P(H;|T)
P(Ei|I)

requer a escolha de uma probabilidade a priori (Sec.2.6), bem como de uma fungao de verossi-

P(H;|E;, T) =

milhanga. Outro ponto a se destacar é a regra de marginalizagao (sec 2.4), que permite isolarmos
a probabilidade de ocorréncia de um determinado parametro, enquanto os outros podem assumir
qualquer valor - esse procedimento torna-se bastante util para minimizar os efeitos de ruidos, num
problema qualquer.

Quanto ao principio de maximizacao da entropia, é importante salientar seu algoritmo bésico

de aplicagao, que consiste em, a partir de vinculos dados por equagoes tais como

Elgu(z)] = / bul(@)p(@)d = i

atribuir uma distribuicao de probabilidades do tipo

p(x) = m(z)exp

-> mn(x)]

em que o termo m(x) contem informagoes a priori e pode ser igual a 1.

Deve-se notar, contudo, que os momentos E[¢,(z)] nao sao escolhidos aleatoriamente, mas
selecionados cuidadosamente a partir de experiéncias passadas que indiquem que a informacao seja
relevante.

A distribuicao resultante é dada em termos de multiplicadores de Lagrange. A questao entao

se resume na determinacao de tais multiplicadores

Go(©) = [ ml)s(z)eap [— Z»smm] dz = iy

Temos entao um conjunto de equagoes transcendentais que pode ser resolvido de diversas formas,
sendo que o método de Newton é o canonico; este consiste em expandir as fungoes G,,(€) em série

de Taylor
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