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Resumo

Neste trabalho analisamos a dinamica das correlagoes quanticas em um sistema composto
por dois osciladores harmonicos em contato com um mesmo reservatorio térmico e acoplados
entre si com um acoplamento dependente do tempo. O reservatério térmico é modelado de
acordo com o modelo de Caldeira-Leggett e tanto a abordagem via integrais de caminho
quanto a abordagem via equagoes mestras sao usadas para estudar o sistema nos regimes
Markoviano e nao-Markoviano. O Hamiltoniano que descreve o sistema é bilinear nos opera-
dores de campo, isto significa que se prepararmos o sistema em um estado Gaussiano, o estado
do sistema sera sempre Gaussiano. Para um estado Gaussiano toda a informacao sobre as
correlagoes quanticas esta contida na matriz de covariancia o. Conhecida a matriz ¢ podemos
medir o emaranhamento usando a negatividade logaritmica e calcular uma aproximacao para
a discérdia quantica em estados Gaussianos, que ¢é a discordia Gaussiana. No6s mostramos
que mesmo a temperaturas muito altas as correlacoes quanticas, inclusive o emaranhamento,
persistem. Esta persisténcia tem uma relagao estreita com a estabilidade do sistema. Como
as correlagoes quanticas sao a principal assinatura da mecanica quantica, isto sugere que este
tipo particular de acoplamento entre os osciladores pode reduzir a descoeréncia, introduzida

pela interacao com o reservatorio térmico.
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Abstract

In this work we analise the dinamics of quantum correlations in a system composed by
two harmonic oscillators in contact with a common heat bath and coupled with each other
by a time dependent coupling. The heat bath is modeled according to the Caldeira-Leggett
model and both the path integral and the master equation approaches are used to study the
system in the Markovian and in the non-Markovian regime. The Hamiltonian that describes
the system is bilinear in the field opperators, this means that if we prepare the system in
a Gaussian state, it remains in a Gaussian state indefinitely. For a Gaussian state all the
information about the quantum correlations is in the covariance matrix o and we are able
to calculate the Logarithmic Negativity as a measure of the systems’ entanglement and the
Gaussian discord as an approximantion to the usual quantum discord, that is a measure
of quantum correlations. We have shown that in some circunstances we can observe the
survival of quantum correlations and entanglement, even at very high temperatures. This
survival has close relationship with the stability of the system’s equation of motion. As
quantum correlations are the main feature of quantum mechanics, this sugests that this
particular coupling between the oscillators can reduce the decoherence effects induced by the
interaction with the heat bath.
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Capitulo 1
Introducao

A mecanica quantica é uma teoria extremamente bem sucedida no seu propésito de des-
crever o mundo em que vivemos. Gragas a mecanica quantica pudemos entender desde a
estrutura de materiais, passando por processos bioquimicos celulares até o mecanismo de
funcionamento de estrelas. Um sucesso tao formidavel ao descrever os processos naturais
nos leva a um questionamento notavel: por que as leis da mecanica quantica sao tao di-
ferentes das leis observadas cotidianamente por nds na natureza? Se a mecanica quantica
deveria ser valida em um determinado regime e a mecanica classica em outro, o que de-
terminaria a fronteira entre o mundo regido por uma e o mundo regido pela outra? Desde
a concepcao da mecanica quantica, estas questoes fundamentais perturbavam os fisicos. A
principio acreditava-se que as dimensoes do sistema(massa, dimensoes espaciais, etc) seriam
parametros relevantes, de maneira que sempre que a acao do sistema fosse maior que h, o
comportamento classico emergiria. Mais tarde essa suposicao mostrou-se inadequada, uma
vez que sistemas quanticos de dimensoes macroscépicas foram observados. O niimero de graus
de liberdade também foi apontado como um fator determinante, porém fenémenos como a
supercondutividade e a condensacao de Bose-Einstein refutam esta hipotese. Foi apenas
recentemente que a divisao entre o classico e quantico passou a se melhor compreendida a

partir do que chamamos descoeréncia.

A descoeréncia, ou seja, a perda de coeréncia pelo sistema, é o mecanismo pelo qual o
comportamento classico emerge em um sistema quantico. Em 1932, von Neumann ja havia
percebido que deveria haver algum tipo de processo nao-unitario que levasse uma matriz
densidade que representasse um dado estado quantico em uma mistura estatistica classica.
Tal processo deveria basicamente selecionar uma base preferencial para o espago de Hilbert
do sistema e anular os elementos fora da diagonal da matriz densidade nesta base. Isto
seria 0 necessario para inibir os principais fenomenos que diferenciam a mecanica quantica
da mecanica classica, a citar, a superposicao coerente de estados e as correlacoes quanticas,

uma vez que estes dependem justamente dos elementos nao-diagonais da matriz densidade.



No entanto, foi apenas em meados de 1970 que um tal mecanismos foi proposto: a interacao
com o ambiente. De fato, sistemas macroscopicos quase nunca estao totalmente isolados
do ambiente, de maneira que nao ha motivo para esperar que a equacao de Schroedinger
seja util em tal situagao, uma vez que esta s6 é valida em sistema fechados. A estratégia
para acomodar a descoeréncia no formalismo[l] da mecéanica quantica consiste em modelar o
sistema composto “sistema + ambiente”, desta maneira a sua dinamica pode ser estudada via
equagao de Schroedinger(pois temos entao um sistema fechado). Como estamos interessados
na dinamica do sistema, podemos tirar o traco parcial com relacao ao sistema, e entao
chegaremos ao processo nao-unitario idealizado por von Neumann. Tal processo acontece em
uma dada escala de tempo, e o motivo de nao observarmos a transicao do quantico para o
classico no mundo a nossa volta se deve ao fato de que a interagao com o ambiente é tao

forte que esta escala de tempo é extremamente pequena.

A interacao com o ambiente tem entao um papel crucial no que diz respeito ao limite entre
o comportamento quantico e o classico. No entanto, como fazer para a acomodar o ambiente
na descricao de um sistema quantico? A soluc¢ao mais bem sucedida para este problema foi a
encontrada por Senitzki[2], na qual o ambiente é modelado como um nimero muito grande de
graus de liberdade. Baseado nesse principio foi concebido o modelo de Caldeira-Leggett[3],
onde o ambiente ¢ modelado como um banho de osciladores harmonicos. Por meio deste mo-
delo podemos estudar nao sé descoeréncia e dissipacao em um sistema fisico, mas também a
influéncia da temperatura do banho de osciladores nesses processos. Neste contexto a relacao
entre temperatura e descoeréncia passa a ser um importante objeto de estudo. Para mui-
tos sistemas, temperaturas tais que kT, = F (onde E é a ordem de grandeza das energias
acessiveis ao sistema e T, pode ser chamada a temperatura caracteristica do sistema) deter-
minam uma temperatura limite para a observacao de fenomenos quanticos. Temperaturas
maiores que 7T, levariam a descoeréncia. No entanto, existiriam sistemas que violam essa
condicao, permitindo em principio a observacao de fendomenos como a superposicao e emara-
nhamento em temperaturas muito superiores? Esta importante questao foi respondida em [4],
onde foi estudado um sistema composto por dois osciladores harmonicos acoplados entre si
com um acoplamento do tipo ¢(t) = ¢+ ¢; cos(wpt) e em contato com reservatorios térmicos
independentes. No sistema em questao, estados emaranhados a altas temperaturas foram
observados. Sendo o emaranhamento, segundo Schroedinger, a principal diferenga entre os
mundos cldssico e quantico, isto prova que o sistema ¢ regido pelas leis da mecanica quantica,
nao se observando os efeitos da descoeréncia. Cabe entao perguntar até onde a descoeréncia
pode ser suprimida, preservando o emaranhamento e outras correlagoes quanticas, e even-
tualmente os intensificando, em sistemas acoplados a banhos térmicos a altas temperaturas.
Este topico tem enorme importancia teérica, uma vez que a temperatura definitivamente
perde seu posto de determinancia na distin¢ao entre o comportamento classico e o quantico,

e o seu papel no processo de descoeréncia pode ser agora melhor compreendido. Do ponto



de vista da aplicacao, o impacto de tais descobertas nao seria menor, seria muito mais facil a
producao de estados emaranhados, uma vez que uma das grandes dificuldades experimentais
de se lidar com sistemas quanticos é a necessidade de um controle rigoroso da temperatura.
Além disso, o emaranhamento é o principal recurso quando se fala de processamento quantico
de informagao. Sem o emaranhamento, tarefas como a criptografia quantica, o teletransporte
quantico e a codificagdo super-densa nao seriam possiveis. Mais que o emaranhamento, as
correlagoes quanticas em geral aparecem como um importante recurso neste contexto. Desta
maneira, encontrar maneiras mais simples de produzir estados com um grau apreciavel de
correlagoes quanticas é um grande avango.

Visando responder, ou pelo menos ajudar a esclarecer, os questionamentos expostos acima,
apresentaremos nesta dissertacao o estudo feito com um sistema formado por dois osciladores
harmonicos acoplados com um acoplamento dependente do tempo e em contato com um re-
servatorio térmico comum. Os objetivos deste estudo visam encontrar maneiras de amenizar
os efeitos da descoeréncia, mantendo o sistema em um regime quantico no qual persistam as
correlagbes quanticas. A dissertacao esta dividida da seguinte maneira: o capitulo 2 foi de-
votado aos sistemas abertos e aos estratagemas encontrados para acomoda-los na mecanica
quantica. Abordamos tanto o formalismo de integrais de caminho quanto o de equagoes
mestras. No capitulo 3 abordamos as correlagoes quanticas, a citar, o emaranhamento e a
discordia quantica. Exploramos desde as defini¢oes até as maneiras encontradas para se medir
estas correlacoes. Abordamos também neste capitulo os fundamentos da teoria de informacao,
necessaria para que se possa difinir de maneira clara as correlagoes quanticas. No capitulo 4
apresentamos os estados Gaussianos, que serao os estados com os quais trabalharemos. Dis-
cutimos a teoria envolvida na definicao dos estados Gaussianos, as motivagoes experimentais
em se trabalhar com estes estados, e as maneiras de se medir correlagoes quanticas em tais
estados. No capitulo 5 aplicamos o conhecimento exposto nos capitulos precedentes ao sis-
tema de interesse. Foram analisados os regimes Markoviano e nao-Markoviano. No capitulo
6 apresentamos e discutimos os resultados obtidos e no capitulo 7 fazemos as consideracoes

finais e comentamos as perspectivas futuras para o projeto.



Capitulo 2
Sistemas Abertos

Sistemas fechados sao sistemas que nao interagem com o ambiente que o circunda. Tal
conceito é obviamente uma idealizacao, porém, foi de vital importancia para o desenvolvi-
mento das ciéncias naturais. Em particular, grande parte das leis da fisica, que vao desde
as leis de conservagao da mecancia classica, passando pelas trés leis da termodinamica até a
equacao de Schroedinger, s6 sao validas em sistemas fechados.

No entanto, nem sempre a interacao entre o sistema e o ambiente pode ser desprezada,
e necessitamos de estratégias para acomodé-la na teoria. Na mecanica classica, sistemas
abertos geralmente podem ser bem descritos se incluirmos um termo dissipativo dependente
da velocidade na equagao de movimento. A inclusao deste termo tem como consequéncia,
em particular, um dos fendmenos mais observados experimentalmente em sistemas abertos:
a dissipacao de energia do sistema para o ambiente. Um exemplo de uma equagao deste tipo

é a equacao generalizada de Langevin cléssica,

mij +m / der(t - €)i(€) + LV (q) = F(t), (2.1)

dq
onde m é a massa da particula, v(t) é o kernel de friccao, V(q) é o potencial que age sobre
a particula e F(t) é uma forca estocdstica, a qual geralmente supoe-se que obedece uma
estatistica Gaussiana, ou seja, totalmente caracterizada pelos primeiros e segundos momentos,

dados por:

(F(t) = 0, (2.2)
(FOFE)) = x(t—-1). (2.3)
O movimento de uma particula Browniana coloidal imersa em um fluido viscoso é bem

descrito por uma equagdo do tipo Langevin, onde v(t — &) = vd(t — &) e (F(t)F(t')) =
2nkgTo(t — ).



Para sistemas quanticos, a descricao de sistemas abertos era especialmente desafiadora.
De fato, técnicas usuais de quantizacao se baseavam no conhecimento da Hamiltoniana ou
entao da Lagrangeana do sistema. No entanto, é impossivel obter a equacao de movimento
2.1 sem que haja um dependéncia temporal explicita na Hamiltoniana ou na Lagrangeana.
Os primeiros trabalhos em cima deste problema basearam-se em encontrar tais Hamiltonianas
ou Lagrangeanas e aplicar as aplicas as técnicas convencionais de quantizagaol5]. Porém, este
procedimento levava a alguns problemas no que diz respeito as relagoes de incerteza[6]. Hou-
veram tentativas de se modificar o procedimento de quantizagao[7], no entanto tais tentativas
eram em geral fisicamente questiondveis e/ou reproduziam resultados experimentais apenas
em situacoes bem especificas. A tentativa mais bem sucedida, pioneiramente considerada em
[2], baseou-se no fato de que um sistema aberto pode ser modelado por um pequeno nimero
de graus de liberdade que interagem com um nimero muito maior de graus de liberdade.
Um dos modelos mais famosos que segue esta linha é o modelo de Caldeira-Leggett[3]. Este
modelo supoe um sistema em contato com um reservatorio de particulas. Supoe-se ainda que
a interacao entre o sistema e o reservatorio é fraca, de maneira que podemos assumir que
a resposta do reservatorio ao sistema € linear e que as particulas do reservatorio sao fraca-
mente perturbadas, sendo levemente retiradas da configuracao de equilibrio, de maneira que
podemos aproximar o potencial que age sobre as particulas do reservatorio por um potencial

harmonico. O Hamiltoniano total, sistema mais reservatério, é dado por:

H = Hs+ H;+ Hpg (2.4)
» N N2
— k 2 2
= 537 +V(z)—=z Z CkQr + Z (2_mk + §mkwqu>, (2.5)
h\/—/ ~ k=1 > \k:1 J
s i Hy

onde o sub-indice k distingue as particulas do reservatério e ¢, € a constante de acoplamento

entre a particula k do reservatério e o sistema.

Este modelo sera a base do estudo aqui apresentado e portanto nos aprofundaremos um
pouco nele. De posse do Hamiltoniano 2.5, analisaremos primeiro a dinamica classica de
uma particula acoplada ao banho de osciladores, esta etapa é importante para a definicao e
melhor compreencao de algumas grandezas fisicas que serao importantes para o restante do
trabalho, e em seguida analisaremos a dinamica quantica. No caso quantico existem duas
maneiras principais de se atacar o problema, uma delas recorre a formulacao de integrais
de caminho da mecanica quantica, e a outra é baseada na propria equagao de Schrodinger,
que nos leva as equacoes mestras. Dado que ambas as abordagens foram importantes neste

trabalho, exporemos ambas nas subsecoes que se seguem.



2.1 Dinamica Classica

A partir do Hamiltoniano 2.5, chegamos as seguintes equagoes de movimento:

d al c al
.. k
mi + %V(ZL‘) + g (msz) x E CkQks (2.6)

k=0
Mple + MpWiQe = Ci. (2.7)

Como podemos ver, temos N + 1 equacoes diferenciais acopladas. A melhor maneira de
resolve-las é utilizando-se a técnica da transformada de Laplace. Aplicando a transformada

de Laplace a eq. (2.7) temos,

Clo] = s¢(0)  dx(0) cxLlz] (2.8)
TR0 24w mp(s?+wd) '
Fazendo a transformacao inversa da equacao acima, chegamos ao seguinte resultado:
0 t
. (& .
qx(t) = qx(0) cos wyt + Pe(0) sin wyt 4+ — /déx(ﬁ) sinwg(t — §). (2.9)
mrpWi mrWe

0
Integrando por partes o ultimo termo da eq.(2.9), podemos escrever g (t) de uma forma mais

conveniente,

qk(t) = qk(O) cos wit + — sin wit + mik . [l’(t) — I(O) COS wkt]
- O | déa t— 2.10
— / Ex(&) coswy(t — &). (2.10)

0

Substituindo a eq.(2.10) na eq.(2.6), chegamos ao seguinte resultado:

mi(t) +m [ der(t = i (€) + V() = ¢(0) — m(02(0), (2.11)
onde,
y(t) = @(t)% mca2 cos wyt (2.12)



N

¢(t) = ch (qk(O) cos wyt + p(0) Sinwkt> : (2.13)

mrw
k=0 k%k

Tomando a média de z(0) e p(0) com relagao a uma distribuigao canonica cldssica especifica
(vide referéncia [8] para mais detalhes), podemos chegar a eq.(2.1). Um fato notavel nas eqs.
(2.11) e (2.1) é a presenga de memdria nestas equagoes, o que é atestado pela presenga
das integrais do lado esquerdo da igualdade. Os efeitos de memoria do sistema dependem

diretamente da forma da funcao ().

Introduziremos agora a densidade espectral,

I(w) =

Z ‘i d(w — wy), (2.14)

mpw,
k=1 kWk

NS

que nada mais é que uma sequéncia de deltas de Dirac localizadas nas frequéncias dos os-
ciladores no banho. E um fato notavel que, para descrever a dinamica da particula, toda a
informagao que precisamos sobre o banho esta contida na densidade espectral. Em particular,

a funcdo y(t) estd relacionada com a densidade espectral pela seguinte expressao:

[(w)

w

o0
2
() = @(t)%/dw cos wt. (2.15)
0
No entanto, para que o modelo adotado simule uma particula em interacao com o ambiente,
o numero N de osciladores deve ser muito grande, de maneira que podemos considerar a
distribuicao de frequéncias dos osciladores como um continuo e a fungao espectral como uma
funcao suave. Devido a relagao entre a funcao (t) e a densidade espectral I(w) na eq.(2.15),
a densidade espectral esta diretamente ligada a memoria do sistema. Como exemplo, vamos

considerar o caso em que a densidade espectral é dada por,
I(w) = myw, (2.16)

onde se diz que temos uma densidade espectral estritamente 6hmica. Para tal densidade
espectral dizemos que temos uma resposta instantanea do sistema ao banho, dado que ()

¢ dado por,

A(t) = 290(1)5(1). (2.17)

Esta situagao claramente é uma idealizacao, na medida que sempre existe uma escala de

tempo, devida a efeitos inerciais do banho, na qual a memoria do sistema é relevante. Este



é o motivo pelo qual toda densidade espectral I(w) deve satisfazer a condicao,

lim /(w) =0. (2.18)

w—r00
Esta condi¢ao determina uma escala de tempo na qual a memoria do sistema é importante.
No caso estritamente 6hmico, a violagao desta condigao leva a divergéncias que podem ser re-
solvidas definindo-se uma frequéncia de corte w¢, que deve ser muito maior que as frequéncias

envolvidas no problema, tal que,

myw, se w < wg,

I(w) = (2.19)

0, se w>we.

Em particular, devemos estar interessados em estudar a dinamica do sistema em escalas de

. . —1
tempo muito malores que T = Ws .

Densidades espectrais fisicamente mais realistas sao:

I(w) = mywexp (—:}—C), (2.20)
2
I(w) = mywexp (—:}—2), (2.21)
c
wé
I(w) = mw (2.22)
c

Todas estas densidades espectrais (2.20 - 2.22) sdo chamadas de densidades espectrais 6hmicas,
sendo que em (2.20) usou-se uma regularizagdo exponencial, em (2.21) uma regularizacao
Gaussiana e em (2.22) foi usada uma regularizacao algébrica. As densidades espectrais acima
introduzem efeitos de meméria na dinamica do sistema, uma vez que a func¢ao ~y(t) passa a
nao ser mais delta correlacionada, como no caso estritamente ohmico. Desta maneira o re-
gime estritamente 6hmico é também chamado de regime Markoviano, por desprezar efeitos
de memoria e os casos onde estes efeitos sao considerados sao ditos nao-Markovianos. Todas
as densidades espectrais consideradas acima levam aos mesmos resultados que o caso estri-
tamente ohmico no limite wo — oo e podemos observar que para w < w¢g, as densidades
espectrais acima sao aproximadamente lineares em w (por isso sdo chamadas 6hmicas). No
entanto, podemos estar interessados em uma densidade espectral que se comporte como w?,
w

s—1
s > 0. Neste caso basta multiplicar as eqs. (2.20-2.22) por (E) . Temos entao o caso

sub-Ohmico para 0 < s < 1 e super-Ohmico para s > 1.



2.2 Dinamica Quantica

2.2.1 Abordagem via Integrais de Caminho
Teoria de Feynman-Vernon

Seja um sistema em contato com um reservatério!, descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

]f[ _ ]fls—l—]f[[-i-ﬁR (2.23)
p2 . . N P2 1
— m+v(X)+Zva(X,qa)+Z %‘1‘5203((]&7%) ) (2'24>
———— el «a iFo
il — ~- g
H[ HR

onde Hg é o Hamiltoniano de uma particula sujeita ao potencial V(X), Hr é o Hamiltoni-
ano de um reservatério composto por N osciladores harmonicos, e H; é o Hamiltoniano de
interacao entre a particula e o reservatério. Se o sistema total é inicialmente descrito por um

operador densidade p(0), entdao a evolucao temporal do mesmo é dada por,

) —iHt| iHt
p(t) = exp p(0)exp | — 1| . (2.25)
h h
Na representacao de coordenadas,

~

—i1Ht

(z,qlp(t)|y,s) = /dﬂf’dq’dy’ds/@,q! eXp[ ] ', q)
/ AN / / / / ZH/\—t
x (2, q[p(0)]y" 8) (Y, 8| exp [7] ly,s). (2:26)

Podemos imediatamente identificar o propagador

A

—iHt

K(z,q,t,2',q,0) = (x,q|exp [ ] 1z’ ). (2.27)

Porém, o propagador também pode ser dado por[9]:

(2.28)

.S
K(z,q,t,2',q,0) = /Dxquxp {Z(ﬂ} ;

h

!Chamaremos sistema apenas o sistema em contato com o reservatério. Quando quisermos nos referir ao
conjunto como um todo, diremos sistema total.



onde temos uma integracao dupla de caminho e S é a acao do sistema total, dada por,

S =S85+ S+ Sk

¢
~ [

0

2}% - V(X) - ;va(X Ga) + ; (2%& - %Z@(%ﬂﬂ)] - (2.29)

i#a
Podemos entao escrever o operador densidade na representacao de coordenadas como,

(z,d|p(t)|y,s) =

/d:v’dq’dy’ds’K(Jc,q,t,x’,q’,O)(x’,q']ﬁ(0)|y’,s’)K(y,s,t,y/,s',O). (2.30)

A expressao acima nos da o operador densidade evoluido do sistema total. No entanto,
nao estamos interessados na dinamica do sistema total, de maneira que nos basta saber o

operador densidade reduzido com relacao ao sistema, pg,

ps(@,y,t) = /dQ<x,q|/3(t)|y,q>
:/dz’dq’dy’ds’dq’K(x,q,t,a:',q',0)<$',q’|ﬁ(0)|y',s’>K(y,q,t,y’,s’,0). (2.31)

Se supusermos que o operador densidade é fatorizdvel no tempo t = 0,

p(0) = ps(0)pr(0), (2.32)

onde pg atua no espaco de Hilber Hg do sistema e pr atua no espago de Hilber Hy do
reservatorio, entdo podemos escrever o operador densidade pg, substituindo as equagoes (2.28)

e (2.29) em (2.31), da seguinte maneira:

PS(l"a Y, t) = / dx'dy'J(:E, Y, tv ZL'/, y/a O)ps(ﬂfl, y/7 0)7 (233)
onde,
J(z,y, t; 2"y, 0) = /Dny exp [lssh(x)} exp [%S(y)] Fl(x,y), (2.34)
e

F(r,y) = /dqldS’dqu(q’,s’,O)/Dqu

<exp [ £51(00) = 81009 + Sula) — S| 239
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J(x,y,t; 2’ 4y, 0) é chamado super-propagador do sistema e F(z,y) é chamado funcional de
influéncia do reservatério. Toda a informagao sobre o efeito do reservatorio sobre sistema
estd contida no funcional de influéncia. Portanto, se conhecido o funcional de influéncia F(o
que estd longe de ser uma tarefa simples), podemos em principio determinar a dinamica do

sistema.

Podemos ver que a teoria de Feynman-Vernon se aplica a sistemas mais gerais do que
o considerado no modelo de Caldeira-Leggett. Felizmente, para este modelo em especifico
existe um resultado exato para o funcional de influéncial9] e pode-se mostrar que o super-

propagador é dado por|[3],
J(z,y,t2",y0) =

[ [ Paprexpd | sta) = Sst) - [ [ drasia(r) = yir)artr = )lals) + y(s)

onde,
N 2
t) = th | — t 2.
ag(t) ; S <2kT) cos(wyt) (2.37)
e
N
t 2.
kz ST sin(wgt). (2.38)

A partir da eq.(2.14), podemos constatar que tanto ag(t) quanto a;(t) podem ser escritos
em funcao da densidade espectral I(w). Em particular, para o caso estritamente éhmico

pode-se mostrar[3] que o super-propagador (2.36) pode ser escrito da seguinte forma,

J(z,y, ;2" y',0) =
t

/ / DaDa exp ﬁ Se(x) — Ss(y) — my / drla(r) — y(r)][E(7) + §(7)]

we

< exp |17 / d coth (%) Oj 0/ drdsle(r) — y(r)] cos(r — 8)[x(s) —y(s)]| . (2.39)

0

Dependendo da forma do Lagrangeano do sistema, é possivel simplificar ainda mais a
expressao (2.39) resolvendo-se as integrais de caminho. Por hora, deixaremos a resultado

desta maneira e voltaremos a olhar esta espressao futuramente.
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2.2.2 Abordagem via Equacoes Mestras

Suponha um sistema em contato com um reservatorio, cujo Hamiltoniano tem a seguinte

forma:

H=Hg+ H; + Hp, (2.40)

onde, no Hamiltoniano genérico acima, Hg é o Hamiltoniano do sistema, H; é o Hamiltoniano
de interacao entre o sistema e o reservatério e Hg é o Hamiltoniano do reservatério. O
operador densidade que descreve o sistema total (sistema + reservatério) serd denotado por

X, € satisfaz a seguinte equacao:
d 1. -

L= H

X = H X (2.41)

Seja A um operador genérico, chamaremos A o operador A na versao de interacao, ou seja,

i

- i X . X X
A= exp[ﬁ(Hg + Hp)t|Aexp| h(HS + Hp)t]. (2.42)

Reescrevendo a eq.(2.41) na versao de interagao, nés obtemos,

d 1. -

—x = —|H(t), X 2.43

SR = = [1(0), %), (243
onde H 1(t) é explicitamente dependente do tempo, devido & transformagao 2.42. Integrando

formalmente a eq.(2.43) obtemos,

1

€0 = %)+ [ a7 (2.44)

—x:ﬂmmﬂw——/&mmmm@x@n (245)
A eq.(2.45) é exata. Uma vez que nao estamos interessados na dinamica do reservatoério,

podemos fazer a seguinte simplificacao. Suponha que inicialmente o operador densidade y

seja fatorizavel,

X(0) = p(0)R(0), (2.46)



onde p(0) e R(0) sdo os operadores densidade do sistema e do reservatério, respectivamente,

em t = 0. Lembrando que

Tre[x] = exp {ﬁHs] pexp {—ﬁHs} =, (2.47)

e assumindo que Trg[H;(t)Ry] = 0 (0 que pode ser feito simplesmente somando o termo
Trr[H;(t)Ro] ao Hamiltoniano do sistema), chegamos & seguinte equacéo:
¢

o L[ aeren{(8,(0), [1(€). (E))). (2.48)

at’ = 2
0
Esta é a equagao mestra exata para o sistema. Porém, existem algumas aproximacoes que
tornam a eq.(2.48) mais tratdvel do ponto de vista matemdtico. A primeira é a chamada
aproximacao de Born, que supoe fraca a interacao entre o sistema e o reservatorio, de maneira

que para qualquer tempo t, Y (t) pode ser aproximado por,

X(t) = p(t)Ry + O(Hy), (2.49)

onde supoe-se que H; é pequeno se comparado com as energias tipicas dos Hamiltonianos
Hg e Hg. Desta maneira, desprezando termos de ordem maior que H?, a eq.(2.48) pode ser
escrita como,

t

@ L e {0, [ (). 5O R (2.50)

p —_— — —
dt h?
0
Outra aproximacao possivel é a chamada aproximacao Markoviana, que consiste em supor

que efeitos de memoria sdo despreziveis, permitindo escrever a eq.(2.50) da seguinte forma,

p= s [ dETrn{l1(0), 1Fr€), ) o]} 251)

A rigor, a evolucao temporal do sistema depende de sua historia passada basicamente porque
os estados anteriores do sistema influenciaram a evolugao temporal do reservatério devido a
interagao entre ambos. Logo é natural esperar que esta influéncia sobre o banho seja refletida
de volta na evolucao temporal do préprio sistema. Desta maneira, a aproximacao Markoviana
s0 se justifica se estudamos a dinamica do sistema em uma escala de tempo que é muito maior
que a escala de tempo de correlacao do banho, e consequentemente muito maior que a escala
de tempo onde a memoria do sistema é reelevante.

Existem diversas maneiras de encontrar a equagao mestra que descreve um sistema, o

método utilizado nesta subsecao é apenas uma delas e foi baseado no que foi apresentado

13



em [10]. Em particular, pode-se obter a equacdo mestra a partir do préprio propagador do

sistema, como foi feito em [11].
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Capitulo 3

Correlacoes Quanticas

3.1 Emaranhamento Quantico

Primeiramente considerado em 1935 por Schrédinger[12] e Einstein, Podolsky e Rosen[13],
o emaranhamento é uma intrigante propriedade de sistemas quanticos que criou de uma vez
por todas uma cisma entre a mecanica classica e a mecanica quantica. Tal propriedade é
uma consequéncia direta de um dos postulados mais fundamentais da mecanica quantica,

enunciado a seguir[14, 15]:

A todo estado de um sistema fisico estd associado um vetor pertencente a um

espaco de Hilbert.

Para a compreensao mais clara do postulado acima, se faz necessario definir o que é um espaco
de Hilbert. O espaco de Hilbert é um espaco vetorial complexo, completo e munido de uma
métrica, que é dada por um produto interno. Por ser um espaco vetorial, vale o principio de
superposicao, ou seja, a combinagao linear de dois vetores pertencentes ao espaco de Hilbert
também pertence ao espaco de Hilbert. Um ponto fundamental da teoria sobre a qual foi
construida a mecanica quantica é que o espaco de Hilbert de um sistema composto é dado
pelo produto tensorial dos espagos de Hilbert associados a cada um dos subsistemas.

Para expor as estranhas consequéncias do principio de superposicao, vamos fazer um
1.

experimento imaginario*: suponha que temos dois elétrons e a cada um deles estd associado

um espago de Hilbert H;, i = 1,2. Uma possivel base para H,; é composta por |1); (projecao
1

do spin do elétron i no eixo z é 3) e |0); (proje¢ao do spin do elétron ¢ no eixo z é —1). O

espaco de Hilbert total é dado por H = H; ® Hs. Os dois elétrons estao inicialmente presos

em uma armadilha e o estado do sistema total é

1
V2

'Um experimento parecido com o aqui proposto foi de fato realizado com fétons(em vez de elétrons)
separados por mais de 144 Km[16].

9) = —= (111 ©[0)2 = 011 ® |1)s ) (3.1)
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(note que, pelo principio da superposigao, este é um vetor pertencente ao espago de Hilbert
‘H, portanto é um estado quantico possivel). Suponha agora que os dois elétrons foram
transportados para lugares muito afastados um do outro, mas de maneira a manter o vetor
de estado do sistema total |¥) inalterado. Vamos entao fazer a medida da orientagao do spin
do elétron 1. Pelos postulados da mecanica quantica sabemos que temos probabilidade %
de medir o elétron 1 tanto no estado |1) quanto no estado |0). Porém, o mais intrigante é
que ao descobrir o estado do elétron 1, automaticamente descobrimos também o estado do
elétron 2. Ou seja, de alguma maneira o processo de medicao feito do elétron 1 perturbou
o sistema fisico como um todo, fazendo com que pudessemos predizer com certeza o estado
do elétron 2. Mas como isso é possivel? Como pode uma medida realizada sobre o elétron 1
perturbar o elétron 2, que esta a kilometros de distancia do primeiro. A chave para entender
este problema estd no fato de que a mecanica quantica é nao-local, ou seja, medidas em um
subsistema podem sim afetar um outro subsistema afastado do primeiro. Mas onde entra o
emaranhamento nesta historia? O emaranhamento é um tipo particular de correlacao nao-
classica e nao-local, que foi responsavel pelo estranho resultado observado no experimento
imaginario acima.

Foi recentemente o emaranhamento deixou de ser visto apenas como mais um estranho
fenomeno do mundo quantico e passou a ser um recurso de vital importancia para o proces-
samento quantico de informacao, sendo ele o responsavel por tarefas que seriam impossiveis
de serem realizadas utilizando-se apenas recursos classicos, como a criptografia quantica[17],
o teletransporte quantico[18] e a codificagdo densa quantica[l9]. Esta se¢@o sera dedicada a

definir, qualificar e quantificar este importante fenomeno.

3.1.1 Estados emaranhados: definicao

Cabe agora definir o que é um estado emaranhado. Para isso, teremos que fazer uma

distingao entre estado puros e estados mistos. Para estado puros temos:

Definicao 1 Um estado quantico puro descrito por um wvetor no espaco de Hilbert H =
HI1Q@Hs®...QHN (onde H; € o espago de Hilbert associado a cada um dos subsistemas que

compoem o sistema total), € separdvel se, e somente se, pode ser escrito da sequinte maneira:

(W) = 1) @[¢2) @ ... |¢n), (3-2)

onde |¢;) € H;. Se nao for este o caso, o estado é dito emaranhado.

Um exemplo de estado puro emaranhado é o chamado estado singleto (3.1), que foi utilizado

no experimento imaginario. Para estados mistos temos:

Definicao 2 Um estado quantico descrito por um operador densidade p que atua no espaco
de Hilbert H = H1 @ Ho® ... Q@ Hy (onde H; € o espago de Hilbert associado a cada um dos
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subsistemas que compoem o sistema total), € separdvel se, e somente se, pode ser escrito da

sequinte maneira:

k
p=> pibl @R @ P, (33)
=0

ondep; >0,> . pi=1e ,53 atua em H;. Se nao for este o caso, o estado € dito emaranhado.

Um exemplo de estado misto separavel é o estado

1 1
p=510.0)(0,0 + 511, 1)(1,1], (3.4)
e um exemplo de estado misto emaranhado sao os estados da forma

(10,000,004 11, 1)01,1]) + 2wl (35)

onde 1)) = 10,0) +[1,1) e z > 5. Os estados do tipo (3.5) sdo chamados estados de

Werner. Para z < % os estados de Werner sao separaveis. Desta maneira, fica claro que o

p=

emaranhamento é um fenomeno tipico de sistemas compostos.

No entanto, as definicoes acima nao sao tuteis do ponto de vista pratico. Em especial
para estados mistos, tentar descobrir se um dado estado é separavel ou nao usando o critério
acima corresponderia a escrever o operador densidade em todas as bases possiveis (que sao
infinitas) e checar se em ao menos uma delas a definicdo acima é satisfeita, o que é uma
tarefa hercilea. Dado este fato, outros critérios de separabilidade foram entao desenvolvidos.

A préxima secao serd devotada a estes critérios.

3.1.2 O problema da separabilidade

Nesta secao apresentaremos critérios tuteis do ponto de vista pratico para descobrir se
um dado estado é emaranhado ou nao. Nos limitaremos ao caso de sistemas bipartite (onde
temos apenas dois subsistemas), que é o caso de interesse para o resto do trabalho. No caso
de sistemas multipartites, o cendrio ¢ bem mais complexo e foge ao escopo desta dissertacao.
Trataremos o problema da separabilidade inicialmente em estados puros e depois em estados

mistos.

Separabilidade em estado puros

Para estados puros bipartite temos um critério simples para a separabilidade baseado na

decomposicao de Schmidt.

Teorema 1 Decomposicao de Schmidt

Seja ) um estado puro de um sistema bipartite composto pelos subsistemas A e B, aos
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quais estao associados os espacos de Hilbert Hy(de dimensdo dy) e Hp(de dimensdo dg),
respectivamente. Ezxiste entao uma base ortonormal {|ia)} para Ha e uma base ortonormal

{lig)} para Hp tal que

Min{d,dp}

W)= > Alia) ®lis), (3.6)

i

onde \i >0 ey, A2 =1.

A decomposicao de Schmidt é tinica. Os \;’s sao chamados coeficientes de Schmidt e o niimero
Ng de \;’s diferentes de zero é chamado nimero de Schmidt. Um estado puro é separavel
se, e somente se, Ng = 1, do contrario temos um estado puro emaranhado. Dado que esta
decomposigao pode ser encontrada via decomposigao em valores singulares(SVD?), este é um

critério de grande aplicabilidade.

Separabilidade em estados mistos

Para estados mistos bipartite diversos critérios praticos para determinagao da separa-
bilidade foram desenvolvidos, dentre eles, citaremos aqui os de maior relevancia para este
trabalho, que sdo o critério PPT3, ou critério de Perez-Horodecki e as testemunhas de ema-

ranhamento.

Critério PPT
Um dos critérios mais fortes para a separabilidade de estados mistos é o critério PPT,

que ¢é enunciado a seguir.

Teorema 2 (Critério PPT)
Se um estado descrito por um operador densidade p € separdvel, entao a transposta parcial

de p com relagdo ao subsistema i, p', € definida semi-positiva.

Ou seja, a transposta parcial de um estado separavel é por sua vez um operador densi-
dade. Quando publicado, conjecturou-se que o critério PPT poderia ser um critério ne-
cessario e suficiente para a separabilidade. De fato, foi mostrado que para casos de baixa
dimensionalidade(2 x 2 e 2 x 3)[21][22] isso era verdade, no entanto para sistemas de dimensao
2 x 4 e 3 x 3, contra-exemplos foram encontrados[23]. Portanto, no caso geral o critério PPT

nao é um critério suficiente para a separabilidade.

Testemunhas de emaranhamento

2Do inglés, Singular Value Decomposition
3Do inglés, Positive Partial Transpose
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Uma testemunha de emaranhamento W de um estado emaranhado p é um operador hermi-

tiano que atua no espaco de Hilbert H do sistema total e que tem a seguinte propriedade:

Tr[Wp < 0, (3.7)
TT[W&] > 0,se 0 é um estado separdvel qualquer. (3.8)

Em particular, um estado p é emaranhado se, e somente se, existe uma testemunha de
emaranhamento de p[20, 21].

Matematicamente, o conjunto dos estados bipartites separdaveis D C H é um conjunto
convexo e fechado[21]. Temos entdo como consequéncia do teorema de Hahn-Banach que
dado um estado p ¢ D (estado emaranhado), existe um hiperplano que separa o conjunto D
do estado p. A testemunha de emaranhamento de um estado p define um hiperplano que faz
esse papel. Em particular, podemos estabelecer uma hierarquia entre duas testemunhas de
emaranhamento Wl e WQ. Diz-se que W1 é mais fina que Wg se, e somente se, T'r [Wgﬁ] <0=
Tr[Wyp] < 0, sendo que o contrério nio é verdadeiro. Uma testemunha de emaranhamento
6tima deve ser totalmente tangente ao conjunto D.

Testemunhas de emaranhamento provéem uma maneira pratica, inclusive do ponto de
vista experimental, de detectar o emaranhamento uma vez que em geral nao é necessario
ter informacao completa sobre o estado para que se possa encontrar uma testemunha de

emaranhamento que dependa de observaveis acessiveis experimentalmente.

3.1.3 Medidas de emaranhamento

Utilizando os critérios expostos na subsecao anterior, temos ferramentas eficientes para
qualificar um estado como separavel ou emaranhado. No entanto, apenas a qualificagao de um
estado com relacao a sua separabilidade nao é suficiente. Foi observado que alguns protocolos
de processamento de informacao quantica eram mais eficientes se utilizados alguns estados
ao invés de outros, e esta eficiéncia estava ligada ao quao emaranhados estavam os estados.
Desta maneira tornou-se necessario procurar meios de medir o emaranhamento. Com este
intuito, vamos discutir agora as medidas de emaranhamento.

Para definir uma medida de emaranhamento, adotaremos uma abordagem axiomatica,
que pode ser encontrada em mais detalhes em [24, 25]. Tal abordagem asserta que qualquer
grandeza fisica a qual se queira chamar medida de emaranhamento deve satisfazer alguns pré-
requisitos. Sejam p e ¢ operadores densidade associados a estados quanticos pertencentes ao

espago de Hilbert H = H; ® Hy e E(p) uma candidata a medida de emaranhamento, entdo:

e FE(p) nao deve aumentar sob uma transformagao I' do tipo OLCC(Operagoes Locais e
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Comunicagao Classica),

ET(p) < E(p). (3.9)

Lembrando que o emaranhamento é um fenomenos ocorrente em sistemas compostos,
OLCC consistem em operagoes locais feitas nos subsistemas, podendo ser mediadas
por comunicacao classica. Uma vez que pode-se mostrar que nao se pode criar estados
emaranhados por meio de OLCC|25], ndo devemos ser capazes de aumentar este recurso

por meio de tais transformacoes.
e E(p) >0e E(p) =0 se, e somente se, p ¢ um estado emaranhado.

De fato, a unica condigao realmente necessaria para que E seja considerada uma medida de
emaranhamento é a monotonicidade por OLCC. A segunda condicao pode ser obtida quase
que completamente da primeira com base no fato de que todo estado separavel pode ser
tranformado em qualquer outro estado separédvel utilizando-se OLCC[26]. Desta maneira, E
deve ser um minimo em estados separaveis.

Estas sao as condigoes mais basicas que uma medida de emaranhamento deve satisfazer,
no entanto, algumas outras propriedades sao desejaveis. Dentre elas esta a continuidade, ou
seja,

c—p = E(o)—= E@p), (3.10)

a convexidade,

E(pipr +p2p2 + .. +pnpn) < prE(p1) +p2E(p2) + ... + pnE(pN), (3.11)

e a aditividade, que consiste em, dados dois operadores densidade p e & que atuam em espagos
de Hilbert distintos, entao

E(p®6) = E(p) + E(6). (3.12)

A convexidade é mais interessante do ponto de vista mateméatico, pois a condicao de mono-
tonicidade sob tranformagoes do tipo OLCC pode ser colocada de uma maneira simples se
a candidata a medida de emaranhamento for convexa[25]. J4 a aditividade é uma proprie-
dade desejavel pois o produto tensorial entre os estados p e & nao contém correlagoes mais
que as correlacoes internas de cada estado, portanto, espera-se a aditividade da medida de
emaranhamento com relacao a p ® 0.

Quanto as medidas de emaranhamento conhecidas atualmente, para o caso de estados
puros, temos uma medida universalmente aceita que é a entropia de emaranhamento. No
caso de estados mistos, como de praxe, a situacao é bem mais complexa e diversas medidas de
emaranhamento existem. Trataremos primeiro os estados puros e em seguida consideraremos

estados mistos.
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Quantificando o emaranhamento em estados puros: a entropia de emaranhamento

Para estados puros temos uma medida canonica de emaranhamento que é a entropia de
emaranhamento Fy. A entropia de emaranhamento de um estado puro |¢) € H = H; @ Ha

é dada por:

By ([9)) = S(Trall0)wl]) = S(Trale)wl]) = > Aflog (3.13)

onde os \;’s sao os coeficientes de Schmidt. De fato, pelo menos para sistemas bipartite,
a condicao de monotonicidade por OLCC implica na existéncia de estados maximamente
emaranhados [¢4)[24]. Se supusermos que a dimensao dos espagos de Hilbert H4 e Hp é d,
tais estados puros maximamente emaranhandos, sao dados por:

) = —=(10.0) + 1L 1)+ 4 |d— Ld— 1)), (3.14)

Vd

ou qualquer estado que seja resultado de uma transformacao unitaria local sobre |1)4). Pode-
se mostrar entao que, se nos sao dadas n cépias do estado [¢), podemos por meio de operagdes
locais em cada subsistema, concentrar o emaranhamento em um ntmero n’ de estados maxi-
mamente emaranhados, onde n" — nEy (|1)) no limite em que n — 00[27]. Podemos ver que
a entropia de emaranhamento Ey é zero se [1)) é um estado puro, e como ele depende apenas
dos coeficientes de Schmidt, também é invariante por transformacoes unitarias locais. Pode-
se ainda mostrar que a entropia de emaranhamento Fy nao aumenta sob transformacoes do
tipo OLCC|[28]. Desta maneira, podemos dizer que a entropia de emaranhamento Ey é uma

medida de emaranhamento.

Quantificando o emaranhamento em estados mistos

Para estados mistos temos uma gama de medidas de emaranhamento, onde a praticidade
em se usar uma determinada medida ou outra depende fortemente do tipo de estado com o
qual estamos lidando. Listaremos aqui as medidas de emaranhamento mais relevantes para

este trabalho.

Emaranhamento de Formacao

O emaranhamento de formagao faz parte de um grupo de medidas de emaranhamento
chamadas de rafzes convexas. Tais medidas sdo construidas a partir de alguma medida E de
emaranhamento definida para estados puros. Define-se entao a extensao em raiz convexa de

FE como sendo

E(p) = min i i 3.15
pz7|¢z>}zp |,¢ ( )
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onde a minimizacao ¢ tomada sobre todas as decomposicoes possiveis de p em estados puros
(p =, pilthi)(1s]). Tais medidas sdo convexas por construgao e pode-se mostrar[24] que se
E satisfizer a condicdo de ndo aumentar em média sob transformacoes do tipo OLCC?, entao
FE também é mondtona por OLCC.

O emaranhamento de formacao Er foi a primeira de tais medidas a ser introduzida e ¢é a

extensao de raiz convexa da entropia de emaranhamento:

E(p) = min Ev (| 3.16
PR ZP v([¥i) ( )

O processo de otimizacao é altamente nao-trivial no caso geral, porém sao conhecidas solucoes
analiticas para o caso de dois qubits[29] ou estados com simetrias especiais como os estados
de Werner[30], estados isotrépicos[31] e estados Gaussiandos de dois modos simétricos[32]. A

aditividade da entropia de formacao é uma questao em aberto.

Negatividade e Negatividade Logaritmica
A negatividade N quantifica o quanto a transposta parcial do operador densidade p,
pli, falha em ser semi-positiva definida. A negatividade é dada pela soma dos autovalores

negativos de pl

NS
)= h=T—

Ai<0

. onde ||A|=Tr [VATA] (3.17)

Associada & negatividade N estd a negatividade logaritmica Exs, que tém a mesma inter-

pretagao que a negatividade e é dada por:

Ex(p) = log ||5"]| = log(1 + 27(5)). (3.18)

Da interpretacao da negatividade e da negatividade logaritmica fica claro que estas sé sao
medidas de emaranhamento para estados para os quais o critério PP'T é necessario e suficiente
para a separabilidade. A negatividade N é mondtona com relacao a transformacoes do tipo
OLCC, convexa, porém nao é aditiva[33|. J& a negatividade logaritmica Eys é aditiva, porém
nao é convexa[33]. Foi mostrado no entanto que Ej ¢é fortemente monétona com relagao a
transformagoes do tipo OLCC[34].

3.2 Teoria de Informacao: do classico para o quantico

Suponha que conhecemos uma dada distribuicao de probabilidade p,, x = 1,2,..., N,

associada a uma varidavel aleatoria X. Supondo que temos a nossa disposicao um numero n

4Est4 ¢ uma condicio mais forte do que a condicdo enunciada em (3.9), medidas que satisfazem esta
condicao sao ditas fortemente monétonas com relagao a transformagoes do tipo OLCC.
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(muito grande) de cépias da variavel aleatéria X e que podemos verificar o resultado de cada
uma delas, podemos na melhor das hipdteses estimar o niimero de vezes que cada resultado foi
observado, ou seja, ny = npy, no = nps, ..., ny = npy. A ordem em que os resultados foram
observados nos ¢é desconhecida, porém sabemos que o nimero total de ordenacoes diferentes

dos resultados ¢ dado por n!/IIY_n;!. Temos entdo, usando a aproximacio de Stirling,

| N
log (ﬁ) ~ nlogn—n— ;(nx log n, — ny) (3.19)
N
= nlogn — Z np, log np, (3.20)
=1
N
= -n me log p, = nH(X). (3.21)
=1

A equacao (3.21) define a entropia de Shannon H(X)[35], que é interpretada como uma
medida da nossa ignorancia a respeito do resultado que a variavel aleatéria X pode assumir.
Por simplicidade utilizamos uma variavel aleatoria discreta, porém todas as consideragoes

feitas aqui podem ser diretamente aplicadas para varidveis aleatérias continuas.

A entropia de Shannon satisfaz as seguintes desigualdades:

0< H(X) < H(Y), (3.22)

onde p, = 1/N, y = 1,2,..., N, é a distribuicdo de probabilidade associada a Y. Ou seja,
a distribuicao de probabilidade onde todos os resultados sao igualmente possiveis maximiza
a nossa ignorancia a respeito do resultado da varidvel aleatéria. Definimos H(X) = 0 se
Pz = 0y, onde 0; ; é a delta de Kronecker, pois nao ha incerteza alguma sobre o resultado

desta varidvel aleatdria.

No caso de termos duas variaveis aleatoria X e Y, podemos definir outras quantidades

entrépicas associadas a entropia de Shannon, listadas a seguir.

e Entropia Relativa
H(pula) = S pton () = ~H0X) = X e loe(a) (3.23)

A entropia relativa mede o quao préximas sao duas distribuicoes p, e ¢,, para isso as
duas distribui¢oes devem ser definidas sobre o mesmo indice (no caso, x). De fato,

pode-se mostrar[36] que H (p.||q.) > 0, valendo a igualdade apenas se p, = q,.
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e Entropia Conjunta
H(X, Y) = — Zp(x7y) logp(%y). (324)

w?y
A entropia conjunta mede a ignorancia acerca do par de varidveis aleatérias (X,Y).
Fica claro da defini¢ao acima que se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes (isto
6, D(zy) = Paly), entdao H(X,Y) = H(X)+ H(Y). Além disso, a entropia conjunta

satisfaz a seguinte relacao:

H(X,Y)> H(X),H(Y). (3.25)
Desta maneira a incerteza sobre o par (X, Y) é sempre maior ou igual que a incerteza
sobre apenas X ou apenas Y.
e Entropia Condicional
H(X|Y)=H(X,Y)—- H(Y). (3.26)

A entropia condicional mede a ignorancia sobre X dado que conhecemos o resultado
de Y. E importante notar que H(X|Y) ndo ¢ simétrica com respeito & troca de X e

Y. Além disso, as seguintes desigualdades sao satisfeitas[36]:
0< H(X|Y) < H(X), (3.27)

onde H(X|Y) = 0 apenas se X = f(Y), ou seja, o resultado de X é completamente
determinado pelo resultado de Y, e H(X|Y) = H(X) se X e Y s@o independentes.

e Informacao Mutua

H(X:Y) = HX)+H(Y)-H(X,Y) (3.28)
= H(X)- H(X|Y) (3.29)

Como o nome diz, a informacao mutua mede a informacao comum as duas variaveis
aleatérias. Como consequéncia das desigualdades (3.27), H(X :Y') também satisfaz as
seguinte desigualdades:

0<HX:Y)<H(Y), (3.30)

onde H(X :Y)=0se X eY sao independentes e H(X :Y) = H(Y) se Y é fungao de
X.
A transicao para a teoria de informagao quantica é feita basicamente substituindo-se a

distribuicao de probabilidade por um operador densidade p e a entropia de Shannon pela
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entropia de von Neumann S que ¢é dada por,

S(p) = ~Trlplog . (3.31)

A entropia de von Neumann pode ser interpretada como a incerteza sobre o estado do sistema
quantico ao qual esta associado o operador densidade p. Listaremos algumas propriedades

satisfeitas pela entropia de von Neumann|[37].

e A entropia de von Neumann é invaridnciaste por transformagoes unitarias.

e A entropia de von Neumman de um operador densidade p que atua em um espago de

Hilbert de dimensao N satisfaz a seguinte desigualdade,
. 1
0<S5(p) <log N (3.32)

onde o limitante inferior é a entropia de von Neumann de um estado puro (definida
como sendo zero) e o limitante superior corresponde a entropia de von Neumann do

estado completamente aleatério.

e A entropia de von Neumann é concava, ou seja,
S(A1p1+ Aepa+ o+ Aupn) = NS (P1) + XS (pa) + .o+ NS(Pn)- (3.33)

Segundo a interpretacao adotada, a concavidade de S implica que a nossa ignorancia

sobre o estado do sistema é maior se nao sabemos como o sistema foi preparado.

e A entropia de von Neumann é sub-aditiva. Suponha que temos um sistema bipartite,

entao:

S(p) < 5(pa) +5(ps), (3.34)

onde p; é o operador densidade reduzido com relagao ao subsistema i. A igualdade é
valida na expressao acima apenas se p = ps ® pg. A sub-aditividade de S, que dis-
corda totalmente da desigualdade (3.25), reflete o fato de que podemos ter informagao
completa sobre o sistema como um todo (S(p) = 0), mas termos incerteza sobre os

subsistemas(S(p1), S(p2) # 0). Isto nao acontece no caso cléssico.

Procuraremos agora a extensao quantica das demais quantidades entropicas definidas no
caso classico. Para tal vamos supor que estamos lidando com um sistema bipartite descrito
pelo operador densidade p. Para a entropia condicional, a extensao quantica nao é tao

direta como dito anteriormente. Neste caso a entropia condicional pretende mensurar a
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nossa informagao sobre o subsistema A, dado que fizemos uma medicao do subsistema B e
conhecemos o seu estado. Existe, porém, uma gama de medicoes que podem ser feitas sobre
o subsistema B, sendo necessaria a escolha um conjunto completo de operadores de medicao
sobre o subsistema B, {Hf }, onde o indice j é relativo aos diferentes resultados que podem ser
obtidos no processo de medicao. Fazendo medida sobre o subsistema B, podemos encontrar
o resultado j com probabilidade p; = T'r [(Hf ® 14) ﬁ} (onde 14 é o operador identidade do

subsistema A), e o estado do subsistema A é entao descrito pelo seguinte operador densidade:

(7 @ 14)p(11F © 14)
Tr [(H]B ® ]1A)p}

pame = (3.35)

Podemos desta maneira definir a entropia condicional com relagao a {Hf } como sendo

S(A{1I?}) = ij (Pams). (3.36)

Ao tentar definir a extensao quantica da informacao miutua esbarramos em um fato
notéavel. Se utilizamos a expressao (3.28), a extensdo ¢é direta, bastando substituir a en-

tropia de Shannon pela entropia de von Neumann, e chegamos a seguinte expressao:

1(5) = S(pa) + S(m) — S(p). (3.37)

A expressao acima é manifestamente invariante por transformacoes unitarias, portanto po-
demos escolher a decomposigao que bem entendermos para p. Porém, utilizando a expressao

(3.29), a extensao quantica da informacao mutua é:

J(p) = S(pa) — S(A{IIPY). (3.38)

A expressao acima, além de ser assimétrica com relacao aos subsistemas A e B, também
depende do conjunto de operadores de medicao {Hf } escolhido. Claramente as expressoes
(3.37) e (3.38) sao incompativeis.

3.3 Discérdia Quantica

A discérida quantica D é definida justamente como a diferenca entre 1(p) e J(p)[38, 40],

sujeita a um processo de minimizagao:

D(AIB) = min{1(7) ~ J(2)} = S(p) = S() + min{SATN}  (339)

{11F} L
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Fica claro da definicao acima que a discérdia quantica é assimétrica com relacao aos subsis-
temas A e B.

A discérdia quantica tem as seguinte propriedades:

D(A|B) > 0. (3.40)

O processo de medir o subsistema B e inferir o estado do subsistema A implica em um

aumento de entropia, de maneira que S(A|{II7}) > S(p) — S(pa).

D(AIB) =0 p =Y TI7pIP. (3.41)

J

D(A|B) = Sv(p)- (3.42)

De fato, se temos um estado puro, S(p) = S(A{IIP}) = 0, e D(A|B) = S(pa) = Sv(p).
Portanto a discérdia quantica representa uma medida de emaranhamento para estados

puros.

e D(A|B) pode ser diferente de zero para estado separaveis.
Medidas da discordia quantica em estados de Werner separaveis indicam discérdia
diferente de zero. B importante frisar que isto s6 pode acontecer em estados mistos.
Para estados puros, discérdia quantica e emaranhamento sao sinonimos, como atesta a
eq.(3.42).

Com excecao da terceira propriedade, todas as demais foram demonstradas em [38], onde a
discérdia quantica foi introduzida.

Dado que a relagao (3.41), satisfeita pelo operador densidade de um estado cuja discérdia
é zero, é a mesma condicao satisfeita pelo operador densidade de um estado que sofreu des-
coeréncia, e sabendo que a descoeréncia é o mecanismos pelo qual o comportamento classico
emerge em sistemas quanticos, é de se esperar que a discérdia esteja de alguma forma ligada
as caracteristicas nao-classicas de um sistema. De fato, a discordia quantica é uma medida
das correlagoes quanticas entre os subsistemas A e B, sendo que o processo de minimizacao
visa encontrar um conjunto de operadores de medicao que perturbe o minimo possivel o
subsistema A. Discordia quantica igual a zero indica que o estado pode ser equivalentemente
descrito por uma distribuicao de probabilidade classica, s6 podendo neste caso haver cor-
relagoes classicas entre os subsistemas. Do ponto de vista operacional a discordia é uma
grandeza de dificil calculo no caso geral, uma vez que uma complexa minimizacao tem de ser

feita.
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Nos ultimos anos, uma grande atencao tem sido dada para a discordia quantica. O mo-
tivo deste sibito interesse se baseia na possibilidade da discordia quantica estar por tras da
eficiéncia de alguns protocolos de computacao quantica que nao utilizam estados emaranha-
dos. Esta possibilidade foi primeiramente considerada em [39] e desde entdo uma grande
quantidade de artigos tem trabalhado em cima deste topico. O atrativo maior em se traba-
lhar com a discordia quantica e nao com o emaranhamento se deve basicamente a robustez
da discérdia quantica frente a interacoes com o ambiente se comparada ao emaranhamento.
Caso esta conjectura se confirme, a realizacao de um computador quantico estara considera-

velmente mais proxima.
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Capitulo 4
Estados (Gaussianos

Estados Gaussianos compreendem uma série de estados quanticos que sao mais facilmente
manipuléveis do ponto de vista experimetal e ocupam um lugar de destaque quando se trata
de informagao quantica com estados de varidavel continua. Nao bastasse o apelo experimen-
tal, estados Gaussianos possuem uma estrutura matematica interessante e mais simples de
tratar do que outros estados de variavel continua. Exemplos de estados Gaussianos sao es-
tados coerentes, estados comprimidos e o vacuo da eletrodinamica quantica. Neste capitulo

apresentaremos a definicao e as principais propriedades destes estados.

4.1 Sistema de N bdsons

Seja um sistema de N boésons, onde podemos definir operadores de criacao e aniquilagao
com as relacoes usuais de comutacao para bdsons: [dk,d}] = 0, onde k.1 = 1,2,...,n.
O espaco de Hilbert do sistema é dado por H = H; ® Hs ® ... Hpy, onde H; é o espago
de Hilbert do béson k. O Hamiltoniano do sistema (bdésons nao interagentes) é dado por

H= Zgil hr (@l ag + 1) e os operadores de quadratura (posi¢do e momento) sao dados por:

. 1 . . 1 . .
Gr = %(ak +al), Dr = m(ak —al). (4.1)
Se difinimos um vetor R = {¢1,P1,---,qn, PN}, podemos escrever a relagdo de comutagao
da seguinte maneira:
[Ry, Ri) = iy, (4.2)

onde a matriz ) é dada por:

0 1
Q= EBl]cvzlwa W = [ 10 ] ) (43)
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w é chamada matriz simplética.

Uma base conveniente do espago H é a base formada pelos estados de Fock |nq,ng, ..., ny)
e o chamado estado de vacuo do sistema é dado por |0) = |0,0, ..., 0), satisfazendo a condigao

4.1.1 Matriz de covariancia

A matriz de covariancia é definida da seguinte maneira:

7is = 5L Bi) = (R)(Ry), (1.4

onde {A, B} = AB+ BA ¢ o anticomutador dos operadores A e B e (A) = Tr[pA] é a média
do operador A. A matriz de covariancia é simétrica e positiva definida. Pode-se mostrar que
as relacoes de incerteza entre os operadores canonicos se traduzem em termos da matriz de

covariancia na seguinte expressao[41]:

o+ %Q > 0. (4.5)

Como foi dito anteriormente, o e {2 sao matrizes, e a expressao acima diz matriz o + 52
é semi-definida positiva, ou seja, cada um dos seus autovalores é maior ou igual que zero.
Vamos considerar o caso da matriz de covariancia de um sistema de N bdsons em equilibrio

térmico com um dado reservatdrio. Neste caso p = ®@5_, pr.[43], onde

—Balax o0 n
e P 1 Ny, )
O = = ng) Nk, 4.6
onde Ny = (e* — 1)7! é o ntimero médio de quanta de energia térmica no modo k e

B = (KgT)™!, sendo T a temperatura do reservatério. Desta maneira, a matriz de covariancia

do sistema é dada por,

1
0 = 5Diag(2Ny +1,2N; +1,... . 2Ny +1). (4.7)

4.2 Funcoes Caracteristicas e Funcoes de Quasi-
Probabilidade

Um estado quantico é completamente definido pelo seu operador densidade p. No en-
tanto, existe uma maneira alternativa, e completamente equivalente, de descrever um estado
quantico através das chamadas fungoes caracteristicas ou fungoes de quasi-probabilidade[45].

De fato, podemos obter tais fungoes a partir de p e vice-versa. As fungoes caracteristicas sao
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dadas pela seguinte expressao:

o) = TrlpDieless | 51 (48)

onde y : R* — C e D(&) = exp[iRTQ¢], sendo o dominio chamado de espago de fase
quantico, em analogia com a mecanica classica[46]. A varidvel s pode assumir os valores 1,
0 e -1. A partir das funcoes caracteristicas podemos definir, via transformada de fourier, as

funcoes de quasi-probabilidade, dadas por:

oo
Wi(a,s) = %/ X (&, 5) expl€*a — Ea*)d*E (4.9)
—o0

Funcoes de quasi-probabilidade sao fungoes reais e normalizadas que permitem o calculo
dos momentos associados a produtos especialmente ordenados dos operadores a e af. Os
valores assumidos por s estao associados & ordem de a e af nesses produtos. W (a, 1) = P(a) é
a chamada representacao P de Glauber-Sudarshan[47, 48] e estd associada a ordenag@o normal
dos operadores a e a' (isto é, todos os operadores a' na esquerda e todos os operadores @ na
direita). W(a,0) = W(«) ¢ a fungdo de Wigner[49] e estd associada a ordenagao simétrica
dos operadores @ e af. Por fim, W(a,—1) = Q(a) é a fungao de Husimi ou funcao Q[50],
e estd associada & ordenacdo anti-normal dos operadores a e a' (isto é, todos os operadores

a na esquerda e todos os operadores a' na direita). Dado um operador O = f(fbk,&b,

k=1,2,..., N, temos a seguinte identidade:

(0) = Tr[pO] = W(a,s)f(a,a)d*™a, (4.10)

R2N
onde f(ay, &L) deve ser uma funcao normalmente, simetricamente ou anti-normalmente or-
denada, de acordo com o valor de s escolhido(1, 0 e -1, respectivamente). Alguns resultados

que seguem diretamente da eq.(4.10), por exemplo, a normalizacdo da fungao de quasi-
probabilidade:

Trlp = 1= / W(a, s)dVa, (4.11)
R2N
e a pureza ju:
p="Tr[p* = / W2(a,s)d*N o = /2N Ix(a, s)[*d*N a. (4.12)
R
R2N

A dltima igualdade segue do teorema de Parseval e do fato da funcao de quasi-probabilidade
ser uma funcao real.

Dado que as funcoes de quasi-probabilidade nos permitem calcular o valor médio de
operadores por meio de uma integral ponderada pela funcao de quasi-probabilidade, podemos

dizer que tais funcoes sao andlogos quanticos das distribuicoes de probabilidade definidas

31



no espaco de fase da mecanica classica, nao podendo ser diretamente interpretadas com
distribuicoes de probabilidade pois a principio estas func¢oes podem assumir valores negativos.
Para o caso especifico da funcao de Wigner, podemos escreveé-la explicitamente em termos

dos autovalores dos operadores de quadratura py e gx:

W(p,q) = % /eXp {—2%] (q—ylplg +y)dy. (4.13)

As referéncias [45] e [51] fazem um bom tratamento em cima deste assunto.

4.3 Definicao e Propriedades dos Estados (Gaussianos

Definicao 3 Um estado p é Gaussiano se a sua fungao de Wigner tem a sequinte forma:

A A A~ A~

~ exp[-3(R—(R))"0" (R - (R))]

W(R) = , 4.14
(R) (2m)N\/ Detlo] ( )
onde R = {q1,01,G2,P2,---,4n, DN} € 0 € a matriz de covariancia associada a R.

Temos entao que estados Gaussianos sao completamente caracterizados pelos seus primeiros
e segundos momentos. Um exemplo de estado Gaussiano é o estado coerente. O estado
coerénte é definido como sendo um auto-estado do operador de aniquilacao a, e é dado pela

aplicacao do operador de deslocamento de Weyl ﬁ(oz) no estado de vacuo,

la) = D(a)|0) = exp(ad’ — a*a)|0), (4.15)

de maneira que ala) = ala), o € C. No caso de N modos, o estado coerente, que neste
caso ¢ o produto tensorial de estados coerentes de cada modo, pode ser escrito de maneira

equivalente como,

|€) = D(€)|0) = exp[iR7Q€]|0), (4.16)

de maneira que ai|€) = (& + i€k11)|€), onde & é um vetor pertencente ao espago de fase

quantico de dimensao 2N e |0) é o estado de vacuo de N modos.

4.3.1 Transformacgoes Simpléticas

Como ja foi exposto anteriormente, estados Gaussianos possuem vantagens tanto do ponto
de vista tedrico quanto experimental. Logo, é interessante saber as condicoes que deve
satisfazer um Hamiltoniano H, de maneira que o estado evoluido a partir de um estado
Gaussiano também seja um estado Gaussiano. De fato, mostrou-se[52] que Hamiltonianos

lineares ou bilineares nos modos do campo preservam o carater Gaussiano de um estado com
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relacao a evolugao temporal. Ou seja, o Hamiltoniano mais geral com o qual pretendemos

trabalhar é

2 1)~ 2) At A 3) At A
H= Zg,i )aL + Z gél)alal + Z g,(d)aza} + h.c. (4.17)
k=1 k>1=1 k=1
A transformagao gerada por um Hamiltoniano do tipo (4.17) nos primeiros e segundos mo-

mentos é[43],

R = FR+d,
o = FoFT, (4.18)

onde d é um vetor real e F é uma matriz simplética. O inverso também ¢é verdadeiro,
qualquer transformagao do tipo (4.18), chamada transformagao simplética é gerada por uma
transformagao unitaria induzida por um Hamiltoniano do tipo (4.17)[53][54]. As matrizes
simplética ja sao conhecidas da mecanica classica. A condigao para que uma tranformacao
de (@, P) = (Q', P') seja uma transformagao canoéninca é que o jacobiano da transformagcao

seja uma matriz simplética. Uma matriz S é simplética se ela satisfaz a seguinte propriedade,

STQS =Q, (4.19)

onde ) é a matriz (4.3). O grupo das matrizes reais 2N x 2N satisfazendo esta condicao
formam um grupo, o grupo simplético Sp(2N, R).

Como o vetor de primeiros momentos R pode ser arbitrariamente modificado por meio
de transformacoes unitarias locais sobre p, conclui-se entao que toda informagao sobre cor-
relacoes quanticas de um estado Gaussiano deve estar contida na matriz de covariancia, pois

as correlacoes quanticas devem ser invariantes por transformacgoes unitarias locais.

4.3.2 Espectro Simplético

Dado que a matriz de covariancia contém toda a informacao que precisamos para carac-

terizar as correlacoes quanticas de um estado Gaussiano, cabe enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3 (Williamson) Dado V € M(2N,R), simétrica e positiva definida, existe S €
Sp(2N,R) e D € M(N,R) diagonal e positiva definida tal que:

V:ST[D 0 ]S. (4.20)
0 D

O teorema de Williamson garante que existe uma transformacao simplética que diago-

naliza a matriz de covariancia. Ou seja, podemos transformar a matriz de covariancia de
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um estado Gaussiano em uma matriz de covariancia semelhante a do sistema formado por N
bosons em equilibrio térmico. Dado que o grupo das transformacoes simpléticas é gerado por
Hamiltonianos no maximo bilineares nos modos dos campos[53], o sentido fisico desta diago-
nalizacao é que todo estado Gaussiano p pode ser obtido do estado de N bdsons em equilibrio
térmico a partir de uma transformacao unitaria U associada a matriz simplética S. O con-
junto de autovalores gerados neste processo, que chamaremos de v,k =1,2,..., N, podem
ser obtidos a partir dos autovalores da matriz 120 e sao chamados autovalores simpléticos
ou espectro simplético.

O principio de incerteza de Heisemberg pode ser expresso em termos dos autovalores
simpléticos. Seja S a matriz simplética que diagonaliza a matriz de covariancia o, dado que

a transformacao de similaridade de uma matriz definida semi-positiva é definida semi-positiva,

ST(U—I—%Q)S > 0 (4.21)
V+%Q > 0 (4.22)

a ultima desigualdade implica, pela estrutura da matriz 2, que cada submatriz 2 x 2 de
(V 4 i) do tipo

[”’“ i ] (4.23)

—1 UVl
deve ser definida positiva, o que por sua vez implica que v, > 1/2. Se definirmos v_ =

Min{v}, o principio de incerteza pode ser escrito simplesmente como a condi¢ao v_ > 1/2.

4.4 Sistemas Bipartite

Vamos considerar agora estados Gaussianos de um sistema bipartite cujo espago de Hilbert
é dado por Hy4 ® Hp. Suponha que temos m modos no sistema A e n modos no sistema B,
como o produto tensorial de espacos de Hilbert se traduz como uma soma direta no espago
de fase, a matriz de covariancia do sistema bipartite pode ser escrita de maneira genérica na

seguinte forma:

A C

: 4.24
or B (4.24)

g =

onde A é uma matriz (2m x 2m), B é uma matriz (2n x 2n) e C' é uma matriz (2m x 2n).
Como as matrizes A e B sao simétricas e definidas positivas, podemos a partir do teorema

de Williamson encontrar matrizes simpléticas S, e Sp, associadas aos operadores unitarios
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Us € Ha e Ug € Hp, respectivamente, que as diagonalizam. Temos entao:

S, 0 A cllss o
Sa®Sp)lo(Sy®Sg) = 4.25
(54 ® 55) 0(54 @ Sp) 0 S| |cm B0 S (4.25)

[ stasy sacsh ] a0

| §pCTST STBSy '

v, sest ]
A A B
- |scrst v | (4.27)

onde V4 e Vg sdo matrizes diagonais. Escrevendo a matriz de covariancia na forma (4.24),
invariantes simpléticos com respeito a transformacgoes simpléticas pertencentes ao grupo
Sp(2m,R) ® Sp(2n,R)(é bom lembrar que Sp(2m,R) & Sp(2n,R) C Sp(2m + 2n,R)) po-
dem ser indentificados, como Iy = Det[A], I = Det[B], I3 = Det|C]| e I, = Det[o]. Em
particular, no caso em que m = n = 1, algumas simplificagoes a mais sao possiveis, e o pode

ser escrita na seguinte forma, chamada forma normal':

S Q2

(4.28)

S O Q[ O

c
0
b
0

O
QL O & O

0

Os invarianciastes simpléticos neste caso sao: I} = a?, I = b*, I3 = cd e I = (ab—c?)(ab—d?).
Quando a = b, o estado é chamado simétrico. Os autovalores simpléticos em termos dos

invariantes simpléticos sao dados por:

Wi =1+ I+ 215 + /(1) + I, + 213)? — 4I,. (4.29)

Esta sec¢@o teve como base o que foi apresentado em [46]. Uma discussdo mais completa

e detalhada sobre estados Gaussianos pode ser encontrada em [43].

4.5 Correlacoes Quanticas em Estados (Gaussianos de
Dois Modos

Nesta secao apresentaremos formas de se mensurar correlagoes quanticas em estados Gaus-
sianos de dois modos. Limitar-nos-emos a tais estados pois estes sao os estados para os quais
existem resultados mais expressivos e além disso sao os estados que serao importates para o

trabalho aqui desenvolvido.

LA forma normal pode ser obtida sempre que m = n. A ref. [43] mostra como se prova esta propriedade.
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Como ja foi dito anteriormente, as correlagoes quanticas de um estado Gaussiano devem
depender apenas da matriz de covariancia do mesmo, uma vez que os primeiros momentos
podem ser arbitrariamente modificados por meio de transformacoes unitarias locais e sabe-
mos que as correlagoes quanticas sao invariantes por tais transformagoes. Ou seja, tudo que
precisamos saber sobre um estado Gaussiano para calcular as correlagoes quanticas no mesmo
é a sua matriz de covariancia. Sabemos também que transformacgoes unitarias correspondem
a tranformagcoes simpléticas no espaco de fase, portanto tranformacoes desta natureza nao
alteram a informagao sobre as correlagbes quanticas contidas na matriz de covariancia. A
primeira pergunta que se deve fazer é como qualificar um estado Gaussiano como separavel
ou nao. Como discutimos anteriormente, o critério de PPT nos da uma maneira relativa-
mente simples de resolver este problema, bastando analisar a transposta parcial do operador
densidade. Porém, como proceder no caso de estados Gaussianos? Ja vimos que estados
Gaussianos sao tratados de maneira simples no espaco de fase e o estudo do operador densi-
dade necessitaria que abrissemos mao do espaco de fase e voltassemos a trabalhar no espaco
de Hilbert, o que nao parece uma boa solugao. O mais interessante seria descobrir como
a operacao de transposicao parcial age no espaco de fase. Felizmente isso ja foi feito para
estados Gaussianos de dois modos e foi provado[42] que neste caso a operagao de transposi¢ao
parcial com relacao ao subsistema A corresponde a uma operacao de reversao temporal do
subsistema A, nao modificando o subsistema B. Tal operagao corresponde a aplicacao da

matriz

Ay = Diag{l,—1} & 1, = : (4.30)

o o o =
|
—_
o = O O
==

a matriz de covariancia do sistema. Caso a transposi¢ao parcial seja feita com relacao ao
subsistema B, basta aplicar o operador Ap = 1, @ Diag{1l,—1}. Como o critério PPT
asserta que a transposta parcial do operador densidade tem que ser por sua vez um operador
densidade, a transformacao da matriz de covariancia com relagao a matriz A 4(ou Apg) deve
por sua vez ser uma matriz de covariancia fisicamente plausivel, ou seja, que satisfaca as
relagoes canonicas de incerteza. Desta maneira, definindo A = A;AA;, sendo A uma matriz

4 x 4 arbitraria temos,
G+ %Q > 0. (4.31)

Designando os invarianciastes simpléticos da matriz de covariancia ¢ por [;, pode-se mostrar
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as seguintes relagoes:

L = 1,
I = I,
Iy = —I4
I, = I, (4.32)

A partir das relagoes acima, podemos calcular os autovalores simpléticos utilizando a ex-

pressao (4.29), e impondo a condigao (4.31),

(4.33)

N | —

onde

25 = I+ I = 2I3 £ /(I + I, — 213)? — 4. (4.34)

Desta forma temos uma maneira simples para classificar um estado Gaussiano de dois modos
como separavel ou nao. Simon et. al.[42] mostraram ainda que o critério PPT é uma
condicao necessaria e suficiente para a separabilidade de estados Gaussianos de dois modos.
Devido a este ultimo fato, a negatividade logaritmica pode ser usada como uma medida de
emaranhamento. De fato, foi mostrado em [33] que a negatividade logaritmica Ey pode ser

calculada através dos invariantes simpléticos,

0 p_ > 1
Fy — 0 e (4.35)
log( 3

20_), se D_

A negatividade logaritmica na verdade quantifica o quanto a desigualdade (4.33) é violada.
Portanto, agora também temos uma forma simples de mensurar o emaranhamento de um

estado Gaussiano de dois modos.

Falta agora uma maneira de medir a discordia em estados Gaussianos. Porém, antes de
discutir este problema, é importante que encontremos uma maneira de calcular a entropia
de von Neumman. Como ja foi discutido antes, a entropia de von Neumman é invariante
por transformagoes unitarias, ou seja, se pretendemos escrevé-la como funcao da matriz de
covariancia, podemos indiscriminadamente realizar transformagoes simpléticas na matriz de
covariancia sem que isso modifique a entropia de von Neumman. Dado este fato, é de se
esperar que alguma simplificacao sobre o problema possa ser obtida se operarmos a diago-
nalizagao simplética sobre a matriz de covariancia. Seja ¢ a matriz de covariancia depois de

operada a diagonalizagao simplética, entao

¢ = diag{v_,v_} @ diag{vy, v, }. (4.36)
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Como a soma direta no espago de fase se traduz como um produto tensorial no espaco de
Hilbert, e dado que S(pa ® p) = S(pa) + S(pn), a entropia de von Neumman de um estado
Gaussiano de dois modos pode ser calculada como a soma das entropias de von Neumman

de cada um dos dois modos. Pode-se mostrar entao que[55],

S(p) = fvy) + f(vo), (4.37)

onde f(v) = (v+ 1) In(v + %) — (v — 3)In(v — 3) é a entropia de von Neumman do estado
Gaussiano de um modo ao qual estd associado o autovalor simplético v. A extensao para um

estado Gaussiano de N modos p é direta, sendo dada por,

N

S(0) = 3" 1), (439)

i=1
Uma vez que ja temos uma maneira de calcular a entropia de von Neumman, podemos

utilizar a expressao (3.39) para calcular a discérdia quantica, e chegamos a seguinte expressao:

D(o) = F(v/B) ~ (o) = Fv-) + min{S(A|{117)} (4:39)

No entanto, o processo de minimizacao envolvido no calculo da discérdia quantica é al-
tamente nao-trivial, e nao se conhece ainda uma expressao para a discordia em estados
Gaussianos. Porém, se limitarmos os conjuntos completos de operadores de medicao {II}}
aos chamados operadores Gaussianos, o cenario se torna mais animador. Operadores Gaus-
sianos sao operadores que, se aplicados em um estado Gaussiano, levam em outro estado
Gaussiano. Se limitarmos o processo de minimizacao a operadores Gaussianos, temos entao
a chamada discordia Gaussiana. Obviamente, a discérdia Gaussiana serd um limitante su-
perior da discordia usual. De fato, para tal conjunto de operadores pode-se encontrar um
conjunto de operadores 6timos[56, 57]. Nesa condi¢ao chegou-se a seguinte expressao para a

discordia Gaussiana:

D(A: B) = f(VI) = f(v) = fv) + [ (Ve) . (4.40)

onde,

( 203+ (Ia—1)(Is—11)+2|I3|\/ I3+ (T2 —1)(Is—11)

(I,—1)2 J

Se (14—11]2)2 S (1-’-]2)[3(]1—}-]4),
€= (4.41)

LIy =13+ 1~/ T3+(Ia—11 [2)2 =213 (I I+ 14)

21, J

L caso contrario.

Infelizmente nao se conhecem maneiras de estimar o quao préxima da discordia usual esta
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a discérdia Gaussiana.
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Capitulo 5
O Sistema

Consideraremos um sistema formado por osciladores harmonicos idénticos acoplados entre
si por um acoplamento dependente do tempo e em contato com um mesmo banho térmico

de osciladores harmonicos. O Hamiltoniano do sistema é dado por,

2 2 2 2
_Pr omwy ., P mwg

H = X242 X2+ c(t) X1 X
gm 9 1+2m+ 2+C<) 1 24
Hs
. (X —|—X)—|— C% (X —l—X)2 +§: By mk‘wlz 2 (5 1)
— CrX —_— X .
£ kLk 1 2 kaw% 1 2 - ka 2 k>
H Hp

onde Hg é o Hamiltoniano do sistema e ¢(t) = mcy + mcy cos(wpt). Hy é o Hamiltoniano
responsavel pela interacao entre o sistema e o banho, o segundo termo dentro do somatorio
de H; corresponde ao contra-termo, que evita a renormalizacao do potencial harmonico.

Finalmente, Hg é o Hamiltoniano do banho de osciladores.

O primeiro passo para o estudo deste sistema é a definicao dos modos normais ‘4+’" e ‘—’,

dados por,
Xy = (XN +X) V2 [ X = (X1 - Xo)/V2 52)
Py =(P+P)/vV2 P.=(P=P)/V2
Nestas novas variaveis, o Hamiltoniano H pode ser escrito da seguinte forma:
H=H,+H_, (5.3)
onde,
2
P2 mQ2 (1) | P2 ompw? V2
Hy =+t 4 —1+/x? b TR gy - X 5.4
+ 2m+ 2 ++kz 2mk+ 2 o mkw,% + (5:4)
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é o Hamiltoniano do modo ‘+’, com Q2 (t) = w§ + ¢ + ¢1 cos(wpt), e

P%2 mQ2 (1)
H =_—+4+ —-1X? 5.5
om 2 - (5:5)
¢ o Hamiltoniano do modo ‘—’; com Q2 (t) = w? — ¢y — ¢; cos(wpt).

Escrito em termo dos modos normais, o Hamiltoniano pode ser colocado de uma forma
separavel, onde temos um oscilador paramétrico acoplado a um banho térmico de osciladores
harmonicos, agora com uma constante de acoplamento ¢, = V2¢;,, para o modo ‘+’, e um
oscilador paramétrico livre para o modo ‘—’. Podemos portanto estudar a dinamica dos dois

modos de maneira independente.

Neste trabalho estudaremos o caso em que os osciladores 1 e 2 foram preparados inici-
almente nos estados coerentes |ay) e |ag). O estado coerente foi definido em (4.15) e sua

fungao de onda adimensionalizada é dada por[6],

mwzeggmk%ﬁ+2wa$—§} (5.6)
Logo a func¢ao de onda dos dois osciladores é dada por,
1 2 2
(w1, malar, a0 = (22) *exp [—?(z? ta2) 4 VI +anzy) — 190 4
| ? ;

- 7] . (5.7)

Escrevendo esta funcao de onda em termos das varidveis x, e x_ chegamos ao seguinte

resultado:

I S GG

2 2

wo\ 2 w
(1, 2|, ag) = (f) *exp [_?O(xi +22) + V2wo(ap o, +a_x)

2 Oé2

2]

onde ax = (a; £ ay)/+v/2. Ou seja, se o estado inicial do osciladores é um estado coerente, o

estados iniciais dos modos normais ‘4+’ e ‘—’ também sao estados coerentes. Este resultado
¢ muito importante pois precisaremos saber o estado inicial dos modos normais para que

possamos estudar a dinamica dos mesmos.

Antes de prosseguir vamos escrever o Hamiltoniano em termos de quantidades adimensi-
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onais. Definindo as grandezas adimensionais,

( %“: WTDt ( 50 — %
Xo= /P X. e
== hm2wD Py ) Nk = hmiwD P s (59)
Wo i—z Wy = ika
[ &= EJL% [ G = \/ancsz%

podemos entao escrever o Hamiltoniano da seguinte maneira:

2 P2 ), |P2 @2 oo\
—~ H=— X ko Tk (g - V22X
hwp > T ++; > T\ fw,§+
i,
P2 Q2 (1) -
— 4+ —=X?, (5.10
+ ot ,J,( )
H_

onde Q2 (f) = @2 + & % & cos(21).
Nas secoes que se seguem trataremos o oscilador paramétrico quantico nao-dissipativo,

‘—’. e o oscilador paramétrico quantico dissipativo, para

visando achar solucao para modo
os regimes Markoviano e nao-Markoviano, visando achar a solugao para o modo ‘+’. No en-
tanto, para melhor entendimento do problema, estudaremos primeiro o oscilador paramétrico

dissipativo classico.

5.1 O Oscilador Paramétrico Dissipativo Classico

Uma particula em um meio dissipativo, sujeita a um potencial do tipo V(x,t) = %[w% +

e cos(wpt)], no regime cléssico, é descrita pela seguinte equacao de movimento:

mi + myi + mw?(t) = 0, (5.11)
onde w?(t) = w? + ecos(wpt). Para trabalhar com grandezas adimensionais, faremos as
seguintes reescalas:

i — wpt G =2
2 w
{@OZM, {~:2_f’ . (5.12)
wp wp

Com estas modificagoes a eq. (5.11) toma a seguinte forma,
i+t +*(H)x =0 (5.13)
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onde w?(t) = W2 +2¢€ cos(2t) e as derivadas sao tomadas com relagao a t. Como s6 utilizaremos
grandezas adimensionais, omitiremos o til no que se segue para melhor clareza das equagoes.

. _at
Fazendo a mudanca de varidvel, x = Ye™ 2, podemos escrever as eq. (5.11) como,

2
Y+ [wg - Vz + 26005(275)] Y =0 (5.14)

A equacgao diferencial acima é uma equacgao de Mathieu e suas solugoes nao possuem uma
representagao analitica. Consideraremos as solugoes ¢ (t) e ¢o(t) desta equagao, satisfazendo

as seguinte condigoes iniciais:

tg) =0 ty) =1
#1(to) , @a(to) . (5.15)
P1(to) =1 $a(to) =0
Como o Wronskiano de equagao de Mathieu é independente do tempo[58], temos que,
Wer(t), ¢2(t)] = W61(0), 62(0)] = 61(0)62(0) — ¢1(0)2(0) = 1, (5.16)
ou seja, as solugbes ¢1(t) e ¢o(t) sdo linearmente independentes. Definindo as seguintes
funcoes,
B =e 2t
fi(t) e_ltﬁbl( ) (5.17)
fo(t) = e™ 2 ha(t),
podemos escrever as solugoes da equagao (5.13),
.T(t) = Oélfl (t) -+ O[QfQ(t), (518)

onde a; e ay sdo constantes. Outro conjunto possivel de solugoes da eq. (5.14) sdo as

chamadas solugoes de Floquet[59],

p2(t) = p1(—t)
onde p(t) é um fungao de periodo 7 e v é chamado expoente caracteristico de Floquet. A
existéncia de solugdes da forma acima é garantida pela teoria de Floquet para equagoes
diferenciais. O expoente caracteristico v ¢ uma funcao de ¢; e de (w2 —~%/4) e a estabilidade
das solugoes estd ligada aos valores que v pode assumir. Se v é real, entao temos solugoes
estaveis. Se v é complexo, entao temos uma solucao estavel e uma instavel. Para ¢; pequeno

se comparado a (w2 — 7?/4), temos uma equagao aproximada para v[59]:

sin(vm/2) = /A(0) sin(v A7 /2), (5.20)
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onde A(0) =~ 1+ cot(\/XW/Z)#cE_/\) e A = wi —~+*/4. A figura 5.1 traz o diagrama de
estabilidade das solugoes da equacio de Mathieu em funcao de ¢; e wi — v%/4. As regioes
pretas sao regioes onde ao menos uma das solucoes é instavel. A figura 5.1 foi feita no

software Mathematica utilizando-se a rotina MathieuCharacteristic Exponent.

1.0rg ; ; ‘ ‘

0.81

0.6

)

0.4

0.2}

0.0:= ; ! ‘ ‘
-1 0 1 2 3

Wi — y*/4

Figura 5.1: Diagrama de estabilidade das solugoes da equacoes de Mathieu em funcao de
w2 —*/4 e ¢;. As regides pretas correspondem a solugoes instaveis.

5.2 O Oscilador Paramétrico Quantico

A equagao de Schroedinger adimensionalizada para o oscilador paramétrico quantico é

dada por:
0 ~ 10> 1_,. -

i—VU(%,1) = | —=== + =@0*(1) | ¥(z,1). 5.21

00 = (~55m + 530 V6D (5.21)

onde ©%(#) = &2 + 2 cos(2t) e a adimensionalizacio foi feita de acordo com as relacoes (5.9).

Por conveniéncia, omitiremos o til daqui em diante. O fato de termos um Hamiltoniano

periédico implica que podemos encontrar solucoes de Floquet para a equacao de Schroedinger.

Se fixarmos o tempo inicial ¢y = 0, as solugoes da eq. (5.21) sdo dadas por,
U, (x,t) = exp(—ie,t)xn(x, 1), (5.22)

onde x,(z,t) = xu(z,t+ ) é chamada fungao de Floquet e €, é o expoente caracteristico de
Floquet, também chamado de quasi-energia. Devido a dependéncia temporal do Hamiltoni-
ano, a fungao de Floquet x,(x,t) é dependente do tempo e a ortonormalidade s6 vale para

tempos fixos, ou seja,
(Xn (2, 8) [ Xm (2, 1)) = Opm.- (5.23)
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Um estudo detalhado sobre o oscilador paramétrico quantico e suas fungoes de onda pode
ser encontrado em [60]. Como estamos interessados em estudar correlagbes quanticas em
estados Gaussianos, ou seja, estamos interessados na matriz de covariancia, podemos ser um
pouco mais pragmaticos e abordar o problema de uma maneira mais simples. Cosideremos

as variancias, dadas pelas seguintes expressoes:

Ope = (2%) — (2)?, (5.24)
0 = glop+pa)— (2)y), (5.25)
Opp = <p2>—<p>2. (5.26)

O teorema de Ehrenfest afirma que a evolucao temporal do valor médio de um operador Aé

dada pela seguinte equacao:

SHE

. A 0A
(A) = —i([A, H]) + <§> (5.27)

Pode-se entao mostrar que as variancias o,,, 0, € 0,, satisfazem o seguinte conjunto de

equagoes diferenciais acopladas:

d:cx = 2pra
Owp = Opp— w? (t)0sa,s
Gpp = —2w (1) (5.28)

A partir das equacgoes acima podemos chegar em uma equacao diferencial desacoplada para

Oz

Umm + 4(,()2(25)(5'%3 + 2 {%uﬂ(t)} Ope = 0. (529)

Pode-se mostrar por substituicao direta que a equagao acima tém a seguinte solucgao:

Oaa(t) = 001 () + 0,01 ()62 (t) + 0, 03(0), (5.30)

onde ¢y(t) e ¢2(t) sao definidos em (5.15) e 0,, 0, € 0p), sdo as variancias no tempo inicial

to. A partir das egs. (5.28), podemos encontrar as expressoes para as demais variancias,

0up(t) = 0,01 (1)61(8) + 00, [S1()da(t) + 1 (£)a(t)] + 02,0 (t)ba(1) (5.31)

Tpp(t) = Tp Gt (1) + 00,01 (1)6a(t) + 0,05 (8). (5.32)
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Conhecidas entao as solugoes ¢1(t), ¢o(t) e a matriz de covariancia do estado inicial, podemos
em principio estudar a evolugao temporal da matriz de covariancia do oscilador paramétrico

livre.

5.3 O Oscilador Paramétrico Quantico Dissipativo

Nesta segao analisaremos a dinamica do oscilador paramétrico dissipativo no caso em que o
estado inicial do sistema é descrito por um operador densidade fatorizével(vide (2.32)). Ana-

lisaremos primeiramente a dinamica Markoviana e em seguida a dinamica nao-Markoviana.

5.3.1 Dinamica Markoviana

A aproximacao Markoviana, como ja dito anteriormente, aplica-se a casos onde efeitos de
meméria na interagao do sistema com o banho de osciladores harmonicos sao despreziveis.

Tal aproximagao pode ser obtida se considerarmos uma densidade espectral dada por,

myw, se w < we,
I(w) = g “ (5.33)

0, se w > we,

onde we é a frequéncia de corte. Dentro desta aproximagao, o formalismo de integrais de
caminho é especialmente 1til dada a simplicidade com que a dinamica do sistema é descrita.

O propagador do oscilador paramétrico quantico dissipativo pode ser encontrado a partir
da eq.(2.39). Para este caso em especifico, as integrais de caminho sado quadréaticas e é possivel

calcula-las exatamente, chegando ao seguinte resultado:

J(:Ufa Yy, t7 Tiy Yiy 0) =
1

memp {z [S(mcz) — S(Ya) — v/ot[x'd(s) + Ja(s)][zals) — yd(s)]ds} }

X exp | — O/ O/[xcl (7) — ya (T)| K (7 — 8)[xa(s) — ya(s)|drds| , (5.34)

onde,
we

K(s)=— /wcoth(%) cos(s)dw, (5.35)

o

e S(ry) e S(yq) sdo as agdes nos caminhos classicos obtidos a partir do seguinte Lagrangeano:

) . w2 Wit 72 W3t .
Loy i) =2 - S L 0 ey (530

46



onde w?(t) = w2 + ¢ + 2¢1 cos(2t). Em todas as equagoes apresentadas acima as grandezas
fisicas j4 estdo adimensionalizadas segundo as relacdes (5.9) e T = 2KpT /hwp. O til foi

omitido para maior clareza das equagoes. As equagoes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano

acima sao:
i+ 2vy +w(t)r =0
T “2( Je=0" (5.37)
§+ 2yt +w(t)y =0
Definindo as varidveis () = x +y e ¢ = x — y e substituindo na equacao acima temos,
) + 29 2R =0
@ 7?“; (He=0" (5.38)
G —2vq+w(t)g=0

As equagoes (5.38) sao muito parecidas com a equac¢ao de movimento do oscilador pa-
ramétrico dissipativo cldssico. Fazendo uma segunda mudanca de varidvel, Q = Yie " e

q = Y3e"", podemos escreve-las como:

(5.39)

Y1+ (w2 4 ¢o + 261 cos(2t) —42)Y; =0
Ya + (w2 + ¢o + 2¢1 cos(2t) —42)Ya =0

As duas equagoes diferenciais acima sao formalmente idénticas & eq.(5.14). Portanto, no-
vamente temos uma equacgao de Mathieu e consideraremos as solugoes ¢;(t) e ¢o(t) desta

equagao, satisfazendo as condigoes iniciais (5.15). Definindo as seguintes fungoes:

{ fR— (5.40)
fa(t) = e " ga(2),

podemos escrever as solugoes das equagoes (5.38),

{ Q) = c1fi(t) + 2 fo(t) (5.41)

q(t) = e[es f1(t) + cafolt)].

Imporemos agora as seguintes condigoes de contorno para as egs.(5.41):

{ Q) =Q; Q@) =0Qy (5.42)

q0)=q; q(t) =gy

Desta maneira, chegamos ao seguinte resultado,

{ Q(s) = Quun(t, s) + Qrua(t, s) (5.43)

q(S) = q1V1 (t7 8) + va2(t7 3)7
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onde definimos as funcoes auxiliares,

{ ui(t,s) = fols) — fi(s) 2 vy (t, s) = (fz( ) = fi(s ﬁfﬁi) e (5.44)

us(t,s) = 5 va(t, s) = Hge e

A partir das egs.(5.43) podemos chegar finalmente a uma expressao para os caminhos clssicos
xcl(t) € ycl(t)a
xcl<t) = [Qzul (ta 8) + qu2<t7 S) + inl(ta 8) + va2(t7 S):| )

[Qiul(t, s) + Qrua(t,s) — gvr(t, s) — qrua(t, s)}, (5.45)

N =N =

ycl(t) =

e calcular os termos do propagador. Vamos primeiro calcular o expoente do primeiro termo,

que chamaremos O(x ¢, yy).

O(xs,y7) = S(xa) — S(yet) — 7 / Fa(s) + Ga()][zals) — ya(s)lds  (5.46)

Por simplicidade, denotaremos z(t) e yq(t) por x e y, respectivamente. Colocando as agdes

em termos dos Lagrangeanos,

t

1. . ) . . .
O(zys,yp) = / 3 [i° — WP (t)2? — §° + WP (t)y* — 2y(dx — dy + g2 — gy)]  (5.47)
0
t

I : g
= 5[m—yy]6+—[y2—x2]6+/

. {al=it — 299 - ()2l

N | —

Hylij + 2vi + W (t)y] }ds. (5.48)

A expressao (5.48) foi obtida fazendo uma integragao por partes. Como os termos dentro
da integral no tltimo termo sao indenticamente nulos(vide eqs(5.37)), chegamos ao seguinte

resultado:

1. . . ol

Oz, yp) = §[wx—yy]6+ 5(3/,% —ah — g} + ) (5.49)
1. . . 0%

= 5[9590 - yy]f) - §(Qf61f - Qi%‘)- (5-5())

Antes de continuar com os calculos é importante o uso de algumas relagoes de facil demons-

tragao. Por simpliciade, denotaremos as derivadas com relagao a s das fungoes u(t, s) e v(t, s)
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no ponto sg por u(t, sg) e v(t, sp), respectivamente. Temos entao,

0(tt) = —us(t,0), (5.51)
0 (£,0) = ay(t,0) + 27, (5.52)
bt ) = tslt,t) + 27, (5.53)
0(t,0) = —1y(t,t). (5.54)

A eq. (5.51) é obtida com o uso da eq. (5.16). Utilizando as relagdes acima e as egs. (5.45)

pode-se mostrar que,

[zd — yylh = Qraslia(t,t) + 4] — Qrqiia(t,0) — Qigs[tn (¢, 0) + 7] + Qigrin(t,t).  (5.55)

Substituindo o resultado acima (5.50), podemos finalmente chegar a uma expressao para
@(x FHYr )7

O(zr,yr) = ba(t)Qrar — b3(t)Qrqi + ba(t)Qigy — b1 (t)Qigs, (5.56)
onde,
bi(t) = n(t,0)/2, (5.57)
bo(t) = (t,1)/2, (5.58)
bs(t) = us(t,0)/2, (5.59)
ba(t) = ot t)/2. (5.60)

Falta agora calcular o expoente da segunda exponencial do projetor, o qual chamaremos

de ®(zy,ys). Para este temos,

D(xr,yy) // a(T) — Ya(T) K (T — 8)[za(s) — ya(s)]drds. (5.61)
0

Lembrando que a fungao K (7 —s) é par e que as varidveis de integragao sao mudas, podemos
mostrar que a integral feita na regido de integragao definida por 7 € [0, s] e s € [0,¢] é igual
& mesma integral feita na regiao de integragao definida por s € [0,7] e 7 € [0,¢]. Como a
uniao dessas duas regides tem como resultado a regiao de integragao definida por s € [0,t] e

7 € [0,t], podemos reescrever a eq.(5.61) como,

Oz, yp) / / K(r — s)q(s)drds. (5.62)

49



Substituindo as egs. (5.43) na equagao acima, chegamos a seguinte expressao:

D(qr, q;) = ann(t)g; + [ar2(t) + an (t) | qigr + a22(t)qJ2w (5.63)
onde,

a;;(t

NJI»—l

/ / vi(t, TV K (1 — 8)v,(t, s)drds. (5.64)

Finalmente chegamos a uma expressao final para o propagador,

J(Qf,q5.tQi,4:,0) = exp{z’ [04()Qrqr — b3()Qqi + ba(t)Qiqy — 51(75)@%]}

x exp{—an(t)qf — a1 (t) + az (8)] gy — a22(t)q;}. (5.65)

1
0

A normalizagao N (t) é determinada pela seguinte condigao que deve ser satisfeita por qual-
quer operador densidade:
Tr(p] = 1. (5.66)

Vamos agora utilizar o fato de que inicialmente o modo ‘4’ estd em um estado coerente.
A func@o de onda do estado coerente foi dada em (5.6), portanto, inicialmente o operador

densidade do sistema é dado por p = |ay ) (a4, e tem a seguinte representagao:

p(z,y) = (z|ply)

w w :
= ?0 exp [—?O(IQ +92) + V2woar(z + y) — iv2weas (z — y) — 20423} . (5.67)

Escrito em termos de Q e g, o operador densidade tem a seguinte forma:

p(Q,q,0) = \/gexp [—%(QQ + Q%) + V2woarQ + iV 2woarq — 205%} . (5.68)

Segundo (2.33) e (5.65), o operador densidade evoluido p(Qy, gr,t) é dado por,

(QﬁQf: = / / exp b4( )Qfo — bs(t )Qf% + ba(t)Qiq qf — bi(t )Qz%]}

x GXP{—au(t)qu — [a12(t) + ax (t)] qiqy — a22(t)q]20} X \/%GXP [—ZO(C]? + QF) + V2woagQ;

+ i 2w rq; — 204?%} dQ;dg; (5.69)
A integral acima pode ser calculada analiticamente, porém a conta é demasiado extensa para
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que seja colocada aqui, de maneira que s6 exporemos resultado,

p(Qr,q5,t) = ﬁ exp [—%} exp [—G(t)Q?] exp [iC (t)Qrar + z’D(t)CJf] (5.70)
onde,

Q) = \/ﬂ%é) —2 %Z;—Ei;@}z, (5.71)

o= Bl B0

G(t) = axn(t) + bifj) —2 4£%ﬁ)f;)(2 ;gaf EZ?E% ®) (5.73)

C(t) = bat) — 22 <t)£§§;) (5;((];12(” (5.74)

D(t) = 2\/g0b2(t)a3 +2Q(t) bl(t)zzg)(t_)bj(ogm(t) . (5.75)

Uma vez que ja temos p(Q,q,t)(omitiremos o subindice f daqui para frente), podemos

calcular os elementos da matriz de covariancia. As contas envolvidas s@o muito extensas, de
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maneira que apresentaremos aqui apenas os resultados.

Q)

- (5.76)
(p) = Trippl,

_ wibg(t)a3+b4(t)@(t). (5.77)
@) = Trlp)

= Z+<a:~>2. (5.78)
P = Tripp?),

= C*(t)o*(t) + 2G(t) + (p)?, (5.79)

Sl pi) = Trlp(n-+po)
_ %C’(t)aQ(t)+<i)(1§>. (5.80)

O que foi apresentado nas trés tltima segoes tem como base o artigo [62]. Para uma

discussao mais detalhada, consultar esta referéncia.

5.3.2 Dinamica Nao-Markoviana

A dinamica nao-Markoviana pode ser estudada se utilizarmos valores menores para a
frequéncia de corte we. Neste caso a densidade espectral estritamente chmica utilizada na
subsecao anterior nao é adequada pois esta apresenta um corte muito abrupto em w = we.
Quando sao usados valores de we muito grandes, este corte abrupto nao causa problemas pois
o sistema “interage” fracamente com frequéncias tao maiores que sua frequéncia natural. Mas
para valores de wo comparaveis a wy, que sao os valores para os quais o corportamento nao-
Markoviano aparece, um corte deste tipo nao representa uma densidade espectral fisicamente
plausivel. Neste caso temos que fazer com que a densidade espectral I(w) tenda a zero para w
tendendo a infinito de maneira mais suave, ou seja escolhendo uma regularizacao adequada.
As densidades espectrais (2.20 - 2.22) sao algumas opgoes possiveis. Infelizmente, neste caso
o formalismo de integrais de caminho é um tanto arido para ser utilizado diretamente, sendo
mais conveniente o uso de equages mestras (as quais podem também ser obtidas do super-

propagador). Para tal, vamos primeiro escrever o Hamiltoniano do nosso sistema em termos
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dos operadores de aniquilacao

. P
i= % (X + Z—) , (5.81)

b = % (xk + ”'ﬁ> . (5.82)

Wi

Em termos destes operadores o Hamiltoniano pode ser escrito da seguinte maneira:

A A (t o -
s };; ;{,I

onde
co + ¢1 cos(2t) c:
A = QFacosteh
*) 2wy + zk: 2wows
co + ¢1 cos(2t) 1 ]of(w)
= d 5.84
2w * 2wo 2w (5:84)
0
co + ¢1 cos(2t) cr
t) =
w(t) wWo + 2wy + zk: 2wow?
o) 1[I
L oo / () . (5.85)
2wo 2wy w
0
e
Ck,
= —. 5.86
9k 2 ( )

E bom lembrar que neste Hamiltoniano, todas as quantidades presentes ja estao devidamente

adimensionalizadas.

Para um Hamiltoniano com a forma do Hamiltoniano (5.83), Chang e Law[61] encontra-
ram uma equagao mestra exatal[61]. Tal equagao mestra foi concebida para descrever um
oscilador com parametros dependentes do tempo e os tracos gerais de sua deducao, que sao
diferentes dos apresentados na subseccao 2.2.2, serao expostos aqui. Suponha que o estado

inicial do sistema descrito pelo Hamiltoniano (5.83) seja dado por,

ey hewblby
l—e %7 e F8T || (5.87)

onde o estado inicial do sistema é o estado coerente |a) e o banho estd inicialmente em

(0) =)l ® [

53



equilibrio térmico. Para encontrar a equacao mestra do sistema os autores utilizaram um
caminho diferente do exposto anteriormente. Como o estado inicial do sistema total é um
estado Gaussiano, a equacio mestra deve ter apenas termos bilineares em a e a', que sdo os
operadores de aniquilacao e criagao do sistema, de maneira que o estado evoluido também
seja um estado Gaussiano. Além disso, a equagao mestra deve ser Hermitiana e garantir
que o trago do operador densidade seja unitdrio (7'7[4p] = 0). Nestas condigdes a equagao
mestra mais geral satisfeita pelo operador densidade reduzido com relacao ao sistema deve

ter a seguinte forma:

p=—i[Hs(t) + AHs(t), p] — n(t)({a'a, p} — 2apa") — 7o(t)({aa', p} — 26a'a)

— (1) ({a* p}y — 2apa) — (1) ({(a")? p} — 2a"pa’), (5.88)

Sl

onde Els(t) = 22 ( Ja2+ ’\*2( (ah2+Aw(t)aa e {A, BY = AB+BA é o anticomutador dos
operadores Ae B. Assml, a estratégia adotada para determinar os coeficientes da equacao
mestra foi comparar as equagoes de movimento obtidas utilizando-se a eq.(5.88) com as

equacoes de movimento obtidas utilizando-se a versao de Heisenberg.

A equacao de movimento para o operador a na versao de Heisenberg é,

%Mﬂ=4V@W@—wwﬂﬂ—Q:%me%N+mmWﬂ_
k

/dsK(t —s)[a(s) +al(s)], (5.89)

0

onde K(t) é chamado kernel de meméria e é dado pela seguinte expressao,

= —Zngk sin(wyt) = /dw[ sin(wt). (5.90)
0

Na tultima igualdade utilizamos o fato de termos um nimero infinito de osciladores no banho.
Para deixar a notagao mais clara, a derivada temporal sera denotada por um ponto no caso
de fungoes e por d/dt no caso de operadores. Dada a linearidade da eq.(5.89), a solucao geral

da mesma pode ser escrita da seguinte forma,

~

a(t) = G(t)a(0) + L*(t)al + F (1), (5.91)

onde F(t) = S [ (t)br(0) + v4(2)b(0)]. Substituindo a eq.(5.91) na eq.(5.89), chegamos ao
k

seguinte conjunto de equacoes integro-diferenciais acopladas
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G(t) = —iN(L(t) — iwt)G(t) — / dsK (t — s)[G(s) + L(s)], (5.92)

L(t) = i)\(t)G(t)—l—iw(t)L(t)+/dsK(t—s) [G(s) + L(s)], (5.93)

0
t

—F(t) = —iN(O)EFT(t) —iw(t)F(t) — / dsK (t — s)[F(s) + F'(s)] —

0
i grlbe(0)e™ "+ BL(0)e™*],  (5.94)
k

com as condigoes iniciais G(0) = 1, L(0) = 0, ux(0) = 0 e v(0) = 0. Uma vez que as equagoes
de movimento para (a), (a?) e (a'a) devem ser iguais independentemente de serem obtidas via
equacao de Heisenberg ou via equacao mestra, basta comparar as equagoes obtidas pelos dois
caminhos para que possamos encontrar os coeficientes da equacao mestra (5.88). Procedendo

desta maneira, os coeficientes da equacao mestra encontrados sao!,

2iAw(t) = WL@) /0 dsk (1 — ] [6() ~ LOJ[G*() + L*(s))

+ G0~ L 0] [GGs) + L(s)] |, (5.95)

wit)

Wlt) = 57 + 00 (5.96)
2 (t) = %< T(t)ﬁ(t» _ I‘;V/_Ez;< AT(t)F(t)) L<t>G*(tI)/V_<t§;*(t)L<t> (FQ(t»
- L*“)G%—(;(t)”(” EOE ), (597)
- 500 = PR - 22O b ey
- L*(“G(QV_@G“)L*( JE 0@ + BOFT) (598)
AN = Aw(t) — i1(t) — 3 (D), (5.99)

IMais detalhes sobre as contas podem ser encontrados no Anexo 1
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onde W(t) = G(t)G*(t) — L(t)L*

~—~

t) e as fungoes de autocorrelagao do banho de osciladores,

—
T
~—~
~
SN—
T
—~
~
S—
=
—
Ry
—~
~
N—
Ry
—~
~
N—
—
=
D
—~
>
—~
~
S—
i
>

(1)), sao dadas pelas seguintes expressoes:

(B)E(t) = / ds /0 ds" (s — s")[T3(t, ) — Tu(t, )] [Ta(t, ") — T(t, ")), (5.100)

(N E() = / s /0 ds"rr(s' — s")[T3(t, &) — Ta(t, )] [Ta(t, ") — Ty(t,s")],  (5.101)

(B)E () = / s /0 ds" (s — s")[Ty(t, ') — Ty, )] D36, s") — TS, ™). (5.102)

A fungao k7(7) é um kernel de memoria dependente da temperatura, e é dada pela seguinte

expressao,

k() = Z gr {QM + e T (5.103)

ek — 1
!

Ja as fungdes I'1(¢, s) e ['y(t, s) sao solugdes das seguintes equagoes integro-diferenciais aco-

pladas:

d
d—Fl(T +t',t) = —iN(T+ ) Do(r + ', ¢) —iw(r + )Ty (7 + ', t)
-

T

— /dsK(T —s)[Di(s+ ¢, ")+ To(s + ¢, ¢")]  (5.104)

0

d
d—Fz(T +t',t") = iNT + )T (7 + ) +iw(r + ¢)Do(T + ¢, 1)
-

T

- /dsK(T —s)[Ti(s+ ¢, ") + Ta(s + ¢, ¢")]. (5.105)

0

Para uma compreensao maior dos termos que compoem as expressoes dos coeficientes da
equacao mestra (5.88), o leitor é aconselhado a consultar o Anexo 1 desta dissertagao, onde

a derivacao destas expressoes ¢ feita de maneira detalhada.

E importante notar que a equacao mestra (5.88) foi deduzida para um estado inicial coe-
rente. No entanto, devido a representacao P de Glauber-Sudarshan[47, 48], na qual qualquer
operador p admite uma representacao diagonal em termos de estados coerentes, a equacao

pode ser utilizada para estados iniciais arbitrarios.
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Agora que ja temos uma equagao mestra que descreve a evolugao temporal do nosso
sistema, com coeficientes que em principio podem ser encontrados, temos de encontrar uma
maneira de calcular a matriz de covariancia. A partir da equac¢ao mestra (5.88) chegamos as

seguintes equacoes para a evolucao da média dos seguintes operadores:

d

@) = ~[n(t) — n(t) + ix(0)] @ — N (1)a), (5.106)
S = —2nl) —(t) + O] — A DEE) N (1) - 24(0), (5107
ala) = ~2[(t) — (0] @18) + AN @) — N O+ 200, (5,108

onde x(t) = w(t) + Aw(t) e A(t) = A(t) + AX(f). A partir das equagbes acima, podemos

encontrar as seguintes equacoes:

%@) = [ () = () — Im{A)} (D) + [x(t) — Re{A(t)}](P), (5.109)
%<p ) = [1(t) =22(t) + Im{AM}{Q) = [x(t) + Re{A(1)}](P), (5.110)
%@2) = —2[mi(t) — 7o (t) + Im{A(t)}(Q%) + [x(t) — R@{A(t)}]@Pw;OPQ)

©(P%) = ~2[0(1) — 1a(t) — Im{AW®}](P) - e [x(t) + R{ADI](QP + PQ)

dt
T wo[2Re {350} + (D) +1(8)], (5.112)

_ Re{A<t)} <p2>

+ 4Im{~s(t)}. (5.113)

(QP + PQ) = —2[m(t) = (1) {QP + PQ) — woRe{A() HQ?)

e

Como podemos ver, a resolucao do problema requer a solugao de complicadas equagoes
integro-diferencias. Se recorrermos a métodos numéricos estas equacoes podem ser resolvidas

e entao a matriz de covariancia pode ser calculada.
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Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos para as medidas de correlagoes quan-
ticas (CQ), a citar, a negatividade logaritmica e a discérdia Gaussiana, no sistema de inte-
resse. Para tal consideraremos inicialmente trés situacoes distintas no regime Markoviano,
o acoplamento paramétrico (cg = 0 e ¢; # 0), o acoplamento forte (co &~ w2 e ¢; = 0) e o
acoplamento misto (¢ # 0 e ¢; # 0). O principal objetivo é analisar a dinamica da negati-
vidade logaritmica e da discordia Gaussiana em funcao de parametros como a temperatura
e o acoplamento entre os dois osciladores. Ao fim consideraremos o regime nao-Markoviano.
Todas as grandezas fisicas serao colocadas em termos de wy e Ty = hwy/Kp. A negatividade
logaritmica (En) e a discérdia Gaussiana (DG) foram calculadas em func¢do de 7 = wot. Em

(0

todos os resultados utilizamos como estado inicial dos modos normais ‘+’ e o estado

coerénte |a) onde a = 3(1+14) e v = 0,005w/ /2.

6.1 Regime Markoviano

Como dito anteriormente, na dinamica Markoviana consideramos uma densidade espec-
tral estritamente ohmica, o que envolve uma frequéncia de corte we. Nos resultados aqui
apresentados a frequéncia de corte utilizada foi we = 200wy. Tal valor para we satisfaz os
pré-requisitos de ser muito maior que as frequéncias envolvidas no sistema e de definir uma
escala de tempo 7¢ = wal que é muito menor que a escala de tempo que estamos interessados

para estudar a dinamica do sistema.

6.1.1 Acoplamento Paramétrico

Apresentaremos aqui os resultados obtidos para o acoplamento paramétrico, isto é, com
Co = 0.
A figura 6.1 traz os graficos da negatividade logaritmica e da discordia Gaussiana para

diferente valores de T, e a figura 6.2 para diferentes valores de ¢;. De maneira geral pode-
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Figura 6.1: Graficos das CQ’s em fungao de 7 para T' = 107y(curva azul), T" = 507(curva
vermelha) e T = 1007y (curva verde). Todas as curvas foram obtidas com ¢; = 0,2w? e
wp = 2wy. No interior do grafico temos um segundo grafico mais aproximado para pequenos
de 7.

mos observar que mesmo para temperaturas muito altas ainda podemos observar o sistema
em um estado emaranhado. No gréfico 6.1(a), para as temperaturas mais altas, o emara-
nhamento sofre uma morte stibita (a morte subita é mais facilmente observada no grafico
interior ao gréfico citado). Depois de algum tempo o sistema volta a se encontrar em um
estado emaranhado e o valor da negatividade logaritmica cresce incessantemente para os tem-
pos simulados. Este intervalo de tempo que o sistema leva para se emaranhar definitivamente
(isto é, sem que o sistema volte a ser encontrado em um estado separdvel futuramente), que
nés chamaremos 7x (tempo de revival), aumenta com o aumento de T, porém a velocidade
com que o emaranhamento cresce, que nés chamaremos r, parece independer de T. Compa-
rando o grafico da negatividade logaritmica com o grafico da discérdia Gaussiana, podemos

concluir que a discérdia Gaussiana é mais robusta com relacao a mudancas na temperatura,
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Figura 6.2: Gréficos das CQ’s em fungao de 7 para ¢; = 0, 4w2 (curva azul), ¢; = 0, 3w (curva
vermelha) e ¢; = 0, lw?(curva verde). Todas as curvas foram obtidas com T = 1007, e
wp = 2wy. No interior do grafico temos um segundo grafico mais aproximado para pequenos
de 7.

pois mesmo para temperaturas muito altas esta sempre foi diferente de zero. E interessante
notar que no intervalo de tempo em que o sistema esta em um estado separavel, a discordia
Gaussiana atinge um valor maximo e entao comega a diminuir, s6 voltando a crescer depois
que o sistema ja se encontra em um estado emaranhado. Quanto maior a temperatura, maior
o valor de 7 e maior o valor maximo da discérdia Gaussiana neste intervalo. Para este anti-
intuitivo fendomeno ainda nao foi encontrada um explicacao, talvez a discordia Gaussiana nao
seja uma boa aproximacao para a discordia quantica nesta situacao. E importante salientar
que o valor maximo atingido pela discérdia Gaussiana neste intervalo de tempo nunca ultra-
passou uma unidade de informagao, respeitando o teorema provado em [56]. Outro ponto
notavel é que o grafico da discordia Gaussiana é muito parecido com o gréafico da negatividade

logaritmica quando o sistema se encontra em um estado emaranhado. Dado que a discérdia
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Figura 6.3: (a) Gréfico de Tg em fungao de T para ¢; = 0, 2w?2 e wp = 2wp. A curva ajustada
aos pontos é T = (10,440, 2) In(T/Tp) — (25.9£0.8). (b) Grafico de T em fungao de ¢; para
T =100Ty e wp = 2wp. A curva ajustada aos pontos é 7r = (3,3240,05)w?/c; — (9,940, 7).

Gaussiana ¢ um limitante superior para a discérdia quantica usual, que ¢ uma medida de
correlagoes quanticas, inclusive emaranhamento, este fato sugere que a discérdia Gaussiana é
uma boa aproximagao para a discérdia quantica quando o sistema se encontra em um estado
emaranhado. Se esta suposicao se confirmar, temos ainda que o emaranhamento seria o tipo

predominante de correlacao quantica.
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Figura 6.4: (a) Gréfico de r em fungao de T para ¢; = 0,2w? e wp = 2wp. A curva ajustada
6r = (1,7+0,9107°T/Ty + (6,97 4+ 0,02)1072. (b) Gréfico de r em fungdo de ¢; para
T = 100Tp e wp = 2wy. A curva ajustada é r = (0,700 £ 0,01)c; /w2 + (0 4+ 1)1073.

Na figura 6.2, onde analisamos as correlacoes quanticas para diferentes valores de cy,
podemos observar que a diminuicao de ¢; acarreta efeitos parecidos com os efeitos do aumento
de T. Em particular a diminui¢ao de ¢; leva a morte do emaranhamento (a morte sibita
do emaranhamento novamente ¢ mais facilmente observada no grafico interior ao gréfico
6.2(a)), que volta a nascer e aumentar incessantemente depois de algum tempo. Este tempo

Tr que o sistema leva para se emaranhar definitivamente aumenta com a diminuicao de ¢;.
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Diferentemente do que aconteceu com relacao a temperatura 7', a velocidade r com que o
emaranhamento cresce notoriamente depende de ¢;. Com respeito a discordia Gaussiana, o
comportamento da desta é similar ao observado na figura 6.1, tanto quando o sistema esta
em um estado separavel quanto em um estado emaranhado. Novamente, observamos que os
valores obtidos para discérdia Gaussiana sempre foram diferentes de zero.

No entanto seria interessante fazer um estudo mais quantitativo dos graficos apresen-
tados até agora. A andlise dos graficos da negatividade logaritmica para um acoplamento
paramétrico mostra que depois de um certo tempo o emaranhamento cresce incessantemente.
Além disso, se observarmos com um pouco mais de cuidado veremos que a curva da nega-
tividade logaritmica parece oscilar em torno de uma reta. O que fizemos entao foi ajustar
uma reta aos pontos de minimo destas oscilagoes. A partir do coeficiente angular desta reta
estimamos r, a velocidade de crescimento do emaranhamento, e estimamos 7z como o valor
de 7 para o qual essa reta cruzava o eixo das abcissas. Definido desta maneira, podemos
afirmar que o sistema sempre se encontra em um estado emaranhado se 7 > 7, 0 que é
coerente com a defini¢do de 7. No grafico 6.3(a) nds temos 7 para diferentes valores de T e
podemos ver que Tg é uma funcao monotonica crescente de T'. Dada a disposicao dos pontos,
ajustamos a curva 7 = alnT /Ty + b aos pontos obtidos e encontramos a = (10,4 £ 0,2) e
b= (—25.9+0.8). J& no grafico 6.3(b) nés temos 7z em funcao de ¢; e podemos ver que 7
¢ uma funcao monotonica decrescente de c¢q, sendo que 7r tende a zero com o crescimento
de c; e tende a infinito quando ¢; tende a zero. Isto implica que 7z deve ser uma fungao de
alguma poténcia de 1/¢;, de maneira que ajustamos a curva 7p = aw?/c; ' +b e encontramos
a=(3,324+0,05) e b =1(9,9+0,7). De maneira geral as simulagbes indicaram que para
Tr < 5 a maneira que utilizamos para estimar 7z nao é adequada. Nestes casos, muitas vezes
o emaranhamento levou algum tempo para apresentar o crescimento “linear” (se descontadas
as flutuagoes). Desta maneira o valor de 7x encontrado estima a partir de quando o emara-
nhamento passou a apresentar este comportamento “linear”, e nao o valor de 7 a depois do
qual o sistema se encontrava sempre emaranhado. Geralmente nestes casos o emaranhamento
sequer chegou a apresentar morte subita.

No que diz respeito a velocidade de crescimento do emaranhamento, o grafico 6.4(a) traz
o valor do coeficiente angular r em funcao de T e de acordo com o grafico podemos concluir
que a dependéncia de r em T, se existe alguma, é muito fraca para poder ser observada, isto
é evidenciado pelo ajuste linear feito, r = aT/Ty + b, onde obtemos a = (1,7 4+ 0,9)107% e
b = (6,97 4 0,02)1072. Como podemos ver, o valor de a obtido, além de muito pequeno,
tem pouca acuracia. No grafico 6.4(b) plotamos o valor de r em funcao de ¢; e ajustamos a
curva r = a1 /Ty + b, obtendo a = (0,70040,01) e b = (04+1)1073. Desta maneira podemos
afirmar que a dinamica das correlagoes quanticas depende mais fortemente de ¢; do que de

T.

Vamos agora analisar o comportamento das correlacoes quanticas com relacao a variagoes
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Figura 6.5: Graficos das CQ em funcdo de 7 para wp = 1,94wy(curva azul), wp =
1, 96wy (curva vermelha) e wp = 2wp(curva verde). Todas as curvas foram obtidas com

T =100Tp, co =0e ¢; =0, 1wp.
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Figura 6.6: Grafico de Im{r} em fungao de wp para ¢y = 0 e ¢; = 0, 1w? para o modo
‘—’(curva vermelha) e para o modo ‘+’(curva azul).
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na frequéncia do acoplamento wp. A figura 6.5 traz os graficos da negatividade logaritmica
e da discordia Gaussiana para diferentes valores de wp. Como fica claro, variagoes muito
pequenas de wp podem levar a morte definitiva do emaranhamento. E interessante comparar
a figura 6.5 com a figura 6.6, que traz a parte imaginaria do expoente caracteristico de
Mathieu v em funcao de wp. As duas figuras indicam que os osciladores s6 se emaranham
definitivamente quando wp é tal que Im{v} # 0, ou seja, quando as solugoes das equagdes
de movimento sdo instaveis!. Nas figuras 6.1-6.4 foi utilizado wp = 2wy. Se retornarmos a
teoria da subsecao 5.1, temos que v depende de wy, v, ¢y, c1 e, devido a reescala, depende
fortemente de wp. Depois de feita a reescala, temos wy, = 1 nas figuras 6.1-6.4. Como
v << wp, @ —F?/4 ~ ©? = 1, e neste caso, como podemos verificar na figura 5.1, todos os
valores de ¢; considerados no diagrama de estabilidade levam a um comportamento instavel
das solugoes das equacoes de movimento. Ou seja, em todas as figuras 6.1-6.4, onde sempre
se verificou que a partir de algum tempo os osciladores se emaranhariam definitivamente,
Im{r} # 0. O fato de v nao depender de T explica porque a dinamica das correlagdes

quanticas parece depender tao mais fortemente dos outros parametros.

6.1.2 Acoplamento Forte

Consideraremos agora o caso de acoplamento forte entre os osciladores. Nesta situagao
co tem valores préximos a w2 e ¢; = 0.

As figuras 6.7(a) e 6.7(b) mostram que as correlagoes quanticas sdo muito sensiveis as
variagoes de ¢y na vizinhanga de ¢y = 1, 0w?2. De fato, valores ligeiramente menores levam a
uma dinamica instavel do emaranhamento, levando a morte do mesmo, assim como valores
ligeiramente maiores fazem com que o emaranhamento cresca de maneira rapida. Tal com-
portamento se repete com a discordia Gaussiana, com a unica diferenca que esta nao vai a
zero para valores de ¢y pouco menores que wi. Novamente podemos ver que os grificos da
negatividade logaritmica e da discordia Gaussianas sao muito parecidos, parecendo apenas
haver uma diferenga de escala entre os mesmos. Ja as figuras 6.8(a) e 6.8(b) mostram as
correlagoes quanticas para a condicao de ressonancia, co = 1,0w3, mas para diferentes tempe-
raturas. Como podemos ver, o aumento de T, apesar de enfraquecer as correlacoes quanticas,
nao chega ao ponto de levar a morte o emaranhamento, por exemplo. A variacao de T tem
efeitos muito menos drésticos do que a variagao de ¢y em torno de wg.

Estes resultados corroboram a relagao entre instabilidade e as correlagoes quanticas en-
contradas na subsecao anterior. De fato, no acoplamento forte nés nao temos osciladores

4

paramétricos nos modos ‘+’ e ‘—’, pois ¢; = 0, logo nao podemos recorrer ao expoente

characteristico de Mathieu para medir a instabilidade do sistema, no entanto, podemos re-

INao estamos especificando em qual dos modos devemos encontrar solucoes instdveis pois nos caso que
estamos analisando, isto é ¢; # 0, ¢g = 0 e v < wp, o valor assumido por v é praticamente igual tanto para
o modo ‘4+’ quanto para o modo ‘—’.
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Figura 6.7: Gréficos das CQ em fungao de 7 para ¢y = 0, 9w (curva azul), co = 1, 00w?(curva

vermelha) e ¢y = 1,01wZ(curva verde). Todas as curvas foram obtidas com ¢; = 0 e T =
1007p.

solver as equagoes de movimento destes modos analiticamente, e claramente a equacao de
movimento do modo ‘—’ (correspondente ao oscilador paramétrico livre) apresenta solugdes
instéveis se, e somente se, ¢y > w2, que é justamente a condi¢do encontrada para que tenha-

mos emaranhamento entre os osciladores.

6.1.3 Acoplamento Misto

Estamos considerando acoplamento misto aquele que tem tanto ¢; quanto c¢q diferentes
de zero. Esta situacao é similar ao caso do acoplamento paramétrico, os modos ‘+’ e ‘—’
representam osciladores paramétricos, portanto teremos novamente que resolver equacoes de
Mathieu. No entanto, o fato de termos um ¢y # 0 faz com que estes osciladores tenham

frequéncias diferentes. No caso paramétrico o valor de v é tao pequeno frente a wy que
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Figura 6.8: Graficos das CQ em funcao de 7 para T' = 10Ty(curva azul), T" = 507(curva
vermelha) e T' = 1007y(curva verde). Todas as curvas foram obtidas com ¢; = 0 e ¢y =
1, 00w3.

as frequéncias dos dois osciladores paramétricos sao praticamente iguais. Desta maneira os
dois modos apresentam solucoes instaveis para os mesmos valores de wp. Quando temos um
co # 0, os modos em geral apresentam solucoes instaveis para valores distintos de wp. A
figura 6.9 traz o grafico da parte imaginaria do expoente caracteristico de Mathieu dos modos
‘“+’ e ‘=’ para o caso em que ¢y = 0, 05w e ¢; = 0, 1wi. No caso paramétrico a existéncia de
solugoes instaveis ¢ crucial para a dinamica das correlagoes quanticas, resta saber como as
correlagoes quanticas se comportam nesta nova situagao em que em geral nao podemos ter

instabilidade simultanea das solugoes do modo ‘+" e ‘—’.

De acordo com a figura 6.10, o emaranhamento sé foi observado quando wp = 1, 96wy,
que ¢é justamente quando o modo ‘—’ tem a parte imaginaria do seu expoente caracteristico

diferente de zero, ou seja, apresenta solugoes instaveis para a equacao de movimento. Para
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Figura 6.9: Grafico de Im{v} em funcio de wp para ¢y = 0,05w3 e ¢; = 0,1w?. A curva
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Figura 6.10: Graficos das CQ em fungao de 7 para wp = 1,96wy(curva azul), wp =

2.04wp(curva vermelha) e wp = 1, 8wp(curva verde). Todas as curvas foram obtidas com
T = 100Ty, co = 0,05w32 e ¢; = 0, 1wd.
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Figura 6.11: Gréafico de Im{v} em fungao de wp para ¢y = 1,01w2 e ¢; = 0,1w?. A curva
vermelha refere-se ao v das solugdes do modo ‘—’ e a curva azul ao v das solugoes do modo
4 9
+.

wp = 2.04wy (modo ‘+ instavel) e wp = 1.8wy (ambos os modos estdveis), o emaranhamento
morreu depois de algum tempo e nao foi mais observado. E interessante notar que quando
temos pequenos valores para ¢y e ¢; no acoplamento misto, os resultados sao muito parecidos
com os obtidos para o acoplamento paramétrico com pequenos valores de ¢;. Em particular,
podemos estimar os parametros r e Tz da mesma maneira que no acoplamento paramétrico,

e a dependeéncia destes parametros em ¢; e T é a mesma.

Vamos considerar o caso em que ¢ = 1,01w2 e ¢; = 0,1w2. Dado o alto valor de
co(comparédvel a w?), espera-se que nesta situagao seja bem mais facil obter um estados
emaranhado no sistema. A figura 6.11 traz o grafico da parte imaginaria de v para os modos
‘+’ e ‘=" em funcao de wp. Como podemos ver temos solugoes instaveis para a equagao
de movimento do modo ‘—’ em grande parte dos valores de wp considerados. J& para o
modo ‘+’, apenas um pequeno intervalo de wp apresenta solugoes instaveis. Na figura 6.12
mostramos os graficos da negatividade logaritmica e da discérdia Gaussiana em funcgao de 7.
Novamente o sistema s6 se emaranhou para definitivamente para wp = 2wy € wp = 4wy, que
sao valores de wp que levam a instabilidade no modo ‘—’. Para wp = 0, bwy, valor de wp

onde ambos os modos sao estaveis, o emaranhamento morreu apds algum tempo.

Por fim, é importante notar que, sempre que o pré-requesito de instabilidade do modo ‘—" ¢é
satisfeito, os valores obtidos para a negatividade logaritmica sao consideravelmente menores
que os valores obtidos em [4]. Isto mostra que a interacao indireta entre os osciladores
via banho contribui de maneira significante para a manutencao das correlagoes quanticas.
Apesar desta interacao indireta nao ser capaz, por si so, de levar os osciladores a um estado
emaranhado(como podemos observar na figura 6.3(b), pois 75 tende a infinito quando ¢; tende
a zero), talvez seja ela a responsavel por manter a discérdia Gaussiana sempre diferente de

Z€ero.
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Figura 6.12: Gréficos das CQ em funcao de 7 para wp = 2wg(curva azul) wp = 4wg(curva
vermelha) e wp = 0, 5wy(curva verde). Todas as curvas foram obtidas com 7" = 1007,
co=1,0lwt e c; =0, 1w?.

6.2 Regime nao-Markoviano

Para estudar a dinamica das correlacoes quanticas no regime nao-Markoviano utilizamos
o formalismo de equacoes mestras, descrito na subsecao 2.2.2. A densidade espectral do

banho de osciladores utilizada foi,

2
w
I(w) = mywexp <——2 ) . (6.1)
We
O tnico motivo para o uso de uma densidade espectral com regularizacao Gaussiana é a facili-
dade de implementagao do método numérico para solucao de equagoes integro-diferenciais, ja
que no caso da densidade espectral em questao evitamos o uso de integracoes numéricas que

poderiam tornar os calculos mais lentos e menos precisos. O método numérico utilizado para
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Figura 6.13: Grafico das CQ’s em fungao de 7 para we = 0, 5wy (curva azul), we = 1, Owp
(curva verde) e we = 5, 0wy (curva vermelha). A curva tracejada corresponde ao caso Mar-
koviano. Todas as curvas foram obtidas com T' = 10Ty, ¢; = 0, 2w?, co = 0 e wp = 2wy.

2.0

Figura 6.14: Grafico de I(w) para we = 1(curva azul) e we = 5(curva vermelha).
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Figura 6.15: Graficos das CQ’s em fungao de 7 para T' = 107, (curva azul), T' = 507} (curva
vermelha) e T = 1007} (curva verde). Em todas as curvas ¢; = 0,2wg, co = 0 e we = 0, 5wp.

resolver as equagoes integro-diferenciais estd descrito em [63]. No regime nao-Markoviano,
além de analisar a dinamica das correlacoes quanticas com respeito a temperatura T do ba-
nho e aos parametros do acoplamento entre os osciladores, também estudamos os efeitos da

frequéncia de corte we.

A figura 6.13 traz os graficos do emaranhamento e da discérdia Gaussiana, respectiva-
mente, para diferentes valores da frequéncia de corte we e podemos observar que a diminuicao
de we contribui para o aumento das correlacoes quanticas. Este fato foi observado em todos
os resultados obtidos no regime nao-Narkoviano e pode ser explicado se analisarmos a figura
6.14, que traz a fungao I (w) para we = lwg e we = bwp. Nela podemos ver que para we = 1wy
é como se o sistema estivesse acoplado de maneira mais fraca ao reservatorio do que para
we = dwy. Logo é de se esperar que os efeitos da descoeréncia sejam mais discretos. Podemos

observar que para wo = dwy, o grafico das correlagoes quanticas praticamente coincide com
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Figura 6.16: Graficos das CQ’s em funcao de 7 para ¢; = 0,2w? (curva azul), ¢; = 0, 1w
(curva vermelha) e ¢; = 0,04w? (curva verde). Em todas as curvas T = 10Ty, ¢ = 0 e
we = 0.5wy.

o grafico do caso Markoviano. Isto confirma o fato de que para we > wy, o sistema estd em

um regime Markoviano.

No que diz respeito a variacoes de T' e ¢y, as correlacoes quanticas mantiveram um com-
portamento parecido com o caso Markoviano. A figura 6.15 traz a negatividade logaritmica
e a discérdia Gaussiana para diferentes valores de 7. Dado o baixo valor de w¢, mesmo
para T = 1007y nao foi observada a morte stibita do emaranhamento. A velocidade com
que o emaranhamento cresce depende de T, porém de maneira discreta. Na figura 6.16 as
correlagoes quanticas sao estudadas com relacao a variagoes de ¢;. Novamente, mesmo para
c1 = 0.05w? nao é observada a morte stibita do emaranhamento, no entanto a velocidade com

que o emaranhamento cresce depende fortemente de valor de ¢;.

Infelizmente, a estratégia que usamos no regime Markoviano para estudar a dinamica das
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Figura 6.17: (a) Grafico de 7z em fungao de T para ¢; = 0,2w3. A curva ajustada é
TR = (12,9 £ 0,4) In(T/Tp) — (52 £ 2). (b) Gréfico de 7 em fungao de ¢; para T = 1007y.
A curva ajustada é 7r = (5,3 £ 0, 1)w/c; — (19,6 +0,9). Em ambos os gréaficos we = wy e
wp = 2wy

CQ), isto é, ajustar uma reta ao grafico da negatividade logaritmica, nao pode ser repetida no
regime nao-Markoviano basicamente porque a negatividade logaritmica nao parece ser linear
em 7 se descontadas as oscilagoes. Desta maneira nao foi possivel estimar a velocidade de
crescimento do emaranhamento no regime nao-Markoviano, e o parametro 75 teve de ser rede-
finido. Basicamente definimos 7 como o intervalo entre a primeira morte do emaranhamento
e o ultimo nascimento do mesmo. Desta maneira temos em 6.17(a) 7z em funcao de T' e em
funcao de ¢; em 6.17(b). Novamente ajustamos a curva 7 = alnT'/Ty + b em 6.17(a)(neste
caso para os pontos cujo 7g # 0), obtendo a = (12,9+0,4) e b = (=52 + 2), e ajustamos a
curva T = awi/c; + b em 6.17(b), obtendo a = (5,3 £ 0,1) e b = (—19,6 + 0,9). Pode-se
notar que com a nova definicao de 7z os ajustes nao ficaram tao bons quanto os obtidos no

caso Markoviano, no entanto, conseguimos encontrar os mesmos comportamentos.

Na figura 6.18 temos um caso de acoplamento forte no regime nao-Markoviano. O com-

t to d lago anti 1 d HXi dew? éb id
portamento das correlagoes quanticas para valores de ¢y proximos de wi é bem parecido com
o comportamento no caso Markoviano, com a unica diferenca que o caso nao-Markoviano
favorece mais o crescimento das correlagoes quanticas. Novamente podemos notar uma alta
sensibilidade das CQ com relagao a pequenas variagoes em torno de ¢y = w3, sendo que
apenas para ¢y > wp conseguimos observar emaranhamento para tempos longos. Ou seja,
aqui também a instabilidade das solugoes das equagoes de movimento, novamente do modo

‘—’, contribui de maneira decisiva para a dinamicas das correlagoes quanticas.

Para estudar o papel das instabilidade na dinamica nao-Markoviana das CQ, vamos ana-
lisar a figura 6.20, que traz as correlagoes quanticas para diferentes valores de wp e a figura
6.19, que traz o grafico da parte imaginaria de v em funcao de wp. Os gréaficos confirmam

que apenas quando wp = 1, 9wy, valor que leva a instabilidade do modo ‘—’, conseguimos ob-
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Figura 6.18: Gréfico das CQ’s em funcio de 7 para ¢y = 0,9w? (curva azul), ¢y = 1, 00w?
(curva vermelha) e ¢y = 1,05w? (curva verde). Todas as curvas foram obtidas com ¢; = 0 e
T = 1007p.
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Figura 6.19: Grafico da parte imaginaria do expoente caracteristico em funcao de wp para
os modos ‘+’ (curva azul) e ‘=’ (curva vermelha) para ¢y = 0, 1wg e ¢; = 0, 2w?.
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Figura 6.20: Gréficos das CQ’s em funcao de 7 para wp = 1,9wy (curva azul), wp = 1, Twy
(curva vermelha) e wp = 2, 1w (curva verde). Todas as curvas foram obtidas com T' = 1007y,
co=0,1w2, c; = 0,2w2 e we = 1, Owy.

servar emaranhamento para tempos longos no sistema. Para wp = 2, lwg (modo ‘4’ instavel)
e wp = 1, 7wy (ambos os modos estaveis) o emaranhamento foi a zero depois de algum tempo
e nao foi observado novamente. Este resultado confirma o que foi exaustivamente visto no
regime Markoviano. Este fato ajuda a evidenciar que para o nosso sistema o banho tem uma
influéncia consideravelmente limitada sobre as CQ, uma vez que para densidades espectrais

distintas, os principais aspectos da dinamica se mantém.
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Capitulo 7
Conclusao

Nesta dissertagao fizemos um estudo das correlagoes quanticas em um sistema de dois
osciladores harmonicos sujeitos a um acoplamento do tipo ¢(t) = ¢o+c¢; cos(wpt) e em contato
com um mesmo reservatério térmico. De maneira geral, conseguimos obter valores expressivos
para a negatividade logaritmica e para a discérdia Gaussiana mesmo em temperaturas altas.
Os valores obtidos para a negatividade logaritmica foram consideravelmente maiores que os
obtidos em [4], onde os osciladores estavam acoplados a banhos independentes, podendo se
afirmar entao que a interacao indireta dos osciladores via banho, apesar de nao ser suficiente
para por si s6 emaranhar os osciladores, tem um importante papel na dinamica das correlagoes

quanticas.

Os resultados mostram que existe uma relagao direta entre a instabilidade do sistema e a
observacao de estados emaranhamento no mesmo. Para os casos de acoplamento paramétrico
e acoplamento misto, temos como medir a instabilidade utilizando o expoente caracteristico
de Floquet v. Dependendo dos valores de wy, ¢y, ¢1 € wp podemos ter instabilidade no

¢

modo ‘—’, no modo ‘4’, ou nos dois modos, porém apenas quando o modo ‘—’ apresenta
instabilidade(ou seja, Im{v} # 0 para o modo ‘—’) sdo observados estados emaranhados para
tempos longos. Para estes tipos de acoplamento é importante lembrar que a razao wp/wy é
crucial para o emaranhamento, pequenas variagoes nesta razao podem levar o sistema de uma
dinamica instavel para uma dinamica estavel, ou vice-versa. Em particular para pequenos
valores de ¢y e ¢q, encontramos ainda importantes parametros para estudar a dinamica das
correlagoes quanticas: o tempo de revival Tr, que estima o tempo que o sistema leva para
se emaranhar definitivamente, e a taxa de crescimento do emaranhamento r. Os ajustes
feitos com estes parametros mostram que 7z depende de In(T'/Tp) e w?/c; e que r é linear
em ¢;/wi e aparentemente nao depende de T'. Podemos observar claramente a partir destes
ajustes que a dependéncia destes parametros em 71" é mais fraca que a dependéncia em c;. E
importante notar que mesmo que a temperatura 1" do reservatério seja levada a valores muito

altos, o maximo que observamos é um aumento em 7. Para o acoplamento forte, o modo ‘+’
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nao apresenta instabilidade, porém o modo ‘—’ apresenta instabilidade sempre que ¢y > w?.
De fato, apenas para valores de ¢ satisfazendo esta condigao conseguimos observar estados
emaranhados para tempos longos, inclusive em altas temperaturas. Novamente, variacoes de
co tem influéncia muito maior sobre a dinamica das correlagoes quanticas do que variagoes
de T.

No que diz respeito a discordia Gaussiana, esta se mostrou mais robusta que a negativi-
dade logaritmica, no sentido de que sua medida nao vai a zero para nenhum 7 > 0 simulado,
em todas as simulacgoes. O fato do grafico discérdia Gaussiana ser muito parecido com
o grafico da negatividade logaritmica sempre que o sistema apresenta um valor apreciavel
para a negatividade logaritmica(Ey > 1) sugere que, pelo menos nesta situagao, a discérdia
Gaussiana é uma boa aproximacao para a discérdia quantica usual. Se esta suposicao se
confirmar, os resultados indicam que héa correlagoes quanticas no sistema, mesmo em tempe-
raturas muito altas, em todas as situacoes simuladas. Além disso, o0 emaranhamento seria a
correlacao quantica predominante no sistema quando a negatividade logaritmica ¢é diferente
de zero.

No regime nao-Markoviano obtivemos valores maiores tanto para a negatividade lo-
garitmica quanto para a discérdia Gaussiana. Esse aumento explica-se pela densidade espec-
tral utilizada. Quanto mais nao-Markoviano o sistema, menos osciladores do banho interagem
fortemente com sistema e consequentemente, menor a descoeréncia do mesmo. Isto confirma
a importancia de banhos especialmente estruturados na dinamica de sistemas abertos em
geral. Para pequenos valores de ¢y e ¢;, manteve-se a dependéncia de 7z em In(7/Tp) e de
w2/cy. Assim como no regime Markoviano, o emaranhamento do sistema estd diretamente
ligado a existéncia de solugoes instaveis para o modo ‘—’. Um fato notavel na dinamica
nao-Markoviana das correlagoes quanticas é a observagao de que para valores relativamente
pequeno da frequéncia de corte we, we = dwy, 0s resultados ja eram praticamente iguais aos
resultados obtidos no regime Markoviano.

De maneira geral, podemos concluir que apenas quando as solugoes da equacao de movi-

)

mento do modo normal ‘—’, que é um oscilador paramétrico livre, apresentam instabilidade,
estados emaranhados sao observados no sistema para tempos longos. Esta relagao entre ins-
tabilidade do sistema e emaranhamento explica porque as correlagoes quanticas sao muito
mais sensiveis a variacoes dos parametros dos osciladores do que a variagoes da temperatura
T, uma vez que 1" nao tem relagao alguma com a instabilidade da dinamica dos osciladores.
E portanto razodvel esperar que mesmo a altas temperaturas possamos observar emaranha-
mento.

No que diz respeito a realizacao experimental de um sistema nos moldes do que aqui é
estudado, fica claro que, apesar de dispensar um rigido controle de temperatura, tal expe-
rimento necessitaria de um rigido controle dos parametros do acoplamento, na medida que

pequenas variacoes destes parametros podem tirar o sistema da condicao de instabilidade e
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portanto levar a morte do emaranhamento. Apesar do acoplamento discutido aqui nao ser de
trivial realizagao experimental, regimes de acoplamento paramétrico[64, 65] e acoplamento
forte[66] entre ressonadores ja foram alcangados. Nossos resultados ainda deixam em aberto
se outros tipo de acoplamentos mais facilmente realizaveis em laboratorio e que levem a uma
dinamica instavel dos modos normais nao poderiam também levar a observacao de estados

emaranhados a altas temperaturas.
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Anexo 1

Neste anexo vamos mostrar com mais detalhes como foi derivada a equacao mestra uti-
lizada para estudar a dinamica nao-Markoviana do sistema de interesse. Vamos primeiro
encontrar as equagoes de movimento para (a), (a?) e (a'a) utilizando a equacio de Heisen-
berg. Derivando a eq.(5.91) e eliminando as dependéncias nos operadores em ¢t = 0 usando a

prépria eq.(5.91), nés chegamos na seguinte equagao,
—a(t) = 2(H)at) + T()al(t) + —F(t) — S F(t) — T(t)FH(t). (7.1)

onde %(t) = [G()G*(t) — L*(H)L()]/W (), T(t) = [L*()G(t) = G)L*(1)]/W(t) e W () =
G(t)G*(t)— L(t)L*(t). Resta apenas tomar o valor médio da eq.(7.1). Para isto cabe lembrar
que a média deve ser tomada com relagao ao operador densidade do sistema em ¢ = 0, dado
pela eq.(5.83), afinal de contas todos os operadores envolvidos nas solugdes gerais de a(t)
e F (t) sao operadores na versao de Heisenberg em ¢ = 0. Desta maneira fica claro que o
valor médio de F, F't e dF /dt com relagdo ensemble canonico é zero, logo a equagao toma a

seguinte forma, p
Sa(n) = S(0la() + 10l 0). (72)

A partir da eq.(7.1) podemos, usando uma estratégia similar, chegar as seguintes equagdes,

%@(t)d(t» = 22(t)<d(t)d(t)>+2T(t)<dT(t)d(t)>+T(t)+%<ﬁ(t) (1)) —
25(0)(F(OF () — TO(EWF (1) + F()F(1),(7.3)
d, i . o . d oo o
—(@'(®a(t)) = W(GT(t)a(t»' + T (#){a)at)) + Y@ @a' (1) + 2 (FIOF@) -
%(ﬁf(t)ﬂt» = T OE@E) = TEE (OF (1), (74)

Apesar de valores médios serem iguais tanto na versao de Schroedinger quanto na versao de
Heisenberg, optamos por colocar a dependéncia temporal dos operadores explicita para deixar

claro que as eqs.(7.1-7.4) foram obtidas utilizando-se a equacao de Heisenberg. Vamos agora
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obter equagoes similares utilizando a equagao mestra (5.88). Segundo a equagao mestra,

d

la) = —[e(®) +ax(®)(a) — A (t)(a"), (7.5)
%<aa> = —2[¢(t) +ix(t)](aa) — 2iA*(t)(a'a) — N () — 295(1), (7.6)
%(a*a) = —2¢(t)(a'a) +iA(t){aa) —iN*(t){aTal) + 2va(t), (7.7)

onde &(t) = m(t) — 1(t), x(t) = w(t) + Aw(t) e A(t) = A(t) + AX(t). Comparando as

eqs.(7.5-7.7) com as eqs.(7.2-7.4) nés chegamos as seguinte relagoes:

WO =0l =~ (73)
2alt) = GUEOFO) - o (FIOF@) ~ T OFOF0) -
YO OF (@), (19)
20 = SEOFW) — BEEOED) - TOEOF ) +
FTI)EF@)), (7.10)
N+ AN = Y1), (7.11)
w(t) + Aw(t) = iE(t)—z’QMV;(g). (7.12)

Temos entao cinco equagdes para os cinco coeficientes da equagao mestra, a citar, v, (t), 2(t),
v3(t), AX(t) e Aw(t). Podemos portanto escrever estes coeficientes em termos das fungoes
L(t), G(t) e das médias (F(£)F(t)), (F(t)FT(t)) e (FT(t)F(t)). Substituindo as derivadas das
fungoes L(t) e G(t) nas equagoes (7.11) e (7.12) chegamos finalmente as eqs.(5.95-5.99).

No entanto, para que possamos calcular os coeficientes da equagao mestra, resta ainda en-
contrar as funcdes de autocorrelacao do banho de osciladores, a citar: (F(£)F(t)), (FT(t)F(t))
e (F(t)FT(t)). Para isto, vamos precisar encotrar a solucao da eq.(5.94). Como se trata da
uma equacao integro-diferencial nao-homogeénea, vamos utilizar o método das funcoes de

Green para resolvé-la. Suponha que o vetor

. F(t
Vit)=1| . ®) (7.13)
Fi(t)
possa ser escrito da seguinte maneira,
¢
V(t) = / dsT'(t, s)B(s), (7.14)

0
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onde

Iy (t I5(t
T(t,s) = —i 1ltys) Ti(t,s) : (7.15)
FQ(ta 8) FT (ta 3)
e ~ ~
B > grlb(0)e™ " + b (0)e™+]
B(t) = k R . N : (7.16)
= 22 gk[br(0)e™" " 4 b (0)e™*]
s
Além disso a matriz I'(¢, s) satisfaz a condigdo de contorno I'(t,t) = —ily. Derivando a
eq.(7.14) nés obtemos,
d / d
Eﬁ(t) = T(t,1)B(t) + / ds— Tt $)B(s). (7.17)
0
Substituindo a eq.(5.94) do lado direito da igualdade chegamos a
t d t s
/ ds[%I‘(t, s) + iM(D)T(1, s)]z§<s)+ / dsK (t — s) / ds'T(t,s)B(s) =0.  (7.18)
0 0 0
onde
t A5 (t
M) = | O X (7.19)
=) —w(t)
e
1 1
K(t—s):K(t—s)[ . 1]. (7.20)
O segundo termo da eq.(7.18) é uma integral dupla na regiao s’ € [0, s| para s € [0,t]. Esta
S
] SR .

Figura 7.1: Regiao de integracao da integral dupla da eq.(7.18). A regido de integracdo esté
colorida de cinza.

regiao estd desenhada na figura 7.1. Fica claro que esta mesma regiao de integracao pode
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ser descrita por s € [¢/,t] para s’ € [0,t]. Logo podemos reescrever a eq.(7.18) da seguinte

maneira,

t

/ds[%I‘(t,s)JriM(t) /ds/dsKt—s Tt $)B(s) =0.  (7.21)

0

Fazendo a trasformacao s — s — s’ e lembrando que as varidveis de integracao sao mudas,

chegamos enfim a seguinte equacao,

/ds %I‘(t, s) + iM(t)T(¢,s) + / ds'K(t — s — s \D(s+ ¢, s)| B(s) =0. (7.22)

Como a eq.(7.22) deve ser satisfeita para qualquer Bi (s), chegamos enfim a seguinte equagao

integro-diferencial para T'(¢, s),

—j L(7+s,8) +iM(T + s)T(7 + s,8) + /ds'K(T —sT(s+5',s)=0. (7.23)
’7_
0

onde 7 =t — 5. Desta maneira a solucao para o operador F(t) ¢ dada por,

t

F(t) = / ds[Ti(t,s) — T3(t, 5) ng (b1 (0)e ™% 4 bE(0)e+]. (7.24)
0

Agora que ja temos uma expressao para o operador F (t), podemos enfim calcular as
funcoes de autocorrelacio do banho. Nos limitaremos aqui ao calculo de (F(t)F(t)), uma vez
que o calculo de (FT(£)F(t)) e (F(¢)EF7T(t)) é inteiramente anglogo. A funcao de autocorrelagio
(F(t)F(t)) é dada por,

A

(EW)P() = Trlps)F()E()]. (7.25)
Substituindo a eq.(7.22) na eq.(7.25),

t t

(F)EF(t) = — / ds / ds'[Ti(t, s) — Da(t, s)] [T1(t, 8') — T5(t, 8')]

0

0) Z Z ki [i)k(o)e—iwks 4 6};(0)62“%8} [l;k/(())e—iwk/s’ + BT/(O)eiwk/s/] ‘ (726)

Note que a média é tomada com relagao ao operador densidade do banho em ¢t = 0. Isto é

feito pois F(t) depende dos operadores de criacao e aniquilagao dos osciladores do banho em
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t = 0. Lembrando que o banho estd inicialmente em equilibrio térmico, temos basicamente
que calcular o kernel de memoéria dependente da temperatura, k(s — s')(mais tarde ficard

claro que se trata de uma funcao de s — s’), dado por,

kr(s—s)=Tr

H [(1 - efhﬁwi)efhﬁwibzbi} Z Z 9k’ [l;k(o)e*iw’“s + B,E(O)ei‘”’“s} X
kK

i

by (0)e "+ BL, (0)e™ ]| . (7.27)

Definindo {n;} = {ni,ns,...}, a base do espago de Hilbert do banho é dada pelo vetores
de Fock |{ny}), tal que blbg|{ns}) = ni|{nr}). Desta maneira a eq.(7.27) toma a seguinte

forma,

wr(s =) = D ({m} [H (( efhﬁwi)efhﬂw"bgbi) DD grgw [br(0)e ™ 4 B (0)e™+*]

{nx} (

(b (0)e™ ™" Bl (0)e™ ' | [{ny}).  (7.28)

Usando a ortogonalidade dos vetores do espago de Fock, a eq.(7.28) pode ser reescrita como,
(s =) Z Z G2 (1 — ek )= hBrmi (1 [y (0)by (0)e ™+ 4 by (0)B] (0)e ()

b1 (0)br (0)e™ =) 4+ bE (0)B] (0)e™ =T |ny ). (7.29)

Ou seja, todos os produtos cruzados entre os operadores dos osciladores do banho foram

eliminados. Simplificando ainda mais a eq.(7.29), obtemos

8 _ S Z 9 hﬁwk) Z e*hﬁUJknk [(n T 1)6*1'%(5*3/) + nei‘“k(s*‘gl)}_ (7.30)

Nk

Manipulando a eq.(7.30), chegamos ao resultado final para kp(t),

coswg(s — & (s
kr(s—s') = E gr [2% + e (s | (7.31)
k

Assim, a funcéo de autocorrelacio (F(t)F(t)) é dada por,

A

(F(t)F(t / ds / ds'[T1(t,s) — T(t, s)] [T1(t, ') — Ta(t, )] k(s —8').  (7.32)
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As demais funcoes de autocorrelacao podem ser calculadas de maneira similar e sua demons-
tracao sera omitida aqui.

Portanto, ja sabemos em principio como calcular todos os coeficientes da equagao mestra
(5.88), bastando para isso que consigamos resolver as diversas equagoes integro-diferenciais
que surgiram durante a resolucao do problema. No Anexo 2, mostramos um método numérico

eficiente para a resolucao de tais equacgoes.
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Anexo 2

Equagoes integro-diferenciais sao equacoes que aparecem com frequéncia em problemas
fisicos, especialmente em sistemas cuja dinamica depende dos estados passados do mesmo.
O exemplo mais conhecido de tais equacoes é a equacao de movimento de uma particula
coloidal em um meio viscoso, a qual é descrita pela eq.(2.1), chamada equagdo de Langevin
generalizada. Tais equagoes dificilmente podem ser resolvidas analiticamente, de maneira
que na maioria dos casos é imperioso o uso de métodos numéricos. Neste anexo vamos expor
o método numérico utilizado para resolver as equagoes integro-diferenciais encontradas nos
estudo da dinamica nao-Markoviana do sistema estudado. Este método foi publicado por

Wilkie e Wong em [63].

Considere um conjunto de N equacoes integro-diferenciais do tipo Langevin generalizada,

isto é,

t

X;(t) = a;(X(t),t) — /d€7j(t — 6)b; (X(),€) + (), (7.33)

onde j = 1,2,...,N, X(t) = {X1(t), Xa(t), ..., Xn(t)} e a;(X(t),1), bj(X(t),t) e f;(t) sao

funcoes. Primeiramente vamos definir a funcao,

At ) = / 4t — € + u)b; (X(€).€). (7.34)

Por construgao, A;(0,u) = 0. Podemos entd@o reescrever a eq.(7.33) da seguinte forma,

X0 = ay(X(2).1) — Ay (£,0) + (o), (7.35)

Ai(tu) = (w)b;(X(¢),t) + ON(t, w)/Ou. (7.36)

Nos agora nao temos mais equacgoes integro-diferenciais, porém temos que resolver um con-

junto maior de equagoes diferenciais ordinarias e parciais. Em termos da tranformada de
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Fourier da funcéo \;(¢,u) com relacdo a u,

Aj(t,s) = \/% / du exp(—ius)\;(t, u), (7.37)

as equagoes (7.35) e (7.36) podem ser escritas da seguinte forma:

Xi(t) = a;(X(t), 1) = Nj(t,0) + f;(t) (7.38)

Aj(t,S) = F](S)b]<X(t),t)+ZSA](t,S>, (739)

—~

onde A;(0,s) = 0, I';(¢,s) é a transformada de Fourier da funcao v;(u) e A;(¢,0) pode ser

obtida usando a transformada inversa, que neste caso é dada por,

o0

/ dsh, (L, ). (7.40)

—00

)\j (t, 0) -

¥l -
3

Até o momento nao foi feita nenhuma aproximacao. Note que tranformamos o conjunto de
equacoes integro-diferenciais inicial em um conjunto maior de equacoes diferenciais ordinarias
e parciais e depois, em um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem em ¢, para
cada valor de s. O preco que pagamos por isso € que esse conjunto € infinito, pois s é uma
variavel continua. Para resolver este conjunto infinito de equagoes diferenciais precisamos
discretizar a variavel s, essa é nossa primeira aproximagao. Como, em principio, para cada
valor de j temos uma equacao diferente para A; (¢, s) (pois I';(s) pode ser diferente para cada
j), a discretizagao sera feita para cada valor de j de maneira independente. Usaremos a

seguinte discretizagao para a variavel s:

s;(k) = (—n;ede +k— 1)85”“1/71;6‘16, (7.41)
onde k = 1,2,... ,Qn’;ed6 + 1. Em particular, A;(¢,0) pode ser aproximado pela seguinte
expressao,

2nfede 41
ASJ‘

\;(t,0) = Nirs > A(tsi(k)). (7.42)

E importante notar que se 7;(t) é uma funcao simétrica e real, e b, (X(t),t) é uma funcao
real, entao A;(t, —s) = [A;(t, s)]". Desta maneira as equacoes para s < 0 ndo precisam ser

resolvidas.

Finalmente, nés temos o seguinte conjunto de equagoes diferenciais para resolver,
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rede+1

) As;
X;(t) = a;(X(t),t) — ] Z it s5(k) + £5(2) (7.43)
k=0
Aj(t,si(k)) = Ty(s;(k))0; (X(t), t) +is;(k)A; (¢, s5(k)), (7.44)
onde As; = sma’”/nmde k=1,2,... ,2n§ed€ + 1, ou seja, temos agora um numero finito de

equacoes diferencias para resolver!. Falta agora apenas uma maneira sistematica de estimar

rede

os parametros n;* e s7"** de maneira a poder tornar todo os calculos préticos do ponto de

vista computacional.

Estimativa de s/'*" e n}Tede

Para grande parte dos problemas em que nos deparamos com equagoes integro-diferenciais,
a funcéo v;(t) é uma funcdo que vai a zero quando |t| tende a infinito. Desta maneira,
espera-se que a funcdo A;(t,s) também tenda a zero quando |s| tende a infinito. Se nds
conhecessemos a funcao A;(t, s), poderiamos escolher s7'** como sendo um valor de s tal que
s > s7"" implicasse em A; (t,s) < €, onde € tem magnitude desprezivel frente aos paramtros do
problema que estivessemos interessados em resolver. Como nao conhecemos A;(t, s), teremos
de encontrar alguma maneira de estima-lo. A melhor maneira a principio parece ser olhar

para a solucao da equacao abaixo,

A§€St6(t, s) = Tj(s) + isAT(t, s), (7.45)

que é simplesmente a eq.(7.39) sem a dependéndia em b, (X(t), t). A solucao desta equacao

xT

serd a nossa fungao teste para estimar s7**. Pode-se mostrar que

Re{Aleser, 5)p = 0 p (). (7.46)

Em vez de olhar para todos os valores que ¢t pode assumir, nos focaremos apenas no maior
valor de t em que estamos interessados em estudar o nosso sistema, t"**. Assumindo que

I';(s) é simétrica em s, vamos tentar encontrar 7' de tal maneira que a integral da fungao

'E interessante observar que neste método o niimero de equacdes diferenciais que devem ser resolvidas é
linear em ngede, em outros métodos numéricos esta dependéncia é quadratica em n;“e‘ie. Referéncias sobre

estes métodos podem ser encontradas em [63].
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teste AL*(t™9* 5) no intervalo [0, s7**]* seja convergente. Definindo a fungao I;(s) como

L) = [ ||, (7.47)

S

e escolhendo As; = 27/t™* como uma primeira estimativa, vamos calcular o erro relativo
entre I;(mAs;) e I;((m + 1)As;),

[Lj(mAs;) — Li((m + 1)Asy)|/|1;((m + 1) As;)|. (7.48)

para m inicialmente igual a um. Definindo uma variavel auxiliar iconv, a qual inicialmente
atribuimos o valor de zero, compararemos o erro relativo a uma tolerancia maxima para o
mesmo, que chamaremos tol,. Caso o erro relativo seja menor que tol,, somamos um ao valor
de m e um ao valor de iconv. Caso o erro relativo seja maior que tol,, somamos um ao valor

de m e atribuimos valor zero a iconv. O procedimento s6 tem fim quando iconv chegar ao

valor de trés. Definimos entao s7'** = (m + 1)As;, onde foi usado o tltimo valor atribuido a
m.

1'%, podemos entao tentar encontrar n’;ede. Vamos inicialmente
escolher ngede = 10 e calcular uma aproximacdo para para I;(s) usando-se a formula de
Euler-MacLaurin,

Uma vez encontrado s

reae max AS' este max este max max
It (s100) = S22 (| ReA (07, 0)}] + [ALEe(17e, 57e0)] )+
Qn'Jr_ede
As; > [Re{Ale (1" s;(k))}, (7.49)
k=njede42

onde s;(k) foi definido em (7.41) e As; = s7"*"/n7*¥. Finalmente nés calculamos o erro

relativo entre I7°%(s79%) e I;(s7%"), |I;(s%") — I7°%(s%%)| /|L;(s7"*")], € 0 comparamos a

uma tolerancia maxima para este erro, que chamaremos tol,. Depois de definir uma variavel
auxiliar, que chamaremos iconv, a qual é inicialmente dado o valor de zero, nés comparamos

o erro relativo e tol,. Se o erro relativo for menor que tol,, soma-se um a iconv, e soma-se

rede rede.
J J

a tconv. Apenas quando iconv chegar a valor de trés paramos o procedimento e n

um a n%°. Se o erro relativo for maior que tol,, soma-se um a n e atribuimos valor zero

rede

7¢4¢ passa

a ter o ultimo valor a ele atribuido.

e n;ede, o método numeérico pode ser finalmente implementado. Métodos

numéricos, como o Runge-Kutta, podem entao ser utilizados para resolver o conjunto de

Estimados s

2Caso a fungdo I'j(s) ndo seja simétrica em s, o intervalo de integragio deve ser substituido por

[fs;-m“’, s;ﬁ‘”], porém o método é o mesmo.
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equacoes diferenciais.
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