UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
INSTITUTO DE FisicA GLEB WATAGHIN

TESE DE DOUTORADO

Formulacoes geométricas da teoria de Dirac e simetrias
latentes da equacao de Dirac-Kahler: desenvolvimentos

algébricos e aplicacoes em teorias de calibre

Ricardo Antonio Mosna

Orientador: Prof. Dr. Jayme Vaz Jr.

Tese apresentada ao Instituto de Fisica Gleb
Wataghin da Universidade Estadual de Campinas
como requisito parcial para a obtencgao do titulo de
Doutor em Ciéncias.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Jayme Vaz Jr. (orientador)

Profa. Dra. Carola Dobrigkeit Chinellato

Prof. Dr. César Augusto Linhares da Fonseca Jr
Prof. Dr. Francesco Toppan

Prof. Dr. Marcio José Menon

Campinas, 16 de fevereiro de 2004






iii

Estouro de bolha de sabdo. Rufem os tambores de brinquedo.

John (Joao D. Ulhoa) em Isopor, 1999.



iv

Financiamento FAPESP, processo 98/16486-8



Agradecimentos

Agradego a todos que me ajudaram, ou tentaram me ajudar, no decorrer destes anos de doutorado.
Em especial, agradeco profundamente a minha familia, pelo suporte, paciéncia, dedicagao e carinho,
e ao meu orientador Jayme, por ter aturado meus altos e baixos todo esse tempo, sem nunca perder a
paciéncia e sempre disposto a ajudar em tudo o que fosse possivel. Gostaria ainda de expressar minha
gratidao aos amigos, por serem amigos ...donT geT senTimental. it always ends up dRRiveLLLL.
Agradeco finalmente & FAPESP, pela bolsa, e ao assessor deste projeto, cujos pareceres foram de

grande utilidade.






Resumo

Neste trabalho, obtemos novas formulacoes multivetoriais da equacao de Dirac — através da
introdugao de estruturas Zs-graduadas alternativas em algebras de Clifford — e exploramos certas
simetrias latentes da equagao de Dirac-Kéhler para a obtencao de modelos de teorias de calibre,
particularmente no contexto das interagoes eletrofracas.

Discutimos ainda como as técnicas desenvolvidas no contexto de tais representagoes multivetoriais
podem ser uteis em outras situagoes, como na construgao de representagoes quaternionicas da teoria
de Dirac e no problema da reconstrugao tomografica de um espinor de Dirac. Com relagao a equagao
de Dirac-Kahler, inicialmente revisitamos sua bem conhecida degenerescéncia em termos de quatro
equagoes de Dirac desacopladas, definidas em diferentes ideais da algebra. A arbitrariedade na
escolha de tais ideais define uma simetria global da lagrangiana, que aqui estendemos a uma simetria
local. Os campos de calibre resultantes entao acoplam os diferentes ideais, de maneira que as
interacoes entre os setores de quiralidade positiva e negativa sdo naturalmente suprimidas. Ainda,
em tal formalismo, as antiparticulas sdo automaticamente representadas na lagrangiana, com as
quiralidades corretas. Ao restringirmos as interagoes aquelas que conservam a carga elétrica, o
modelo resultante é equivalente ao modelo eletrofraco simétrico, desde que identifiquemos os 1éptons
(ou quarks) de uma dada geragdo com os diferentes ideais. Quando a simetria é quebrada, de
maneira que os ideais correspondentes ao neutrino (antineutrino) de quiralidade positiva (negativa)
permanecam fixos, o modelo de Glashow-Weinberg-Salam é recuperado. Tal formalismo também

nos permite uma interpretacao geométrica para o mecanismo de Higgs.
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Abstract

In this work, new multivector formulations of the Dirac equation are obtained via the introduc-
tion of alternative Zy-gradings of Clifford algebras. Certain latent symmetries of the Dirac-Kahler
equation are also explored in order to construct gauge theory models, especially in the context of
the electroweak interactions. We also discuss how the multivector techniques developed here can be
useful in other situations, as in constructing quaternionic representations of the Dirac equation, and
in obtaining a tomographic scheme for the state reconstruction of a Dirac spinor.

With respect to the Dirac-Kéahler equation, we start by revising its well-known fourfold degeneracy
that leads to uncoupled Dirac equations living in minimal left ideals of the Dirac algebra. The ar-
bitrariness in choosing one such system of ideals defines a global symmetry of the Dirac-Kéahler
Lagrangian. We gauged such symmetry by considering independent choices for the system of mini-
mal left ideals at each spacetime point. The resulting gauge fields then naturally couple the different
ideals, in a way that interactions between left-handed and right-handed particles are naturally sup-
pressed. Moreover, the formalism automatically gives rise to a term in the Lagrangian corresponding
to the associated antiparticles, with the correct handedness. By restricting the interactions to those
conserving electric charge, the resulting model turns out to be equivalent to the symmetric model
of electroweak interactions, provided that we identify the leptons (or quarks) of a given generation
with the different ideals. When the symmetry is broken, so that the ideals corresponding to the
right-handed neutrino and left-handed antineutrino remain fixed, the Glashow-Weinberg-Salam is

recovered. The formalism also allows a geometric interpretation for the Higgs mechanism.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de formulagoes multivetoriais da equagao de Dirac tem-se mostrado um objeto de interesse
recorrente, com motivagoes tanto fisicas quanto matematicas. Como exemplos, podemos citar os
trabalhos de Ivanenko, Fock e Landau (1928), Proca (1930), Eddington (1948), Schénberg (1951),
Kéhler (1962) e Hestenes (1967), além de vérias tentativas de discretizagido de férmions em redes,
através da equagao de Dirac-Kahler [Bec82, Joo86, Rab82, Lin90, Lin91]. De uma maneira geral,
tais estudos tém a caracteristica comum de buscar uma representagao de campos espinoriais por
meio de entidades geométricas, num sentido que pretendemos tornar mais preciso adiante.

Na abordagem de Hestenes para a teoria de Dirac, espinores sao representados por elementos
pares da &lgebra de Clifford C¢; 3(R) associada ao espago-tempo de Minkowski M. Desta forma, os
espinores constituem mais que um espaco vetorial neste contexto, fechando de fato uma dlgebra. A

representacao da equacao de Dirac neste caso é dada pela chamada equagao de Dirac-Hestenes:
e"0, Ve — gAY = mVey,

onde {e,} é um referencial em M, correspondendo a um dado observador. Sob uma mudanca de
referencial, os vetores e, se transformam como ¢, — U *1e#U , onde U é um elemento do grupo de
recobrimento das transformagoes de Lorentz . A equagao acima é entao covariante desde que ¥ se

transforme por ¥ — WU. Por outro lado, sabemos que a equagao de Dirac usual
Y (i0u — qAy) [¥) = m|y)

¢ ainda “covariante” sob mudancas de representacio v* — Sy*S~! para as matrizes v#, que nio tém
analogo imediato no formalismo de Hestenes. Desta forma, somos naturalmente levados a perguntar
qual é a contrapartida de tais transformacées no contexto multivetorial.

A resposta a que chegamos é que diferentes representagoes para as matrizes v* induzem di-

ferentes subélgebras Cly C Cf1 3(R) a serem identificadas com o espago dos espinores [Mos02].
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Tais subdlgebras constituem uma generalizacdo da parte par usual de uma &lgebra de Clifford, e
correspondem & subdlgebra par (generalizada) de diferentes Zo-graduagdes Cly @ C¢; de Cl; 3(R).
Um exame mais detalhado mostra ainda que as Zs-graduagoes relevantes neste contexto apresentam
uma certa compatibilidade com a estrutura multivetorial do espago-tempo M, de maneira que M
(que pode ser pensado de maneira natural como um subspago de C¢; 3(R)) deve ser preservado pelas
projecoes m; : Cly 3(R) — C¢; correspondentes.

Isto nos motivou a identificar e classificar as Zy-graduagoes de algebras de Clifford que apresentam
tal compatibilidade com a estrutura multivetorial correspondente [Mos03a]. Apds apresentar no
capitulo 2 os conceitos matematicos fundamentais a serem utilizados neste trabalho, no capitulo 3
caracterizamos precisamente tal classe de Zo-graduagoes (defini¢do 3.3) e, em seguida, obtemos uma
classificacao completa das subdalgebras pares generalizadas C{y correspondentes. Antes de aplicar tal
formalismo no contexto da equagao de Dirac, mostramos ainda como tal classe de Zs-graduagoes
pode ser utilizada para a obtencao de mapas de mudanga de assinatura em uma algebra de Clifford
arbitraria.

No capitulo 4, voltamos a equacao de Dirac e, como discutido acima, empregamos as Zs-
graduagbes do capitulo 3 para generalizar o procedimento de Hestenes. Desta forma, derivamos
versoes multivetoriais da equacao de Dirac correspondentes a uma ampla classe de representacoes
das matrizes v*. Mostramos também que tal abordagem leva a um procedimento natural para a
obtencao de representacoes quaternionicas para a equacdo de Dirac. Ainda neste capitulo, abor-
damos a questao da covaridncia dos objetos representados pela equacao de Dirac-Hestenes, em
espagos possivelmente curvos. Mais precisamente, mostramos que o objeto que aparece na equagao
de Dirac-Hestenes deve ser considerado uma representacdo de um campo espinorial — explicitamente
dependente de uma escolha de referencial espinorial — no fibrado de Clifford C¢(M, g) [Mos04a]. Dis-
cutimos ainda como tal representacao limita a topologia do espago-tempo M em questao.

Uma outra forma de representacao multivetorial de espinores é dada pelo conceito de espinores
algébricos. Neste caso, o espago de estados é identificado com um ideal & esquerda minimal 7 da
algebra de Clifford pertinente que, por sua vez, é determinado por um certo idempotente P. Como
veremos, diferentes escolhas para a representagao das matrizes 7v* induzem, neste caso, diferentes
escolhas de P e, conseqiientemente, diferentes ideais Z a serem identificados com o espaco dos
espinores. Como revemos no capitulo 5, tal idéia aparece implicitamente no contexto da equagao de
Dirac-Kéahler (EDK)

onde d € a derivada exterior e § € o operador codiferencial no espago-tempo de Minkowski. Da mesma
forma que a equagao de Dirac, a EDK pode ser pensada como uma raiz quadrada da equagao de
Klein-Gordon. Deve-se observar, no entanto, que as equagoes de Dirac e de Dirac-Ké&hler descrevem
objetos fundamentalmente diferentes. A primeira descreve particulas de spin-1/2, que se transfor-

mam portanto como espinores sob transformagoes de Lorentz. Ja os os objetos descritos pela EDK se
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transformam como formas diferenciais (e portanto tensores) sob a agdo do grupo de Lorentz. Apesar
disso, é um fato bem conhecido que as equagoes de Dirac e de Dirac-Kéhler sdo, em um certo sentido,
intimamente relacionadas. De fato, no contexto de espago-tempo chato é possivel considerar identi-
ficagoes (ndo-canodnicas) entre formas diferenciais e espinores, no sentido mencionado acima. Nestas
circunstancias, a EDK se decompde em quatro equacoes de Dirac desacopladas, definidas em ideais
a esquerda minimais de C¢; 3(C) [Bec82, Joo86, Rab82, Lin90, Lin91]. Além disso, a arbitrariedade
na escolha dos ideais — usados para decompor a EDK em quatro cépias da equagao de Dirac —
constitui uma simetria global do sistema.

Na ultima parte desta dissertagao, estendemos tal simetria a uma simetria local admitindo sis-
temas de ideais que variam continuamente. Os campos de calibre resultantes entdo acoplam os
diferentes ideais da algebra, de maneira que as interagoes entre os setores de quiralidade positiva e
negativa sao naturalmente suprimidas. Em tal formalismo, as antiparticulas sao automaticamente
representadas na lagrangiana, com as quiralidades corretas. A estrutura das interacoes em tal modelo
entdo sugere que os léptons (ou quarks) de uma dada geragao de particulas sejam identificados com
os diferentes ideais. Ao restringirmos as interacoes aquelas que conservam a carga elétrica, o modelo
resultante é equivalente ao modelo eletrofraco simétrico [Moh98]. Quando a simetria é quebrada, de
maneira que os ideais correspondentes ao neutrino (antineutrino) de quiralidade positiva (negativa)
permanecam fixos, o modelo de Glashow-Weinberg-Salam é recuperado. Finalmente, mostramos
que tal formalismo d& origem a uma interpretacao geométrica para o mecanismo de Higgs. Neste
contexto, o campo de Higgs corresponde essencialmente a uma parametrizacao do sistema de ideais
associados as diferentes particulas [Mos04b].

O capitulo 6 apresenta nossas conclusoes gerais. No apéndice A, reunimos e complementamos
os conceitos algébricos fundamentais tratados no capitulo 2. O apéndice B discute alguns conceitos
geométricos utilizados no texto principal, com atengao especial a teoria de derivadas covariantes em
fibrados associados. No apéndice C, anexamos a publicacdo [Mos03b] onde fazemos uma aplicagao
da relagao entre representacoes das matrizes v* e idempotentes de C¢; 3(C), discutida acima, ao
problema da reconstrugao tomografica de um espinor de Dirac. Finalmente, no apéndice D, rela-
cionamos os trabalhos desenvolvidos durante o periodo deste doutorado, que foram publicados ou

estao em preparacao.






Capitulo 2

Conceitos fundamentais

Neste capitulo, discutimos brevemente as defini¢oes e resultados fundamentais a serem utilizados
nos capitulos que seguem. Maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [Ati64, Ben87,
Cho82, Coq82, Law89, Lou97, Nak96].

2.1 Preliminares algébricos

Seja V' um espaco vetorial n-dimensional sobre K = R ou C. Denotaremos a dlgebra tensorial (dos
tensores contravariantes) sobre V por T(V) = @, ,T%(V), onde T*(V) é gerado por elementos da
forma v; ® - - - @, com vy, ...,vx € V, e TO(V) = R. O subespaco de T*(V) formado pelos tensores
anti-simétricos sera denotado por A¥(V) e seus elementos serdo chamados de k-vetores. O produto

exterior A é definido pela anti-simetrizacao de ®:

VA AU = % Z (=1) (1) @ -+ @ Vg(k)
oSy
onde S; é o grupo das permutagoes de {1,2,...,k}. Dada uma base {ej,...,e,} de V, segue da
anti-simetria de A que {e;, A---Ae;, :1<i; <--- <ip <n} é uma base de A*¥(V). Com isso,
dim A*(V) = (}) e A¥(V) = 0 para k > n. Seja V" = @}_,A*(V) o espago vetorial 2"-dimensional
dos multivetores sobre V. A algebra de Grassmann (ou exterior) A(V') sobre V é definida dotando-se

o espaco vetorial V/ do produto exterior A, de forma que
AV) = (VM A).

Dado um multivetor A = Ag + Ay + -+ + A, com A, € A¥(V), denotamos a projecdo de A em
AR(V) por (A)y, = Ay.
Uma métrica em V é uma aplicacdo g : V x V' — R bilinear, simétrica e ndo-degenerada (isto

é, g(r,y) = 0Vy € V = x = 0). Podemos sempre diagonalizar g para encontrar uma base

5



6 2.1 Preliminares algébricos

ortonormal {ey,...,e,} de V tal que g(e;,e;) = +1sei <pe g(e,e;) =—1sei>p, para um certo

p €{0,1,...,n}. Desta forma, dados dois vetores z,y € V, com z =, zle;, y = S, yie;, temos
g(x,y) = atyt + - 4 aPyP — P TLyPTL o pPTaypTa

Dizemos que tal g tem assinatura (p, ¢). Uma métrica g em V induz um produto interno em A*(V),
que denotaremos ainda por g, da seguinte maneira. Dados uj A -« Aug, v A --- Avg € AF(V),

definimos

g(ur A Aug,v1 A--- Avg) = det (g(ui, vj)),

e estendemos tal produto a A(V) declarando A¥(V) e AY(V) ortogonais se k # [. Assim, dados
A=A+ (A1 +--+(A), e B=(B)g+ (B)1 + -+ (B)n, temos

9(A,B) = g (A, (Bi).-

n
k=0
A métrica g ainda induz um produto interior (ou contragdo) entre um vetor u € V' e um k-vetor
v1 A\ -+ A Vg por
k

ui(vy A Avg) = Z(—l)i+lg(u7vi) VLA AU—1 AVjp1 A - A v, (2.1)
i=1

com a extensao linear natural para u a, a € V. Notamos que dados u,v € V, temos
uav = g(u,v).

E interessante ainda observar que J é o operador adjunto de A em V", no sentido que g(ALB,C) =
g(B,ANC), onde A,B,C € V" e ()™ é o operador de reversao, introduzido logo a seguir.

Seja V* o espago dual de V| isto é, V* é o espago vetorial sobre K das aplicagoes lineares a : V' —
K. A métrica g em V d4 origem a um isomorfismo 7 : V.— V* entre V' e seu dual por 7(z) = g(z, -).
Sob tal isomorfismo, g induz uma métrica g* em V* dada por g*(a, 3) := g(7~ (), 771(3)). Dada
uma base {e;} de V, escrevamos g;; = g(e;, e;) e denotemos a matriz inversa de (g;;) por (¢*/). Se
{6’} ¢ a base dual correspondente em V* (dada por 6'(e;) = &%), é facil ver que g*(6,67) = g
e 0" = g'ir(e;).) A dlgebra exterior sobre V* ¢ naturalmente dada por A(V*) = @;_,A*(V*).
Neste contexto, os elementos de A¥(V*) sdo chamados de k-formas. Finalmente, notamos que os
objetos de AF(V*) agem multilinearmente em k-uplas de vetores por fi A -+ A fi (z1,...,7%) =
% Yoves, (D1 @ @ fi)(To1), s To(r)), onde Sy é o grupo das permutagoes de {1,2,...,k}.

De forma analoga, k-vetores agem naturalmente sobre k-uplas de 1-formas.

lEstamos utilizando a convencao de Einstein, isto é, somamos sobre indices repetidos.
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Algebras de Clifford

Introduzimos o produto de Clifford (ou geométrico), induzido pela métrica g, no espaco vetorial
VA =@ _oA"(V) da seguinte forma. Dados u € V e A € V", definimos

uA=uANA+u_lA, (2.2)

e estendemos tal produto a todo V" por linearidade e associatividade. Denotaremos tal dlgebra por
CL(V,g) e a denominaremos &lgebra de Clifford associada ao par (V, g).

Com essa definicao, dados dois vetores x,y € V :

ry = g(r,y) +x Ay, (2.3)
e assim
ry + yr = 29(z,y). (2.4)
Em particular,
|]|* = 22, (2.5)

onde |z? := g(z, z).

Definimos o operador de paridade (1) : V* — V” como a aplicagao linear agindo em um k-vetor
A por Ay = (—1)FAg. Definimos a reversio (1)~ : V* — V" como a aplicacao linear agindo em
produtos (de Clifford) simples de k-vetores por (v - - - vg)™~ = vy - - - v1. Segue que se Ay é um k-vetor,
entdo Ay, = (—1)/2 A, onde [k/2] denota a parte inteira de k/2. Em termos da algebra de Clifford,
¢ imediato ver que () é simplesmente o automorfismo algébrico? gerado pela expressao © = —v em
vetores v € V. Analogamente, (-)~ é o anti-automorfismo algébrico gerado pela expressdo o = v em
vetores v € V.

B importante notar que a eq. (2.4) ndo é vélida para multivetores arbitrarios. De fato, é ficil

mostrar que o produto interno entre dois multivetores arbitrarios toma a forma

como pode ser facilmente verificado em termos de uma base ortonormal de V”. Segue imediatamente

uma relagao que serd bastante utilizada no decorrer deste trabalho:
(AB)o = (BA)y, VA,BeClV,g). (2.7)

Notamos que a eq. (2.7) é anéloga & propriedade ciclica do trago em matrizes (cf proposi¢ao 2.7).

2Se W é um espago vetorial, um endormorfismo de W é uma aplicagdo linear ¢ : W — W. Um endomorfismo que
é inversivel é chamado de automorfismo. Denotamos o grupo dos endomorfismos (automorfismos) de W por End(W)
(Aut(W)). Definem-se analogamente endomorfismos e automorfismos algébricos exigindo-se que tais aplicagdes sejam

também homomorfismos de dlgebras.
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Em vérias ocasioes, é 1til podermos expressar o produto exterior e a contragao em termos do

produto de Clifford. No caso em que u € V e A € C{(V, g), valem as seguintes relagdes
1 - 1 "
uAAzi(uAJrAu), UJA:§<UA7AU), (2.8)

como mostra um calculo direto.
Dada uma base ortonormal {e;} de V', segue da defini¢do do produto de Clifford que e; Ae; = e;e;

se i # j. Segue imediatamente que o k-vetor e;; A --- Ae;, pode ser escrito como
eil/\'-'/\eik:eil-ueik_. (29)

Ainda no contexto de uma base ortonormal {e;}, a eq. (2.4) nos dé e;e; + eje; = 2g;;, onde g;; =
g(ei, e;). Quando um subconjunto {E;} de C4(V, g), nao necessariamente composto de 1-vetores em
V, satisfaz a propriedade andloga E;E;+E,E; = 2g;;, dizemos que {E;} ¢ um ONs?. Neste caso, a
expressao E;E;+E;E; nao necessariamente representa o produto interno g(E;,E;) entre E; e E;, que
¢ dado pela eq. (2.6). Se ¢ é um elemento inversivel qualquer de C/(V, g), a expressdo E; = ce;c™!

claramente da origem a um exemplo de ONS.

Subalgebra par

O operador de paridade (-)" induz a seguinte decomposi¢io fundamental de C/(V,g) como soma
direta de subespagos vetoriais

crr(V,g) =, AFV), (2.10a)

k par

ce-(V,9) =P AF(V), (2.10b)

k impar

de forma que

CUV,g) =CLT(V.g) @ Cl™ (V. g).

Segue imediatamente que
CLE(V,g)ClH(V,g) CCLF(Vig) e CLH(V,g)CLT(V,g) € CE™(V.g), (2.11)

de maneira que tal decomposi¢do define uma estrutura Zs-graduada em C4(V,g) (vide capitulo 3
para maiores detalhes). Notamos que C£T(V, g) é entao uma subdlgebra, denominada de subdlgebra
par usual de C4(V, g). Denominamos ainda C¢~(V, g) de parte impar usual de C{(V, g).

Notamos que, utilizando exatamente o mesmo procedimento acima, podemos definir um produto
de Clifford sobre o espago das formas, de maneira a obtermos a algebra de Clifford C/(V*, g*). As

construgoes sao completamente andlogas as consideradas acima.

3Tal sigla vem da expressdo em inglés orthonormal set.



2. Conceitos fundamentais 9

Finalmente, observamos que existem varias outras maneiras de se definir as dlgebras de Clifford
e de Grassmann® (como mostram, por exemplo, o capitulo 14 de [Lou97] e os capitulos 1 e 2 de
[Ben87]). Nas defini¢bes acima, tanto a &dlgebra de Grassmann como a dlgebra de Clifford sao
definidas sobre o mesmo espaco vetorial V" dos multivetores, o que nos permite dar uma inter-

pretagdo geométrica direta para os elementos de C4(V, g).

2.2 Estrutura e classificacao das algebras de Clifford

Um espago vetorial real V' munido de uma métrica de assinatura (p,q) serd denotado a seguir
simplesmente por R?'?. Neste caso, a dlgebra de Clifford real correspondente C4(V, g) serd denotada
por Clp, 4(R), Cly, 4 ou ainda R, 4, com Cly o :=R.

Seja M (n,K) a élgebra das matrizes de ordem n sobre K =R, C ou H, onde H é a &lgebra dos

quatérnions.? Temos entdo a seguinte classificacdo para as dlgebras de Clifford reais.

Proposicao 2.1 C¢, ,(R) € dada, a menos de isomorfismos, por

p —¢q (mod8) Clpq(R)
0 M (272 R)

1 M (202 R) & M (2["/2]R)
2 M (273 R)

3 M (23 C)

4 M (2in/2=1 )
5

6

7

M (2[n/2]71’H) oM (2[71/2]71’H)
M (2[11/2]71,H)
IYICRERS)

onde n =p+ q e [n/2] denota a parte inteira de n/2. Equivalentemente,
Apq = A M(m,R),

onde

p—q (mod8) | 0 1 21314 5 6|7
A R|IReR|R|C | H| HeH | H

e m € dado por 2" = (dimg A) m?.

4Por exemplo, seja Z o ideal (vide segio 2.3) da &lgebra tensorial T(V) gerado por elementos da forma
AQ(u®u—g(u,u))® B, onde u € V e A,B € A(V). Entdo, mostra-se que C4(V,g) = T(V)/Z. Notamos que a
prépria dlgebra de Grassmann pode ser definida de maneira semelhante: se J é o ideal de T'(V') gerado por elementos
da forma AQu®u® B, onde u € V e A,B € A(V), entdao A(V) =2 T(V)/J. Uma outra definigdo para CL(V,g) é

ainda dada pelo teorema 3.8, pagina 34.
5Assim, M (n,K) = KM (n,R).
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As subdlgebras pares usuais CE;;q(R) podem ser classificadas da seguinte maneira:
Proposicao 2.2 Cl}, = Cly, 1 =Cly g1 =CL; .

Segue das proposicoes 2.1 e 2.2 que

C@;q ~ B® M(m,R), (2.12)
onde
— dg 0 11213 4 51617
p — ¢ (mod8) (2.13)
B ReR|R|C|H | HeH | H|C|R

e m é dado por 2PT9~1 =m? dimg B.

Podemos ainda considerar algebras de Clifford sobre o corpo dos nimeros complexos, que sao
particularmente tteis no contexto da teoria de Dirac. Adotaremos a definicao C4, ,(C) = C®
Cl, 4(R) para as algebras de Clifford complexas, que serdo ainda denotadas por C{(V,g), C¢, , ou
simplesmente C ® R, ;. Como podemos sempre multiplicar um elemento da &lgebra complexificada
pela unidade imagindria ¢, segue que todas as algebras C¢,, ,(C), com p + ¢ fixo, sdo isomorfas. Isto

torna a classificacao das dlgebras de Clifford complexas particularmente simples, como vemos abaixo.
Proposicao 2.3 4 menos de isomorfismos, CL, ,(C) sé depende de n =p+ q e € dada por

Clar(C) = M(2%,C),
Clops1(C) = M(2%,C) & M(2F,0).

Como discutimos no apéndice A, uma classe particularmente importante de algebras consiste
das chamadas algebras simples, que apresentam uma série de caracteristicas interessantes. Aqui
notamos apenas que segue da proposi¢ado A.2 e das proposigdes 2.1 e 2.3 acima que as dlgebras de
Clifford sobre espacos de dimensao par, tanto reais como complexas, podem ser caracterizadas como

algebras simples.

2.3 Representacoes, ideais e idempotentes

Uma representacao de um grupo G sobre um espago vetorial V' é um homomorfismo de grupos
p: G — Aut(V). Analogamente, uma representagido de uma algebra A sobre um espago vetorial V' é
um homomorfismo de algebras p : A — Aut(V). Em quaisquer destes casos, chamamos V' de espago
de representacdo e dizemos que V' carrega a representagao p.
Por exemplo, denotando a aplicagao identidade em V' por idy, temos a representagao trivial de
A sobre V dada por p(a) = idy, Va € A. Um exemplo mais util é dado pela representacao regular
de uma algebra A, que utiliza como espago de representacdo a prépria dlgebra. Tal representagiao é
definida por
l: A— Aut(A), I(a)b=ab, Ya,be A. (2.14)
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Como algebras de matrizes sdo naturalmente identificadas com espacos de automorfismos, a clas-
sificagao das algebras de Clifford vista na se¢ao anterior leva naturalmente a diversas representacoes
destas algebras. Por exemplo, vemos da proposicao 2.3 que a algebra de Clifford complexificada

associada ao espago de Minkowski é tal que
Cty 3(C) = M(4,0C).

Isto naturalmente d4 origem a representacdes de Cfq 3(C) da forma p : Cly 3(C) — Aut(C*). Voltare-
mos a este ponto mais tarde.
Duas representagoes p : A — Aut(V) e ¢ : A — Aut(W) séo ditas equivalentes se existe um

isomorfismo S : V' — W tal que o seguinte diagrama comuta

vy
S| 1S
w2

para todo a € A.
Dizemos que uma representagao p : A — Aut(V) é irredutivel se nenhum subespago nao-trivial

de V é deixado invariante por p, isto é, se dado um subespago W de V, temos
pla(W)CWVae A=W ={0} ou W=V.

Se V' puder ser decomposto como soma direta de subespagos nao-triviais invariantes por p, dizemos
que p é redutivel. Nesse caso, p induz uma representagao sobre cada um desses subespagos.

Um ideal & esquerda Z de uma &algebra A é um subespago vetorial de A tal que AZ C 7.
Definem-se analogamente ideais a direita e bilaterais de A. Dizemos que um ideal Z é minimal se
nao contém nenhum ideal diferente de {0} e Z. No caso de uma algebra de matrizes, cada coluna
define claramente um ideal minimal & esquerda. Por outro lado, no caso geral, a representagao
regular (eq. (2.14)) deixa vérios subespacos invariantes, sendo imediato que cada um desses espagos
é um ideal a esquerda de A. Podemos, no entanto, sempre tomar um tal subespago Z C A com
dimensdo minima. E entdo uma tautologia dizer que Z é um ideal a esquerda minimal, carregando
uma representagao irredutivel de A.

Um elemento nao-nulo P de uma &lgebra A é chamado de idempotente se P? = P. Dizemos
que um idempotente P é primitivo se P nao puder ser escrito como soma de dois idempotentes
ortogonais, isto é, se nao existirem idempotentes u,v com uv = 0 e P = u + v. Tal terminologia é
justificada pelo fato de que todo idempotente nao primitivo de uma algebra pode sempre ser escrito
como soma de idempotentes primitivos ortogonais. Para Cl1 3(R) e C¢; 3(C), e mais geralmente para
qualquer dlgebra simples (apéndice A), é possivel mostrar que todos os idempotentes primitivos sao
conjugados entre si, isto é, que dados dois idempotentes primitivos P, @, existe elemento inversivel
R na slgebra tal que Q = RPR™.
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Dado um elemento a de uma algebra A, é claro que Aa é sempre um ideal a esquerda de A,
talvez nao minimal. Como veremos adiante, no caso em que A é uma dlgebra de Clifford (isto é,
A = Cl, 4(R) ou C¢, 4(C)), os ideais & esquerda minimais de A podem ser associados a espagos de
espinores e, portanto, tém importancia fundamental. A relevancia dos idempotentes primitivos para

nossa discussao vem da seguinte caracterizagao de ideais minimais a esquerda.

Proposicao 2.4 Os ideais minimais ¢ esquerda de wma dlgebra de Clifford A sdao da forma AP,

onde P € um idempotente primitivo.

2.4 Grupos ortogonais e recobrimentos

Nesta, secdo, nos concentraremos no caso especifico do espaco-tempo de Minkowski R''3. Uma dis-
cussao geral sobre isometrias em espagos de assinatura arbitraria pode ser encontrada, por exemplo,
em [Ben87].

O grupo das isometrias de um espago vetorial V', munido de uma métrica g, é formado pelas
aplicagdes ¢ € Aut(V) que preservam g, isto é, que satisfazem g (o(2), p(y)) = g(z,y)Vr,y € V.
No caso do espago de Minkowski, tal grupo é denominado grupo de Lorentz, usualmente denotado
por O;3 ou £. A componente conexa da identidade SOf 3 (ou EL) de tal grupo consiste das
transformacoes de Lorentz que preservam causalidade (ortécronas) e preservam a orientagao espago-
temporal (préprias). Tais transformagoes sdo também chamadas de transformacoes de Lorentz
restritas.

Isometrias tém uma caracterizagao bastante 1til no contexto das algebras de Clifford. Notamos
inicialmente que, dado um elemento inversivel A € Cl; 3(R), a aplicagao ads : x — 2’ = AzA~1 é tal
que 22 = ArA7 Az At = A22 A1 = 2% Segue da eq. (2.5) que ad4 é isometria sempre que ad
preserva o subespago R (dos 1-vetores) de C/; 3(R). Com isto em mente, definimos o grupo de
Clifford I'y 3 como o subgrupo dos elementos inversiveis A em C/; 3 tais que ada(R"?) C R3. Com
isso, a discuss@o acima nos dé imediatamente que ady € O; 3 VA € I'1 3, de maneira que podemos

escrever

ad : F173 — 0173.

Pode-se mostrar que tal aplicagao ¢ de fato sobrejetora,® de forma que o grupo I'y 3 recobre o grupo

de Lorentz. Tal recobrimento é do tipo co — 1 (infinito para 1) ji que, para todo escalar A € R,

adAA = CLdA.

6Tal propriedade é véilida no caso geral desde que RP>? tenha dimenséo par. Para a construgio anloga em espagos
de assinatura arbitréaria, temos que modificar ligeiramente a definicdo de tal aplicagdo para que esta propriedade seja
satisfeita [Ben87].
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No entanto, é sempre possivel reduzir o grupo de Clifford I'; 3 de maneira que recobrimentos

duplos de O1 3 (e subgrupos) sejam obtidos. De fato, a reducio de I'; 3 ao subgrupo
Spinf 3 ={A €l 3: AcClizeg(A A) =1} (2.15)

produz exatamente um recobrimento duplo do grupo de Lorentz restrito SOf’g = EL Mais precisa-

mente, temos ad : Spin{ 3 — SO{ 3 sobrejetora com ker ad|spin33 = {£1} = Zo, de forma que

Spin‘i3
Zy

= S05 5.

Isto significa que, dada uma transformagao de Lorentz restrita A € SOT 3, existe S € Spin 5 tal que
A = adyg e assim
A(z) = adig(z) = SzS™1, Vo € RMS, (2.16)

Tal resultado pode ser estendido para espagos de assinatura arbitraria. Neste caso, a generaliza-

¢ao imediata da eq. (2.15):

Sping , ={A €T, : AcClf eg(A A) =1} (2.17)
nos dé o recobrimento duplo
Spinz,q ~ e
7, - SOy 4- (2.18)

Notamos da eq. (2.17) que Spin,, , C Cﬂ;q. Além disso, para p + ¢ < 5, pode-se caracterizar Spin,, ,
simplesmente como
Spinf, ={ReClf :RR=1} (p+q<5). (2.19)

Em particular, tal resultado vale no contexto do espaco de Minkowski R'3, de forma que podemos
reescrever a eq. (2.16) como

A(z) = SzS, Yo € RV,

e

E interessante observar que os grupos Spin,, ,

comn >3, e Spinin_l, com n > 4, sdo simples-
mente conexos. Desta forma, nestes casos o recobrimento duplo obtido acima é de fato universal. Em
particular, vemos que Spinj 5 é o recobrimento universal de El, de onde imediatamente concluimos
que (como grupos)

Spinf 5 = SL(2,C),

onde SL(2,C) é o grupo das matrizes 2 X 2 complexas A com det A = 1.

O fato de Spin],,_;, n > 4, ser o recobrimento universal de SO, _; é particularmente inte-
ressante do ponto de vista fisico. De fato, um grupo de simetrias G normalmente age sobre um
sistema quéntico via operadores unitarios, que formam uma representacao projetiva de G. Em uma
representacao projetiva, exige-se que as regras de uma representacao valham apenas a menos de uma

fase (que é tudo o que precisamos no contexto da mecénica quéntica). No entanto, sob hipdteses
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bastante amplas (vide p. ex. teorema 2.21 de [Tha92]), uma tal representagao projetiva induz uma
representacao unitdria (usual) do grupo de recobrimento universal de G. Assim, agdes de grupos
de simetrias sao intimamente relacionadas a representacoes unitarias dos grupos de recobrimento
correspondentes.
Finalmente, observamos que a algebra de Lie associada a Spin; o bem uma caracterizagao bastante
simples:
Lie(Spinj, ,) = A*(RP),

com o colchete de Lie sendo dado pelo comutador usual em C¢,, ,(R). Desta forma, isometrias podem
ser sempre escritas como produtos de termos do tipo ege“/\e", onde {e,} é uma base ortonormal
de RP4. Claramente, em R tal termo representa (i) uma rotagiao no plano dado por e, Ney, se

1 <p<v<3, ou (ii) um boost na diregdo kse u=0ev=~k=1,2,3.

2.5 Espinores e a algebra do espaco-tempo

Denotemos por |1)) a expressdo de um espinor de Dirac, com valores em C*, em relacdo a um certo
referencial. A equagdo de Dirac em espago-tempo chato é entdo dada por (em unidades naturais,
onde hi=c=1)

A (10, — qA,) [0) = mlw), (2.20)

onde ¢ e m denotam respectivamente a carga e a massa da particula de spin-1/2 descrita por [¢), A,

é o potencial eletromagnético, e {y*} s@o as matrizes gama em uma dada representagao, satisfazendo
Y A = gM, (2.21)

com (g") = diag(+1,—1,—1,—1). Diremos ainda que tais v* sdo matrizes de Dirac quando estas

satisfizerem, além da eq. (2.21), a condicao
(7T = 779°.
Sob uma transformagao de Lorentz restrita A = (A*)) € Ll_ conectando dois referenciais inerciais
"= Az,
temos a transformagao

(W' (2™)) = LIy (A", 2)) (2.22)

para o espinor, onde a matriz L relaciona-se a A*, por

AF 4 = L7 yM L.

Tais L sao gerados pelas transformagoes infinitesimais definidas por o# = 3 [y*,+"]. Por exemplo,

um boost com velocidade v = tanh € (com ¢ = 1) na diregao 7 corresponde a L = ei%(”k"’w), enquanto
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uma rotacao espacial de um angulo ¢ em torno de 7 nos déd L = ¢i% (n'ozstn’ogi+nions) Assim, oH¥
sdo geradores de transformagoes de Lorentz que agem sobre a parte espinorial de |¢).7
A eq. (2.21) mostra que as matrizes v* geram uma cépia da dlgebra de Clifford C¢; 3(C). Mais

precisamente, tomando uma base ortonormal {e,} de R, segue imediatamente da eq. (2.21) que
p: Célﬁg(C) - M(4,(C),

definido por
p(1) = Lixa, p(e) =", (2.23)

é isomorfismo de dlgebras complexas. Tal p define uma representagao de Cl; 3(C) sobre C*, de
maneira que os espinores de Dirac 1) € C* sdo elementos do espaco de representagio correspondente.
Como Ct; 3(C) =2 M(4,C), tal representacio é claramente irredutivel.® Lembramos da segao 2.3 que
a representagao regular [ (eq. (2.14)) também define uma representacao irredutivel de C¢; 3(C), onde
o espago de representacao é dado por um ideal & esquerda minimal da &lgebra. Como em uma
algebra simples todas as representagoes irredutiveis sdo equivalentes (apéndice A), concluimos que
p e | sao necessariamente equivalentes. Desta forma, podemos identificar elementos de ideais a

esquerda minimais de C¢; 3(C) com espinores de Dirac. Isto motiva a seguinte definicéo:

Definicao 2.5 Um espinor algébrico é um elemento de um ideal a esquerda minimal de uma dlgebra

de Clifford.

Como adiantamos na introdugao, a arbitrariedade na escolha de um tal ideal & esquerda minimal
dentro de C¢; 3(C) pode ser utilizada na constru¢io de modelos de teorias de calibre e, em especial,

para se recuperar as interagoes eletrofracas. Este é o assunto do capitulo 5.

2.5.1 Conjuntos espectrais

Um resultado fundamental relativo a dlgebras simples (apéndice A) é o de que a unidade 1 de uma

tal algebra pode sempre ser escrita como uma soma

1=Y P (2.24)
k=1
de idempotentes primitivos Py, com
Py Py = 011 Py, (2.25)

(neste caso, dizemos que os idempotentes sao ortogonais). Um sistema de idempotentes primitivos

{Py}}_, satisfazendo as egs. (2.24) e (2.25) é denominado um conjunto espectral. Ainda, o nimero

7Ainda, os geradores correspondentes para o espaco-tempo sio as componentes do momento angular Lyy. Assim,

agindo sobre o espaco total das funcoes de onda, as transformagoes de Lorentz sdo geradas por M, = L,y + %a‘w.
8Isto ndo deve ser confundido com o fato de que espinores de Dirac carregam a representacio redutivel

D(1/2.0) ¢ D(0:1/2) do grupo Spin§ 5 = SL(2,C).
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7 na expressao acima é invariante em qualquer decomposicao como a acima. Por exemplo, para

Ct1 3(C) temos r = 4. A seguir, discutimos alguns exemplos de conjuntos espectrais.

Algebra do espago-tempo complexa

Em termos da representacao matricial p : C¢; 3(C) — M(4,C) dada pela eq. (2.23), podemos sempre

escolher um conjunto espectral { Py} para Cf1 3(C) tal que

s p(2) = : (2.26a)

p(Pr) =

s p(Py) = (2.26b)

p(P3) =

o O o O o O o =
o O O O o O O O
S = O O o O O O
o O o O o O O O
o O o O o O O O
o O o O o o = O
o O o O o O O O
_= o O O o O o O

Com isso, o espago dos espinores algébricos associados ao ideal minimal & esquerda Cf; 3(C)Py,
correspondente & definicao 2.5, é identificado com a k-ésima coluna de M (4,C). Por exemplo, um

espinor algébrico ¢ € Cly 3(C)P; neste caso é levado, via p, ao espinor-coluna

Y1 0 0 O 1 0 0 O
P 0 0 0 0 0 0 O
= = P y P fr— P =
) Yy 0 0 0 |4) P1 1=p(P1) 00 0 0
Py 0 0 O 0 0 0 O

E claro que o conjunto {Py}, determinado pelas egs. (2.26), depende da escolha da representacao
p acima, ou seja, da escolha da representacao das matrizes 7,. Consideremos alguns exemplos:

(i) Na representagao padréo v, = ’yff das matrizes de Dirac, temos [1tz80]:

I 0 0 —7
st st = . k=1,2,3 2.27
w=(g %) (0 ) )

(7 sdo as matrizes de Pauli). Um cdlculo direto mostra que os idempotentes matriciais nas eqgs. (2.26)
sao dados por 3(1 £7§%)1(1 & iy%). Desta forma, os idempotentes correspondentes P, € C/; 3(C),

determinados por p, sao

1 1 1 1
b= 5(1 + 60)5(1 +iez), Pp= 5(1 +€0)§(1 —ie1a), (2.28a)

1 1 . 1 1 .
P3 = 5(1—60)5(14-2612), P4: 5(1—60)5(1—1612). (228b)
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(ii) Na representacao quiral vy, = 'yﬁh, onde [1tz80]

0 -I 0 -7
ch — . oyh = , k=123, 2.29
Yo < I 0 ) Tk ( - 0 ) ( )

um célculo andlogo nos da
1 1 . 1 1 .
P = 5(1 + 630)5(1 — ZB()123)7 Py, = 5(1 + 630)5(1 + 160123), (230&)
1 1 . 1 1 .
P3 = 5(1 — 630)5(1 — 160123), P4 = 5(1 — 630)5(1 + 160123). (230b)

(iii) Na representacao de Majorana v, = v/, onde [Itz80]

B = y = y = y = 5
0 T2 0 ! 0 —iTg 2 —T2 0 3 0 iTl

(2.31)
um célculo anédlogo nos da
1 1 . 1 1 .
Pl 25(1+€20)§(1+Z€1), P2=§<1—|—€20)§<1—Z€1), (2323)
1 1 . 1 1 .
P3:§(1—620)§(1+’L€1), P4=§(1—€20)§(1—261). (232b)

O estudo da relagao entre diferentes representacoes das matrizes y* e diferentes conjuntos es-
pectrais { P, } em C¢; 3(C) mostra-se util em diferentes contextos, nao necessariamente relacionados a
formulagdes multivetoriais da equagdo de Dirac. No apéndice C, anexamos uma publicagao [Mos03b]
onde exploramos tal tépico para construir um esquema de reconstrugdo tomogréfica para espinores
de Dirac.

Algebra do espago-tempo real

No caso da élgebra do espago-tempo real C¢; 3(R), sabemos da proposigao 2.1 que
Cly 3(R) = M(2,H).

Por exemplo, uma representagao matricial ¢ : Cfq 3(R) — M(2, H) é dada por

B 1 0 o) — 0 1 o) — 0 g ) — 0 k
C(@o)—(o —1>’<(1)_<Z O>7<(2) (j 0>7<(3) <l€ O)a

onde {e,} é uma base ortonormal de R»? e 4, j, k sdo as unidades imaginarias quaterniénicas. Um

conjunto espectral para M(2,H) é dado for {f, f2}, onde

f1=%(1+€0), f2=%(1—60)- (2.33)
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Isto pode ser visto da proposi¢do A.7 ou diretamente da representacdo matricial acima, de onde

segue que as imagens de fi e fo em M(2,H) séo

10 00
<(f1)<0 o)’ C(fz)(o 1>~

Como M (2,H) é uma &dlgebra simples, todos os seus idempotentes primitivos sdo conjugados
entre si (apéndice A). Assim, a expressao geral de um idempotente primitivo em M (2, H) é dada
por

f= %(1+u), (2.34)
onde u = SepS™! para algum elemento inversivel S € Ct 3(R).
Finalmente, consideremos algumas relagbes motivadas pela correspondéncia entre espinores-

coluna e espinores algébricos.

Conjugacao hermitiana e traco em C/¢; 3(C)

Proposicao 2.6 Dada uma representagdo p : Cly 3(C) — M(4,C) como na eq. (2.23), definamos

uma operagdo de conjugacdo em Cly 3(C) por
Al = p7t (p(A)T), A€l 3(C), (2.35)
onde p(A)T denota a conjugacio hermitiana usual em M(4,C). Entdo
Al = egA*ey. (2.36)
Conseqiientemente, tal operacdo independe de p.

dem.: Segue da defini¢io (2.35) que, dados A € C e A, B € Cl; 3(C), temos (AA)T = X*(A)T e
(AB)T = BTAT. Logo, a agdo de (-)! é determinada por (e,,)f, u =0,1,2,3, que é dado por (e,)! =
pt (plep)T) = p7t (7)) = P~ (07uY0) = €oeneo. Por outro lado, se f : Cly 3(C) — Cly5(C) é
dado por f(A) = egA*eq, é imediato que f(AA) = N f(A), f(AB) = f(B)f(A) e f(e,) = eoepco,
w=0,1,2,3. Portanto, f = (:)I.0

Proposigao 2.7 Nas condi¢does acima, o trago em M(4,C) ¢é relacionado a projecdo escalar (-)o

em Cl13(C) por tr(p(¥)) = 4()o.
dem.: Expandindo ¢ = a+ate,+--- , temos p(¢) = al +a*y,+--- = tr(p(¥)) = 4a = 4 (1),.0
Corolério 2.8 Na notagio acima, (Y1]ihs) = 4(¥i1hs)o.

O corolédrio acima pode ser usado para definir um produto interno em cada ideal minimal a

esquerda em C¢; 3(C). Dados os espinores algébricos 11, 12 em C¢; 3(C)P, definimos

(1, 92) = 4(¥]e2)o, (2.37)

de maneira que (1, 12) = (1 |12). Notemos que, com isso, (11]1h2) = (1, €%s), onde (1| = (¥|°.
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Observagao 2.9 Um conjunto de idempotentes primitivos { P} em Cly 3(C) definido via egs. (2.26)
sempre satisfaz P,I = P, k=1,2,3,4. Isto seque imediatamente da eq. (2.35) e da expressio de
p(Py) nas egs. (2.26).

2.6 Espinores e fibrados de Clifford

Seja M uma variedade munida de um tensor métrico g de assinatura (p,q). Com isso, cada espago
tangente T, M de M, dotado da métrica g,, é isomorfo a RP?. Desta forma, faz sentido definir o
fibrado de Clifford C¢(M, g) sobre M por

Cl(M,g) =U,enCUTLM, gz). (2.38)

H4, no entanto, uma outra maneira de se definir tal fibrado, que torna aparente a relacao de C¢(M, g)
com possiveis estruturas espinorias associadas a M.

Lembramos que dado um fibrado principal 7 : P — M com grupo estrutural G, e dada uma
representacao p de G sobre um espago vetorial V', podemos construir o fibrado vetorial P x, V,
associado a P, cujos elementos sdo classes de equivaléncia de pares (p,v) € P x V', com [(p,v)] =
{(pg~*,p(g9) -v) : g € G} [Cho82] (vide também apéndice B). A estrutura vetorial de P x, V é
entdo dada por «[(p, v1)] + B[(p, v2)] = [(p, @v1 + Bv2)], onde «, B sdo escalares associados ao espago

vetorial V.

Definicao 2.10 Um espago-tempo € uma variedade 4-dimensional lorentziana (i.e., munida de um

tensor métrico de assinatura (1,3)), orientada e orientada no tempo [Cho82].

Dado um espago-tempo M, denotaremos por PSOTS(M ) o fibrado principal dos referenciais
ortonormais em M, cujas se¢oes podem ser pensadas como referenciais {e,} orientados e orien-
tados no tempo [Cho82]. E um fato bem conhecido que o fibrado tangente T'M pode ser identificado

com o fibrado vetorial associado
TM = Pso; (M) x, R"?, (2.39)

onde ¢ : SO7; — Aut(R'3), ©(g) : v — gv, é a representacio canénica de SOf 5 sobre R'3,
Tal representacao admite uma extensdo a toda a algebra de Clifford’ R, 3 dada por ¢ : SOi3 —
Aut(Ry 3), ¢(9)-(v1A- - -Avg) = p(g)-v1A- - -Ap(g)-vk. A construcdo andloga a eq. (2.39) para o fibrado
vetorial associado a Psoe , — agora com fibra tipica Ry 3 e representagao ¢ : SOf 3 — Aut(Ry3) —
nos d4 entio diretamente

Cé(M, g) = PSO‘{‘Y:; (M) Xg RLg. (240)

9 Aqui R1,3 denota a dlgebra de Clifford associada ao espago de Minkowski R1:3. Seguiremos sempre a convencio
de denotar tal dlgebra por Ry 3 (ao invés de C¢1,3(R)) quando esta for identificada com a fibra tipica de um fibrado

associado.
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Desta forma, se¢oes do fibrado C4(M, g) se transformam como tensores sob transformagoes de
Lorentz. Como discutimos na secao 2.4, no contexto de espinores é necessario introduzir repre-
sentacoes do recobrimento universal Spin‘i?, do grupo de Lorentz. Em outras palavras, o que se deseja
é associar espinores com se¢oes de um fibrado associado a um certo fibrado principal PSpin‘i:;(M ),
com grupo estrutural Spinj 5, de maneira “compativel” com a estrutura de PSOT,g(M ). Tal nocao
de compatibilidade é tornada precisa pela definicao a seguir.

Antes disso, lembremos que o homomorfismo ad : Spin{ 3 —Aut(R"?) define um recobrimento
duplo (de fato, o recobrimento universal) do grupo de Lorentz restrito SOY 5 (segdo 2.4). Desta
forma, ad define uma representacao do grupo Spini3 sobre R'3, que pode ser claramente estendida

a uma representagao de Sping 3 sobre R; 3 da maneira evidente:
ad : Spin§ 3 — Aut(Ry3), ady :a— uau™". (2.41)

Definicao 2.11 Uma estrutura espinorial para M consiste de um fibrado principal 7s : Pspine , (M) —

M, com grupo Spini?,, e um mapa
S PSpin‘l"_ﬁ (M) — PSOT,s (M) (242)

satisfazendo as sequintes condicoes:
(i) m(s(p)) = ms(p) VP € Psping ,(M), onde m € a projecio associada ao fibrado Psos ,(M);
(ii) s(pu) = s(p)ady, Vp € Pspins ,(M), onde ad ¢ dado pela eq. (2.41).

E importante observar que uma estrutura espinorial para M nem sempre existe e, quando existe,
nem sempre é Unica. Seja H"(M,Zs) o n-ésimo grupo de cohomologia de M a coeficientes em Zs
[Nak96]. Pode-se mostrar que uma condicao necessiria e suficiente para que M admita uma estrutura
espinorial é que a segunda classe de Stiefel-Whitney wq(M) (que é um elemento de H%(M,Zs)) de
M se anule. Ainda, quando uma tal estrutura espinorial existe, pode-se mostrar que ela é unica, a
menos de isomorfismos, se e somente se H'(M,Zy) é trivial. Portanto, a existéncia e unicidade de

estruturas espinoriais é governada pela topologia de M, e nao por condicoes locais.

Definicao 2.12 Se¢oes de Pspine ,(M) sdo denominadas referenciais espinoriais, enquanto segoes
de Psos (M) sio denominadas referenciais de Lorentz. Ainda, chamaremos as secoes de CL(M, g)
de campos de Clifford.

Observagao 2.13 Para um espago-tempo nao-compacto M (definicao 2.10), um resultado funda-
mental, devido a Geroch [Ger68], mostra que M admite uma estrutura espinorial se, e somente se,
Pso: (M) € trivial.

Lembramos que um fibrado principal é trivial se, e somente se, admite uma secao global [Nak96].
Desta forma, o resultado de Geroch nos diz que um espago-tempo nao-compacto admite uma estru-

tura espinorial se, e somente se, admite um referencial de Lorentz globalmente definido.
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Observagao 2.14 E interessante notar que o resultado de Geroch continua sendo vdlido se substi-
tuirmos Psos (M) por Pspine . (M) na observagao 2.13 ([Ger68], nota de rodapé 25). Desta forma,

quando um espago-tempo nao-compacto possui uma estrutura espinorial, o fibrado Psping (M) ¢

trivial e, portanto, todo fibrado associado a Pspins (M) ¢é também trivial.

Observamos que o homomorfismo ad : Spin{ 3 —Aut(R; 3) da eq. (2.41) é tal que ad_; = idg, ;-
Desta forma, ad induz uma representacao de SO?3 sobre Ry 3, que claramente coincide com ¢ usado

na eq. (2.40). Com isso, pode-se mostrar que C¢(M, g) pode ser identificado com o fibrado associado
CUM, g) = Psping ,(M) Xaq Ry 3. (2.43)

E importante notar entretanto que a defini¢ao de C¢(M, g) independe da existéncia de uma estrutura
espinorial para M, como mostra a eq. (2.40) (e ainda a eq. (2.38)).

Notamos ainda que a estrutura de fibrado associado de PSPinig(M ) Xad Ri3 nos diz que os
elementos de C4(M,g) podem ser identificados com classes de equivaléncia [(p,a)] de pares (p,a),

1

onde p € Pspins ,(M), a € Ry 3 e (p,a) ~ (p',ad) & p =pu™, d = uau~!, para algum u € Spin{ 3.

Observacgao 2.15 Denotaremos a base canénica'® de R'3 C Ry 3 por {E,}, onde aqui Ry 3 deve ser
considerado uma dlgebra de Clifford abstrata, identificada com a fibra tipica dos fibrados associados
a Pspine ,(M) (cf nota de rodapé 9). Assim, tais E, nao denotam vetores tangentes a M, que sdo

elementos de TM C CU(M, g), mas apenas elementos da fibra tipica pertinente.

Suponhamos que M possua uma estrutura espinorial e seja = € sec PSpinffy3 (M) um referencial
espinorial globalmente definido em M, com {e,} o referencial de Lorentz correspondente (defini¢ao
2.11), dado por {eq(2)} = s(E(z)). Entao, o mapa Cl(M,g) — Pspins , (M) Xaa Ry 3 gerado pela
correspondéncia

ea(?) = [(Ex), E,)] (2.44)

claramente implementa o isomorfismo da eq. (2.43).12

Definicao 2.16 Seja M uma variedade munida de uma estrutura espinorial. Um fibrado espinorial

real (complexo) em M é um fibrado associado
S(M) = PSpini:s(M) Xp Vv

onde p € uma representacdo de Spiniﬁ sobre o espago vetorial real (complexo) V.

OTsto 6, o =(1000)t, B =(0100)}, B2=(0010) e E3=(000 1)%.

HDenotaremos o espaco das segdes em um dado fibrado principal ou vetorial S por sec S.

12Notamos ainda que tal identificacdo é covariante sob uma mudanca de referencial. De fato, se 2/ € sec Pspini3 (M)
é um outro referencial espinorial em M, sabemos da estrutura de fibrado principal de PSPi“ii,s(M) que, para cada
x € M, existe (um tnico) u(x) € Sping 5 tal que Z'(z) = E(z)u(z). Se definirmos, como acima, ey (z) = s(Z'(z)),
entiio ¢),(2) = s(E(@)u(z)) = s(E(@))ady() = (ady(@)ies(@) — (ady(e)? [(E@), Ep)] = [(E(@), (ady(e))’Es)] =
[(E(2), ady (2 Ea)] = [(E(@), u(@) Eau(z) )] = [(E@)u(=), Ea)] = (' (2), Ea)) .
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Se V = C* e ju é a representacio D(1/2:9 g D(0:1/2) do grupo Spin 3 = SL(2,C), o fibrado S(M)
corresponde & definigdo usual para o fibrado espinorial representando particulas de Dirac [Cho82].
Como vimos na secao 2.5, espinores podem ser ainda definidos através de ideais a esquerda minimais

de Ry 3. A versao covariante de tal construcao ¢é considerada a seguir (vide também eq. (2.45)).
Definicao 2.17 O fibrado espinorial real de Clifford a esquerda em M € o fibrado associado

Cce (M) = PSpinig, (M) X1 RLg

!
Spin{ 3
onde | € a representagdo regular de Sping 3 sobre Ry 3, isto €, I(u) : a — ua.

Segue da estrutura de fibrado associado que os elementos de Cﬁlspme (M) séo classes de equiva-
1,3

L o' = ua, para

léncia de pares (p,a), onde p € Pspine ,(M), a € Ryz e (p,a) ~ (p/,d') & p' = pu”
algum u € Spin{ 3. E interessante ainda notar que o fibrado acima é um caso particular de fibrado

espinorial real em M (definigao 2.16).
Proposicao 2.18 Eziste uma acao a direita natural de Ry 3 em CﬂSpini 3(M)

dem.: Dados b € Ri3 e a € Cﬁlspinia(M, g), seja (p,a) um representante para « e definamos

1

ab := [(p, ab)] . Se outro representante (pu~!,ua) for escolhido para «, temos (pu=1, uab) ~ (p,ab) e

assim ab é um elemento bem definido de CélSpinf ,(M).0

Denotemos o espago das funcées Ry s3-valorizadas em M por F(M,R; 3). Segue imediatamente

da proposigao acima que

Coroldrio 2.19 Eziste uma acdo a direita natural de F(M, Ry 3) em secCl (M).

Spinif’3

Podemos agora facilmente generalizar o conceito de espinor algébrico da secao 2.5 para campos
espinoriais. Dado um idempotente primitivo P € R; 3, a proposicao acima nos permite definir
subfibrados de CélSpini?’ (M) correspondentes a ideais minimais em cada fibra tipica de Cfépin?g(M )-
Mais precisamente, todo idempotente primitivo f € Ry 3 induz um subfibrado I(M) de Cngpinis(M)v

constituido por elementos da forma

Y= Qofa pe C’ngpini3 (M)

Secbes ¢ € sec (M) C sec CZlSpiniB(M ) serdo chamadas de campos espinoriais algébricos reais.

De maneira inteiramente andloga, definimos o fibrado espinorial de Clifford & esquerda complexo
(Cngpinfﬁ (M) = PSpin(f,s(M) X1 (C ® RLg). (245)

Do mesmo modo, um idempotente primitivo de P € C ® Ry 3 define um subfibrado Ic(M) de
C! (M), constituido por elementos da forma ¢ = pP € (CﬁlspmT ,(M). Segdes de tal subfibrado

in€
Sme3

serao chamadas de campos espinoriais algébricos complexos.
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Por exemplo, consideremos o conjunto espectral {Py} associado & representacdo padrao das

matrizes de Dirac (vide observagdo 2.15):

1 1 1 1

Py =51+ Eo)y(1+iEw), Py=5(1+Eo)g(1—iFn), (2.46a)
1 1 . 1 1 .

P3 = 5(1—E0)§(1+ZE12)7 P4 == 5(1_EO)§(1_2E12)- (246b)

A escolha P = P; define entao espinores algébricos complexos v € sec (Cﬁépinis(M ) satisfazendo

1 1
b =yP, 1 €secClyy,. (M), P= 5(1 + E0)§(1 +iF13). (2.47)
E ainda til definir fibrados & direita, de forma analoga ao que fizemos acima.
Definicao 2.20 O fibrado espinorial real de Clifford a direita em M € o fibrado associado

Cegpin‘i3 (M) = IDSpinf:3 (M) Xr Ry

onde r € a representacio de Spin{ 5 em Ry 3 dada por r(a) : Ry 3 — Ry 3, o — za™ 1.

Notamos que os elementos de Clg ;.. (M) sao classes de equivaléncia [(p, a)] de pares (p, a), onde
P € Pspins ,(M), a € Ry 3¢ (p,a) ~ (p),d') & p =pu™!, o = au™!, para algum u € Spin] .
O fibrado a direita complexo (Cégpm,is(M) = Psping , (M) x; (C®Ry,3) pode ainda ser definido

da maneira evidente. A proposigao 2.18 e o corolario 2.19 tém o seguinte andlogo a direita.

Proposigcao 2.21 Ewiste uma acdo a esquerda natural de Ry 5 em C@gpini3 (M). Segue que existe

uma a¢do & esquerda natural de F(M,R; 3) em sec Cﬂgpinig (M).
E ainda possivel definir as seguintes acoes nos varios fibrados associados a Pspine 3(M ).

Proposicao 2.22 Eriste uma ag¢do & esquerda natural de secCU(M,g) em secCélSpinig(M) e uma

agdo a direita natural de secCL(M, g) em secCly,. (M).

dem.: Dados a € secCl(M,g) e 3 € secClL ,(M,g), sejam (p,a) um representante de

Spin§
a(z), e (p,b) um representante de B(x) (com p € 7 1(x)). Definamos (af8)(z) := [(p,ab)] €
Cﬂlspinffs(M, g). Se (pu=t uau~t) e (pu~!,ub) sdo outros representantes a(x) e ((z), respectiva-

1

mente, temos (pu~!, uau"tub) = (pu~*t,uab) ~ (p,ab) e assim (aB)(x) é um elemento bem definido

de Cflspin;,s(Ma g).0

Proposigao 2.23 FExistem emparelhamentos naturais
(i) secC(lSpini3 (M) x SecC'fgpiniS(M) — secCl(M, g),
(ii) secCégpiniS(M) x sec CLL (M) — F(M,Ry3).

Spini3

dem.: Sejam o € secCéfSpinis_(M) ef e sec(%gpini3 (M), com a(z) = [(p,a)] e B(x) = [(p,b)]

(onde p € 7=1(z)). Definimos entdo (af3)(x) := [(p,ab)] € CL(M,g) e (Ba)(x) := ab € Ry 3. Uma

argumentacao analoga a acima mostra que tais elementos estao bem definidos.[]
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Secoes associadas a um referencial espinorial

Segue diretamente da defini¢ao de C£(M, g) dada pela eq. (2.38) que a se¢do unidade 1 € sec C4(M, g),
dada por x — 1 € CU(T,, M, g.), é certamente bem definida. Para referéncia futura, vejamos como
isto também pode ser visto da estrutura de fibrado associado de PSpin;g (M) Xqqa Ry 3.

Dadas duas trivializagoes locais
®; N U;) — U; x Spin{ 3, @;: 71'_1(Uj) — Uj x Spinf 4
do fibrado principal Peping , (M), com ®;(u) = (z:=m(u), ¢;,(u)), temos a fungao de transicao cor-
respondente g;; : U; N U; — Spiny 3,
9ij (1) = @i (u) 0 ¢ (u) 7,

onde tal g;; independe de u [Cho82]. As fun¢bes de transigdo correspondentes de um fibrado as-
sociado, determinado por uma representacao p sobre o espago vetorial V, sdo sempre dadas por
pogij: UinU; — End(V) [Cho82]. Desta forma, as fungoes de transi¢do correspondentes a trivia-
lizagoes locais

U om, N (U) = Ui xRyg, 0w, N (U;) — Uj x Ry 3

do fibrado associado C4(M, g) = PSPini,s (M) Xqq Ry 3 s@o dadas por h;; : U;NU; — End(R; 3), com
hij(z) = ady, ; (2)-

Consideremos a secao local 1; : U; — C¢(M, g), dada por
1i(z) = ¥, (2, 1). (2.48)

Como hij(z) - 1 = adg,,()(1) = gij(z)""1gi;(x) = 1, a expressao acima induz uma se¢ao global

1 € secCl(M, g), cuja expressao local é dada por (2.48), ou seja,
1|y, = 1;.

Assim, a segao identidade é bem definida em C¢(M, g), como ji sabfamos de antemao da definigao
de C4(M, g) dada pela eq. (2.38).
Vamos agora considerar o fibrado vetorial C’Egpm;q(M) = Psping (M) X R, 4. Neste caso, as
fungoes de transi¢ao correspondentes a trivializagoes locais
Q1 (Us) — Ui x Rpg, Ws_cl(Uj) = Uj xRpyq

sc

de Clg (M) sao dadas por k;; : U; NU; — End(R, 4), com

ineé
Sping, ,

kij(z) = r(gij (7)),
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onde r(u) : R, — Ry, 4, a— au~!. Desta forma, definindo se¢des locais 17 : U; — Clypine (M),
p,q
17(z) = Q; Y (z,1), zeU;

vemos que tais se¢des ndo coincidem nas intersecgdes U; N Uj. De fato, como Q;(1](z)) = (x,1) e
Qj(lg(x)) = (x,1), temos 17 (z) = 1;(33) e 1l=kjiz) 1el=r(gj@) 1el=1gix) " e

gij(z) = 1. Uma argumentacdo andloga vale ainda para o fibrado C/ (M). Com isso, temos a

!

Sping, .

Proposigao 2.24 Eziste uma “secao unidade” globalmente definida em CEg ;.. (M) (Cflspine (M))
p,q P,q

se, e somente se, Pspine (M) € trivial.

Em geral, PSpinf)’q(M ) ndo é um fibrado trivial (quando existe). No entanto, como vimos na
observagao 2.14, se M é um espago-tempo nao-compacto entao PSPin‘f,s(M ) é trivial sempre que
M admitir uma estrutura espinorial. Neste caso, vemos da proposicao acima que C@gpinff?3 (M)
e Cﬁlspiniz(M ) tém “secoes unidade” globalmente definidas. E importante notar entretanto que,
mesmo neste caso, cada escolha diferente de trivializacao global em Cfgpinig(M ) induz uma se¢ao
17 distinta. Portanto, contrariamente ao fibrado de Clifford C£(M, g), ndo existe escolha canonica
de “secao unidade” em ngpini:; (M) e C@lspin;q(M).

No caso de um espago-tempo nao-compacto M admitindo uma estrutura espinorial, a observagao
2.14 nos permite tomar referenciais espinoriais globalmente definidos em M. Claramente, cada es-
colha de referencial espinorial = € sec Pspin;B(M ) induz uma trivializacao global @z : PSpin;3 (M) —
M x Spin] 3, dada por @gl(a:, 1) = Z(x). Como mostramos a seguir, o referencial espinorial = pode

ainda ser usado para induzir certas segdes de referéncia nos vérios fibrados associados a Psping , (M):

(i) C(M,g) Seja {E,} a base canonica de R C R; 3, como na observagao 2.15. Seja

eq € secCl(M, g) definido por e,(z) = [(E(z), E,)]. Notamos que isto induz uma base multivetorial
{er(z)} para cada € M. Notamos ainda que esta definicao de e, é compativel com a especi-
ficagao do referencial de Lorentz {e,} = (=) determinada pelo mapa s : Pspins , (M) — Psos (M),

associado & estrutura espinorial em M (vide eq. (2.44) e nota de rodapé 12).

(i) Clopine (M) Seja 1L € secCli,y,e (M) definido por 12(z) = [(E(x),1)]. Segue imedia-

l

tamente do coroldrio 2.19 que uma segao arbitraria a € sec Cfspinis(M ) pode ser escrita como

o= llEf7 com f € F(M,Ry3).

(iii) C/3 (M,g) Seja 1L € secClL (M) definido por 1L(z) = [(Z(z),1)]. Segue ime-

Spini”3 Spini3
l

Spinj?,(M) pode ser escrita como

diatamente do corolario 2.19 que uma secao arbitraria a € secC¥¢
a = f1L, com f € F(M,Ry ).



26 2.6 Espinores e fibrados de Clifford

Proposigao 2.25 As vdrias se¢oes definidas acima, associadas a uma escolha de um dado referen-
cial =, se relacionam por

(i) Bq = 1L (2)eq ()15 (2),

(i) 1L1Z =1 € CU(M, g),

(iii) 1215 =1 € Ry 3.

dem.: Imediata. Por exemplo, para cada x € M temos da proposi¢ao 2.22 que 1LZ(z)eq(x) =
[(E(2),1E,)] = [(E(z), E,)] € secCéSpme (M). Segue da proposiciao 2.23 que 1L(x)e,(x)1L(x) =
E,1=F,O

Vejamos agora como as secoes definidas acima se comportam sob uma uma mudanga de referen-
cial espinorial. Dados dois referenciais espinoriais globais Z,Z" € sec(Psping ,(M)) (como acima),
sabemos da estrutura de fibrado principal de Pspin: ,(M) que, para cada x € M, existe (um tnico)
u(x) € Spin{ 5 tal que Z'(x) = E(z)u(x)". Sejain ea, 1%, 1L e e/, 1L, 1L, as se¢des globais

correspondentes associadas respectivamente a = e Z' (como acima).

1 onde u :

Proposigao 2.26 Sejam =Z,Z' dois referenciais espinoriais relacionados por Z' = Zu
x+— u(x) € Spin{ 3. Entdo

(i) e}, = U te U,

(ii) 1L, = 1Lbu ™t = U1,

(idi) 1%, = ull = 15U,
onde U € secCl(M,g) € o campo de Clifford associado a u por U(z) = [(E(z),u(x))] € CL(M,g).
Ainda, em (i) e (iii), u=' e u agem respectivamente em 15 € sec Célspin;S(M) elz € secClyyine (M)

sequndo a proposi¢do 2.19.

dem.: (i) Nanotacio acima, e/, (z) = [(Z'(x), E,)] = [(E(z)u(z) ™1, E,)] = [(E(2), u(x) " Eu(z)))
— [(E(@), u@) [EE), B)(E@), w(@)] = Ur) ea()U (@)

(i) Segue da proposigio 2.22 que 15.(z) = [(F(x). )] = [(Se)u@) 1] = [(Ee). 1u(a))] =
[(E(z),u(x))] = u(z)1Z(z), onde no ultimo passo usamos a proposigao 2.19 e o fato de que 1L (x) =
(). 1] Par . segund. e, tmon Wa)16) = (260, ()] = (50 D) w()] =

1Z(x)U(x). Notemos que no dltimo passo temos um produto entre um elemento de CESpian (M)
(i.e. [(E(x),1)]) e um elemento de C4(M, g) (i.e. [(E(z),u(x))]). O caso (ii) é inteiramente andlogo.O]

[1] =3



Capitulo 3

Zo-graduacoes de algebras de

Clifford e estruturas multivetoriais

Como discutimos na secao 2.1, as algebras de Clifford possuem uma estrutura Zs-graduada natu-
ral, induzida pela decomposicao de C4(V, g) em suas partes par e impar usuais. Tal Zy-graduagao
freqiientemente desempenha um papel fundamental em varios desenvolvimentos tedricos. Por exem-
plo, a estrutura Zs-graduada usual do fibrado de Clifford sobre uma variedade riemanniana pode
ser empregada na construgao de modelos de mecanica quantica supersimétrica [Fro98], com interes-
santes conexoes entre geometria e fisica. Por outro lado, a Zs-graduagédo usual de C¢(V, g) pode ser
utilizada na representacao de espinores por elementos pares desta dlgebra, de forma que o espago
dos espinores efetivamente fecha uma algebra. Tal construgao da origem a formulacao multivetorial
de Hestenes para a teoria de Dirac [Hes67, Hes75, Hes95], e tem uma generalizagdo natural para
algebras de Clifford arbitrdrias [Dim89].

Seja V um espago vetorial real de dimenséo finita, dotado de uma métrica g. A estrutura de
espago vetorial subjacente a C4(V, g) é naturalmente Z-graduada pela estrutura multivetorial de V.
No entanto, a estrutura algébrica de C{(V,g) nao é Z-graduada, mas apenas Zo-graduada. Além
disso uma dada Zs-graduagao arbitraria de C4(V, g) ndo apresenta em geral nenhuma compatibilidade
com os subespacos homogéneos A* (V) de C4(V,g). Neste capitulo, estudamos em detalhe a classe
de Zs-graduagdes CL(V,g) = Cly ® Cly que sdo, em um certo sentido, compativeis com a estrutura
multivetorial de A(V') (definigao 3.3) [Mos03a]. Na secao 3.2, obtemos uma caracterizagdo completa
para as subdlgebras pares generalizadas C¢, correspondentes (proposi¢ao 3.5). Isto nos permite obter
uma classificacdo completa para Cy (tabela 3.1).

Na secao 3.4, algumas aplicacoes preliminares sao consideradas. Inicialmente, consideramos o
problema de mudanca de assinatura em uma algebra de Clifford arbitréria. Existem véarias situacoes

onde mudangas de assinatura sao uteis, como em formulagoes euclidianas de teorias de campos, no

27
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estudo de instantons, em teoria de campos em temperatura finita e em teorias de calibre na rede.
Em [Lou97] e [Mir01], os autores discutem as mudangas de assinatura especificas (1,3) — (3,1)
e (1,3) — (4,0). Como sabemos, a rotagdo de Wick é baseada na continuagdo analitica de uma
dada fungao, e a legitimidade deste procedimento depende da inexisténcia de pélos na regiao de
continuagao no plano complexo. Para evitar tais possiveis problemas, assim como para evitar a
complexificacdo de uma &lgebra real, os autores de [Mir01] propdem um procedimento algébrico
para, partindo de um dado problema no espago de Minkowski, obter-se um problema equivalente em
um espaco com assinatura modificada.! Na secdo 3.4.1, mostramos como as Zg-graduacdes acima
podem ser utilizadas para generalizar o formalismo algébrico de [Lou97, MirOl] para &lgebras de
Clifford de dimensoes arbitrarias. Isto abre a possibilidade de se aplicar tal formalismo, futura-
mente, em teorias fisicas definidas em espagos de dimensao arbitraria. Analogamente aos trabalhos
mencionados acima, nosso método é puramente algébrico, sendo implementado por uma deformagao
da estrutura algébrica correspondente, via deformacao do produto de Clifford. Especificamente, to-
das as possiveis mudangas de assinatura em Cl(V, g) serdo parametrizadas por Zs-graduagoes desta
algebra. Finalmente, na se¢ao 3.4.2 discutimos a possibilidade do emprego de tais Zs-graduagoes

alternativas para se definir espagos de espinores (voltaremos a tal tépico no préximo capitulo).

3.1 Zs-graduacgoes de algebras de Clifford

Dizemos que um espaco vetorial W é graduado por um grupo abeliano G se W pode ser escrito
como uma soma direta W = @, W; de subespagos indexados por elementos i € G. Os elementos de
W, sdo chamados de homogéneos de grau 4, e definimos deg(w) = i se w € W;. Dizemos que uma
algebra é G-graduada se (a) seu espago vetorial subjacente é um espago vetorial G-graduado e (b)
seu produto satisfaz deg(ab) = deg(a) + deg(b) [Ben87].

A dlgebra tensorial T(V) = @ ,T*(V) é um exemplo elementar de dlgebra Z-graduada. Outro
exemplo é dado pela dlgebra de Grassmann A(V) = @, _,A*(V), onde a estrutura Z-graduada é
induzida pela Z-graduagéo usual de T'(V'). Notamos que tal Z-graduagao de A(V) néo é de maneira
nenhuma tnica [0zi97, Fau00]. No entanto, suponhamos que queiramos identificar V' com o espago
tangente T, M em um certo ponto = de um espago-tempo M. Entao, no contexto desta estrutura
Z-graduada para A(V'), podemos interpretar os elementos de grau 0 como escalares, os elementos
de grau 1 como vetores tangentes a M e assim por diante, de maneira que tal graduacao induz a
estrutura multivetorial usual em A(V). Daqui por diante, salvo mengao contriria, consideraremos
A(V') sempre dotado de tal estrutura multivetorial (voltaremos a esta questao na segao 4.6).

Neste sentido, o espago vetorial V" = @Z:()Ak(v) dos multivetores — que é o espago vetorial

subjacente a C¢(V, g) — possui uma estrutura Z-graduada natural, onde k-vetores tém grau k. No

1A mudanga de assinatura correspondente é entdo usada em [Mir01] no contexto da equagio de Dirac e no estudo

de solugoes (anti-)auto-duais de campos de calibre.
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entanto, é importante observar que a estrutura algébrica de C¢(V,g) ndo é Z-graduada. De fato,
vemos imediatamente da eq. (2.3) que o produto de Clifford entre dois 1-vetores (que séo elementos
de grau 1) é dado por uma soma de elementos de graus 0 e 2. Por outro lado, existem (infinitas)
estruturas Zs-graduadas compativeis com o produto de Clifford. Por exemplo, segue da eq. (2.11) que
a decomposicao CLT(V, g) @ CL~(V, g) define de fato uma Z,-graduacao de C4(V, g), onde C¢*(V, g)
é dado pelas egs. (2.10). Esta é a chamada Zs-graduacao usual de CL(V, g).

Por abuso de linguagem, nos referiremos a uma Zs-graduacao arbitraria de C4(V, g) — gerada
pelos subespagcos homogéneos Cl e C¢; de graus 0 e 1 respectivamente — simplesmente por C¢(V, g) =
Cly @ Cly. Com isso, (a estrutura de espago vetorial subjacente a) C4(V, g) é dada pela soma direta
Cly ® Cly, com

CliCly € Cliyj(mod?2)- (3.1)

Naturalmente, Cly é entdo uma subélgebra de C£(V, g).
Cada Zs-graduacao CL(V, g) = Cly @ C¢; induz naturalmente um automorfismo de espagos veto-
riais

a:ClV,g) — CLV,g)

definido por
alee; = (=1)"idey,,

onde id¢y, denota o automorfismo identidade em C¥¢;. E importante observar que
a? = ideg(v,g) - (3.2)

O automorfismo « serd denominado involugdo graduada associada & Zs-graduacao CL(V,g) =
Cly ® Cl;. Definimos as projegoes m; : CL(V, g) — Cl; por
a+ (—1)ia(a)

mi(a) = — (3.3)

Denotaremos ainda a; = m;(a).

Dada uma Zs-graduagao CU(V,g) = Cly @ Cly1, nos referiremos a Cly e Cl; como as partes
a-par e a-fimpar de C4(V,g). Ainda, um elemento de C¢y (C¢1) serd chamado de a-par (a-impar).
Notamos que a Zs-graduagao usual nos dd Cly = CLt(V,g) e Cl; = CL~(V, g), sendo o automorfismo
correspondente dado por o = (-)" (operador de paridade usual).

O lema a seguir contém resultados bastante simples que facilitarao nossa discussao a seguir.

Lema 3.1 Seja CU(V,g) = Cly ® Cly uma Zy-graduagdo com involugao graduada correspondente c.
Entao:
(i) o é um automorfismo de dlgebras, com (1) = 1;

(ii) A°(V') C Cly (i.e., escalares sio sempre a-pares).
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dem.: (i) Dados a,b € CL(V,g), a(ab) = 3, a(aib;) = >2,(=1)"a;ib; = 37, (=1)'a;y_;(=1)7b; =
a(a)a(b). Para mostrar que a(1) = 1, notamos que 1la(1) = a(1) = a(1)a?(1) = a?(1) = a(1)1 =1
(pois a?=identidade) = (1) = 1.

(ii) Dado um escalar ¢ € A°(V), temos a(c) = ca(l) = ¢, onde usamos (i). Portanto, ¢ € Cfy.[]

3.2 Compatibilidade com a estrutura multivetorial

Nas Zo-graduagoes arbitrarias de Cl(V,g) discutidas acima, as projegbes par (mg) e impar (1)
nao necessariamente preservam a estrutura multivetorial de A(V) (vide exemplo 3.7). Em outras
palavras, dado um k-vetor a € A¥(V), é possivel que a parte a-par (a-impar) de a seja formada por

uma soma nao-homogénea de multivetores de graus diferentes.

Proposicao 3.2 Seja CL(V,g) = Cly ® Cly uma Zsa-graduagdo com involugdo graduada correspon-
dente a. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) As projecies m;, i = 0,1, preservam cada A*(V), k=1,...,n;

(ii) (V) C V,i=0,1;

(iii) o preserva cada A*(V), k=1,...,n;

(iv) (V) C V.

dem.: Segue da definigao de m; (eq. (3.3)) que m;(A*(V)) C A*¥(V) se, e somente se, a(A*(V)) C
AF(V). Assim, (i)« (iii) e (i)« (iv). Ainda, claramente (iii)=>(iv). Resta portanto demonstrar a
)
De fato, dados z,y € V, segue da eq. (2.4) e do lema 3.1 que 2¢g(a(z), a(y)) = a(x)a(y) +a(y)a(z) =
a(zy +yr) = a(29(z,y)) = 29(2,y).

Se {e;} é uma base ortonormal de V, todo elemento a € A¥(V) pode ser escrito como uma

implicacao (iv)=-(iii). Observamos inicialmente que, assumindo (iv), a|y : V' — V é uma isometria.

combinagao linear de termos do tipo e; A --- Ae; = e e (eq. (2.9)). Como «fy é uma
isometria, {a(e;)} é também uma base ortonormal de V' e assim a(e;, - -€;,) = ale;, ) - -ale;,) =
alei,) A Aale;,) € A¥(V), onde utilizamos novamente a eq. (2.9). Isto mostra que, assumindo
(iv), temos a € A*(V) = a(a) € A¥(V), estabelecendo desta forma (iv)=-(iii).0

Definicao 3.3 Quando uma Zs-graduagao CL(V, g) = Cly & Cly satisfizer uma (e portanto todas)

as condigdes acima, diremos que tal Zo-graduagao preserva a estrutura multivetorial de A(V).
Para esta classe de Zs-graduagoes, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.4 Seja CL(V,g) = Cly®Cly uma Za-graduagio que preserva a estrutura multivetorial
de A(V). Seja
V;' =VnN Céi,
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isto €, Vo (V1) € o espago dos 1-vetores a-pares (a-impares). Entio, V = Vo © Vi com Vo = Vit (e

Vi = Vot ). Segue que cada subespago V; é nao-degenerado®.

dem.: Como assumimos que a Zs-graduacdo preserva a estrutura multivetorial de A(V'), temos
imediatamente que cada m; preserva V. Isto induz uma Zs-graduagao para o espago vetorial V', de
maneira que V = V5 @ V7. Além disso, tal decomposicao é ortogonal. De fato, dados = € V| e
y € V4, temos xy + yxr = 2¢g(x,y). Como o membro esquerdo pertence a Cf; e o membro direito
pertence a Cy (lema 3.1), temos necessariamente g(z,y) = 0. Assim, Vo L V; e, em particular,
Vo € Vi+. Segue de uma simples contagem dimensional que Vy = Vi+ (pois dim(Vj) + dim(V}) = n
e dim(V;) 4+ dim(V3 1) = n).0

Seja g; : V; x V; — R a métrica induzida por g em cada subespaco V;, i = 0,1. Para fixar a
notagao, suponhamos que g tenha assinatura (p, g), com p+ ¢ = n. A proposigdo acima nos garante
que g; é ndo-degenerada, de forma que se g; tem assinatura (p;,q;) entdao po+p1 =pe g +q = g.
Sejam By = {v1,...,v.} e By = {va11,...,Vatp} bases ortonormais de Vy e Vi, respectivamente.
Com isso, {v1,...,Vq4p} é base ortonormal de V' e, portanto, {1,v;, ---v;, 1 1 <idp < -+ < g < n,
k=1,...,n} é uma base ortonormal de C£(V, g). Segue da eq. (3.1) que C¢; é gerado (como &lgebra)
por elementos da forma

(i) vi, com i < a, (3.4)
(ii) vvj;, comi,j > a.
Isto nos da imediatamente

Cly = Clyy g @ CLT,

P1,91°

onde o produto tensorial é sobre R e vem do fato de os elementos em (i) e (ii) comutarem. Temos

portanto a seguinte proposicao:

Proposigao 3.5 Seja CL(V, g) = ClyBCly uma Zs-graduacao que preserva a estrutura multivetorial
de A(V). Entao
Cly =2 Clyy g0 @ CLT

P—P0,9—qo0’

(3.5)

onde (p;,q;) € a assinatura da métrica induzida por g no subespago V; =V NCL;.3

Notamos que:

(i) se po = qo = 0, entdo a eq. (3.5) nos da Cly = CLT(V,g). Esta é a Zs-graduagao usual de
CLV,g).

(ii) se po = p e qo = ¢, entdo Cly = CL(V,g) e C¢; = 0. Portanto, este caso corresponde a
Zs-graduagao trivial de CL(V, g).

2Isto é, a métrica induzida por g em cada subespaco V; é ndo-degenerada.
3Lembramos que a proposigdo 3.4 nos garante que tal métrica induzida é ndo-degenerada.
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Toda Zs-graduagao nao-trivial C4(V, g) = CLy@®C¥;1 que preserva a estrutura multivetorial de A(V)
nos permite escolher um elemento inversivel u € C¢;. De fato, como V; é ndo-degenerado (proposigao
3.4) e nao-trivial (j& que assumimos que a Zg-graduagdo é nao-trivial), podemos escolher v € V;
com u? # 0. Isto pode ser usado para se construir o isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : Cly — Cly,

x — uzx.* Desta forma, a classe de Zo-graduacdes dada pela definicio 3.3 é tal que

(a) dimCly = dim CL(V, g) (caso trivial), ou (3.6a)
(b) dimCly = 1 dimC{(V, g). (3.6b)

Neste ponto, é interessante considerar alguns exemplos de Zs-graduagoes que preservam ou nao

a estrutura multivetorial de A(V).

Exemplo 3.6 Consideremos a &dlgebra do espago-tempo C¢; 3(R). Definamos uma Zy-graduacao

em C/q 3(R) tal que Cly e Cl; sao gerados, como espagos vetoriais, pelas colunas da tabela abaixo

Cly Cly
A°(V) 1
A(V) | erenes €o
A (V) | e12, €03, €31 €10, €20, €30
A3(V) €123 €012, €023 €031
A4(V) €0123

onde {e,} é uma base ortonormal de RY3. Notamos que, dado um 1-vetor arbitrario v = v%eq +
vley +v%es + v3ez € RY3) temos mo(v) = vlep + v2ey + vies € RY3 e mi(v) = 10y € RY3. Desta
forma, as projegoes m;, i = 0,1, preservam R1:3. Assim, pela condigdo (ii) da proposigdo 3.2, tal
Zo-graduacio preserva a estrutura multivetorial de A(R>3). Ainda, neste caso, pg = 0, qo = 3, de
forma que a proposicao 3.5 nos dé Cly = Cly 3 ®C€fo & Cly 3 (0 que pode ainda ser visto diretamente
da tabela acima). Assim,

Cly 2 He H.

z

Portanto, tal subdlgebra ndo € isomorfa a subdlgebra par usual de Cl; 3(R), que é dada por

Cl 5(R) = Cl30(R) = M(2,C) =[dlgebra de Pauli].

Exemplo 3.7 Por simplicidade, vamos momentaneamente considerar C4(V,g) como uma algebra

de matrizes m X m, como na proposi¢ao 2.1. Definamos aqui C{y e C{1, respectivamente, como o

OaXa C
D Opxp )’

espaco das matrizes da forma

A Oaxb
Ob><a B

4Notamos que ¢~ (z) = L.
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onde A e B matrizes quadradas de ordem a e b, respectivamente, com a + b = m. E facil ver que
isto define de fato uma Zs-graduagio de C¢(V, g). Tomando a e b ndo-nulos tais que a # b, vemos
imediatamente que dim Cly # 1 dim C{(V, g). Segue das egs. (3.6) que tal Z,-graduagao nao preserva

a estrutura multivetorial de A(V).

3.3 Classificacao

Na proposicao 3.5, obtivemos uma férmula explicita para a subalgebra par C{; relativa a uma Zo-
graduagdo que preserva a estrutura multivetorial da dlgebra de Grassmann correspondente. Tal
expressao pode ser utilizada para a classificacao de Cfy em espagos com assinaturas arbitrarias.
De fato, um célculo direto — usando os fatos de que CC 2 CpC, CoH =2 C® M(2,R) e
H®H= M(4,R) (vide, p. ex., apéndice A de [Ben87]) — mostra que Cly = M(k,R) @ D, onde D
¢ dado pela tabela 3.1 e k é fixado por k2 dimg D = 2", onde n = p + q. E interessante notar que

isto nos dé4 uma periodicidade de ordem 4 em termos de pg — qq.

oo\ |0 1 2 3 4 5 6 7
0 RO R R C H |[HoH H C R
1 R&R | RGRER®R |RGR | CoC |HoH | HoHoHoH | HeH | CaC
2 C R RGR | R C H HeH| H
3 C CocC C |CeC| C CecC C |[CaC

Tabela 3.1: Subélgebras pares C{; associadas a Zs-graduagoes preservando a estrutura multivetorial
de A(RP:9). A tabela exibe D em Cly = M(k,R) ® D, onde k?dimg D = 2" e n = p+ ¢. Aqui,

p—q e py— qo devem ser considerados mod 8 e mod 4 respectivamente.

Notamos que a primeira linha da tabela acima reproduz, como caso particular, a classificagao
das subdlgebras pares usuais em (2.13). Vemos ainda da tabela 3.1 que C¢p nem sempre é uma
algebra de Clifford. Por exemplo, quando p — ¢ = 1 (mod4) e pg — g0 = 1 (mod4), temos Cly =
M(k,R)® (R®R®R®R), e sabemos pela se¢io 2.2 que nenhuma &lgebra de Clifford possui esta

forma.

3.4 Aplicagoes

Consideramos aqui algumas aplicacoes para a classe de Zs-graduagoes estudada na segao anterior. Na
secao 3.4.1, mostramos como tais Zs-graduacoes podem ser usadas para parametrizar as mudangas
de assinatura em uma dlgebra de Clifford arbitraria, como adiantado na introdugao. Na secao 3.4.2,
discutimos como tais Zs-graduacoes podem ser utilizadas para a definigao de espinores operatoriais

[Dim89, Mos02] (voltaremos a este tépico no capitulo seguinte)
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3.4.1 Mudancga de assinatura em algebras de Clifford

Uma caracterizagio interessante das dlgebras de Clifford (tomada muitas vezes como sua prépria

defini¢ao) é dada pelo seguinte teorema (vide, p. ex., [Cru9l]).

Teorema 3.8 Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita dotado de uma métrica g. Seja A
uma dlgebra real, associativa e com unidade, digamos 1 4. Dada uma aplicagdo linear ' : V — A tal

que (T'(v))? = g(v,v)1 4, existe um tinico homomorfismo I' : CL(V,g) — A tal que T'|y, =T.

Denominaremos um mapa I' como acima de mapa de Clifford para o par (V,g). Um exemplo

importante de tal mapa é dado pela aplicacao
[:V — End(V"),
definida por
IF'v)=vA+wvy, (3.7)

que implementa a identificagdo de Chevalley [Lou97] de C4(V,g) com uma subélgebra de End(V").
Baseados em tal construgao, associemos a cada Zs-graduagao C4(V, g) = Clo@®Cly, com involugao

graduada correspondente «, a aplicacao linear
Lo:V —End(V"), To(w)=vA+alv). (3.8)

Proposicao 3.9 Se a Zy-graduagio CL(V, g) = CLy®Cly preserva a estrutura multivetorial de A(V),
entdo a aplicacio Ty da eq. (3.8) é um mapa de Clifford para o par (V,g'®), onde dados u,v €V, a
métrica deformada g'®) ¢ definida por g'® (u,v) = g(ug,vo) — g(u1,v1), com u; = m;(u), v; = m(v),
i=0,1.

dem.: Da hipétese de que a Zs-graduagao preserva a estrutura multivetorial de A(V'), temos que
a(v) € V Vv € V. Com isso, (To())?(z) = (v A +a()s)(v Az + alv)iz) = v A (a(v)iz) +
a(v)s(v A z)= (a(v)w)z, Vo € V. Assim, (T4(v))? = g(a(v),v)idya e portanto

idyr  sev €V,
e { o e)idy g
( a('U)) {_9(070) ldv/\ se v e V17

onde V; :=V NC¥;, i =0,1 (como definido na proposigao 3.4).00

Sob as condig¢oes acima, podemos definir um produto de Clifford V,, associado a I',, no espago

vetorial dos multivetores V" por
vWea=vAa+al)ia, veEV,aeV",

que pode ser estendido por linearidade e associatividade a todo V. Segue que (V/,V,,) é a dlgebra

de Clifford associada ao par (V, g(a)), onde ¢(® foi definido na proposicao 3.9.
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Dados v € V e a € V*, com v; := m;(v), este produto é relacionado ao produto de Clifford

original (denotado por justaposigéo) por

vVqa=v9gANa+vi Na+v91a—via1a

=vpa+vi ANa—viaa.

Segue das eqgs. (2.8) que v1 Aa —v1aa = Gvy e, portanto, que o produto de Clifford correspondente

ao espaco (V, g(o‘)) pode ser escrito em termos do produto de Clifford original como
vV a = voa + avy, (3.9)

onde v € V e a € V. Uma expressao geral para o produto V, entre multivetores arbitrarios pode
ser obtida da equagao acima por recursao.

Consideremos agora a situacao onde se quer mudar a assinatura da métrica de (p, ¢) para (r, s),
com p+q = r+s. Para isso, vamos simular o produto de Clifford associado a nova métrica utilizando
a estrutura algébrica de C¢, 4(R). Mais especificamente, consideremos uma base ortonormal B =
{e1,...,en} de RP4  de forma que ei =4+lparak =1,...,pe e% =—lparak=p+1,...,p+q.
Suponhamos que queiramos que o sinal de eﬁ seja mudado (de +1 para —1 ou vice-versa) para os
vetores especificos e, ..., e;,, de B. Definimos entdo uma Zs-graduacdo conveniente para C¢, ,(R)

declarando e;,, ..., e;,, como a-impares, e declarando os vetores restantes de B como a-pares. Em

m

outras palavras, escolhemos a a-paridade dos elementos de B por

Cly Cl

1-vetores | e;’s restantes | e;,,...,€;,,

Tal escolha gera naturalmente uma Zo-graduagdo em que os elementos a-pares (a-fmpares) sao
dados por produtos de

(a) um nimero par (fmpar) de elementos em {e;,,...,e; };

(b) qualquer nimero de elementos em B\{e;,,...,¢€;,, }-

Entao, pela proposicao 3.9, o produto V, correspondente claramente implementa a mudanca de
assinatura desejada Cl, ; — Cl; ;.

Para esclarecer o processo acima, observemos que inicialmente temos um espago de multivetores
VN = @p_oA*(V) (que tem apenas estrutura de espago vetorial e ndo de dlgebra). Entao, vérios
produtos podem ser definidos em V. Como vimos, a dlgebra de Grassmann A(V) = (VA A) é
obtida dotando V" do produto exterior, enquanto a dlgebra de Clifford C¢,, = (V" ,produto de
Clifford) é obtida dotando V" do produto da eq. (2.2). Da mesma forma, a discussdo acima mostra
que a dlgebra de Clifford associada ao espago de assinatura modificada (isto é, com assinatura (r, s))
é dado por Cl. s = (V/,V,). Além disso, o produto V, é parametrizado por Zs-graduagoes e é
relacionado ao produto de Clifford original pela eq. (3.9).

A seguir, discutimos alguns exemplos:
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(i) A Zs-graduagao trivial (Cly = Cl, ) é gerada por

Cly Ct

1-vetores | e1,...,en | —

de forma que a = id¢y,  (r)- Desta maneira, temos V, =[produto de Clifford original]. Em outras
palavras, a Zo-graduagdo trivial produz uma mudanga de assinatura trivial (i.e., nenhuma).

(ii) A Zy-graduacao usual (Cly = CL;},) é gerada por

Cly Ct

1-vetores | — | e1,...,€n

de forma que a|gr.e = —idre.e. Com isso, V, produz a mudanca C¢, 4 — Cl;,. Um célculo direto
mostra que dados a,b € Cl, 4, temos a Vo b = boag + boar + brag — bra1, onde a; = m;(a) e bj =
7;(b). Esta é precisamente a transformagao introduzida por Lounesto em [Lou97], 14 denominada
tilt transformation.

(iii) Para a Zs-graduagao gerada por

Cly Cly
1-vetores | e1,...,ex—1,€k+1,---,€n | €k
temos Cl, ; — Cl,_1 411 se originalmente e3 = +1, e Cl, ; — Clp 11 4—1 se ey originalmente ef = —1.

(iv) Finalmente, para a Zg-graduagio gerada por

Cly Ct

1-vetores | e;’s restantes | e;, ..., €ijr_p|

temos uma mudanca de assinatura arbitraria C¢, , — C/, ;. Portanto, o produto V, parametriza

todas as possiveis mudancas de assinatura em C/, , através de Zy-graduagoes.

3.4.2 Algebras espinoriais

A identificacao da subdlgebra par de uma &algebra de Clifford com um espago de espinores é pre-
dominantemente conhecida no contexto da abordagem de Hestenes para a teoria de Dirac [Hes67,
Hes75, Hes95] (que revemos na se¢ao 4.1). Em tal formulagao, o estado do elétron é descrito por

um espinor operatorial [Fig90] ¥ € Céfg(R) que satisfaz a equacdo de Dirac-Hestenes
el0,Wey — gAY = mVUey,

onde {e,} é um referencial ortonormal no espago de Minkowski, correspondendo a um dado obser-
vador. Observamos que o espago dos espinores operatoriais é mais que um espago vetorial, fechando

de fato uma algebra. Isto leva, entre outros resultados, a uma elegante decomposi¢ao candnica
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para ¥, que generaliza a decomposicao polar para ntimeros complexos e da origem a uma série de
interpretagbes geométricas para a teoria [Hes95].

No capitulo seguinte, obtemos novas formulacoes multivetoriais da equagao de Dirac através da
utilizagao das subdlgebras pares Cfy — estudadas nas segoes anteriores — como espago de repre-
sentacao de espinores. A equacao de Dirac-Hestenes generalizada neste contexto é entao dada por
OVo +mUu = 0, onde ¥ € Cly, o e u sdo elementos respectivamente a-par e a-fimpar, com 02 = —1,
u? =1, e OV := 7 (d)Wu + 1 (8)¥ [Mos02].

Uma questao que se coloca é se é possivel generalizar tal procedimento para dlgebras de Clifford
arbitrarias. Neste caso, notamos inicialmente que a subdlgebra par C¢y é, em geral, muito “grande”
para representar irredutivelmente espinores. De fato, como discutimos na se¢do 2.5 (vide também
[Cheb4]), o espago dos espinores é classicamente dado por um ideal & esquerda minimal Z da dlgebra
de Clifford pertinente. Por outro lado, as Zs-graduagoes consideradas aqui sao tais que dimCly =
1 dimCl, 4(R) (eq. (3.6b)). Desta forma, Z e C/y tém a mesma dimensio apenas no caso de dlgebras
de Clifford isomorfas a édlgebras de matrizes 2 x 2, isto é, para Clyo(R) = M(2,R), Cl30(R) =
M(2,C) e Cl13(R) =2 M(2,H) (a menos de isomorfismos). O caso Cl 3(R) serd analisado em
detalhes no préximo capitulo. Por outro lado, para a algebra de Clifford Cls o(R), que desempenha
na teoria de Pauli um papel andlogo ao de C¢; 3(R) na teoria de Dirac, nosso método produz algebras
de espinores isomorfas a H, M(2,R) ou C @ C (vide tabela 3.1). Desta forma, um estudo da teoria
de Pauli na linha do préximo capitulo resultaria em trés diferentes tipos de &lgebras (ndo-isomorfas)
de espinores para este caso.

Finalmente, observamos que no caso de uma algebra de Clifford arbitréria, é ainda possivel definir
uma subdlgebra apropriada &£, que carrega uma representacdo irredutivel de C¢,4(R), tomando a
parte par (usual) de sucessivas Zg-graduacoes de Cf, ,(R) [Dim89]. Claramente, pode-se também

generalizar tal procedimento utilizando as Zs-graduacoes estudadas aqui.



38

3.4 Aplicagoes




Capitulo 4

Representacoes multivetoriais da

teoria de Dirac

A forma tradicional da equac@o de Dirac em espago-tempo chato é dada por (em unidades naturais,
onde h=c=1)

V(10 — qAy) [¥) = mlip). (4.1)

Aqui, [¢) = (¢1 V2 13 14)" denota um espinor-coluna tomando valores em C* e {v,} é um conjunto
de matrizes de Dirac em alguma representacao. Como discutimos na se¢ao 2.5, podemos equivalen-
temente expressar tal equagao em termos de espinores algébricos. Para isso, notamos inicialmente

que um espinor-coluna pode ser incluido em M (4, C) definindo-se, por exemplo,

v 0 0 0 100 0
000 000 0

) = V2 = )P,  onde P = (4.2)
W3 0 0 0 000 0
We 0 0 0 000 0

Desta forma, |¢) pode ser pensado como um elemento do ideal minimal & esquerda M(4,C)P,
determinado pelo idempotente primitivo P € M(4,C). Como vimos na segao 2.5, a algebra de
matrizes M (4, C) é (ndo-canonicamente) isomorfa a C¢; 3(C). Seja p : Cly 3(C) — M(4,C) um tal
isomorfismo fixo mas arbitrario, como na eq. (2.23). Entdo P := p~1(P) é um idempotente primitivo
em C{; 3(C), e o correspondente ideal minimal & esquerda C¢; 3(C)P pode entao ser tomado como o
espago dos espinores algébricos neste contexto.

Notamos que cada escolha de p induz um idempotente P = p~1(P) de Cl; 3(C) que, por sua
vez, determina um espago de espinores algébricos C¢q 3(C)P correspondente. Na sec@o seguinte,

mostramos como a equacao de Dirac-Hestenes pode ser obtida através de uma escolha especifica
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de p para, em seguida, generalizd-la. No que segue, seja {e,} um referencial fixo do espago de

Minkowski, correspondendo a um certo observador.

4.1 Equacao de Dirac-Hestenes

A escolha de Hestenes para p, que denotaremos por pg, é dada por

pst(en) =7, (4.3)

onde 'yff s@o matrizes de Dirac na representacao padrao (egs. (2.27)). Como mostramos na segao 2.5.1,
o idempotente P € M(4,C) da eq. (4.2) ¢ dado, em termos de {75}, por P = LA+ 2 (1+ivsh).
Desta forma, o idempotente P = p~!(P) € C¢; 3(C) determinado por ps; é dado por

1 1
P= Pst = 5(1 + 60)5(1 +i€12).
Aplicando pg,' & equacio de Dirac (4.1) e utilizando a relacio
Pstegl = ipst, (44)

temos imediatamente
e duesr — qAY = map, (4.5)

onde A = Ate,, é o 4-vetor potencial eletromagnético e 1) = ¥ P é um espinor algébrico em C¢; 3(C)P,
dado por 9 = p;,* (P).

Observamos que um espinor de Dirac possui 8 graus de liberdade reais (4 complexos), enquanto
um elemento genérico de C¢q 3(C) possui 32 graus de liberdade reais (16 complexos). No entanto,
a relagdo ¢ = P € Cl1 3(R)P reduz o numero de graus de liberdade reais de ¢ para 8. Al-
ternativamente, podemos extrair os mesmos 8 graus de liberdade de ¢ tomando sua parte real!
em Cl; 3(C), e verificando que esta pertence a um ideal minimal de C¢; 3(R). De fato, segue da
eq. (4.4) que Im(¢)) = —Re(iyy) = Re(vper2) = Im(y)) = Re(¢h)e12. Assim, a parte real de 1) em
Cl13(R) C Cly 3(C) carrega toda a informagao de . Notamos ainda que ¢ = ¢3(1+eg) L (1+ier2) =
P = 1/1*%(1 + eo)%(l —ie1a), de forma que a parte real %(1/1 + ¢*) de 9 é um elemento do ideal &
esquerda minimal? C/; 3(R)3 (1 + eg) de C/; 3(R), que contém apenas 8 graus de liberdade (reais),
como deveria ser.

A discuss@o acima nos mostra que podemos projetar a eq. (4.5) em C¢; 3(R), obtendo desta
maneira

1
7“8H<I>621 — qA@ =m®d, e Cgl’g(R)§(]. + 60), (46)

1E importante notar que isso ndo é de maneira nenhuma equivalente a tomar a parte real de um espinor-coluna

em C*, o que resultaria em um objeto com apenas 4 graus de liberdade reais.
2Vide eq. (2.33).
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que é uma equacao escrita em termos de espinores algébricos reais, definida no ideal minimal &
esquerda Cl 3(R)% (1 + o).

Por outro lado, se @ (®_) denota a parte par (impar) usual de ®, entdo ® € Cly 3(R)1(1+eg) =
D = Pey = Py = Prep. Assim, Py e P_ = P ey carregam a mesma informacgdo, e podemos
representar a equagao acima na subdlgebra par C/{ 4(R), ao invés de no ideal Cly 3(R)5 (1 + €o).
Mais precisamente, separando a eq. (4.6) nas partes par e fmpar de C¢; 3(R) (note que eg, A €
R C Cf7 3(R)), temos

YO, P_eg) — qAP_ = m®,, em C€I3(R),
Y0P yea1 — qAD, = m®_, em Cl 3(R).

Utilizando o fato de que ®_ = & ¢p, vemos que apenas uma das equagoes acima é independente.

Denotando ¥ = & € C/{ 4(R), temos entdo a equagio de Dirac-Hestenes:
OVes; — gAY = mVUey, v e Céfg(R), (4.7

onde 0 = e"0,,. Notamos que o espaco dos espinores ¥ agora fecha uma édlgebra, denominada dlgebra
dos espinores operatoriais.
E facil ver que tudo que foi feito até aqui independe do referencial {e,} pois, como vimos na

segao 2.4, uma outra escolha {e],} deve ser relacionada a {e,} por
el =Ute,U
u ns

com U € Spin§ 3. Com isso, a equagdo de Dirac-Hestenes tem a mesma forma no referencial {e/,}

desde que definamos

= IU. (4.8)

Na secao 4.7 analisaremos a questao da covariancia de ¥ mais profundamente, utilizando para isso

o formalismo desenvolvido na secao 2.6.

Decomposicao canonica

Como ¥ € Clf4(R), vemos que o elemento UV € Cl 3(R) é par e satisfaz (PW)~ = (V). Logo,
TP € A°@ A% Como A°@A* = {a+Dbegias : a,b € R}, com €295 = —1, temos A° ® A = C. Assim,

podemos escrever

TP = Qeﬁeoms.
Segue que, para ¢ # 0 :

v
(\I;\i/)l/2

v

U= (UW)/2 _—
( ) (Qeﬁe(nz?,)l/z

— (Qeﬁemzs) 1/2
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(observemos que eg123 comuta com C/{ 5(R) e assim o elemento 1/ (96560123)1/2 = p1/2ePeozs/2

estd bem definido nesta equagao). Desta forma:
U = \/ECB60123/2R, (49)

onde R def (\Il\if)_l/ 2¥. Notamos que esta decomposicdo é uma generalizacio da decomposicao
polar utilizada na formulagao de de Broglie-Bohm da mecanica quantica nao-relativistica.
Observamos que R € C€f3(R) e RR=RR=1,istoé, R ¢ Spin{ 5 (eq. (2.19)). Desta maneira,

U determina uma base mével {v,} dada por

v, = Re, R,

de onde Hestenes tira uma série de interpretacoes locais de observéveis da mecanica quantica [Hes95].

4.2 Equacoes multivetoriais generalizadas

E um fato bem conhecido que uma representagao arbitraria das matrizes de Dirac é relacionada a

S
"

transformacao correspondente para o espinor-coluna é entao dada por

uma dada escolha fixa — digamos {v;'} — por 7, = S$75'S™", onde S é uma matriz unitaria.® A
’yzt =Y, = sztS_l, (4.10)
|1h) = Sl).

Como discutimos acima e na secao 2.5, podemos associar a cada tal {y,} um novo isomorfismo
p:Cl 3(C) — M(4,C), definido por
p(eu) = Yu-
Definindo
S = p1(S) € Cty 3(C),

temos entdao p(e,) = v, = SYI'S™' = Spu(en)S™h = pu(Se ST = paulads(e,)), onde ads :

Cly 3(C) — Cly 3(C) é definido por adg(a) = SaS~'. Desta forma,

p = pst 0 adg. (4.11)

Aplicando p~t & eq. (4.1) para o caso livre (a introducio de interagoes eletromagnéticas é direta,

através da substituicao 9, — 0, +ieA,), com [1)) na forma (4.2), temos

ie, 01 = map, (4.12)

3Isto é relacionado ao fato de que a dlgebra Cf; 3(C) =2 M(4,C) é central simples, de forma que todos os seus

automorfismos sdo internos (apéndice A).
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onde ¥ = p~!(|1)). Lembremos de (4.2) que |[¢) = |)) P, e portanto 1 = P, com P = p~!(P).
Assim, ) é um espinor algébrico em C; 3(C)P. Segue de (4.11) que P = S™' Py S = 1 (14u) 1 (14i0),
onde u = S~ tegS e o = S~ legaS sdo tais que [u,0] =0, u? =1 e 0% = —1.

Ainda que u e o ndo sejam necessariamente reais, os conjuntos de matrizes de Dirac normalmente
considerados em aplicacGes satisfazem tal condicdo?. Desta forma, por simplicidade, vamos assumir

que o idempotente P = p~!(P) possa ser escrito como

1 1

P = (1+u);(1+io), (4.13)
once u, o sao elementos reais tais que [u,0] = 0, u?> = 1 e 0> = —1. Tal P d4 origem ao conjunto

espectral (segdo 2.5.1):

1 1 _ 1 1 .
P1:§(1—|—u)§(1+w), P2=§(1+u)§(1—zo), (4.14a)
Pi=l0-wliavio), Pi=la-wlia-io) (4.14D)
5= 5 u)5 i), Py=g3 OF io), .
com P; = P. Como

iP = —Po, (4.15)

temos da eq. (4.12) que
e'oypo +map = 0. (4.16)

Observamos que a mesma discussao da segao anterior com relagao aos graus de liberdade de ¢ se
aplica aqui. Como u, o € Cly 3(R), temos da eq. (4.15) que Im(¢p) = — Re(iy)) = Re(vpo) = Im(¢p) =
Re(y)o, de forma que novamente a parte real de ¢ em Cf¢q 3(R) C C¢; 3(C) carrega toda a informacao
de 1. Além disso, ¥ = ¢¥3(1 +u)5(1 +io) = * = 9*1(1 4+ u)1(1 — io), e novamente concluimos
que a parte real %(1/} +9*) de ¥ é um elemento de um ideal & esquerda minimal de C¢; 3(R), agora
dado por Cl; 3(R)(1 + u).5 Definindo ® = 4Re(t)) e tomando a parte real da eq. (4.16), temos
entao

0Bo +mB =0, @c czl,g(R)%u +u), (4.17)

que é a equagao Dirac escrita em termos de espinores algébricos reais em Cf; 3(R). Na segdo 4.1, a
passagem de espinores algébricos para espinores operatoriais foi feita tomando a Zs-graduacgao usual
Cly 3(R) = Clf 3 ®CLy 5 de Cly 3(R), e entdo projetando o andlogo de (4.17) em C/{ 5(R). Lembramos
que isto foi imediato, pois o andlogo de u (i.e. eg) era impar e o andlogo de o (i.e. e12) era par. No

entanto, tais condi¢oes nao valem no contexto mais geral desta segao, ja que u e o sao elementos

4Obviamente, isto ndo significa que a matriz S da eq. (4.10) seja necessariamente real. Por exemplo, no caso da
representagao padrao wff, temos que ps¢ : Cl13(C) = C® Cl1 3(R) — M(4,C) é tal que pst(i ® a) = ipst(1 ® a)

para a € Cl 3(R), ainda que ps¢(1 ® a) ndo seja necessariamente uma matriz real. De fato, temos (por exemplo)
o o0 i

0
—ast—[ 0 0 —i 0
psit(e2) =753 =| o 3 0 9

i 0 0

5Vide eq. (2.34)
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arbitrarios, advindos da escolha inicial da representacao das matrizes de Dirac. Por exemplo, no
contexto da representacao de Majorana (exemplo 4.2 a seguir), temos u = egg, que é um elemento
par segundo a Zs-graduagao usual Cﬁfg @®Cl 3. Desta forma, para que possamos obter uma redugao
andloga da eq. (4.17) neste contexto, definiremos uma Zo-graduacao Cl; 3(R) = Cly & Ctq tal que
u € Cly e o € Cly, i.e., tal que u é impar e o é par com relacdo a esta Zs-graduagao.

Lembramos que, como discutido em detalhe no capitulo 3, os subespagos C{y e C{; satisfazem
entdo Cl;Cl; € Cliyj(mod2), de maneira que Cly é uma subdlgebra de C¢; 3(R). Lembramos ainda
que a cada Zgy-graduacdo Cl; 3(R) = Cly @ C¢; corresponde uma involugdo graduada o tal que
Cli = {a € Clh3(R) : ala) = (—1)%a}, i = 0,1. O automorfismo « é relacionado a Cly & Cl;
exatamente da mesma forma que (-)" é relacionado a C£f3 (R) ® C¢; 3(R). Finalmente, lembramos
que as projegoes em Cf; sdo dadas por m; : Cly 3(R) — C¥;, m;i(a) = w,z = 0, 1. Utilizando
a mesma notacao do capitulo 3, denominaremos C¢y (C¢;) de parte a-par (a-impar) de Cly 3(R).

Tendo introduzido tais Zs-graduacoes alternativas, é agora possivel obter uma versao multiveto-
rial da eq. (4.17) através de um procedimento direto, andlogo ao da se¢ao 4.1. Como ¢ = @HT“ e
u € Cly, segue que & = du e m(P) = mo(P)u. Separando (4.17) em suas partes a-par e a-impar,
temos

70(0)Yuo + m (0)¥o + m¥Pu = 0,

onde
U = m(®) = mp(4Re(¥))). (4.18)

Definindo um operador de Dirac induzido 8, agindo em Cly por 9(-) = m(8)(-)u + 71 (9)(-), a

expressao acima pode ser finalmente escrita como
OV +mUu =0, W¥eCll. (4.19)

Os elementos de C¢; serdo ainda chamados de espinores operatoriais.

Exemplo 4.1 (Representagao padrao) Partindo das matrizes de Dirac na representagao padrao
{3}, vimos na segao 4.1 que P = Py (P) é dado por P = Py = 3(1+e9)3(1+1eq2). Desta forma,
temos neste caso u = eg € 0 = e13. Vemos que ey (e12) jd é fmpar (par) segundo a Zs-graduagao
usual de C¢; 3(R), de maneira que podemos tomar Cly = Céig (R) e Cly = Cly 3(R). Também d=0.

Com isso, a eq. (4.19) reduz-se neste caso a
OVeia + mPey =0, Ve Cfig(R),

que é a equagao de Dirac-Hestenes, como era esperado.

Exemplo 4.2 (Representagdo de Majorana) Como discutimos na sec¢ao 2.5.1, partindo das

matrizes de Dirac na representagdo de Majorana (egs. (2.31)), um célculo direto nos dd P = P,,; =
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1 (14 e20) & (1 +ie1). Desta forma, temos neste caso u = ez e o = e;. O préximo passo é definir
uma Zs-graduagao de Cfq 3(R) tal que eg é a-impar e e; é a-par. Uma escolha conveniente é dada

pelo exemplo 3.6, pagina 32:

Cly Cly
0-vetores 1
1-vetores e1, €, €3 €o
2-vetores €12, €23, €31 €10, €20, €30
3-vetores €123 €012, €023, €031
4-vetores €0123

onde as colunas da tabela acima correspondem a bases para os espacos vetoriais subjacentes a C{y

e Cl¢1. Como discutimos no exemplo 3.6, neste caso
Clh=2H@H (como &lgebras reais),

de maneira que tal algebra ndo € isomorfa a algebra dos espinores operatoriais de Hestenes, que é
dada por CE{B(R) & Cl30(R) =2 M(2,C) =[4lgebra de Pauli]. Ainda, como m(9) = €, e m(9) =
€0d°, temos O(-) = exd*(-)eao + €0°(-). De (4.19), vemos que a versao operatorial correspondente

da equacao de Dirac é dada, neste caso, por
6080\11 + ekﬁk\llego =mWesoey, VY € Cly.
Multiplicando & direita por ey e notando da tabela acima que egWey = \i/, VWU € Cly, temos finalmente

80\11 + ekak\llez =mWep, Y ell= 660’3 >~ H ¢ H.

Exemplo 4.3 (Representagao quiral) Consideremos agora a representacao quiral pes(e,) = *yﬁh
(egs. (2.29)). Como discutimos na se¢do 2.5.1, um célculo direto entdo resulta em P = P, =
2 (14 e30) 3 (1 +ierz), isto é, u = e3p e ¢ = e12. Antes de derivarmos a versao operatorial da
equagao de Dirac para este caso, consideremos o operador de quiralidade neste contexto. Lembramos
que o operador de quiralidade agindo em espinores-coluna é dado por [Bjo64] ch(|v)) = 5 |¥),

onde 75 = 7% := —ivg123. Aplicando p~!

, temos a expressdo correspondente para espinores
algébricos: ch(¢) = —ieg1231) = ep123%0 = ep1a3tuc, pois P = Yu. Assim, ch(v) = egrazesoeiz =
—eg1230€0123 = 1. Aplicando o isomorfismo (4.18) entre espinores algébricos e operatoriais (que
é o isomorfismo ¢ discutido na secio 4.3), temos ch(¥) = 4mo(Re(v))). Tal expressio reduz-se a
ch() = 4mo(Re(1))" = ¥ desde que os automorfismos (-)" e o comutem. Como os vetores e, tém
A-paridade definida (séo todos A-impares) e geram C¢; 3(R), tal relacdo vale se, e somente se, cada

e, tem a-paridade definida (obviamente, alguns dos e,,’s podem ser a-impares e outros a-pares).
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Uma escolha conveniente para tal Z,-graduacao é dada por

Cly Clq
O-vetores 1
1-vetores €o e1,€s, €3
(4.20)
2-vetores | e12, €23, €31 €01, €025 €03
3-vetores | eg12, €023, €031 €123
4-vetores €0123

Note que u = egp é a-impar, 0 = ej2 é a-par e que todos os vetores e, tém a-paridade definida.

Segue da discussao acima que

ch(V) = 0. (4.21)

Ainda, decompondo Cfy em suas partes par e impar usuais Céoi :=Clyp N C€f3, segue da eq. (4.21)
que

CESF =[espago dos espinores com quiralidade positival,

Cly =[espago dos espinores com quiralidade negativa).

Retornando a equagao de Dirac, e procedendo como no exemplo 4.2, obtemos
ed*Wesy + €080 = —mUesgesr, W e Cly.
Ap6s algumas simplificagdes, temos finalmente
—0"Wery + (230" + €310° + €120°)U = megV, W € Cly, (4.22)

onde usamos o fato de que ey comuta com a dlgebra a-par Cly definida em (4.20).

4.3 Mapas espinoriais

Seja ¢ : Cly 3(C)P — Cly o mapa (4.18) relacionando espinores algébricos a espinores operatoriais,
isto é,
W) = ¥ = dmo(Re(v)).

Notamos que a eq. (4.15) induz uma estrutura complexa® em Cly por J : ¥ — —Wo. Segue que,
sob tal estrutura complexa, ¢ € um isomorfismo complexo. Para ver isso, vamos inicialmente exibir
a aplicacao inversa de ¢.

Como 9 = Py (cf egs. (4.14)), temos 2Re(y)) = (¢ + ¢*) = Py + p*P,. Como u € Cly e
o € Cly, temos a(Py) = Py e a(P2) = Py. Assim, ¥ = 4mg(Re(v))) = Y PL+9* Pyt () Ps+a(¢*) Py.
Multiplicando & direita por Py, temos (lembremos que 1 = ¥ P;):

Y =UPp, (4.23)

6Uma estrutura complexa em um espaco vetorial V é um endomorfismo J em V tal que J? = —idy .
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e portanto :~1(¥) = WP;. Obviamente, =1 é R-linear. Ainda, :~1(J(V)) = .7 }(—V0o) = —Vo P =
iWP; =it~} (V) e portanto ¢ =1 (e ¢) sdo isomorfismos complexos, como afirmamos.

Consideremos agora a versao operatorial da a¢do de uma matriz A € M(4,C) sobre |¢). Apli-
cando o isomorfismo p : Cl; 3(C) — M(4,C) da se¢do anterior, e definindo A = p~!(A), temos
que A|y) — At define a acdo correspondente sobre espinores algébricos. Decompondo A em suas
partes real e complexa (em Cf; 3(C)) A= Ag + iA;, temos Ay = Aryp — Arpo. Para obter a acio

correspondente sobre espinores operatoriais, basta aplicar ¢ a esta expressao, o que resulta em

AR\I/, se Ar GCZ(),

(A = 4.24
(ArY) { ArVu, se Agr € Cly, ( )

com expressoes andlogas para Aj. De fato, se Ar € Cly entdo mo(Re(Ary)) = mo(ArRe(v))) =
Agrmo(Re(v)). Similarmente, se Ag € Cl; entéo mo(Ar Re(v)) = mo(Ar Re(vu)) = mo(Ar Re(y)u) =
Agrmo(Re(v))u, onde utilizamos o fato de que ¥ = yu.

Mais precisamente, a eq. (4.24) é relacionada & seguinte representacao de C¢; 5(R) em C¢y. Dado
A€l 3(R) e U € Cly, decomponhamos A = Ag + A; com A; = m;(A) € Cl; e definamos

ev C£1’3(R) — End(CEo)
por
QU(A)\I/ = AgV + A1 Vu. (425)

Notamos que, dados A, B € Cl; 3(R), temos ev(A)ev(B)¥ = ev(A)(Bo¥ + B1Tu) = Ag(BoV +
Bl\IJU) + Al(BO\I/ + Bl\IJU)U = (A()BO + AlBl)\I/ + (A()Bl + BoAl)\IIU = BU(AB)\I/, de forma que ev
¢ de fato uma representacdo de C¢; 3(R). Notamos ainda que a acdo do operador de Dirac induzido

57 definido na segao 4.2, pode entao ser escrita como

Vamos agora expressar o operador momento no formalismo operatorial. Para espinores-coluna,
temos p,[|Y)] = i0, [1). Através de p, temos para espinores algébricos p,[1)] = 0,1 = —0uipo.

Aplicando ¢ e lembrando que o é a-par, temos entao
pul¥] = —0,Yo. (4.26)

Finalmente, consideremos o produto escalar entre espinores. Se |#) e |1)) sdo espinores-coluna, a
parte espinorial do produto escalar é dada por (8]y)) = |t9>T [1). Sejam © e ¥ os espinores operatoriais
correspondentes a 0 = p~1(|0)) e 1 = p~1(|1)). Entdo

(6]) = 4(OTWP),, (4.27)

onde a conjugacdo hermitiana em (-)7 em Cf; 3(C) foi definida na proposicio 2.6 (notamos que,

como espinores operatoriais sio reais, a eq. (2.36) nos did ©1 = e;Oe). Para demonstrar (4.27),
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lembramos da proposicao 2.7 que o trago em M (4, C) é relacionado a ()¢ em C¢; 3(C) por tr(p(y))) =
4(xp)g. Assim, (0|) = tr(p(0)Tp(v)) = 4(0T)g = 4(PTOTUP) = 401U PPT)y = 4(OTUP)y, onde
substituimos 6 = OP, ¢ = UP (da eq. (4.23)), utilizamos a propriedade ciclica de (-)g (eq. (2.7)) e

usamos o fato de que PT = P (observagao 2.9).

4.4 Representagoes quaternionicas da teoria de Dirac

Nesta secao, analisamos como as equagoes multivetoriais das segoes anteriores podem ser uteis no

contexto de representacoes quaternionicas da teoria de Dirac.

Representagao quaterniénica do tipo quiral

Continuando a discussao da se¢ao 4.2, projetemos a eq. (4.22) em Cﬁ(ﬂf (com a dlgebra a-par Cly
definida em (4.20)):
—80\11_;,_612 + (62361 + 63182 + 61283)\I/+ = meO\If_ em Cfa_,
—80\11_812 — (62381 + 63182 + 61263)\1/_ = meO\I/+ em C€6
Multiplicando a segunda equacdo & esquerda por ey e definindo x := ¥, n := ¥U_eg (note que
X,1 € CLY), temos:
—9%xerz + (230" + €310% + €120%)x = my,
—0%e1s — (e230" + €310% + €120%)n = my,
que sao equagoes definidas inteiramente em CE(T = spang{1, €12, ea3, €31 }. Notemos que tal dlgebra é
isomorfa a H via 1 — 1, ea3 — i, e31 — j, e12 — k, onde 4, j, k denotam as unidades quaternionicas
imagindrias. Para simplificar a notagdo, sejam iy = i, iy = j e i3 = k, e sejam y e 1 (por abuso de
notagdo) os quatérnions correspondentes a x e 7 pelo mapa acima. Entao
—k +1,0'x =mn,
—%k —1,0'n = m x.

Notamos que estas equagoes desacoplam no limite m — 0, como esperado. Em termos de (3;) € H2:

(3 ) 5)0)(00) G

Segue da eq. (4.26), com o = ej2, que o operador momento age em (’;) segundo pu[(z)] =

-0, (X)k Desta forma, a equagao acima pode ser escrita como
n

)00 0)
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Definamos =, : H? — H? por

X 01 X X 0 —i X
Yo = s M =1 . k, (4.28)
7 10 n n ip 0 U]

onde [ = 1,2,3. Notemos que:
1) a acao de =, consiste tanto de multiplicacao matricial & esquerda como de multiplicagao escalar
i ao de ; iste tanto d Itiplicaca tricial 3 d d Itiplicaga 1
(quaterniénica) & direita, i.e., v, € GL(2,H) - H*, [ = 1,2,3;7
(i) ¥,¥» + 7.7, = 294w, onde o produto 7,7, ¢ dado pela composicio usual;
iii ,P»] = 0, pois v, comuta com multiplicacdo & direita por k.
i) [y, 0, pois -, ¢ ltinlicacio & direit I

Substituindo 7, na equagdo acima, temos

7uP" () =m(3),

que é a equagao de Dirac correspondente a uma representacao quaternionica do tipo quiral das
matrizes de Dirac, dada por (4.28) (vide também [Leo01]).
Dado ¢ = ¢° + ¢'i; € H, denotemos por § = ¢° — ¢'i; o quatérnion conjugado correspondente.

Um célculo direto entdo mostra que o produto escalar (4.27) entre espinores pode ser escrito como

(1]h2) = projer (Xax2 + Mn2) (4.29)

onde (i‘]) < |1;) e proje projeta H no subespaco complexo C' = spang{l, —k} C H. Em outras
palavras, C’ é um subespaco complexo de H com unidade imagindria +/—1 dada por —k. Note
que, se tivéssemos escolhido incluir |[¢)) na quarta coluna de M(4,C) (ao invés de (4.2)), entdo
terfamos v/—1 < k. Mais geralmente, redefinindo o isomorfismo acima entre Cﬁg e H, podemos
identificar subespacos complexos com unidade imagindria correspondendo a qualquer quatérnion
unitario puramente imaginario.

Observemos que (4.29) é simplesmente o produto escalar quaterniénico entre (’1;11) e (ﬁ) pro-
jetado em um subespago complexo C' C H. Isto mostra que, neste formalismo, pode-se derivar a
projecao complexa para o produto escalar em [Rot89]. Desta forma, mostramos que a formulacao

quaternionica da mecanica quantica em [Rot89] pode ser derivada de nosso formalismo.®

"Em geral, o grupo GL(n,H) - H* é definido [Har90] como o grupo de transformagdes de H” da forma v +— Av),
onde A € GL(n,H) é uma matriz quaterniénica inversivel n x n e A € H* = H\{0} age como multiplicagdo escalar &
direita.

8E interessante ressaltar que tal formulagao quaterniénica [Rot89] (também [Leo01]) é fundamentalmente diferente
da chamada mecanica quantica quaternioénica de Finkelstein et al [Fin62], Emch [Emc63] e Adler [Adl95]. De fato,
em [Fin62, Emc63, Adl95] o produto escalar utilizado é verdadeiramente quaterniénico, e ndo apenas uma projegao
complexa como em [Rot89, Leo01]. Desta forma, nido é surpreendente que a formulagdo quaternidonica a que nos

referimos no texto principal possa ser efetivamente derivada, ao invés de postulada.
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Representagao quaterniénica do tipo padrao (standard)

Outra decomposicao da mesma algebra C¥y, definida em (4.20), pode ser obtida observando-se que
tal Cly é isomorfo a H @& H (como dlgebras reais). Para ver isso, consideremos os idempotentes
centrais ortogonais? fi = %(1 +eg) em Cly. Temos entdo imediatamente Cly = Cly f4 ®Cly f—, onde
@ denota soma direta de algebras. Cada fator Clyf+ é claramente isomorfo a H através do mapa
Clyf+ = H, fr — 1, easfs — i, e31f+ — j, eraf+ — k. Como as subalgebras C{, f+ sao ortogonais
(i.e., Clyfx Clyf+ = 0), é natural definir £ : Cy — H & H por

g(f-i—) = (170)7 §(€23f+) = (i,O), 5(631f+) = (]7 O)’ 5(612f+) = (]{i,O),
§(f-) =1(0,1), &(easf-) = (0,4), &(esif-) = (0,7), &(eraf-) = (0,k).

Ou, em termos dos elementos em (4.20):

§(1) = (1,1), &(eo) = (1, -1),
€(e2s) = (i,7), &(es) = (4,4), &(ea2) = (k. k),
§(eo2s) = (i, —i), &(eos) = (4, —7), &(eor2) = (k, —k).
Notamos de passagem que, dado ¥ € Cly, com (V) = (q1,¢2), a reversao (-)~ e o operador de
paridade usual (-)" sdo dados em H & H por 5(@) = (g2,q1) e £&(¥) = (G1,G2). Aplicando & &
eq. (4.22):
—0%(q1, q2) (k, k) + (1,110 (g2, 1) = m(1, = 1)(q1, q2)-

Ou, em termos de (Z;) € H2:

0 i 1 0
o[ 0 \ppa 00 X\ o)
42 i 0 n 0 -1 42
Novamente, temos pﬂ[(gi)] =—0u (Z;)k: Assim

(o)) ()0 ) ()

7P (5) = m(3),

onde as aplicagoes v, : H? — H?, 4 = 0,1,2,3 sdo agora definidas por

()= ) )= (5 0 ) ()

com [ =1,2,3.

ou

9sto 6, fy e f— comutam com todos os elementos de Clg e ff— = f—fy = 0.
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Consideremos estados de energia positiva/negativa neste formalismo. Por simplicidade, conside-
remos o elétron em repouso. Entdo, o operador energia em espinores-coluna é dado por E[|¢)] =
myo |¥). Isto induz E[1)] = megt) em espinores algébricos. Aplicando o isomorfismo ¢ e (4.24), temos
E[P] = megV para espinores operatoriais. Isto nos dd £[(q1,¢2)] = mé&(eq¥) = m(1, —1)(q1,¢2) =
(mg1, —mqz) em H@H. Desta forma, estados da forma (g,0) e (0, ¢) podem ser pensados como esta-
dos de energia positiva e negativa, respectivamente. Da discussao acima, vemos que a representagao

quaternionica das matrizes de Dirac neste caso é do tipo padrao (standard).

4.5 Formulacao lagrangiana

Em termos de espinores-coluna, a equagio de Dirac pode ser derivada da lagrangiana [Itz80]

1 - - _
L= 2 (B4, 19) ~ 8 (B 18) —m (3] ).
Podemos entao utilizar os mapas espinoriais da secao 4.3 para obter a expressao correspondente no

contexto multivetorial:
L=—(00(W)oe)o — m(TWuey)y, ¥ e Cly, (4.30)

onde definimos €y = ueg se eg € Cly e eg = eg se eg € C41 (note que ¢y é sempre a-impar). Nao é
dificil mostrar que as equagoes de movimento derivadas da lagrangiana acima sao de fato dadas por

(4.19), como esperado.

4.6 De volta a equacao de Dirac-Hestenes

Na secao 4.2, obtivemos versoes multivetoriais da equacao de Dirac correspondendo a diferentes
Zo-graduacgoes da algebra do espago-tempo. Tais equagoes, bem como as algebras dos espinores
operatoriais a elas associadas, tém em geral uma estrutura diferente da obtida no formalismo de
Hestenes. Nesta secdo, mostramos que se permitirmos Z-graduacoes arbitrarias'® para a dlgebra
exterior associada a C¢; 3(R), podemos sempre obter uma equac¢ao multivetorial similar & equagao
de Dirac-Hestenes. Uma interpretagao geométrica de tal situagao serd considerada no final desta
Secao.

Seja novamente {e, } uma base ortonormal do espago-tempo chato M = R"3, correspondendo ao
referencial de um dado observador. Mostramos na segcao 4.2 que a cada representagao das matrizes

{7Vu} corresponde uma versao multivetorial da equacao de Dirac. Para isso, primeiramente definimos

0Por uma Z-graduacio arbitraria do espaco dos multivetores, queremos dizer uma, Z-graduacio do espaco vetorial
subjacente a A(M) que néo seja necessariamente dada por @i:OAk (M), onde M = R!+3 denota o espago tangente ao

espaco-tempo em um dado ponto.
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a representacao p : Cl1 3(R) — M(4,C), p(en) = 7y, e entdo escrevemos equagao de Dirac no ideal
Cl13(C)P, onde P = 1(1+u)%(1+io0), com

U= Sileos, o= 5716125,

para um certo S € Cfq 3(C). Tomando uma Zs-graduacao conveniente C¢; 3(R) = Cly®Clq, pudemos
entao obter a versao multivetorial correspondente da equacao de Dirac na algebra C/.
O elemento S acima define o ons'! {E,} dado por E, = S~'¢,S. Definamos o operador de

paridade (-)” e a reversao (-), relativos ao oNs {E,}, por

(EM)P = _E;M
estendido a C/f; 3(C) como um automorfismo, e
()T = By,

estendido a Cf; 3(C) como um anti-automorfismo. Com isso, (-)F e (-)¥ definem uma Z-graduagio

para o espago vetorial subjacente a C¢; 3(R) por

D,
k=0
onde C° = C (escalares), C' = {a : o = —aed® = a}, C? = {a : a© = aeal® = —a},
C3={a:al = —aeaf'=—a} e C* = spanc{Ep123}.1

Seja p : Cly3(C) — M(4,C) o isomorfismo definido por p(E,) = 75'. Procedendo como na
secao 4.2, mas agora com P = %(1+E0)%(1 +iE12), i.e., com u =Eg e 0 =E12, obtemos o andlogo da
eq. (4.17):

DPE + md = 0,

onde ® :=4Re(y)) e ® :=E,0" (notemos que © em geral é diferente de 0, pois os elementos E,, em
geral, ndo sdo 1-vetores em M). A Z-graduacao acima para a estrutura de espaco vetorial subjacente

a Cl; 3(R) induz ent@o uma Zs-graduagao para a estrutura algébrica de Clq 3(R) por
Cly 3(R) = Cly @ Cly,

onde Cly == @y, 0, C* € Cl = @) 4yparC*- Com relagio & notagao da secao 4.2, podemos tomar

agora o = (-)F ¢ § = D, resultando em

DUEy = m\I/Eo, (431)

HLembramos que um ONS foi definido na secdo 2.1, pagina 8, como um subconjunto {Ei} de Clp ¢(R), ndo necessaria-
mente composto de 1-vetores em RP+9, satisfazendo a propriedade E;E;+E;E; = 2g;;. Notamos que o produto interno
entre os elementos do ONS acima é dado por (eq. (2.6)) g(Eu,Ev) = (EuEu)o = (Seu ST 8 1enS)o = (en(SS)~enSS)o.
No caso em que S € Spin{ 5, sabemos que o mapa e, — S~1le,S é uma isometria em RY3 e S5 =1 (eq. (2.19)), o
que resulta em g(E;,Ev) = g(eu, er) = gurv. No entanto, no contexto desta se¢do, onde S néo é necessariamente um

elemento de Spinf{ 5, esta conclusao em geral ¢é falsa.
12Notamos de passagem que C* é o complemento ortogonal de C° dentro de {a : aP =aealt= a}.
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com ¥ € Cly=C"®C?*dC* e D :=E,0". Vemos que a eq. (4.31) apresenta uma forma similar
a equacao de Dirac-Hestenes. Notamos ainda que o ONS {E,} gera um espaco vetorial real W :=
spang{Eo,E1,E2,E3} C Clq13(C), sobre o qual podemos definir a métrica h(x,y) = %(my + yx),
x,y € W (nesta expressao, os produtos zy e yz sao os produtos de Clifford induzidos de C¢; 3(C)).
Como resultado, W é isometricamente isomorfo a M e portanto Clc(W) = C¢; 3(C). No entanto,
o espago vetorial W é formado por combinagdes de multivetores de diferentes graus em A(M).
Obviamente, Spin®(W) ainda é o recobrimento duplo do grupo SO¢(W) de W e SO¢(W) = /31
(como grupos), onde El denota o grupo de Lorentz restrito. Apesar disso, ,CL e SO¢(W) tém
interpretagoes geométricas fundamentalmente distintas. Em particular, o grupo de simetria do
espago-tempo fisico (formado por 1-vetores em M C A(M)) é dado por EL, e nao por SO¢(W).

Consideremos agora representacoes das matrizes de Dirac que resultam em E,, reais™®. Neste caso,
W é um subespago vetorial de Cl; 3(R) isometricamente isomorfo a M, e Clr(W) = C¢; 3(R) (note
que a representagio padrao nos dé a igualdade estrita W = M)). Portanto, diferentes representagoes
{7.} das matrizes de Dirac determinam, neste contexto, diferentes fatias W de A(M), sendo que
cada um destas fatias corresponde a uma cépia diferente de M, isto é, a uma maneira diferente de
mergulhar o espaco-tempo no espago 16-dimensional dos multivetores.

Finalmente, observamos que estruturas multivetoriais alternativas tém sido objeto de estudo re-
cente na literatura, com aplicagbes em modelos em teoria quantica de campos [Fau98] e g-quantizagao

de &lgebras de Clifford [Fau99] (vide também [Fau00] e referéncias ali contidas).

4.7 Covariancia da equacao de Dirac-Hestenes

Vimos na secao 4.1 que, no contexto da equagao de Dirac-Hestenes em espago-tempo chato, o estado
do elétron é representado por um elemento par ¥ de C¢; 3(R). No entanto, uma formulagéo covariante
da equagao de Dirac-Hestenes em um espago-tempo M certamente nao pode identificar ¥ com uma
secao do fibrado de Clifford C¢(M, g). De fato, como vimos na segao 2.6, campos de Clifford (isto é,
secoes de CL(M, g)) transformam-se como tensores e portanto ndo podem ser associados de maneira
covariante a uma particula de spin-1/2.

Nesta secao, mostramos que o objeto descrito pela equacao de Dirac-Hestenes é de fato uma
representa¢do em CL(M, g) — dependente de uma escolha de referencial espinorial — de um campo
espinorial [Mos04a]. Claramente, tal procedimento sé é possivel quando a variedade admite refe-
renciais espinoriais globalmente definidos. Felizmente, no caso relevante de variedades lorentzianas
nao-compactas de dimensao 4 (orientadas e orientadas no tempo), o teorema de Geroch nos garante
a existéncia de tais referenciais sempre que M admitir uma estrutura espinorial (observagao 2.14).

Seja {E,} a base canonica de R"* C Ry 3, como na observagio 2.15 e nota de rodapé 9. Lem-

bramos que, neste contexto, R 3 deve ser simplesmente considerado uma élgebra de Clifford abstrata,

13Isto é equivalente & nossa hipétese de que u e o sdo reais na eq. (4.13).
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identificada com a fibra tipica dos varios fibrados C{(M, g), C@lspini3 (M) e ngpinis(M)' Considere-
mos inicialmente a equagdo de Dirac em termos de um espinor algébrico ¥ como na eq. (2.47), isto
é, 1 € sec (CélspiniS(M), com ¢ =P, P = 1(1+ Eg)i(1+iF2).

A equacdo de Dirac para tal 1, em interacio com um campo eletromagnético A € sec AL(M) C
secCl(M, g), é dada por

e (iVy, — qAa)Y = map, (4.32)
(M) (vide apéndice B). Ou

ainda, em termos do operador de Dirac espinorial D® = eV (definicao B.4):

onde Vi ¢ a derivada covariante induzida no fibrado associado (Cngpin‘f .

(iD* — gAY = ma). (4.33)

l
Spin§ 4

Notamos que esta equacao é satisfeita pelo objeto intrinseco ¥ € sec C/ (M), que nao faz
mengao a nenhum referencial em particular. Seja = € PSPinis (M) um referencial espinorial em M e
escrevamos, como na se¢ao 2.6, e, (z) = [(E(z), Eq)]. Se ¢ (zx) = [(E(z), | (z)))], onde |¢(x)) € Ry 3P
¢ o representante de 1(x) com relagdo a E(x), temos a seguinte representacao da eq. (4.32) (vide
proposigio B.3):

E(i0n + i — A0 ) = mly), (4.34)

onde w, = %Facbeb A€ (1-forma de conex@o da proposi¢ao B.2), com I'y,¢ dado por V. ep = I'gpec
€ Fabc = gchabd~

Desta forma, sob o isomorfismo
p:R1,3®C_)M(47(C>7 P(Ea) :’y;t7

que, como sabemos, resulta em

p(P) =

o o O

0 0
0 0
0 0
0 0

o o o =
o

vemos que a eq. (4.34) pode ser escrita na forma usual em termos de espinores-coluna em C*.

Notamos ainda que, sob uma troca de referencial espinorial = = Sy~ !

14

,com u : @+ u(z) € Sping 3,

o representante de v transforma-se como

[¢") = uly),

como deveria ser (afinal de contas, foi para isso que o fibrado Cngpin‘i s (M) foi construido). Por exem-
) ~ . ’

plo, u = e*% 12 corresponde a uma rotacio local em torno do eixo z, que age sobre o representante

|t como acima, reproduzindo desta maneira a transformagao usual em termos de espinores-coluna

da secao 2.5.
MPois [(Z', [¢")] = ¢ = [E, [¥)] = [E"w, [¥))] = [(E', ul¥))]-
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Lembramos que os elementos de Cl4 (M) sao classes de equivaléncia da forma [(p,a)] com

(p.a) ~ (pu!
brado C/4* . (M) dos elementos pares, isto é, da forma [(p,a)] € C/: (M) com a € RY 5. Desta

Spini?’ SpiniS

ine
pinf 5

,ua), u € Sping 3. Como Spin{ 3 C R4 (eq. (2.19)), faz sentido considerar o subfi-

forma, procedendo analogamente a secao 4.1, podemos obter a seguinte equagao em Cfls;rin;g(M ),

que é inteiramente equivalente a eq. (4.32):
D*UEy — qAU = mUE,, U € sec celsgmh(M). (4.35)
E importante notar, entretanto, que tal equagao é fundamentalmente diferente da equagao de Dirac-

L+
Spinig

algebra C€f3 (R), mas sim espinores legitimos. Ainda, os elementos Ey, F12 € R; 3 ndo correspondem

Hestenes da secgao 4.1. De fato, os objetos ¥ € secC¥ (M) néo sao simplesmente elementos da
a um referencial de Lorentz {e,}, mas a elementos fixos da algebra R; 3 (observacao 2.15) que agem
em CélSpinis(M) segundo a proposicio 2.18.

No entanto, podemos obter representantes de ¥ (associados a escolhas de referenciais espinoriais
E) em C{(M, g) da seguinte maneira. Dado um referencial espinorial = € sec Pspins , (M), definamos
(M) eClM,g), como na secao 2.6.
Podemos entao utilizar a proposigao 2.25 para escrever a eq. (4.35) em termos de segdes no fibrado
de C4(M, g):

as segoes 15, 1L e e,, respectivamente em Cflspini3 (M), Clping
(D*W)1Les 1L — gAY = mP1LeglL.
Multiplicando a direita por 1 e utilizando novamente a proposicao 2.25, temos
e"(Vi, V)1Zeas — qAVIZ = mWlgeo.
Segue da proposicao B.5 e da eq. (B.13) que
(V2 W)L = V., (V1L) — UV, (12) = V., (V15) + | W1k,
Assim,
et {Vaa(\lllg) + ;\Plgwa} eg1 — qA(V1g) = m(V1g)eo.

E entdo natural definir, para cada referencial espinorial =, um campo de Clifford ¥z € secCl(M, g)
(vide proposicao 2.23) por
Uz := V1L € CU(M,g). (4.36)

Com isso, temos

1
e {VEQ U= + 2\115(,%} es1 — A¥Y=z = mUzse. (4.37)

Neste ponto, é interessante voltar a discussao do inicio desta secao. Como dissemos repeti-
das vezes, nao faz sentido considerar identificagoes canénicas entre campos espinoriais e campos de
multivetores, pois tais objetos transformam-se diferentemente sob transformacgoes de Lorentz (es-

pinores podem distinguir entre rotagoes de 27 e rotagoes de 4w). Desta forma, é natural que se
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pergunte como a equagao acima — onde o estado da particula é representado pelo campo multive-
torial Uz € CL(M,g) — pode fazer sentido. A resposta estd no fato de que a definigdo de ¥z na
eq. (4.36) é intrinsecamente dependente de uma escolha para o referencial espinorial. Claramente,
este é o prego a pagar para que se possa fazer sentido do procedimento de Hestenes de representar
espinores por formas diferenciais, que ndo poderia de fato ser canoénico.

Notamos ainda que a derivada covariante agindo em ¥z € Cl(M, g) na eq. (4.37) é a derivada
covariante tensorial Vy em C¢(M, g), como deveria ser. Entretanto, notamos da expressao acima
que Vy age em Uz sempre conjuntamente com o termo %\Pgwa. Desta forma, é natural definir-se

uma “derivada covariante efetiva” Vg}q ) agindo em Uz por
(s) 1
Vea Uz =V, U= + 5\115(4),1.

Entao, a eq. (B.9) nos dé

1
Vgi)\l’g = aea (\I/E) + 5wa\1}57

de maneira que V) recupera a forma da derivada covariante espinorial, como era de se esperar.
Com esta notagao, temos finalmente a equagao de Dirac-Hestenes para o campo de multivetores
U= € secCl(M, g), representando o espinor ¥ € sec Célspinig(M7 g) no referencial Z, em um espago-

tempo lorentziano nao-compacto arbitrario:
"V Wzey — gAVz = mUzey. (4.38)

E f4cil ver que a formulacao acima recupera as transformacgoes caracteristicas do formalismo de
Hestenes, como na eq. (4.8). De fato, consideremos dois referenciais espinoriais =, =" € sec Pspine , (M),
com = = Zul u oz — u(z) € Spin{ ;. Segue da proposigao 2.26 que e; = U~ le,U e
Vs = V1L, = YulL = V1LU = ¢=U. Portanto, os varios campos de Clifford dependentes da

escolha de E na eq. (4.38) se transformam como

e, =U"e,U, (4.39)
Uz = \IIEU,

em concordancia com a eq. (4.8).



Capitulo 5

Equacao de Dirac-Kahler e

interacoes eletrofracas

5.1 Equacao de Dirac-Kahler

Sabemos que a equagdo de Dirac
7Dl = mle) (5.1)

pode ser pensada, num certo sentido, como uma raiz quadrada da equacao de Klein-Gordon. Mate-
maticamente, isto se deve ao fato de o operador de Dirac y*0, ser uma raiz quadrada do operador
de onda 00 = 9"0,. Seja d a derivada exterior (agindo em formas) e § o operador codiferencial no
espago-tempo de Minkowski (vide apéndice B). Entao, o operador de Dirac-Kéhler d — § também
define uma raiz quadrada do operador de onda (eq. (B.5), pdgina 96). Desta forma, a equagao de
Dirac-Kéahler (EDK)

i(d— ) =my (5.2)

pode ser igualmente pensada como uma raiz quadrada da equagao de Klein-Gordon. Deve-se obser-
var, no entanto, que as equagoes (5.1) e (5.2) descrevem objetos fundamentalmente distintos. Na
eq. (5.1), |¢) representa uma particula de spin-1/2, que se transforma portanto como um espinor
sob transformacoes de Lorentz. Por outro lado, os objetos descritos pela EDK se transformam como
formas diferenciais (e portanto tensores) sob a ac¢ao do grupo de Lorentz.

Apesar disso, é um fato bem conhecido que as equacoes de Dirac e de Dirac-Kéhler sao, em um
certo sentido, intimamente relacionadas. De fato, como discutido no capitulo anterior, no contexto
de espago-tempo chato é sempre possivel considerar identificagdes (ndo-canonicas) entre formas di-
ferenciais e espinores algébricos. Com isso, pode-se mostrar (como revemos a seguir) que ocorre um

desacoplamento da EDK em quatro equagoes de Dirac definidas em ideais a esquerda minimais de

57
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Cly 3(C) [Bec82, Joo86, Rab82, Lin90, Lin91]. Em outras palavras, a EDK define, neste contexto,

quatro equagoes de Dirac desacopladas governando espinores algébricos.

Desacoplamento em 4 equacgoes de Dirac

Consideremos a EDK (5.2) em espago-tempo chato, onde ¢ € Q¢(RY3) é uma forma diferencial

complexa em R, Segue da eq. (B.7), pagina 96, que podemos escrever a EDK neste caso como
et 0,1 = ma. (5.3)

Seja { Py} um conjunto espectral em C¢; 3(C), como na segdo 2.5.1. Multiplicando a eq. (5.3) &
direita por Py, temos

ie“é‘,ﬂ/}k = m@/}k, (54)

onde 9y, := P, é um espinor algébrico no ideal & esquerda minimal C¢; 3(C)Pj.
Podemos escrever tal equagao em uma forma mais familiar procedendo como na segao 2.5.1. Para
isso, tomemos uma representagao particular {v#} das matrizes de Dirac, digamos a representagao

quiral, e definamos
p:Cl 3(C) — M(4,C), plet) =~H, (5.5)

como na eq. (2.23). Escolhendo {Py} como nas egs. (2.26), isto é, tal que

p(P1) = ) p(Ps) =

p(Ps) = s p(Py) =

o = O O O O o O
= O O O O O o O

o O o o o O o =
o O o O o O O O
o O o O o O o O
o O o O o OoO o O
o O o O o O = O
o O o o o O o o

e aplicando p a eq. (5.4), temos finalmente
Y Oulhr) = mlk), k=1,2,34,

com |¢;) = p(¥x) um espinor-coluna definido na k-ésima coluna de M(4,C). Desta forma, temos

quatro equagoes de Dirac desacopladas, definidas nas diferentes colunas de M (4, C).

Lagrangiana de Dirac-Kahler

A EDK pode ser derivada da agao

s=4/<z/? li(d — 8) — m] Yo d'z,
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onde ) = 1)Te? (a operagdo de conjugacdo hermitiana em Cf; 3(C) foi definida na proposicio 2.6).

Equivalentemente,
S = /E d*x,
onde
L= (D1i(d— 6) — m] ¥ho, (56)
isto é,
1L = (B(etid, — m)p)o. (5.7)

Segue que a decomposicao da equagao de Dirac-Kéahler pode ser obtida diretamente de £. De
fato, escrevendo v = Y, Pr, = >, ¢k, com )y, := Py, temos

1 . . ) L
Zﬁ = i(Te(e"id, — m)P)o = >4 ( Leo(e‘ 10, — m)r)o-
Notamos agora que ¥, = ¥ Py (sem soma em k) e P,I = P, (observagio 2.9) nos dao
(rel(eid, — m)v)o = S (WL e’ (e"idy, — m)i)o,

onde utilizamos a propriedade ciclica de (-)¢ (eq. (2.7)). Assim,

1 ) .
1L =15 (e (€0, — m)vi)o.

Aplicando o isomorfismo p da eq. (5.5), vemos que isto é equivalente a

L= S0y (x| (7438, — m)[),

que é claramente uma lagrangiana correspondente a quatro equagoes de Dirac desacopladas.

Nota sobre a questao da covariancia I

Como discutimos acima, os objetos que aparecem na EDK (5.2) sdo formas diferenciais e, portanto,
o procedimento de se obter 4 equacoes de Dirac da EDK é valido somente sob uma identificacao
(ndo-candnica) entre formas diferenciais e espinores. No entanto, para justificar os desenvolvimentos
a seguir, podemos sempre partir diretamente da lagrangiana (5.7), que faz efetivamente sentido
tanto para objetos tensoriais quanto espinoriais! (pensados como elementos de um ideal & esquerda

minimal em Cl; 3(C)).

INotamos que tal afirmacio nio seria verdadeira no caso da eq. (5.6), que s6 faz sentido para objetos v tensoriais.
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5.2 Simetrias

Tomando m = 0 (termos massivos serdo considerados mais tarde), vemos da discussao acima que

4
1
1L= i (e e D)o, Wr =Py € Cly3(C)P, (5.8)
k=1

é uma lagrangiana modelando equagoes de Dirac desacopladas satisfeitas por espinores algébricos
em Cly 3(C)Py, k=1,2,3,4.

Como vimos na secao 2.3, todos os idempotentes primitivos em C¢; 3(C) sao conjugados entre si.
Ou seja, fixando um tal idempotente primitivo de referéncia ]3, podemos expressar qualquer outro

COomo
P=R'PR, (5.9)

para algum elemento inversivel R € Cf; 3(C). Escolhendo, por exemplo, P = P{" = (1 + ey)

1(1 —ieg123) (egs. (2.30)), temos a seguinte forma geral de um idempotente primitivo em C¢; 3(C):
1
pP= 2(1+u)2(1+w) (5.10)

onde u = R™lezoR e 0 = R™1(—eqp123) R satisfazem [u,0] = 0, u?> = 1 e 02 = —1. Analogamente, o

conjunto espectral correspondente as egs. (2.30) pode ser escrito como
1 1 1 1 .
P = 2(1+u) (1+i0), P= 5(17u)§(1+m), (5.11a)
P, —1(1— )1(1—' ) P—l(l—k )1(1—‘ ) (5.11b)
5= 5 w3 i0), 1= w3 i0). .
Notamos que as egs. (5.11) nos dao (semelhantemente ao capitulo 4):
iP, = —Pyo, k=1,2 (5.12a)
iPy = Pyo, k=3,4. (5.12b)

Assim, uma transformagao de fase de um espinor em C¢; 5(C) Py, pode ser escrita como multiplicagao

a direita por e*?, a € R.

5.2.1 Transformacgoes globais

Levando em conta a discussao acima, consideremos agora uma transformacao global para os idem-

potentes Py, em (5.8):
P, — P, =S"'P,8, (5.13a)

u—u' =S usS, (5.13b)
oc—d =818, (5.13¢)
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onde S ¢é um elemento inversivel em C¢; 3(C). Dado um espinor algébrico ¢, = ¥y P, em Cl; 3(C) Py
(sem soma em k), temos ¢, = ¢ SP}S —!. Multiplicando ambos os membros & direita por 9, temos
S = YSP. Desta forma, 9}, = ¢S pode ser tomado como a representacdo do espinor no ideal

transformado C¢; 3(C)P}. As relagdes (5.13a)-(5.13¢c) devem portanto ser completadas por

e — P = PiS. (5.13d)

Notamos que isto transporta a equacao de Dirac definida no ideal C¢; 3(C) Py, para o ideal C¢; 3(C)Pj.

As transformagoes acima induzem a seguinte transformagao na lagrangiana (5.8):

fz' =i (e 9,0 = i3y (STl e et D, (11.S))o.

Para S constante, temos
1 .
Zﬁl = ZZi:1<SST ;Leoe“auz/}wo,

onde novamente utilizamos a propriedade ciclica de (-)o (eq. (2.7)). Segue que a lagrangiana

[©

[©N

invariante por tais tranformagoes globais desde que S € U(4). A dlgebra de Lie correspondente
dada por u(4) = {A € Cl; 3(C) : A+ AT = 0}, isto 6,

u(4) = spang {1, ieq, €1, €2, €3, €12, €23, €31, 1€01, 1€02, 1€03, €012, €023, €031, 1€123, €0123 } - (5.14)

Devido & invariancia da lagrangiana pela a¢do conjunta de (5.13), chamaremos tais transformagoes
de transformagoes internas. E importante notar que estas agem a direita no espinor ¥, o que nao
tem andlogo imediato no formalismo de espinores-coluna em C*. De fato, tais transformacoes al-
teram o préprio ideal que modela o espaco dos espinores (algébricos), modificando a maneira como

tal espago é imerso em C/¢; 3(C).

5.2.2 Transformacgoes locais

Vamos agora estender as transformacoes acima a transformacoes locais. Em outras palavras, con-
sideraremos escolhas independentes para o ideal C¢; 3(C)Py em cada ponto x do espago-tempo, de
forma a termos P = Py(x).

Consideremos uma transformacio interna local, da forma (cf egs. (5.13))
P, — P =S"1'P.S,
Yk — Yy, = xS,
onde S : x +— S(z) toma valores em U(4). Temos entao
(Vhe’e Do = (35 Te%e D (91,5710 =
= (SYR e (0)5M))o + (SUl e 10,5 o =
= (Wil e%e (00))0 + (Wi e (9,571)S)o,
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de maneira que a eq. (5.8) nos dé

1 . _
£ =i (Wi eer i o + (Wi e (9,571 Sho ) -

O ultimo termo destréi a invariancia da lagrangiana, o que nos leva (segundo o procedimento usual

das teorias de calibre) a introduzir uma derivada covariante que restaure tal invariancia. Fazendo

Our — Dby = 0,11 + i W, (5.15)
temos entao
(he®et D)o = (e e D)o + (fee v W)o =
= (W% D0 )0 + (Ul e 7, (0,5 1) S)o + (Suyl €let ST W) 0 =
= (Wl e 0o + (U ePer vy, (STIWLS + (9,571)S) o

Segue da expressao acima que a nova lagrangiana, obtida da anterior segundo (5.15):

L= I ke e O + il Vo, (5.16)

isto é,
L = i(yTe’e” D)o, (5.17)

é invariante sob a transformacao conjunta

P, — P, =8P, (5.18a)
Ve — Vi = Vi, (5.18b)
W, — W) =S""W,5+ (0,585, (5.18¢)
com W, € u(4).
E importante notar que a derivada covariante D, = 0,¢ + YW, nao preserva o ideal

Cl 3(C)Py, ja que W, age a direita em . Isto nos motiva a utilizar os ideais C¢; 3(C) Py, k =
1,2,3,4, para representar espagos de estados de diferentes particulas que, desta forma, interagem
através do campo de calibre W,,. Na secao 5.4, mostraremos que tal procedimento recupera o modelo
eletrofraco simétrico [Moh98] que, num certo limite, contém o modelo de Glashow-Weinberg-Salam
(GWS).

Notamos que varios autores consideraram anteriormente a identificagao das colunas de uma dada
algebra de matrizes com diferentes particulas [Hes82, Chi87, Chi96, Tra01, Joy02, Bor03a, Bor03b].
No entanto, até onde sabemos, nenhum destes autores construiu uma teoria de calibre baseada
na liberdade de escolha dos espinores algébricos imersos no campo de Dirac-Kéhler. Em [Hes82],
Hestenes identifica dois ideais fixos da &lgebra Cf; 3(R) com os espacos de estados do elétron e

do neutrino, sendo as transformacoes de calibre aquelas que preservam a corrente eletromagnética.
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Como resultado, o autor recupera o modelo de GWS, mas ndo considera termos de massa nem
antiparticulas, que em nosso formalismo aparecem de maneira natural (como veremos na segao 5.4).
Em [Chi87, Chi96], Chisholm e Farwell desenvolvem certos modelos de spin gauge theory, onde
tanto o espago-tempo como o espago interno (da teoria de calibre) sdo combinados numa estrutura de
fibrado de Clifford com fibra C¢, ;(R). Como conseqiiéncia, as transformacoes de calibre em tal teoria
agem tanto nos espinores quanto nos préprios vetores-base e,, (diferentemente de nosso caso). Ainda,
os espinores sofrem transformacdo a esquerda e néo & direita. Tomando Cls 6(R) como a dlgebra
de Clifford de tal teoria, os autores mostraram ser possivel expressar a teoria de GWS como uma
spin gauge theory. Notemos no entanto que, como a dlgebra usada é Cl3 6(R), foram utilizadas uma
dimensao temporal extra e 3 dimensoes espacias extras para esse fim: neste contexto, as simetrias do
grupo SU(2);, das interagdes eletrofracas sdo dadas por transformagoes do espago correspondente
as dimensdes extras. Em [Tra0l], Trayling e Baylis utilizam espinores algébricos em Cl7(R) =
M(8,C) (também com ideais fixos) para descrever o modelo padrao (particulas e antiparticulas).
Semelhantemente ao trabalho de Hestenes, os autores consideram como transformagoes de calibre
aquelas que preservam a corrente (e deixam a componente de quiralidade positiva do neutrino estéril);
semelhantemente ao trabalho de Chisholm e Farwell, a algebra usada incorpora dimensoes extras,
sendo o grupo SU(2);, gerado por rotagoes no espago das dimensoes extras. J4 em [Joy02], Joyce
utiliza a algebra C¢; 3(C) para modelar uma teoria com grupo de calibre U(1) x U(1) x SU(3), que
o autor interpreta como uma teoria “eletroforte”, onde o grupo U(1) x U(1) é responsével por dois
campos fotonicos e o grupo SU(3) pela simetria de cor dos quarks. As transformagoes que o autor
utiliza sao uma mistura de transformagoes agindo a esquerda e a direita no espaco dos espinores,
e os quatro ideais minimais de C¢; 3(C) (tomados fixos) sdo usados para modelar um elétron e trés
cores de quarks. Finalmente, em [Bor03a, Bor03b], Borstnik e Nielsen propoem um método geral
para a construcao de familias de espinores habitando os diferentes ideais & esquerda minimais de
qualquer dlgebra de Clifford. Similarmente ao nosso trabalho, cada “familia” é composta por dois
espinores de Weyl, que os autores associam a um par composto por particula + antiparticula. No
entanto, a dinamica de tal modelo nao é induzida pela lagrangiana de Dirac-Kéahler. Como veremos
na secao 5.4, a estrutura das interagoes em nosso modelo permite que interpretemos o campo 1,
com valores em C/; 3(C), como sendo composto por léptons (ou quarks) de uma dada geracao de
particulas. Por outro lado, os resultados de Borstnik e Nielsen os levaram a sugerir que cada ideal
seja associado a uma geragao diferente de particulas, o que da origem sempre a um nimero par de
geragoes. Em nosso caso isso nao ocorre, de forma que o modelo apresentado aqui é perfeitamente

compativel com o niimero atualmente conhecido de 3 geracoes de particulas.

Nota sobre a questao da covariancia I1

Como vimos na secao 2.5, a equagao de Dirac escrita em termos de espinores algébricos ¢ € Clq 3(C)P

é completamente equivalente a da formulagao usual em termos de espinores-coluna. E interessante
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observar, no entanto, que o uso de espinores algébricos tem o mérito de explicitar a simetria rela-
cionada & liberdade de escolha do idempotente P, que determina o espaco de estados neste contexto.?
Desenvolvamos melhor este ponto. Para isso, consideremos a lagrangiana de Dirac (em oposi¢ao
a lagrangiana da EDK) em espago-tempo chato [Itz80]
Lp = (py*i0, —mlp),
onde (p| = (p[y°. Em termos de espinores algébricos definidos no ideal & esquerda minimal
Cty 3(C)P, tal equagdo pode ser escrita, para m = 0, como

%CD = i(pTe%,p)0, @ € Cly 3(C)P. (5.19)

Procedendo exatamente como acima, vemos que Lp é invariante sob transformacoes globais (com
SeU(4)):

P— P =5"1pS,

p— ¢ =S,
que transportam a equagdo de Dirac definida no ideal C¢; 3(C)P para o ideal C¢; 3(C)P’. Ao con-

siderar transformagcoes locais, a lagrangiana deixa de ser invariante, de maneira que somos levados

a introduzir, exatamente como acima, a derivada covariante
D, = 0,0+ oW,

que restaure tal invariancia. Como W, nao preserva ideais, tal raciocinio (baseado agora apenas na
equacao de Dirac, e nao na EDK) novamente sugere que associemos os diferentes ideais de C¢; 5(C) a
diferentes particulas. O objeto fundamental deste modelo seria entdo um campo C¢; 3(C)-valorizado
©, com 16 graus de liberdade complexos, cujas projecoes ¢ P, em um sistema de ideais modelariam

diferentes particulas interagindo entre si. Com isso, recuperamos a mesma linha de raciocicio acima.

5.2.3 Calibre unitario

Escolhamos agora o seguinte conjunto espectral {Pk} de referéncia (eq. (5.9)):

Pi= (1 tu(itio), Pr=(1—u)s(l+io), (5.200)
P3=1(1—u)1(1—m), P4=1(1+u)1(1—ia), (5.20b)
2 2 2 2
Ccom
Uw=e3 € 0=—epi3. (5.20¢)

2Como vimos na segio 2.5.1, tal simetria é intimamente relacionada & liberdade de escolha da representacio das

matrizes v# na formulagao usual da equagao de Dirac.
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Notamos que isto corresponde ao conjunto espectral das egs. (2.30). Como discutimos no inicio da

secao 5.2, dados os espinores individuais
x—Yp(z), k=1,2,34,

com Yi(z) € Cl3(C)Py(x), é entdo sempre possivel encontrar R(z) € U(4) tal que Py(z) =

R™(z)B,R(x). Isto corresponde a uma transformacio de calibre da forma (cf egs. (5.18))

Py = R™'PR, (5.21a)
U = R, (5.21b)
W, =R 'W,R+ (0,R™)R. (5.21c)

Denominaremos a escolha de calibre onde o espinor é dado por w (com os correspondentes
ﬁk, Wu) de calibre unitdrio. O sentido de tal nomenclatura sera esclarecido adiante. Notemos que
as egs. (5.21) podem ser usadas para parametrizar o campo de idempotentes primitivos pelo campo
U (4)-valorizado x +— R(z).

Operador de quiralidade Derivemos agora a expressao do operador de quiralidade para as
diferentes particulas 1, contidas no campo .

Lembramos que a agao do operador de quiralidade sobre um espinor-coluna |¢) é dada por

ch(|1)) = "), com 7° 1= i7" = —irg03.

Consideremos inicialmente a expressao correspondente no calibre unitdrio. Aplicando o isomorfismo
p~ ! dado pela eq. (5.5), com {y*} na representacdo quiral, obtemos a expressio correspondente para

um espinor algébrico 1ZJk €Clh3 (C)}Bk :
ch(¢hy) = —ieo1a3t%.
Segue de J}k = kak e das egs. (5.12) que
ch(th) = —ieo1239 P, = 01230k (£6) = Feorostneorzs = iiZk,

onde o sinal de cima corresponde a k = 1,2, o sinal de baixo corresponde a k = 3,4, e ()" é o

operador de paridade usual em C¢; 3(C). Portanto,

’LZ)k S 66173(((:)]5;@, k=12= Ch(?;k) = sz, (522&)
Gi € ClLa(C) Py, k= 3,4 = ch({y) = . (5.22D)

Lembramos que um estado com quiralidade positiva (negativa) é um auto-estado do operador de

quiralidade com autovalor +1 (—1). De (5.22), temos o seguinte esquema para as quiralidades dos
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diferentes setores de C¢; 3(C) :

Cl 3(C)Py, k=1,2 | Cl3(C)Py, k= 3,4
Ctis(0) * . (5.23)
Cl14(©) - N
Observamos ainda que a expressao de ch em um calibre arbitrdrio é dada por ch(y) = —ieg1239 =

—2'601231;]% = ch(@Z)R, ou seja,
ch(¢) = ch(¢)R. (5.24)

Finalmente, notamos que a substituicao da derivada covariante D,ﬂz = 8M1/0) + qu em (5.8) nos
da )
L= i(Telet D)o, (5.25)

que ¢ a lagrangiana no calibre unitéario.

Lagrangiana de interacao

Utilizando a expressao da derivada covariante DNQZJ = (’9#12 + wWH na eq. (5.25), temos

1 & e o . . .
EL =i <,(/)]1;80/ (Outhr + i Wp))o,
k=1
onde denotamos e®* = €%t e 1, = VP, k = 1,2,3,4. O primeiro termo pode ser reduzido

exatamente como na secao 5.1, de forma que

4 N 4 o o o
iﬁ=i<z<w£e0“auwk>o+ > <wze0wm>o>. (5.26)
k=1 k=1

Novamente, o primeiro termo da eq. (5.26) corresponde a lagrangianas de Dirac para diferentes
particulas livres modeladas nos ideais Cl; 3(C) Py, k = 1,2,3,4. O dltimo termo, que denotaremos

por

1 4 . .
Lr=i% (W] PPy W, )0, (5.27)
k,l=1

contém toda a interagao entre 77[011, 1/012, 1/013 e 77/014.
E interessante, para o que segue, separar a contribuicao dos campos de calibre VT/,L € u(4) em

duas partes
u(4) =g + g, (5.28)

onde g = u(4)N CEI&;((C) e gt =wu(4)n Cly 3(C), isto ¢,

0 . . . .
g(© = spang {i, e12, €23, €31, €01, €02, i€03, €0123 }, (5.29a)

1 . .
g = spang {ieg, e1, €2, €3, €012, €023, €031, i€123 }- (5.29b)
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Notamos que g(©) é entdo uma subdlgebra de Lie de u(4) e que 9@ e g nio comutam. Notamos

ainda que os elementos de g(o) (g(l)) sdo precisamente aqueles que comutam (anticomutam) com

€p123 €, portanto, com & = —ieg1a3. Desta formas:
g ={Acu):[A 6] =0} (5.30a)
g ={Acu):{A,5} =0} (5.30b)

Tendo em mente a eq. (5.27), observamos que (ileo“zﬁlﬁfmo = <(’(/3kf)k)T€O“(’L/jlﬁ)l)Wu>o =
<1/3,160“1/3l]3lﬁ/,j’k>0. Segue das eqs. (5.20) que

W, € g@ = (bl W, )o=0se[k=1,2el=3,4 oulk=34el=12), (5.31a)
W, € g = (bl ey W,)o=0se[k=1,2el=1,2lou[k=3,4el=34]. (5.31b)

Com isso, temos dois casos a considerar:

(i) W, € g c ¢t 5(C) -
Entao, a eq. (5.31a) nos dé que (izeo“ﬂlﬁfﬁo é possivelmente nao-nulo somente nos casos em que
k=12el =12 oulk=34el =3,4. Como estamos considerando W, par, temos que
<1Z),teo“zzlﬁ/#)0 # 0 somente se ’t/)k e ’tZJl tiverem a mesma paridade (par/par ou impar/impar). Segue
da tabela (5.23) que sé hé acoplamento, neste caso, entre termos de mesma quiralidade (+/+ ou
-/-)-

(i) W, € gV € Cl4(C) -
Entao, a eq. (5.31b) nos dé que (@leoﬂilﬁ/wo ¢é possivelmente nao-nulo somente nos casos em que
k=12el=34oulk=34el=12. Como estamos considerando W, fmpar, temos que
<1Z),teo“1zlﬁ/#)0 # 0 somente se wk e z/ch tiverem paridades opostas (par/fmpar ou {mpar/par). Segue
da tabela (5.23) que sé hd acoplamento, também neste caso, entre termos de mesma quiralidade
(+/4+ ou-/-).

Portanto, o modelo considerado aqui prevé que os setores de quiralidade positiva e negativa sao

completamente desacoplados, de acordo com o que é observado experimentalmente.

5.3 Interacao entre ideais

Segue imediatamente das egs. (5.31) que a lagrangiana de interagdo (5.27) pode ser decomposta

como
L=+l (5.32)
onde
2 o 0 o 4 o 0 o o
PO =i S L0 +i S W), W€ o) (5.33a)
k=1 k,1=3
2 4 ° °
c<” iy > (bl v, >o+zzz<w* O Wo, W € gt (5.33b)

k=11=3 =3l=1
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Isto significa que os campos de calibre em g(®) acoplam separadamente os ideais 12 e 3—4. J4 os

campos de calibre em g(!) acoplam as particulas nos ideais 1,2 com as particulas nos ideais 3,4.
No restante desta secao, determinamos a forma precisa das interacoes provenientes de LETO) e £§”.

Notamos que podemos reescrever (5.29a) como

0
9( ) = SPaHR{€127€237631760123761265,6236576316576012365},

onde e5 := —ieg123. Alternativamente, podemos tomar uma base (sobre R) para g formada pelos

seguintes elementos:

e123 (1+es), en23(1—es),

ezag (L +es), emz(l—es), (5.34)

es13 (1+es), esns(l—es), .
o123z (1+es5), eorass (1 —es)

Observamos que spang {612% 1+es),ea35 (1tes) 631% (I+es), 60123% (1+ 65)} > gu(2) @ u(l).

1
Como 1 (1+e5) 5 (1+es) = 2 (I+es)e %2(1 +es) 7% (1Fe5) =0, segue imediatamente que
0@ = su(2) ® su(2) ® u(l) ® u(l).
Ou, se G C U(4) é o grupo de Lie gerado por 99 temos
G=5U(2)xSU((2) xU(1) xU(1). (5.35)

Observacao 5.1 Na decomposicio acima de G como o produto direto entre SU(2)x SU(2) e U(1) x
U(1), o fator U(1) x U(1) age trivialmente sobre os idempotentes Py, (eq. (5.18a)). Desta forma, as
transformagées correspondentes a U(1) x U(1) preservam cada ideal Cly 3(C) Py, k =1,2,3,4. Ainda
assim, tais transformagoes produzem uma transformagao nao-trivial sobre os espinores (eq. (5.18b),
produzindo as usuais transformacoes de fase para as particulas correspondentes. Além disso —
exatamente pelo fato de que tais transformacoes preservam individualmente cada ideal — podemos

associar geradores diferentes de U(1) x U(1) a cada particula.

Dado ¢ € Cl; 3(C), denotemos (como anteriormente) 9, = Py € Cl1 3(C)Py. Denotemos ainda:
(i) a parte par de ¥y, por V0, isto 6, Vi = (v + Pr);
(ii) a parte impar de 1y por ¥y 1, isto é, Y1 = %(¢k — 1[%)

Entao, podemos escrever

4 1

Y= E ;wk,p-

k=1p=0
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Substituindo 1/} Z Z wk p (notemos que k denota o ideal e p a paridade) em (5.33a), temos
k=1p=

i o 2 1 . R .
_7‘6(1): > X <¢L,peouwk’,p’Wu>0+ > <¢Z,peoﬂwk’,p’wu>0—

4 k,k'=1p,p’=0 k,k'=3p,p’=0
2 1 o o 0. o o 4 1 o o 0. ° o o
= > > <(¢k,pPk)Te Hpgr pr Py Win)o + > <(¢k,ppk)Te “1his pr Py Win)o =
k k/*lp,p’*O k,k'=3p,p’=0
4 1 o ° o ° o
- Z Z (W e P W, Pe)o + 3 > (Wf " Py W, Pri)o.  (5.36)
k,k’=1p,p’=0 k.,k’'=3p,p’=0

Em termos da base g(®) dada por (5. 34), podemos escrever W WI(LJF)Em —l—VV,S})lEm m=1,2,3,4,

(+) (=)
com
6231i€5 6131i65 6121i65
By=5—75 Bo=5—7 Bo=5—7 (5.37)
60123 1+ €5
Bl = 5

Notamos que {E(li), E?i), E?i),Ezli)} é base de su(2) @ u(1). Tendo em mente que (egs. (5.20))

o 1 1 o 1 1
Pr=g(1+es)5(1+es), Po=g(1—es0)5(1+es), (5.38a)
o 1 1 o 1 1
P3:§(1*630)§(1*65)7 P4:§(1+630)§(1*65)7 (5.38b)
observamos que
E[\Ps = BE(L) =0, EPy=PE[}) =0, (5.39a)
Er Py =PE" =0, EMP=DRE" =0, (5.39b)

sem=12: E[}\P=PEY, Efl\P=PEY, EPy=PE", E P=PE";
sem=3,4: E} P =PEZ Vk.

Como PPy = 5kk/15k, temos entdo de (5.36) que

0
k= pzo<w1,, Moy (Wi Bl + WiE B )0 + () ey WiV Bl + WiEED, ot

1
+ 2 (W] ey (WEE B + WD EL o + (W] e o WIHER ) + WH L))o+

p,p’ 0
+ Z O<1/J3p ey (W, )E( y T W( )E( ))o + <¢4p eO4ps pr (W Wi )E(lf) + W,SE)E({)»O"'
p,p'

+ Z (W5 e sy W3 B + Wi B0 + (W] e (W3 BY) + Wi EL o

p,p’=0
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1 2 3 4
Como By, By Bie) B

de soma):
1
—3L) = S e, (W E
p=0,
+ <w1 p Ouwl p(
p=0,

+ <w3,p 0#¢4,P(

p=0,1

+W

()

EZ)))o + (W] ey (W

sao todos elementos pares de C¢y 3(C), isto nos da (observe os indices

o + o +
)E( Tt W( )E(+ o + <¢2p ey p(W;S,s)E?H + WL(LA)EEIH))O‘F

( o + <¢4p 0”1/)3,;)(

+ <¢§,p60“¢3,p(Wég)E(3_) + W( 4 E( ))>0 + <1/}4p 0#1,ZJ4 p(

p=0,1

Segue da forma de P nas eqs. (5.38), e de termos sempre 't/o)km € C€173((C)]5k, que

o o - €93 -
Z¢1,pE(1+) = 11/)1,p65E(1+) = 1/)1,p€01237 = 51/)1,;9610,
Lo €13 1 o
i1 p By = “Pl,p€30E(+) = it peso— 5 = 5¥Lpe10,
€12 o 1-
“pl,pE(.t,-) = ithy p€30E(y = i1 peso—— 5 = Y1 5 = 3V1p
Lo 4 .5 €0123 9 _
WipByy =wp—— = —§¢1,p€5 = —§¢1,p-
Procedendo de forma andloga, temos como resultado
k[ i, Bl | B2 | BR[| i, B
1| $v1pen0 59¥1,p€10 L1, —L1,
2| Fthapern | —sepern | —3¥2p —3%2,p
k w)k,pE(l_) “/’k,p (=) “/%,p il[}k,pEEl_)
3 | —3¥spe10 gws p€10 2¢3 » s,
4 | —3thspero §¢4,p€10 —51/144; Lba

Com isso,

V=2 Z {<1/J1p e (W,

<’(/}1 N Oqup(W(Jr
<1/}3p 0M¢4 p(

- Wi >>>0 + (] e b (=W,
‘HW 2 )610>0 + <¢4p ey p(— Wu,l
+ W&peou%,p(wﬁ,a) WH,4 No + <7/J4,p‘30u7/’47p(*w;5,3)

i (+)

- ZW )610>0 + <7/J2 P "y, (W, (+) + ZW( ))610>0+

W(+)>>O+
— zWH’Q
Wi o,

SBL) + W B+

+ W B2 Yo+

+ W;(L?L)E?—QN-
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e assim

LY =2 PR W (— (0] e p)o + (0 ez p)o) — WR (0] %4 o + (D] % 4hn o)+

+ W( ,3 (<¢3 € H¢3,p>0 - <¢4,p 0H¢4 p>0 + W 4 (<1/)37p Olt¢3,p>0 + <,(/}47p 0“1&4,;))
+ W(+)(<¢1,p60“¢2,p610>0 + <7/12’p€ “1/)1,p€10> )+ ZW(+)( <1/11,p€0“¢2,p€10>0 + <¢2,p€0“7;1,p610>0)—
— W (W e daperodo + (0] % s pero)o) — Wi (=] e “upero)o + (6] e s per0)o)}-
(5.40)
Vamos expressar tal lagrangiana na notacao de bras e kets usual. Na secao 5.1, definimos o
isomorfismo entre C¢; 3(C) e M(4,C) dado pela eq. (5.5), com {7*} na representacao quiral. Com

isso, dados dois espinores ¢y, ¥y, € Cl1 3(C)Py, o corolario 2.8 nos da

(orlr) = 4<¢L¢k>0- (5.41)

Segue que
W’kp ey p)0 = W’k plV 1Yk p)-

Os termos cruzados, do tipo (zpl’peo*‘wg’pem)o, requerem um pouco mais de trabalho pois ¥ e
b habitam ideais diferentes. Sejam |¢1),|p2) espinores-coluna em C*, escritos no contexto da

representacao quiral, e incluidos em M (4, C) da seguinte forma:

| R
lo1) lp2) 0 0
| .

Sejam 7, 1 = 1,2, 3, as matrizes de Pauli:

0 1 0 —1 1 0
T = , T2 = y T3 = .
(o) () =)

E entao imediato ver que a transposicao t;..o de espinores entre as duas primeiras colunas pode ser

implementada via multiplicacao a direita por vy = ( N 7071 ) :

| [ | |
lo1) lp2) 0 0 [ro=1] |p2) lp1) O O
| | | I

Notamos que isto ocorre porque e;g comuta com es := —iegio3 € anticomuta com ez, de forma que
e 1 = Paeqp.
Aplicando o isomorfismo p~! dado pela eq. (5.5), com {y*} na representacio quiral, obtemos a

expressao correspondente para espinores algébricos

tioo 1 = tioa(¥) = Yeqo.
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De modo anélogo,
t3<_)4 . 1[1 — t3<_>4(1/}) = 71,[)610.

Com isso,

(@117"102) = |o1) 70" |p2) =
R |
=tri | fer) 0 0 0 [ %" lp2) O
R . |
. [
=tr 1) 00 0 [ "] 0 Jp2) 0 0 [70p=
R [

= 4<50§€0“902610>0-

Procedendo analogamente para espinores algébricos em C€173(C)Fe’k, k = 3,4, temos
T.,0p Lou
(prewzern)o = 1 {117"|e2),
1, _
<<P;€O”<P4610>0 = —Z<803|7”|904>-

Substituindo na eq. (5.40), temos entao

Vo) + (o p |V [th1 )+

1 o = ° ° i 17 i
£ = 5 S AW (Waph o) + Wash W) +iWLE (G,
p=U,

+ W (W1 p v W1 ) — (o ply [dh2,p)) — W (W1 p v 191,0) + (Do p 7 |8, p)) +
+ WD (W p 7 [hap) + a1y [1s,p) + W3 (— (s p 1y [0 + (D p " 055 )+
WS (W, 18,0 — Woap |V o) + WD (W3 p " |43, ) + (W p| 7" [1ha,)) }-

Definindo W15 p, = |1{}1’p> s Uy p = |1{)3’p> , p = 0,1 como acima, temos entdo (observe
|7/’2,p> |¢4,p>

que os termos em p =0 e p = 1 sdo completamente desacoplados):

_ P . 1, 5
£ = 5 (12" G¥02) - WD = 5 (7o ) W5+ (542
p=u,

_ T o 1, - o (=
+ (‘1’34,13’7”5‘1/34,;;) W,(L )+ 5(\1134,p7M\I]34,p)W;(L,4)}7

onde T = (71, 72,73) € VQV;(F) = (W,S,il)v WL(:;)’WIS;))‘

Um raciocinio andlogo leva & seguinte expressio para a parte restante £; na eq. (5.32), ou seja,

para Egl). Dado Wu e gV, da forma VT/H = X,e1 + XJeo1s + Xjeoos + Xjea + Y lieg + Yies +
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Yii6123 + Yfeou, com Xff, Yf € R, obtemos
(1) 1 o M o 1 ) M o
EI =Eu+ EO<¢47P+1|'Y |1/)1,p> + Gu,-i- Eo<w4,p+1 "Y |1/}2,p>+ (5.43)
p= p=

1 = . 1 = .
+ Hyv ZO<¢3,p+1|V“WLp> + Fut ZO<¢3,p+1|7“|1//2,p>+
p= p=
+ he,
onde hc denota o termo conjugado hermitiano correspondente e

Eu+=—-X)— X, +i(X,+X}),
Fuy=-X)+ X, +i(X), - X}),
Gy =Y, —Yi+i(Y? =YD,
Hyq =Y, + Y3 +i(=Y7 -Y]).

5.4 Interacoes eletrofracas

Como vimos na secdo 5.2 (especialmente em (5.23)), os dubletos U159 e W34 ¢ tém respectivamente
quiralidades positiva e negativa. Os geradores E?H e EE&) sdo responsaveis por transformagoes de
fase independentes nesses dois dubletos. Lembramos que uma situagao semelhante ocorre nos mode-
los eletrofracos usuais. Consideremos primeiramente o modelo de Glashow-Weinberg-Salam (GWS).
Neste caso, os setores de quiralidade negativa e positiva admitem, como aqui, transformagoes de
fase globais independentes, da forma L — e L, R — e~ R. Estas transformagoes sao inteira-
mente andlogas as do nosso grupo U(1) x U(1), gerado por EEﬂr) e E_y. No modelo de GWS, tal
U(1) x U(1) nao é estendido, como um todo, a simetrias locais. Ao invés disso, os pardmetros 0 e ¢’

(semelhantes aos nossos Wiz) e W;;B) sao combinados de forma a gerar as transformacoes

L—e o3 tBN L (Y = -1, N =1),

R s ¢~ila¥+8N) Y=-2N=1),

onde Y e N sao identificados, respectivamente, com os geradores de hipercarga e niimero leptonico.
Desta forma, o U(1) xU(1) inicial é reescrito como U(1)y xU(1)n, € o grupo U (1) y néo é estendido a
uma simetria local por argumentos fenomenolégicos (ndo hé evidéncia do béson correspondente). No
modelo eletrofraco simétrico, algo semelhante ocorre. Novamente temos um grupo U(1)xU(1) global
gerando transformacoes de fase independentes para os setores de quiralidade positiva e negativa. No
entanto, apenas uma combinacdo de tal U(1) x U(1), identificada com U(1)p_r, é estendida a uma
simetria local (aqui B e L denotam, respectivamente, nimero baridnico e leptdnico). Seguindo

esse padrao também em nosso modelo, vamos estender apenas um subgrupo de U(1) x U(1) a uma
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W
simetria local. No nosso caso, temos ¥y, — esWali Viop, Uag,p — 62 # R \1134 p, quUe reescrevemos

como

Uipp — e 3OVH0w, (g =1,X =1),

\:[134’p — e_%(ay+ﬁx)\:[/347p ( =1,X= —1),
de maneira que y corresponde ao gerador —il € U(4) e X corresponde ao gerador epias € U(4)
(primeiro e ltimo elementos de (5.14)). No que segue, vamos estender apenas U (1), a uma simetria

local. Nessa notagao, vemos que a observagao 5.1 nos diz que podemos atribuir valores diferentes de

y para particulas diferentes.

5.4.1 Modelo simétrico

Levando em conta a discussao acima, vemos imediatamente que a lagrangiana da eq. (5.42) é reduzida

a

(sym = T % = T Sr(—
o) = _ZO {127 5 V12,p) WGP+ (U475 Wsa,p) W+ (5.44)

tdﬁ

> (W12, W1a p + Waa 7 Wiy ) Wa}-

[\

A lagrangiana acima, quando restrita ao setor p = 0, coincide com a lagrangiana de interagdo do
modelo eletrofraco simétrico [Moh98], desde que fagamos as seguintes identificagdes (levando em
conta a tabela (5.23)):

[YwRr) |¥v, L)
v = = , v = = , = -1,
120 = ¥ ( [YiR) ) e ( [ir) ) Y

WD =g, WE WO =g, W W, =¢B,,

onde [ pode denotar um elétron, mion ou tau, e v; denota o neutrino correspondente. No caso de

quarks, a identificagao correspondente é

lur) lur) 1
Viso0=qr= ; Uas0=qr = , Y=z,
( |dr) |dz) 3

onde u denota o quark u,c ou t e d denota o quark correspondente na mesma geragao, isto €, d, s
ou b. Desta forma,

(i) o grupo U(1) = {e®“} corresponde ao grupo U(1)p_r do modelo eletrofraco simétrico (note
a atribuicao dos valores de y a cada particula);

(ii) o grupo SU(2); = {exp(zm 1 Wi E E))} corresponde a SU(2)r do modelo eletrofraco
simétrico;

(iii) o grupo SU(2)_ = {exp(Zin:1 Wy,({)EEﬁ))} corresponde a SU(2)r, do modelo eletrofraco

simétrico.
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Resta considerar o setor p = 1 da lagrangiana (5.44), isto é, o setor correspondente a w € Cly 3(C).
Inicialmente, notamos da tabela (5.23) que a atribuicao das quiralidades para p = 1 é exatamente
oposta & do setor p = 0. Desta forma, o grupo SU(2), = {exp(Z;:1 W&JF)EE?H)}, que é responsavel
pela interac@o entre os ideais Cl1 3(C)Py, k = 1,2, e que identificamos acima com o SU(2)g do
modelo eletrofraco simétrico, agird agora no setor de quiralidade negativa (setor left) quando restrito
a CE;S(C). Isso é exatamente o que se espera do acoplamento entre os campos de calibre e as
antiparticulas associadas aos léptons e quarks acima. Denotando a antiparticula associada a e por

¢ e assim por diante, é portanto natural fazer as identificagoes

- [, 1) . [, r)
\Il = = s \I/ , = = R = 1’
12,1 =1, < 6r,) ) 34,1 = YR ( i) > Yy

para léptons, e

. lar) y [tR) 1
Vis1 =qr = - ; U3y1 =Gr = - ; y=-5
( dr) |dr) 3

para quarks. Notamos que o valor de y para as antiparticulas é o negativo dos valores correspondentes
para as particulas, consistentemente com a identificacao desse U(1) com U(1)p_1..

Desta forma, recuperamos o modelo eletrofraco simétrico, onde particulas e antiparticulas sao
automaticamente descritas por elementos de C¢; 3(C). Vemos que, neste contexto, particulas e
antiparticulas sdo auto-estados do operador de paridade (-)" de Cf; 3(C).

Em resumo, a discussdo acima nos dé a seguinte atribuigao de particulas (para o caso lepténico):

o

Cl3(C)Py | Cl13(C)Py | Cly3(C)Ps | Cly5(C)Py
Cl5(C) | mir I L IL (5.45)

Cgl_,B(C) [L - ZR —UIR

Por fim, analisemos a contribui¢ao vinda do termo restante L:(Il) da decomposicao de L£; dada
pela eq. (5.32). E facil ver que — no contexto das atribuicGes acima para as particulas — tal termo
nao é util, ou seja, que as simetrias correspondentes nao devem ser estendidas a simetrias locais.
Por exemplo, vemos da eq. (5.43) que E,  mediaria ambas as transi¢bes e, — €1, € Vr — Vg.
Da primeira transi¢ao, concluimos que o béson correspondente teria carga 42, enquanto a segunda
transicao demandaria um béson neutro. Portanto, a simetria global correspondente a E,, 4+ nao deve
ser estendida a uma simetria local no contexto do modelo acima. Em outras palavras, o principio
de conservacao da carga elétrica impoe uma reducao do grupo de calibre de U(4) para o subgrupo
G dado pela eq. (5.35).

5.4.2 Modelo de Glashow-Weinberg-Salam

No modelo tradicional de GWS, o neutrino é representado por um espinor de Weyl, com quiralidade

negativa. Assim, a componente com quiralidade positiva do neutrino é nula, enquanto a componente
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com quiralidade positiva do elétron nao interage com nenhuma outra particula. Uma extensao
minima de tal modelo, bastante comum na literatura, admite a existéncia de uma componente com
quiralidade positiva para o neutrino, desde que esta nao interaja com nenhuma particula e seja
invariante pelo grupo de calibre. Esta versao é mais realista que a anterior, j4 que experimentos
recentes sugerem fortemente que neutrinos sdo particulas massivas, nao podendo portanto ser des-
critos por espinores de Weyl. A seguir, veremos que podemos obter tal cenario dentro de nosso
modelo sob a hip6tese de que a simetria correspondente a SU(2)4 nao é estendida a uma simetria
local, de forma que os idempotentes P; e P, mantém-se fixos, enquanto P3 e P continuam a variar
de ponto a ponto. Nessas circunstancias, é imediato ver que a lagrangiana de interagao da eq. (5.44)
é reduzida a

GWS = T s 1 = =
LEVS = 22 {9(Waap" 5 Waap) - Wit 5 (P12p7"y P12, + W31,7"yV34,p) 9By}

p=0, 2

As identificagoes Wia o = [vr) eWUsyg= i) (como na secao anterior) nos dao entao
[YiR) i)

£ = % (o™ ) + Wie 7 o)) 9Wiun + 5 ( (D7 [rs) + (e 1)) gWio+
+ % (Do V"o L) = Ly ois)) gWos + 5 (<1/)ulL\’Y”|¢wL> + (i iL)) 9 Bu+
+ % (<?/_JWR"YM|1/JWR> + <1/_JZR\’Y“|1/JZR>) g B, + antipartlculas,

onde o 1ltimo termo refere-se a contribuigao do setor C¢; 5(C) (i.e., p = 1). De agora em diante,

ignoraremos tal termo. Com isso:

EEGWS) g<7/)lL|7u|w”lL> ( w1+ ZW,L 2) (1/JV,L\’Y”|1/11L> ( A ZW# 2)
%<leL|’y |tbuL) <9Wu,3 + y(VlL)g/B“> + 7<1ZZL|7M|¢IL> (_QW“’B * y(lL)g/B“) *
l
+ y(VlR) {GurV* v r)9 By + QWRW “lur)g'B

Definindo, como de costume, W, + = < (Vif,hl + iVT/H,g) e tomando

V2
Y
yL | —1
L | -1
yyR| 0O
IR | =2
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que coincide com a atribuigdo da hipercarga as diferentes particulas no modelo de GWS, temos

aws) _ 9 ;- : 9 .7 : L - :
LS = $<¢lL|7ﬂ|¢wL>Wu,+ + ﬁ<¢wqu|¢1L>Wu,— + §<¢wL|V“|¢wL> (gWu,s - QIBM) -

(5.46)

1, - B _
- §<¢1LIV“\¢1L> (gWu,s + g'BM) — (UirIV [Yir)g By,

que ¢é a lagrangiana de interagdo do modelo de GWS.

Desta forma, a mesma andlise da formulagao usual correspondente a obtencao dos bosons Wy, Z
e A do modelo de GWS aplica-se aqui. Em particular, revisemos o papel do dngulo de Weinberg 6,,
(ou weak mizing angle) na lagrangiana acima (faremos isso para referéncia das egs. (5.47) na secao

seguinte). Lembramos [Hua92] que 6,, define uma rotagao no espaco gerado por W, 3 e B):

W3 =cosbyZ, +senb,A,,
B, = —sen0,7Z, + cos0,A,,

de maneira que (i) o neutrino nao interaja com o campo eletromagnético A, (j4 que neutrinos sao
particulas neutras) e (ii) a constante de acoplamento eletromagnética para o elétron seja e. Os
termos correspondentes a W, 3, B, na eq. (5.46) ficam entao
3LV [u L) (GWs — 9'By) — 5 Wiy i) (9Wus + ¢'Bu) =
= %(@Z_)WL|7"|1/JWL> (glcosbyZ, +sinb,A,] + ¢ [sinb,Z, — cos b, A,]) +
—|—%<1/7;L|7“|1/11L> (—g[cosbyZ, +sinb,A,]l + ¢ [sinb,Z, — cosb,A,]) =
= %(&VLL|7“|@/J,,ZL> [gcos by, + ¢'sinby,)Z, + (gsinb, — g’ cosb,)A,] +
—I—%@wh“ww) [(—gcosby, +¢'sinb,)Z, — (gsinby, + g’ cosb,)A,],

de forma que é necessério exigir que

gsinfy,, — g’ cosfy, =0,

1
3 (gsinf, + g’ cosb,) = e.

Assim,

e = gsinf, = g’ cosf,.

Com isso, um célculo direto mostra que os coeficientes de (U |v*|¢ir) e <1/_)VZL|7“|¢JWL> em L

(eq. (5.46)) sdo dados por (note que g’ = tg6,9)

—dJdB = A4
gWu3 — 9 By 9 cos b (5.47a)

Z
gWys+ 9 B, = (cos2 0,, — sen? 0.) cosz +2sin6,A,| . (5.47b)
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5.5 Termos massivos

O objetivo desta secao é analisar a contrapartida do mecanismo de Higgs no modelo considerado
aqui. Veremos que, introduzindo um termo cinético associado a dinamica do campo de idempotentes
Py (z), o mecanismo de Higgs é essencialmente recuperado. Vamos nos restringir, por simplicidade,
ao subcaso tratado na secao 5.4.2, que corresponde ao modelo de GWS.

A lagrangiana considerada até agora nao incorpora nenhum termo relativo ao campo de idempo-
tentes © — Py (z) utilizado para modelar as diferentes particulas. Como vimos na segéo 5.2.3, essa

arbitrariedade dos ideais pode ser parametrizada por um campo G-valorizado x — R(z), de maneira

que
P, = R'P.R, (5.484)
¥ =R, (5.48D)
W, =R 'W,R+ (0,R™)R. (5.48¢)

Desta forma, o campo x — R(x) pode ser considerado um grau de liberdade legitimo do modelo e,
como tal, ser representado por um certo termo £p na lagrangiana. A escolha mais ingénua para tal
Lp é dada pelo termo cinético <(8#R)T(8“R)>O = 2tr [(9,R)1(0"R)], onde £ é uma constante®.
No entanto, isto apresenta duas dificuldades imediatas:

(i) é necessédrio impor um vinculo & lagrangiana que restrinja os valores assumidos pelo campo
R(z) ao grupo G (em outras palavras, é necessario implementar, via lagrangiana, o vinculo RRt = 1);

(ii) tal termo ndo ¢ invariante de calibre.

Para contornar o primeiro problema, notamos que R pode ser escrito como e(#€12+beas+ces) (onde
desprezamos o fator em U (1) que preserva os idempotentes e, portanto, é irrelevante na descrigao do
campo = — Py (x)). Multiplicando tal expressao por uma constante real p € R, temos que ¢ = pR =
pelaciztbeasteest) asqume valores em Ry x SU(2) =2 Ry x S% = R*. Isso nos permite tratar o vinculo

acima considerando inicialmente o elemento ¢ no espago vetorial V' = spang{1, e12, a3, €31 } = R% e,

depois, impondo que ¢p¢' = p? seja igual a 1 (observamos que, nesta notagio, R = %qb = \/;T(zﬁ)
Voltaremos a este ponto logo a seguir.
Para contornar o problema (ii) acima, notamos que, sob uma transformagao de calibre (5.48), R

deve transformar-se como

R — R' = RS, (5.49)
e assim

b — & = ¢S. (5.50)
Desta forma, para transformagdes globais (S constante), temos ((0,¢')f(0*¢))o — <(8u¢)f(8“¢)>0 )

pois SST = 1. Para transformacdes de calibre locais, com S = S(z), aparecerdo termos do tipo 0uS

3Notamos que esta igualdade vale a menos da identificagio entre matrizes e elementos de C¢1,3(C), como vimos na

proposigao 2.7.
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que destréem tal invaridncia. Como a transformagao de ¢ (eq. (5.50)) é idéntica a transformagao de

¥y (eq. (5.18b)), a forma covariante correspondente é claramente dada por
Lr = k(D) (D"6)), (5.51)
Mais geralmente, como D, ¢ se transforma (sob transformacoes internas) pela direita, i.e.,

Dyu¢ — Dy ¢' = (Dy9)S,

vemos que o termo cinético mais geral envolvendo os idempotentes P3 e P; é da forma*

Lp =Yk ((Dud) (D*$)Py), - (5.52)
k=3

A seguir, desenvolvemos tal expressao.

Aplicando uma transformagao de calibre (5.18) a Lp, com S(x) = R(z)™!, temos

(D) (D"¢)Py), = ((DupR™ ) (D*R™)RPR™"), =
= ((Dup)" (D" p) Pr)o.

Substitutindo D,,p = d,p + pWH:

(D) (D0)Pe)y = (00 = pW,u) (9% + oV ﬁk>0 _
((%p)(@“p) - ,02V°VHW”) f%>0 =

(9,0 (9p) — p? (W, ¥ By

N N

Escrevendo W# = WﬂymEm, com E™’s dados por (5.37), temos entao®

o o o 1
W, W =

o o o 1 o o o o o o
(W W Pr)o = — 7 {gQWMWf + PW, W+ (gW 5 g'BM) (gwg - g/B“>] .

[gQW AW+ W, W 4 (gW a3+ g’BH) (gﬁ/; n g’B“)] ,

Portanto:

K 2 o o o o o o
Lp= f [(aﬂp)(a"p) + pz (92Wu,1W1H + 92Wu,2WQM + (QWM,S - g/Bﬂ)(gW; - QIBM))] +

2
K p ° ° o ° o o
+ 52 0up)(0%9) + B (WY + W+ (W + g B +9'5)).

4Lembramos que no caso particular tratado nesta secéo, os idempotentes Py e P sido considerados fixos, enquanto

Ps3 e P4 variam de ponto a ponto (vide discusséo inicial da se¢ao 5.4.2).
5A escolha y = +1 para ¢ é motivada pelo termo de massa para o elétron, a ser considerado adiante.
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Segue de (5.47) que

o L L . A

+ % {(6Np)(8”p) + ngpQ <WM1W1” + W W+ ((cos® 6, — sin* 6,,) coil;w + ZSinewAMf)} .

A primeira linha da expressdo acima é exatamente o termo de massa para os bésons vindo do
mecanismo de Higgs no modelo de GWS [Hua92]. A segunda linha nos d4 um termo espurio, pois
levaria a fétons de massa possivelmente nao-nula. Assim, nosso modelo pode ser fenomenologica-
mente ajustado tomando k3 =0e 5 = p2, onde pg ~ 174 GeV [Hua92, pag. 110]. Com isso, temos
o seguinte termo cinético para ¢ :

1 o o o o YA
2 2 2 L
Lp=p; (Bup)(aup) + 19 P (WMJW{‘ + W;tQWQI + 00:2 9w>} :
Em retrospecto, podemos entao afirmar que o campo ¢ = pR faz, num certo sentido, o papel do
campo de Higgs na geragao de massa para os campos de calibre.
Notamos agora que se impuséssemos o vinculo p = 1 diretamente na lagrangiana (através de,

por exemplo, um multiplicador de Lagrange), terfamos

Cp = S22 (Wt 43, 0 4 22
P==9p 1 2

47 "o gL 27 o820, )’
o que daria a atribuigao correta para as massas dos bésons Wi e Z. No entanto, termos de massa
diretos como este levam a teorias nao-renormalizaveis. Isto pode ser contornado exigindo-se que o
vinculo ¢T¢ = 1 seja vélido apenas aproximadamente. Para isso, podemos introduzir um potencial

V =V (¢'$) com um minimo estdvel para ¢T¢ = 1. A escolha mais simples® é dada por
2
V(gTe) = A(¢T¢ —1)7, (5.53)

que é evidentemente invariante de calibre. Com isso, no calibre unitario, o termo correspondente na

lagrangiana toma a forma

1 . . . . YA A 2
Loy = 05 | (0up)(0"p) + 7% (Wu,lW{‘ + Wi We' + — )} AP -1)". (5.54)
w

Voltaremos a tal expressdo logo a seguir. Antes disso, analisemos a questdo da massa dos
férmions. Na lagrangiana de Dirac, atribui-se massa ao elétron através do termo L,,e = —m(1e|the) =
—m({(Yer|er) + (Yer|ter)). Como |ter) e |ther) transformam-se diferentemente sob a acio de
SU(2)r, tal termo nao é invariante sob a acdo deste grupo. A maneira usual de contornar tal di-

ficuldade é a introdugao do campo de Higgs ¢ transformando-se como um dubleto sob SU(2)r, de

6Tal simplicidade é de fato compulséria, pois pode-se mostrar que (5.53) é a forma mais geral de V (a menos de

uma constante aditiva) compativel com uma teoria renormalizdvel [Moh98].
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maneira que a expressao 1. + he é invariante. Por outro lado, analisemos o termo L, =
—m (e |ve) = —m((Yer|Ver) + (Yer|tber)) no contexto das secdes anteriores. Notamos inicialmente
que, para que o termo (1.1 |t.r) faga sentido, é necessdrio que ambos os espinores sejam escritos
em termos de uma mesma estrutura de ideais {C¢; 5(C)Py}. No contexto da se¢do 5.4.2, os ideais
P, e P, sdo fixos, e dados por P = 151, Py = 152, de forma que v¢.r é sempre definido no ideal
C(l,g((C)]ODg. Assim, a unica maneira consistente de se definir o produto escalar entre .y, e Y. é
inicialmente obter a expressao de 9. € Cf1 3(C)Py no ideal P, (isto ¢, ZZL = Y RT (eq. (5.21b))
e, s6 entdo, fazer o produto. Como zZeR € Cﬁl,g(C)f’g e z/:eL € C€173((C)]54, temos que inicial-
mente transportar ’(ZJe r para o ideal de P,. Como ]5260 = eofo’4, vemos que tal produto é dado por
4<(weLRT)T601/°JeReO>O = 4<R¢IL€OJJ€R€O>O — 4<¢wlLeOz/DJeReO>O onde no tltimo passo promovemos
R ao campo nao restrito a vinculos ¢ (indistinguivel de R para pequenas excitagdes). Voltando &

notagao de bras e kets, temos entao, no calibre unitario (onde ¢ = p):
Line = =mp ((Verler) + (Derli)) = —mplielihe). (5.55)

Como L, = 4((;5@[12 Leoﬂoje re%)o + he é invariante de calibre e coincide com o termo de Yukawa no
calibre unitédrio, vemos que L,,. é igual ao termo de Yukawa usual que dd massa ao elétron.
Fazendo L, = Lymp + Lme (egs. (5.54) e (5.55)), temos portanto o seguinte termo de massa para

a lagrangiana (no calibre unitdrio):

, 1 . .. WAL ) .
Ly = pg | (0up)(8"p) + 192P2 (WmlWlM + W2 W3' + —= >} —A (p2 —1)" = mp(the|tbe).

cos2 0,

Para fazer contato com a notagao usual, podemos redefinir p de maneira a incorporar a constante
po, na forma p — pop (notamos que temos entdo (¢fp) = (p?) = p2). Redefinindo também A por

A — ,%4’ temos finalmente
0

1 .. .. WAL
Ly = (Oup)(0¥p) + 192/)2 <Wu,1W1H + Wy oWh + CO;QQ

) — A (02 = ) = L i),
Po

que ¢é o termo de massa usual no modelo de GWS.

Desta forma, tal formalismo nos permite uma interpretacao alternativa para o mecanismo de
Higgs. Vemos que, neste contexto, o campo de Higgs corresponde essencialmente a uma parametri-
zagao do campo de idempotentes primitivos que define o sistema de ideais associado as diferentes

particulas.

5.6 Transcrigcao em redes

Vimos na se¢ao 5.1 que a EDK em espago-tempo chato apresenta uma degenerescéncia caracteristica,
resultando em quatro equagoes de Dirac desacopladas habitando diferentes ideais da algebra. E um

fato bem conhecido que tal degenerescéncia é intimamente relacionada ao chamado problema da
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duplicagao de espécies (species doubling problem) de certas tentativas de discretizacdo da equagao
de Dirac [Bec82, Joo86, Rab82, Lin90, Lin91]. De fato, como campos de Dirac-Kéahler sao formas
diferenciais, a EDK possui uma transcrigao natural em redes, induzida pela dualidade de de Rham
entre formas diferenciais e co-cadeias. Com isso, o desacoplamento da EDK em equagoes de Dirac
pode ser utilizado para se obter uma aproximacao discreta para a equagdo de Dirac [Bec82, Joo86,
Rab82, Lin90, Lin91]. Em tal abordagem, ndo h4 duplicacao de espécies introduzida pelo processo de
transcrigao em si, mas continua havendo a degenerescéncia originada do fato de que a EDK contém
quatro cépias da equacao de Dirac.

Por outro lado, o modelo apresentado neste capitulo pode ser formalmente considerado uma ex-
tensao da EDK onde os ideais acoplam-se de maneira essencial. Desta forma, o mesmo procedimento
utilizado na transcricdo da EDK em redes (via dualidade de de Rham) pode ser considerado aqui.
Isto abre a possibilidade de estendermos as tentativas de discretizacao da equagao de Dirac, men-
cionadas acima, ao dominio das interagoes eletrofracas. E importante observar que a degenerescéncia
da EDK usual — intimamente relacionada ao problema da duplicagao — passa a ter entao uma nova
interpretagdo. Neste novo contexto, os graus de liberdade extras representam diferentes léptons (ou
quarks) de uma dada geracao de particulas. Tal abordagem pode, portanto, ter algo a dizer no

problema (ainda em aberto) da formulacao das interagoes eletrofracas em redes.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, revisitamos e estendemos a utilizagao de espinores operatoriais e algébricos na for-
mulacdo de teorias fisicas. Inicialmente, identificamos e caracterizamos as Zs-graduagoes Clo®Cly de
uma dada dlgebra de Clifford que sao, em um certo sentido, compativeis com a estrutura multiveto-
rial da algebra de Grassmann subjacente. As subdlgebras pares Cfy associadas a tais Zs-graduagoes
foram entao utilizadas na definicdo de espinores operatoriais, dando origem a novas versoes multive-
toriais da equagao de Dirac [Mos02]. Mostramos ainda que tal abordagem leva a um procedimento
natural para a obtencao de representacoes quaternionicas da teoria de Dirac. Por outro lado, es-
tudamos em detalhe a estrutura algébrica associada a tal classe de Zs-graduagoes, obtendo desta
forma uma classificagdo completa das subdlgebras pares correspondentes [Mos03a]. Como aplicagao,
discutimos o emprego de tal formalismo no contexto de mudancas de assinatura em uma dlgebra de
Clifford arbitraria. Ainda, como aplicacio suplementar, utilizamos o formalismo desenvolvido aquil
no problema da reconstrugao tomografica de um espinor de Dirac [Mos03b] (apéndice C). Dentro
do mesmo tépico de versoes multivetoriais da equagao de Dirac, analisamos em detalhe a questao
da covariancia da equacao de Dirac-Hestenes em espagos possivelmente curvos. Caracterizamos pre-
cisamente os objetos que aparecem em tal equacao como representacoes de um campo espinorial
— explicitamente dependentes de uma escolha de referencial espinorial no espago-tempo M — e
discutimos como tal procedimento limita a topologia de M [Mos04a].

Na ultima parte desta dissertagao, revisitamos a equagao de Dirac-Kéhler em espago-tempo chato.
Demos especial atencao a sua bem conhecida degenerescéncia, que resulta em quatro equagoes de
Dirac desacopladas habitando diferentes ideais da dlgebra. Mostramos inicialmente que a arbi-
trariedade na escolha de tal sistema de ideais define uma simetria global agindo sobre campos de
Dirac-Kéahler. Considerando sistemas de ideais variando continuamente, estendemos tal simetria a

uma simetria local. Vimos que os campos de calibre resultantes entao acoplam os diferentes ideais

I Especialmente no contexto do estudo da relagio entre representagdes das matrizes v e idempotentes de C¢; 3(C).
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da algebra, de maneira que as respectivas interacoes preservam cada setor de quiralidade definida.
Vimos ainda que, em tal formalismo, as antiparticulas sao automaticamente representadas na la-
grangiana, com as quiralidades corretas. Ao restringirmos as interagoes aquelas que conservam a
carga elétrica, o modelo resultante é equivalente ao modelo eletrofraco simétrico, desde que identi-
fiquemos os léptons (ou quarks) de uma dada geragdo com os diferentes ideais. Quando a simetria
é quebrada, de maneira que os ideais correspondentes ao neutrino (antineutrino) de quiralidade
positiva (negativa) permanecam fixos, mostramos que o modelo de Glashow-Weinberg-Salam é re-
cuperado. Neste contexto, mostramos ainda que o mecanismo de Higgs admite uma interpretagao
alternativa, onde o campo de Higgs corresponde essencialmente a uma parametrizacao dos ideais
associados as diferentes particulas [Mos04b].

Em nossa opiniao, a principal contribuicao de tal construcao nao é a de fornecer uma funda-
mentacao alternativa para as interagoes eletrofracas, mas sim a de revelar conexoes entre sistemas
fisicos que sao, em principio, de naturezas diferentes. De fato, como mencionamos na secao 5.6, uma
das principais utilizagoes da EDK na literatura ocorre no contexto de tentativas de discretizacao de
férmions em redes. Uma vez que o modelo apresentado aqui pode ser formalmente considerado como
um espécie de EDK com interagoes extras, somos naturalmente levados a considerar a possibilidade
de estender tais tentativas de discretizagao para o caso das interacoes eletrofracas. Neste contexto, a
degenerescéncia (antes indesejada) da EDK é reinterpretada, de maneira que os graus de liberdade
adicionais agora representam diferentes léptons (ou quarks) de uma dada geracao de particulas.
Esperamos que tal abordagem possa ser ttil no problema (ainda em aberto) da formulagao das

interagoes eletrofracas em redes.

EDK EDK estendida ‘

transcrigao em redes % ——————— > interagoes eletrofracas ‘

Figura 6.1: Possivel aplicagao do formalismo desenvolvido no capitulo 5.

Finalmente, gostariamos de observar que o principio fundamental do modelo apresentado no
capitulo 5 é a extensao, a uma simetria local, da liberdade de escolha do ideal a representar o espago
dos espinores. No caso particular considerado aqui — onde o espaco-tempo é dado por R"3 — vimos
que tal principio resulta em um modelo fenomenologicamente consistente, que recupera descrigoes
usuais das interagoes eletrofracas. Um caminho que se abre é a aplicacao de tal principio a espagos

de diferentes dimensdes e assinaturas, como por exemplo R,
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Apeéendice A

Algebra

Neste apéndice, revisamos brevemente alguns resultados algébricos utilizados no texto principal.

Maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo, no apéndice A de [Ben87] e em [Lou97].

A.1 Generalidades

Uma 4dlgebra A é um espago vetorial sobre um corpo K munido de um produto (a,b) — ab satis-
fazendo
A(ab) = (Aa)b=a (D),

a(b+c) =ab+ ac,

(a +b)c=ac+ be,
Ya,b,c € A, VA € K. Desta forma, uma &lgebra é um conjunto com estrutura de espaco vetorial e de
anel tal que as respectivas operagoes sdo compativeis. Dizemos que a dlgebra A é associativa quando
seu produto for associativo, e que A tem unidade se existe 14 € A tal que 140 = aly = a, Va € A.
Se para todo a # 0 existir b € A tal que ab = ba = 14, dizemos que A é uma &lgebra de divisao.
Neste caso, tal b é tinico e é denotado por a~'. Daqui por diante, todas as dlgebras consideradas
serao associativas.

O centro Cen(A) de uma &lgebra A é formado pelos elementos de A que comutam com a toda a
algebra, isto é, a € Cen(A) < ab = ba Vb € A. Notamos que A1 4 € Cen(A), VA € K. Dizemos que A
é uma dlgebra central se Cen(A) = span{l 4} = {\14; A € K}, isto é, se o centro de A for o “menor
possivel”.

E f4cil verificar (trabalhando em uma base ortonormal {ej,...,e,} de RP9), que o centro de
Cl, 4(R) (secoes 2.1 e 2.2) é dado por

R, se n é par,

(A1)
R @ A™(RP9), sen é impar,

Cen(Cl, 4(R)) = {
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onde n =p+ q e R =A°(RP9) C C¢, ,(R).

Um ideal a esquerda Z de uma algebra .4 é um subespago vetorial de A tal que AZ C Z. Definem-
se analogamente ideais a direita e bilaterais de A. Um elemento nio nulo a € A é dito nilpotente se
a® = 0 para algum k € N. Dizemos que uma algebra ou um ideal é nilpotente quando todos os seus
elementos sdo nilpotentes. Segue que todo ideal nilpotente (& esquerda, & direita ou bilateral) de A
estd contido em um tunico ideal nilpotente maximal, chamado de radical. Dizemos que uma &algebra
é semi-simples se seu radical é nulo.

Uma dlgebra A é dita simples se seus unicos ideais sdo os triviais, desde que A ndo seja uni-
dimensional e nilpotente. A razao desta tltima restricdo é que, com ela, podemos demonstrar que

toda algebra simples é semi-simples. Mais ainda:

Proposicao A.1 Uma dlgebra € semi-simples se, e somente se, € simples ou soma direta de dlgebras

simples.
Este resultado ganha forga com a seguinte caracterizagao das dlgebras simples.

Proposigao A.2 Uma dlgebra A € simples se, e somente se, A= D @ M, onde D € uma dlgebra

de divisao e M € uma dlgebra de matrizes.

No que segue, a menos de indicagao contraria, nos restringiremos a algebras sobre R. Com isso,
0 teorema acima caracteriza as dlgebras simples de maneira bastante direta. De fato, as tnicas

dlgebras associativas de divisao sobre R sdo R, C e H (quatérnions). Com isso:

Proposicao A.3 Uma dlgebra (associativa sobre R) A € simples se, e somente se, A = D Q@ M,

onde D =R, C ouH e M é uma dlgebra de matrizes sobre R.
Segue da proposicao A.3 e da classificagao das algebras de Clifford da proposicao 2.13 que

p — ¢ =1mod4 = Cl, 4(R) é soma direta de 2 dlgebras simples,
p —¢q # 1mod4 = Cl, ,(R) é dlgebra simples,

e portanto, da proposi¢do A.1, Cf, ,(R) é sempre semi-simples.

Se V' é um espaco vetorial, um endormorfismo de V' é uma aplicagao linear ¢ : V' — V. Um endo-
morfismo que é inversivel é chamado de automorfismo. Denotamos por End(V') e Aut(V') o conjunto
dos endomorfismos e automorfismos de V', respectivamente. Definem-se analogamente endomorfis-
mos e automorfismos algébricos exigindo-se que tais aplicagoes sejam também homomorfismos de
algebras. Uma classe importante de automorfismos de uma dlgebra A é dada por seus automorfismos
internos, isto é, da forma ¢ : x — axa~! para algum a € A inversivel. A proposicao a seguir mostra

que, num certo sentido, algebras centrais simples tém automorfismos simples.

Proposicao A.4 Todo automorfismo de uma dlgebra central simples € interno.
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A.2 Ideais e idempotentes

Um elemento P de uma algebra A é chamado de idempotente se P? = P e P # 0. Naturalmente, a
unidade de uma &algebra é sempre idempotente. Por outro lado, é facil ver que em uma algebra de
divisdo A o tnico idempotente é a unidade. De fato, se P # 0, basta multiplicar ambos os lados de
P? = P por P! para concluirmos que P = 14.

Dizemos que um idempotente P é primitivo se P nao pode ser escrito como soma de dois idem-
potentes ortogonais, isto €, se nao existem u, v idempotentes com uv =0e P = u+v. A proposigao

a seguir justifica tal terminologia.

Proposicao A.5 Todo idempotente ndo primitivo pode ser escrito como soma de idempotentes

primitivos ortogonais.

Vamos agora nos restringir ao caso em que A é uma §lgebra de Clifford C/, ,(R). Como vimos
na sec¢ao 2.5, os ideais minimais & esquerda de A s&o associados a espagos de espinores e, portanto,
tém importancia fundamental. E claro que se a € A, entdo Aa é sempre um ideal & esquerda de
A, talvez ndo minimal. A importancia dos idempotentes primitivos para nossa discussao vem da

proposicao seguinte.

Proposicao A.6 Os ideais ¢ esquerda minimais de uma dlgebra de Clifford Cl, (R) sdo da forma

Cl,q(R)P, onde P € um idempotente primitivo.

Desta forma, é de importancia fundamental conhecermos quais sao os idempotentes primitivos

de uma éalgebra de Clifford.

Proposicao A.7 ([Lou97]) Sejam {e;} uma base ortonormal de R e {er} a base de multivetores

correspondente. Sejam r; 0s numeros de Radon-Hurwitz, definidos abairo

vt | 0112|3466\ 7
rp |0 1]2]2]3]8]|38]|383

CoOm ri48 = T4 + 4.

Entao, existem k = q — rq—p elementos ey, ...,er, que comutam entre si e quadram +1 (ei =+1).
Ainda, os 2F idempotentes

1 1 1
5(1 + 611)5(1 + 612) T 5(1 + elk)
definem um conjunto espectral de Cl, ,. Além disso, todo idempotente primitivo em Clp , € da forma

acima.

A.3 Representagoes

Uma representacao de uma élgebra .4 é um homomorfismo p : A — Aut(V') para algum espago veto-

rial V. Neste caso, chamamos V' de espaco de representagao e dizemos que V carrega a representagao

p.
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Exemplos comuns sao a representagao trivial (p(a) = idy, Va € A) e a representagao regular, que
usa como espago de representagao a prépria dlgebra A. Tal representagao é dada por [: A — Aut(A),
l(a)b = ab, Va,b € A.

Dizemos que uma representagao p : A — Aut(V) é irredutivel se nenhum subespago nao-trivial

de V é deixado invariante por p, isto é, se dado um subespago U de V, temos
p(a)(U)CUVYae A=U={0} oulU=V.

Se V' puder ser decomposto como soma direta de subespacgos invariantes, dizemos que p é redutivel.
Nesse caso, p induz uma representacao de A sobre cada um desses subespagos.
Duas representacoes p : A — Aut(V) e ¢ : A — Aut(U) sdo equivalentes se existe um isomorfismo

S :V — U tal que o seguinte diagrama comuta para todo a € A :

v o2y
S| LS
v 2o

Para dlgebras simples e semi-simples, temos os seguintes resultados classificando suas repre-

sentacoes irredutiveis.
Proposicao A.8 Todas as representagoes irredutiveis de uma dlgebra simples sao equivalentes.

Proposicao A.9 Representacoes irredutiveis de uma dlgebra semi-simples sao equivalentes se, e

somente se, seus niucleos coincidem.



Apéndice B
Alguns conceitos geométricos

Neste apéndice, discutimos brevemente alguns conceitos geométricos utilizados no texto principal.
Em particular, discutimos com certa atencao o conceito de derivadas covariantes em fibrados asso-

ciados. Maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [Ben87, Cho82, Nak96].

B.1 Derivada exterior, codiferencial e conexao

Seja M uma variedade n-dimensional dotada de uma métrica g. Lembramos que os fibrados tangente

e cotangente sobre M sao definidos respectivamente por

com as estruturas diferenciais usuais. Segoes de T'M sdo chamadas de campos vetoriais, enquanto
segoes de T* M sao chamadas de 1-formas diferenciais. Definimos ainda! 77 (M) = (J, ¢, 7" (Tu M),
AR(M) = B _ A*(T, M) e A(M) da maneira evidente. Se¢des de A¥(M) sdo chamadas de campos
de k-vetores. De maneira andloga, definimos o fibrado |J, ¢, A* (T3 M) cujas segdes sao k-formas
diferenciais. Denotaremos ainda o espaco das k-formas diferenciais em M por QF(M), com Q(M) =
By (M).

Dadas coordenadas locais (x!,...,2"™) em um aberto U C M, os vetores tangentes coordenados

_0_
ozk

definem uma base local {dgcl7 ...,dx”} de T*M. Desta forma, dados? X € secTM e w € QF(M),

temos localmente:

definem uma base local {6%’ . %} de TM, enquanto as 1-formas duais dz* correspondentes

i 9 1
Ox? € W = gwil...ik

dzh /\---/\cl,qc"’“7

TAqui T™*(V) denota a 4lgebra tensorial sobre o espago vetorial V.
2Denotaremos as se¢des em um dado fibrado principal ou vetorial S por sec S.
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onde X i,wil,,,ik : U — R sao fungoes diferenciaveis. Denotamos o espaco das funcoes reais dife-
rencigveis em M por C°°(M). Um campo vetorial X € secTM age em fungdes f € C°(M) por

X(f)= X! ngH definindo assim a derivada de f ao longo de X.

Derivada exterior

O operador de derivada exterior d age em Q(M) levando QF(M) em QFF1(M). Sua acio sobre uma
0-forma f (isto é, sobre f € C°°(M)) define a 1-forma df por

df (X)) = X(f), VX €secTM,

isto é, df (X) nos dd a derivada de f ao longo de X. Em termos de coordenadas locais, segue que

[e)

df = 3 a); dz’. A acdo de d sobre k-formas diferenciais é dada por

lawh.»-ik r i ik
dw:ﬁ D" dz" Ndx' A - AdxF

(tal defini¢ao independe do sistema de coordenadas utilizado). Um célculo direto mostra que d? = 0.
O fibrado de Clifford C¢(M, g) é definido por (eq. (2.38))

com a estrutura diferencidvel evidente. Sec¢oes de C/(M, g) serdo aqui chamadas de campos de Clif-
ford. Podemos ainda, de maneira completamente anédloga, considerar a dlgebra de Clifford construida
a partir do fibrado das formas diferenciais (em oposicao ao fibrado dos multivetores), obtendo assim
o fibrado

CLM, g") = U, e CUTI M, g2). (B.1)

Conexao

Uma conexdo V em T'M é uma aplicacao V : secTM x secTM — secTM, (X,Y) — VxY, que
satisfaz as propriedades

(i) VixigvZ = fVxZ +gVvZ;

(ii) Vx (fY) = X (f) + fVxY,
VX,Y,Z € secTM, Vf,g € C°(M). Dada uma base local {e;} de M, seja {#'} a respectiva base
(local) dual em Q'(M). Definimos os coeficientes de conexao I';;* relativos a {e;} por I';;* =
0%(V.,ej). Equivalentemente, podemos definir as 1-formas de conexao w'; € Q'(M) por Vxe; =
W' (X)e;. Assim,

Wi = Ty’ 6. (B.2)

Denotamos ainda I';;; = gklfijl.

A aplicagdo V pode ser estendida de maneira tinica a V : sec TM x secT™*(M) — secT™*(M),

exigindo-se que Vx comute com contracoes e satisfaca a regra de Leibniz com relagao ao produto
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tensorial. Dizemos que uma conexao V é compativel com a métrica g se Vxg = 0 VX € T M.
Pode-se mostrar [Ben87| que derivagdo covariante induzida no fibrado de Clifford C¢(M, g) satisfaz
a regra de Leibniz com relacao ao produto de Clifford se, e somente, a conexao é compativel com a
métrica.

O resultado fundamental da geometria (pseudo-)riemanniana nos diz que, dada uma variedade
M munida de uma métrica g, existe uma tinica conexdo em M compativel com g e com torcao nula?,
que é a denominada conexao de Levi-Civita. Nesta dissertagao, a conexao utilizada é sempre a de

Levi-Civita.

Codiferencial

Dado um espaco vetorial V, vimos na secio 2.1 que dim A*(V*) = (Z), de modo que dim A"~ F(V*) =
dim A*(V*). Assim, o espaco das (n-k)-formas é isomorfo ao espaco das k-formas. O operador
de Hodge x : A¥(V*) — A" F(V*) nos d4 um tal isomorfismo. Dado ¢ € A*(V*), definimos
*xp € A"~F(V*) por

b Axp=g(h,¢)e, Vipe A"TH(VT), (B.3)

onde € € o elemento de volume de V*. Em termos do produto de Clifford, um célculo simples mostra
que

*p = e = ¢ Je,
onde ()~ é o operador de reversdo (definido na segdo 2.1). Segue que, se a assinatura da métrica é

(p,q):
** Q= (—l)k(nfk) (-1)7a, seae A¥(V).

Em particular, > = +1 em R3 euclidiano. J4 para o espago de Minkowski (isto é, com assinatura
(1,3)), temos *?a = —@, onde ()" é o operador de paridade (definido na secao 2.1).

Suponhamos que a variedade M seja orientada por um elemento de volume ¢ € Q"(M). Em
termos de uma base ortonormal local positivamente orientada {6} de Q*(M), o elemento de volume
usual em M é dado por?

e=0"AN-- NG

Vemos que o operador x de Hodge pode ser estendido para Q(M) da maneira evidente: (x«) p =
* () , Vp € M. Para variedades orientadas compactas, a métrica g induz naturalmente uma métrica

em Q(M) da seguinte maneira. Dados v, ¢ € Q(M), definimos (cf eq. (B.3))

(1, 9) = /M ¥ A x. (B.4)

30 tensor de torgio T : sec TM xsec TM — sec T M associado a V é definido por T (X,Y) = VxY -Vy X —[X,Y].

4Se {01, ...,0'™} é outra base local de Q'(M), com 07 = Ag@i, entio 1A - A0 =detA 01 A--- A O™, onde
A= (Az) Desta forma, se {6, ...,0™} é outra base ortonormal local, com a mesma orientagio que {#',...,0"}, entdo
detA=1eassim 0L A---AO =01 A AO™.
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Definimos o operador codiferencial 6 em (M, g) por
§=x"td* ()",

onde (-)" é o operador de paridade (definido na secio 2.1). Assim, dado ¢ € Q¥(M), temos §¢ =
(—1)" kDT L gy 6. Segue de d2 = 0 que 62 = 0. Notamos que & leva k-formas em (k-1)-formas.
Notamos ainda que, em uma variedade compacta, uma simples integragao por partes mostra que

(¢, dv)) = (06, 7) de maneira que, neste caso, d é o operador adjunto de d.

Operador de Dirac-Kahler

O operador laplaciano A agindo em formas é definido por
A = —(dd + dd).

Nao ¢ dificil mostrar que, em espacos chatos, A = 9*0,,. Desta forma, A corresponde ao laplaciano
usual em assinatura (n,0), e ao operador de onda [J em assinatura (1, 3).

O operador d — § serd aqui chamado de operador de Dirac-Kdihler. Notamos que, como d? =
6% = 0, temos

A= (d—9)? (B.5)

de maneira que o operador de Dirac-Kéhler pode ser pensado como uma raiz quadrada de A.
E interessante observar que d nao depende da métrica em M. Ja § depende de g através do
operador * de Hodge. De qualquer forma, tais objetos nao dependem da conexao de M. No entanto,

para uma conexao V compativel com a métrica, a proposi¢ao a seguir relaciona d, § e V.

Proposigao B.1 Seja V uma conexdo compativel com a métrica. Se {e',...,e"} é uma base local
de QY(M), entdo

(i) d=e* AV,

(i) 6 = —e® 4V,.

Segue que d — § = e AV, 4+ e® 1V, isto é,
d—0=e"V,, (B.6)

onde o lado direito age em formas através do produto de Clifford em C4(M, g*) (eq. (B.1)). Desta

forma, no contexto de um espaco-tempo chato, temos imediatamente

d— 6= ed,. (B.7)
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B.2 Derivadas covariantes em fibrados associados

Nesta secao, deduziremos expressoes para a derivada covariante de segoes dos varios fibrados as-
sociados a PSpinf,)q (M), discutidos na segdo 2.6. Para isso, usaremos a teoria geral de conexoes
em fibrados associados. Mais precisamente, partiremos de uma conexao I' no fibrado principal
Pspine (M) (vide, p. ex., [Cho82]) e deduziremos as expressoes induzidas por I' em C{(M,g),
Cﬁlspinis(M) eCl (M).

Seja m : P — M um fibrado principal com grupo estrutural GG, dotado de uma conexao T’

-
ime
Sme3

[Cho82]. Dados * € M e p € 7 (), tal conexdo pode ser usada para se definir uma aplicagao
linear injetora I', : T, M — T, P, de maneira que I',(T,,M) define o chamado subespago horizontal
de T,P determinado por I'. Dada uma curva o : I = (—¢,e) — M, com o(0) = x, o transporte
paralelo de p € 7~ 1(x) ao longo de o é dado pela curva 6 : I — P unicamente definida (via teoria

de equacoes diferenciais ordinérias) por 6(0) =p e

Denotamos ainda py; = 6(t).
Seja &/ = P x, V o fibrado vetorial associado a P pela representacao p de G no espaco vetorial
V. Seja
O (Uy) = Ui x G, @4(p) = (7(p), ¢()),

uma trivializacao local de P, com a trivializagao local associada de F
Zi 7' (Us) = Ui x F, Eiq) = (7(q), xi(q)),

onde 7g : E — M é a projecgao usual. Dado ¥ = [(p,¢)] € E, com 7g(¥) = z, o transporte paralelo

de U ao longo de o é dado pela curva &, com 7g(5(t)) = o(t), e

Xi(6(1) = p(6i(6(t)) © di(p) ") xi (L) (B.8)

Denotamos ainda W, = &(t).
O transporte paralelo (que como vimos acima é induzido pela conexdo I' em P), define entao

a seguinte nocao de derivada covariante no fibrado associado £ = P x, V. Seja ¥ € sec E uma

0
It

U, := U(o(t)) de o(t) até x = 0(0). A derivada covariante induzida por P em segoes de E é entao

secdo em E definida ao longo da curva ¢ acima, com v = 6(0). Seja U, o transporte paralelo de

definida por
v Zo P Ht 0)-

Nao ¢é dificil ver que esta definicdo de V, quando aplicada ao fibrado de Clifford C¢(M,g) =

Pspine , (M) Xqq Ry 3 (eq. (2.43)), coincide de fato com a defini¢do de V vista anteriormente.
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Proposigao B.2 Seja V' um campo vetorial em M. A derivada covariante Vy A de um campo de
Clifford A = Aler € secCl(M, g) € dada por

1
VVA = V(AI)SI + §[WV7 A]a

onde V(A) :=V(Al)er ew : V +— wy € a I-forma de conerdo em termos da base {e,}, dada por

wy = 3V T e’ A€® (cf eq. (B.2)). Em notagdo menos precisa:

VoA =V(4)+ %[wv, Al (B.9)

dem.: Escrevendo A(t) = A(c(t)) em termos da base {e;} de segoes definidas na se¢ao 2.6,
pégina 25, temos A(t) = Al(t)er(t) = ATB[E(), E)] = (E(0), AT E)] = [(E(t), a(t))], onde
a(t) := A(t)E; € Ry 3 (vide nota de rodapé 9, pagina 19). Segue de (B.8) que

Al = [(E(0), g(t)a(t)g(t) )] (B.10)

para algum g(t) € Spin{ 3, com g(0) = 1. Com isso,
. -1 _|dg da dgt_l _
lim —(g(t)a(t)g ()™ —a(0)) = | —rag™ +9— 97" +ga— T
= a(0) + §(0)a(0) — a(0)4(0) =
= V(A" Er + [§(0), a(0)],

onde §(0) € Lie(Spin{ 3) = A*(R"3). Assim,
I 1
VyA=V(A")e; + §[wV’A]’

para algum wy € sec /\2(M ). Em particular, para a base de se¢oes de 1-vetores {e,}, tal expressao
reduz-se a V', ;e = Vye, = %[wv,eb], de maneira que wy = %V‘ll"acbeb A e€. Desta forma,
w:V —wy éa l-forma de conexdo (A?(M)-valorizada) em M.

Sob uma mudanga de referencial espinorial como na proposigéo 2.26, onde a base mével associada

se transforma por e/, = U~ te,U, temos a bem conhecida transformacio para wy :

1 1
F@v U*liva +(VyU U, (B.11)

como pode ser facilmente verificado.
De forma inteiramente andloga a proposi¢ao B.2, podemos determinar a derivada covariante
induzida nos fibrados associados CelSpinis(M) e Cﬁ’épini3 (M) discutidos na sec@o 2.6. Denotaremos

tal objeto por V*, de maneira a diferencia-lo do caso anterior.
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Proposigao B.3 Seja V um campo vetorial em M. Dadas as se¢oes U € sec Cﬁlspinfi 3(M) ed e
sec Clgpine (M), temos
. 1
YU =V(U)+ §wV\II; (B.12)
1
ve=V(T)— §\Ifwv. (B.13)

dem.: A demonstragao é andloga & da proposi¢do B.2, com a diferenca de que a eq. (B.10) é
aqui substituida por \I/ﬂt = [(E(0), g(t)a(t))] no caso de ¥, e @ﬁt = [(Z(0),a(t)g(t)~1)] no caso de
®.0

Uma definicao geral de operadores de Dirac pode ser encontrada em [Law89]. Para nossos

propositos, é suficiente considerar os casos dos fibrados C£(M, g) e Cﬂspinig(M ) abaixo:

Definigao B.4 Seja {e,} uma base de segoes em AN (M) C Cl(M,g). Definimos o operador de

Dirac tensorial, agindo em seg¢oes de CU(M, g), por

D =e"V,,.
Definimos ainda o operador de Dirac espinorial, agindo em se¢ées de Cﬁlspinis (M) ou (Cﬁlspin33 (M),
por

D* = e"VE

Finalmente, observamos que as derivadas covariantes induzidas nos diferentes fibrados associados

a Pspine (M) satisfazem as seguintes regras de Leibniz.

Proposicao B.5 Seja V um campo vetorial em M. Dados A, B € secCl(M,g), ¥ € sec CélSpin*f 3(M)
e ® € secClgyp. (M), temos

VV (AB) = (VVA)B + A(VvB), (B14)
Vi (AT) = AV D) + (Vi A)T; (B.15)
Vi (®X) = O(Vy X)+(Vi®)X. (B.16)
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Apéndice C

Aplicacao suplementar: tomografia

quantica para espinores de Dirac

Neste apéndice, reproduzimos a publicacao [Mos03b], que faz uma aplicagao da relagio entre repre-
sentacOes das matrizes v* e idempotentes de C¢; 3(C) — discutida na secdo 2.5 — ao problema da

reconstrucao tomogréfica de um espinor de Dirac.

Quantum tomography for Dirac spinors

R. A. Mosna® and J. Vaz Jr(?)

(1) Instituto de Fisica Gleb Wataghin, CPG, Universidade Estadual de Campinas,
CP 6165, 13083-970, Campinas, SP, Brazil.

(2) Departamento de Matemadtica Aplicada, Universidade Estadual de Campinas,
CP 6065, 13081-970, Campinas, SP, Brazil.

Physics Letters A 315 (2003) 418-425
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Abstract

We present a tomographic scheme, based on spacetime symmetries, for the reconstruction of the internal
degrees of freedom of a Dirac spinor. We discuss the circumstances under which the tomographic group
can be taken as SU(2), and how this crucially depends on the choice of the gamma matrix representation.
A tomographic reconstruction process based on discrete rotations is considered, as well as a continuous

alternative.

PACS numbers: 03.65.Wj, 03.30.+p, 03.65.Ca.
Keywords: Quantum tomography, Dirac spinor, Spin-1/2 particle.
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C.1 Introduction

There is a long quest on the search of classical-like descriptions of quantum mechanics. As examples,
we can mention the approaches of Wigner [1], Moyal [2], Feynman [3] and the various tentative hidden
variable theories. In the first two cases, a set of (possibly negative) quasiprobability distributions,
defined on the phase space, are the basic variables of the theory. In Feynman’s approach, negative
probabilities are allowed as a way to avoid the use of (probability) amplitudes. On the other hand,
the tomographic formulation of quantum mechanics [4-16] has received considerable attention in
recent years. In such an approach, the dynamical variables of the theory are a set of probability
distributions, which have truly classical-like characteristics: they are non-negative, normalized and,
in principle, all measurable.

For a review on the principles of the tomographic approach, we refer the reader to [6,13]. Here
we briefly outline its main ideas. Consider a state |1) in some Hilbert space H describing a physical
system. Let {|vy)} be an orthonormal basis of H, whose elements are eigenvectors of a commuting
set of Hermitian operators. Here, a should be interpreted as a multi-index that might contain
discrete and/or continuous indices. Expanding |¢) in this basis, we have |¢) = > 14|vqa), Where

the complex coefficients 1), represent probability amplitudes. The corresponding probabilities

Wa = [Yal® = [(valt))[?

are called marginal distributions. Note that w, are non-negative normalized probabilities which are,
in principle, all measurable. The essence of the tomographic approach is to describe the physical
state and its dynamics in terms of the marginals.

Of course, the information relative to the phases in 1, is lost when we consider the above
marginals. Nevertheless, one can consider the action on H of a family of transformations U(g),
labeled by a certain parameter g belonging to a (Lie) group G. Defining the “rotated” marginals
wa(g) = [(va|U(g)|1)|? (which are again measurable in principle) and writing ¢a(g) = >4 Ul(g)Bs,
it follows that the expression of w4 (g) = |14 (g)|? carries interference terms among the relative phases
of 9g. As a result, one can find such relative phases in terms of the rotated marginals.

The tomographic schemes are usually written in terms of the density matrix p associated with
the physical system. Although in this work we are mainly interested in pure states, this leads to
a natural framework to study more general mixed states. Then, the reconstruction process can
be implemented by an integral transformation p = [ dadgwa.(g)K (e, g), which determines p in
terms of the rotated marginals (when « is a discrete index, the corresponding integral should be
replaced by a discrete sum). Some applications of this tomographic scheme can be found in [5]
(optical tomography, with G = O(2)), [7, 8, 13] (symplectic tomography, with G = Sp(2,R)) and
[9, 10, 13, 14] (spin tomography, with G = SU(2)). In [15], the interesting problem of defining a

minimum quorum of expectation values for the state reconstruction was addressed. Also, a study of
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the properties of marginal distributions under relativistic transformations, especially in the context
of the relativistic oscillator model, was presented in [16].

In this work, we present a tomographic scheme for the reconstruction of the internal degrees
of freedom of Dirac spinors. These objects are known to describe relativistic spin-1/2 particles,
as electrons. More precisely, a Dirac spinor 1)) = (¢1 12 3 4)! € C* is an object carrying
the representation D(1/2.0) g D(0:1/2) of Spin§ 5 = SL(2,C), the covering group of the restricted
Lorentz group. As [¢) € C*, a tomographic scheme based on SU(4) would certainly work for this
case. However, to parallel the discussion with the non-relativistic case, and to give a direct physical
meaning to the transformations U(g), we demand that the tomographic group G be generated by
spacetime transformations.

The choice of the gamma matrix representation in the Dirac theory plays a decisive role in this
context. In fact, consider the tomographic reconstruction of a generic Dirac spinor |¢), with 7
degrees of freedom (discounting a global phase). Let £ be the restricted Lorentz group and L the
associated covering group. Then, as we will show later,

(i) in the context of the Majorana representation, |i) can be tomographically recovered by taking
G as the SU(2) rotation subgroup of £;

(ii) in the context of the standard representation, |¢)) can be tomographically recovered if we
take G = L, but not for G = SU(2) as in (i);

(iii) in the context of the chiral representation, [i¢) cannot be tomographically reconstructed
via spacetime transformations, i.e., even if G is taken as the whole £ (unless |¢) is a Weyl spinor,
corresponding to a massless particle).

It is a well known result that the Lorentz group is a non-compact space which does not admit
finite-dimensional unitary representations (except for the trivial one) [17]. This means that boosts
inevitably give rise to non-unitary transformations for the spinor space. Although one might live
with this situation, it is clearly preferable to work only with rotations, if possible. We see from the
discussion above that, among the most common choices for {y*}, namely the Majorana, standard
and chiral representations, only the first one is compatible with a tomographic procedure based on
spatial transformations. In this case, the tomographic group is given by SU(2). Alternatively, it is
also possible to combine the marginals associated with both the standard and chiral representations,
so that a tomographic reconstruction based on rotations is similarly achieved.

It should be noted that the discussion above regards the tomographic reconstruction of a full
Dirac spinor. If one wants to reconstruct a spinor that is already known to be in the positive energy
sector, then clearly less symmetry transformations are required (however, it is well known that this
sector is not preserved by time evolution [18]; this is, in fact, a problem of the first quantized Dirac
theory).

We observe that a shortcoming of describing a Dirac spinor by means of the marginals wy, = [15|?,

when compared to the non-relativistic case, is the lack of a clear interpretation for these objects. In
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fact, consider the case of the standard representation. The projector associated with positive energy

and spin up (in the z-direction) then reduces to

1 1 .
5(1 + ’70)5(1 +iny2) =

S O O =
S o o O
o o o O
o O o O

only in the reference frame in which the particle is at rest. When we consider an arbitrary particle
in an indefinite state, we must consider the Fourier expansion of 1(z) in terms of eigenstates of
momentum ¢(p). But then, the physical interpretation of the first component of ¢(p) changes
with p. This happens because boosts mix the components ¥y of |¢)). Therefore, the marginals
wy, = |yr]?

consider alternative gamma matrix representations, the interpretation of the marginals are even

do not correspond to an easy-to-describe physical property of the particle.! When we

more unclear.

On the other hand, the bilinear covariants associated with |¢)) provide another classical-like
description of the Dirac theory, in the sense that they are, in principle, measurable tensorial densi-
ties. In fact, once a reference frame is fixed, (i) the charge density (of an ensemble of particles) is
given by the time-component eJ? of the 4-vector eJ* = e(1)|y*|1)), while the corresponding spatial

components ecJ*, k = 1,2,3, yield the associated 3-current; (ii) the second-order antisymmetric

eh v . _eh /] |;aur : : o :
tensor 2= SHY = 2L (1hliyHV[1p) corresponds to a density of intrinsic magnetic moment (compo-
eh

nents

S, 4,5 =1,2,3) and intrinsic electric moment (components 52 S%  j = 1,2, 3) of the

2mc 2mec

ensemble of particles?; (iii) the pseudo-vector %K H= g(@i%lgg’y“w} corresponds to the spin den-
sity of the ensemble of particles; (iv) although the scalar and pseudo-scalar covariants have a less
clear interpretation, the Fierz identities (see section C.2) can be used to express them in terms of a
subset of the bilinear covariants discussed above [19, 20] (see also [21, 22]). Moreover, it is natural
to expect that the manifest covariance of the bilinear covariants should somehow favor them over
the marginals. For this reason, our plan in this article is to establish a well defined correspondence
between the bilinear covariants and the marginals wy, so that the latter inherit the measurability
(and possibly the dynamics) of the former. As a result, in spite of the above difficulties, the quan-
tities wy do provide a set of non-negative, normalized and measurable quantities, describing the
quantum state of the particle. Furthermore, it is known that the Dirac theory can be formulated
in terms of the bilinear covariants [23] (see also [24]). Then, the above procedure might be useful
for obtaining a Dirac equation written in terms of tomographic and classical-like quantities like wy.

We note however that, to achieve that goal, one would still have to develop a method to reconstruct

LWe note that this situation does not occur in Pauli theory, for a non-relativistic boost (i.e., a Galileo transformation

corresponding to a change of velocity between frames) does not mix the components of a Pauli spinor.
2Such an electric moment can be thought of as being generated, via a well-known relativistic effect, by the intrinsic

magnetic moment of the electron in motion.
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the (position dependent) global phase of |i). This is out of the scope of the present article, where,
just as in the non-relativistic spin tomography, we are only interested in the internal (i.e. spinorial)
degrees of freedom of |).

This article is organized as follows. In section C.2, we review some facts about Dirac spinors, in-
cluding a reconstruction theorem [25] that allows one to express |¢) in terms of the bilinear covariants.
In section C.3, we obtain the aforementioned correspondence between the bilinear covariants and
the marginals wy. This can be considered a generalization of (the non-relativistic) spin tomography
techniques presented in [9, 10, 13, 14]. The covariance of the bilinear covariants is then explored to
tomographically reconstruct the spinor |¢)) from the marginals. In section C.4, we discuss the depen-
dence of this tomographic approach on the choice of the gamma matrix representation. Section C.5

is reserved for some final remarks. In what follows, we use natural units (A =c=1).

C.2 Bilinear covariants

In order to establish notation, let us briefly review some well known facts about the Dirac theory. Let
[) = (11 g 13 1b4)t be a Dirac spinor (in what follows, |) always represents a pure state). Under
a restricted Lorentz transformation A = (A*,), this object transforms as [¢'(x)) = L|y(A~1x)),
where the matrix L is related to A*, by L~ y*L = A* ~" [18] (L belongs to the covering space £
of the restricted Lorentz group [26]). Denoting the Dirac conjugate of [1)) by (1| = (1|, we then
have (1’| = (4)|L~'. This immediately yields the following 16 tensorial quantities, known as bilinear

covariants:

U = (Yly),

JH = (Pl ),
SHY = (liy"” ), with v = 3[y*,4"], (C.1)
K" = (linor237"|¢), with yo123 = 70717273,

Qy = <1E| — Yo123[%),

which transform respectively as a scalar, a 4-vector, a tensor of second degree, a pseudovector and
a pseudoscalar. These quantities are obviously not independent. The constraint relations among

them are given by the Fierz identities (we use the conventions of [26]):

JuJr = Q% +Q3, (C.2a)
JuJt = —K, K", (C.2b)
J K" =0, (C.2c)
LKy, — K, J, = — (225, + Q1 2 €0a557), (C.2d)
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with €g123 = 1. These 9 equations (note the anti-symmetry in pv) reduce the number of independent
bilinear covariants to 7, as expected. Indeed, |¢)) has eight real components which reduce to seven
independent quantities when a global phase is discarded.

Let us denote a bilinear covariant generically by p® = (|T%|1)), where I'* can be read from
egs. (C.1) (we note that the 16 matrices I'® form a basis for the Dirac algebra). As the bilinear

covariants are real, the quantity

p = Zpafa (C.3)

can be thought of as a vector in a 16-dimensional real vector space. In this context, the Fierz
identities determine a 7-dimensional submanifold of R in which p lives in [27]. This submanifold

generalizes the Bloch sphere of Pauli theory.
It follows from eq. (C.3) that

p=Q +J+1iS + iKvp123 + Q270123,

where J = Jty,, S = %S’“"ylw and K = Ktv,. It is also useful to note that there is a natural
inner product defined on the Dirac algebra by (A4, B) = (1/4)tr(AB), where B := ygB'~ is the
Dirac conjugate of B. Note that p* = (¢[*[¢) = tr (T*|)(¥]) = 4 (%, |¢)(¢]), so that we can

alternatively write

p =41 (C4)

A reconstruction theorem [27] can be used to obtain [¢)), apart from a global phase, from the
bilinear covariants, i.e., from p. To see this, consider the action of p on a fixed spinor |1} (usually
taken as |n) = (1 0 0 0)%). This gives pln) = 4[)(s|n), and so |[¢) = zispln). As (flpln) =
41(xp|n)|?, we have (p|n) = €®|(h|n)| = €' (i<ﬁ|p|n>)1/2. Substitution in the expression for [¢)
yields

e ¢

) = mphﬁ-

C.3 Marginal distributions and bilinear covariants

Let us now relate the marginal distributions to the bilinear covariants. To do that, we expand |¢)
in terms of the canonical basis {|vg)}i_; of C*, with |v1) = (1 00 0)?, Jvg) = (0 1 0 0)* and so on.

If [¢) = > ¢i|vk), we have

wk:|¢k|27 k:17273a4'
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Consider the matrices (or projection operators) given by

1 0 0 O 00 0 O 00 0 0 00 0 O
00 0 O 01 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
P = , Pr= , Ps= , Py= :
00 0 O 00 0 O 0 0 1 0 0 0 0 O
00 0 O 00 0 O 00 0 O 0 0 0 1
(C5)
Then

To go further, we need to choose a specific representation of the gamma matrices to work with. In

the Majorana representation [18] (other choices will be discussed shortly)

0 g9 0 ’ ! 0 —i0'3 , 2 —092 0 ’ 3 0 iUl ’

where oy, are the Pauli matrices, a straightforward calculation yields

P =
P; =

1 mjy 1 134 mj
(1 + 790 )?( i), (C.7)
2

(1 — ) A1 = in™).

L+rmHiA+iy™),  P=
(1= )51 +iy"),  P=

NI= N
(SIS

Substitution in eq. (C.6) leads to Wy, = <1Z|i('yglj:|:'y;nj:|:ivﬁj:ti'yl”;j)h/)) = L(Jo£Ja+S01 £512),
where the + signs vary with k. More precisely

Jo + J2 — So1 + S12) .

Wmj,1 = i (Jo — J2 + So1 + S12),

Wij2 = 5 (Jo — Jo — So1 — S12),

Wmj,3 = i (JO + J2 + S()l — 512) s
l( )
1

Wmj 4 =

After solving for Jy, Ja, So1 and Si2, we have

Jo = Wmj1 + Wimj2 + Wmj3 + Winja,
Jo = —Wmj1 — Wmj2 + Wmjs + Wmja, (C.8)

So1 = Wmj1 — Wmj,2 + Wmj3 — Wnja,

S12 = Wmj1 — Wmj,2 — Wmj,3 + W4

The result is a partial recovering of p in terms of the marginal distributions. Now we explore
the symmetries of the Lorentz group to obtain the full expression for p, still in terms of marginal
distributions.

Applying a restricted Lorentz transformation A = (A*)) to our system, we have [¢)") = L|).
The corresponding A-dependent marginal distributions (cf eq. (C.6)) are:

wi = (o Peld’) = (|1 0 PL¥). (C.9)



108

On the other hand, the new bilinear covariants are given by QgA) = Qq, J,SA) = AH”J,,, S,(f;) =
AM“AVBSaﬁ, KISA) = A)"K, and QéA) = Q) (in the above notation, wp;r = wr(é;k, Jp = ,SI),

denote the quantities associated with the original frame, before the application of the symmetry
transformation). It follows that w® = <1/_J|L*1%(fyglj + 5 £iyg iy [y ) L) = i(JéA) + JQ(A) +

mj,k
S(()/l\) + SYQX)), where the + signs vary with k. More precisely,

A A A A A
J(g ) = wgnj),l + wgnj),2 + wﬁnj),B + winj)A’

A A A A .
I = _wfnj),l - wfnj),z + wfna‘)ﬁ ™ wf"j)v‘“ (C.10)
A A A A " |
S(()l) = Uh(nj),l - wv(nj),2 + wv(ﬂj)ﬁ B w’(“j)"“
) (A) (M) (A) (A)
S12" = Winj1 = Winja ~ Wiz + Winjg-

Now we can vary A in the above expressions to recover all the bilinear covariants:

(a) taking A = I =[identity] (i.e. no symmetry transformation), we determine (from egs. (C.10)

or egs. (C.8)) Jo, J2, So1 and Siz in terms of wy,; k;

(b) taking A = R, =[r/2-rotation about the z-axis], we have Jy = JéR””), So1 = S(glf””) and J3 =

J2(R“”), S31 = —Sg’“). All these quantities are determined by the marginals wfrﬁmg from egs. (C.10);

(c) taking A = R, =[m/2-rotation about the y-axis], we analogously obtain Jy = JéRy), Jy =

JQ(R”) and Sp3 = —Séll%“), So3 = Sg"’). All these quantities are determined by the marginals wifj’,l
from eqs. (C.10);

(d) taking A = R, =[r/2-rotation about the z-axis], we analogously obtain Jy = JéRZ),Slz =

(R2)

SgZ) and J; = fjéRZ), Soz = S(()IfZ). All these quantities are determined by the marginals w,,

from egs. (C.10).

So far, we have recovered the ten bilinear covariants J,, and S,,,,. The rest of them, namely €,

Qy and K,,, are easily obtained from the Fierz identities. In fact, eqs. (C.2) yield the identities [25]

QlKl/ = JH(*S) QQKV =-JHs

12228} 12228}

where (x5),, = —%eumﬁSaﬁ, with €123 = 1. In this way, all the bilinear covariants are obtained

from the rotated marginals.

Writing everything in terms of the rotated marginals, it follows from (a)-(d) above and egs. (C.10)
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that:
Jo = Wmj1 + Wmj2 + Wmj s + Wmja,
w B=) (R2) (R2) (R2)
Ji = w1+ Wy — Wy Ty — Wy, g
Jo = —Wmj1 — Wmj2 + Wmj3 + Wnja,
_ (Re) _ (Rz) (Rz) (Rz)
J3 = W1 T W2 + Wnj,3 + Wonj,49
So1 = Wmj1 — Wmj,2 + Wmj,3 — W4, (1)
S — w(Rz) _ (Rz _|_ w(Rz) _ w(Rz) .
02 = Wy, m]2 mj,3 mj,4’

_ (By) |, (By) (By) |, F)

Soz = — m]l+ mJ27me3+ mj,4°

SIZ = Wmj,1 — Wmyj,2 — Wmj3 + Wmj,4,

S = ) () () ()

m] 1 mj,2 mj 3 mj,47
R, R,
S31 = ( 1) + w( 2) + w;j}g — wfﬂj,i.

As we mentioned above, these quantities determine all the bilinear covariants, and thus reconstruct
the spmor |1} as in the previous section. Moreover, the 6 relations Jy = J(R’ JéRy) = JéRZ), So1 =
S(() J(R”) Si2 = S(R <) j n (b)-(d) yield 6 constraint equations among the 16 marginals above.
ThlS can be used to reduce the number of marginals in egs. (C.11).

It is important to note that, in the above reconstruction of |¢)), we did not employ boosts.
Indeed, the relevant tomographic group was generated by the A’s in the rotation subgroup SO(3) of
the Lorentz group £. This corresponds to elements L in a SU(2) subgroup of the associated covering
group £ = Sping 3 = S1(2,C).

C.3.1 A continuous alternative

From our previous discussion, we see that a crucial step to the tomographic recovering process is to
reconstruct a vector v € R3 if one of its components is known in all frames. Let us fix a reference
frame K and let us denote the K-components of v by (vl v? v3). Suppose we know the third
component of v in all frames. Given another reference frame K’, if § and ¢ are the polar and

azimuthal angles of €4 in relation to K, we have
e5(0,¢) =sinf cosp e; + sinfsinp es + cos b e3.

Let v(6, ¢) be the third K'-component of v, i.e. v(6, ) = v - €. Then, we can reconstruct v from

v(6, ) by at least two procedures:

(I) Discrete method As e5(7/2,0) = e;, e5(7/2,7/2) = e and e5(0,0) = e3 we have v! =
v(r/2,0), v* = v(r/2,7/2) and v® = v(0,0). Thus, v = v(7/2,0)e; + v(n/2,7/2)es + v(0,0)es.

This is the reconstruction method we used in the previous section.

(IT) Continuous method This method goes along the lines of [9, 10], in which all the direc-

tions (6, ) are considered. The idea is to recover v by an integral transformation of v(6,¢) :
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v = [ dQA(0,0)v(0, ), where dQ2 = sinfdfdyp is the solid angle element on the sphere. There
is a lot of ambiguity in choosing the kernel A(f, ), but a simple choice is given by A(0,¢) =

2 2 3
(p cos p, = singp, ;- cose).

Each of the methods above leads to a different set of tomographic quantities describing the spinor.
In the previous section, we employed a discrete method. On the other hand, if the continuous method

is employed, the spinor would be described in terms of continuous variables analogous to v (6, ).

C.4 On the choice of the gamma matrix representation

In this section, we discuss the dependence of the tomographic approach developed above on the
choice of the gamma matrix representation. Consider the expression (C.9) for w,(CA) in terms of the

projection operators in egs. (C.5):
wi™ = (§|L o PoL|). (C.12)

Of course, the functional dependence of P, in terms of v, u = 0, 1,2, 3, depends on the particular
choice of the gamma matrix representation. For the Majorana representation, this is given by
egs. (C.7). A straightforward calculation shows that the analogous expressions for the standard and

chiral representations are

Pt =11+ 1 +in5l), (C.13a)
Pt = 315031+ i), (C.13b)

where the £ signs vary with k. It follows from eq. (C.12) that

wit) = 1o £ 5V £ 5B £ KV (C.14a)
wiie =3 [0 = AN £ kY £ KV (C.14b)

For the standard representation, we see from eq. (C.14a) that, by performing rotations, we
can recover {21, Jo, Sos,S31, 512, K1, K2 and K3 from the marginals. Unfortunately, these bilinear
covariants apparently do not suffice to entirely recover a generic Dirac spinor, with 7 degrees of
freedom (discounting a global phase). This is more easily seen from the form of the generators of

rotations (associated with the standard representation):

. i o 0 . .
Z’Y;Itc = 5[7?77,?] = ( 0 . ) ,  (jkl) cyclic, 1 = 1,2,3.
l

It follows that rotations do not mix the first two components (i.e. 11 and 12) of [t) = (1 V2 3 14)t
with the last ones (i.e. 13 and ). In this way, the relative phase between the first and the last set



C. Aplicagao suplementar: tomografia quantica para espinores de Dirac 111

of components of |¢)) cannot be recovered solely with rotations. On the other hand, if boosts were
allowed to reconstruct the spinor, then we could also obtain Ji, Ja, J3 (from Jy), So1, So2, Soz (from
Sa3,531,512) and Ky (from K3). This would certainly reconstruct the spinor. Therefore, we have
shown that, in the standard representation, the state can be reconstructed by means of restricted

Lorentz transformations, but not through rotations (cf introduction).

For the chiral representation, we see from eq. (C.14b) that even if the whole Lorentz group
is used, we can only recover J, and K,, u = 0,1,2,3, from the marginals. This is not sufficient
to reconstruct all the bilinear covariants for a generic Dirac spinor, with 7 degrees of freedom
(discounting a global phase). In fact, we know from the Fierz identities that J*J, = —K" K, and
JFK, =0, and thus there are only 6 independent quantities in J,, and K. This situation changes
if [¢) is a Weyl spinor, corresponding to a massless spin-1/2 particle. In that case, we always have
Q) =0y =0and S = 0 [26] and then the reconstruction process could proceed as before. Note that
the marginals wey, i, are associated with the probability of finding the particle with positive/negative
chirality and spin up/down (in the z-direction). As a massless particle has definite chirality, the
knowledge of the wep i, kK = 1,2,3,4, would be enough information to recover its state. But, as we
have seen, this is not true for a massive particle. This shows our claim (see introduction) that, in
the chiral representation, the state of a massive particle cannot be reconstructed from spacetime

symmetries, i.e., with G contained in L.

Therefore, unlike the Majorana representation, neither the standard nor the chiral representations
can be isolatedly used in such a tomographic scheme, based on rotations, for a generic Dirac spinor.
A way out of this difficulty is to combine the marginals coming from both the standard and the
chiral transformations. We see from the above discussion that, by performing rotations, we can
then recover €2, J,, 523,531,512 and K. These 12 bilinear covariants determine the rest of them

through the Fierz identities, and we can proceed as before.

We would like to emphasize that, as Dirac spinors are objects in C*, a tomographic scheme based
on SU (4)-transformations would work irrespective of the choice of the gamma matrix representation.
The representation dependence of the scheme proposed here is a direct consequence of our physical
demand that the tomographic group be generated by spacetime transformations. As we discussed in
the introduction, besides leading to a natural parallel with the non-relativistic case, this assumption

yields a clear physical meaning to the tomographic transformations.

The general case

It is well known that an arbitrary representation {v,} of the gamma matrices can be written as
Vo = vafU_l, where 'yff corresponds to the standard representation and U is an unitary matrix

(along with the corresponding transformation |¢)) — U|v) for the spinor). It follows from eq. (C.13a)
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that, in terms of the new gamma matrices {v,}:
1 1 .

where u = U™ 4§U and 0 = U~145LU. The discussion above shows that a tomographic scheme,
based on spacetime transformations, works for the representation {v,} only if the bilinear covariants
associated with vg, You, 700 and yyuo are independent enough to reconstruct the spinor. It may
happen that such a reconstruction is possible using only spatial rotations (as in the Majorana
representation), or using necessarily boosts and rotations (as in the standard representation), or

even not possible inside the Lorentz group (as in the chiral representation, with massive particles).

C.5 Concluding remarks

We have presented a tomographic scheme, based on spacetime transformations, for the reconstruction
of the internal degrees of freedom of a Dirac spinor. The assumption that the tomographic group G
is generated by spacetime transformations was shown to restrict the choice of the gamma matrices.
The cases of standard, chiral and Majorana representations were studied in detail. We also analyzed
under what conditions G' can be taken as SU(2). A direct tomographic process based on discrete
rotations was considered, as well as a continuous alternative. Finally, as we mentioned in the
introduction, the method considered here might be useful for obtaining an analogue of the Dirac

equation in terms of tomographic quantities.
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