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RESUMO

Neste trabalho estudamos um modelo de particula cldssica com spin proposto origi-
nalmente por Barut-Zanghi (1984); e reformulado no Formalismo do Fibrado de Clifford
por Pavsic, Recami, Rodrigues Jr. (1993).

Desenvolvemos alguns teoremas de conservagao e observamos a consisténcia deste
modelo de Barut-Zanghi com as leis de conservagao; damos ainda alguns argumentos
heuristicos que nos conduzem a uma apropriada Hamiltoniana.



ABSTRACT

In this work we study a model of classical particle with spin that was first originally
suggested by Barut-Zanghi (1984); it has recently translated into Clifford Fiber Bundle

)

Formalism by Pavsic, Recami, Rodrigues Jr. (1993).

We develop some conservation theorems and point out the consistency of Barut-
Zanghi model within the conservation laws; we also set any heuristic arguments yielding
to an appropriate Hamiltonian for this one.
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Introducao

O objetivo principal desta tese é a apresentacdao do cdlculo multivetorial e extensorial sobre
variedades diferencidveis e suas aplicacdes & Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein.

Aqui apresentamos as motiva¢oes para nossa empreitada’.

Recordamos que na TRG o campo gravitacional é interpretado de uma maneira completa-
mente diversa aos demais campos fisicos; de fato, o campo gravitacional é interpretado candni-
camente como uma propriedade geométrica do espaco-tempolt453],

Cada campo gravitacional é modelado por uma quddrupla (M, ¢, I,, D), onde:

(1) M é uma variedade diferencidvel de dimensao quatro, paracompacta, conexa, orientada
pelo elemento de volume I, € sec A*(M), e orientada no tempol2°).

(i) g € sec TY(M) ¢ um tensor simétrico com assinatura —2, chamado de métrica Lorentziana
sobre M (descreve o campo gravitacional na TRG).

(23t) D é a conexao de Levi-Civita de g.

A teoria supoe que particulas e campos movem-se como configuracoes especiais sobre a
variedade diferencidvel M.

As particulas sdo descritas por triplas ((m,¢),5,0) onde m (com 0 < m < o0) é a massa
da particula, ¢ (com —oo < ¢ < 00) é um parametro chamado de carga elétrica da particula, S
é o spin da particula?, e ¢ é uma curva regular dita a linha de universo da particula.

Se m > 0 a particula & dita um bradyon, e neste caso o é uma curva tipo-tempo (que aponta
para o futuro).

Se m = 0 a particula é dita um [uxzon, e neste caso ¢ é uma curva tipo-luz.

Os campos fisicos sao modelados por secoes especiais do fibrado tensorial ou de fibrados
spinoriais apropriados.

As linhas de universo, que representam o movimento das particulas, bem como as varidveis
tensoriais (ou spinoriais), que descrevem os campos fisicos, satisfazem sistemas de equagoes

diferenciais (em geral, chamadas de leis de movimento) nos quais aparece sempre o tensor

métrico!

!Supomos que o leitor estd familiarizado com os conceitos da teoria de variedades, no nivel apresentado nas
refs. [1] e [56]
2Nio serd necessirio caracterizarmos o spin no que segue.



O conteido energético de um sistema de particulas e/ou campos fisicos é descrito pelos
respectivos tensores de energia-momento T, e T, € secTZ(M). Como é bem sabido, esses

objetos aparecem no segundo membro da equacio de Finsteinl6:9:11]

. J&4 no primeiro membro,
aparece um tensor, dito o tensor de Einstein.

A equacao de Finstein pode ser escrita (ap6s uma escolha conveniente de uma carta local
sobre U C M), como um sistema de dez equagoes diferenciais nao lineares que envolvem uma
combinagao de derivadas de primeira e segunda ordens das componentes do tensor métrico g, .

A equacao de Einstein é muitas vezes descrita de maneira pictéricall) dizendo-se que “a ge-
ometria diz como a matéria deve se mover e por seu turno a matéria diz com a geometria deve
se curvar”. FEsta descricao pictérica induz o iniciante a imaginar que de alguma forma a var-
iedade diferenciavel M que modela o espaco-tempo é curva. E necessario entio que esclarecamos
rigorosamente o que significa este conceito.

Recordemos que do ponto de vista matemdtico uma variedade diferencidvel por si s6 possui
apenas estrutura topoldgica e de diferenciabilidade das cartas de seu atlas maximal. Deve ficar
bem claro que a estrutura topolégica de M nao é fixada na TR, mais precisamente, a topologia

de M é introduzida “a4 mao” em problemas e situacoes especiaisl'?.

Por outro lado, M pode
suportar diversas estruturas de espagos geométricos distintos.

No que segue diremos que um par (M,D), onde M é uma variedade diferencidvel e D é
uma conexao arbitriria sobre M, é um espaco dotado de regra de paralelismo. Diremos que a
tripla (M, g, D), onde M é uma variedade diferencidavel, D & uma conexao sobre M e g é um
tensor métrico sobre M & uma estrutura de espaco geométrico®. A assinatura do tensor métrico
nao precisa ser —2, e de fato, é conveniente para nossos propésitos classificarmos estruturas
geométricas onde g possui assinatura euclidiana 4.

Os objetos geométricos que caracterizam uma estrutura de espago geométrico (ou simples-

mente, espago geométrico) sao os campos tensoriais chamados?:

(i) ametricidade de D, A € T (M),

A = Dg. (0.1)

?Dizemos indistintamente estrutura de espaco geométrico, ou simplesmente, espago geométrico.
* As definigdes precisas destes objetos geométricos sio dadas no capitulo 3.



(i1) torsio de D, representada por um tensor T € T} (M),

(i) curvatura Riemaniana de D, representada por um tensor R € T} (M).
Os espagos-geométricos sao ditos:

(a) espaco de Riemann-Cartan-Weyl ses A # 0, T # 0,9/ # 0,

(b) espago de Riemann-Cartan ses A =0,% # 0,/ # 0,

(c) espaco de Riemann ses % =% = 0, # 0.

B Espacos chatos e espacos afins

Os espagos-geométricos (M, g, D) tais que A = T = R = 0 sdo ditos espagos de Riemann
(globalmente) chatos.

Espacos dotados de estrutura de paralelismo onde ¥ = 98 = 0 (globalmente) homeomorfos
a R", podem ser identificados com espacos afins da mesma dimensao.

Espacos afins de dimensao n sao denotados por A™.

Também, espagos de Riemann chatos homeomorfos a R™ podem ser identificados com es-
pacos afins.

Espagos afins dotados de tensor métrico euclidiano sao denotados por E”, e ditos euclidianos.

Como é bem conhecidol3:14]

, espacos afins possuem a propriedade fundamental de que sobre
eles & possivel definir-se uma operagao dita diferenca entre dois pontos, tal que se p, ¢ € A" (ou
p,q € E") sao elementos de um dado espaco afim a diferenca (p— ¢) € V, onde V & um espaco
vetorial real de dimensao n. De uma maneira pictdrica podemos dizer que um espaco afim é
“um espaco vetorial do qual roubaram a origem”. Isto é, fixando-se um ponto arbitririo o € A"
(dito origem) de um espago afim, a diferenga de qualquer ponto p do espaco afim em relagao a
origem (p — 0) € V é um vetor que apropriadamente pode-se chamar o vetor de posigao de p.
Da classificagao dada acima dos espacos geométricos fica claro que curvatura nao é uma
propriedade da variedade M, mas sim uma propriedade da conexao particular D que se intro-
duz sobre M. Este ponto é crucial pois é bastante comum confusées notdveis entre o conceito
de curvatura e o conceito de entortamento de uma hipersuperficie, o que leva a interpretagoes
equivocadas e mesmo psicodélicas sobre o conteiido fisico e matemédtico da TRG. Mais especi-

ficamente, recordemos que qualquer variedade diferencidvel (parte de um espago geométrico)

pode ser pensada como uma hipersuperficie mergulhada[15] em um espago euclidiano de dimen-



sao apropriada®.

» Como primeiro exemplo, consideremos uma superficie cilindrica C de dimensao 2 mergu-
lhada em E3. Usando-se como métrica sobre C a métrica induzida de E® (o espago euclidiano
tridimensional) e como conexao sobre C a conexao de Levi-Civita da métrica induzida de E?,
pode-se verificar sem dificuldades que o cilindro é chato. Entretanto, um cilindro S' x R ¢ bem
diferente de um plano R? do ponto de vista topoldgico.

Existe um objeto geométrico, dito tensor de formal®®]

que caracteriza variedades diferen-
cidveis quando estas sao entendidas com superficies mergulhadas em E3. O tensor de forma
caracteriza o entortamento das superficies, e distingue um cilindro chato (com a defini¢ao dada
acima) de um plano (que é o protétipo de uma superficie chata). Para um plano o tensor de
forma é nulo em qualquer ponto, enquanto que para um cilindro o tensor de forma nao é nulo.

» Um outro exemplo digno de nota é o seguintell6:

(A) Consideremos o toro 7y como uma superficie mergulhada em E? e representado nas

coordenadas canonicas pela equacao,
(2 +y* + 27 +3)% = 16(2? + ?). (0.2)

Ty &€ uma variedade diferencidvel de dimensao 2. Se consideramos sobre 77 uma estrutura
de espaco geométrico, onde a métrica é a induzida de E® e a conexao é a de Levi-Civita da

z

métrica induzida de E3, entao o toro é curvo, como é ficil verificar.

(B) O subconjunto 75 de E*,
T={r€E"/ (a")"+ (") = (+7)" + (") = 1}, (0.3)

é difeomorfo ao toro 77 definido em (A).

A estrutura de espago geométrico definida sobre 73, onde a métrica é a induzida de E?
(métrica euclidiana) e a conexdo é a de Levi-Civita da métrica induzida de E*, & globalmente
chata, i.e., T =R = 0.

Estes exemplos deixam claro que nao se pode confundir curvatura com entortamento.

®Aqui, apenas recordamos que uma estrutura geométrica, parte de uma estrutura espago-tempo da TRG pode
ser mergulhada[12] em um espago afim de dimensao 10.



Vemos desses exemplos que uma mesma variedade quando interpretada como uma hiper-
superficie num espago euclidiano de dimensao maior pode ou nao ser curva! (ainda que herde
como tensor métrico o tensor induzido daquela variedade onde encontra-se mergulhada, e ainda
que se considere a superficie como equipada com a conexao de Levi-Civita da métrica induzida).

Em particular, no nosso exemplo, para o toro ser chato precisa ser mergulhado em um
espago de dimensao maior do que no caso em que ele é curvo!

» Mais um exemplo serd itil para esclarecermos de vez a questao da curvatura.

Consideremos a esfera S? C E?, ela é claramente entortada como superficie mergulhada em
E3.

Ela é uma superficie com curvatura de Riemann nao nula (no caso, curvatura constante)
quando interpretada com parte de uma estrutura de espago-geométrico com tensor métrico
induzido do tensor métrico de E® e com conexao que ¢ a de Levi-Civita da métrica induzida de
E3.

Entretanto, é possivel definir uma estrutura de espaco geométrico sobre a esfera, em relagao
a qual a esfera & um espaco de Riemann-Cartan, i.e., ela é chata (sua curvatura é nula), mas
possui torsao!

De fatol!™), considere a seguinte regra de paralelismo sobre S? como mostra a Fig. 0.1,
(ver pag.12). Definimos que um vetor é transportado paralelamente ao longo de uma curva se o
angulo entre o vetor e a latitude é mantido constante durante o deslocamento. Vé-se claramente
que se transportamos um vetor ao longo do quadrildtero infinitesimal pqrs feito por latitudes e
longitudes, primeiramente a partir de p ao longo de pqr e em seguida transportamos o mesmo
vetor, a partir de p ao longo de psr, os vetores transportados paralelamente que resultam nos
dois casos coincidirao, i.e., serdo paralelos, e de acordo com a definicao do tensor de curvatura de
Riemann, a curvatura da esfera enquanto parte de uma especial estrutura de espago geométrico
é nula.

Por outro lado, é ficil de ver que a nossa estrutura de espaco geométrico possui torsao.

Considere a fig. 0.2 (ver pag.12), que mostra uma parametriza¢ao dos pontos p,q,r,s em
termos das coordenadas esféricas (r, 8, ¢).

De acordo com a definicao, encontramos a torsao calculando-se a diferenca entre prye pry.

Se transportamos o vetor pq ao longo de ps obtemos o vetor sr; cujo comprimento pela métrica



induzida de E® é Rsinfd¢. Se transportarmos o vetor pq ao longo de pr obtemos o vetor

qry = qr. Agora, o comprimento do vetor sr é
Rsin(6 — df)d¢ ~ Rsin 0d¢p — Rcos 8d0dg, (0.4)

encontramos que o vetor riry tem comprimento R cos6dfd¢ e encontra-se na dire¢ao —d/d¢.
A conexao de Riemann-Cartan que implementamos sobre S? tem portanto torsao T?(b.
Sendo g45 = R?sin? 6, vemos que o vetor 1113 possui componentes (0, — cot 8dfd¢) e por-
tanto a componente dele na dire¢ao d/0¢ é T&d@dqﬁ. E assim,

%4

js = —cotd. (0.5)

E importante ter em mente que a base natural {9/d6, d/d¢} nao é bem definida nos polos.

[9.15] de que S? nio admite dois campos vetoriais linearmente

Tal é devido ao fato bem conhecido
independentes em todos os pontos. Qualquer campo vetorial sobre S? necessariamente se anula
em algum ponto, digamos | em S?, e portanto nao pode ser linearmente independente de
qualquer outro campo vetorial que nao se anule em 1.

Uma variedade diferencidvel M de dimensdao n que admita n campos vetoriais linearmente
independentes {¢; € secTM,i=1,2,...,n} em todos os pontos de M & dita ser paralelizivel.

A estrutura de espago geométrico (M, g, D) que além de um espaco de Riemann-Cartan

seja também paralelizdvel e tal que
Deje; =0, Vi, j=1,2,...n (0.6)

é dito um espaco teleparalelo.

Estes espacos teleparalelos, como pode-se verificar sem dificuldade, possuem curvatura nula
mas torsdo ndo nula, tém sido usados recentemente em formulacdes alternativasl®® da TRG
(ditas interpretacoes teleparalelas).

Dos exemplos expostos fica claro que uma variedade diferencidvel M de dimensao n pode
ser topologicamente equivalente a um plano n-dimensional, e contudo, pode suportar uma

estrutura de espago geométrico na qual a conexao possua curvatura e/ou torsao nao nulas.



Esta observacao é importante quando se pretende intepretar o campo gravitacional em teorias
matematicamente equivalentes & TR(G, nao como uma componente da estrutura de espaco geo-
métrico, mas sim como um campo fisico no sentido de Faraday (como é o caso, por exemplo,
do campo eletromagnético). Mas, pode-se perguntar, por qué desejar uma interpretacao do for-
malismo matematico da TRG na qual o campo gravitacional perca o seu status de componente

bésico da estrutura de espaco geométrico? A razao serd dada em seguida.

B Vetores de Killing, simetrias e leis de conservacao

Nesta se¢ao, generalizaremos as estruturas de espago geométricos, na linha de idéias da
TRG, para obtermos as chamadas estruturas de espacgo-tempo.

Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao finita (ndo necessariamente 4) que sa-
tisfaz as propriedades pedidas na definicao de um espago-tempo da TRG (em particular, sendo
orientada por I,, etc...), g uma métrica Lorentziana ( de assinatura —2) e V uma conexao
arbitrdria sobre M.

Diremos que a quadrupla (M,g, 1,, V) é

(a) espaco-tempo de Einstein-Cartan-Weyl ses A # 0, T # 0,/ # 0,

(b) espago-tempo de Einstein-Cartan ses A = 0,T # 0, % # 0,

(c) espaco-tempo de Einstein (também conhecido na literatura simplesmente como espago
Lorentziano) ses A =% =0,R # 0.

Nestas defini¢oes, naturalmente, U, T e R, se referem aos tensores de ametricidade, torsao
e curvatura da conexao arbitrdriaV.

Seja dado um campo tensorial arbitrdrio T. Diremos que um difeomorfismo [ : U — U
(U C M) gerado pelo pseudo-grupo a um parametro caracterizado pelo campo vetorial £, é

uma simetria de T se e somente se

£:T =0, (0.7)

onde £¢ é a derivada de Lie na direcao de &.
Isso significa que o campo arrastado (também dito deformado)[3’5] [, T induzido pelo difeo-
morfismo [ satisfaz

I.T =T. (0.8)



Para os espaco-tempos onde a dimensao de M é quatro, as simetrias do tensor métrico g

desempenham um papel muito importante. De fato, pode-se mostrar que a equagao
Leg =0, (09)

dita a equag¢do de Killing possui no mdaximo dez vetores de Killing, e o nimero maximal sé
ocorre para espaco-tempos de Finstein com curvatura constante.

56 existem trés espaco-tempos deste tipo, que sao os espaco-tempos de Minkowski, de Sitter
e anti de Sitter.

O espaco-tempo de Minkowski é a estrutura matemadtica subjacente & Relatividade Especial.

Todas as teorias cldssicas e quantica de campos (com excessao da TRG) sao formuladas
com particulas e/ou campos que se movem sobre o espago-tempo de Minkowski que possui uma
“métrica constante n”.

Adotando-se o formalismo Lagrangiano pode-se mostrar que leis de conservagao fidedignas
de momento-energia e momento angular existem para todas as teorias fisicas formuladas sobre

[12.13] Jepende crucialmente da existéncia dos vetores de

o espago-tempo de Minkowski. A prova
Killing da métrica 1. Este fato é muito importante porque dado um espacgo-tempo de Einstein
onde a curvatura ndao é constante, nao existem em geral vetores de Killing suificientes para se
formular leis de conservacao fidedignas do momento-energia e momento angular.

Muitas tentativas foram feitas para se introduzir leis de conservacao no formalismo candnico
da TRG, a maioria baseada na introducao de pseudo-tensores de momento-energia para o
campo gravitacional® ou com a introdugao de estruturas adicionais sobre M. Sem maiores
comentdrios de nossa parte transcrevemos (em inglés, para manter o sabor original) o que
pensam os matemdticos Sachs e Wu (Ver[4], p.98) sobre a questao:

“It is a shame to loose the special relativistic total energy conservation law in general rela-

tivity. Many of the attempts to resurrect it are quite interesting; many are simply garbage” .

De fato, pode-se mostrar que a falta de leis de conservacao na TRG gera incoeréncias. Isto

foi enfatizado por Logunov e colaboradores!'®! ¢ também por Bozkhov e Rodrigues!*?l.

6 . . . . . . . . . - [10
O primeiro a introduzir um pseudo-tensor de momento-energia para o campo gravitacional foi Einstein! ],

mas pode-se introduzir uma infinidade de pseudo-tensores de momento-energia distintos. A razao para esta
possibilidade pode ser encontrada, por exemplo, em [3], [53] e [54].



Depois de 85 anos de tentativas infrutiferas, mesmo os fisicos que poderiam por todos

os padroes denominar-se relativistas ortodoxos, como é o caso, por exemplo, de Grishchuk,

20,21]

comecam a endossar o movimento de que a TRG precisa de revisol . Na revisao sugere-se

que o campo gravitacional seja interpretado como um campo no sentido de Faraday que “vive”
num espago-tempo de Minkowski.

Antes de prosseguirmos, achamos digno de nota mencionar que os grande fisicos de particulas

[22] [23] [24,25]

e teoria de campos deste século, Feynman!“*/, Schwinger'*”! e Weinberg

adotaram postura
semelhante, e formularam teorias da gravitagao em espaco-tempo de Minkowski. Esta também

foi a postura desde muito tempo de Rosen!2¢l

, tambén foi a de Poincaré no seu primeiro artigo
sobre Relatividadel?7.
Uma tentativa original de uma formulagao da teoria da gravitacao no espaco-tempo de

Minkowski foi proposta por Rodrigues e Souza (23]

em 1993. Estes autores, usando o formalismo
do fibrado de Clifford®?!, mostraram que o espaco-tempo de Einstein, que representa um campo
gravitacional na TRG, poderia ser interpretado como uma deformacao do espago-tempo de
Minkowski produzida por um tensor especial h € sec TYM, dito o tensor de deformagdo. Esta
interpretacao é convincente mas, apesar de seus esforcos, Rodrigues e Souza nao conseguiram
produzir um formalismo matemadtico adequado para trabalhar diretamente com o tensor de
deformacao.

O formalismo matemdtico onde & possivel trabalhar com um campo (1, 1)-extensorial h,
chamado de campo extensorial de distor¢io (um objeto geométrico “aparentado” com h), s6 foi
inventado recentemente, e recebeu o nome de cdlculo multivetorial e extensorial em variedades.

O desenvolvimento deste cdlculo em variedades, como apresentado nesta tese, tem origens
em idéias matemdticas primeiramente propostas por Hestenes e Sobczyc no livro (ja um clds-
sico) “Clifford Algebra to Geometrical Calculus”28]) e posteriormente formuladas com rigor por
Moyal?9].

Os conceitos e a tecnologia (the tricks of the trade) do calculo multivetorial e extensorial em

33]

variedades apresentados nesta tese sio originais: a dlgebra de Clifford canoénical®®l, a dlgebra

de Clifford métrical®¥], as nocées de derivacio para as funcdes multivetoriais e para os fun-

37,38,39]

cionais multivetoriais! , as no¢oes de derivacao covariante para os campos multivetoriais

40,41]

e extensoriais sobre variedades diferencigveis! e a formulacao dos conceitos de estruturas



geométricas e de espaco-tempol*647],

Contudo, uma descri¢ao rigorosa de todos os resultados matemdticos que obtivemos nesta
tese ocuparia um espago muito grande, e ademais tornaria a leitura dos capitulos que se seguem
provavelmente muito dridas para serem apreciadas por fisicos. Assim, optamos por uma apresen-
tacao informal dos principais resultados que foram obtidos, e providenciamos uma familiarizagao
com os diversos conceitos por intermédio de uma quantidade suficiente de exemplos que variam
de simples até bastante sofisticados, deixando a apresentagao de provas de teoremas sofisticados,
sem grande interesse para o desenvolvimento das idéias fisicas, para as referéncias®931,

Uma das caracteristicas deste trabalho é uma apresentacao nova da teoria da derivacgdo

covariante em variedades diferencigveis!30:4041]

Assim, introduzimos conceitos genuinamente
novos, como por exemplo, o extensor de conexdo, mostramos que ele tem associado um campo
extensorial de rotagdo €2, que usualmente fica escondido na formulac¢ao tensorial do cédlculo em
variedades.

O extensor de distor¢cao h juntamente com o extensor de rotacao €2, permitem interpretar
rigorosamente o formalismo da TRG de Einstein com deformagoes de estruturas geométricas
apropriadas. Uma das estruturas que aparece logo de partida é a estrutura geométrica de
Minkowski, dotada de um extensor métrico constante 5 (um objeto geométrico aparentado com
o tensor métrico n do espago-tempo de Minkowski) em cada aberto U C M.

Na nossa interpretacao da TRG o extensor de rota¢ao pode ser obtido diretamente do
extensor de distorcio, mas o formalismo deixa claro que teorias de gravitacio mais gerais*”)
devem ser desenvolvidas, porque sugere que o extensor de rotacao tem como fonte fisica um
extensor associado a densidade de spin, tal como ocorre nas chamadas teorias de calibre da
gravitacio fomuladas em fibrados principais afins*8:4950],

Uma tentativa de usar o cdlculo multivetorial e rudimentos do cdlculo extensorial para a
formulag¢ao da teoria da gravitacao como uma teoria de calibre ( mas em sentido bem diferente
daquele onde a formulac¢ao é realizada em fibrados principais afins) foi desenvolvida em [51].
Infelizmente apesar das boas idéias daquele trabalho, ele peca pela introducao de conceitos
completamente equivocados do ponto de vista matemdtico que tornam a teoria non sequitur

30,52]

(veja | para detalhes).

Também deve ficar bem claro aqui que a “desmontagem” do espaco-tempo de Minkowski-

10



Finstein (modelo da TRG) numa estrutura geométrica de Minkowski ndo é suficiente para
resolver completamente o problema das leis de conservagao na teoria da gravitacao assim en-
tendida. Isso se deve ao fato de que numa teoria de campos sobre uma estrutura geométrica de
Minkowski, ainda que exista o nimero maximal de vetores que resolvam a equagao de Killing
em U C M, nao é condicao suficiente para garantir a existéncia das leis de conservagao, ja que,

os vetores de Killing precisam satisfazer a condigao adicional (ver por exemplo[3]),
L£:T = 0. (0.10)

E provavel que a tnica solugio simultanea da equagio de Killing (0.9) e da eq.(0.10) implique
que T = 0. Neste caso estaremos de volta a um espaco-tempo de Minkowski e o campo
extensorial de rotagao precisa ser entendido somente como um campo fisico que tem origem nas
distribuicoes de spins dos campos fisicos.

Neste trabalho concentramo-nos na aplicagao do cdlculo multivetorial e extensorial para
uma formulacao Lagrangiana da TRG que nao se pode considerar completamente heterodoxa.

Acreditamos que os resultados apresentados nesta tese levam a novos caminhos na inves-
tigagao da estrutura do campo gravitacional, pelo menos no que se refere a uma formulacao

classica deste conceito, e pretendemos ainda dedicar um bom tempo a estas questoes.

11



Fig. 0.1 Definicao de paralelismo com curvatura nula e torsao nao nula sobre S2. Um vetor forma um angulo

& com a longitude em p, e este angulo é mantido constante durante o transporte paralelo.

Fig. 0.2 O vetor 811 (qrz) é o vetor pq(ps) transportado paralelamente para s(q). A torsdo nao

se anula.
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CAPITULO 1

Multivetores e extensores

Seja 'V um espago vetorial sobre R com dimensao finita (i.e., dim'V =n onde n € N).
O espago dual de V serd denotado por V, e o espago de k-formas” (k é um inteiro tal que
0 < k < n) sobre V serd denotado por A*(V). Como ¢ usual, A°(V) = Re AY (V) =V.
1. Multivetores

Uma soma formal X = Xo+ X; 4+ ---4+ Xy + ---+ X, de k-formas sobre V (exatamente
n + 1 termos) serd chamada de multivetor sobre V.

O conjunto de multivetores sobre V tem uma estrutura natural de espaco vetorial® sobre R
e serd denotado por A(V). Ele sera chamado o espaco dos multivetores sobre V.

Sejam (ex) e (c¥) bases de V e V onde a segunda é dual da primeira (i.e., e¥(e;) = 5?), entao
(14 +...4+ & A...Ae/n) & uma base de A(V). Portanto, se dim V =n entdo dim A(V) =
)+ () - G+ () =27

1.1 Operador k-parte e involugoes

Introduzimos um operador linear fundamental no espago A(V).

Seja k um inteiro, com 0 < k < n, o operador linear (), definido por X — (X), = X}, ¢é
chamado de operador k-parte, e (X), & lido a k-parte de X.

As préprias k-formas sao chamadas de multivetores homogéneos de graduagao k (ou multive-
tores k-homogéneos). E 6bvio que para qualquer multivetor k-homogéneo X deve ser: (X)), =X

sel=k,e (X), =0sel# k. E ainda, todo multivetor pode ser expresso como a soma de suas

k-partes, de k = 0 até k =n, isto &, X =) (X),.
k=0

"Uma k-forma sobre V, com 2 < k, é um k-tensor sobre V totalmente antisimétrico. Por conveniéncia, um
escalar real e um 1-tensor sobre V sio ditos uma O-forma sobre V e uma 1-forma (ou simplesmente, forma) sobre
V.

8 A soma de multivetores e a multiplicagio de multivetores por escalares sio definidas pelos seguintes esquemas:
(i) se X = Xo+ X1 4+ Xne ¥ = Yot Vit + Y, entio X +V = (Xo+ Yo) + (X1 + V1) 4+ (Xo + Vn),
(it)sea e Re X =Xo+ X1+ -+ Xn entaoaX =aXo+aX; + -+ aX,.
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Os multivetores k-homogéneos sao chamados as vezes de k-vetores. Os 0-vetores (precisa-
mente os nimeros reais), os 1-vetores, os 2-vetores ... sao chamados de escalares, vetores,
bivetores, ..., etc. Os n-vetores e os n — 1-vetores sao nomeados como pseudoescalares e pseu-
dovetores respectivamente.

Introduzimos duas involugoes fundamentais no espago vetorial A(V).

O operador linear —, definido por X — X tal que <Y> = (=1D*(X),, é chamado de

k
operador de conjugacio, X é lido o conjugado de X.

O operador linear ~, definido por X ~ X tal que <)~(>k = (—1)%’“(’“_1) (X), , é chamado
de operador de reversdao, X élido o reverso de X.

Obviamente ambos operadores lineares, a conjugacao e a reversao, sao involugdes; isto &,

X=XeX=X.

1.2 Produto exterior
O produto exterior (ou produto de Grassmann) de dois multivetores sobre V' é um multivetor

sobre V| definido por (X,Y) — X AY tal que

k
(XAY ) =D (XA Y ) (1.1)

j=1

Note que no lado direito da equacdo acima aparece o produto exterior? de uma j-forma
sobre V por uma (k — j)-forma sobre V.

O produto exterior de multivetores é uma lei interna no espaco A(V). Ele possui as leis
distributivas a esquerda e & direita e as leis associativas (a associatividade propriamente dita e
a associatividade mista). As primeiras sao conseqiiéncia das correspondentes leis distributivas
do produto exterior de k-formas e as segundas podem ser provadas sem maiores dificuldades.

O espaco vetorial de multivetores munido com este produto exterior é uma dlgebra associa-
tiva costumeiramente chamada de dlgebra exterior dos multivetores sobre V.

Apresentamos algumas propriedades interessantes na dlgebra exterior dos multivetores.

?0 produto exterior de k-formas sobre V & definido como segue: (i) o, € R: a A S8 = af, (ii) a € Re

s eAV)comk>1:arns=sAa=aw, (i) s ENV)eye A*(V)comjk>1:2Ay= (J]T:!)!A(x(@y)

onde A é o conhecido operador de antisimetrizagio na dlgebra linear ordindria.

14



i. Para todos o, 3 € Re X € A(V)

aANf = af, (1.2a)

aNX = XAa=aX, (1.2b)

respectivamente, o produto real ordindrio e a multiplicacao de multivetores por escalares reais.

ii. Para todos X; € A7(V) e Y}, € AR(V)
X]‘/\Yk: (—1)jkYk/\X]‘. (1.3)

it1. Para todos a € AL(V) e X € A(V)

aANX =X Aa. (1.4)
iv. Para todos X, Y € A(V)
XAY = XAY, (1.5a)
XAY = VAKX (1.5b)
1.3 Produto escalar canonico
[32]

Seja (b;) uma base arbitrdria, porém fixa, de V. Um produto escalarl®® de multivetores

sobre V pode ser definido por

3

XY = (K)o (Yot ) o5 (X (b, D) Yy (b by ), (1.6)
k=1
onde escrevemos b/l = b;,.. L biE = b, por conveniéncia de notagao e usamos também a
convencgao de Finstein para as somas sobre os indices ji, ..., Jk.

O produto definido pela equacao acima é um produto escalar bem-definido no espago dos

multivetores sobre V', obviamente, associado a base arbitrdria (b;) .
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Ele é simétrico (X -Y =Y - X), satisfaz a linearidade (X - (Y +27) = X -Y + X - Z), possui
a associatividade mista ((aX)-Y =X (aY) = (X -Y)) e é ndo-degenerado (i.e., X - Y =0
para todo X, implica Y = 0).

Todavia, este produto escalar tem a propriedade de ser definido positivo, isto é, X - X > 0
para todo X, e X - X =0seesdse X =0.

Esse produto escalar de multivetores serd chamado de produto escalar canénico, induzido
naturalmente pela base arbitrdria (b;).

Algumas propriedades importantes do produto escalar canénico sao as seguintes:

1. Para todos os escalares o, 5 € R

Oé'ﬁIOéﬁ7 (17)

isto é, o produto real ordindrio.

ii. Para todos os j-vetores X; € AJ(V) e k-vetores Yy € A¥(V)
X; Yy, =0, sej#k. (1.8)

12. Para quaisquer k-vetores simples, digamos vy A.. . Avg e wiA. .. Awg, é vilida a seguinte

formula

Ul . wl .. Ul . wk
(Vi AvcAvE) - (Wi Ao A wg) = : : . (1.9)
Uk . wl .. Uk . wk
onde as duas barras || denotam, como de costume, o determinante cldssico.

iv. Para todos os multivetores X, Y € A(V)

=
~|

5 (1.10a)

Y X
Y = X-

»
~

(1.10Db)

Sejam (27) e (¢;) um par de bases reciprocas de V (i.e., &/ - g = (%) Podemos construir
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exatamente duas bases naturais para o espaco dos multivetores sobre V| que sao:

<1,5j1,...,5j1 AL NETE el /\.../\e5j">7 (1.11a)

<1,€]‘1,...,€]‘1 A A T o T /\.../\€jn>. (1.11b)

v. Todo multivetor X € A(V) pode ser expresso por qualquer uma das duas férmulas de

expansao seguintes
X = X- 1+Zk, (EA L NER) (s AL AE), (1.12a)

= X- 1+Zk, (5, A e A ) (AL AR, (1.12b)

ou, numa notacao mais compacta, usando um fndice coletivo'? J,

X :zjj ﬁ(x o)y :zjj ﬁ(x — (1.13)

1.4 Produtos contraidos canonicos
Podemos definir dois novos produtosi®? para os multivetores sobre V utilizando somente
propriedades do produto escalar canonico.

O produto contraido & esquerda de X e Y é dado por (X,Y) — XY tal que

(X.Y)-Z=Y - (XA2), (1.14)

para um multivetor arbitrario Z.
190 fndice coletivo J toma valores sobre o conjunto de fndices: 0 (conjunto vazio), J1,...,J1 -+ Jky---1J1 -« - Jn-
7 denota a base escalar ? = 1, os vetores base €’!,..., os k-vetores base /1" 7k = /L A ... A% ... e o0

pseudoescalar base e/t 7" =&/t AL A€,
v(J) é o nimero de indices, definido por: v(J) =0,1,...,k,...,n para J tomando valores sobre o conjunto
de indices ja mencionado.
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O produto contraido & direita de X e Y & dado por (X,Y) — XY tal que
(XLY)-Z=X-(ZAY), (1.15)

para um multivetor arbitrario Z.

O espaco dos multivetores sobre V munido com quaisquer dos produtos contraidos canonicos
Jou L possul uma estrutura natural de dlgebra nao associativa. Elas serao chamadas de dlgebras
interiores candénicas dos multivetores sobre V.

Algumas propriedades importantes e iiteis dos produtos contraidos sao listados a seguir:

i. Para todos o, 3 € Re X € A(V)

alff = aLf =apf, (1.16a)

aX = Xia=aX, (1.16b)

respectivamente, o produto real ordindrio e a multiplicacao de multivetores por escalares reais.

ii. Para todos X; € A7(V) e Y}, € AR(V)

X]‘_IYk = 0, sej>k, (1.17&)

le_Yk = 0, sej<k. (1.17b)
iii. Para todos X; € AJ(V) e Y, € A¥(V), com j < k, temos que X;.Yy € AF=/(V) e

YL X; € Ak_j(V), e
X]‘_IYk = (—1)j(k_j)Yk|_X]‘. (1.18)

iv. Para todos Xj, Yy € AR(V)
XpiYy = Xp Ve = Xp - Yy = Xp - Vi (1.19)
v. Para todos @ € A'(V) e X € A(V)

asX = —Xia. (1.20)
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vi. Para todos a € A'(V) e X, Y € A(V)
as(XAY) = (asX)AY + X A (asY). (1.21)
vii. Para todos X,Y, 7 € A(V)

X_I(Y_IZ) = ()(/\Y)_IZ7 (1.22&)

(XI_Y)I_Z = XI_(Y/\Z). (1.22b)

1.5 Produto de Clifford canénico

E possivel definir ainda um novo produto para os multivetores sobre V utilizando os produtos
contraidos candnicos (& esquerda e a direita) e o produto exterior.
O produto geométrico (ou produto de Clz'ﬂord)[32] de dois multivetores sobre V & um outro

multivetor sobre V' definido pela seguinte axiomética:
(2) Para todos « € Re X € A(V)
aX = Xa

igual & multiplicagao do multivetor X pelo escalar real «.

(i7) Para todos a € A} (V) e X € A(V)

aX = aiX+anX,

Xa = Xie+ X Aa.
(1it) Para todos X,Y,Z € A(V)
X(YZ) = (XY)Z.

O produto de Clifford canoénico é distributivo e associativo (precisamente pelo axioma (7i7)).
Sua lei distributiva segue diretamente das correspondentes leis distributivas dos produtos con-

traidos candnicos (& esquerda e & direita) e do produto exterior.
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O espago dos multivetores sobre V munido com o produto de Clifford canénico é na-

32] dos

turalmente uma dlgebra associativa. Ela serd chamada de dlgebra de Clifford canénica
maultivetores sobre V, e denotada convenientemente por CL(V).
Listamos a seguir algumas identidades muito importantes que envolvem o produto de Clif-

ford canodnico.

i. Para todos X,Y € A(V)

XY = XY. (1.23a)

Xy = YX. (1.23b)

ii. Para todos a € A'(V) e X € A(V)

1 _
a_lX = §(QX — Xa) (124&)
1 _
aAX = S(aX+Xa). (1.24b)
iti. Para todos X,Y € A(V)
X.y = <Xy>0 - <XY>0' (1.25)

iv. Sejam [ € A"(V), a € A} (V) e X € A(V), é vdlida a seguinte identidade:
IaAX)=(—1)"tas(IX). (1.26)

Esta formula notdvel é mencionada as vezes na literatura matemdtica com o nome de identidade

de dualidade.

2. Extensores
Uma aplicagao linear entre duas partes!! quaisquer de A(V), isto ¢, ¢ : AJ(V) — A$(V) tal
que para todos o, o/ € Re X, X' € Aj(V) : t(aX + &' X') = at(X) + 't(X'), serd chamado de

1Uma soma qualquer de espagos vetoriais de k-vetores sobre V, claramente um subespaco de A(V), & dito
uma parte de A(V). Uma notagao conveniente & A°(V).
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extensor? sobre V.

O conjunto dos extensores sobre V, cujos dominio e co-dominio sao AJ(V) e A(V), tem
uma estrutura natural de espago vetorial sobre R.

No caso de AJ(V) e AS(V) serem iguais a A(V), tal espago dos extensores serd convenien-

temente denotado por ext-(V').

2.1 (p,q)-Extensores

Sejam p, ¢ dois nimeros inteiros com 0 < p, ¢ < n. O extensor sobre V com dominio A?(V))
e co-dominio A4(V) é dito um (p, ¢)-extensort® sobre V.

O espaco vetorial real dos (p, ¢)-extensores sobre V' serd denotado por (p, q)-ext(V).

Se dim(V) = n entao dim((p, q)-ext(V)) = (;) (2)
2.2 Operador adjunto

Seja (<€j> ,{£;)) um par arbitrdrio de bases reciprocas para V (i.e., g/ -g; = 53) O operador

linear agindo nos espagos dos extensores sobre V, (p, ¢)-ext(V) 3 t = tT € (¢, p)-ext(V) tal que

1

1(X) = St A AP X)ej AL Ae, (1.27a)
p:
1 , ,
= H(t(eﬁ AoooNej) - X)et AL neTr, (1.27b)

(33]

serd chamado de operador adjuntol®, t! é lido como adjunto de t.

O operador adjunto estd bem-definido j& que as somas que aparecem no lado direito nao
dependem das bases reciprocas ({7), (c;)).
Enunciamos agora algumas propriedades relevantes que envolvem o operador adjunto.

1. O operador adjunto é involutivo, isto é
T =1t (1.28)
i1. Seja t um (p, q)-extensor sobre V', entao para todos X € AP(V) eY € A%(V) temos que

HX) Y =X -t1(Y). (1.29)
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i, Sejam t € (q,r)-ext(V) e u € (p, q)-ext(V). O extensor sobre V, t o u (composicao de u

com t), que claramente pertence a (p, r)-ext(V), satisfaz

(tou) =ulotl. (1.30)

2.3 (1,1)-Extensores
2.3a Partes simétrica e antisimétrica de (1, 1)-extensores

Um extensor t € (1, 1)-ext(V) é dito adjunto simétrico (adjunto antisimétrico) se e somente
set =t (t = —tt).

Teorema: Para todo t € (1,1)-ext(V), existem exatamente dois (1, 1)-extensores sobre V/,
digamos t4 e t_, tais que {4 é adjunto simétrico (i.e., t; = t:_) e t_ é adjunto antisimétrico

(i.e.,t_ = —t! ) e a seguinte decomposicao é vélida:
ta) =ty(a) +t_(a). (1.31)
Esses (1, 1)-extensores estao dados pela féormula
! t
ty(a) = §(t(a) +t'(a)). (1.32)

t4 e t_ sao chamados de partes simétrica adjunta e antisimétrica adjunta de t, respectiva-

mente.

2.3b Extensao de (1, 1)-extensores
Seja (<€j> ,{£;)) um par arbitrdrio de bases reciprocas para V (i.e., g/ -g; = 53) O operador

linear agindo nos espagos dos extensores sobre V, (1,1)-ext(V) 3t —t € ext(V) tal que

HX) = 1-X+ zn: %((ef1 A ANER) X)) A A t(ES) (1.33a)
k=1

= 1-X+ zn: %((eﬁ A Ne) - XDHE) AL AL, (1.33b)
k=1
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serd chamado de operador de extensdol®!

, t élido como extendido de t.
O operador de extensdo estd bem-definido jd que as somas acima nao dependem de (<€j> (E0).
O operador de extensao preserva graduacao, isto ¢, se X € A*(V) entdo t(X) € A*¥(V).

Listamos algumas propriedades notdveis da extensao dos (1, 1)-extensores:

i. Seja t € (1,1)-ext(V), para todos « € R, v € ALY(V) e vy,...,vx € AY(V) temos que

ta) = «q, (1.43a)
tv) = t(v), (1.34b)
tlor Ao oAvg) = to) A A E(og). (1.34¢)

Esta dltima propriedade tem um coroldrio imediato:

HX AY) = £(X) AL(Y), (1.35)

para todos X,Y € A(V).

1. Para todos ¢, u € (1,1)-ext(V) vale a seguinte identidade

tou==tou. (1.36)

iti. Seja t € (1,1)-ext(V) com inverso ¢~ € (1, 1)-ext(V) (ie., tot™ = ¢t ot = iy, onde

iqg € (1,1)-ext(V) é o extensor identidade), entao

0~ =) (1.38)

Isto &, o inverso do extendido é igual ao extendido do inverso. Assim, podemos usar um
simbolo mais simples, digamos ¢t~!, para denotar ambos os extensores (£)7! e (¢71).
iv. Para qualquer (1, 1)-extensor sobre V', o operador de extensao comuta com o operador

adjunto,

(th =" (1.39)

Portanto, é possivel utilizar a notacio mais simples ¢I para denotar ambos os extensores

(t1) e ().

23



v. Seja t € (1,1)-ext(V), para todos X, Y € A(V) temos que

XU(Y) = tth(X) 7). (1.40)

2.3¢ Escalares caraterfsticos
Seja ({7}, (¢;)) um par arbitrdrio de bases reciprocas para V (i.e., e/ -g; = 53)

Associado a qualquer ¢ € (1, 1)-ext(V) podemos introduzir o escalar reall’]

tr[t] = t(e?) - g5 = t(g;) - €. (1.41)

Ele nao depende do par de bases (<€j> ,(£;)), e serd chamado de traco de t.
Para todo t € (1, 1)-ext(V),
tr[th] = tr[t]. (1.42)

Associado a qualquer ¢ € (1, 1)-ext(V) podemos introduzir um outro escalar real>’]

1. ,
detlt] = ﬁg(eﬂ AcooANem) (g Ao NES) (1.43a)
1 , ,
= a;(eﬁ AoooANg) - (EP AL AET). (1.43b)

Ele também ndo depende do par de bases ((c7),(c;)), e serd chamado de determinante de

Empregando as férmulas combinatérias v/t A... Avin = eltInpl AL AV e v AL LAY, =

1 n

. . J1..7 i i fag : =12
€51 .. V1. . AV, onde € " e€; . 5, sao os simbolos de permutagao’“ de ordem nev',...,v" e

U1, ..., U, sa0 vetores, podemos escrever outras férmulas mais convenientes para o determinante

12Como sabemos, os simbolos de permutacio de ordem n definem-se:
1, 71 ...Jn € permutacao parde 1,...,n

eIt =€, = -1, J1...Jn € permutagao impar de 1,...,n
0, de outro modo

_ 1 dn — n!
Recorde-se que ¢ €j1.jn = N
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de ¢, que sao:

det[t] = t(e'A...Ae™) (a1 A .. Ag,) =L(F) -2 (1.44a)
= ter A Ay (P AL AEY) = tg) - E (1.44b)
Note que temos usado as notagoes abreviadas: E=c! A...Ac% ec =g A...Ag,.
O determinante de (1, 1)-extensor tem as seguintes propriedades notdveis:
i. Para todo t € (1, 1)-ext(V),
det[t] = det[t]. (1.45)
. Seja t € (1,1)-ext(V), para todo I € A*(V) é
t(I) = det[t][. (1.46)
i1t Para todos t,u € (1, 1)-ext(V),
det[t o u] = det[t] o det[u]. (1.47)

iv. Seja t € (1,1)-ext(V) com inverso t~1 € (1,1)-ext(V) (i.e.,, tot™! =71 ot = iy, onde

iqg € (1,1)-ext(V) é o extensor identidade), entao
det[t™'] = (det[t]) ™" (1.48)

Amitide usaremos a notagao abreviada det ~! [t] para significar tanto det[t '] quanto (det[t])~".
v. Se t € (1,1)-ext(V) & nao-degenerado (i.e., det[t] # 0), entao existe seu inverso ¢! €
(1,1)-ext(V), e ele & dado pela férmula

t= (a) = det "L [L]tT (al) T, (1.49)

onde I € A*(V) é qualquer pseudoescalar nao nulo.
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2.3d Bivetor carateristico
Seja ({7}, (¢;)) um par arbitrdrio de bases reciprocas para V (i.e., el - g; = 53) Associado

a qualquer ¢ € (1,1)-ext(V) podemos introduzir o bivetor
biv[t] = t(e?) Aej = t(e;) Ae? (1.50)

[33] do extensor t j& que nao depende do par de bases (<€j> e,

Ele é um bivetor carateristico

e serd chamado de bivetor de t.
Listamos algumas propriedades que envolvem o bivetor de (1, 1)-extensor.
i. Sejat € (1,1)-ext(V), entao

biv[th) = —biv[t]. (1.51)

i1. A parte antisimétrica adjunta de qualquer ¢ € (1, 1)-ext(V) pode ser fatorada pela notdvel

formula

t_(a) = zbiv[t] X a, (1.52)

onde x simboliza o produto comutador!®.

2.3e Generalizacao de (1, 1)-extensores
Seja (<€j> ,{£;)) um par arbitrdrio de bases reciprocas para V (i.e., g/ -g; = 53) O operador

linear agindo nos espagos dos extensores sobre V', (1,1)-ext(V) 3t — T € ext(V) tal que
T(X) = t(g?) A (gj1X) = t(g) A (£22X), (1.53)

serd chamado de operador de generalizacdol®, T & lido como generalizado de t.

O operador de generalizacao estd bem-definido dado que as somas acima nao dependem de
(1) ().

O operador de generalizacio preserva graduagao, isto &, se X € A*(V) entdo T(X) € A*(V).

Listamos algumas propriedades notdveis da generalizagao do (1, 1)-extensor ¢:

130 produto comutador de dois multivetores A e B define-se: A x B = %(AB — BA).
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i. Para todos @ € R e v € A'(V) temos que

T(a) = 0, (1.54a)

T(v) = t(v). (1.54b)
i1. Para todos X, Y € A(V) é vdlida a seguinte identidade
TXAY)=TX)ANY +XAT(Y) (1.55)

iii. O operador de generalizacdo comuta com o operador de adjungdo. Portanto, T'T significa
tanto adjunto do generalizado quanto generalizado do adjunto.

1. A parte antisimétrica adjunta do generalizado de ¢ coincide com o generalizado da parte
simétrica adjunta de ¢, e pode ser fatorada por

T_(X) = %bwm « X, (1.56)

para todo X € A(V).

3. Algebra de Clifford métrica

Um (1, 1)-extensor sobre V, digamos ¢, adjunto simétrico (i.e., ¢ = ¢') e nao-degenerado

(i.e., det g # 0), serd chamado de extensor métrico sobre V.

3.1 Produto escalar métrico
Um novo produto escalar gerado por um extensor métrico g pode ser definido a partir do
produto escalar candnico. Este é

X Y=¢"'X)Y. (1.57)

g

Ele sera chamado de produto escalar métricol4.

Como podemos ver, este é um produto escalar bem-definido no espago dos multivetores

sobre V.
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Ele é simétrico (i.e., X - Y =Y - X), é linear (ie., X - (Y +2) =X - Y+ X - 7),
possui associatividade mistag(i.e., (oeX£; Y =X (aY)= 04()57( -Y))eé néo—digeneradog(i.e.,
X -Y =0 para todo X, implica ¥ = 0).g ’ ’

gAlgumas propriedades importantes do produto escalar métrico sao as seguintes:

t. Para todos o, 3 € R
a - f=af, (1.58)
g

(i.e., o produto real ordindrio).

ii. Para todos X; € A/ (V) e Yy, € A¥(V)
X; - Y, =0, sej#k. (1.59)
g

iii. Para todos os k-vetores simples vy A...Avg € A¥(V) e wy A ... Awp € A¥(V), temos

que
vy Wy ... U - Wk
g g
(Vi Ao AE) - (wr AL A wg) = : : , (1.60)
g
Vg * Wy ... Uk Wk
g g
onde || denota o determinante cldssico.
iv. Para todos X,Y € A(V)
XY = X.Y. (1.61a)
g g
XY = X.V. (1.61b)
g g

3.2 Produtos contraidos métricos

Os produtos contratdos métricos®™ >4 & esquerda e o direita de dois multivetores X e Y sio
dados por
X.Y = g HX), (1.62)
7 g
XLY = X '(y). (1.63)
5 g
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O espaco dos multivetores sobre V' munido com cada um dos produtos contraidos tem
estrutura de dlgebra nao-associativa. As dlgebras assim construidas sao chamadas de dlgebras
interiores métricas dos multivetores sobre V.

As propriedades mais importantes dos produtos contraidos métricos sao:

1. Para todos os multivetores X,Y e Z, temos que

(XJY). 7 = Yé()?AZ), (1.64a)
(XoY). 2 = X;(ZA?). (1.64b)

a1 = aLf=apf, (1.65a)
g g

a1 X = XLa=aX, (1.65b)
g g

i.e., o produto real ordindrio e a multiplicagao de multivetores por escalares reais.

iii. Para todos X; € A/(V) e Y}, € AR(V)

X]‘ 2Y, = 0,sej>k. (1.66&)
g

X]‘ LY, = 0,sej<k. (1.66b)
g

iv. Para todos X; € A/(V) e Y, € A¥(V), com j < k, temos que: X; 5 V), € AF7(V) e
g
Yo X; € Ak_j(V), e
g
X]‘ 1Y, = (—1)j(k_j)Yk L X]‘. (1.67)

v. Para todos Xy, Y, € A*(V)
Xpu V=X Ve =X - V= X - V) (1.68)
g g g g

vi. Para todos a € A1(V) e X € A(V)

a1 X=-X_La. (1.69)
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vii. Para todos @ € A'(V) e X|Y € A(V)

a;(X/\Y):(a;X)/\Y—I—Y/\(a;Y). (1.70)

3.3 Produto de Clifford métrico

O produto de Clifford métricol®™3% de dois multivetores sobre V & dado pelo seguinte es-

quema axiomdtico:

(2) Para todos « € Re X € A(V)

a X=X oa=aX,
g g

i.e., o produto do multivetor X pelo real a.

(ii) Para todos a € A'(V) e X € A(V)

a X = asX+anX,
g

X a = XrLa+XAa.
g
(1it) Para todos X,Y,Z € A(V)

X (Y 7)=(X v) Z

O produto de Clifford métrico de multivetores é distributivo e associativo. A sua lei dis-
tributiva segue das correspondentes leis distributivas dos produtos contraidos (& esquerda e &
direita) e do produto exterior. A sua lei associativa é precisamente o axioma (7).

A(V) munido com o produto de Clifford métrico é uma dlgebra associativa. Ela serd chamada
de dlgebra de Clifford métrica dos multivetores sobre V, e denotada por Cgﬂ (V).

Encerrando esta segao, listamos algumas propriedades muito tteis nos cdlculos que serao

apresentados nos préximos capitulos.
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i. Para todos e € A'(V) e XY, Z € A(V) :

S

) ~
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=

T

e

b“<
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bw
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Q

SE

o
[l

NG NP N
=

o
~

\/
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+X a). (1.71)

Q
Q

»
L
~
I
N

XAY)

9

Q
@ L
@ L

(XLY)LZ = XL(Y/\Z).

g g g

ii. Seja I € A"(V), para todos a« € AL (V) e X € A(V) :
I (anX)=(-1)""1as(I X). (1.72)
g

g g

Esta identidade notével serd chamada de identidade de dualidade métrica.
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CAPITULO 2

Funcoes e funcionais multivetoriais

1. Funcoes multivetoriais de varidvel real
Uma aplicagao de um subconjunto aberto de R (digamos S C R) ao espaco dos multivetores

37 ou ainda,

sobre V, X : § — A(V), serd chamada de fun¢do multivetorial de varidvel real
multivetor dependente de um pardmetro real.
Por razoes de simplicidade, nos casos da imagem X (A) ser um escalar, um vetor ou um

bivetor, ..., etc. afun¢ao multivetorial A — X () serd dita fun¢ao escalar, vetorial ou bivetorial,

..., etc. de varidvel real.

1.1 Limite e continuidade

As nocoes de limite e continuidade podem ser introduzidas facilmente seguindo caminhos
andlogos ao caso das fung¢oes ordindrias.

Assim, um multivetor L € A(V) é dito o limite de X (A) para X € S aprozimando-se a
Ao € S se, e somente se, para todo real £ > 0 existe um real § > 0 tal quel* [ X (\) - L|| < ¢,
se 0 < |A = Ag| < 6. Isso é denotado por A1i_>1r1;10 X(\)=1L.

Os teoremas de limite para essas func¢oes multivetoriais sao completamente andlogos aos

teoremas de limite j& conhecidos no caso das fun¢oes reais ordindrias:

Jim (XQ)+Y() = lim XA+ Jim ¥ (). (2.1)
Jim (XA «Y(A) = Jim XN« im ¥(), (2.2)

onde * é qualquer um dos quatro produtos de multivetores, i.e., (A), (+), (4,) ou (Clifford).
X (X) é dita continua em Ao € S se, e somente se, Alin;l X(A) = X(Ag). A soma e todos os
—rAo

produtos de fun¢oes continuas sao func¢oes continuas.

*0 médulo de um multivetor define-se || X|| = X - X. Essa definigio tem sentido ji que o produto escalar
canénico é definido positivo (ver pag.16).
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1.2 Derivada

A nogao de derivacao para essas fun¢oes multivetoriais de varidvel real é formulada também
em analogia com o caso das fung¢oes reais ordindrias.
Assim, a derivada de X () em Ag é definida por

X/(/\o) = lim M

. 2.
A=Xo A=A (2:3)

As regras de derivagao, como é de esperar-se, sao andlogas as ji conhecidas do cdlculo

elementar:

(X+Y)Y = X'+Y' (2.4)
(X*Y) = X'xY + X *Y' (regra de Leibnitz) (2.5)
(Xog) = (X'og¢)d (regra da cadeia), (2.6)

onde * significa (A), (+), (1, 1) ou (produto de Clifford); e ¢ &é uma fungao real ordindria derivavel
(¢' & a derivada de ¢).

No espaco vetorial dessas fun¢oes multivetoriais de varidvel real, do tipo derivdveis, é possivel
introduzir um operador de derivagao %, definido simplesmente por %X(A) = X'(N).

Na mesma linha de raciocinio podemos desenvolver as nocoes de limite, continuidade e
derivacao para funcoes multivetoriais de vdrias varidveis reais. Mais uma vez, teremos pro-

priedades completamente andlogas ao caso das funcoes reais de vdrias varidveis.

2. Funcoes multivetoriais de varidvel multivetorial

Uma aplicac¢do de uma parte de A(V) (digamos A®(V) C A(V)) ao espago dos multivetores
sobre V., F': A°(V) — A(V), serd chamada de fungdo multivetorial de varidvel multivetoriall®®!,
ou ainda, multivetor dependente de multivetor.

Se F(X) é um escalar, um vetor ou um bivetor, ..., etc., entao I’ é dita fun¢do escalar,

vetorial ou bivetorial, ..., etc. de varidvel multivetorial.
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2.1 Limite e continuidade

Introduzimos as nocoes de limite e continuidade seguindo a mesma linha de idéias j4 uti-
lizadas na secao 1., quando elaboramos esses conceitos fundamentais para fun¢oes multivetoriais
de varidvel real.

Um multivetor M € A(V') é dito o limite de F(X) para X € A°(V) aprozimando-se a X €
A°(V) se, e somente se, para qualquer real € > 0 existe um real § > 0 tal que ||F'(X) — M| < &,
se 0 < ||X — Xo|| < 4. Isso é denotado por Xli—>H)l(0 F(X) =M.

Quando estamos tratando com func¢oes escalares de varidvel multivetorial, A°(V) 5 X —
¢(X) € R, a correspondente definicao de Xh—>H)l(0 ®(X) = p se reduz a: para qualquer £ > 0
existe um real 6 > 0 tal que |®(X) — p| < e, se 0 < ||.X — Xo|| < 0.

Os teoremas de limite sao andlogos aos ja conhecidos no cdlculo elementar, a saber:

Jim (PO +G(X) = Jim PO+ lim G(X). (2.7)
Jim (PO G(X)) = lim F(X)s Jim G(X), (2.8)

onde * significa, como & usual, (A), (-), (4,.) ou (produto de Clifford).

Seja I 1 A°(V) — A(V) uma funcdo multivetorial de varidvel multivetorial. F é dita
continua em Xo € A°(V) se, e somente se, Xh—>H)l(0 F(X) = F(Xy).

A soma X — (F+ G)(X) = F(X) + G(X) e quaisquer dos produtos multivetoriais
X — (F*G)(X)=F(X)«G(X) de fun¢oes multivetoriais continuas sao elas mesmas fungoes

multivetoriais continuas.

2.2 Diferenciabilidade

Uma func¢dao multivetorial de varidvel multivetorial /' : A°(V) — A(V) é dita diferencidvel

em Xog € A°(V) se e somente se existe um extensor sobre V, digamos fy, € ext(V), tal que
o F(X) — F(Xo) — xy (X~ Xo)

X—Xo | X — Xo|
Se tal fx, existe, ele deve ser wnico. fx, serd chamado de diferencial (extensor) de F em

Xo.

= 0.
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2.2a Derivada direcional
Seja I qualquer funcao multivetorial diferencidvel em Xy, tomemos um nimero real A # 0
: o - : . P(Xo+A(A)x) - FI(Xo)
e um multivetor arbitrdrio A, entao existe o multivetor lim

A—0 A
Tal multivetor serd denotado por Fj(Xg) (ou, numa notacao operacional, A - dx F'(Xg)) e

29,37]

chamado de derivada direcionall de F em Xg na direcdo do multivetor A.

A - 0x serd dito o operador de derivada direcional com relagdo a A. Isto é,

F(Xo+A(A)x,) — F(Xo)

Fiy(Xo) = A-0x F(Xp) =lim ) (2.9)
A—=0 A
ou ainda, numa forma mais conveniente,
Fiy(Xo) = A-0xF(Xp) = aF(X0+/\<A>X0) . (2.10)
A=0

A derivada direcional de uma funcao multivetorial diferencidvel de varidvel multivetorial é

linear com rela¢ao ao multivetor de direcao, isto &, para todos a, 3 € Re A, B € A(V)
Flarpp(X) = aly(X) + BF5(X), (2.11)
ou, na notac¢ao operacional,
(0A 4 BB)-0xF(X)=aA-0xF(X)+ B -0xF(X). (2.12)

A seguir, enunciamos os teoremas de derivagao direcional para a soma, os produtos multi-
vetoriais e as composi¢oes das fungoes multivetoriais diferencidveis de varidvel multivetorial.

Sejam X — F(X) e X — G(X) duas fung¢oes diferencidveis, a soma X — (F'4+ G)(X) =
F(X)+G(X) e os produtos multivetoriais X — (FxG)(X) = F(X)+xG(X), onde x significa (A),
(+), (u,1) ou (produto de Clifford), sao elas mesmas funcoes diferencidveis. Temos as seguintes

féormulas

(F+G)a(X) = FuX)+ GY(X). (2.13)

(F+GY4y(X) = Fi(X)*G(X)+ F(X) * G4 (X) (regra de Leibnitz). (2.14)
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Enunciamos trés importantes regras de cadeia.
Sejam X — F(X) e X — G(X) duas fungoes multivetoriais diferencidveis, a composicao

X (FoG)(X)=F{G(X))y), com Y € domF, & uma fungao multivetorial diferencidvel, e

(F o G)4(X) = Foy () ((G(X))y)- (2.15)

Sejam X — F(X) e A — X(A) duas fungdes multivetoriais diferencidveis, a primeira de
varidvel multivetorial e a segunda de varidvel real. A composi¢ao A — (FoX)(A) = F((X(A)y ),

com Y € domF, & uma funcao multivetorial diferencidvel de varidvel real, e
(F o X)'(A) = Fy(y (X (A)y)- (2.16)

Sejam ¢ : R — R e ¥ : A°(V) — R uma func¢ao ordindria derivdvel e uma funcao escalar
diferencidavel de variavel multivetorial. A composicao ¢po W : A°(V) — R tal que (¢po ¥)(X) =

#(VU(X)) é uma fungao escalar diferencidvel de varidvel multivetorial, e

(60 W)y (X) = & (W (X)W (X). (2.17)

Os teoremas de derivagao direcional, na notagao operacional, ficam:

A-Ox(FP+G)(X) = A-0xF(X)+A-0xG(X). (2.18)
A-0x(F+xG)X) = A-IxF(X)+«G(X)4+ F(X)*A-0xG(X). (2.19)
A-Ox(FoG)(X) = A -0xG(X) -0y F((G(X))y), comY € domF. (2.20)

%(F o X)(\) = %X(/\) Oy F((X(A))y), com Y € domF. (2.21)
A-Ox(poW)(X) = %(b(\ll(X))A-@X\II(X). (2.22)

2.2b Derivada
Seja I’ qualquer fungao multivetorial diferencidvel em Xgp, e tomemos um par arbitrdrio de

bases reciprocas para V, digamos ((7) , (;)), (i.e.,el-g; = 53) Entao existe um multivetor bem-
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definido (i.e., independente do par de bases ({<7), (s;)) e dependente s6 da fun¢do multivetorial

1 , 1
F) E e7F! (Xo) (ou, também E V(J)!aSJFE’J(XO)).
J

- v(J)!

Tal multivetor serd denotado por F'(Xy) (ou, numa notagao operacional, dx F(Xy)), e

chamado de derivada?*?7 de F em Xy. Isto é,

JF’ Xo). (2.23)

F'(Xo) = 0x F(Xo) :Z
J

I/

Vejamos algumas propriedades importantes da derivacao de func¢oes multivetoriais de va-
ridvel multivetorial.

Seja X +— ®(X) uma func¢ao escalar diferencidvel de varidvel multivetorial, entao
A-0xP(X)=A- (0xP(X)). (2.24)
Sejam X — F(X), X — G(X) e X — ®(X) fungoes diferencidveis, entao

Ix(F+G)(X) = 0xF(X)+0xG(X). (2.25)
Ix (®G)(X) = IxP(X)G(X)+ (X)IxG(X) (regra de Leibnitz). (2.26)

Para uma melhor compreensao dos métodos de cdlculo de derivadas de fun¢oes multivetori-
ais, vamos desenvolver a seguir alguns exemplos ilustrativos muito iteis.

Exemplo 2.1: Seja A°(V) 5 X — X - X € R, onde A°(V) é alguma parte de A(V).
Calculemos: A-9x (X - X) e dx(X - X)

A-0x(XX) = XA (XA (A

A=0

= (XX 420 (A) - X+ M (A)y - (A)y)

9

A=0

A0x(X-X) = 2(A)y X =24-X.

ON(XX) = D e XXX =Y

e72(ey - X) = 2X.

Exemplo 2.2: Seja A°(V) 3 X — B-X € R, com B € A(V). Calculemos: A-9x(B-X) e
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Ox (B - X)
A0x(B-X) = [B-(X+A ()| = B-(A)y = A-(B)y.

Ix(B-X) = ;ﬁgjgj-aX(B-X)zg !

Exemplo 2.3: Seja A°(V) 5> X — (BXC)-X € R, com B,C € A(V). Calculemos:
A-0x((BXC)-X)edx((BXC)-X)

A-0x((BXC)-X) = B+ M A0 - (X + Ay

d

_ (BXC) X+ AB(A) C) X +ABXC) - (A))

+ X(B(A)x C) - (A )|
= (B{A)x () X +(BXC) - (A)y = (A)x - (BXC + BXC),

A-0x((BXC)-X) = <BXC + BXC>

A
Iy ((BXC)-X) = 30 eles Oy (BXC - X) =3 gJ(gJ-<BXC+§X6> ),
J J X

1
v(J)!

X

( )!
dx((BXC)-X) = < XC+ BXC>X.
Neste dltimo exemplo utilizamos essencialmente a identidade multivetorial (AX B) - Y =
X - (AYB).
Ezemplo2./: Consideremos x A B, com = € A'(V) e B € A*(V), entdao x A B € A*(V).
Calculemos a derivada direcional a-9,(z A B), o divergente d,.(z A B), o rotacional 0, A (2 A B)

e o gradiente d,(z A B)

a-Ox(xANB) = i(av—l—/\a)/\B =aA B,
dA \—0
Opa(zAB) = Y elig;-0,(x AB) =Y e/u(e; AB) = (n—2)B.
7=1 7=1
O ANz AB) = znjefAej-ax(xAB):n eI A(gj A Bg) = 0.
=1 7=1
Oz AB) = Y iz 0,(aAB) = i ci(e; A B)

o
Il
—

]:

(21(g; A B) + &0 A (g5 A B)),

Il

o
Il
—
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d-(xANB) = (n—2)B. (n=dimV)

Ezemplo 2.5: Consideremos x4 B € A'(V). Calculemos a - 9, (z.B), 8,1(x.1B), d; A (z1B)
e 0y(z1B)

a-0y(zuB) = —(z4 Aa)uB = aiB.

dA 3—0
Oya(zuB) = Z €jJ€]‘ - 0y(2uB) = > €jJ(€]‘JB) =3 (€j /\8]‘)_1 B =0,

=1 7=1 i=1

Do A (@sB) = 3 &9 Ae;-0u(2sB) =3 & A (¢;5B) = 2B.
=1 7=1

0.(22B) = 3 cie; -y (asB) = £ (e;4B)
=1 7=1
Op(2sB) = Y (Fu(5,B) + 7 A (;4B)) = 2B. (n = dim V')

o
Il
—

Estes exemplos resumem algumas das férmulas mais importantes do cdlculo de funcoes

multivetoriais de varidvel multivetorial.

2.3 Operadores diferenciais oy« e t(dx)x

29,38]

Introduzimos os operadores diferenciais lineares! Ox x definidos por

Ox * F(Xo) =3 —=—e7 wey - 0y F(Xo), (2.27)

)

onde * & qualquer um dos produtos multivetoriais (A), (+), (1, 1) ou (Clifford).

Esses operadores diferenciais lineares estao bem-definidos, ja que os multivetores no lado
direito da definicao acima dependem sé da fungao multivetorial diferencidvel envolvida e nao
do par de bases reciprocas utilizado.

Note que se * é o produto de Clifford entao o operador dx* é precisamente o operador dx
(i.e., o operador derivada). As vezes, dx ¢ chamado de operador gradiente e dx I é dito o
gradiente de F.

Em particular, o operador dx A é chamado de operador rotacional e dx AF é dito o rotacional
de F.

Os operadores dx- e Ox 1 sao chamados de operadores divergentes e dx - F & dito o divergente
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escalar de ' e Ox JF é dito o divergente contraido de F.
Seja t um (1, 1)-extensor sobre V', é possivel introduzir agora outros operadores diferenciais

lineares £(dx)* definidos por

t(dx) * F(Xo) :zjj o it ) xey-0xF(Xo), (2.28)
onde * & qualquer um dos produtos multivetoriais (A), (+), (1, 1) ou (Clifford).

Esses operadores diferenciais lineares estao bem-definidos ji que dependem sé da funcgao
multivetorial diferencidvel I’ e ndo do par de bases reciprocas ((¢/), (£;)).

t(0x)A é chamado de t-operador rotacional, t(0x) A F' é o t-rotacional de F.

t(0x)- e t(0x)a sao chamados de t-operadores divergentes, t(0x) - I é o t-divergente escalar
de F e t(dx)aF é o t-divergente contraido de F.

t(0x) é chamado de t-operador gradiente e t(0x) I é o t-gradiente de F.

3. Funcionais multivetoriais

Uma aplicacao do espaco dos (p, ¢)-extensores sobre V' ao espago dos multivetores so-

bre V., F : (p,q)-ext(V) — A(V), serd chamada funcional multivetorial de varidvel (p,q)-

extensoriall?9°9),
Se F[t] € um escalar, um vetor ou um bivetor, ... etc., entao F é dito funcional escalar,
vetorial ou bivetorial, ... etc. de varidvel (p, q)-extensorial.

Seja t um (p, ¢)-extensor sobre V' (i.e., t é uma aplicacdo linear de A?(V) a A?(V)). Tomemos
uma k-upla (A',..., A*) de p-vetores de AP(V) e uma funcio multivetorial de k varidveis ¢-

vetoriais, F':AY(V) X - X AY(V)— A(V).

k cépias

F induz naturalmente um funcional multivetorial de varidvel (p, ¢)-extensorial, com relac¢ao
a k-upla (A',..., A¥), definido por (p,q)-ext(V) >t s Far,..anlt] = FIL(AY), .. L H(ARY].
Flar,..,ar) se dird funcional multivetorial induzido pela fun¢ao multivetorial F, ou também,

que I é geradora de ]:(Al,...,Ak)-

3.1 Derivada de funcionais multivetoriais induzidos

Se (X',...,X%) — F(X', ..., X*) & uma fun¢ao multivetorial diferencidvel (i.e., diferen-
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cidvel com relacao a cada uma das varidveis ¢-vetoriais X1!,. .., Xk), entao existirao as derivadas
parciais de F, que sao dx1 F, ..., dxxF. Podemos entao construir exatamente k funcionais mul-
tivetoriais de varidvel (p, ¢)-extensorial induzidos por elas, a saber: ¢ — (Ox1F) (a1 amt] =
Ox 1 FILAY), .. t(AD)], ..t (8XkF)(A17m7Ak)|:t:| = Oy F[H(AY), ... t(AD)].

Seja A € A(V) um multivetor arbitrario, o funcional multivetorial de varidvel (p, ¢)-extensorial,

(p,q)-ext(V) 3t A 0F 41, ax[t] € A(V) tal que
A, O F . amlt] = A- Al (9x: ) anltl -+ 4 Ak(axkF)(Al,...,Ak)[tL (2.29)

serd chamado de derivadal?®39 de Far,...aky com relagdo a t na diregio de A.
A, 0y é chamado de operador derivada com relacio a t na direcio de A. Ele é linear com

relagao ao multivetor de direcdo, isto é, para todos a, 3 € Re A, B € A(V)
(OéA—|—ﬁB)78t = 04A78t—|-ﬁB78t. (230)
A derivacao de funcionais multivetoriais tem trés propriedades importantes:

A O (Far, o oary +Gar . am)t] = A0 F o anlt] + A, 0:G a1 ax)lt]- (2.31)
A, 0(aF g1 am)lt] = (A0 F 41 ant]) (2.32)

A, Od(Far, amBIt] = (A0 F (a1, anlt]) B (2.33)

Onde Fa1 . 4x) € Grai(,. 4% sao dois quaisquer funcionais multivetoriais induzidos, o € R e
B e A(V).

Encerramos esta secao apresentando alguns exemplos ilustrativos do cdlculo de derivadas
de funcionais multivetoriais (daremos os “truques de marca registrada”).

Exemplo 3.1: Seja h € (1,1)-ext(V), consideremos o funcional escalar h +— h(b) - h(c) e o
funcional bivetorial i+ h(b) A h(c), com b,c € AL(V). O primeiro tem como geradora a fungao
escalar de 2 varidveis vetoriais (z,y) — @ -y e a geradora do segundo é a func¢ao bivetorial de

2 varidveis vetoriais (z,y) — @ A y. Calculamos as derivadas de ambos os funcionais escalar e
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bivetorial com relacido a h na diregao de a € AY(V),

@, Op(h() - h(c)) = a-bOpp)(h(b) - h(c)) + a - cOp(e) (R (D) - h(c))
= a-bh(c)+ a-ch(b),

onde utilizamos a férmula de derivacao vetorial d,(z - y) = y.

E,

a, O (h(B) AR(e)) = a-bdyuy(h(b) Ah(e))+ a- By (h(b) A h(c))
= a-b(n—1)h(c) — a-c(n— 1)h(b)
= (n—1)(a-bh(c) — a - ch(b))
= (n—1)h(a-bc—a-ch)

= (n—=1)h(as(bAc)),

onde utilizamos a férmula de derivacao vetorial d,(z Ay) = (n — 1)y.

A segunda férmula desenvolvida neste exemplo tem uma generalizacao muito dtil. A
derivada do funcional k-vetorial h — h(a'A...Aa¥) = h(a')A.. AR(d¥), com @', ... a" € AY(V),
é

a,ph(ar A A"y = (n =k + Dh(as(a Ao A b)),

Ezemplo 3.2: Seja t € (1,1)-ext(V), o trago de t (i.e., t v tr[t] = t(¢’) - £;) é um funcional
escalar de ¢, cuja geradora é a fungdo escalar de n varidveis vetoriais (z!,... ;2") — a! -y +
oo 2" g,, e o bivetor de t (i.e., t + biv[t] = t(¢/) A &;) é um funcional bivetorial de ¢, cuja

geradora é a fungao bivetorial de n varidveis vetoriais (961, o x) e P Ae 2" A e,

Calculamos a, ditr(t] e a, Oibiv[t].

a,0r[t] = a0y (t(eh) e+ HHET) En) oo
+a -enat(e")(t(gl) er - tET) S en)

= q-eley+--4a-%, =a.
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@, dbioll] = a0t Ar A1) M)+
+a - €n8t(6n)(t(€1) ANer+ -+ tE") ANey)

= a-ef(n—Ne+--+a-"(n—1)e, = (n - 1)a.

Ezemplo 3.3: Seja h € (1,1)-ext(V), consideremos o funcional vetorial i + hf(b), com
b€ A'(V), e o funcional pseudoescalar h +— h(I), com I € A"(V). Calculamos as derivadas de

ambos os funcionais:

a, k(b)) = a,dn(hT(b) -Fer) = a,dn(b- h(c)ep)
= - O)(b-h(eF)eR) + A @ T eny (b h(M)ep)
= a-e'(bey)+ -+ a-"(bs,)

= b(a-elel—l—---—l—a-e”en):ba,

onde utilizamos uma férmula para a expansao de vetores para obtermos hf(b) como funcional
vetorial de h, a condigao de produto escalar que envolve h e k! (ie., Rf(z) -y = 2 - h(y)) e a
férmula de derivacao vetorial d,(b - z)c = be.

Também,

a,Ohh(I) = a,ph((I-exA...ANep)et AL AE™)
= (1-51/\.../\en)a,é?hﬁ(el/\.../\en)
= (I-aiA...Ag)h(as(e' AL ne™)
= hlas(I -1 A...Aey)et AL ne™)

= h{aul) = h(al),

onde utilizamos uma férmula para a expansao de pseudoescalares, a eq.(2.32) e a generalizacao
da segunda férmula do exemplo 3.1.

Fzemplo 3.4: Seja h € (1,1)-ext(V), o deteminante de h é um funcional escalar bem-
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definido, i.e., h > det[h] = h(s' A...A€™) - (e1 A...Ag,). Calculamos a, dj det[h],

a,Opdet[h] = a,0n(h(I)I™) = (a, Oph(1))I7"

= h(al)I™ = det[h]h*(a),

onde usamos a eq.(2.33), o resultado do exemplo 3.3 e as seguintes identidades que envolvem
(1, 1)-extensores: det[t]I = t(I) e t7'(a) = det ™' [t]t (al)I~', (lembre-se que h* = (h1)~! =

().
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CAPITULO 3

Cdlculo multivetorial e extensorial em variedades

1. Espaco candnico

Seja M uma variedade suave de dimensao finital76:48] (i.e., dim M = n, onde n € N).

Associado a um ponto O € M, escolhido arbitrariamente, existe certamente um sistema
de coordenadas local (U, ¢)o, i.e., U & um conjunto aberto de M que contém O, e ¢ é uma
correspondéncia biunivoca e continua entre i/ e um conjunto aberto de R™.

Todo ponto p € U pode ser localizado por uma n-upla de nimeros reais ¢(p) € R", digamos
o(p) = (€' (p),...,&"(p)). Como & usual, tanto U > p — &*(p) € R, a p-ésima fungdo coor-

denada, quanto £*(p), a p-ésima coordenada, sao identificadas notacionalmente por &*, com

w=1...,n.
J J -
No ponto p € U, os vetores tangentes coordenados —| ..., 5;| saouma base natural
9 | () o8 (p)
do espago tangente 7, M, e as 1-formas tangentes coordenadas det ‘ ()7 d€n|(p) sao uma base

natural do espago tangente dual 7M.

Introduzimos uma relacdao de equivaléncia no fibrado tangente |J 7,M (i.e., o conjunto

peEU

uniao dos espagos tangentes sobre if). Se v, € T,M e v, € T,M sao dois vetores tangentes de
U 7,M, entao:
peEU

v, ~ v, (lela-se v, é equivalente a v,) se e somente se v, = v, ¥, com p=1,...,n.

Isto é, a p-ésima componente de v, na base natural @ de 7, M coincide com a

(r)
p-ésima componente de v, na base natural < 9e" > de T, M.
(9)

Trata-se de uma relacao de equivaléncia bem-definida e obviamente nao vazia, pois os
proprios vetores tangentes coordenados aos pontos p e ¢ sao equivalentes entre eles!

De fato, um célculo direto fornece:
0| 0] oe
N

_ 0
@ &

EHocom p,ao=1,...,n.

(9)
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9 9
0¢" (p) ¢" (a)
Para o ponto o € U, a classe de equivaléncia de um vetor tangente v, € T,M é dada por

[vo] ={vp~ v,/ pelU}.

O conjunto das classes de equivaléncia

F portanto

[49] de cada um dos vetores tangentes v, € T,M, i.e.,

U = {[v,] / v, € T, M}, munido de uma soma de classes de equivaléncia e uma multiplicacao de
classes de equivaléncia por escalares reais, definidas por: [v,|+[w,] = [v,+W,] e a[v,] = [av,],
tem uma estrutura natural de espaco vetorial sobre R.

A classe de equivaléncia do vetor nulo 0, € 7,M, i.e., 0 =[0,] € U, o conjunto de todos os

vetores nulos de cada um dos espagos tangentes sobre U, é o vetor nulo de U.

As classes de equivaléncia dos n-vetores tangentes coordenados il s in € T.M,
9E (o) 9" | (o)
digamos by = [il l,o.yb, = [in ] € U, sdao uma base fundamental para U. Assim,
9 (o) 9" | (,)

dim U = n.

U & um espago vetorial real obviamente associado ao sistema coordenado local (U, ¢),, e
serd chamado de espaco canénicol®l,

Ele desempenha um papel fundamental na nossa teoria do cdlculo multivetorial e extensorial
em variedades.

De acordo com as notagoes introduzidas no capitulo um, o espaco dual de U serd denotado
U, o espaco das k-formas (0 < k < n) sobre U, i.e., o espaco dos k-vetores sobre U, serd
denotado por A¥(U). O espago dos multivetores sobre U serd denotado por A(U).

A base dual da base fundamental (b,), certamente uma base fundamental para U, serd
denotada por (6"), ie., 3*(b,) = . As vezes, por conveniéncia notacional, escreveremos
b# =b,e 3,6 = p".

O produto escalar candnico dos multivetores serd construido utilizando-se (b,), e portanto,

a dlgebra de Clifford canénica dos multivetores serd relativa a essa mesma base fundamental.
1.1 Vetor de posicao

A cada ponto p € U correspondem exatamente n nimeros reais &1, ..., &", as suas coorde-

nadas de posi¢ao no sistema de coordenadas local (U, ¢),; é possivel definir entao um vetor no
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espaco vetorial U,

v=E8"5,, (3.1)

associado ao ponto p € U.

O vetor x € U localiza vetorialmente o ponto p € U, portanto z é usualmente chamado de
vetor de posiciol®® de p.

Note que nem todo vetor do espaco vetorial U é vetor de posi¢ao de algum ponto do conjunto
aberto U, ja que as componentes desse vetor de U nao tém porqué serem necessariamente as
coordenadas de algum ponto de U.

O conjunto dos vetores de posicao de todos os pontos de U serd denotado por Upy. Esse

subconjunto do espago vetorial U nao é necessariamente um subespaco vetorial de U.

1.2 Campos multivetoriais

40]

Os campos multivetoriais**! sobre M, quando restritos a U, sao representados por funcoes

multivetoriais do vetor de posicao, Uy 5 z — X (z) € A(U).

Se X é C'-diferencidvel sobre Uy, entao o campo multivetorial serd dito suave sobre i.

1.3 Campos extensoriais

[41]

Os campos (p, ¢)-extensoriais sobre M, quando restritos a U, sao representados por

fungoes extensoriais do vetor de posicao, Uy > @ = t(,) € (p, q)-ext(U).

115

Se t & C'"*°-diferenciavel™” sobre Uy, entao o campo (p, q)-extensorial serd dito suave sobre

U.

2. Estrutura métrica
Um campo (1, 1)-extensorial suave sobre U, digamos ¢, simétrico (i.e., 9(z) = gzrx) para cada
v € Up) e nao-degenerado (i.e., det[g(,)] # 0 para cada v € Up), é chamado de campo extensorial

métrico sobre U.

A dupla (M, g) onde M é uma variedade suave de dimensao finita e g ¢ um campo extensorial

1% A funcio (p, 9)-extensorial ¢ é dita C'*-diferencidvel sobre U se, e somente se, para toda fungao p-vetorial
¢ -diferencidvel sobre Up, digamos & — X (z), a funcao g-vetorial & — ¢,y (X (x)) & C™-diferencidvel sobre Us.
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métrico sobre U C M, serd dita uma estrutura métrica.

2.1 Operadores de Christoffel

Na estrutura métrica (M, ¢) introduzimos dois operadores fundamentais!

que agem sobre
a dlgebra de Lie dos campos vetoriais suaves sobre U.

» O primeiro operador de Christoffel®, (a,b, c)— [a, b, c] tal que

fabid = S(a-(g(b) ) +b-Dlg(e) @) ¢ gla) -1
Foe) - [a, 6]+ 9(6) - [e.a] ~ g(a) - [ ], (32)

onde [a,b] é o colchete de Lie!”, dos campos vetoriais a e b.
Ele aplica uma tripla de campos vetoriais suaves num campo escalar suave.

» O segundo operador de Christoffel, (a,b, c) — { Cb}, é definido por
a/7

{5} =tngon (3.3)

Pelo fato dele estar definido a partir do primeiro operador, ele também aplica uma tripla
de campos vetoriais suaves num campo escalar suave.
O primeiro operador de Christoffel tem trés propriedades elementares muito notaveis.

Para todos os campos vetoriais suaves a,a’, b, b, ¢, ¢’ e 0 campo escalar suave [, temos que

[a+d,be = [ab,d+][d,b,d.
[fa,b,c] = fla,b,c].
[a,b+b,c] = [a,b,c]+[a,b, .
[a, fb,c] = fla,b,c]+ (a-0f)g(b) - c.
[a,b,c+ ] = [a,b,c]+ [a,b,c].

%Note que g(b) & a notagio para o campo vetorial suave U 3 & = g(b)(z) = 9(=) (b(z)) € AN).
Por outro lado [a,b, c] = %(a -9(g(b) - ¢) + - -+) & uma notagao simplificada da expressdo rigorosa [a, b, c](z) =
%(a(m) ~8$(g(m) (b(z)) - c(z))+--+), com = € Up. Etc.

"0 colchete de Lie de dois campos vetoriais suaves, digamos a e b, & o operador definido por (a,b) — [a,b] =

a-db—"b-0a.
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[a7 b7 fc] = f[a7 b7 C]'

(3.4)

Isto é, o primeiro operador de Christoffel é linear com relagao ao primeiro argumento e

terceiro argumento.

Outras propriedades relevantes do primeiro operador de Christoffel sao: para todos os cam-

pos vetoriais suaves a,b e ¢, temos que

[a,b,c]+[b,a,c]

[a,b,c]—[b,a,c]
[a,b, c]+ [a,c,b]
[a,b,c]—[a,c,b]

[a,b,c]+ [, b, a]
[a,b,c]—[c,b,a]

a-9(g(b)-c)+0b-9(g(c)-a) —c-0(g(a)-b)
+9(b) - [e,a] — g(a) - [b, ]

9(c) - [a,0].

a-9(g(b)-c)

b-0(g(c)-a) —c-9(g(a)-b) + g(c) - [a, 0]
+9(b) - [e,a] = g(a) - [b, c].

b-9(g(c)-a) + g(c) - [a,0] — g(a) - [, ]
a-9(g(b)-c)—c-9(g(a)-b)+g(b) - [c,a].

2.2 Campo 2-extensorial de conexao de Levi-Civita

(3.5d)
(3.5e)

(3.5f)

Na estrutura métrica (M, ¢g) podemos construir um campo 2-extensorial vetorial suave sobre

U, digamos (a,b) — A(a,b), definido por

para todos os campos vetoriais suaves

c

Aa,b) = ac{a b} —a-0b,

B a,bec.

)

8 Note que A(a, b), 85{

com x € Uy, respectivamente.

cb} e a-0b sao notagbes abreviadas para (o) (a(w), b(z)), ac(m){

C

a,

51

b}(m) ea(z) O:b(x),



Ele serd chamado de campo 2-extensorial de conexdo de Levi-Civita.

3. Estrutura de paralelismo

Um campo 2-extensorial vetorial suave sobre i, digamos (a, b) — 7(a,b), serd chamado de
campo 2-extensorial de conexdo.

Seja um vetor arbitrdrio a € A'(U), o campo (1, 1)-extensorial suave sobre i, digamos
b= 7,(b), definido por v,|,) (b) = 7(z)(a, b) para cada z € Uy, serd chamado simplesmente de
campo (1, 1)-extensorial de conexdo.

O campo (1,2)-extensorial suave sobre U, digamos a — w(a), definido por wy(a) =
%biv['ya“l,)] para cada z € Uy, serd chamado de campo gauge de rotagdo.

A dupla (M,v) onde M é uma variedade suave de dimensao finita e v é um campo 2-

extensorial de conexao sobre U C M, serd dita uma estrutura de paralelismol*®l,

3.1 Derivacao covariante de campos multivetoriais

Naestrutura de paralelismo (M, v) podemos introduzir dois operadores de derivac¢ao covariantel*’]
agsociados a vy, digamos V, e V_ , que agem no médulo dos campos multivetoriais suaves sobre
U.

Para todo campo multivetorial suave X,

VX = a-0X 41, (X), (3.7a)

ViX = a-90X -T1(X), (3.7b)

onde T, é o extensor generalizado'® de v,, e 'l 6 o extensor adjunto de I',.
Note que V, X = a-0X + I',(X) é uma notacao simplificada da expressao mais rigorosa
VoX(2)=a-0,X(z)+ ['y], (X(2)), com 2 € Uy. Essa observagao vale também para V, X.
Cada uma dessas derivadas covariantes estd bem-definida ji que satisfazem trivialmente a
propriedade de linearidade com relagao ao vetor de direcao, isto é,

V:I:

X = aVEX 4+ BVEX, (3.8)

%0 extensor generalizado de t € (1,1)-ext(U) & T € ext(U) definido por T(X) = t(¢?) A (e;0X) para todo
X € A(U), onde (<5J> .{;)) € um par arbitrdrio de bases reciprocas para U.
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onde o, B € R e a,bec AYU).

Ademais sao satisfeitas as propriedades fundamentais esperadas para uma derivada cova-
riante bem-definida de campos multivetorais suaves, por exemplo: V,f =a-0f, V(X +Y) =
Vo X4+V.Y eV, (fX)=ua-0f+ fV,X, e analogamente para o outro operador diferencial V.

Utilizando a propriedade fundamental da generalizacao de (1,1)-extensor ¢, T'(«) = 0, com
a € R, para um campo escalar suave f verifica-se que V,f =a-df + ', (f) =a-0f.

Tomemos dois campos multivetoriais suaves X e Y, e um campo escalar suave f. Utilizando
as propriedades elementares do operador diferencial ordindrio a-9 e a propriedade de linearidade

do campo extensorial suave I',, temos que

Vo X4+Y) = a- 0 X+Y)+T,(X+Y)
= a-0X+a-0Y +T,(X)+ (YY)

Vo X+Y) = V,X+V,Y, (3.9)

Va(fX) = a-0(fX)+Tu(fX)
= (a-0f)X+ fa-0X + fI'y(X)
VaolfX) = (a-0/)X + fV,X. (3.10)

Ainda podemos provar que cada uma dessas derivadas covariantes satisfaz a regra de Leibnitz
quando estamos tratando com produto exterior de campos multivetoriais suaves. Assim, por
exemplo, V,(XAY) = (V,X)AY+XA(V,Y), e analogamente com a outra derivada covariante.

Tomemos dois campos multivetoriais suaves X e Y. Utilizando a regra de Leibnitz do
operador de derivada direcional a-d para o produto exterior de campos multivetoriais suaves e a
propriedade fundamental da generalizacdo de (1, 1)-extensor t, T'(XAY) = T(X)AY+XAT(Y),
com X,Y € A(U), obtém-se que

Va(XAY) = a-d(XAY)+T,(XAY)

= (a-0X)ANY + XA (a-0Y)+ T, (X)ANY + X AL (Y)
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V(X AY) = (V.X)AY + X A (VoY) (3.11)

Por outro lado, o operador de derivada direcional ordindria a - 9 e os dois operadores de
derivada covariante V, e V estdao relacionados por uma identidade notdvel, a saber a-0(X-Y) =
(Vo X) Y+ X (VY)= (VX)) Y+ X - (V.Y).

De fato, tomemos dois campos multivetoriais suaves X e Y. Utilizando a regra de Leibnitz
do operador diferencial @ - @ para o produto exterior e a condicao de produto escalar que envolve

um extensor e o seu extensor adjunto, T(X)-Y = X - TT(Y), com X,Y € A(U), chegamos a:

(VoX) Y+ X-(VIY) = (a-0X) Y +To(X)-Y + X -(a-9Y) - X -TH(Y)
= (¢-0X)- Y+ X (a-0Y)

(VoX) Y+ X (V;Y) = a-9(X-Y). (3.12)

3.2 Derivacao covariante de campos extensoriais

Os operadores de derivagao covariante V, e V, podem ser “extendidos” para agirem no
modulo dos campos (p, g)-extensoriais suaves!*!] sobre U.

Se t é um campo (p,q)-extensorial suave, entao V,t e V ¢ sao também campos (p,q)-

extensorial suaves tais que

(Val)(X) = Voi(X) - t(VIX), (3.13a)

(VIO(X) = VIH(X) - t(V.X), (3.13b)

para qualquer que seja o campo p-vetorial suave X.

Observe que V,t(X) denota a derivada covariante V, do campo multivetorial suave ¢(X),
e V, X é a derivada covariante V, do campo multivetorial suave X.

Certamente essas defini¢coes de derivadas covariantes sao consistentes com a propriedade de
linearidade dos campos (p, ¢)-extensoriais suaves.

Por exemplo, tomemos dois campos p-vetoriais suaves X e Y, e um campo escalar suave f.
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Fntao, temos que

(Vi) (X +Y) = Vat(X+Y) = t(Vi (X +Y)) = Vo (t(X) + 1Y) = H(V; X + VY)

= Vt(X) 4 Vat(Y) — (VI X) — ((V7Y) = (V) (X) + (V) (V),

(Vat)(fX) = Vat(fX) = t(Vi(fX)) = Vu(fi(X)) = t((a- 0f) X + fV X)
= (0 fX) + FV(X) = (a- IF)HX) — FUVIX) = F(Vat)(X).

Nestas equagoes utilizamos as identidades (3.9) e (3.10) (e as identidades andlogas para o
operador diferencial V) e a propriedade de linearidade do campo (p, ¢)-extensorial suave.

Na mesma linha de raciocinio, pode-se provar a consisténcia da outra defini¢ao.

Cada uma das derivadas covariantes ¢t — V,t et — V, t possui a propriedade de linearidade
com relagao ao vetor de direcao. Isto é, Viﬂ-ﬁbt = ant—l—ﬁVft,onde o, € Rea,be AYU).

I ainda as derivadas covariantes ¢ — V, i, e t — V1 tém as seguintes propriedades funda-

mentais

VEt+u) = VIt4+ Vi, (3.14)

Valft) = (a-9f)t+ fVit, (3.15)

onde t e u 830 campos (p, ¢)-extensoriais suaves, e f é um campo escalar suave.
Vamos provar as identidades acima s6 para o caso do operador diferencial V.

Seja X um campo p-vetorial suave arbitrario, entao

(Va(t +u))(X) = Va(t+u)(X) = (t 4+ u)(V, X) = Vo (((X) + u(X)) = t(V, X) —u(V, X)
= Vut(X) + Veu(X) — (V5 X) — (VI X)

= (Va)(X) + (Vau)(X) = (Val 4+ Vau) (X)),

isto &, V (t +u) =Vt + V,u.

55



E, por outro lado

(Va(fONX) = Valf)(X) = fL(VeX) = Vo ft(X) — fL(V.X)
= (0 OfX) + FV(X) = FHVLX) = (a- Of LX) + F(Vat)(X),

isto &, V,(ft) = (a-0f)t+ f(Vat).
Vemos assim que essas derivadas covariantes ¢ — V,t e t — V¢ satisfazem as propriedades
esperadas de toda derivada covariante bem-definida de campos (p, ¢)-extensoriais suaves.
Encerrando esta secao apresentaremos duas identidades notdveis. Uma diz respeito do
elemento de matriz?° da derivada covariante V,t, e a outra trata da propriedade de comutagao
entre o operador diferencial V, e o operador adjunto f.

?. Sejam X um campo p-vetorial suave e Y um campo g¢-vetorial suave, entao

(Vo) (X) Y =a-0(t(X) - Y) —t(VIX) Y - {(X) VY. (3.16)

De fato, um calculo direito fornece

(Vot)(X)- Y = Vt(X)-Y —t(V;X)-Y

= a-OH(X)- Y +T,(t(X))-Y —t(V;X) Y

= a-9(X)-Y +t(X)-THY) - t(V;X) Y

= ¢ X)) Y +t(X)-a-0Y —t(X) -a-9Y +t(X)-TI(Y)=t(V;X) Y
= a-(X) Y +t(X)-a-0Y —t(V;X)-Y —t(X)-(a-0Y =TI (Y))

= a- X)) Y)=t(V,X) Y —t(X) -V, Y.
i1. Para todo ¢, um campo (p, ¢)-extensorial suave, vale a regra de comutacao
Vatt = (V). (3.17)

Tomemos X, um campo p-vetorial suave e Y, um campo g-vetorial suave. Utilizando duas

**Dado um (p, q)-extensor sobre U, digamos ¢, o produto escalar t(A)- B & dito elemento de matriz de ¢ com

relagao aos A € AP(U) e B € AY(U).
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vezes a identidade (7) e a condigao de produto escalar que envolve um extensor e o seu extensor

adjunto, temos que

(Vath(Y)- X = a-9(tT(Y)-X)=tI(V;Y)-X —tI(Y) -V, X
= - t(X)-Y)=t(X)-V]Y —t(V;X)-Y

= (Va)(X) Y =X - (V.)(Y),

isto implica (V) (Y) = (V.t)T(Y), i.e., Vit = (V)T
Para o outro operador de derivacao covariante existem propriedades completamente andlo-
gas.

Para todos os campos p-vetoriais suaves X e g-vetoriais suaves Y, temos que
(Vo)(X) Y =a-00(X)-Y)—t(V,X)- Y —t(X)-V,Y. (3.18)
E, para todo campo (p, ¢)-extensorial suave ¢, vale a regra de comutacao

Vit = (vl (3.19)

3.3 Campo (1,2)-extensorial de torsao
Introduzimos um operador linear que age na dlgebra de Lie dos campos vetoriais suaves

sobre U, que mede a torsdo da estrutura de paralelismo (M,~). Esse é o operador de torsdo,

(a,b) — 7(a,b), definido por
7(a,b) = Vab = Via = [a, 0] = 7,(b) — 73(a), (3.20)

para todos os campos vetoriais suaves a e b.

O campo (2, 1)-extensorial, B — T'(B) tal que

T(B) = %B (B A D)7 (a,b), (3.21)
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serd chamado de campo (2,1)-extensorial de torsaot°).

Note que se o operador de derivagao covariante V, é simétrico (i.e., V,b—Vya = [a, b], para

todos campos vetoriais suaves a e b), entao 7(a,b) = 0 e T(B) = 0; e reciprocamente.

3.4 Campo 4-extensorial de curvatura
Primeiramente, introduzimos um operador linear que age na &lgebra de Lie dos campos

vetoriais suaves sobre U, (a, b, c) — p(a, b, c) tal que
pla,b,c) = [V, Vi]e = Vi, e (3.22)

Ele mede a curvatura da estrutura de paralelismo (M,~) e é chamado de operador de cur-
vaturall,
O operador de curvatura tem duas propriedades fundamentais:

1. p & antisimétrico com relagao as primeira e segunda varidveis, i.e.,
pla,b,c)=—p(b,a,c). (3.23a)

i1. Se a derivada covariante V, é simétrica (i.e., V b — Via = [a, b], ou equivalentemente

Ya(b) = 73 (a), com a e b campos vetoriais suaves), entao p tem uma propriedade ciclica, i.e.,
pla,b,c)+ p(b,c,a)+ p(c,a,b)=0. (3.23b)
O campo 4-extensorial escalar®!, (w, a, b, c) = Ry(w,a,b,c) tal que
Ry(w,a,b,¢)=w-p(b,c,a), (3.24)

para todos os campos vetoriais suaves w,a,b e ¢, serd chamado de campo 4-extensorial de

curvatura [40] .

As propriedades fundamentais do campo 4-extensorial sao:

2!'Uma aplicagio linear t: AY(U) x AY(U) x AY(U) x AY(U) — R é chamada de 4-extensor escalar.
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1. Ry é antisimétrico com relacao as terceira e quarta varidveis, i.e.,
Ri(w,a,b,¢) = —Ry(w,a,c,b). (3.25a)
1. Se a derivada covariante V, é simétrica, entdao Ry tem uma propriedade ciclica, i.e.,
Ri(w,a,b,¢)+ Ri(w,b,c,a)+ Ry(w,c,a,b) =0. (3.25b)
O campo 2-extensorial escalar, (a,b) — Rz(a,b) tal que

R3(a,b) = R1(0y, a,w,b), (3.26)

para todos os campos vetoriais suaves ¢ e b, é chamado de campo 2-extensorial de Riccit9.

Note que Ry ¢ uma contragdio interna®? de Ry entre a primeira e a terceira varigveis.

O campo (1, 1)-extensorial, b — R(b) tal que
a- R(b) = Ry(a,b), (3.27)

para todos os campos vetoriais suaves a e b, serd chamado de campo (1,1)-extensorial de
Riceil0),

Note que R(b) pode ser escrito explicitamente*® como R(b) = d,Ra(a,b).

4. Estrutura geométrica
Seja a tripla (M, g,7) onde M é uma variedade de dimensao finita, ¢ € um campo extensorial
métrico sobre Y C M e v é um campo 2-extensorial de conexao sobre U C M.

Se a métrica e o paralelismo sao compativeis, i.e., Vg = 0 (V,

o ¢ um dos operadores de

derivagao covariante associados a v), entao (M, ¢, ) serd dita uma estrutura geométricaltt,

» Teorema de existéncia de um campo g-gauge de rotagdo numa estrutura geométrica.

*28eja um par de referenciais reciprocos sobre U, ({e*),{e,)). Isto &, ({(e*(2)), {e.(2))), para cada & € U, é
um par de bases reciprocas para U, i.e., e"(z)-e,(x) = §5. Introduzimos a seguinte definigao: Ry (8w, a,w,b) =
Ri(e*,a,e,,b) = Ri(ey, a,e”,b), com p somado de 0 até 3.

#?Recorde-se que 9 Ra(a,b) = e*(e, - Do Ra(a, b)), i.e., DaRa(a,b) = e” Ra(e,, b), utilizando-se a linearidade de
R> com relagdo A primeira varidvel. Ademais a notagao simplificada " Rz(e,,b) representa a expressio rigorosa

e!(z) Ro(q) (e (), b(w)), com x € Us.
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Numa estrutura geométrica (M, g,~) existe um campo (1,2)-extensorial sobre 4 C M,

1a(0) = 507 - 0) (D) + @) % b, (3.28)

g—l

para todos os campos vetoriais a e b. w(a) é chamado de campo g-gauge de rotagao.

» Teorema de extensdo de uma estrutura métrica a uma estrutura geométrica.

Sejam a — g(a) um campo extensorial métrico sobre Y C M e a — w(a) um campo (1, 2)-
extensorial sobe i/ C M. Definamos um campo 2-extensorial de conexao sobre 4 C M, digamos
(@,6) = 7, (b), por

1(6) = S0 09) () + @) % b, (3.20)

g—l
para todos os campos vetoriais a e b.

A tripla (M, g,v) resulta ser uma estrutura geométrica, i.e., V;yg =0 (V,

- & um dos ope-

radores de derivagao covariante associados a 7).
Na estrutura geométrica (M, g,7), os operadores de derivacao covariante V, e V; asso-
clados ao campo de conexao v tém as seguintes propriedades fundamentais:

1. O teorema de Riccl,
a-9(g(b)-c) = g(Vab) - c+g(b) - Vae, (3.30a)

para todos os campos vetoriais suaves b e c.

Ele pode ser generalizado para campos multivetoriais snaves X e Y i.e.,

a-0(g(X)-Y)=g(V.X) Y +¢g(X)-V,Y.

it. A regra de Leibnitz para o produto escalar métrico (i.e., X - Y = ¢~ 1(X)-Y),
; 9

@ 0(X ¥) = (ViX) Y +X (YY), (3.30b)

g

para todos os campos multivetoriais suaves X e Y.
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1e. Para todo campo multivetorial suave X,

Vo X =g(Vag™ (X)). (3.30¢)

w. Os operadores de derivacao V, e V,, quando agem sobre campos extensoriais suaves,
permitem escrever a compatibilidade entre a métrica e o paralelismo nas duas formas equiva-

lentes

Vig = 0, (3.30d)

Vug™t = 0. (3.30e)

4.1 Campo 4-extensorial de Riemann

O campo 4-extensorial escalar suave sobre U, (a,b, c,w) — Rs(a,b,c,w) tal que
Rs(a,b,c,w) = —p(a,b,c)- g(w), (3.31)

para todos os campos vetoriais suaves a,b,c e w, é chamado de campo 4-extensorial de Rie-
mann!*],

O campo 4-extensorial de Riemann tem as seguintes propriedades fundamentais:

i. Na estrutura de paralelismo (M, ), R3 é antisimétrico com relagao as primeira e segunda

variaveis, i.e.,

Rs(a, b, c,w) = —Rs(b,a,c,w). (3.32a)

i1. Na estrutura de paralelismo (M, ), se a derivada covariante V, é simétrica (i.e., Vb —

Via = [a, b]), entdao Rs tem uma propriedade ciclica, i.e.,
Rs(a, b, c,w) + R3(b, c,a,w)+ Rs(c,a,b,w)=0. (3.32b)

i1t. Na estrutura geométrica (M, g,7), Rs é antisimétrico com relacao as terceira e quarta
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variaveis, i.e.,

Rs(a, b, c,w) = —Rs(a,b,w,c). (3.32¢)

iv. Na estrutura geométrica (M, ¢g,7), se a derivada covariante V, é simétrica (i.e., Vb —
Via = [a, b]), entdao R3 tem uma propriedade de simetria com relagdo & troca entre o primeiro

e o segundo par de varidveis, i.e.,
Rs(a,b, c,w) = Rs(c,w,a,b). (3.32d)

E importante notar que a dnica estrutura geométrica (M, g,7) na qual a derivada covariante
V. é simétrica, é aquela cujo campo 2-extensorial de conexao v é precisamente o campo 2-
extensorial de conexao de Levi-Civita A. Neste trabalho, essa estrutura geométrica (M, g, )
serd chamada de espaco de Riemann-FEinstein[*1,

As derivadas covariantes associadas a A sao precisamente as derivadas covariantes de Levi-
Civita D, e D} .

1

O campo escalar R = Ry(¢9~1(d,),a), i.e., uma g~'-contragdo entre a primeira e a segunda

varidveis de R, é chamado de campo escalar de Riceit*l,
» Teorema de existéncia do campo (2, 2)-extensorial de Riemann numa estrutura geométrica

(M, g,7).

Existe um tnico campo (2, 2)-extensorial, digamos B — R(B), tal que

Rs(a,b,c,w) = R(aAb) - (cAw). (3.33)

Este B — R(B) serd chamado de campo (2,2)-extensorial de Riemann!*].

Note na eq.(3.33), a consisténcia das propriedades de antisimetria (3.32a) e (3.32¢) de R3 (no
lado esquerdo) com as propriedades de antisimetria dos produtos exteriores (no lado direito).

A eq.(3.33) pode ser interpretada como um teorema de fatoracio de Rs.

O campo (1,1)-extensorial de Ricci b — R(b) e o campo escalar de Ricci R podem ser

escritos como g~ '-divergentes do campo (2, 2)-extensorial de Riemann B+ R(B), a saber

R(b) = ¢ '(0.)aR(aNb), (3.34)
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R = g7 '(d) R(b) =g "(0. Ny) - R(a AD).

Prova:

(3.35)

Uma simples manipulagao algébrica das defini¢des.(3.24) e (3.31) fornece a identidade ex-

tensorial

Ryi(w,a,b,c) = Rs(c,b, a,g_l(w)).

(2)

Agora, de acordo com as defini¢es.(3.26) e (3.27), levando em conta a eq.(¢), temos que

a-R(b) = Ry(a,b)

= Ry(¢",a,e,,b), (1 somado de 0 até 3)

= RB(b7€u7 a7g—1(€ﬂ))7

e utilizando o teorema de fatorac¢ao (3.33),

a-R(b) = R(bAc,)-(ahg () = (g7 (") Aa) - Rz, A D)

= 4 (g7 ()R D)),

ie., R(b) = g7 (") uR(sy A D) = g7 (Da) sR(a A D). B

O campo (1, 1)-extensorial, a — G/(a), definido por

Ga) = R(a) ~ 5o(a)R,

serd chamado de campo (1,1)-extensorial de Einsteinl*],

5. Espaco de Riemann-Einstein

(3.36)

Uma tripla (M, g, ), onde M é uma variedade suave de dimensao finita, ¢ é um campo

métrico sobre I e A é o campo de conexao de Levi-Civita sobre i/, serd chamada de espaco-de

Riemann-Einstein[41],

Trata-se de uma estrutura geométrica (M, g, A) na qual o campo 2-extensorial de conexao
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A é precisamente o induzido pelo campo extensorial métrico g.

5.1 Derivada covariante de Levi-Civita
Os operadores de derivagao covariante associados ao campo 2-extensorial de conexao A serao
denotados por D, e D .

Eles sao definidos naturalmente por

DX = a-0X 4 A (X), (3.37a)

D;X = a-90X —Al(X), (3.37b)

para todo campo multivetorial suave X, e chamados de operadores de derivacdo covariante de
Levi-Civital40:41],

Note que A, é o extensor generalizado de A, (lembre-se que X, é para cada a € AY(U) o
campo (1, 1)-extensorial suave parcial b — A, (b) = A(a, b)) e Al ¢ 0 extensor adjunto de A,.

A seguir, desenvolveremos algumas propriedades muito importantes das derivadas cova-
riantes de Levi-Civita. Por razoes de simplicidade trabalharemos sé com campos vetoriais
suaves.

Existe uma identidade fundamental que relaciona D, com o segundo operador de Christoffel.

Para todos os campos vetoriais suaves a, b e ¢, temos que

(Dab) - ¢ = {;b}. (3.38)

De fato, pelas defini¢oes (3.37a) e (3.6) temos que

Dab:a-8b+/\a(b):a-8b—|—8c{ ‘ }—a-@b:@c{ ‘ }
a,b a,b

Agora utilizando as férmulas de derivagao vetorial: ¢ - d,¢(n) = ¢ - (0,4(n)), com ¢ uma
fungao escalar de varidvel vetorial, e ¢- 3, f(n) = f(c), com f uma fun¢ao multivetorial linear

de varidvel vetorial. Levando em conta a linearidade do segundo operador de Christoffel com
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relacao ao argumento superior, obtemos finalmente que

oa)-e=e-@f,l D=eond = {0 )

Essa identidade é vélida (e faz sentido) s6 para campos vetoriais suaves.

Demostraremos em detalhe o teorema de Ricci para a derivada covariante de Levi-Civita
Dy, i.e.,
a-9(g(b) - c) = g(Dab) - ¢+ g(b) - Dyc, (3.39)
onde a,b e ¢ sao campos vetoriais suaves.

Utilizando a identidade (3.38), a defini¢ao (3.3) e a identidade (3.5¢), temos que

g(Dgb) - c+g(b)- Dye = (Dab) (¢) 4+ Dqc-g(b)

"g( C))]+[07079_1(9(b))]
= la,b,c]+[a,c,b]=a-3(g(b)-c).

Esse teorema é ainda vilido para campos multivetoriais suaves, a saber

a-0(X Y) = g(D.X) Y +g(X) DY, (3.40)

onde @ é um campo vetorial suave, e X e Y sao campos multivetoriais suaves. ¢ &, como
sabemos, o extensor extendido de ¢ (veja as defini¢oes.(1.33a) e (1.33b)).

Provaremos que a derivada covariante de Levi-Civita D, é simétrica, isto &,
Dyb— Dya = [a, b], (3.41)

para todos os campos vetoriais suaves a e b.
Tomemos trés campos vetoriais suaves a,b e c. Utilizando a identidade (3.38), a definicao

(3.3) e a identidade (3.5b), podemos escrever

(Dab) - ¢ = (Dya) - ¢ = {C:b} - {bca} = [a,b,97(c)] = [b,a, 97 ()]

9
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= 9l [0,8] = [0, 1]
isto é, pela nao-degenerescéncia do produto escalar,
D,b— Dya = [a,b].
Provaremos, finalmente, que a derivada covariante de Levi-Civita D, é g-compativel, isto é,

D;g=0. (3.42)

a

Tomemos novamente trés campos vetoriais suaves a,b e c. Utilizando a propriedade (3.18)

e o teorema de Ricci (3.39), temos que

(Dag))-c = a-0(g(b)-c) = g(Dsb) - c—g(b) - Dyc,

= 0,

isto implica que (D3 g)(b) =0, i.e., D;g = 0.

Encerrando esta secdao, diremos que as propriedades de simetria e g-compatibilidade cara-
terizam de modo unfvoco a derivada covariante de Levi-Civita. Isto é, existe um tnico par de
operadores de derivagao covariante V, e V tal que: V, é simétrico (i.e., Vb — Via = [a, b])
e Vig=0 (ie., V, & g-compativel). Esses V, e V7 sdo precisamente D, e D .

No espaco de Riemann-Einstein (M, ¢, \), uma estrutura geométrica particular na qual as
derivadas covariantes associadas ao campo de conexao A sao as derivadas covariantes de Levi-
Civita D, e D7, o campo extensorial de Riemann B — R(B) e o campo extensorial de Ricci

b — R(b) ganham propriedades especiais, a saber:

i. R(B) é simétrico adjunto, i.e.,
R(B) = R'(B). (3.43)
i1. R(b) é simétrico adjunto, i.e.,

R(b) = RT(b). (3.44)



we. O elemento de matriz do campo extensorial de Riccei estd dado pela férmula notdvel
R(b)-c=0,-pla,b,c), (3.45)

i.e., o divergente do operador curvatura com relacao i primeira varidvel.

5.2 Operadores covariantes de Levi-Civita

[41]

No espaco de Riemann-Einstein podemos introduzir trés operadores diferenciais'*'l que agem

no moédulo dos campos multivetoriais suaves: o operador gradiente D , o operador divergente
g

D e o operador rotacional D A .
g

O gradiente de um campo multivetorial suave X é definido por

D X=08, (D;X), (3.46)

g g

le, D X=¢" (D;X)=¢, (DuX), onde (("),(,)) ¢ um par de referenciais recfprocos
g g g
sobre U (veja-se a nota de rodapé 22, pag. 59).

O divergente de um campo multivetorial suave X é definido por

D J X =0, J (D;X). (3.47)
O rotacional de um campo multivetorial suave X é definido por

DANX =0, N (D, X). (3.48)

As propriedades fundamentais desses operadores diferenciais sao:

1. Para todo campo multivetorial X,
D X=D_.,X+DAX, (3.39)
g

g

ie,D =D +DA.
g g
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1. Para todo campo multivetorial X,

1

DX = ————=g(d:/|detlg]lg”" (X)), (3.40)
g |det[g]|
DANX = OAX. (3.41)
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CAPITULO 4

Espaco-tempo de Minkowski-Einstein

1. Métrica de Minkowski

Seja M uma variedade suave de dimensao 4. Consideremos os espacos canonicos U e U
associados a um sistema de coordenadas local (U, ¢),, e tenhamos em conta as bases canénicas
(b,) e (8") para os U e U, com a condigao de dualidade 3" (b,) = §4.

O campo (1, 1)-extensorial sobre U, digamos 7, definido por 77(1,)((1) = %03°, para cada
x € Uy, é um campo extensorial métrico sobre U (i.e., n é simétrico e nao-degenerado) bem-
definido, 1 serd chamado de métrica de Minkowskil?93,

As propriedades fundamentais da métrica de Minkowski sao as seguintes:

i. méum campo (1, 1)-extensorial constante, i.e., a - dn = 0.

i1. Os vetores da base canonica (") sao autovetores ortonormais de 75 (i.e., g* - §¥ = §*");
3° & um autovetor de 5 com autovalor 1, i.e., n(3°) = 8%, e 8% (k = 1,2,3) sdo autovetores de
7 com autovalores —1, i.e., (%) = —g*.

Portanto, n tem assinatura (1, 3).

itt. tr[n] = —2 e det[n] = —1.

1. O extendido de 1 tem o mesmo formador de 5, i.e., N (X) = p°X3°, para cada = € Up.

v. 1 é ortogonal canonico, i.e., n = 7* (recorde-se que n* = (n1)~' = (p~!)T). Portanto,

2_.
n° = i4.

2. Métrica de Einstein

Um campo extensorial métrico sobre ¢, digamos g, com a mesma assinatura da métrica de
Minkowski, i.e., sgn(g) = sgn(n) = (1, 3), serd dito uma métrica de Finstein.
» Teorema de decomposicio da métrica de Finstein.

Para toda métrica de Einstein g existe um campo (1, 1)-extensorial inversivel h sobre U,
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(nao-tinico), tal que

g = hTnh, (4.1)

onde n é a métrica de Minkowski.

O campo (1, 1)-extensorial h (fundamental) é dado (em notacao simplificada) pela férmula

3

ha) =) VIN[(a-v") 5", (4.2)

onde A\ sao os campos autovalores de ¢ (i.e., \*(z) € R sdo os autovalores de 9(x), Para cada
v € Uy) e v* sao os campos autovetoriais ortonormais®* de g (i.e., v*(z) € A'(U) sao os
autovetores de g(,), para cada x € Up) associados.
Prova:
A férmula (4.2) significa rigorosamente que para cada x € Uy,
3

hzy(a) =Y VIV(@)](a - v"(2))8", (i)

u=0
onde os M(z) € R e v*(z) € A (U) satisfazem a equagdo de autovalores

9 (0°(2)) = A(a)e°(a),

g(x)(vk(w)) = M(@)o"@), com k=1,2,3. (i4)

Ademais, devido & assinatura de g, ¢ A°(z) > 0 e MNe(z) <0 (k=1,2,3).

Ainda, temos que para cada x € Uy, os v%(z),...,v*(z) € AL(U), sdo ortonormais, i.e.,
v (x) - v (x) = 6. (id7)

Devemos provar que f(, da eq.(7) satisfaz a equagdo de composigao de extensores hzrx)nh(l,) =
9(x), Para cada z € Up. (Para simplificar as expressoes omitimos )

Primeiramente, precisamos calcular o adjunto de /(). Tomemos dois vetores arbitrdrios a

?*0s campos autovetoriais (v*) determinam um referencial ortonormal sobre U (i.e., (v*) tal que v*(z)-v”(2) =
o, para cada z € Up).
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e b, utilizando a propriedade (1.29) e a eq.(¢), temos

hi(a)-b = a-h(b)

= a-(Q_ VIV 0)p)
= (O vVIV(a- 50"

i.e., pela nao-degenerescéncia do produto escalar,
3
Pia) =3 VIV (a- 3)o0. (iv)
u=0
Agora, seja um vetor arbitrdrio a. Um célculo direto utilizando as eqs.(7) e (iv), fornece

hnh(a) = ZZ NN (8") - B (a - v")v”

pu=0v=0

= VIOPR() - a0 Z VIV - 8- vy
ZWn(ﬁD)'ﬁavv+ZZ\/Wnﬁf H(a - o)k,
k=1

7=1k=1

entdo, levando em conta que 5(3%) = 3° e n(ﬁk) = _g* (k=1,2,3),e g* - 3" = 6", obtemos

hinh(a) = A% (a0 —ZZ /\]/\k 5% (a - v7)o*
7=1k=1
3

hitnh(a) = ‘AO‘(Q-UO)UO—Z‘/\j‘(a-vj)vj. (v)
=1

Finalmente, utilizando as eqs.(i?) e (i?7) na eq.(v), temos

Rinh(a) = (a-v°)g(v°)+ Z (a-v))g(v’)
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high(a) = g(a). M
O campo (1, 1)-extensorial A dado por (4.2) é de fato inversivel,

hinh =g = det[h!]det[y] det[h] = det[g]

= (det[h])*(~1) = det[g],

isto implica que det[h] # 0 i.e., h é ndo-degenerado, e portanto, inversivel.

Por outro lado, um campo (1, 1)-extensorial h que satisfaca a eq.(4.1) ndo é certamente
dnico.

Seja o campo (1, 1)-extensorial A’ = [h, onde { é um campo (1, 1)-extensorial -ortogonal??
(ie., I = I* ou equivalentemente, Ity = 7), e h é qualquer campo (1,1)-extensorial que

satisfaz a eq.(4.1) (por exemplo, o h dado por (4.2)), entdo
(W)Tqh! = (1h)Tylh = RYTylh = hinh = g.

i.e., b’ satisfaz também a eq.(4.1).
No nosso trabalho, h serd chamado campo de gauge de distor¢do sobre U.
O resultado enunciado acima significa que o campo métrico de Einstein pode ser interpretado

como uma distor¢dol2:30:58]

do campo métrico de Minkowski.
» Teorema de construgio de uma métrica de Finstein.

Seja um campo (1, 1)-extensorial h sobre U, definido por
3
ha) =5 p*Ala) - 454, (4.3)
wu=0

onde p* sao campos escalares positivos (i.e., p*(z) > 0, paracada z € Up)e A é um campo (1, 1)-
extensorial ortogonal (i.e., A(,) = A(*I)7 para cada = € Up); entdao o campo (1, 1)-extensorial ¢
sobre U, definido por

g = hinh, (4.4)

#Isto &, uma transformagio de Lorentz local (i.e., lizy(a) - lzy(b) =a - b, para cada €Uy, e a,b € ALUY).
n n
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é uma métrica de Einstein (i.e, sgn(g) = (1, 3)).

Os campos escalares nao-nulos (p°)? e —(p')2, —(p?)?, —(p°)? sdo os campos autovalores de
g, e os campos vetoriais ndo-nulos AT(3%) e AT(3'), AT(6%), AT(3%) sdo os campos autovetoriais

de ¢ associados.

3. Estruturas geométricas quadridimensionais
3.1 Estrutura geométrica de Minkowski-Cartan

A estrutura geométrica <./\/l4,777 ,u>, na qual a variedade suave de dimensdo finita & M*
(quadridimensional), e o campo extensorial métrico sobre & C M* é a métrica de Minkowski
7, serd dita uma estrutura geométrica de Minkowski-Cartan, pp denota o campo extensorial de
conexao que é compativel com 7.

A compatibilidade entre a métrica 1 e a conexao p pode ser escrita como D, 7 = 0, onde

D, é um dos operadores de derivagao covariantes associados a p.

58301 de ro-

Ainda, segundo o teorema fundamental (3.28) deve existir um campo n-gauge[
tacdo  tal que

Ha(b) = Q(a) x b=90(a) x n(b). (1.5)

77—1
Todavia, de acordo com a defini¢ao geral (3.7a), a derivada covariante D, quando age sobre

campos vetoriais suaves, é

D,b=ua-0b+Qa) X b. (4.6)

77—1

3.2 Estrutura geométrica de Einstein-Cartan

A estrutura geométrica <./\/l47 g, 'y> , na qual M* é uma variedade suave quadridimensional,
e g é a métrica de Einstein, serd dita uma estrutura geométrica de Finstein-Cartan, v denota
o campo extensorial de conexao que é compativel com g¢.

A compatibilidade entre g e v pode ser escrita como Vg = 0, onde V é um dos operadores
de derivagao covariante associados a .

O teorema fundamental (3.28) envolve a existéncia de um campo g-gauge de rotacao w tal
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que

10 = 507 (@ 09)(0) + (@) x b= g7 a-0g)() (@) x g6 (4T)

g
De acordo com a defini¢ao geral (3.7a), a derivada covariante V,, quando age sobre campos
vetoriais suaves, é

Vob—a-db+ %g_l(a-ag)(b)—l—w(a) < b. (4.8)

g1

» Teorema dos operadores V, e NV, como distor¢oes dos operadores D, e D .
Os operadores V, e V_ (da estrutura geométrica de Einstein-Cartan) estao relacionados
com os operadores D, e D, (da estrutura geométrica de Minkowski-Cartan) pelas seguintes

equacoes

Vb = hTY(Duh(b)), (4.92)

Vib = AI(D;h (b)), (4.9b)

onde h é o campo de gauge de distorcdo tal que g = hfnh.
Prova:

Primeiramente, demostraremos dois lemas gerais sobre a derivagao covariante.
1 1 1 1
> Lema 1: Sejam V, e V, um par de operadores de deriva¢ao associados (i.e., V, e V
1

1
satisfazem a propriedade (3.12), a-0(b-¢) = (V4 b) - ¢+ b- V; ¢), entdao dois operadores
2 2
diferenciais V, e V_ , definidos por

Vb o= AUV, h(b) ()

VQ; b = hT(vlg h* (b)), (i1)

s]

onde h & um campo (1,1)-extensorial suave inversivel, é também um par de operadores de
2 2 2 2
derivacao associados (i.e., V, e V satisfazem a propriedade (3.12),a-0(b-c) = (V, b)-c+b- V

c).
1 1

Por serem derivadas covariantes bem-definidas V, e V_ satisfazem as eqs.(3.8), (3.9) e
2 2
(3.10), entao uma simples manipulagao algébrica mostra que V, e V, também satisfazem essas
2

2
mesmas equacgoes. Portanto, V, e V, sao também derivadas covariantes bem-definidas!
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Por outro lado, utilizando a eq.(3.12) temos que

Vo h(B) - B () + h(b)- Vo h*(c) = a- (h(b) - h*(c),

isto é, depois de algumas manipulacoes algébricas, utilizando as eqs.(¢) e (i),

(Y, h(b))-c+b-m(v1; h*(c) = a-0(h " h(b)- )

2 2
(Vo b) c+b0-V, ¢ = a-0(b-c).

2 2 2 2
Vemos assim que V, e V satisfazem também a eq.(3.12), i.e., V, e V, é um par de
operadores de derivagao covariante associados.
1 2
> Lema 2: Sejam h o campo de gauge de distorcdo tal que g = hTnh, e V e V os operadores

de derivacao covariante agindo no médulo dos campos (p, ¢)-extensoriais suaves, entao

2 1
Vs g=h(V] n)h. (iii)

De fato, de acordo com a defini¢ao (3.13b), utilizando as eqs.(?) e (i7) e levando em conta o

teorema (4.1), temos que

2 2 2 1 1
(Vo g)(b) = V5 g(b)—g(Vab)=ht vV h*hinh(b) — Rinhh=' V, h(b)

2 1
ie., Vo g=hi(V, n)h.
A eq.(i1¢) mostra que V, é n-compativel (i.e., V; 1 = 0) se, e somente se, V; é g-compativel
2
(ie., V; g=0). X
1
Ou ainda, colocado de outro modo, V, e V_ sao operadores de derivacao na estrutura

2 2
geométrica de Minkowski-Cartan se, e somente se, V, e V, sao operadores de derivacao na

estrutura geométrica de Einstein-Cartan.

1 1
O teorema segue trivialmente se considerarmos as notacoes apropriadas: D, =V, e D, =V

2 2
eV, =V, eV, =V, . I

» Teorema de existéncia de um campo 2-extensorial de acoplamento entre as estruturas
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geométricas de Minkowski e Einstein.
Existe um campo 2-extensorial suave sobre U C M*, (a,b) — f,(b), do tipo antisimétrico

n-adjunto®® (i.e., f, = _f;r(n)) tal que

hes(a) = Q(a) + % biv [f]. (4.10)

Tal campo 2-extensorial é dado pela férmula

Fa(b) = (a- OB (b) — %nh*(a - 9g)h 1 (b). (4.10a)

3.3 Campos de gauge de Riemann e Ricci

Sejam (a, b, ¢) |—>,Z (a,b,c) e (a,b,c) |—>,% (a,b,c) os operadores de curvatura das estruturas
geométricas <./\/l4,777 ,u> e <./\/l4,g,’y>; e (a,b,c,w) |—>]77%3 (a,b,c,w) e (a,b,c,w) |—>]g%3 (a,b,c,w)
os campos 4-extensoriais de Riemann correspondentes.

Sejam B — I (B) e B It (B) os campos 2-extensoriais de Riemann de (M*, n,pu) e
(M 9,7) -

Relacionamos Z (a,b,c) com ,% (a,b, c), utilizando a eq.(4.9a)

% ((Z, b, C) = [Vav Vb]c - V[a,b]c

blabe) = (b (a,b,h(c). (4.11)
Relacionamos ]77%3 (a,b,c,w) com ]g%g (a,b, c,w), utilizando a eq.(4.11)

]%3 (a,b,c,w) = — ,% (a,b,c)-g(w)
= —h7'(p (@b, h(e))) - hinh(w)

= - Z (a,b,h(c)) ) nh(w)

260 g-adjunto (ou o adjunto métrico) de um (1, 1)-extensor ¢ é 109 = getg=t.
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B (a,b,c,w) = Ry (a,b, h(c), h(w)). (4.12)

Relacionamos ]77% (B) com ]g% (B), utilizando o teorema de fatoracio de Rs, eq.(3.33), e a
eq.(4.12)

]!é (and)-(chw) = ]g%g (a,b,c,w)
3 (a,b, h(c), h(w))
(aAD) - (h(c) A h(w))

(l
=

(l
=

F R (anb) - (cAw),

Il
=

isto implica que

R(anb)=ht Rk (anb),
isto é,
g .
R (B) =h" R (B). (4.13)
Obtemos p (a,b,c) e ]77% (a Ab) em termos do campo 7-gauge de rota¢dao 2 (da estrutura

geométrica de Minkowski-Cartan).

Para ,Z (a,b, c) temos que

Z((yb,C) = [Davpa]c_p[a,b]c
= (a-09(6) ~b-09(a) ~ Q[a,B) +QAa) x Qb)) x
Plabe) = ((a-0Q)(b) — (b-92)(a) + Qa) X900 x ¢ (4.14)

Para ]77% (anb), utilizando o teorema de fatoracao de Rs, eq.(3.33),a eq.(4.14) e as identidades

multivetoriais BXx b=Brbe (BLb)-a=B-(aAb),com Be A*(U) e a,be A (U), temos
g g 9 g g
que

7
]%(a/\b)-(cAw) = Rs3(a,b,c,w)
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= —((a-992(b) —b-0Q(a) — Q[a, b]) + 2(a) 77>_<1 Qb)) 77>_<1 c) . w
= (a-09Q(b) —b-092(a) — Q[a, b]) + 2(a) X Qb)) - nlc A w),

n

renomeando ¢ — 7(c) e w — n(w), e recordando que 7? = ig4,

R (anb)-nlchw) = (a-020b)—b-02(a) - Q[a, b]) + Q(a) 77>_<1 Qb)) - (e Aw),
isto implica que
7 ]77% (and)=a-00(b) —b-92(a) — Q[a,b]) + Q(a) X Q(b). (4.15)

n

Introduzimos quatro campos extensoriais suaves sobre I/ associados & estrutura geométrica
de Einstein-Cartan.

(2) O campo (2, 2)-extensorial, B — R(B), definido por
7
R(B) =1 Rk (B), (4.16)

que chamaremos campo de gauge de Riemann.

(22) O campo (1, 1)-extensorial, b — R(b), definido por
R(b) = h™(0a) SR (a AD), (4.17)

que chamaremos campo de gauge de Ricci.

(747) O campo escalar R, definido por
R =h"(0) - R(b) = L™ (s A Op) - R(a D). (4.18)
(tv) O campo (1, 1)-extensorial, « — G(a), definido por
1
G(a) =R(a) — §h(a)7€, (4.19)

que chamaremos campo de gauge de Einstein.
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O campo de gauge de Riemann tem a propriedade fundamental

R(aAb) = a-99(b) - b-99(a) — [, b]) + 2a) x Qb) (4.20)

n

Prova:
A propriedade (4.20) é conseqiiéncia imediata da defini¢ao (4.16) e da propriedade (4.15). B

g
O campo escalar de Ricci R (associado a <./\/l4,g7 'y>) coincide com R, i.e.,

h=R. (4.21)

Prova:
A propriedade (4.21) pode ser obtida por simples manipulagao algébrica da eq.(3.35), uti-

lizando o teorema (4.1), a eq.(4.13) e a defini¢do (4.16), obtemos que

B o= g 0 AD) Rt (anb) = h'gh* (0, ADy) - hT R (a AD)

— B (0uAD) - B (aAb) = B (0. A dy) - R(aAD),

i.e., pela definicao (4.18), ]g%: R. A
Os campos (1, 1)-extensoriais de Ricci, b |—>]g% (b), e Einstein, « b—>é (a), associados &

estrutura geométrica de Einstein estao relacionados com os campos de gauge b — R(b) e
a — G(a) por equacoes andlogas, i.e.,

RO = higRO), (4.22)

Gla) = h'yg(a). (4.23)

Prova:
Por simples manipulagao algébrica da eq.(3.34), utilizando a eq.(4.13), a defini¢ao (4.16), a

propriedade (1.40) e o teorema (4.1), obtemos que

R®) = ¢740)s R (aAb) =g (8.)oh" R (anb)
g7 (0a) shTgR (a A b) = hin(nhh ™ nh™(9,) SR (a A b))

79



= hTU(h*(aa)—‘R(a N b))7

i.e., pela definicdo (4.17), ]g% (b) = RTyR(b).
Agora, introduzindo as eqs.(4.22) e (4.21) na definicdo (3.36) e utilizando o teorema (4.1),

obtemos que

g

(@) = ko)~ 5ol b= hiR() - Je@R

D=

= htyR(a) - %h*nh(am — (R (a) - %h(a)R),

i.e., pela defini¢do (4.19), e (a) = h'nG(a).

Os resultados obtidos acima podem ser interpretados como uma desmontagem de uma
estrutura geométrica de Einstein-Cartan em termos de uma estrutura geométrica de Minkowski-
Cartan:

B> O campo de gauge de distor¢ao h gera a métrica de Finstein ¢ e o campo n-gauge de ro-
tacao € (na estrutura geométrica de Minkowski-Cartan) e intervém portanto fundamentalmente
na forma geral do campo 2-extensorial de conexao da estrutura geométrica de Einstein-Cartan.

> O campo de gauge de Riemann R(B) codifica toda a informagdo contida no campo (1, 1)-
extensorial de Ricci ]g% (a), no campo escalar de Ricci ]g% e no campo (1, 1)-extensorial de Einstein

g
G (a), da estrutura geométrica de Einstein-Cartan.

Vejamos um resultado fundamental numa estrutura geométrica de Finstein-Cartan:

O campo escalar de Ricci R (:]!é) é um h*-divergente escalar do campo de gauge de Riemann

R(B),

R = h*(0a ADy)-R(anb)
= D50, A 0h) - (a-09b) — b+ 92a) — Q[a,b]) + Q(a) x Qb))
Ro= b(0aADb)- ((a-09)(b) = (b 09)(a) + Q(a) x Qb)). (4.24)

Observamos que R pode ser interpretado como um campo funcional escalar do campo de

gauge de distor¢ao h e do campo 7-gauge de rotagao 2 (e das suas derivadas direcionais -052).
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Trata-se do produto escalar de um campo funcional bivetorial de A por um campo funcional
bivetorial de Q e -092.
Essatiltima conclusdao serd muito importante mais adiante quando postularmos Lagrangianas

do tipo Hilbert-Einstein, para possiveis teorias de gravitagao.

4. Espaco-tempo de Minkowski-Einstein

A tripla <./\/l47g7 /\>7 onde M* & uma variedade suave de dimensio 4, ¢ ¢ a métrica de
Finstein sobre if C M™* e X é o campo 2-extensorial de conexao de Levi-Civita sobre U, serd
dita um espaco-tempo de Minkowski-FEinstein.

O espaco-tempo de Minkowski-Finstein é um espago de Riemann-Einstein no qual a va-
riedade suave de dimensdo finita ¢ M* (quadridimensional) e o campo extensorial métrico é
precisamente a métrica de Einstein g.

Ainda, o espaco-tempo de Minkowski-Finstein é uma estrutura geométrica de Einstein-
Cartan na qual o campo 2-extensorial de conexao é A (o campo 2-extensorial de conexao de
Levi-Civita).

Quando desmontamos o espago-tempo de Minkowski-Finstein em termos de uma estrutura
geométrica de Minkowski-Cartan, temos os seguintes resultados fundamentais:

0

> O campo 7-gauge de rotacao da estrutura geométrica de Minkowski-Cartan, digamos €,

é dado pela férmula

Q (a) = 070 A 00)[a h (5), 7 (0) (4.25)

onde [z,y, z] é o primeiro operador de Christoffel (associado a métrica de Einstein g).
> O campo g-gauge de rotacao do espaco-tempo de Minkowski-Einstein (como a estrutura

geométrica de Einstein-Cartan), digamos cg, é dado pela férmula
0 1 4
w(a) = —59 (Op N O:)A(a, b, c), (4.26)

1 1
onde A(a,b,c) = o (b-0g(c)—c-0g(b)—g([b,c])) = o ((b-0g)(c)—(c-0g)(b)), é notadamente
um campo 3-extensorial escalar (obviamente antisimétrico com relagao as segunda e terceira
varidveis).

0
Observamos que o campo bivetorial ) (@) pode ser interpretado como um campo funcional
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bivetorial do campo de gauge de distor¢ao h, das suas derivadas direcionais primeiras -0h e das
suas derivadas direcionais segundas -0 - 0h.
Portanto o campo escalar de Ricci na teoria de Einstein (i.e., do espaco-tempo de Minkowski-

0
Finstein), digamos R, passa a ser um campo funcional escalar de h, -0h e -0 - Oh.

5. Lagrangiana de Hilbert-Einstein no espaco-tempo de
Minkowski-Einstein
O campo de gauge de distor¢ao h (mais precisamente h*) é postulado como variavel dinamica

numa Lagrangiana de Hilbert-Finstein,

(0", -0h*, -0 - Oh™] = L. [h", -0h", -0 - Oh™] =R det[A]. (4.27)

0
R deve ser expresso como um campo funcional escalar de h*, -0h* e -0 - Jh™, i.e.,

R = L0, A0)- R (aAb)

= D000 (@00 (6)—b-00 (@) (@)D (@) x Q) (4.28)

n

0
onde o campo bivetorial ) (a) é expresso como um campo funcional escalar de h*, -0h* e -0-0h™.

det[h] deve ser expresso como um campo funcional escalar de h*, i.e.,

det[h] = detl[ = (4.29)

De acordo com o formalismo Lagrangiano para campos extensoriais sobre uma estrutura

29,31,45]

geométrical , a acao do campo de gauge de distor¢ao h* sobre « C M*, & o escalar real

0 0
S = /,C[h*,-é?h*,-é?-@h*] di¢
u

0
= / R det[h] d*¢. (4.30)
Uu
Supoe-se que a varidvel dindmica h* deve satisfazer o principio de agdo estaciondria, i.e.,
0
/ 5% L [h*,-0h*,-0-0h*] d*¢ =0, (4.31)
Uu
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para todo campo (1, 1)-extensorial suave w, tal que w5, =0 e -dw|y, = 0.

dpx € 0 operador variacional para uma variagdo com relagdo a h* na dire¢ao de w.

O principio variacional implica numa equacgdo diferencial funcional (equagao de Euler-
Lagrange) para a varidvel dindmica h*, chamada de equagdo de campo.

Assim, temos que resolver para o campo de gauge de distor¢ao h (atraves de h*) o problema

de contorno

/ 5 73 det[R]) d*¢ =0, (4.32)

para todo w tal que w|y, =0 e -0w|y, = 0.
Como sabemos, a solugao desse tipo de problema de contorno pode ser obtida seguindo

[29,31,45]

os métodos usuais do formalismo Lagrangiano que envolvem: férmulas variacionais, o

teorema de Gauss-Stokes i,e.,
/ d-adié = B -ad®S,, (4.33)
Uu ou

onde @ & um campo vetorial suave, e um lema fundamental?” da teoria de integracao.
Calcularemos a variagao da Lagrangiana de Hilbert-Einstein (4.27) com relagao a h* na
direcao de w, e depois determinaremos a equagao de campo para a varidvel dindmica h*. O
cdlculo que segue é nao trivial e serd apontado em detalhes.
Utilizando as regras de Leibnitz do operador variacional 6}, §{(®[¢t]U[t]) = (07 P[¢])V[t] +
O[t] (6 W[t]) e §Y(F[t] - GIt]) = (07 F[t]) - Glt] + Flt]) - (67G[t]), onde P[t] e V[t] sao campos
funcionais escalares, e F[t] e G[t] sao campos funcionais multivetoriais; na eq.(4.27), levando

em conta a eq.(4.28), temos que

WD A D) R (a Ab)det[h]) = (Sh™ (D A D)) R (a A b)det[h] +
(D A By) - (5% R (a A b)) deth] +
A

1 (8 A 05)- R (a A D) (8. det[]). (i)

2Tge fu A-X d*¢ = 0 para todo campo multivetorial A, entdio X =0 (X éum campo multivetorial identicamente
nulo).
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Obtemos uma identidade funcional para o produto escalar no primeiro termo da eq.(7),

(85 h™(00 A O3)) R (a A b)

(85 h™(00 A O3)) R (a A b)

(S5 * (0) A B* (D) + B* () A 8L (3h))- R (a A D)

(w(@ >Ah*<ab>+h*<aamw<ab>>-7%<aAb>

(@) A B (@) R (a AB) + (h (D) A w(@h))- R (a A D)
(h (@) A w(@,))- R (b A a) + (0 (3) A w(@,)- R (bA )
2(1* () A w(D ))-%(bm)

20(d,) - (h*(0) SR (bA a)

2w(d.)- R (a). (i)

Aqui utilizamos uma regra de Leibnitz de 6}, 6} (F[t] AG[t]) = (67 F[t]) AG[t]+ F[t]) A (8 Gt]),

onde F[t] e G[t] sao campos funcionais multivetoriais; uma propriedade de §, §{"t(a) = w(a) e

a defini¢ao (4.17) do campo de gauge de Ricci.

Obtemos uma identidade funcional para o produto escalar no segundo termo da eq.(¢),

B (D A 3y) - 6% R (a A D)

B (D A D) - 8% R (a A D)

0

DE(BH A BY) - 0ps R (B, A B,)
(85 A B") - 603, -0 Q (B,) — 5,09 (B,) +
(3,) % Q2(5,)

n

(3 N B") - (B, - 951 (8,) = B, - 951 0 (B,) +
B R (5) < QBT x5 2(5,)

%
0
Q

X X

(3" A BY) - (D, 8 © (8,)= D, 5 © (8,))

21% (3" A B)- D, 1 © (5,)

20 () - (W™ (5")3 D, 51 Q2 (8,)

2h°(5) Db 3 (B,). (i)

Nestas equacgoes utilizamos essencialmente a propriedade de comutagao entre ¢, e o operador de

derivada direcional a -3, §{(a-0F|t]) = a-d(d; F[t]), uma regra de Leibnitz de 8, 8y (F[t] x

n

Glt) = (6 F[t]) x Glt]1+ F[t]) x (8¢G[t]) ( x & o produto comutador na dlgebra métrica
77—1 77—1 1

=
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n~1), onde F[t] e G[t] sdo campos funcionais multivetoriais; e a definicio de divergente gauge®®
0 0
DX = h*(@a)_n D. X.

Ainda, podemos escrever o lado direito da eq.(#7¢), um produto escalar, como um divergente

0
escalar de um campo vetorial. Utilizaremos uma identidade do cdlculo multivetorial, D.X =
1

det [ h(0.det[h]h™! (X)), onde X & um campo multivetorial suave.
e

W) DA (8, = H7(8) - b et (6 G (5,))
= ey et 6 0 (5,)
= e (P e 6 6 (5,))
1

= qag P A B el (07 @ (5,)

= g A B, (e (0 3 (5,)
1 0

= e (BB - et BLT (B 2 (5,))

- __de‘g_[h]ﬂﬂ B, - D(3” s det[h]A (5% Q (8,)))
= _detl[h]a - (det[A]3 B (07 Q (8,)))-

i.e.,
1
det[h]

B (8") Dol Q0 (8,) = 9 - (det[h)d, b (5~ 2 (). (iv)

Agora, introduzindo a eq.(iv) na eq.(ii7) obtemos a chamada identidade de Palatini!®},

B (D, A Dy) - 6% R (a A b) = _Qﬁ[h]a - (det[R]D, k= (5% O (a))). (0)

Calculemos finalmente a variagao de det[h] com relagao a h* na diregao de w.
Utilizaremos uma regra da cadeia de 8}, §p(®[t]) = ¢'(P[t]) (6 P[t]), onde ®[{] é um

campo funcional escalar e ¢ é uma func¢ao real ordindria; e a férmula variacional &}’ det[t] =

0
28D, é o operador derivacio covariante na estrutura geométrica de Minkowski associada com o espago-tempo
0

0
de Minkowki-Einstein. ie., Do X =a-9X+ Q (a) x X.
n—1
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w(0dy,) - t*(a) det[t].

wedet[h] = &5 detl[h*]
1 %
= — ) Oy det[h”]
_ ‘(det[lh*])2w(8“) h(a) det[h"]
1
— det[h*]w(aa) h(a)
wedetlh] = —w(d,) - h(a)det[h]. (vi)

Finalmente, substituindo a eqs.(i?), (v) e (vi) na eq.(¢), obtemos a varia¢ao da Lagrangiana

de Hilbert-Einstein com relagao a h* na direcao de w

51 (R det[h]) = 2w(da)- R (a) det[h] +

2L g. (det[h]@aJﬁ_l( v Q) (a))) det[h] —

det[h]
(0 A 0): R (@ B)(w(Da) - hla) det[A)
= 20(0.) - (R (a) ~ Sh(a) R) detlh] — 20 - (det[4]0, b (57 §3 (a))

et (703 det[h]) = 2w(d,)- 5 (a) det[h] — 20 - (det[h]P, ok~ (5} Q (a))). (4.34)

0
No iltimo passo recordamos a defini¢ao (4.19) do campo de gauge de Einstein G (no caso
particular do espaco-tempo de Minkowski-FEinstein).
Levando em conta a eq.(4.34), o problema de contorno para a varidavel dinamica h*, pode

ser colocado como

/w(@a)- G (a) det[h] d'¢ — / 9 - (det[A]de ok (5 O () d'¢ =0,  (4.35)
U U

para todo w tal que w|,, =0e a-Jdw|,, = 0.
Utilizando o teorema de Gauss-Stokes com as condi¢oes de fronteira w|;,, = 0e a-0w|,, =

0, o segundo termo da eq.(4.35) pode ser integrado,

La«mmm@4uﬁéw»fs: detln) - 0,007 5 6 @) S,

ou
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/ué?-(det[h]@aJQ_I(ﬁ*goz(a))) die = 0, (4.36)

0
ja que 67 Q (a) = 0 sob as condicoes de fronteira w|;, =0 e a-dw|y, = 0.

Portanto, substituindo a eq.(4.36) na eq.(4.35) temos que

/M w(@y)- G (a) det[h] d*¢ = 0, (4.37)

para todo w.
Agora, devido & arbitrariedade de w, e recordando o lema fundamental (mencionado na
pag.(83)), obtemos finalmente que
G (a) det[h] = 0, (4.38)

i.e.,

g (a) = 0. (4.39)

Essa é a equacdo de campo para o campo de gauge de distorcdo h.

0
Todavia, recordando a relagao entre o campo (1, 1)-extensorial de Einstein, a —G (a), e o

0 0 0
campo de gauge de Einstein, a =G (a), (i.e., G (a) = hin G (a)), &
0
G (a) =0. (4.40)

Essa é a equagdo de campo para a métrica de Finstein!

6. Lagrangiana de Hilbert-Einstein na estrutura geométrica de Einstein-
Cartan
O campo de gauge de distorgao h (mais precisamente h*) e o campo 7-gauge de rotagao 2

sao postulados como varidveis dindmicas numa Lagrangiana de Hilbert-Finstein,

[h*,Q,-09] — L[h*,Q,-09] = R det[h]. (4.41)
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R & expresso como um campo funcional escalar de h*, Q e -0, i.e.,

R = h*(0.ADy) R(anb)
= D5(0. A 0h) - (a-09(b) = b-9(a) — Q([a, b)) + Qa) x Qb)) (4.42)

n

det[h], como na se¢dao 4.5, é expresso como um campo funcional escalar de h*, i.e.,

det[h] = detl[ = (4.43)

29,45,31]

O formalismo Lagrangiano[ para campos extensoriais sobre uma estrutura geométrica

implica numa acao dos campos de gauge h* e Q sobre Y C M*, dada pelo escalar real
S = / L[h*,Q,-09] d*¢ = / R det[h] d*¢. (4.44)
Uu Uu

De acordo com o principio de agao estaciondria, cada uma das varidveis dindmicas deve
satisfazer um problema de contorno, a saber:

Para a varidvel dinamica h*,
/ §Y LR, Q,-09Q] d*¢ =0, (4.45)
Uu

para todo campo (1, 1)-extensorial suave w.

Para a varidvel dinamica €2,
/ SELIh,Q,-00Q) d¢ =0, (4.46)
Uu

para todo campo (1, 2)-extensorial suave B, tal que B|,,, = 0.

O principio variacional quando aplicado nas varidveis dindmicas h* e €2 implica em duas
equacoes diferenciais extensoriais (as chamadas de equagoes de Euler-Lagrange) acopladas.

A solugao de ambos os problemas de contorno (4.45) e (4.46) ¢ obtida seguindo os métodos
usuais do formalismo Lagrangiano, i.e., férmulas variacionais, o teorema de Gauss-Stokes e o
lema fundamental da teoria de integracao. Os cdlculos que seguem serao apontados em detalhes.

Primeiramente, calculamos a variacao da Lagrangiana de Hilbert-Einstein (4.41) com relacao
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a h™ na dire¢ao de w, e depois determinamos a equacao de campo para a varidvel dindmica h*.

(B (00 A Oy) - R(aAb)det[h]) = (51h™ (D ADy)) - R(a A b) det[h] +
B (92 A 3y) - R(a A b) (81 det[h]). (i)

Para o produto escalar no primeiro termo da eq.(¢), uma manipulacao algébrica andloga a

ja utilizada para obter a eq.(i¢) na secao 4.5 fornece,
(037%™ (0a AN Op)) - R(a Nb) = 2w(d,) - R(a), (i7)

onde R(a) é o campo de gauge de Ricci (na estrutura geométrica de Einstein-Cartan).

O calculo de 8} det[h], j4 feito na secdo 4.5 (veja-se eq.(iv) ), fornece
e det[h] = —w(0,) - h(a) det[h]. (id7)

Colocando as eqs.(7t) e (¢7¢) na eq.(¢), e recordando a defini¢ao (4.19) do campo de gauge

de Einstein G, obtemos que

ie(Rdet[h]) = 2w(0,) - R(a)det[h] — Rw(d,) - h(a) det[h]
— 2u(dy) - (R(a) - %h(a)R) det[h]
SR Aet[h]) = 2w(dy) - Gla) det[h]. (4.47)

Introduzindo a eq.(4.47) na eq.(4.45), o problema de contorno para a varidvel dinamica h*

fica
/uw(aa) - G(a) det[h] d*¢ =0, (4.48)

para todo w.
De onde, pela arbitrariedade de w, recordando o lema fundamental (mencionado na pag.(83)),
obtemos que

G(a) = 0. (4.49)

Essa é a equacao de campo para o campo de gauge de distor¢ao h (na estrutura geométrica
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de Finstein-Cartan). Trata-se da mesma equacdao jd obtida na secdao 4.5 (no espaco-tempo
de Minkowski-FEinstein), porém, ela nao é uma equacao diferencial para o campo de gauge de
distor¢ao h.

Primeiramente, notemos que a eq.(4.49) é equivalente a equagao R(a) = 0.

De fato, tomando o h*-divergente escalar de G(a), temos que

Gla)=0 = R(a)~ Jh(a)R =0
= h(0.) - R{a) — %h*(@a) ()R =0
= R- 4R =0
=~ R=0,
isto implica que
R(a) = 0. (4.492)

A prova de que a eq.(4.49a) implica na eq.(4.49) também nao oferece dificuldade.
Expressemos a eq.(4.49a) em termos dos vetores canénicos de h (i.e., h(3%),...,h(3%)) e

dos bivetores canoénicos de Q (i.e., Q(Sy),...,2(8s)),

R(a)=0 & R(B,)=0

& W(F)R(B,AB,) =0,

i.e.,

RE(B*)a(B,, - 0Q(B,) — B, - 02(B,) +Q(B,) X Q(8,)) =0. (4.49b)

n
Trata-se de quatro equacoes multivetoriais acopladas, algébricas nos vetores candnicos de h
e diferenciais nos bivetores canonicos de 2.
Agora, calcularemos a variagao da Lagrangiana de Hilbert-Einstein (4.41) com relagao a

na direcao de B, e depois determinaremos a equacao de campo para a varidvel dindmica €.

5B (1" (9a A Bb) - R(a A b) det[h]) = h*(8a A By) - (BBR(a A b)) det[h]. (iv)
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Para o produto escalar no lado direito da eq.(iv), utilizando a propr. de comutagao entre
68 e a- 0, apropr. 65Q(a) = B(a) e a definigio do operador de derivagdo covariante D, (na
estrutura geométrica de Minkowski associada com a estrutura geométrica de Finstein-Cartan),

ie, Do X =a-0X 4+ Q(a) x X, temos que
n—1

h*(0a A Db) - (B§R(anb)) = B*(B*ABY)- (BGR(B, A B,))
= KB ABY)-(B,-0B(B,) — B, 0B(B,) +
B(,) x, Q3,) +Q(8,) x B(5,)
= 20(8" AB")-Dg,B(B,). (v)

Depois de algumas manipulagtes algébricas, o lado direito da eq.(v) pode ser escrito

b (8" NBY) Dy, B(B,) = B (B"AB")-B,-0B(B,)+ B, 0L (5" N B") - B(B,) +
(B A 57 (B) % BB)) = B, OB (" A BY) - B(B,)
= B0l (3" AB) - B(8,)) = (B, - 0L (5" A BY) +
n(SB,) x, k(5" A7) - B(B,)
= B, 078" AB) - B(B,) = 1B, - onl (5" A 57) +
Q(B,) X, nh™(5" 7)) B(S,),

i.e.,

b (B A BY) - Dp, B(B,) = B, 05 (6"ApBY)-B(5,))

—nDg,nh"(B* N B") - B(B,). (vi)

Ainda, o primeiro termo no lado direito da eq.(vi) pode ser escrito como um divergente

escalar de um campo vetorial, i.e.,

B -0 (8" ABY) - B(B,)) = 9 - (8,07 (8" A B") - B(B,)), (vid)

onde utilizamos a férmula do cédlculo multivetorial: 9-(3,4) = (3,-9¢, com ¢ um campo escalar.
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Depois de colocar a eq.(vii) na eq.(vi) e o resultado assim obtido na eq.(v), a eq.(¢v) fornece

finalmente a férmula variacional,

8§ (h*(0a A Oy) - R(a Ab)det[h]) = —2(yDg nh™(8* AB")- B(B,)
—0 - (B,h* (8" A BY) - B(B,))) det[h].  (4.50)

Introduzindo a eq.(4.50) na eq.(4.46), o problema de contorno para a varidvel dindmica €2,

fica

[ s, 5 13- BB, el a's
= [ oG a5 B, dep ate =, (4.51)
para todo B tal que B|;, = 0.
Todavia, o segundo termo da eq.(4.51) pode ser transformado facilmente de modo que
apareca a integral de um divergente escalar de um campo vetorial. Utilizamos a férmula do

célculo multivetorial: 0 - (a¢) = a -3¢+ (0 -a)¢, onde a é um campo vetorial e ¢ é um campo

escalar.

/M 0+ (B,7(8° A 37) - B(B,)) det[h] d*¢ = /M 0+ (B,h%(5" A B*) - B(3,)) det[h]) di¢
_ /M (3" A BY) - B(B,)B, - O det[h] d'c.
(viii)

Introduzindo a eq.(viit) na eq.(4.51), obtemos que

/M (14D, 7™ (B A B) detlH] + B* (8 A B*)B,, - Ddetlh]) - B(5,) '€ —
[0+ G ) B el ate = 0. (452)

para todo B tal que B|;, = 0.

Utilizando o teorema de Gauss-Stokes com a condi¢ao de fronteira BJ,, = 0, o segundo
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termo da eq.(4.52) pode ser integrado

[0t n 3 BEY deti) ' = 50760 A B, detlt] &5,
U ou

_ fgu WH(3" A 5Y) - B(B,) det[h] d°S,,
= 0. (4.53)

Portanto, introduzindo a eq.(4.53) na eq.(4.52), temos que

[ 0,15 7 5 dei] 157 1 513, - 0 derlh) - B(S,) d' =0, (4.54)

para todo B.

Agora, pela arbitrariedade de B, o lema fundamental fornece finalmente
1D ™ (5 A B) det[h] + h* (8% A 5”)5,, - & det[h] = 0,

isto é,
D, nh™(5" AB") = =(B,, - Oln |det[h])nh™ (5" A 57), (4.55)

ou ainda,

(B, - 01 [det[a][)nh™ (8" A B) + B, - Onh™ (5" A B") +Q(B,) x nh™(B* A37) =0 (4.56)
n

Essa é a equacao de campo para o campo r-gauge de rotacao 2.

Trata-se de quatro equacoes multivetoriais acopladas: diferenciais nos vetores canénicos de
h* (i.e., B*(8%),...,h*(3%)) e algébricas nos bivetores canénicos de Q (i.e., Q(By), ..., QB3)).

Encerramos esta secao, escrevendo mais uma vez as equagoes de Euler-Lagrange para os

campos extensoriais h e €2, em termos dos respectivos vetores e bivetores canonicos,

h*(ﬁu)—'(ﬁuag(ﬁu)_ﬁu8Q(ﬁu)+9(ﬁu) >_<1 Q(ﬁu)) =0
n
(B, - 01n |det[h][)nh™ (8" A BY) + B, - Onh™ (8" A BY) +Q(B,,) X nh™ (" AB7) = 0.
n
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Conclusoes

Neste trabalho colocamos as bases algébricas de um cdlculo em variedades suaves, comple-
tamente novo, chamado de cédlculo multivetorial e extensorial, baseado na dlgebra de Clifford
canonica dos multivetores associada a um sistema de coordenadas local sobre a variedade suave.

Mostramos principalmente que o cdlculo multivetorial e extensorial revela-se como a “lin-
guagem natural” na formulagao Lagrangiana da Teoria da Relatividade Geral (TRG') de Ein-
stein.

Formulamos trés modelos de espago-tempo: «a estrutura geométrica de Minkowski-Cartan, o
espaco-tempo de Minkowski-Finstein e a estrutura geométrica de Finstein-Cartan, baseados na
nocao de estrutura de espaco-geométrico sobre uma variedad suave ({(M, g,7), onde a métrica
g é compativel com a conexao v, i.e., Vg = 0).

Introduzimos dois campos (1, 1)-extensoriais métricos, i.e., simétricos e nao-degenerados: a
métrica de Minkowski 7, um campo extensorial constante, aparentado com o tensor métrico de
Minkowski 77, (mas que nao envolve as coordenadas Minkowskianas ct,z,y, z), e a métrica de
Einstein g, um campo extensorial aparentado com o tensor métrico g, .

Provamos a existéncia de dois tipos de campos extensoriais fundamentais numa estrutura
geométrica de Finstein-Cartan:

> O campo de gauge de distor¢do h, um campo (1, 1)-extensorial que codifica toda a infor-
macao contida na métrica de Einstein ¢, eqs.(4.1) e (4.2).

> O campo g-gauge de rotagdo w, um campo (1,2)-extensorial que codifica a informagao
contida na parte antisimétrica da conexao v, (um campo (1, 1)-extensorial aparentado com a
conexao linear da teoria cldssica de derivacdo covariante), eqs.(3.28) e (4.7).

Também neste espaco-tempo de Einstein-Cartan existe um campo (2, 2)-extensorial R(B),
chamado campo de gauge de Riemann, que codifica toda a informacao sobre a curvatura Rie-
manniana, eq.(4.16).

Demonstramos que a estrutura geométrica de Einstein-Cartan pode ser desmontada numa

estrutura de Minkowski-Cartan, no sentido seguinte:
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> A métrica g é uma distor¢ao (pelo extensor h) da métrica 7, eq.(4.1).

> A derivada covariante no espaco-tempo de Einstein-Cartan é uma distor¢do (pelo extensor
h) da derivada covariante na estrutura geométrica de Minkowski-Cartan, eqs.(4.9a) e (4.9b).

Na desmontagem do espago-tempo de Minkowski-Einstein (um caso particular de estrutura
geométrica de Einstein-Cartan) numa estrutura geométrica de Minkowski-Cartan, obtivemos
os seguintes resultados dignos de nota:

> O extensor n-gauge de rotacgao (02 (do extensor de conexao da estrutura geométrica de
Minkowski-Cartan) estd acoplado com o extensor de gauge de distorgao h, eq.(4.25).

B> O extensor g-gauge de rotagao @ (do extensor de conexao de Levi-Civita no espaco-tempo
de Minkowski-Einstein) estd acoplado com o extensor de gauge de distorcao h, eq.(4.26).

Formulamos uma Lagrangiana do tipo Hilbert-Finstein, na teoria da gravitacao de Einstein,
na qual o extensor de distor¢do h (e nao, o extensor métrico g) é postulado como a varidvel
dinamica. Obtivemos a equagao de campo para h, e mostramos que ela é completamente
equivalente & equagao de campo para g, eqs.(4.39) e (4.40).

Formulamos uma Lagrangiana do tipo Hilbert-Einstein para uma estrutura métrica de
Einstein-Cartan, postulando os extensores de distor¢ao h e rotacao 2 como varidveis dinami-

cas. Obtivemos as equagoes de campo acopladas para ambas as varidveis dindmicas h e €,

eqs.(4.49b) e (4.56).

96



Referéncias bibliogréaficas

1. C. W. Misner, K. S. Thorne and J. A. Wheeler, Gravitation, W. H. Freeman and Co.,
San Francisco, 1970.

2. W. A. Rodrigues Jr. and Q. A. G. de Souza, The Clifford Bundle and the Nature of the
Gravitational Field, Found. Phys. 23, 1456-1490, (1993).

3. Q. A. G. de Souza, Operador de Dirac, Fspacos de Riemann-Cartan-Weyl e a Natureza
do Campo Gravitacional, tese de doutorado, IFGW-UNICAMP, Julho 1992.

4. R. K. Sachs and H. Wu, General Relativity for Mathematicians, Springer-Verlag, Berlin,
1972.

5. W. A. Rodrigues Jr. and M. A. F. Rosa, The Meaning of Time in Relativity and
Finstein’s Later View of the Twin Paradox, Found. Phys. 19, 705-724, (1989).

6. A. Finstein, Zur Allgemainen Relativititstheorie. Part a, Preuss. Akad. Wiss. Berlin,
Sitzber 47, T78-789, (1915).

7. A. Einstein, Zur Allgemeinen Relativititstheorie. Part b, Preuss. Akad. Wiss. Berlin,
Sitzber 47, 799-801, (1915).

8. A. Einstein, Erkldrung der Perihelbewegung des Merkur aus der Allgemeinen Relativ-
itdtstheorie, Preuss. Akad. Wiss. Berlin, Sitzber 47, 83-839, (1915).

9. A. Einstein, Die Feldgleichungen der Gravitation, Preuss. Akad. Wiss. Berlin, Sitzber
47, 83-839, (1915).

10. A. Einstein, Hamiltonsches Prinzip und Allgemeinen Relativititstheorie, Preuss. Akad.
Wiss., Berlin, Stizber, 1111-1116, (1916)

11. D. Hilbert, Die Grundlagen der Physik, Kongl. Gesell.d. Wiss. Géttingen, Nachr.,
Math.-Phys., KI., 395-407, (1915).

12. A.S. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity, Chelsea Publ. Co., New York
(third edition), 1975, (first publ. by Cambridge Univ. Press, 1923).

13. 1. Porteous, Topological Geometry, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1981.

97



14. A. L. T. de Carvalho, Fstrutura Matemdtica das Teorias de Calibre, dissertacao de
mestrado, IMECC-UNICAMP, 1993.

15. M. Perdigao do Carmo, Geometria Riemanniana, Projeto Euclides, IMPA, 1979.

16. C. T. J. Dodson and T. Post, Tensor Geometry (second edition), Springer-Verlag,
Berlin, 1990.

17. N. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, Inst. of Phys. Publ., Bristol and
Philadelphia, 1990.

18. A. A. Logunov and M. A. Mestvirishvili, The Relativistic Theory of Gravitation, Mir
Publ., Moscow, 1989.

19. Y. Bozkohov and W. A. Rodrigues Jr., Mass and Energy in General Relativity,Gen.
Rel. Grav. 2, 813-819, (1995).

20. L. P. Grishchuk, A. N. Petrova and A. D. Popova, Exact Theory of (Einstein) Grav-
itational Field in an Arbitrary Background Spacetime, Comm. Math. Phys. 94, 379-396,
(1986).

21. S. V. Babak and L. P. Grishchuk, The Energy-Momentum Tensor for the Gravitational
Field, Phys. Rev D, 6102, 4038-4050, (2000).

22. . R. P. Feynman, F. B. Morinigo and W. G. Wagner (edited by B. Hatfield, with a
foreward by J. Preskill and K.S. Thorne), Feynman Lectures on Gravitation, A.Wesley Publ.
Co., Reading, MA 1995.

23. J. Schwinger, Particles, Sources and Fields, vols. 1 and 2, A. Wesley Publ. Co.,
Reading, MA, 1970.

24. S. Weinberg, Photons and Gravitons in Perturbation Theory: Derivations of Maxwell
and Einstein’s Equations, Phys. Rev. B 138, 988-1002, (1965).

25. S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, J. Wiley & Sons, New York, 1972.

26. N. Rosen, General Relativity on Flat Space, Phys. Rev. 57,147-150, (1940).

27. H. Poincaré, Sur la Dynamique de | ’Electron, Rend. C. Matt. Pal. XXL, 129-175,
(1906).

28. D. Hestenes and G. Sobcezyk, Clifford Algebra to Geometrical Calculus, D. Reidel Publ.
Co., Dordrecht, 1987.

29. A. M. Moya, Formalismo Lagrangiano para Campos Multivetoriais no FEspago-tempo,

98



tese de doutorado, IMECC-UNICAMP, Abril 1999.

30. V. V. Ferndndez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, Covariant Derivatives on
Minkowski Manifolds, in R. Ablamowicz and B. Fauser (eds.), Clifford Algebras and their Ap-
plications in Mathematical Physics, vol. 1: Algebra and Physics, pp. 367-391, Birkhduser,
Boston, 2000.

31. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Lagrangian Formalism for
Multiforms Fields on Minkowski Spacetime., em publ. no Int. J. Theor. Phys. 40(1), (2001).

32. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Linear Algebra I-Canonical
Clifford Algebra of c-Multivectors, submetido a publ., (2000).

33. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Linear Algebra II-Extensors I,
submetido a publ., (2000).

34. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Linear Algebra III-Metric
Clifford Algebra of c-Multivectors, submetido a publ., (2000).

35. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Linear Algebra IV-Extensors
II, submetido a publ., (2000).

36. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Linear Algebra V-Extensors
III, submetido a publ., (2000).

37. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Multivetor Functions and
Functionals I-Multivector Function I, submetido a publ., (2000).

38. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Multivetor Functions and
Functionals II-Multivector Function II, submetido a publ., (2000).

39. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr. Multivetor Functions and
Functionals III-Multivector Functionals, em preparagao, (2000).

40. V. V. Ferndndez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, Multivector and Extensor
Calculus on Manifolds I-Covariant Derivative of Multivector Fields, em preparacao, (2000).

41. V. V. Ferndndez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, Multivector and Extensor
Calculus on Manifolds II-Covariant Derivative of Extensor Fields, em preparacao, (2000).

42. V. V. Ferndndez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, Multivector and Extensor
Calculus on Manifolds III-Lie Derivative, em preparagao, (2000).

43.V. V. Ferndndez, A. M. Moyaand W. A. Rodrigues Jr, Multivector and Extensor Calculus

99



on Manifolds IV-Exterior Derivative, em preparagao, (2000).

44. A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr., Lagrangian Formalism for
Multivector Fields, em preparagao, (2000).

45.A. M. Moya, V. V. Ferndndez and W. A. Rodrigues Jr., Lagrangian Formalism for
Extensor Fields, em preparagao, (2000).

46. V. V. Ferndndez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, Multivector and Extensor
Calculus Approach to Relativistic Theory of Gravitation, em preparagao, (2000).

47. V. V. Ferndndez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, Gauge Distortion and Rotation
Extensor Fields in Einstein-Cartan Spacetimes, em preparacao, (2000).

48. S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry, Int. Publ. (a
division of J. Wiley & Sons), New York, 1963.

49. F. W. Hehl, P. von der Heyde and G. Kerlick, General Relativity with Spin and Torsion:
Foundations and Prospects, Rev. Mod. Phys. 48, 393-416, (1976).

50. V. C. Andrade and J. G. Pereira, Gravitational Energy-Momentum Density in Telepar-
allel Gravity, Phys. Rev. Letter. 84, 4533-4536, (2000).

51. A. Lasenby, C. Doran and S. Gull, Gravity, Gauge Theories and Geometric Algebra, R.
Soc. Lond. Phil. Trans. Ser. A Math. Phys. Eng. Sci. 358, 487-582, (1998).

52. V. V. Fernandez, A. M. Moya and W. A. Rodrigues Jr, A Comment on a Gauge Theory
of the Gravitational Field, preprint CPTec-UNISAL (2000), http://www.cptec.br/stm, a ser
subm. a publ.

53. J. L. Anderson, Principles of Relativistic Physics, Academic Press, New York, 1967.

54. Q. A. G. Souza, Formalismo Lagrangiano e Leis de Conservacio, dissertagao de
mestrado, IFGW-UNICAMP, 1990.

55. B. O. Neill, Elementary Differential Geometry, Acad. Press, New York, 1966.

56. Y. Choquet-Bruhat, C. Dewitt-Morette and M. Dillard-Bleick, Analysis, Manifolds and
Physics, revised edition, North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1982.

57. P. Lounesto, Clifford Algebras, Relativity and Quantum Mechanics, in Gravitation: The
Spacetime Structure, P. Letelier and W. A. Rodrigues, Jr. (eds.), World Scientific, Singapore,
1994.

58. A. Lasenby, C. Doran and S. Gull, Gravity I - Introduction, in Clifford (Geometric)

100



Algebras, with Applications to Physics, Mathematics and Engineering, William E. Baylis (ed.),
Birkhduser, Boston, 1996.

59. A. Lasenby, C. Doran and S. Gull, Gravity II - Field Equations, in Clifford (Geometric)
Algebras, with Applications to Physics, Mathematics and Engineering, William E. Baylis (ed.),
Birkhduser, Boston, 1996.

60. D. Hestenes, Space-time Algebra, Gordon & Breach, New York, 1966.

101



