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RESUMO

Na primeira parte, apés um breve resumo da quantizacdo de campos, estu-
damos o problema das integrais divergentes na Eletrodindmica Quantica (QED) onde
consideramos como exemplo a polariza¢ado do vacuo. Apresentamos trés métodos de
regularizagio: Cut-Off, Pauli-Villars e Regulariza¢do Dimensional.

Na segunda parte, fazemos a dedugdo, com métodos da fisica estatistica, do
espectro de y-fluidos (0 <y < 2; v # 1), os quais sho importantes para a cosmolo-
gia. |

Para 0 < 4 < 1, obtemos uma divergéncia infravermelha, a qual é regula-
rizada utilizando o método de Cut-Off adaptado para a regido infravermelha.

Como casos particulares obtemos o espectro de Planck (y = 3) e do vacuo
(v = 0). Estes resultados concordam com aqueles que sdo obtidos a partir dos

principios da termodinamica.
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ABSTRACT

In the first part, after a brief summary of the quantization of fields, we study
the problem of the divergent integrals in the Quantum Electrodynamics (QED)
where we consider as example the polarization of the vacuum. We present three
methods of regularization: Cut-Off, Pauli-Villars and Dimensional Regularization.

In the second part, we derive, using statistical physics methods, the spectrum of
v-fluids (0 € 4 £ 2;4 # 1), which are important in cosmology.
For 0 < 4 £ 1, we obtain an infrared divergence, which is regularized by the

Cut-Off method adapted to an infrared region..

As particular cases we obtain the Planck spectrum (y = %) and the spectrum

of the vacuum (v = 0). These results are in agreement with those obtained from

thermodynamics.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal do presente trabalho é determinar o espectro de «y-Fluidos,
utilizando o método de regularizacgao de Cut-Off. Apresentamos no presente tra-
balho calculos feitos em diversos tépicos da teoria quantica de campos, nem sempre

encontrados na literatura.

No Capitulo 2 apresentamos o formalismo Lagrangiano, determinamos a equagao
de Euler-Lagrange. Além disso, apresentamos o Teorema de Noether assim como a

sua aplicacio ao campo escalar complexo e a invariancia da Ac¢ao sob transformacdes

de Gauge Global e Local.

No Capitulo 3 estudamos a quantizagao do campo de Klein-Gordon. Desenvolve-
mos a teoria na forma covariante, assim como a definicao do operador Numero de

particulas e os operadores de Criacao e Aniquilacao no espago de Fock.

No Capitulo 4 discutimos a quantizag¢io candnica do campo eletromagnético em
dois gauge. No primeiro Gauge, chamado gauge de Radiac¢io, quantizamos os dois
graus de liberdades fisicos do campo eletromagnético, ou seja, os modos transver-
sais. No segundo gauge, chamado Gauge de Lorentz, o qual é feito em forma co-
variante, consideram-se as quatro componentes do campo eletromagnético. Como
conseqiiéncia, o espag¢o de Fock fica com uma métrica indefinida. Um cancelamento

entre fétons longitudinais e escalares restaura os graus de liberdade fisicos (transver-

sais) da teoria.

No Capitulo 5 apresentamos a Teoria de Perturbacio para teoria quantica de

1



campos. Também apresentamos o Teorema de Wick.

No Capitulo 6 determinamos os propagadores para o campo complexo de Klein-
Gordon, o campo de Dirac e o campo eletromagnético. No Capitulo 7 apresentamos
os diagtamas de Feynman para primeira e segunda ordem na expansio da matriz
8. No Capitulo 8 determinamos as amplitudes de transi¢do ou elemento da matriz

S para diferentes processos na eletrodinamica quantica.

No Capitulo 9 fazemos um estudo do problema da divergéncia ultravioleta para o
caso da polarizacao do vacuo. Apresentamos trés métodos de regularizagao: Cut-Off,
Pauli-Villars e Regularizagao Dimensional. No primeiro método, além da polarizagio
do vacuo, apresentamos o Efeito Casimir em dimenséo 1, apenas para mostrar como

a técnica de Regularizagao de Cut-Off pode ser aplicada a outro fendémeno fisico.

No Capitulo 10 determinamos o espectro do 4-Fluidos, com métedos da fisica
estatistica. Para 0 < v < 1, obtemos uma divergencia infravermelha, a qual € re-
gularizada utilizando-se o método de Cut-Off adaptado para a regiao infravermelha.
Como casos particulares obtemos o espectro de Planck (7 = 3) e do vécuo (y = 0).

No Capitulo 11 apresentamos as conclusoes.



Capitulo 2

Formulacao Lagrangiana

Definimos o funcional agio (em notagao relativistica) como [3]:
S = [£(4,0,8,5")d". (2.1)

Suponhamos, que ¢ esta definido numa regiao R do espago-tempo, com fronteira
OR.
Vamos agora fazer variacdes nas coordenadas z* e no campo ¢, variagoes estas

que se anulam na fronteira JR, isto é ¢ = 0, éx* = 0 sobre dR, isto é:

z# — " = g* 4 fz* (2.2)

B(z) = #'(x) = $(x) + 64(a). (2.3)

A Lagrangiana (2.1) depende explicitamente das coordenadas z#. Isto acontece
quando o campo ¢ interage com uma fonte externa.

Definimos a variacgio total como {3]
¢'(z') = é(x) + Ag(x)
onde A¢, em primeira ordem em dz, é:
Ad(2) = 86(2) + (9,9(x))52"
A variagao da agao é dada por:
§S = ]L’.(cb',@,,,q&’,m'“)d“m' _ /L:(qs, 8,6, 74)dz
onde d*z’ = J(z',z)d'z e J(z2',z) é o Jacobiano da transformacao z — z'.

3



De (2.2) temos:

, dr' ) y
J(z',x) = det 5oy | = 14 9,(6x").

Mantendo so termos até segunda ordem, temos:

55 = [ £(8,9,6, 21 + 8,062 ~ [ £(6.0,8,2%)d'x =

f (6L + L8, (62"))d*z (2.4)
onde
. oL oL oc -
oL = a—¢6¢' + 300.9) 0(0.0) + 6—6:17 (2.5)
da equagdo (2.3), temos |
5(8,8) = 0,8(8). (2.6)
Substituindo as relagdes (2.5), (2.6) em (2.4) e colocando
O (Loz#) = gf‘&v + L£9,(6z*)
obtemos o seguinte resultado*
65 = / ¢ =5 0,(8¢) + D.(Loa"))d? (2.7)
O terceiro termo € uma dwergencm total. O segundo termo pode ser escrito
COMmo:
oL aL ac
—*a 6 —_ a —,“'-'-—6 “3‘ T 6
50,6 % = Mg ~ O o)

onde o primeiro termo também é uma divergéncia total.

Podemos escrever as divergéncias totais como integrais sobre a fronteira § R (Teo-

rema de Gauss). Portanto (2.7) se escreve como:

§8 = f (2~ ))}6¢~d“

+] 8(d”¢' 56+ Léz*)do,. (2.8)

Como, por hipétese é¢ = 0 e dz* = () sobre JR, entao o segundo termo em

(2.8) se anula e a condigdo que a agio seja estacionaria, 6§ = 0 implica, entdo, nas

equagdes de Fuler-Lagrange:

86, =" (2.9)



2.1 Teorema de Noether

Se a agao é invariante sob algum grupo de transformacgoes sobre z* ¢ ¢, entéo
existe uma ou mais quantidades conservadas, isto é, combina¢des dos campos e suas
derivadas que sdo invariantes sob as mesmas transformagdes [3].

Para comegar, vamos reescrever o termo de superficie na variacio da acao (2.8)

comao:

)}6opd*z+

68 = /R{aqb ”a(au)

oL i u
+j {M 69+ (0.9) §z*) — ( 58, g)00¢ ~ LL)6 Yo, (2.10)

onde a variagdo total é dada por
Ap =6¢+ (0.¢)0z".

No segundo paréntesis temos o que € definido como

Tensor de Energia-Momento

ar
O = 4§ 5“ 2.11
A T e (2.11)

Entao, vamos supor que a a¢do & é invariante sob a acao de um grupo de trans-

formacoes sobre z* e ¢. As transformacdes infinitesimais sao da forma:

bx* = XLow”

A¢ = &, 6", (2.12)

O numero de parametros infinitesimais depende da dimensao do grupo (na ver-
dade depende da dimensio da Algebra de Lie do grupo de transformacoes).
Se tivermos, além disso, um multipleto de campos ¢, as transformacoes (2.12)

generalizaim-se para
Aqb,- = tl),-jéw’.

onde z# e ®;; sdo, obviamente, matrizes.



Considerando as transformacdes (2.12) e assumindo que a agao é invariante sob
elas (isto é, 65 = 0} e também que ¢ obedece as equagoes de Euler-Lagrange (2.9)
obtemos de (2.10)

Ys ke e
LR(W@, — 04 XMVt da, = 0

onde trocamos & «— v, para por em evidéncia o fator comum éw?.

Como éw” é uma perturbacho arbitraria, obtemos:
: \¥ )

Hda, = 2.13
[, Jeda, =0 (2.13)
onde
oL
JH = - $, — O Xk 2.14

¢

Logo, do teorema de Gauss em (2.13), temos

J4d =/3J“d4 = 0. 9.15
aR Y Ty n pet,y, G & ( )

Além disso, como R é arbitrario, obtemos que
0, JF = 0. (2.16)

Vemos entao que J* é uma corrente conservada que aparece da invaridncia da
acdo & sob um grupo de transformacdes (infinitesimais {2.12)), e para campos ¢ que
satisfazem a equagado de Euler-Lagrange.

A partir de J¥ podemos definir uma carga conservada

Q, = f Jédo,,

onde a integral é tomada sobre uma hipersuperficie o tipo-espaco. Se tomarmos

esta hipersuperficie como sendo ¢ =constante, entao:

Q. = L Jod

onde a integral é tomada no 3-volume V,

A conservacao de (), segue integrando-se {2.16) sobre V arbitrario:
fv 00 I2E + [ BJidE =0, (2.17)
v

6



A segunda integral pode ser transformada numa integral de superficie, pelo Teo-

rema de (Gauss:
[ouidi= [ Jidov. (2.18)
Vv av

Como J! é fungdo do campo e de suas derivadas podemos fazer a hipotese extra
de qie os campos e suas derivadas se anulam no infinito. Com isto, como V é
arbitrario, se tomarmos AV “muito grande” a contribuigdo da integral (2.18) sera

nula e (2.17) fica como:
fl_._Q — (? / JDdS'.']_"‘ = ()
dt " ™ Py T '

Esta equacgiio nos mostra que a carga @, = [, JOd*Z é conservada, quando a
acdo é invariante sob num grupo de transformacoes sobre z# ¢ ¢. Lste é o famoso

Teorema de Noether. Na proxima segao veremos algumas aplicagbes deste teorema.

2.2 Aplicacao do Teorema de Noether

Determinaremos agora a densidade Lagrangiana geral, de um campo escalar

complexo ¢.

2.2.1 Campo Escalar Complexo

Um campo escalar complexo ¢ [1] temn duas componentes reais, isto é, se ¢, e

¢, sa0 dois campos escalares reais, podemos definir:

—\7": (61 + i),

" = \/—(9?51"@9?52)

Como a acao é real, a densidade Lagrangiana é entéo:

L(,0u0,¢",0"9") = (0,9)(0"¢*) — p* g™ (2.19)

Considerando ¢ ¢ ¢* campos independentes, as equagdes de Euler-Lagrange nos

dao duas equagoes de Klein-Gordon:

(O+u*)g=0

7



(O + p?)g™ = 0.

Observe que a densidade Lagrangiana (2.19) é claramente invariante sob as trans-

formagoes:

¢p—p=c"¢

¢t — Pt = e o*, (2.20)

onde A é uma constante real. Iista transformacio € conhecida como “Transformacao

de Gauge Global” ou de “Primeiro Tipo”. Na sua forma infinitesimal ela fica:

56 = _ihg

b¢™ = tAg". (2.21)
Portanto, a variacao nas derivadas fica:

§(0,¢) = —iAD,d

§(94¢*) = iAIH4". (2.22)

Como a transformacado de gauge (2.20) nao envolve dependéncia do espago-

tempo, na notagao (2.12) temos que

(A é o parametro éw em (2.12)).

As correntes conservadas, dadas pelo Teorema de Noether {equagao (2.14)), sio

entao

.o
b 0(0.9)

8
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o 0L
5= e T

A corrente total conservada ¢ entao:

ar . ar
50,6) Y5

(0ud™)
Substituindo (2.19) em (2.23) obtemos:

JE= g gt = (—ig"). (2.23)

JH =19 0" P — $O*9"). (2.24)
De (2.16) ja sabemos que esta corrente é conservada, e a carga conservada é dada
por:
_ 0t _ LO¢  0¢ |
Q= [ v =i [(¢5 ~ % )dV (2.25)

Note que a substitui¢ao ¢ «— ¢* muda o sinal da corrente {(2.24) (e da carga
(2.25)). Isto sugere que J* pode ser interpretada como uma densidade carga-
corrente, a menos de uma constante, e se ¢ é um campo correspondente a uma
particula de carga e, entdo ¢* é um campo correspondente a uma particula de carga
—E.

E um importante aspecto da teoria de campos relativistica que ela pode pronta-
mente acomodar um par de particulas com a mesma massa mas com cargas opostas.
No formalismo, entretanto, nada nos obriga a relacionar J* com a densidade de
carga-corrente que aparece na eletrodinamica. De fato, nosso formalismo pode aco-

modar qualquer atributo interno conservado, associado ao campo complexo ¢.

2.2.2 Transformacao de Gauge Local. O campo
Eletromagnético como um campo de Gauge

Quando fazemos uma transformagio de Gauge Global no espaco interno de ¢,
precisamos entao fazer a mesma transformagao (ou rotagao) em todos os outros
pontos a0 mesmo tempo [2].

Isto seria relativisticamente impossivel, visto que contradiz o Principio da Rela-
tividade: nenhum sinal {ou informacie) pode ser instantaneo. O tempo minimo

entre um ponto e outro ¢ o tempo que a luz viaja cntre eles.

9



Uma mancira de contornar este problema é abandonar o requerimento de que A é
uma constante e escrevemos A como uma func¢ao das coordenadas do espago-tempo:

A = A(x*). Tais transformagoes sdo conhecidas como “Transformacoes de Gauge

Locais” ou de “segundo tipo”.

Na forma infinitesimal (A < 1), temos:

¢ — ¢—1A¢

o que implica

5 = —iAo. (2.26)

Além disso

Oup — 09 — i(auA)‘?s - z'A(auQS)

o que também implica

8(8,¢) = —i(8,N)p — iA(D,u8). (2.27)

Similarmente temos

d¢* = tAo” (2.28)

§(04*) = iA(8*¢") +i(0*A)¢". (2.29)

Comparando estas tranformagoes de gauge locais com as globais, equagoes (2.21)
e (2.22) vemos que temos termos extras, i(J,A)¢ e :(9*A)@* respectivamente. Por
causa destes termos extras, por exemplo, comparando (2.26) e (2.27) no6s dizemos
que d,¢ nao se transforma covariantemente, isto €, néo se transforma como o préprio
campo ¢. Além disso, este termo faz com que a Agado nio seja mais invariante (sob
transformagdes de gauges locais). A razio disto é a seguinte.

A varia¢do da densidade Lagrangiana é claramente:

ar ()£ oL

6 ‘
A WML LA T ey

Substituindo as equagdes (2.26),(2.27),(2.28) e (2.29) em (2.30) obtemos:

5(9"¢*). (2.30)

6L = JH(B,A) (2.31)

10



onde a corrente J# é dada por (2.24).

Entao, comprovamos que a densidade lagrangiana nao é invariante sob trans-
formacoes de Gauge Locais. Para tornar a Ac¢ao invariante nds introduzimos um
novo quadrivetor A, que se acopla diretamente com a corrente J#, dando utn termo

extra pa.fa a densidade Lagrangiana C:
L), =—eJlA,. (2.32)

Ainda, nés impomos que sob transformacées de Gauge Locais o campo A, se

transforme como:
A=A = A, + EB“A =A,+6A,. (2.33)
De (2.32) e (2.33), temos “
0Ly = —e(6J)A, — J*(D.A). (2.34)

O dltimo termo da equagao acima cancela 6L na equagao (2.31), mas agora

precisamos cancelar o primeiro termo de (2.34).

Da defini¢io da corrente (2.24) e usando as transformagées ((2.26)-(2.29)), temos

que:
SJ* = 2¢¢%(G*A). (2.35)
De (2.34) e (2.35) temos entio:
6L+ 6Ly = —2e¢pd™(0*A)Ap. (2.36)

Noés temos, portanto, que adicionar ainda um outro termo para cancelar (2.36).

Este termo é dado por [2]
Ly =2 A, A" dg*.

Novamente devemos calcular a variacdo de £, levando em conta a lei de trans-
formacao de A, (2.33):

8Ly = 2eA,(0"A) ", (2.37)

Mas isto é o termo (2.36) com o sinal trocado. De {2.36) e (2.37) finalmente

temos:
L+ 8L+ 6L, =0.
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Entao a densidade Lagrangiana total £ + £, + £, é agora invariante sob trans-

formacoes de Gauge Locais.

Como introduzimos um campo A, que se acopla com a corrente J* (equacao
(2.32)), necessitamos ter uma densidade Lagrangiana que admita s6 o campo de
Gauge A, e que, além disso, scja invariante de Gauge.

Para isto definimos o rotacional do campo A, como:
Fo=0,A4,—0,A,. (2.38)
Este objeto é invariante de gauge, pois por (2.33) temos

-P'll — FHU

p

onde F), denota o campo transformado.
De (2.38) definimos a densidade Lagrangiana do campo A, como:

1
£3 = _EF‘WF;,W (239)

o fator —;} é necessario para se obter as equag¢des de Maxwell nao-homogéneas das

equagbes de Euler-Lagrange.

Somando todas as densidades Lagrangianas acima, obtemos a Lagrangiana total:
1
Lo =(0,9)(0"9") — W*9¢" — eJ* A+ € A A G" — L™ F,,

que podemos reescrever como

Lo = (0, + ieA,d)(9"0" — ieA"$™) — p2dg" — fzp‘ﬂ"Fm,. (2.40)

Se observamos as equagoes (2.19) e (2.40) vemos que J,¢ ¢ substituido por 4, +
1A, .

Definimos agora

Db = 8,0 +icAd (2.41)

DF™ = 3 ¢ — ieArd", (2.42)

que € conhecido como o acoplamento minimo ou Derivada Covariante dos campos ¢
e ¢* respectivamente. Diferentemente de 9,4 e 8*¢* , D, ¢ e D*¢* se transformam

de uma mmaneira covariante sob uma transformacio de Gauge Local, pois,
§(D,¢) = —iAD,¢. (2.43)
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Com as definigoes (2.41) e (2.42) acima, a lagrangiana total (2.40) escreve-se,

compactamente, como:
1
Lo= DupDH¢" — u2¢¢" = P Fy. (2.44)

E facil ver de (2.38) e (2.39) que I'** faz o papel do tensor campo eletromagnético,
que é antissimétrico e portanto tem 6 componentes, sendo 3 elétricas e 3 magnéticas.
O que fizemos acima, portanto, fol mostrar que o campo eletromagnético é um
campo de gauge, isto é, ele aparece naturalmente por imposicao de que a Acao seja
invariante sob uma transformagao de Gauge Locais. A, € denominado potencial de
gauge e ele acopla linearmente com a corrente J, com constante de acoplamento e,

que € a carga do campo ¢.
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Capitulo 3

Quantizacao Canoéonica do Campo
Escalar de Klein-Gordon

A quantizagio de um campo classico ¢ implica imediatamente em considera-lo
como um operador. Aqui nés vamos seguir as regras de quantizagao de Heisenberg

da mecinica quantica [4].
[, p;] = i6;;
onde (i, = 1,2,3)

[ft'vfj] - [ﬁiﬁﬁj] =0

ac b Py
P T ep; referem-se & posicao ¢

onde p; € 0 momento canonicamente conjugado
momento da particula, medidos no mesmo instante de tempo,

A hamiltoniana é dada por:
H = ijifj ~ L.
2

Em analogia com a Mecanica QQuantica, em teoria de campos, ¢(x) = ¢(Z,1)
tem o mesmo papel que Z(t) em mecanica de uma particula, ou seja, é uma variavel
generalizada, e descreve um sistema, com um namero infinito de graus de liberdade.

Portanto, o campo canonicamente conjugado (momento) ao campo ¢ é, em analo-
gia com a mecanica quantica, dado por:

| oL ac
7(z) — = - :
dp(z)  O(Bod(x))

As relagoes de comutagéo, sao neste caso

[¢(z), 7(2')])F = i6%(F — 2') (3.1)
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[¢(2), d(')]T = [7(x), 7 (2")]T =0 (3.2)

para tempos iguais, ou seja t = ¢t
Os indices F indicam que temos comutadores para Bosons e anticomutadores
para Fermions, respectivamente.

A Hamiltoniana ¢ dada por:

H = [Ha)ds

onde:

H(z) = n(2)dz — L£($,0,4)

é a densidade Hamiltoniana.

O processo de quantizagdo acima descrito € também denominado “Segunda

Quantizagao”.

3.1 Espacgo das Solucoes da equacgao de
Klein-Gordon

Quando a equacado de Klein-Gordon é interpretada como uma equagao de movi-
mento de uma particula encontram-se as seguintes dificuldades [3]:
(i) Existem solugoes de energia negativa.
(ii) A corrente j* néo fornece uma densidade de probabilidade definida positiva p,
como no caso da equagao de Schrodinger.

No entanto, se a equagao de Klein-Gordon for interpretada como urna equacao
de onda para um campo classico ¢(z), é possivel mostrar que a energia total do
campo dada por H = [ ©%d*F sera positiva.

A equacgao de Klein-Gordon € dada por
(O +m?)g(z) =0

cuja densidade lagrangiana é:

( 0,9)(0"¢) ~—¢'2( )-

O momento canonicamente conjugado é portanto



Agora que temos as variaveis de campo (operadores) ¢(z) e 7(x) podemos impor
as relacoes de comulacao canonicas. Mas isto nao parece levar a nada, inclusive
porque nem sabemos ainda qual é o espaco vetorial em que os operadores ¢(z) e
m(x) agem.

Obsérvamos que ao mesmo tempo que ¢(z) é um operador, ele também é uma
solucdo da equagdo de Klein-Gordon. Agora como a equacao de Klein-Gordon é
linear, o espago das suas solugdes S é um espago vetorial (de dimensao infinita).
Escolhida uma base neste espaco, qualquer solugao € uma combinagao linear dos
elementos da base. Portanto se f.(z) é uma base para S (cada f, € uma solugao

elementar de Klein-Gordon); entao:

8(z) = 3 Aufalz).

Nesta expressao temos duas obsefvagéés importantes:
(1) ¢(x) & um operador. Portanto ou A, ou f,(z) devem ter um carater operatorial.
A solucgao em teoria quantica de campo € que os coeficientes A, devem carregar
o carater operatorial, enquanto que a base de solug¢oes elementares f,(x) sao fungoes
usuais. |
(2) Numa teoria quantica precisamos definir o tamanho dos vetores. Isto é feito

definindo-se um produto interno no espago S. Para o produto interno ser completa-
mente definido, basta defini-lo numa base. Em geral o produto interno depende da

equacao de campo considerada.

Para o caso da equacao de Klein-Gordon o produto interno sera dado por:
(f,9) = [ 1*(2)i §o g(z)*3. (3.3)

AS .[.UH@E)ES fk(ﬂ?) = T\/;T"-E;Eeqikm, f;:(ilf) = \/(2—77‘1)FTMEEik$ formam urm Conjuntﬂ

ortonormal completo para o espago 5, com o produto interno dado por (3.3), onde:

gm+\fgz+m2:ku.

As fungoes fi(x) e fi(z) sdo denominadas solugGes elementares (ou modos nor-

tw

mais) com freqiiéncia positiva e negativa respectivamente. O célculo dos produtos

internos dio:

i

(fe(z), fur(z)) = 63(k — F),
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(felz), [i(x)) =0

—_

(fi(z), file)) = =83k — k7). (3.4)

Portanto, se ¢(x) ¢ solucao da equagdo de Klein-Gordon, entao podemos escrever

d(z) = [(a(k)fu(z) + al (k) fi () &F

ou

- | WE (a(k)e“ff‘ual‘( \e uu-) &F. (35)

Prova-se que as relagoes de 01't0gdnalidades*(3.4) sd0 independentes do tempo.
Os operadores a(k) e aj[(k) em (3.5) sao os coeficientes de Fourjer da expansio

de ¢(x) cm solucoes de ondas planas. Portanto elas sao obtidas como:

a(k) = (fe(z), d(z))

ot (k) = (6°(2), fulz)). (3.6)

3.2 Relagoes de Comutacgao e Espaco de Fock

Como vimos anteriormente, ¢(r), bem como n(zx), a(k) e aT(k) sao operadores.
No entanto, ainda nao definimos o espago em que cles operam. Quando impomos as
relagoes de comutagao para tempos iguais e expandimos ¢(z) em termos das solugoes
elementares fi(x) e f7(zx), podemos construir explicitamente um espago no qual os
operadores agem. Tal espaco é denominado Espago de Fock. Pela observacao,

podemos decompor o campo ¢(z) em suas partes de freqiiéncia positiva e negativa,

isto é:
$(a) = $(@) + ¢0(@) = [al (k) @) PE+ [alh)
As relagoes de comutagio dos operadores a(k) e an(k) sa0 dadas por:

la(k), et (k)] = 8(F - &)

[a(k), a(k)] = [a (k),al (K)] = 0. (3.7)
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Estas sao as rclagdes de comutagao, de um conjunto infinito (nao enumeravel)
de osciladores harmonicos desacoplados, e é a versao continua das relagoes de co-

mulagao:

. [a,at] =1

[a, a] = [ai,at] =10

para o oscilador harmonico. Vemos que cada modo k se comporta como um os-
cilador harmonico e portanto um campo fisico (livre) pode ser visualizado como um
“conjunto” de osciladores desacoplados (sem interagao).

Vamos agora descrever o espago onde os operadores agem. Este sera o chamado
Espago de Fock [7].

Em mecanica quantica a funcio de onda ¢(z) satifaz a condi¢do de normalizagao:

[v@wr @)z =1

Mais geralmente, podemos dizer que as fun¢oes de onda pertencem a um espago
de fungoes L2( R?), isto é, as funcgoes complexas em R? cujo quadrado é integravel.

Este espago € um Espago de Hilbert (espago de estados do sistema) cuja métrica é

dada por:

(flo)= |  F(@9(HdZ.

Este esquema pode ser estendido a teoria quantica de campos, no caso de campos
livres pelo menos. A construgao do espaco de Fock segue da mecanica quantica.

Em primeiro lugar, nds postulamos que o espaco dos estados de uma particula,
como na mecanica quantica, é um espago de Hilbert, H = £%(R*). A generalizagao

para varias particulas vem do produto tensorial, ou seja:
Hn
o € H®".

Agora, nés sabemos que particulas idénticas obedecem dois tipos de estatistica:

a de Bose ou a de Fermi. Para Bosons os estados do sistema de particulas precisa
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e para Fermions antissimétricos:

N 1 )
*C’u 65n = m Z(—'l) ¢’n(1":‘r(l)a ---,-Tir(n))~

T

Os operadores St sao operadores de projeciao no espago H®" das n-particulas,

pois satisfazem:

(fn, 5E¢u) = (SEdns bu)-

Portanto, os estados fisicos de n-particulas formam um espago de Hilbert, dado

por (+ para bosons, - para fermions):
HE = SE(HE),

Para descrever todos os estados de multiparticulas simultaneamente, definimos

o chamado Espago de Fock:

c0

F*=PH,

n=0
onde Hp = af), com a € € é um espago unidimensional definindo o vacuo (zero
particulas). Veja que neste esquema o vacuo foi postulado junto com a defini¢io do
espago de Fock. A existéncia, unicidade e a determinacao explicita do vacuo depende
da dinamica da teoria, isto é, da Lagrangiana. Em verdade, podemos construir o
espaco de Fock, aplicando o operador de criagao al no estado de vicuo (2 =

| 0}) varias vezes, criando estados com 1 particula, 2 particulas, etc. Um elemento

arbitrario de Fock ¢ dado por:
| ) =(0),] 1),]2),..) € F,
onde
| n) € HE.

O que queremos, entao, € achar um conjunto de operadores Hermitianos, tal que

os estados de multiparticulas sejamn autoestados simultdncos dos operadores deste

conjunto.
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Para este fiin definimos o operador:
N(F) = af (F)a(F).

Na teoria dos espacgos de llilbert, os autoestados (autovetores) destes operadores
formam uma hase,
| Seja | n(k)) € F um autoestado do operador N(k) com autovalor n(k). Temos

entao
N(k) | n(k)) = n(k) | n(k)).

Além disso, tem-se

Este operador N (k) é chamado Operador Nimero de Particulas, o que se justifica

em virtude dele satisfazer as equacoes:

3.3 Expansoes de Fourier e Relacoes de
Comutacgao

A expansio de Fourier (3.5) pode ser escrita como

#(e) = [(alk)fulx) + al (&) fr(o)) R, (3.8)

Observe que ela n3o é relativisticamente invariante,
Para conseguir uma expansao de Fourier relativisticamente invariante expandi-

mos ¢(z) como:

é(z) = / (TijEM[a(k)e“ik” + ol (k)eike)d k. (3.9)
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A diferenca com o caso anterior (3.8), é a presenca da constante M, que ¢é, em
principio, arbitraria. Para determina-la univocamente impode-se Invanancia Rela-
tivistica da medida da integral acima

i l il
d'k' = (27r)4Md k.

Para a equacio de Klein-Gordon temos a condi¢ido de camada de massa do campo

o(z), isto é:

Isto implica um fator §(k* — m?) na medida. Também impomos a condigao de
energia positiva para ¢(z), isto é, kg > 0. Isto implica um fator 8(ke). Também,
por conveniéncia, tornamos um fator adicional (27). Entao o fator M é formado de

3 fatores
M = ‘21r¢5'(k2 - mg)@(kg).

A expansao (3.9) fica escrita como

4(z) = | (%qa(k? ~ m3)O(ko)(a(k)e* + at (k)e=)d'k.

Esta representagao de Fourier em dimensio 4 pode ser escrita como uma repre-
senta¢do de Fourier em dimensao 3, e que ainda é invariante de Lorentz, mas nao é
manifesta. Nesta representagio teremos que a equagao (3.9) fica como:

d(x) = / nml__(a(E)c—““ + ol (B)eikn) 2k (3.10)
(27 )32w, | ) '
onde

— —+

a(k) = a(wy, k)

—

at(z) = aJr(wk, k).

Vemos que o fator (27} foi “necessario” para obter a medida da representagao

-

- . - - F] . » 3
de Fourier tridimensional com o niimero correto de fatores =—, isto &, 24
(27)? T (2r)T

Os operadores de Aniquilagdo e Cracao ficarn como

a(k) =/\/(27r)32wkf;(:r:)i o ¢(2)dPF
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at (k) = / J2r)2wid(z)i Do fu(x)d %,

Das expressoes anteriores determinamos as relagoes de comutacio de aT(k') e

a(k), as quais sao:

[a(F),aT(F1)] = (27)%2wi6%(k — i)

Estas relacgdes, por construgao, sao relativisticamente invariantes e a Hamiltoni-

ana € dada por:

H = /zl(z:fﬁ (af(z’é)a(ﬁ) + a(i&’)a’f(ﬁ)) &F.
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Capitulo 4

Quantizacao Canénica do Campo
Eletromagnético

4.1 O Gauge de Radiagao e de Lorentz

Em geral, quantizar campos sem massa apresenta dificuldades, [3][5}, como ¢é o
caso do campo eletromagnético, o qual tem duas componentes independentes, mas
¢ descrito covariantemente por um 4-vetor A,. Quando escolhemos duas destas
componentes (as fisicas) e as quantizamos, perdemos a covariancia requerida, Mas,
se desejamos manter a covariancia, teriamos duas componentes a mais. Consider-
aremos estes dois enfoques e veremos a importancia da invaridncia de gauge.

Sabhemos que o tensor de campo eletromagnético ¢ dado por
v = gt AV — 9% A%,

As equacdes nao-homogeneas de Maxwell no vacuo sao escritas como
OA” — 9"(9,4%) = 0.

Estas equagoes obtém-se do principio variacional da Lagrangiana (2.39).
Um campo eletromagnético dado, A, nio é unico, e, além disso, a transformacao

de gauge (2.33) deixa F,, invariante. Se escolhemos que A(z) satisfaz
DA(z) = —3,A",

“’”

obtemos que d, A" = 0. Retirando por simplicidade a “/”, vamos considerar os

potenciais A* que satisfazem
d,A* = 0. (4.1)
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Esta é a chamada condigao de Lorentz. Dizemos entao que A, esta no gauge de
Lorentz. A grande vantagem deste gauge é que ele é relativisticamente invariante.
F claro que a equacio (4.1) reduz o niimero de componcntes independentes de A*
de 4 para 3. Como o campo de radiacao tem apenas 2 graus de liberdades que séo
verdadelras variaveis dinamicas, temos que eliminar mais uma variavel. Como A,
e A ‘satisfazem a condigdo de Lorentz, entao OA(z) = 0. Portanto escolhemos um

A(z) que satisfaz:
aA
o=
o que implica:
, . | dA
¢’ = Ay = Ag+ HoA(z) = "¢ ¢ =0.
Portanto, escolhendo transformagdes de gauge apropriadas, podemos obter um

4-potencial A, que satisfaz:
¢p=0, V.A=0. (4.2)

Neste caso dizemos que os potenciais encontram-se no gauge de Radiacao (ou de
Coulomb). E facil ver de (4.2) que neste gauge o 4-potencial A, tem somente dois

graus de liberdades independentes.

4.2 Quantizagao Candnica no Gauge de
Radiacgao

No método de quantizacdo candnica, as regras de comutagio de Heisenberg sio
escritas com as variaveis dinAmicas da teoria. E facil ver, pela equacgao (4.2), que
Ap pode ser eliminada das equagdes de movimento. As dificuldades da quantizacio
candnica do campo eletromagnético originam-se justamente por se ter mais varidveis
do que os graus de liberdade independentes. Vamos proceder abaixo em analogia
a quantizagio de um campo escalar e vamos observar as dificuldades que aparecem
[6][3]-

Definimos os momentos canonicamente conjugados aos campos Ag e A;, para

t=1,2,3, como:



1t = il.:_ — _Ai+8A° = E'.
()A,‘

Impomos as regras de comutagao usuais
[AY(E, 1), [V (2, t)] = —[AY(Z, 1), B (2", t)] = i6;63(F — 7). (4.3)
Acontece que estas regras sio inconsistentes com o gauge de radiagao pois,

tomando a divergéncia de ambos lados, chega se a:

[V.A(&,1), E'(a, t)] = i0'6*(Z — o)
onde o primeiro lado é igual a zero, enquanto que o segundo é diferente de zero,
portanto as relagdes de comutagao (4.3) precisam ser modificadas.
A solugdo é substituir §;; por um tensor A;; de segunda ordem, simétrico. Para

- - - :
isto escrevemos 6*(Z — z’) na forma integral e reescrevemos (4.3) como:

1 .
A (F, 1), B (2)] = —ié; / k(8-S P
A1), B8] = iy s | o

Agora colocando §;; dentro da integral e substituindo-o por AY, um tensor de

segunda ordern, que depende de k, temos:

A1), (&), 1] = =iy 2;)3 [ ateEEAPE, (4.4)

Tomando a divergéncia ficamos comn

L d . - 1 .y i - sy
= N — AR Ltk A(F—x') g3
[V.A(Z, 1), B (2'),1] = 5L ]( Ei k:AY)e d k.

Como o lado esquerdo é nulo, o direito sé se anula com a condicao de transver-

salidade para AY | isto é:

3
Y kiAY =0,

=1

Para determinar A" observe que ele é um tensor e é fun¢ao das componentes k;.
Por outro lado, temos que o tensor mais geral possivel de segunda ordem, formado

com as componentes de k édo tipo:
AY = A(K*)8 4+ B(E)k'k.
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Agora impondo a condi¢@o de transversalidade e a condi¢io de que AY tem que
ser um tensor de projecao, obtemos univocamente
Likd

2

AY = 6 — (4.5)

Substituindo (4.5) em (4.4), a relacdo de comutagao fica como:

. ¢ e ' k'!k'-? P % —
4@ 0, B3, 1) = =iz [(69 = ),
(i

além disso, temos as regras de comutagao usuais
[AN(Z, 1), A (2", t)] = [EX(&,1), B (2, t)] = 0.

Agora, como estamos no gauge de radiagao, que ¢ um subgauge do gauge de
Lorentz, entao pela condigao de Lorentz temos que as equagdes de Maxwell tornam-

se:
OA* = 0.

Como no gauge de radiagiao ¢ = A° = 0, entao:

Esta é uma equacio de Klein-Gordon sem massa. Podemos escrever suas solugdes
como uma combinagio linear das solug¢des fundamentais e'** e e=#%. Qs coeficientes
devem ser vetores, chamados vetores de polarizagao que denotaremos como eM(k),
onde A é um indice de valor 1 e 2,

Escrevemos portanto

Portanto, para uma diregio de propagacao X i 08 vetores &*)(k) sdo transversais.

Eles podermn ser escolhidos ortonormais
eN(E). &N k) = ba.
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Como fizemos no caso de Klein-Gordon, definimos as [uncoes de base (fi, f7) e

achamos os cocficientes a® e a1 em termos das funcdes fi(x). Escrevemos entéo
(4.6) como

2
/ Z‘ﬂ ( M (k) fr(z) + o )J[( k) fr(z )) d*k. (4.7)
Nt 32k0 = |
Como (fx, f#) formam um conjunto completo ortonormal, podemos obter:

a(k /\/_‘3” ko f7(2)i Do TV (k). A(z)d*Z
a(mL ]\/ (27)32kq fi(x) o & (k). ( ) F.

Apds um calculo direto, mas laborioso, conseguimos as seguintes relagoes dc

comutacgao:

[aM(k), a™ (k)] = 2k, (27)3 80083 (k — K)

[ k), a) (k)] = [V (k), a®T (k)] = 0.
Por Gltimo, calculamos a energia do campo, isto é:
/(E?+B? V25 = f(A 4 (V x A))d*E
escrevendo (V x A)? como:
(Vx A)? = ~A.ViA
ficamos com
1 =2

H=g5 [(A - AV A7 (1.8)

Substituindo a expansao (4.7) em (4.8) obtemos, apés um longo, mas direto

calculo, que a hamiltoniana do campo eletromagnético é:

H= Zf4 o ( V(k)aM (k) + a1 (k )a(“\)(k)) &,

A fim de evitar a divergéncia da energia do vacuo fazemos um ordenamento

normal dos operadores. A hamiltoniana acima reduz-se entéo a

= 2/2 s (0 () (k)

Esta é, portanto, a energia total do campo eletromagnético, com polarizagao

transversais (A = 1,2), a qual é positiva definida.
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4.3 Quantizagao Canonica no Gauge de
Lorentz

Neste caso nds mantemos a covariancia, entao as quatro componentes de A, e

11, serao consideradas agora, e obedecerao as relagoes de comutagao covariante [6][3]

[Au(@), 1(@)] = ig,,6(F — 7 (4.9)

[Au(z), Au(2")] = (), ,(2")] = 0

onde g,, & o tensor métrico de Minkowski .

Nés imediatamente encontramos um problema, devido a lagrangiana (2.39) pois

termos
I’ =_—+ =0.
dAg
Assim, devido a Ag é impossivel satisfazer (4.9). Para fazer que I1° seja diferente
de zero precisamos mudar a Lagrangiana. Mas a nova Lagrangiana deve fornecer
as equagdes de Maxwell no gauge de Lorentz. No gauge de Lorentz as equagdes de

Maxwell se resumern a 0A, = (. Procuramos entio uma Lagrangiana que nos leve

a esta equacgao de movimento. Uma Lagrangiana possivel é:

1 ]
L= = FuF" - 5(@vuA”)2 (4.10)
Para comprovar isto fazemos os calculos respectivos e oblemos as seguintes
relagoes:
0L
= —GH AY ¥ A* — g ‘cr o ‘
B(O.A) + g (8,A™) (4.11)
50
9y,
dA,

Substituindo na equagao de Euler-Lagrange, obtemos
0A" =0, (4.12)

que € o que procuravamos. O termo extra —1(9.4)? em (4.10) é chamado termo de

“fixacao de gauge”.
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Agora usaremos (4.11) para determinar 1%, o que se obtém para ;1 ¢ v iguais a

zero. IKntao:
11° = —9,A°.

Mas esta equagao nao é adequada, porque no gauge de Lorentz, I1° = 0. A saida
deste dilema é postular que a condigao de Lorentz nao pode ser considerada como
uma identidade operatorial. Em vez disso, imporemos um requerimento majs fraco.

Para os estados fisicos | ¥), 0,A# tem valor esperado zero, isto é:

(U] 8,A* | ¥) = 0.

Por outro lado, a solugao da equacao (4.12) é dada por:

Ae) = | W ™ k) (ax‘(k)e—ikr + amf(k)e“w) &F. (4.13)
A=0

Neste caso os quatro 4-vetores de polarizacao €0, e, €2 e €{¥) tém a norma-

lizagdo invariante de Lorentz, (®) ¢ tipo-tempo e €(), (2 e €(® ¢ tipo-espaco, isto é:

€M) (V) = W

Agora suponhamos que o {6ton se move ao longo do eixo-z, entao temos k* =

(k,0,0,%) e

1 0 0 0
0 1 0 0
(0) _ (1) _ (2) _ (3) _
¢ o f’ ¢ 0 ¢ ] ¢ 0
0 0 0 1
COI1
k.elt?) — . (4.14)

Os [6tons com polarizagao €(® sao chamados {6tons “escalares”, com ¢ “longi-

tudinal” e com €' e ¢(2) transversais.
Agora vamos determinar [a{")(k), a('\)T(k’)].

Da equagdo (4.11) obtemos o momento candnico para p = 0

6£
1 2 0 2\ o
Y = 0—7—(00 ) = I"" — ¢"" (0, A).
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No entanto para v =0 e v =1, tem-se:

M° = — A0 4+ V. A, (1.15)

I = & A° — Ai. (4.16)

Da relacdo de comutagao (4.9) para v = 0 e usando (4.15) obtemos:

—

(AT, 1), (2, 1)] = ~[Au(F,1), A2, 1)) = iguob*(F — ). (4.17)

Para v =1, (1 =1,2,3), e usando (4.16),'temos

[AlZ, 1), (2, t)] = ~[A, (m t), Az’ t)] = g 63(F — ). (4.18)
Portanto de (4.17) e (4.18) podemos tér uma forma mais geral:

[AM(E': t)'} AU(I:'a t)] = iguu63(-'f - .II?’)

Por outro lado, como (fk, ff) formam um conjunto completo ortonormal, obte-

maos:

=3 [ Ve 2hofi(e)i Go (k) Aa)dE

.\)T Z/ /Zﬂ' Zkuf}. 80 E(\)H( )AH(I)([%&;_

As relacdes de comutagdo dos operadores at(k) e a("‘)t(k) sao dadas por:

[aM(k), a®T (k)] = —2(27 P kog™ 63 (F ~ F') (4.19)

[@®(k), a™ (k)] = [aMF (), aT ()] = 0

Os operadores de aniquilagao e criagao a(k) e aT(k) para A = 1,2,3, isto é, fotons
longitudinais e transversais, nao tém problemas e procedemos da maneira usual, mas

a relacao de comutacao para fotons escalares fica

[2@(k), a T (k)] = —2(27) kot (k — B7). (4.20)
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Aqui temos problemas porque o sinal negativo no lado direito, faz com que a
norma de um foton escalar seja negativa.

Por exemplo para o estado de uma particula

R U CI DL

temos que, usando (4.20) da:

(111) = _/(2%)1—32»%0 | f(k) |2 (0] 0)d’k.

Também, se calculamos para dois fotons escalares, teremos:

L

2(2) = (-2 [
212) (2r ?Qko (2 Y32k,

| F(RY IP] f(K') 1P (0 | 0) k.

Similarmente para o estado | n,), com ny fotons escalares obtém-se o sinal
(=1)™, ou seja, o Espago de Hilbert dos estados da particula (espago de Fock)
téem uma métrica indefinida. Portanto surgem problemas com a interpretacao da
mecanica quantica destes estados. Outra conseqgiiéncia é que o foton escalar fornece
uma contribui¢do negativa a energia, como veremos na continuagao.

A hamiltoniana é definida como:

H = [(Aa)l(z) - £(x))dF.
Substituindo as expressoes dos A, , I[* e a Lagrangiana, tém-se que
17 . . | L
H=— f(AMAM + (kA (OFAY))doE,

a partir da qual se obtém:

H= [ % = i M (£)aM (k) = aOF (k)a® (k))dOF. (4.21)

Vemos claramente que a contribuigao dos fotons escalares é negativa. No entanto,
se operador densidade do namero de particulas fosse definido para estes fétons, como
*Q(O)T(k)a(ﬂl(k-) e ndo como a1 (k)a® (k) e exigirmos que N | 1) =| 1), onde N é a
integral do operador densidade de niimero de particulas e além disso-introduzirmos

um sinal menos, ficaremos com

N1 = - [ G @ 0aO0ER [ o raa @
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o qual nos da
N |1y =],

Devemos dizer que o ponto importante neste calculo € o sinal negativo na definigao
do operador densidade de nimero de particulas o qual cancela o sinal menos da
relacao de comutacio (4.19). Daqui é claro que o operador Hamiltoniano (4.21) néo
pode ter autovalores negativos. Pode, por outro lado ter valores esperados negativos.

Por exemplo

(L[H|1) = F(&) 20| 0)d*k

./ (271' 32k

Uma maneira de evitar isto & emprega.ndé a condigao de Lorentz (chamada
condigao secundaria). Foi indicado que a condigdo 9,A* = 0 ndo pode ser consider-
ada como uma identidade operatorial, devido aos problemas com as relagoes de co-
mutagio (4.9). Relaxamos esta condigao, entao, impondo apenas que 9, A* | ¥) = 0
somente para os estados fisicos | V). Escrevendo A* em termos de suas freqiiéncias

positivas e negativas, temos:
9, A% | U) = (8,AM 4 5, A7) | ) = 0. (4.22)

Mas, como o operador de freqiiéncia negativa possui operadores de criagao, entao
nem o vacuo pode satisfazer esta identidade. Por outro lado, desde que Al+)# possui

operadores de destrui¢do, poderiamos ao menos exigir que:
+ -—
D AT | ) =0

que o vacuo satisfaz automaticamente. Entao, de acordo com isto, o valor esperado

de 8,A* no estado | ¥) ¢é zero; pois
(0] 9,4 | W) = (¥ ] A% | ¥) = (¥ | 9,4 | )" =

Esta condigao, formulada primeiramente por Gupta e Bleuler, resolve o problema

do valor esperado negativo para a energia do campo.

Substituindo (4.13) em (4.22), temaos:
3
Z k”ﬁfﬁ\)(l('\)(k) | w) =
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mas (4.14) implica
(F2a®(k) + kD) (k) | ¥) =
além disso temos k#e!®) = —k#e(}) portanto:
(a!V(k) —a (k) | ¥) = 0

Esta equacao nos mostra que nos estados fisicos estao misturados fétons longitu-
dinais e escalares. Eles nao admitem a existéncia de um so féton escalar. Obtemos

entao que
(W 1N (k)a® (k) | €)= (¥ | a@T (k) (k) | 9).

Portanto, as contribuicoes dos fétons longitudinal e escalar & Hamiltoniana (4.21)

se cancelam, deixando s as contribuigoes dos estados transversais.
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Capitulo 5

Teoria de Perturbacao

Até agora s6 temos estudado a teoria quantica de campos livres. Porém, um
estudo mais realista deve estar relacionado com campos que interagem. Neste caso
as particulas podem ser espalhadas, criadas ou aniquiladas. Isto exige solucionar

equagoes de campos nao lineares.

Na eletrodinamica quantica, por exemplo, € muito dificil a solugao da equacao
de campo ndao homogénea, com uma densidade de corrente do tipo ¥(z)y*¥(z).
No entanto uma solugio aproximada pode ser obtida por intermédio da teoria de
perturba¢io na representacio de interacao, onde, a hamiltoniana do sistema é di-
vidida em duas partes, uma correspondente aos campos livres e outra a parte de
interagao. O termo de interagdo é considerado como uma perturbacgao, se a interagao

e suficientemente fraca.

5.1 Representagao de Schrodinger

A evolugdo temporal de um sistema quantico na representagio de Schrodinger

€ descrita pelos vetores estado |a; t)s de acordo com a equagio de Schrodinger:

.0
35;‘“5’5)3 = H%|a;t)? (5.1)
onde /{° é o operador hamiltoniano, independente do tempo.

Nesta representagao, os operadores correspondentes aos observaveis fisicos sao

independentes do tempo.
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5.2 Representacao de Heisenberg

Na representagao de Heisenberg os vetores estado independem do tempo e a
evolu¢ao temporal das variaveis dinamicas do sistema sao dadas pelos operadores

de campo ¢(x) e H(2), os quais sao definidos como [4)

8" (z) = UT(1)$%(&)U ()

WH(x) = UT@OUS(@)U(1) (5.2)

onde U/(t) = e~f* é o operador de evolugao temporal para uma hamiltoniana inde-
pendente do tempo e ¢°(Z), I17(Z) sao os operadores de campo e campo conjugado
respectivamente na representacao de Schrodinger.

Para determinar a equacao de movimento de ¢”(z), primeiro derivamos este

campo comm respeito ao tempo;

d m, 0 femv ) 450z ] A 9
— = | =U{t : Ut t —Ut)]. 9.4
5o = (i) @+ vios @ (o (5.3
Derivando o operador U{t) com respeito ao tempo, temos
9 U(t) = HU(t)
i = -
ot |
A adjunta hermitiana é dada por:
2
ity =vtn
iUt = vl
onde HY = H.
Substituindo as equagoes anteriores em (5.3), obtemos a seguinte expressao:
J :
54" (@) = i O HU(t), 6" ()] (5.4)
Se definirmos HH = UT(t)HSU(t) como a hamiltoniana na representagdo de

Heisenberg, (5.4) fica da seguinte forma
d :
Td’ffﬁn(ff) - Z[I{Ha " (2)].

O mesmo pode ser obtido para o campo conjugado II(z), isto é:
d oy g TTH
mf[ (z) =17, 117 ()]
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Nas equacoes (5.2), observa-se que quando { = 0, obtemos:

¢°(%) = ¢"(Z,0)
15(z) = 4 (Z,0).

5.3 Representagao de Interacao

Consideremos agora a representacao de interacio, que ¢ “intermediaria” entre as
P G |
representagoes de Schrodinger e Heisenberg [4]. Nesta representagio a hamiltoniana

é dividida em duas partes: (na representagio de Schrodinger)
HS = HY + H}

onde Hy é a hamiltoniana do campo livre e Hf a hamiltoniana de interacio.

Definem-se, na representagao de interagao os seguintes operadores de campo:

H(7,1) = ez’HOStéS(f)ﬂmiH‘ft

(T, t) = eHot[5(F)e Hs
assirn como os vetores estado
|a; t)I = eiIIﬁgt|a; t)S.

Além disso, podemos obter a relagio de ¢/(,t) e |a; t)lr com 0s operadores de

campo e vetores estado nas representagbes de Heisenberg e Schrodinger, isto é:

¢I(f t) — Einﬁ'te_thqﬁ('E)ethE’_ingt

, . : 4

III(:Z" 1) = Ez‘HDS:P—:‘th(m)ea‘me—mgt
, : e

Id;t)I = ei!fﬁ‘;tewthla)'

Das relagoes anteriores observamos que as representagdes de Schrodinger, Heisen-

berg e de Interacio coincidem, para t = 0.
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. ) I . .
Para obter a equagao de movimento de |a;t)’, derivamos este vetor estado, com

respeito ao tempo e [azemos uso de (5.1), obtendo o seguinte resultado:
Z i : I
2 fast)! = (1) 1 (5.5)

Desta relagio ohservamos que a dependéncia temporal de |a; ¢}’ é determinada
somente pela hamiltoniana de interagao H'(t), na representacio de interacao.

Para determinar as equagdes de movimento para ¢'(z) e 1I’(z), seguimos os
mesmos passos feitos para o calculo da equagao de movimento de |a; t)’r, ohtendo os

seguintes resultados:

—as ) = —i[¢!(z); Hg)

d

&n () = —i[ll!(x), 1],

onde H} independem do tempo.

5.4 Operador de Evolugao Temporal

() operador de evolucao temporal U(t,ty), aplicado ao estado |a;tu)1 produz o

estado |a;t)’, da seguinte manecira [4):

la; )" = U(t, to)|a; to)’ (5.6)

onde, para t = to; U(lo, lo) = 1.

Além disso, o operador U({,, ¢} satisfaz a propriedade de grupo multiplicativo
Ut 1)U(L, to) = U(ty, to).

Para se ter a conscrvacdo de probabilidade, o operador U(t,ty) deve ser um

operador unitario.

Para mostrar isto, considcramos as seguintes relagdes

a5 1) = U(t, t)|a; )’

las 1) = U(t1, to)|a; o)
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destas equagoes obtemos:
la; ) = U(t, 1)U (11, to)]e; to)'.

Comparando agora com (5.6), obtemos por consisténcia da propriedade de grupo

multiplicativo

Ul(te,t) = U"L(1, 1p). (5.7)
Porém, isto ainda nao garante que U{t, o) seja unitario.
Entao, de (5.6) em (5.5), obtém-se que

d

CT.'?_EU(t’tD) = _Z‘Hf(t)U-(tatU) (58)

e a adjunta desta equagao

9

5 U1 (8 t0) = iUT (¢, to) Hit). (5.9)

Podemos multiplicar (5.8) a esquerda por UT(t,tD) e (5.9) a direita por U(t, )

e somando o resultado, temos

0

9 (vt to)u(t, ¢ ) —0

5 (Ut ta)U(t o)
portanto U]L(i, to)U(t,1p) € uma constante, e para t = tq
enlao

UT (2, t0)U(t, 1) = 1. (5.11)

Das equagodes (5.7) e (5.11) se garante que U(¢,1o) é unitario.

5.5 Expansao de Perturbacgao

Nesta segado determinaremos a expansio de perturbagao para U(t, 1) [4].

Da equacao (5.8), fazendo ¢t = t;, integrando desde {y até ¢t e usando a equagao
(5.10), obtemos:

i
Ult,te) =1 —i [ diyHi(t)U(ty,10).

in
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Podemos solucionar esta equagao, em forma iterativa, isto é:

t i .
[’r(t,lu) =1 - l] (ll'lll’[(fl) (l — ?/ (Hij(tz)Ij(tg,t())) .

to )

Ainda mais

i t1 , t
U te) =1 =i [ diydly(t) + (=) [ dt Hi(t) [ digHy(ts) x

Lo to g

t
y (1 i [" dtg,HI(tg)U(t;,,to)) |

in :
Podemos continuar este processo iterativo, indefinidamente, obtendo-se a seguin-

te expressao:

: t t (3]
Ult,to) =1—1 [ dicIli(ty) + (—wz')zf dty [ dtaHy(t) Hita) + ...
to tog

lo

t t1 1 ‘
+(—z')”/tﬂ dtI/t dt;.../t dtaHi(t) Hi(ts) .. Hi(t) + ... (5.12)

Para se obter uma forma mais conveniente, vamos estudar sd a seguinte ex-

pressao:

i i
I2=];0 dtl -/to dtg‘HI(h)H](tg)

onde fazemos t; — t; e ty — {1, obtendo-se

14 t1 t fa
/tdh/t cltng(h)H[(tg):/t dty [ divdly (1) Hy(t,).
0 [§]

0 to

Se definirmos

t ts ¢ t
/ dfg dtl = / dtg dt1®(f2 -— tl)
[47) t

to 0 7]

onde @(¢; —t;) € a [uncao degrau, entao, invertendo a ordem de integragao obtetnos

t iz t t
f dtg/ dit, =/ dt1/ di
to iy {o 1

portanto I, pode ser escrito como

a seguinte relacao:

o

¢ t ) .
I, = /t dty [ Hy(t) Ui(ta)dts = /t dty L Hy(ts) Hy(1h)dty
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ou lambém

t ty I t 3}
/ dt,/ H () H (ty)dts = rf dty [ Hi(t) Hy(ta)dts +
tg Y Ig 2 to

L

t t
+l/ dty [ Hi(t2)Hi(ty)dt,. (5.13)
2 N t1

0

Esta expressao pode ser escrita de uma forma mais compacta. Para isto intro-

duzimos o Produto-T ou Ordenador Temporal, o qual esta definido para bosons e

fermions como:

T{¢(z), d(<")} = { ﬁgi  $(2'), se, To > g

z'), qﬁ(m), se, 2y > 29 (bosons),

T{$(c), 4(z)} = { P, o

2
¢(z), se, 2y > xp (fermions).

Considerando a primeira integral em (5.13), do lado direito temos para ¢, > t;
Hi(t)H(ty) = T{H(t1)I(t2)}.

No entanto, na segunda integral para t; = ¢;, temos

Hi(t)Hi(t) = T{H(t2)H;(t:)}.

Logo (5.13), fica da seguinte maneira:

£ 1
/ dt, [ dtaHy () Hi(ty) =
i

0 to

lp

- g / di; ( / DL (1) Hy(ta) }dty + /t T{Hr(tz)Hf(tl)}dtz) . (5.14)

Mas, é obvio para o caso de bosons que T{H(t1)1;(t2)} = T{H[(t2)H((t1)}. O
caso de fermions nao apresenta problemas, porque as hamiltonianas H;(t) em geral
tém sempre pares de fermions. Assim o intercambio nas posi¢des de H;(t) sempre

tem um nimero par de sinais negativos. Portanto, temos que (5.14), pode ser escrita

como:

t 4y ‘ 1 t t
ftdtl [ dts Hy(t) (1) = é’ft dty [ dty T {Hy(t) Hi(t)).
0 0 0

lo
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Iista formula pode ser generalizada para n fatores da hamiltoniana de interacao,

) ta—1
/ fHI/ (“3.../ dt, Hi(ty).. Hi(tn) =
ty to

] ! i [ .
/ dtI/ dtg.../ AL T{H (1)) Hi(t)).
”! tgy ta 1n

onde_ll 3 2 N- T A

A prova desta expressao se faz por indugao.

Usando os resultados anteriores, (5.12) pode ser escrita como

Ult 1) = 1 ~'£/tdt1’1’{11;(t1)} Sl /;tdtl/ft dta T H () Hi(t2)) + ..

to 2!
(~iy

n!

t t _
+ /d:‘, dtg.../ At T{H (1) Hi(ta) . .. Hr(t2)} +
to tn Jin

ou podemos (‘xpresqé—la da Seguinte maneira:

t B
U(t, to) = ( dt;
n=1 to

to

4
. t dl‘n{]{](h)H}(tz)f{f(tn)}) (515)
ou, tnais compactamente,
U(t, tg) = T~ oo Mt (5.16)

Podemos ainda reescrever a forma de (£, ty), em termos da densidade hamilto-

mana de interacao H(z), isto é:

Hi(t / Hi(2)dPE

onde a integracao ¢ sobre todo o espacgo.

Logo em (5.15), temos

4
U(t, to) = T 1+Z e /tdn/t dts .. /m dtn{]H;(ml)d"aﬂx
- [} [}

< [ Hilw)dd. . [ Hile) )

ou
Ult,to) = T(1 + Z / d*z / d'z,y.. / d'z, {Hr(zy)

XH[(:L‘Q)...HJ(:ETL)}) (5.17)
onde diz = d*Fdt.
Portanto (5.16) pode ser cscrita como:

.t
U(f,fu) _ ].,e—v-:jto Hf(.’l?]d“.'r'
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5.6 Hipotese Adiabatica

O estudo da evolugiao temporal de um vetor estado |a; t;) até outro estado |a; ty)

para qualquer ordem da teoria de perturbacao, se faz mediante a fdrmula [4]
la; t) = Ult, to)|a; to).

Assumimos que o estado inicial é fixado para g — —oo0 e o estado final para
t — oo, por meio das fungoes de onda néao perturbadas. Qu seja, a hamiltoniana de
interagao para ¢ — +oo sera desligada adiabaticamente e os estados inicial e final

serdo representados por autoestados da hamiltoniana livre Hp.

Sejam estes estados [z) e |f), entdo a amplitude de probabilidade para que o

sistema fagca uma transi¢ao do estado |7) e tp — —oo ao estado |f) em t — oo é

dado por:
Sip = (f|U(c0, ~00)|%)

que ¢ chamada amplitude de dispersao ou elemento da matriz 5, onde a matriz S é
obtida de (5.17)

o o)

- S o
§ = U(-oo,00) = 14 35 i /_m d'z, /_md"xz..._[md**:ch{H,(ml)x

xHi(za) ... Hrlzn)}. (5.18)

Nesta equacgdo podemos observar que, ao aplicar a hipotese adiabatica, a matriz
S contém o termo chamado de autoenergia correspondente ao primeiro termo 1, o

qual esta presente mesmo no caso de particulas nao interagentes.

5.7 Decomposi¢cao em Produtos Normais

A equacdo (5.18) com produto temporal nao é adequada para se fazer calculos de
espalhamento. Uma maneira descoberta por Wick é decompor os produtos temporal-
mente ordenados em produtos normalmente ordenados, no qual todos os operadores
de destruigao encontram-se a direita de todos os operadores de criagao {4].

A identidade mais trivial é:

T{¢palz1)} =: da(zy) :
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Para obter um produto de tempo ordenado de dois campos multiplicamos a
expressao anterior pela direita por um operador de campo arbitrario ¢g(r;), para

ty < 1y, isto é:
{Toa(z1)}pr(22) = Mpal(zi)dp(z2)f=: da(z1) : dB(w2)
mas como qualquer campo ¢(z) pode ser escrito como
#(z) = ¢*(x) + ¢ (z)

entao

T{da(a1)ds(z2)} = ¢f(21)dh(x2) + dal(z1)dh(22)+

+67%(21)85(x2) + da(z1)d5(T2) (5.19)

todos os termos exceto ¢¥(z1)¢p(;) estao ordenados normalmente.
Este termo pode ser ordenado normalmente comutando (ou anticomutando)

¢u(z2) com ¢%(z), usando as relagoes:

[64(1), dp(22)]- = dph(21)dp(x2) — dp(x2)dh(21),

(93 (x1), dp(2)]s = df(z1)d5(22) + dp(w2) 9 (x1),

(0]

[¢h(x1), $i(2)]e = ¢hi(x1)pp(2) £ S5(x2)¢fi (1) (5.20)

O sinal (—) ¢ usado para bosons e o sinal (4) para fermions.
Observemos que (5.20) é um c-niimero, porque pode ser expresso em termos do
valor esperado do vacuo do ordenamento temporal dos campos ¢a(z) ¢ ¢p(xq), ou

seja para tp < t; temos:
(¢4 (21), ¢B(22)|2 = (O]T{@alx1)pn(x2)}|0). (5.21)
Substituindo (5.20) em (5.19), obtemos:

T{da(z1)¢p(x2)} = % (x1)dh(22) + ¢1 (1) 5 (22)+
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H[g4 (1), 952 s £ G5 (22)8% (21) + 83 (21) 05 (w2)
ou melhor ainda,
T{pa(z1)dp(x2)} =: galrr)dn(z2) : Hgh(x1), 65 (22))s. (5.22)
Levando (5.21) em (5.22), obtetnos:

1'{pa(x1)dB(z2)} = da(z1)pB(Ta): +(0

T{¢pa(x1)ps(z2)}|0), (5.23)

para o < ;.

Na equacdo (5.23) podemos permutar ¢4(x;) e ¢pp(z2), mas pela definicio dos
produtos ordenados normal e temporal esta equagdo é invariante sobre a permutacao,
portanto (5.23) é valida em geral.

Para obter a decomposigao do produto-T, de T{¢4(x1)dp(22)dc(z3)} multipli-

camos (5.23) pela direita por ¢c(x3) e considerando t; > t3 > {3, obtemos a seguinte

expressao:

T{da(z1)dp(x2)dc(z3)} =t dal(z1)dp(x2) : dc(x3) + (0T {pa(z1)dr(72)}0)do(z3).

Decompondo ¢c(z3) em suas partes de freqliéncias positivas e negativas, e subs-

tituindo no primeiro termo do lado direito da equacgao anterior, obtemos

T{¢a(x1)¢n(z2)dc(x3)} = dalz1)dp(22) : & (za)+

+ 2 pa(z1)p(z2) 1 dc(x3) + (0|T{pa(x1)dB(22)}|0)dc(xs).

O primeiro termo do lado direito esta ordenado normalmente, mas o segundo
termo nao. Para que seja ordenado normalmente, comutamos (ou anticomutamos)

sucessivamente ¢-(z3). Usando (5.21) obtemos:

T{¢A($1)¢B($2)¢G(-’Fa)} = ¢A($1)¢B($2)¢C($3) Do
+04(21) (0T {¢5(22)¢c(23) }HO) £ ¢a(22)(0|T{Pa(x1)dc(2a)}0)+

+éo(x3)(0[T{da(z1)pp(x2) HO) (5.24)

para, tl = tz = tg.
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Introduziinos uma notagao mais compacta, (chamada contrac¢ao), da seguinte

maneira:

¢a(z1)dB(z2) = (01T{Pa(x1)dn(22)}|0),

(que se 1& como a contragio de dala)) com ¢g(zsz).

Além disso, definimos o produto normal geralizado para mais de uma contracao:

:AB()EEF...JI&’IJI}zI...:zd::(JET..JIJ...:/&\’BM ...

i )

onde o sinal (+) ou (~) é fixado de acordo com o nimero de permutac¢oes dos

fatores de fermions necessario para ir do ordenamento (ABCDEF ... JKLM...)
ao (CE...JL...AKBMDF...), seja par ou impar.

Entao, (5.23) e (5.24) ficam como:

T{pa(x1)dp(r2)} =: pa(z1)dp(22) : + : palx1)dp(22) : .
L1

T{Cf)A(iﬂl)fﬁﬁ(sz)Qf’G(ﬂ«'a)} =. <f)A(~'1’1)¢5B(-’1’2)¢5C(333) b ¢A(-’1‘1)¢B($2)¢G($3) 4+
L |

+ : pa(z1)dB(z2)dc(zs) + + 1 dalzi)pr(22)de(xs) : .
L ] L

A férmula de decomposicao ordenada normal de T'{¢d4(21)dp(z2)dc(23)dp(24)}
é obtida, seguindo os mesmos passos feitos na determinacio de T'{da(z,)dr(x2)}

e T{da(z1)dn(z2)dc(x3)}. E facil ver que

T{ﬁf’A(-Tl)¢B(132)¢G(I3)Q5D(I4)} = ﬁl'?A(iEl)¢B($2)¢cr($3)¢m(m4) F+

+ : daler)pp(T2)dc(zs)op(zy) - + - 75;1(1?1)¢5B(3’2)j’50(11?3)¢u($4) Lt

+ todos os outros produtos normais com uma contracgao -+

+ 1 daler)dplza)de(es)dn(za) : + ﬁlf’A(-Tl)¢B($2)ﬁlﬁc(iﬂa)fi’5n($4) P+

+ todos 0s outros produtos normais com duas contracoes.
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Se, continuamos desta maneira, até ter um produto de n fatores, teremos:

T{da(r1)du(xz) ... ¢n{zn)} =: dalzi)dB(22) ... dn(24) 1 + (5.25)

+ todos os outros produtos normais com urmna contragao -+

+ todos os outros produtos normais com duas contragoes +

+'lt0dos os outros produtos normais com tres contragoes +

+ todos os outros produtos normais com quatro contragoes +

+ ...

Ou seja, a soma do lado direito contém todos os possiveis conjuntos de con-
tragoes entre pares de operadores. Esta relagio foi comprovada por Wick (1950), e

é chamado o Teorema de Wick.
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Capitulo 6

Propagadores

Neste capitulo, determinamos os propagadores para o campo complexo de Klein-

Gordon, o campo de Dirac e o campo eletromagnético.

6.1 Propagador do Campo Complexo de
Klein-Gordon

O campo complexo de Klein-Gordon, que descreve particulas carregadas é des-
crito pelos seguintes de campos [3]:

Bk

o —ikx b't ik:r
(‘271' dek ) + ( }

-

¢l (e )‘/(zd —{b(F)e™* + al (F)eit)

)3 2w,

onde a(k ) aT( b( k ) e fﬁ(k) sao operadores de aniquilagao ¢ criagao de particulas
e antiparticulas respectivamente.
Os campos ¢(x) e qﬁf(m) podem ser decompostos em suas partes de freqiiéncias

positivas e negativas, isto é:

B3k .

ot (x) zf(gw)fgg%a(k)e_‘“ (6.1)
Lk - ,

57(2) = [ Gy (Bl (6.2)
Bk -

¢T+(T) = (271')—{;%((’?) ~ike (63)
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e =
ot (x) :/(_,—,a,f(k-)e'*f. (6.4)

g

Por outro lado, os operadores a(k), uj[(l;), b(l:) e bJ[( ) satisfazem as seguintes

relacoes, de comutacao:

[a(R), af (k)] = [b(k), 6T (£)] = (21)%0 83k — &), (6.5)
la(k), a(k)] = [a} (k), ()] = (b(F), b(k")) = (6T (K), 8 (&")] = 0. (6.6)

Usando as equagoes ({6.1)-(6.6)), podemos obter as relagoes de comutagao seguin-

tes:
1 dalz . t R
972810 = g [ e TR, (6.7)
~(r f 2] = — 1 d> kewk(z'o—xu) -ik. (;z?—:t':")
[qs ( )?¢5 +( )] - (271_)3/2“% (6'8)

[6*(2), T+ (2)] = 167 (), ¢1~(2)]) = 0.

Introduzindo as seguintes definigoes

A+ N ? d:”_”: —iwg(zo—c)) ,ik.(F—F') 3 (
(o -y = (27)3 / n e ’ (6.9)
‘ d.}}; : i T 2
A (= o) = o [ g, e R, (6.10)

podemos expressar (6.7) e (6.8) como

(6% (2), ¢~ ()] = iA* (2 — o) (6.11)

(67 (2), T (2")] = iA™ (2 — o). (6.12)

Além disso, fazendo uso das defini¢oes (6.9) ¢ (6.10), podemos obter uma outra

relagdo de comutacao

—1 37 - , . .
), 8100 = (g5 [ e sen(in(an = 4), (6.13)

(2m)3 ) wy
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Se fazemos uso da seguinte definicao:

3L .o |
Ale—x') = — ! : /d Le‘k'(""f).se7z(wk(:[ro—;r(’))) (6.14)

Wi

entao, (f;.lii) fica como
[#(2), 61 (2)] = iA(e — ).

Observamos que A(z — z’) € uma fungao impar, que satisfaz o requerimento da

relagio de comutagdo [@(x), ¢(x')]. Além disso A(x — ') ¢ uma solugao da equagio

de Klein-Gordon {1].

(O 4+ m?)A(z ~ ') = 0.

De {6.14), para tempos iguais (zo = 273}, temos o seguinte resultado:

Al -2 Y= A(F-5,0)=0 (6.15)

Como A(z — z') é uma funcao invariante de Lorentz, pode-se verificar que a
equac¢io (6.15) vale para todo intervalo tipo-espaco isto é, para (z — z')? < 0 e
indica que os dois campos, com este intervalo de separa¢ao tipo-espaco, comutam.

Entao, se o campo é um observavel fisico, as medidas dos campos em dois pon-
tos, com uma separa¢do tipo-espago nao devem interferir; isto é conhecido como
principio de microcausalidade.

. - —iwi(z0—1zp) .
Voltando as equagdes (6.9) e (6.10), podemos expressar ¢ 5o = como uma in-

tegral de contorno no plano complexo kg [4], por intermédio do teorema dos residuos

de Cauchy {17], isto é:

e~ twk(xo—xp) 1 / ¢ —iko(zo—z()
c+ (ko — wi)(ko + wi)

onde o contorno Ct, é dado pela figura (6.1):

= . dk
2w 2me ¢

Além disso, temos



complex 4, - plane

Figura 6.1: Contorno C*
Portanto, A*(z — z’) fica cotno:

Aot 1 e'—ik(m—r')d4k
(J—HZ“WLW :

Para o caso de A~(x — z’), obtém-se a seguinte expressio:

1 e ik(z—2")

(27)% Jo- k2 — m2

d'k

A (xz—2')y=—

e neste caso o contorno C~ é dado abaixo:

Figura 6.2: contorno C~

Por outro lado, a fun¢io A(z — 2') pode ser representada pela seguinte integral:

Al L 1 E,—ik(m—.r’)d4k .
(z—a) = C(2m)t Je, k2 —m? (6.16)

a0



onde, o contorno C; é dado abaixo

Im k,

Figura 6.3: contorno C;

E facil mostrar que (6.16) & igual a (6.14).

Agora estudaremos a fungéo (ou propagador) de Feynman, (Ar), a qual é de
grande importancia na teoria quantica de campos, devido a sua utlilidade no desen-
volvimento da teoria de perturbagao covariante.

Observemos de (6.11) que a fungao A*{z — z’) pode ser escrita como o valor

esperado do vacuo de um produto de dois operadores de campo, isto é:
Az —2") = (0] H= )| 0). (6.17)
Da mesma maneira, de (6.12) temos para A~ (z — z’)
iA™(z — ') = —(0 ] 81 («')d(x) | 0). (6.18)

Se definimos o Ordenador Temporal ou Produto-T como (para bosons)
1. / . '
T{$(z)¢ (")} = T (z)oT(2'), se xy >
Pl (x')d(z), se zq < ).

Esta definicao implica que os operadores sio colocados em ordem cronolégica,
com o tempo crescente da direita para a esquerda.

Também usando a funcao degrau

I, se rq > a!

f" ] Pyl ..-0 v U

@(:ﬂn — .z.n) = { 0 ;
7

SQ Ig < Iy

o Produto-T pode ser escrito como:

T{4(z)8!(z')} = O(ao — i) d(z)d (2') + O(2)) — zo) o (¢)b(2). (6.19)

al



Definimos a funcao de Feynman Ar como o valor esperado do vacuo do Produto-

iAp(z — ') = (0 | T{¢(z)sl (')} | 0). (6.20)

Usando (6.17), (6.18), (6.19) em (6.20), obtemos

+ - -~
A;s(:z:—a:'):{ At(x —2'), se xq > x. (6.21)

—A~(x — z'), se xy < xy.
Significado de Ap(z — 2').
Observamos na equacao (6.20), para g > j,, o valor esperado do vacuo torna-se
(0 | o(z)ot(2) | 0). Podemos pensar que esta expressao representa uma particula
que foi criada em a’, propagando-se até x, onde é aniquilada. Da mesma maneira,
para zj > o, tem se que o valor esperado do vacuo é dado por (0 | qﬁ“m')qﬁ(m) |
0), que aceita uma interpretagao semelhante, isto é, cria em z, uma antiparticula,
propagando-se até z' onde € aniquilada.

Graficamente, esses eventos podem ser representados por:

tﬁ‘ﬂ'\rn

»

{a) &)

Figura 6.4: (a) xp > g, (b) 25 > o

As linhas tracejadas representam a propagacao da particula na direcio da flecha,
isto é, de z’ até x ou vice-versa. Daqui, Ap(x — z'), ou o valor esperado do vacuo,
pode ser referido como um propagador que é conhecido como o Propagador de
Feynman [1] para as particulas do campo complexo de Klein-Gordon.

Por outro lado, também podemos representar Ap(z — z') em sua forma, integral:

1 ‘,—ik(:r:wm")
Arp(z —2') = ‘ ik (6.22)

(27)4 Jep k% — m?2
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. .
onde o contorno Cp ¢ o seguinte:

ky plane

Figura 6.5: Contorno Cg

Para verificar que (6.22) leva a (6.21), completamos no caso zg > xj, o contorno
Cr com o semiplano inferior e portanto vamos a obter que Ap(x —2') = At(z —z’).
O mesmo acontece para o caso de x;, > zg, no qual completamos o contorno Cp com
o semiplano superior, ¢ obtemos que Ap(z — ') = A~ (x — 2').

Em lugar de deformar o contorno como 1ia figura (6.5), podemos deslocar os polos
uma distancia infinitesimal 7 do eixo real e depois que a integracgao for realizada,
toma-se n — 0.

Portanto, temos
k? —m? = k3 —wi —ic

onde € = 2wyn € uma quantidade infinitesimal.

A figura, neste caso, sera:

Im4,
I 3
complex 4, - plone
o
Ay " —( ?.— 'H?)
I - L T -
= Re &,
4
Ay = ?».-i‘q
Figura 6.6:
De onde:
A N 1 E—ik(;t:—:c') d*lk.
T —-1)= .
F( ) (27)3 / k2~ m? 4 e



Dehnindo

]

= Ap(k 23
k2 —m? + ¢ Ar(k) (6.23)
encontramos que
N 1 —iklz—z' 4 ‘
Apla — ) = g /CF e~ M=) A (k) k. (6.24)

A definigao (6.23), é conhecida como o propagador de Feynman no espago mo-

menlo.

6.2 Propagador do Campo de Dirac

O campo de Dirac, que descreve particulas de spin §, é descrito pelos seguintes

campos [3]:

=

[

6(w) = [ st 3 (baB e 4+ df RV,

'O a=1

?-I

- _ &k m 77() ik o) ~ikz
w(m)_fm)akom(m T (k) + da(F)V (k)e )

onde U(1:2) e V(1.2 530 os espinores de Dirac de energia posiliva e negativa.
Neste caso, também decompomos os campos em suas partes de [reqiiéncias po-

sitivas e negativas, isto é:




Usando as seguintes relagoes de anticormtagao:

—

10 53— B )b

T

(ba(k), b1, (K)} = {da(k), d],(K)} = (2n)

{ba(k), bor ()} = {da(R), dor(K)} = (B (K), B (K)) = {dJ‘ LK)} =

calculamos os seguintes anticomutadores:

3 m ﬂm : '
e, B @ = [ o (U i) e (62

o=l

onde os spinores de Dirac, satisfazem

2 , ' T

S U k)T (k) = (”‘k ! ”’) (6.26)
a=1 2m /;

? o, vk —m

S VIRV (k) = ( : ) - (6.27)
e 2m i

Assim, (6.25) fica comno:

Y oy t dk —tk{x—a'
{"/)j(‘r)ad) ( )} (t'}"() +7” zJ 22 ka‘f’ o ),

A integral da equagao anterior, pode ser substituida pela defini¢ao (6.9), isto é:
{ibf (x), 2, (")} = i(iv" 0 + m)i; A (& — &),
Omitindo os sufixos, ¢, 7, obtemos
(¥ (x), ¢ (&)} =it (x — 2'), (6.28)
onde
Stz = ') = (iv*0, + m)At(x - 2').

Da mesma maneira, usando (6.10), obtemos para ¥~ (x) ¢ ¥+($,) 0 seguinte

resultado:

(v~ (), %7 (")} = i8S (z — a") (6.29)

4 |

-
ot
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onde

§=(z — ') = (i9"9, + m)A~(z — '),
Além disso, também obteﬁms
{972, 8 (@)} = {¥*(2), ¥ (@)} = 0, (6:30)
Fazendo uso de (6.28) , (6.29) e (6.30) obtemos também
($(2), B(2")} = iS(z - o'},
onde
Sz—2)=8Y(z—2')+ 5 (z —2').

Substituindo nesta equacao as formas de S*(x —2') e §~(x — 2'), ela fica escrita
COmo
S(x — ') = (14", + m)A(z — z').

-

As formas integrais de St (z — 2') e §™(z — &) sdo0

1 / ddk ( /(‘ + nﬁe—ik(r—m')
c+

o ) — \
5z - 2) (2m)* . k2 — m?

] / ddk,(/k + ﬂlle—ik(rur’)’

(27 )4 k? — m?

S"(E — LIf') = —

onde os contornos Ct e ~ sao 0s mesmos casos anteriores.

Para S(z — «’) tem-se

Sz —2')

k2 — 2

/ d4 /k + 77? —:k(a:—.r')'
271'

Novamente, aqui C; é o mesmo do caso anterior.

Por outro lado, para o propagador Fermionico de Feynman, definimos Sg da

seguinte maneira:

iSr(z —a') = (0| T{(2)B(")) | 0). (6.31)

H6



Além disso, o Produto-T para o campo de Dirac é defimido por:
P P

—p(a’)p(x), se xo < .

T{y(e)d(z')} = { Ylx)i(a’),  semo >

IFazendo uso da [uncao degrau, temos

T{(2)iH(2')} = O(xo — 2p)p(x)(z’) — O(zh — zo)p(a'Yb(z).  (6.32)

Além disso, de (6.28) observamos que

S+ — ') = {0 | Bl | 0) (633
Da mesma maneira para S~ (z — a'), de (6.2;9), tem sc
§(x— ') = —(0 | B(=')i(z) | 0). (6.34)
Usando (6.32), (6.33) e (6.34) em (6.31) obtemos
Sr(z — ') = (i7*8, + m)Ap(z — ')

Sua correspondente forma integral é:

Se(z— ') = — / d'k; (Ftm)  —inte-s (6.35)
Cr

f 1 L N ’ 1
(2m)? 2 —m? +ae
onde a integracao €é ao longo do eixo real: —o0 < ky < +00, como na figura (6.5).
A equacao (6.35) é conhecida como o propagador do campo de Dirac.
Na figura (6.7) observamos o propagador do campo de Dirac em termos dos
diagramas de Feynman.
8 ’ - v it
Se xy > xf, entao o propagador (6.31) converte-se em (6.33) que pode ser inter-
o 5 . S-S : ' : AL
pretado como a criagdo de um elétron em ', propagando-se até x onde é aniquilado.
Da mesma maneira, se xj > Io, entdo, o propagador (6.31) converte-se em (6.34),
e pode ser interpretado como a emissao de um podsitron em x propagando-se até 2,
onde é aniquilado.
Note-se, nestes diagramas, que a flecha sobre a linha do fermion esta dirigida do
ponto associado ao campo 1 em 2’ até o ponto associado a ¥ em x, isto é, csta na

mesma dire¢ao do tempo para os elétrons e direcao oposta para os positrons.



tﬂmpﬂ

{a) (b)

Figura 6.7: (a)zy > xj, propagacao do elétron de z’ até .
(b)xgy > xo, propagacao do positron de x até z’.

6.3 Propagador do Campo Eletromagnético

O campo eletromagnético, o qual descreve campos de radiacao, € descrito pelo

seguinte campo [3):

37, 3
d'k \

Aa(®) = [ rvaggs 2o Ea(h) (a.\(k)e-mm Lo k)et—km) |

Suas partes de freqiéncias positivas e negativas sio:

da;‘c‘ 3 _

At} — A Mot A Ly Ltk ‘
A*(z) f(zﬂ),%o S ehRa ke (6.36)
_ &k LN A1y ik ‘
A, (z) _/(zﬂ—Bzh}’\:OEa(k)d (k)e™. (6.37)

Usando as seguintes relagdes de comutacdo (4.19) ;

assim como as equagoes (6.36) e (6.37), temos

dBE —t'k(:r:—;r')

[AI(J’):AE(“”)] = —gaﬁ/ WE ’

58



[AX (), Af ()] = [A (), A7 (2)] = 0.

I'azendo uso das relagdes anteriores, obtemnos:

' - &Pk ik.(F—7") A x
[Aa(z), Ap(2")] = 1gap f (—51?)_3:0_;:8 sen(wi{xo — xg)). (6.38)

Usando a equagao (6.11), podemos expressar (6.38) como:
[Aa(2), As(3")] = i Dag(z — o'

onde

Dog(z — 2') = —gopA(z — 2'). (6.39)

Também sabemos que a representacao integral de A(x — ') ¢ (6.16), mas para o

caso do campo eletromagnético, o féton tem massa zero, portanto (6.39) fica como:

Dos(z — ') = lim (~gapA(x — 2')).

=)

Como fizemos anteriormente, definimos o propagador de Feynman do féton da

seguinte maneira:

1Apap(r — 2') = (0| T{Aa(z)Ap(2)} | 0).

Portanto, seguindo o mesmo procedimento para o calculo do propagador de Feyn-

man no caso do campo complexo de Klein-Gordon, tem-se:

Dpap(e — 2") = lim (—gapArp(z — 2')). (6.40)

min—+(}

onde Ap(z—1’) é dado pela equacao (6.24), portanto Apaa(x —z') pode ser expressa

por:

Drapla — 2') = / d* ke~ %) Dp, o (k)

L
(27)*



onde

é conhecido como o propagador do f6ton no espago de momento.
A interpretagio fisica € similar ao caso complexo de Klein-Gordon ¢ neste caso

o propagador de foton ¢ representado graficamente por:

(a) k (B
W
Figura 6.8:
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Capitulo 7

Diagramas de Feynman

A aplicagdo do teorema de decomposigao de Wick (5.25) a expansao de per-
turbacao {5.18) produz o conjunto de todos os p-ossiveis elementos (f].5]¢) da matriz
S, para uma hamiltoniana de interacao Hy(z) dada.

Para cada produlo normal, tem-se um elemento de matriz § que pode ser re-
presentado graficamente por intermédio dos diagramas de IFeynman [1].
Por exemplo, na eletrodinamica quantica a hamiltoniana de interacao e dada

por:

Hi(z) = —c: p(a)v* A (x)(x) :.

De (5.18), consideramos a matriz & expandida como:

s=3 8"
n==(}
onde
n (_I)n e o e o
S - n! _/—oo (141171 ~/—oo dl-’ﬁ---/_m ddmnl {HI(‘I].)HI(LEQ)...Hf(ﬂ:n)}. (7.].)

Para o caso n = 1, temos

& = /: o\ T{H ()} = [_: dheyl'{—e: p(ay )y Au(zy)d(ey) -}

() teorema de Wick nos da que

oo _ oo -
/ dtryT{—e Py Au(ey () 1} = mr:?./ d'xy p(x)y A ()
— D o — (0
Se colocamos cada campo cm suas formas de freqiéncias positivas ¢ negativas,
entao ohtemos:

St = —e/ d":t:lﬁJr(ml)’y“A”""(.:r])1/)+(:r1) + e /_ d*r ™ ()P (20) A (1)

— 0
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(3 ¥

_C/“ ‘ﬂ”’lf'\u_(il‘l);EJF(»’!‘])'7“'?/‘+(il-'1) 1 t:/ ‘d‘*:nA,f(:m)'l/)“(;rl)'y"JJr(m).._

= — 10

—"E/m. A (e )y AT ()t () - r/_i diayp (e)v" Y (2) ALt () —

—
..

—e [: d'zip (x) A, (2T () — e fD; d'z 0 ()AL (2 ) (31).

A interpretacao de cada uma destas integrais da como resultado os chamados
Diagramas de Feynman [l1].

Primeira Integral: A interpretacio desta integral indica que no ponto x,
aniquila-se um positron, um elétron e um féton,

O diagrama ¢ o seguinte:

Figura 7.1: Aniquilagdo de um féton ¢ de um par.

Segunda Integral: A interpretacio desta integral indica que no ponto x
aniquila-se um positron, um féton e cria-se um positron.

O diagrama ¢ o seguinte:

Figura 7.2: Aniquilagao de um féton e espalhamento de um pdsitron.
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Terceira Integral: A interpretacao desta integral indica que no ponto x
aniquila-se um positron, um clétron e cria-se um {oton.

O diagrama é o seguinte:

'4

Figura 7.3: Criacao de um féton e antquilacao de pares.
g

Quarta Integral: A interpretaciao desta integral indica que no ponto ) aniqui-
la-se um positron, cria-se um positron e um foton.

O diagrama € o seguinte:

Xy r
Figura 7.4: Aniquilagao de uin foton ¢ espalhamento de um pasitron.

Quinta Integral: A interpretagio desta integral indica que no ponto 2z, aniqui-
la-se um clétron, um f6ton e cria-se um clétron.

O diagrama € o scguinte:

Figura 7.5: Aniquila¢do de um féton e espalhamento de um clétron.
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Sexta Integral: A interpretacio desta integral indica gque no ponto x; aniquila-
se um foton e cria-se um elétron e um positron,

O diagrama é o seguinte:

ot

Figura 7.6: Aniquilagdo de um foton e criagao de pares.

Sétima Integral: A interpretacdo desta integral indica que no ponto x; aniqui-
la-se um elétron e cria-se um elétron e um {oton.

O diagrama é o seguinte:

Figura 7.7: Aniquilagao e criacao de um elétron.

Oitava Integral: A interpretacao desta integral indica que no ponto z, cria-se
um pésitron, um elétron e um féton.

O diagrama é o seguinte:

IYigura 7.8: Criagao de um féton e um par.
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Devemos dizer que todos os processos descritos acima nao acontecem na reali-
dade, porgue nenhum deles conserva a energia e momento do processo [isico real,

na qual temn se A = () para foton e p? = m? para fermions, portanto [1]:

(f18t) =

Para obter processos reais, devemos considerar o termo de segunda ordem na

equagio (7.1), isto é [1]:

‘Szm(w

7;1[' Aol [ Ho(z ) H  (22)).

Usando, o tecorema de Wick, em T'{H,;(x{)H(x2)}, obtemos a seguinte expressao:

.2

§t= =5 [ e [ dhe s Blar” Aafan (@) Blaay Aplaa)ib(an) : -

o2
—‘;—' d“'tl/ dlzy P )y Asl (2 )P () v’ Ap(ag)p(ay) : —
Lt
e? oo, M A A 3
WE@T/ d*x d ey Idr(:rl)*‘y“/lf_v(ml)U;(;l‘;)ft/ﬂ(:vg)*y" Aﬁ(:lfg)“;/’(:r:;g) P
o o - o £3)
S el o o = i
~51 / d*ay dlxy (2 )y Az ()0 (@)Y Ag(a)b(zs) @ —
e | 1

22 poo e i
m%l— d“;m[ d*zr, w(:nl)'y“,ila( ):/(T,)l/(r;) ﬁzrﬁ(l'g)i‘,[’(d.g f

2 XN oo _ ) o ’
5/ d“‘u:q/ dir, fz,’.v(:rl)*y”‘,ﬂlflw(w,)'z[.*(:zrl)-aﬁ..'(mg)ﬁﬁifiﬁ(xg)tfa(:zrz) ;-

sz [ o] [} -
Wﬁ‘f‘f d4;1:1/ dizy zl,f( A, JI)TI["J 11 (e )y A,g xp)P(xy)  —
=] o (587 |

P fer o
e d"':cl/ Ay P(2)y* A2 ) (22) ¥ Ag(z )b () - (7.2)
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Vamos, entao, considerar todos os processos possiveis, para os seguintes estados

Iniciats:

[Le-1a=) s fle=Ler) s [le=14) 5 [letlq) s

“e+]e+>§ |1vlw>§ lle—)5 |1'v)3 € |U)'

Na equacio (7.2), a primeira integral nao representa nenhum processo fisico
real, e é igual aos processos descritos para n = 1, s6 que agora ¢ em dois pontos

independentes, x, e z,.

A segunda e terceira integral sao termos idénticos, como podemos comprovar, se

permutamos os operadores, isto €:

.;W(mf)'r“/ia(ml)w(m;)E(xz)‘rﬁAﬁ(mz)d)(:ﬂz) =
- |

i_/f;(if"—Z)’)fﬁAﬁf(ﬂﬂz)Ill (@2)p(21)7" Aalmr )P (21).

Quando se permutam os dois grupos ¥(z)y*A,(2)¥(x), se faz uma permutagio

par de operadores de fermions.

I'azendo x; — 2z, na terceira integral ¢ somando o resultado com a segunda

integral obtemos:

Sh=—e [ dhay [l Py Az )ble) P Ag(zapble) s (1.3

A equagao (7.3) tem uma contragdo de fermions, que é dada pela equagao (6.35),
que é o propagador de Feynman para o campo de Dirac e cotresponde a um fermion
virtual.

Para {; < #, podemos imaginar que um elétron virtual propaga-se de z; até x,.

Para t, « {5 podemos imaginar que um positron virtual propaga-se de x; até x,.

Estes dois casos paodem ser unidos e referem-se a um fermion virtual propagando-
se de z; (associado a ) até x, (associado a 1»). Além disso, (7.3) tem dois operadores
de fermions e fétons nao contraidos. [istes aniquilam ou criam particulas nos estados

iniciais e finals e sdo chamados particulas externas.

Colocando os campos (), ¥(z) e A(z) em suas partes de freqiiéncias positivas

e negativas, podemos obter do integrando de (7.3), a seguinte expressao:
P2 )y Aa(e)P(20)P(22)7" Ap(2)d(e2) 1=
I

66



P (@ AL @)V AL ()9t (22)iS(xy — 22)—
— 7 (22) P (217 AL (VP AS (22)iSF(x1 = 72)+
+97 A (227" AL (20) P (1) (22)iSr(m1 — w2)—
™ (22)7° A5 (22)P (21)7" AL (21)iSp(21 — @2)+
+7° Ag (20" Af (22§ (209 * (22)iSp (2 — 22)—
=~ (@) AL (2 (@)VP AF (22)iSp(ze — 72)+
+;TQAZ(331)’YﬁAE(-'I’i)K/Tr(wi)¢+(332)z'5'p(3-"«1 — T2)—
=¥ (22)y A (207" A5 (22)P (21)iSp(21 = 22)+
+ip (21)7 AL (2007 Af (22)1b ¥ (22)iSk (21 — 22)+
b (20)9 (22) 7" AL (21)7P A (22)i Sk (21 — 22)+
+ (e )P A (22)v AL (01 )T (02)iSp(er — @2)+
(@197 (22)7" AF (w2)7" AL (1)1 (21 ~ 22)+
o (2)y AL (@) Af (22 (22)iS k(21 — 22)+
4+ (217" A (21)0 " (w2)yP A (22)iSF (71 — x2)+
+ (@ )y AL (07" A (et (@2)iSk (@1 — @2)+

+b (2T AL (1) A (22)9 ™ (02)iSp(z1 — T2). (7.4)

Fscolheremos de (7.4) s6 os termos que contribuemn a processos fisicos reais,
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(¢) ESPALHAMENTO COMPTON (estado inicial |1,- 1)),

Para este caso necessitainos da parte de frequéncia positiva de ¥(x3), que aniquila
o elétron inicial e da parte de freqiiéncia negativa de 1(x,), que cria o elétron final.
Tem se o mesmo para A,(2;) e Ap(xs).

Iintao, os termos que contribuem a este processo sao:
2 [T o T 3 +
1 * —y :
S, = —e f d .1:1f dryp (1771 Sp(xy — 22)y" AL (1) A (@2) )T (2)
-0 —co

-

S, = —¢? /m d*z, - d'wap” (21)7*iSF(zq — xg)’yﬁAE(ng)Az(.’El)TZ)+(.'7?‘2).

Além disso, temos:

S%ve” > ye ) =S, + 5. (7.5)

Os correspondentes diagramas séo:

) X (B} £ ] {a}
¢ \ - > L £ —p— - o
Jz “'

{a) (8)

Figura 7.9: Espalhamento Compton.

(b)) ESPALHAMENTO COMPTON PARA POSITRONS (estado inicial
lle’f 1'7))

Para este caso, os termos que contribuem sao:

A 2 oo L oo 4 - v ‘ o 4 - + N o

S. = te /_ d'ar [ dhaa” (2077 iSk (1 — 227" A7 (20) Af (22)B " (22)
Sy = +e / e, / d o™ (€1)7%iS k(21 — 2277 A7 (22) A (21) 8 (22).
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Os correspondentes diagramas sao:

() (d}

Figura 7.10: Espalhamento Compton para positrons.

(¢) ANIQUILACAO DE PARES (estado inicial [1o+ 1,-))
O termo que contribui é:

S, = %2[ d4m1/ Az A7 (20 )7 1S r(T1 — )" A5 (22)B (21)F (22)  (7.6)

O correspondente diagrama é:

e

ey Y
Figura 7.11: Aniquilacao de Pares.

() CRIACAO DE PARES (estado inicial |1,1.))

O termo que contribui &

2 [ T, T v 3 ‘
S;=—e f d :1:1/ d'zoth (21)y"iSp(x) — x9)y ‘d)_(JTQ)AI(ﬂ?l)AE(T?)

— o — o0
ou seja, a amplitude do processo é dada por:
S¥yy — e et) = 5.

O correspondente diagrama é:
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S~

{al

(8}
b |

ce
Figura 7.12: Criagao de Pares.

Seguidamente, consideramos o quarto termo da equagao (7.2), isto é:

Sp= =5 [ dmy [T dty e Aul@ )9 (e B2y Aoazhblen) - (1T

Esta equagao tem quatro operadores de fermion nao contraidos, portanto o pro-
cesso que descreve é o espalhamento fermion-fermion. O termo de contragao féton-
foton, descreve o propagador de féton.

De (7.7), temos

: 5(501)7“/'%(3“1)1/)(-’1’1)ﬁ("vz)’yﬁfﬁ(xz)if’(mz) =

F (@) P (@)d " (22)779F (22)i Drap(zi — 22)—

—p(e2)V"F (@) (20)7°P (21)i Dpaplar — 22)+
+6 (227" (22) 8 (21)7° 90 H (21)i Dpap(ay ~ 22)+
+§ 7 (22)7" 7 (@28 (1) "% (21)i Drap(z1 — 22)~
=~ @)y % (@) (22)7 % (22)i Dpap(@) — 22)—
— (@) (@2)8 (w0)7" 0" (22)i Dpaplar — w2)+

3 (22)7"¢ ™ (20)9 " (e1)Y 9t (€2)i Drap(y — 22)+
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7 (27" P (@2 (22)Y* T (20)i Draplay — 22)+
+W(Ix)’¥“l/’+(:l;1)'t!_)+(:?‘-z)‘Yﬁ'd‘“L(:rfz)iDm,a(:n — T2)+
(2 (229 (22)7" 0 (21)iDpap(er — 72)—
— ) ()P (a2)9 (2 )Y T (22)iDFag(zr — T2)+
+ (2 )’Y"w—(i’z)?ﬁ’_(Iz)’yﬁw*’(#’l)iDF'aﬁ(-Tl — z3)+
+$T(:I?1)’YW)_(ilfl)%zﬁ(il’z)’Yﬁdf"'"(ﬂ?z)iDchxB(:f’l — T2)—

— P (2 )P (@) (22)7F (22)iDrap(zr — T2)+

FB (@) (@) ()% (22)i Dragler — w2)—

— i (x)VY (x4 )ﬂ;_ (;‘rrg)'yﬁdﬂ_(:rg)i Dpap(zr — x2). (7.8)

Da equacao (7.8) escolheremos s6 os termos que contribuem a processos [isicos

reals.

(¢) ESPALHAMENTO DE MOLLER (estado inicial }1.-1.-))

Neste caso o lermo que contribui ¢:

N 62 fe) o ‘ . ‘ '
Se = 5/_ /_ P (2 )Y (z)dbt (@)Y (@0)i Dpggl(ay — xq)d e dias.

Por causa da identidade dos eletrons, vamos identificar os elelrons iniciais e finais
com 1,2 e I',2' respectivamente, desta maneira da equagao acima temos guatro
contribuicées ao processo, mas estas quatro contribuigbes constituem dois pares
que sao diferentes s6 pela troca das variaveis de integracio ry < z,. Portanto,
considerando s6 um destes pares e multiplicando o resultado pelo fator 2, temos que

os termos que contribuem sao:
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Se= 45 [ [ Be T bt )y U ()i Dpoglr = 2,

/ ]m Pz P () ()P (22)i Dpap(y — x2)d zd s,

Onde, o sinal negativo é devido a estatistica de Fermi, na qual os campos sao
antissimeétricos, com o permutagao dos eletrons finais.

Entao:

Os correspondentes diagramas sao:

F 4
‘ y 1 1
e W 2'
‘l
2
2 l'z ‘2
(m) 2 (b)

Figura 7.13: Espalhamento de Moller.

(b) ESPALHAMENTO DE BHABHA (estado inicial |1,-1.+))

Neste caso 0s termos que contribuem sao:

2 spop oo _
Se = —%f_m [m 07 (22) 7" (22) @ (21)y Ut (21)i Dpap(zy — 72)d 2 d 2.
(3_2 oo oo ___ . | .
Si= g ./..m /_m 9 ()" (21) P (@)Y H (22)i Dpap(er ~ v2)d e 1d s,
Se = 2'/ / (zy)y* Y~ (.Tg)’l/) (x2)YP ¥ (21)i Dpag(21 — z2)d*z d* .

S = —2—'fm / P (xy)y Y (:Ifl)l/) {(zq)y ﬁ'l,b-*_(l:g)lDF‘Qﬁ(lfl — zq)d i d iz,
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Observa-se que a segunda e terceira integral constituem wm par que sao diferentes
s0 pela troca das variaveis de integracao x; ¢ x5, 1sto €, representam um mesmo
diagraina; isto mesmo acontece comn as outras duas integrais. Portanto consideramos

sO 5. e Sy, as quais serao multiplicadas pelo [ator 2, obtendo-se:

1 - . o) o ) ] - —+ . 4 /
Sy = —C‘)’/ / P ()7 (22)0 " ()P ()i Dpos(xy — z2)d 2y d 2,

- ~e o — o) — Tt ,
Ser = —6‘»2/ / D ()P (21)0 (22)¥P 0T (22)i Dpaplc, — xo)d*ayd*x,.
Portanto:
Sz(e"'e_ — c+€._) = S5+ S.. (7.10)

Os correspondentes diagramas sao:

*y

.l'z Xy

r2

(4') (ev)
Figura 7.14: Fspalhamento de Bhabha.
(¢) ESPALHAMENTO POSITRON-POSITRON (estado inicial |14 1,-))

Neste caso o termo que contribui é:

(’-2

S = 5 /_w /_-m 'l.[’_(mll)’yﬂ?/)u(;lfz)a-'_(;rl)"}fﬁ;/_.J.-l_(:Eg)'llD[i‘aﬁ(CEl — xg)d*z dixy.

Este caso ¢ similar ao caso do espalhamento de Moller, portanto os termos que

contribuem sao:

il

Sy = [, /_ d”lu’(‘r’l)'Yu"f’:a_'(-'lfz)aJr(ffil )’Yﬂw+($2)”}l?aﬁ(:r1 — xy)d v d ;.
S =+ 2 oo P00 ‘l/-’" i u/’_ MRS BTt D o — eV de !
g € ) .2:(131)'7 T.I;(l-).)d) (.L'l)"}’ ",é (I-z)?, chﬁ(-rl Il) T d 15,
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Os correspondentes diagramas sao:

)]

4y 2

Figura 7.15: Espalhamento Pésitron-Positron.

Consideraremos agora o quinto e sexto termos da equacao (7.2). Este caso é

similar ao caso do segundo e terceiro termos, portanto temos o seguinte resultado:

r

G == /_i da, /_Z d'z, : J(fﬂl)’Ya/lla(frl)lff’(fﬂl)}bﬂ(ﬁ)’vﬁfﬁ(mzﬂ’(ﬂ?z) b (7.11)

A equacao (7.11) tem dois operadores de fermion nio contraidos, pelo qual se

tem dois processos, isto €, um fermion no estado inicial e final, que pode ser um

clétron ou um podsitron.

Do integrando de (7.11), temos

: $(1’1)‘7“i4a(w1)¢’(ﬂ?1)_ff’ (ifz)‘Yﬁfilﬁ(mz)d?(-Tz) 1=

¢+($1)’7“i5F(-’L‘1 - $2)7ﬁ¢+(1’2)”)1“crﬁ($1 — T3)—
—b™(22)7*iSp(21 — 22)7* P (21)i Dpap(zr = 22)+
-l-@_(irl)’)fﬁzlSF(itl - 532)761/e’+(il'2)iDFaﬁ(-Tl —22)+

+ ()Y iSF(21 — 22)779 7 (22)1 Dpap(@1 = 72).

De (7.12) escolhemos o termo que contribui ao seguinte processo:
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AUTO-ENERGIA DO ELETRON (estado inicial |1,-))

De (7.12). temos

S e s eT) = _(.;2/ d'z, / d*oa (29)Y 1Sk (21 — T2)y " (22)
L . o

— 0 bl

o0

xiDgag(z1 — 3). (7.13)

A equagio anterior representa a modificagao das propriedades de um elétron nu
devido a sua interagdo com o campo eletromagnético. E um processo que converte
utn elétron nu em um elétron fisico. Esta interacio muda a energia do sistema, isto
é, a massa do clétron {isico quando comparada com aquela do elétron nu.

O diagrama correspondente é:

Figura 7.16: Auto-energia do Elétron.

Considerando agora o sétimo termo da equagao (7.2), temos

y g2 foo 30 . __
83y = _g.[—m d*z, /ﬁm day i/)(:lrl)-y”/-la(:::,)?j)(:m)?f)(wg)’yﬁflﬁ(;vg)I,I[.*(:cg) . (7.14)

De (7.14), temos:

(1) A )0 (01 ) (2272 Ap(20) 1 (24) :=

—1Sp(xy — w1) 7 iSE(21 — T2)Y A (42) At (21) -
—1Sp(xe — 1)y tSF(2y — CI:Q)')‘ﬁAE(.'ITg)Az(II)—

—iSp(zy = T )75 F (71 — 22) 1P AT (1) A (2) —
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e o ? 4— - ‘
—~18p (g — )y iSp(ry — 22 )7 AL (21) Aj (). (7.15)
De (7.15) ecscolhemos o termo que contribui ao seguinte processo:

AUTO-ENERGIA DO FOTON OU POLARIZACAO DO VACUO (es-

tado inicial |1,))

De (7.15), temos que os termos segundo e terceiro contribuem a este processo,
mas estes termos sao diferentes so pela troca das variaveis de integracdo x; « x4,

isto é, representam o mesmo diagrama. Portanto, considerando so um deles e mul-

tiplicando pelo fator 2, obtemos:

Sy — ) = 62] d*z, d*24iSp(2g ~ 21 )7 1SF(2) — 22)7” X
. — O

-

x A7 (z1) A} (2)- (7.16)

Na equacao (7.16), o foton pode criar um par virtual elétron-positron, que
posteriormente & aniquilado, devido a interacao entre o campo eletromagnético e
o campo elétron-positron. Um campo eletromagnético externo modificara a dis-
tribuicao destes pares virtuais elétron-positron, isto é, “polarizara o vacuo” da
mesma maneira que a polarizagao de umn dielétrico. Por esta razao, os diagramas de
auto-energia do f6ton sao chamados de polariza¢ao do vacuo.

O correspondente diagrama é:

Figura 7.17: Polarizacao do Vacuo.

Por iltimo, consideramos o oitavo termo da equagao (7.2)

SE = —;! ]_Z d*x, /_Z 'z, : F(:El)"}‘afla(ml)':{-’(il'])_jl[’(lrz)’yﬁ/‘ilﬁ(ﬂfg)l/)(mg) . (7.17)
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Este termo nao tem hinhas externas e, como consequéncia, nao causa nenhuma
transi¢ao. Para este caso. o estado inicial € |0).

A correspondente contribuicao ¢

! ¢ L % - " . ‘
St = w——/ dix, dizgtSp(y — 21)7* i Dpas(x1 — x2)Y 1Sp(x, — 24) (7.18)

O diagrama correspondente é:

Figura 7.18:
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Capitulo 8

Elementos da Matriz S

A matriz & gera uma amplitude de transicio (|1} — |f)) particular para cada
ordem dada na teoria de perturbagdo. Os estados |z) e |f) s@o especificados pelos
mommentos e spins da particula, além das propriedades de polarizagao presentes nos
estados inicial e final.

O calculo dos elementos da matriz &, com |z} e |f} especificando os autoestados
de momento das particulas presentes, correspondem a transformnada de Fourier dos
campos no espa¢o de momentos {1].

Para os propagadores, cstas transformadas de J'ourier sao dadas pelas scguintes

cquacoes:

1
(2)*

*‘(ffl);/;(fﬂz) = 19p(xy — 23) = /d'*pigp(p)e—ip(ml—rz),

\ o I 41 e ikl —
Aa(ml)Aﬂ(mz) — szﬁ(Il — T, = %;fdlkzDF.ﬁ(k)ﬁ k(21 —2)

onde

. p+m
b v = T
r(p) p?—m? e

_gnﬁ
k2 4 4e’

afry —
Dy (k) =
As expansoes de Fourier para os campos niao contraidos sio:
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airfp ) — d:,l:; E L (ke Vi1, —ikT 't . vy tkE
“”“/wﬂwmﬁxumuuk ik i)e)

h TN (FI_‘: m ‘f AT7Y ¢ Ly ik Yy —ke
?/’(J)—/(W%UZ (by(k)u (k)™ + d, (k)Y (k)e )

=1,2

Ay(x) :/ d;kzku i&_(\)l ( (k)e—ike 4 (L’\T(k)eik“”)

de onde as partes dec freqiiéncias posilivas e negativas dos campos sao dadas por:

3
= [ B s e

V0 y=1,2

[ &k m F OV (k) ek
@)= [ ey X, AV B,

_ Bk m
'+' E : —zk.r
d’ (27‘!‘ ‘3 ko dU(A ¢

| (13/;; 3 ik
Aﬂﬂ:/n ZﬂWmmwmk;

d:jE 3
A ()= | - (A) \'l' eikE
o (T) -/(‘271')32]6[) ZE” (k)a™' (k)

QQuando os operadores ¥T(z), b () e AT (&) sdo aplicados sobre |7), se obtém o

vacuo |(J). Vamos supor que os estados iniciais sdo os seguintes [1]:

|e"/;u) = bl(k)IU),
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letkv) = d} (k)]0),

) = af(k)]0),
pararvr=1,2 e A=0,1,2,3.
As expressoes da direita indicam como os estados podem ser obtidos.

Entao temos que
¥ (z)|ehv) = b, (KUY (K)e ¥ e k),
(27 )3ko |
onde 1t (x) tem esta forma, porque consideramos que o momento inicial e spin sao

conhecidos.

O resultado da equacao anterior é

U”(k‘)e"‘kww}.

¢J+(I)|Cukb’> = (271')3,60

Da mesma maneira temos para:

P (@)t Rv) = eV (ke o),

AFEIRY) = Gosgrel(kle o)

Por outro lado, quando os operadores ¢ (), 1~(z) e A;(x) sido aplicados sobre

|0}, se obtém o estado final |f).

Neste caso temos:

— d?k - tk:r: I
A @I0) = [ G 3 ek by,

onde as somatérias sao tomadas porque o momento final e o spin nao estio delinidos.
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8.1 Estudo das Amplitudes para Diferentes
Processos

(1) ESPALHAMENTO COMPTON(y + ¢~ — v+ e7) Neste caso, temos que:
O estado inicial : |2) = |7/-$/\) ® |e~pr)
O estado final : |f) = YR XY ® |e=p'v'),

e usando a equacao (7.5) obtemos:

(F15%(ve™ = e i) = (11Sali) + (F1Ssli).

O calculo do primeiro termo do lado direito da equagao anterior, é:

TN (AR ' m
(1Sali) = @r)'8" (0 + K —k = D) g 3 Y Ma

vi!=1,2 A\ N'=0,..3

onde

Ma = =T () (K )iSp(p' + K )¢ (kYU (p).

Para o segundo termo do lado direito, temos:

N o (g NARA T g m
IS = Qo) + K k- 3 M,

vw'=1,2 \,\=0,..,3

onde

My = —e®U" (p )¢ (k)iSk(p' — k)¢ (K )U (p).

O resultado final é:

m

(FIS?(ve™ — veT)|i) = (2m)*6%(p' + k' — k — p) (37 )2kop




(2) ANIQUILACAO DE PARES(e™ + et — 4 + ) Neste caso, tem-se:
O estado inicial : |#) = le7pv) ® |etp' ')
O estado final : |f) = I’yl:,:)\) ® I’yfc"/\’),

e usando a equagao (7.6) obtemos:

(f1S%(e”e™ — 47)|i) = (f1Sel7)

O calculo deste termo é:

m?

(fISc|i) = 2n)'6*(k + k' —p—p) Z M (8.2)

(27)%2p5po 5 AT s

onde

M= ="V (0 (K)iSe(p — K)F (KU (p).

(3) ESPALHAMENTO ELETRON-ELETRON(e~ 4+ e~ — e~ + ¢~) Neste
caso, temos:

O estado inicial : |2) = e piv) ® |e~paA)

O estado final : |f) = e~ v/} @ |e~ P/, N,

e usando a equagao (7.9), obtemos:
(F155ee™ - ee i) = (1S.[i) + (IS

O calculo do primeiro termo é:

T 2

(27)82(po)1(po)2 Af,él,zMa

(flSali) = (2,”)464(1):1 +py—p1— p2)

onde
M. = U (p))¥* U (p1)iDrap(p2 — P (Bo)7°UN(ps).

O calculo do segundo termo é:

m 2

S?::Qﬂ"lul I_I__l__2
Il = @ o = 2 = = ) Gt v 22 0™

onde

My =~ (py)y° U (p1 )i Drap(p2 — PO (B )YPU (p2).
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O resultado final é:

m 2

(2m)62(po)1(po)2

(J1S%(c7e™ = e7¢7)|i) = (2m)4 8 (p, + Py — p1 — p2)

X Z (M, + M,). ‘ (8.3)

A wi=1,2

(4) ESPALHAMENTO ELETRON-POSITRON(c™ + ¢t — ¢ + et) Neste
caso, temos:

O estado inicial : |2) = |e"p1v) ®@ |etpaA)

O estado final : |f) = |e~p|v/) ® et/ \),

e usando a equagao (7.10), obtemos:
(15 (eme™ > e i) = (fISuli) + ([1Seli).

O calculo do primeiro termo é:

2

Spi) = (27)* 4P/ + 'y — p1 — — M
1k = 2rVo8w 2 — 1)2)(277)62(7’0) (Po)2 A:Em d

onde
M = U ()7 U (1 )iDpas(p + p2)V 92V VY (0)).

O calculo do segundo termo é:

oy 2
Sel 2m )6t (p', + N — s - M
(flSerlt) = ( Py + 72— p “)(277)62(1’0)1(2’0)2 ,\f,}‘:l,z

onde
Mo = —XU" ()" VY ()i Dras(p2 — ) V" (p2)Y°U” (p1).

O resultado final é:

m?

(27)52(po )1 (Po)z

(J15%(e7 et — eTeN)i) = (27)*8*(p'y + Py — p1 — 2)

X Z (Mo + M) (8.4)

A pi=172
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(5) AUTO-ENERGIA DO ELETRON(e~ — e~) Neste caso, temos:
O estado inicial : |2} = |e"pyv)
O estado final : |f) = |e~par/),
e usando a equagao (7.13), obtemos:
m

(fl,g?(e_ — 6_)|?> = (271') o (1)2 — pl)(QW)S(po)l Z M (85)

v'=1,2

onde

’ i AP 2 %
M = —(;W/d"kwmﬁ(k)u (P21 SE(p1 — kYUY (1)

(6) POLARIZACAO DO VACUO(y — v) Neste caso, temos:
O estado inicial é : |i) = |k A)
O estado final é : 1) = vk V),

e usando a equacdo (7.16), temos que:

(7180 = ) = (@) (ks = ba) e 3 M 86)

N=0

onde

82

M= =g e (k) [ d'piSe(p)riSe(p — ki) eh k).

(7) PARA O VACUO Neste caso, temos:
O estado inicial : |i) = |0)
O estado final : |f) = |0),

e usando a equagao (7.18), obtemos:

(F1S31i) = (2784 (ks + ko) M (8.7)

onde

e

2
M = T (2n)s2 fd"Pd"qiSF(p)v“iDmﬁ(P — ¢)7"i5r(q).

As formas explicitas de Sp(p) e Dpop substituidas nas equagoes (8.1), (8.2),
(8.3), (8.4), (8.5), (8.6) e (8.7), mostram que as amplitudes calculadas acima tém

polos, para p — 0o. No préximo capitulo estudaremos a maneira de solucionar este

problema.
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Capitulo 9

Regularizacao

No calculo das amplitudes de Feynman em Eletrodinimica Quantica (QED)

encontra-se que os propagadores [1]:

p+m
S = —,
F(p) p2 +m? 4 ¢
o3
: —4
Dposlk) = ——o!
rap(k) = 15—

levam a que as amplitudes nfo sejam bem definidas. Em outras palavras, vamos ter
integrais divergentes.

Para fazer com que, de algum modo, estas integrais divergentes sejam finitas
introduz-se um pardmetro de convergéncia adequado, o qual geralmente é conhecido
como parametro de regularizacdo. Este procedimento matematico ndo ¢ unico, ou
scja, existe uma variedade de esquemas de regularizacio, e as integrais regularizadas
dependem do formalismo utilizado [8]. No entanto, no limite quando a teoria ori-
ginal é restabelecida, os resultados fisicos finais serao independentes do método de
regularizacao utilizado, ou seja, diferentes métodos de regularizacao devem levar aos
mesmos resultados.

As teorias baseadas nas integrais regularizadas muitas vezes violam alguns dos re-
querimentos fisicos, como a invariancia de Lorentz, invariancias de gauge, invariancia
rotacional, etc, Como conseqiiéncia, é comum tomar como critério de escolha de uma
boa regularizacao, aquela que preserva tantas simetrias fisicas quantas possiveis.

Neste trabalho vamos estudar trés métodos de regularizacdo : Método de

Cut-Off(corte), Método de Pauli-Villars e Regularizagio Dimensional. Para nao
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nos estendermos a toda QED, vamos mostrar como functonam estes métodos num

exemplo especilico: a polarizacao do vacuo, na aproximagao de um loop.

9.1 ‘Método de Cut-Off (corte)

0 método de cut-off(corte) [8] é o procedimento de regularizagdo mais antigo
e simples, no qual a regidao de grandes momentos (que é a fonte da divergéncia) é
isolada nas integrais divergentes. Por outro lado, é facil ver que a invaridncia de
translacao é quebrada e portanto a mudan¢a do momento na integral, em geral,
muda o resultado. Em outras palavras, o assim chamado termo de superficie deve
ser cuidadosamente calculado. Além disso, a invariéncia de gauge nao é mantida
neste procedimento de regularizacao. Um exemplo tipico € a parte da polarizagao
do vacuo a um loop na QED, que viola a invaridncia de gauge quando € calculada
pelo metodo de cut-off. Portanto, o método de cut-off ndo é adequado para a

regularizacao de teorias de gauge.

Como exemplo, estudaremos a polarizagao do vacuo, cujo grafico € [1]:

Figura 9.1: Grafico de polarizacao do vacuo

A amplitude deste processo ¢ dada por

120 = i) = @n)*60k ) a5 > ZM

onde

2

_ e [, Trl(p+m)(p— k+mn] , . -
Eh(kl)[(Q )4 fd p(p"” —m? +ic)((p— k)2 —m? + ZE)]Eé(k) (9-1)

¢ a chamada amplitude de Feynman para o processo representado pela figura (9.1).
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A integral (9.1) ¢ gnadraticamente divergente quando p — oo, porque a integral

])O(IC 50T CXpressa a.pmxinm('lan‘mnte COIG

0 dip ,
/ P22 lim p*
i p—o0

Uma maneira de regularizar csta integral ¢ multiplica-la pelo fator de con-

vergencia [l]

ot = () (9.2

onde A é o parametro de cut-off (corte). Para valores grandes mas finitos de A
a integral (9.1) se comporta aproximadamente como j '? e para p grande é bem

definida e convergente, porque a integral pode ser expressa como:

d'p . 1
— =~ lim -
pﬁ- p—+00 pz
Definindo
R*O(k?) = / d'p [ +mPy(p— f+mp] . (9.3)
p?' —m?+e)((p—k)? —m? +i¢)’ o
podemos escrever (9.1) como
M = == (k) R
..(2 )4 cr( ) ( )Eﬁ( )
Vamos delinir também, por conveniéncia, a cxpressao
N = T2l b4 )y~ )y,
a qual pode ser escrita, depois de um pouco de algebra de matrizes v, como
Ne® = 4(p* (0" — k%) — g*p.p — k) + P° (p* — k) + m?g*?). (9.4)

Usando (9.2} ¢ (9.4) delinimos a expressdo regularizada de R*?(k?) cm (9.3)

COITO

e f3 A2 2
RP(R) = [dip-—y N (=Y
(p? —m2+ie)((p— k)2 —m? +ie) \ p? — A2

Agora usando a relacdo dada por (A.1) do Apéndice (Al) e tomando:

ap = ((p—k)? —m?), a; = (p? —m?), ar = (p?> — A?) e az = (p* — A?)

tem-se que
ROP(E?) / d:r/ dy/ dz/d"p
0
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AT o f?

: 9.:
. (p? = 2pk(1 — ) — k22 4+ k2 — 2 + (m? — A)y)? (

Py }
R

Consideremos agora a seguinte mudanga de variavel {10}
p=p— k(1 —z).
Devido a isotropia e homogenecidade do processo no espago-tempo, nao ha diregao
preferencial para o quadrivetor p, e temos entao a relagao

1
pmpfﬁ — Zgaﬁ(p’)i'

Substituindo estas duas tltimas expressoes em (9.4) temos
1 ' -
N'ef — 4(—29“'81?'2 Qkﬁk“a:(l —-z)+ g™Pz(l — 2)k? + m?g*P),

e, portanto, podemos escrever (9.5) como:

RP(k?) = 4A*T( / da:/ dy/ dz/d“’

(—39°Pp" — 2k k(1 — ) + g*Pz(1 — z)k? + m?g*)

. ' 1
(77 + Wiz(l = z) + m? — (m = AD)y)?

(9.6)

onde, devido a simetria da integracao, as poténcias impares de p’ em R#(k?) nao
contribuem. Portanto elas j4 foram descartadas na expressao de N'*? acima.
Podemos observar em {9.6) que a integral em p’ tem duas singularidades no piano
complexo de p}. Para evitar esta dificuldade, fazemos uma rotagao de 90° ao redor
da origem do plano complexo de pj, que é conhecida como rotacao de Wick. Isto

significa fazer as seguintes mudangas
r_ et
Po = o,

d*p’ = d'p,

Além disso, usamos as relagoes (A.2), (A.3) e (A.4) do Apéndice (Al) obtemos

que a expressao regularizada escreve-se como:

8r2i(ke kP — goPk?) k2z(1 — z)
REP (k) = : (1 — 2)ln(l — dz
(k?) e | =0 = a)en( 2 )da
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2

oy T A,Lr/‘,;ii - r.ﬁk;? 1 k'z
2t ?(- = fj ) / (I —a)n{l = —x(l —x) ~ (1 = —)z|dz
(A_2 — 1)2 0 m m

g Bk (1 — x) + (m? — A?)x)

4r?i /1 l[
(m2 — 1) Jo “ —k?z(l —x2)+m?2 — (m? — A?)z

201 . af L2 _ 9lolB
(1 — x)(g™"k* — 2k°k7) ] (9.7)

+—k2:r,(l ~z)+m?2—(m?— A?)x

O fator (k*k? — g*k?) que aparece nos termos R%?(k?) nos garante que o termo

M é invariante de Lorentz,
Observe que para A finito as integrais acima sao convergentes, mas quando

A — 00, 0 segundo e o terceiro termo de (9.7) divergem. Estes termos divergentes
vao ser absorvidos no processo de Renormalizagio, neste caso na renormalizacao da
carga.

Vamos apresentar abaixo um outro exemplo, conhecido como Ffeito Casimir [9]

em dimensao 1, para mostrar como a técnica de regularizacao de Cut-Off pode ser
aplicada a outro fenomeno fisico.

9.1.1 Efeito Casimir (Método de cut-off)

Em 1948, Casimir fez uma observacdo. No vacuo o campo elelromagnético real-
mente nao desaparece, mas possui {lutuagoes quanticas [13], como pode se ohservar

na quantizacao do campo eletromagnético, na qual encontramos um conjunto in-

finito de osciladores independentes, com diferentes freqiiéncias. Cada oscilador ou
Il ¢ ¢ = 1) para a energia de

modo normal contribui com 3w (aqui fazemos h =
ponto zero ¢ como existe um numero infinito de modos, essa energia € infinita.

Entao vamos estudar o problema da energia de ponto zero entre duas placas ideal-

mente condutoras. Iste é o chamado Efeito Casimir, que fisicamente se manifesta
como a forga de atragao entre duas placas condutoras paralelas descarregadas.

Consideremos o caso de um campo escalar numa caixa untdimensional de com-
primento L. Impondo condi¢bes de contorno de que o campo se anule nos ex-

tremos(condig¢oes de Dirichlet), as auto-freqiiéncias sao entio dadas por:

(9.8)

-
Wy = Zn, n=12,...,
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Neste caso, cada modo de vibragao contribui com sw, para a energia de ponto

zero, que ¢ entao dada por
g = — ) n. (9.9)

De (9.9) observamos que esta energia é infinita. Para obtermos uma energia
finita devemos regulariza-la. Introduzimos, entio, um fator de corte exponencial nas

altas freqiiéncias, ou seja

1_4‘0 —_— - ]l[rl Z w”_(’ “Wu’

2 a—0+

que pode ser escrita como

1 : - - Xin '
Fy = —3 cle{)l-!- (i’)a ,; € ) : (9.10)

Substituindo (9.8) em (9.10) e efetuando a derivada em o temos:

Eo = " Jim ,,:—T . (9.11)
o7, a0t \ (e — 1)

- o -
Fazemos agora uma expansao de Taylor de eT , e usamos a representacao da

funcao

(Fy—l _Z U' v

=()

onde B, sao os ndineros de Bernoulli. Tomando y = 2% em (9.11), obtemos

L
eT e 1w, L?
—am .o — 1 - ol Wil 2ot s
(e ~1)2 ( /, * Z(L) ot )(ﬂ‘cx)2

(Bo+B1——~+B(

[)_2-|-...)(B0+Blwf 2(%)2a2+...). (9.12)

Substituindo (9.12) em (9.11) e, aléem disso, usando os numeros de Bernoulli
B[):l,Bl:—% Bgzl

1 . -
§ » -+ ficamos com:

by = lit 12 L + .
07 3T qmei (ra)? 12

E facil ver nesta equagdo que temos um polo de segunda ordem. liste polo é

a contribuigdo da densidade de energia infinita do espago total de Minkowski (sem
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condicbes de contorno). Mas esta densidade de energia é normalmente eliminada
calcutando-se a diferenca entre a densidade de energia da caixa e a do espaco livre.

Portanto, a energia de ponto zero da caixa unidimensional, ja regularizada, é:

ar 7('1.‘3'2 . T
Po=—31 = 5ii

Vemos entao que a técnica de cut-off isolou a divergéncia da encrgia de ponto
zero, a saber, a energia correspondente ao espaco total de Minkowski. Como somente
diferengas de energia sao mensuraveis, uma subtracao desta energia nos fornece um

resultado finito e fisicamente aceilavel.

9.2 Meétodo de Regularizagao de Pauli-Villars

Neste método (8] o integrando da integral que aparece na amplitude de Feynman,

1 . T ]
a7y € substituido por

ou seja, 0 propagador &

1 1 _ (m? — M?)

0 —m?) (P - M?) (- mi)(p? — M?)

E facil ver que estc propagador modificado volta ao original quando M — oo.
Para M finito, o comportamento para grandes momentos é do tipo ( ). Assim, esta
modificagao ¢ usada para regularizacao. O termo adicional na equacgao é chamado
Regulador de Pauli-Villars,

Os seguintes fatos podem ser encontrados espalhados pela literatura, os quais
nao provaremos, porque fogem do escopo deste trabalho.

Este método mantém as invariancias de translagio e de lorentz e portanto € um
bom candidato para uma regularizacao consistente. Além disso, a invariancia de
gauge da QIED é preservada por este método de regularizacio. Consequentemente,
a QED é tratada de uma maueira perfeitamente consistente por este método. O
método também é aplicado a teoria de Yang-Mills sem massa, tal como QCD. No
caso da teoria de Yang-Mills massiva, como a teoria cletrofraca de Weinberg-Salam,
a regularizagao de Pauli-Villars ndo conserva a invariancia de gauge.

Voltemos agora ao exemplo anterior da polarizacao do vacuo.

Bﬂ,@ LB /d4 (1’ + Tﬂ) a(p T /k + TTI-)f)(ﬁ] (9_13)

—m? 4+ )((p— k)2 — m? + 1¢)
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NP =A(p (p” — k%) — g""p.(p ~ k) + PP (p™ — k%) + m?g™?).

Regularizar pelo método de Pauli-Villars significa regularizar os loops de fermmi-
ons e propagadores de fotons independentemente. O propagador do féton é subs-
tituido huma maneira padrao por uma superposi¢do de propagadores livres dos
campos reguladores. Os loops de fermions, no entanto, sao tratados come um todo,
onde cada loop é substituido pelo loop original subtraido por idénticas expressdes
correspondentes a fermions de massas arbitrariamente grandes[13].

Nesse caso, o loop de fermion, equagio (9.13), é substituido pela expressio:

ol (1.2 4 [(154"7”) “(p— k+m)y’]
B (k) ./d —m?2 +1)((p — k)% - m? + 1¢)

2 Tr A, A,
o (P ALY 35)(( — A?) + ”5)
onde os A, sdo as correspondentes massas dos novos fermions considerados. Além

disso, devem satisfazer o sistema linear

(H—**Cg:l

CiA2 + CyA2 = m?. (9.15)

E necessario introduzirmos duas constantes, porque fica assegurado que o inte-

grando de (9.14) pode ser expresso como ;—6, o que leva a

dip .. 1
— 2 lim —.
p() p—+ o0 p2
Agora, como os termos da equagao (9.14) tém a mesma estrutura, entio traba-
lharemos com o seguinte termo:
NoB
Rﬂfﬁ 12y = fdli i . .
v (F) P(p2 —m? 4 )((p— k)2 — m? + ig)

(9.16)

Fazendo uso da formula (A.5) do Apéndice (Al), temos que a equagio (9.16)

pode ser escrita como:;

s 1 Nos
of 1.2y _ ) 4
R (K = /0 d.z:]d p(p2 — 2pkx + K2z — m2)?
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Agora fazemos uma translacao da origem introduzindo 1ima nova variavel
po=p - k.

Novamente, como no caso do método de Cut-Off, devido a isotropia e homo-

geneidade do processo no espago-tempo, substituimos

[ ] 1 e g A
pp’? = 19 ()3,

obtendo as expressoes

N™P = 4(—%9%'2 - 267k 2 (1 — &) + g*’a(l — 2)k* + m*g™").

RIP(k?) = / e / diy’ Al .
0 (p*+ k?x(l — 2) — m?)?

Também devido a simetria da integracio, as poténcias impares de p’ em Rfﬂ(kz)

nao contribuem.

Agora fazemos a seguinte seqiéncia de operacoes., Fazemos uma rotacao de Wick.
g } (

Depois usamos as coordenadas esféricas no espago euclidiano quadri-dimensional, ou

/d"p' = 211'2/ Py’
0

Usando as integrais reais dadas por (A.6) e (A.7) do Apéndice (Al), obtemos

seja

que R$P(k?) pode ser expressa como

62
(m? — k2z(1 — 2))

1
RIP(k?) = lim [8n% [) dz[— (kK — g*Pk?)2(1 — x)n

fem oy

S0° — ggﬁﬁk?m(l — ) — %7‘:‘7,"{(;‘7"'[Jr + 2x(1 — Jr)k"kﬁ]]
Agora substituimos a equagdo anterior em (9.14), assim como para os termos
adicionados, obtendo-se a seguinte expressao:
02
m? — k2x(l - x)

o , _ 1
ReP(k?) = Glim [8r%i(k kP — g“ﬁkg)/ x(l — z)dz[ln
— oo 0

e i ¢ 7
—Cyn— : — Cybn.- |
e =) M T e =)
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FFazendo uso da condigao (9.15), tem-se

. Ay . , 1 m?
eB Ry = 5 (kP g [—6 (1l — z)dxbr e
ReP (k) 3 (A k g R ()/U t(l —x)de nm? TR

2

] AZ
+Ciln—% + Cofn—2},
m? m?

A equacgio anterior pode ser resumida como

Aty
-

3

kiz(l — )

tn?

R (k) =

oL a2 f_ - 1 . .
ke kP — g™ k*)[fn— — 6 | 2(l — x)dzln(l )
m 0

ATy A A
onde fn; = Criln % + Caln_%.
Observe que o fator (k*k? — g*Pk?) aparece automaticamente, o que garante que
M ¢é uma invariante de Lorentz.
. h ' 2 ’, '
Por outro lado o termo divergente logaritmico, #n ::;_2’ sera absorvido pelos chama-

dos contra-termos no processo de Renormalizagao das constantes fisicas [13].

9.3 Regularizacao Dimensional

Uma integral multipla, mantendo-se o integrando inalterado, pode ser feita con-
vergente reduzindo se o numero de integrais [8] . Por exemplo, as integrais quadri-
dimensionails linearmente divergentes podem ser feitas finitas, se o espaco-tempo for
de dimensio 2. Este fato ¢ a idéa basica da chamada Regularizagdo Dimensional.
Nesta regularizacdo a dimensao do espago-tempo D ¢ fixada em D < 4 e substitui-
se a Integral quadri-dimensional divergente por uma integral D-dimensional con-
vergente, Dali, fazendo as integracées do momento explicitamente, obtém-se uma
cxpressao analitica de uma fung¢ao do parametro regularizador que € a dimensao
D. A divergéncia original é entao exibida como um polo em D = 4 na expressao
analitica (8].

Uma vez que a Regulariza¢io Dimensional nao viola nada exceto que o espago-
tempo nao é quadri-dimensional, todas as exigéncias fisicas sdo conservadas. Dal,
esta teoria de regularizagao é invariante de Lorentz, de gauge, unitaria ,etc. Neste

sentido a Regularizacio Dimensional é a mais apropriada para ‘l'eorias de Gauge [8].
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(‘ontinuando com o mesmo exemplo da polarizagdo do vacuo, temos novamente

1]

Haﬁ / i«l T " ”1) ”(/{) /L + 7” ]
(p? — M:2 A2 )({p — k) — m? + i)

NP = 4(p*(p" = k) — ¢*Pp.(p — k) + 7 (p* = k%) + m?g*F).
Neste caso, para regularizar consideramos a seguinte integral:

B(k?) = fdn Tr{(p+mpy(p— k+m)]
(p? —m? +ie)((p— k)% — m? + i)

(9.17)

com D < 4. Usando a formula dada por (A.5) do Apéndice (Al), a equagdo (9.17)

pode ser escrita como:

Lz / (l.l ](iDI) N”ﬁ |
0 (p? — 2pkx + k?z — m?)?

Fazendo agora a mudanga de variavel

p=p— ke

rep’ = ll_) 7" (v')?

por causa da isotropia, como discutido anteriormente, obtemos a seguinte expressiao:

R =4 [ %fzf_“f e p”d"y
P+ Ha: | — ) — m?]?

iD

+ k2z(l - z) — mﬂ]‘i]'

F(—a(l — 2) (2K K — g*Pk2) + mPg™H) /; o (9.18)

Usando as relacoes dadas por (A.8) e (A.9) do Apéndice (Al) em (9.18) temos

como resultado que RY7(4?) pode ser escrito como

_ 4rFr(2 - ) b [ 2c(l — x)dx
RP(k?) = =212 T ) (pagh g / . (9.19
v F) I'(2) ( ) 0 [—k22(l — z) 4+ m?*- % (5-19)

A expressao é finita para D < 4, e diverge como (1)—1_15 para 1) — 4 o que

corresponde a uma divergéncia logaritmica em D = 4. Entéo, para obter RS?(k?)
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regularizado, R*?(k?), subtraimos do integrando da equagao (9.19) o termo com

k =0, oun seja [10]:

pirT 12— 4 5 812
[ .:El ML 4] k
D) (K7 — g""k")

PR = —

1 1 ] 90y
></0 2¢(1 — z)de ((—kz.’c(l —2) + mz)z_{;. B (mz)z—%&) | (9.20)

A razao para isto ser feito assim é mostrada no Apéndice (A2) [18].
Por outro lado, usando a expansao da série de poténcia dada por (A.10) do
Apéndice (Al) em (9.20), temos que a expressao entre paréntese na equagio enterior

pode ser expressa como:

1 1 D
— =14 (= —2¥n(m?® — kz(l - 2))+
(—k2a(l—a) +m2)-F  (m2)*-2 (5~ 2 (1-2))

2 D , , 3
;;T ((-? — 2)n(m* — k*z(1 ~ 1)) + ;—' ((5 — 2)tn(m?* — k*z(1 — :1:)) +... -

| 2 D a0\
—1 — (al—;u — 2)fn(m?) — %T ((_122 — 2)@71(1712)) — 517 ((? — 2)371,(7713)) — ...
Substituindo a relagao anterior em (9.20), temos:

ir 713 — D)

1
a2y 1 2 o B a2 .
RYP(K) = Jim, s (KK — gk )/O 22(1 — ) x
]2 e m 2
x €n( k(1 21) +m M1+ l-(2 —2) (ﬁn(m?(—kzw(l. —z)+ 7712))) +
| ™ AR
1D_2 20,2 L2, , 20002 L2, o 20,2
+37(5 —2) (n2(m? ~ K22(1 — )) + n(m*(m? ~ k(1 — 2))) + fn*(m ) +
+...}dx.
Portanto, fazendo D) = 4, obtemos
Ay L2 . 2108 31,2 1 kzir(l_f")
ReP(E?) = 8im(kkP — g™Pk )/ (1 — 2)n(l — —)dx
0 n

Observa-se que este € o mesmo resultado obtido com o método de Pauli-Villars.
Mas agora obtivemos uma expressio sem outro termo adicional que seja divergente
como nos dois casos anteriores. Podemos, portanto, dizer que o método de Reg-
ularizagao Dimensional é o mais apropriado para a regularizagdo da divergéncia

ultravioleta no caso da polarizacao do vécuo.
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Capitulo 10

v =Fluidos

10.1 Dinamica de Fluidos

Como os fendmenos associados com fluidos dinamicos sao macroscopicos, um
fluido é considerado como um meio continuo. Isto significa que em qualquer volume
pequeno do fluido sempre se tem umn grande numeros de moléculas. Por conseguinte,
quando falamos de elementos de volume infinitamente pequenos, sempre signilicara
que “fisicamente” sio infinitamente pequenos, ou seja, muito pequenos comparados
com o volume do corpo em consideracao, mas grandes comparados com as distancias
entre as moléculas. As expressoes de particulas do fluido e ponto num fluido sao
entendidas no mesmo sentido [L1].

A descrigdo matematica do estado de um fluido em movimento é efetuada por
meio de fungdes que ddo a distribui¢do da velocidade do fluideo ¥ = #(x,y,z,1) e
de quaisquer duas quantidades termodinamicas relativas ao fluido, por exemplo,
a pressao P(r,y,z,t) e a densidade de energia p(z,y,z2,1). Todas as quantidades
termodinamicas sdo determinadas pelos valores de quaisquer duas delas, junto com
a Equacao de Fstado; Portanto, com cinco quantidades, como as trés componentes
da velocidade @, a pressdo P e a densidade p , 0 estado do movimento do fluido &
completamente determinado [11].

Todas as quantidades sdo, em geral, fungdes das coordenadas z,y, z e do tempo
. v(x,y,2,t) ¢ a velocidade do fluido num ponto dado (z,y,z) no espaco e num
tempo t, ou seja, relere-se a pontos fixos no espaco e nao a particulas fixas do fluido.
O mesmo pode ser aplicado para pe P [11].

Emu hidrodindmica cldssica um fluido perfeito é definido como um sistema conti-

nuo que nao possui tensao de cisalhamento e para o qual vale a lei de Pascal [16].
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Por outro lado, muitos sistemas fisicos macroscopicos, inclusive o proprio uni-
verso, podem ser considerados aproximadamente como formados de fluidos perfeitos.
Também podemos definir um fluido perfeito como aquele que tem em cada ponto
uma velocidade , tal que um observador movendo-se com esta velocidade vé o fluido
que estd ao redor dele como isotropico. Isto seria o caso se o livre caminho médio
entré as colisdes é pequeno comparado com a escala de comprimento usada pelo
observador [12].

Como exemplo, temos uma onda de som propagando-se no ar com um compri-
mento de onda grande comparado com o livre caminho médio, mas para compri-
mentos de onda muito curtos a viscosidade torna-se importante e o ar comporta-se
como um fluido imperfeito. |

O estabelecimento das equacoes relativisticas do movimento de um fluido é muito
importante. A necessidade de se considerar os efeitos relativisticos pode nao ser so-
mente para grandes velocidades (comparavcis com a da luz) de movimento dos corpos
macroscopicos, mas também para grandes velocidades do movimento microscopico
da particulas do fluido [11].

Entao nos usaremos estes critérios para construir o tensor de energia-momento
para um fluido perfeito cm relatividade especial.

O momento do fluxo através de um elemento dS da superficie de um corpo é
devido somente & forca sobre esse elemento. Assim, T;;dS’ é a componente ¢ da
for¢a na superficie do elemento.

Voltando a lei de Pascal, ela pode ser enunciada como: A pressio exercida em
uma parte do fluido é a mesma em todas as diregoes e perpendicular a area na qual
age. Vamos considerar um elemento de volume no fluido, e usamos um sistema de
referéncia no qual este elemento estd em repouso (o sistema “comével”). Podemos
portanto escrever 13;dS? = PdS;, onde P é a pressio medida no sistema comovel,

ou seja,
,
T = Péy;.

As componentes Ty, fornecem a densidade do momento e se anulam para um
elemento de volume dado em seu sistema comével. A componente Ty, é a densidade
de energia interna prépria do fluido. Denotamos Tpy = p.

Desta maneira, o tensor de encrgia-momento para um elemento de volume do
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fluido ¢. no scu sistema proprio:

p 00 0
0O 7 0 0

i I L —
= 00 P 0
. oo 0 P

Ot
r]’lt'j — f)éa]
TiO = 7101' =0
T = p, . (10.1)

Agora vamos achar a expressao para o tensor energia-momento cin qualquer
sistema. Para fazer isto, nds introduzimos a quadri-velocidade », do fluido. No
sisterna comaével do elemento considerado, as componentes da quadri-velocidade sao
U{ZOE’UQ: i.

A relacio entre as coordenadas do referencial comével z'¥ e as coordenadas z°

(o qual poderia ser um sistema em repouso no laboratorio) é:
o o __ A 3
a” = A (v)x

onde Af(v) é definido por:

1
[V

(y—1)

v

Af = 6?']' + V0

I .
0= YU;-

Como 77 é um tensor de segunda ordem, entao no sistema de laboratdrio temos:
WY AR 1Y kel
T = AR(v)As(v)T
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ou explicitamente:

19 = P&ij + (P +p) '(%izji,-z)

v;

’]"m - (I-J + p)(l _ .U'J)-

700 _ (p + Pv?)
(=2

Estas equacdes podem ser expressas por uma unica equagio:
T = (P + p)U*UY — Py*” (10.2)

onde U* é o quadri-vetor velocidade,

ﬁ_df_ ]
dr V1 — v
Uuzdt: 1

dr — JT—v2’
7™ é o tensor métrico de Minkowski e a expressio (P + p) € a densidade de entalpia
do fluido.

Por outro lado as equagdes de movimento sdo governadas pela scguinte equacgio:

aTH
‘ = 0. 10.3
Oz ( )

Iosta equacio expressa as leis de conservagao de energia e momento para o sistema
fisico ao qual o tensor T# pertence. Usando a equacao (10.2) para T#”, obtemos as
equagdes de movimento do fluido.

Além da energia e momento, um fluido tem, em geral, outras quantidades conser-
vadas, tais como a carga, o niimero de barions menos o nimero de antibarions, ou, a
temperatura normal, o nimero de atomos. Aqui vamos considerar que a quantidade
que se conserva é o nimero de particulas, o qual ndo esta contido na equacao (10.3).
Vamos, entao, deduzir a Equagao de Continuidade, que expressa a conservacio do
numero de particulas do fluido.

Se n é a densidade do numero de particulas num sistema de Lorentz que se
movimenta com o fluido num ponto do espago-tempo, entao neste sistema o quadri-

vetor corrente de particulas é dado por
N =0
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N =n. (10.4)

[im qualquer outro sistema de Lorentz, no qual o fluido neste ponto move-se com
a quadri-velocidade v,, a corrente de particulas esta relacionada a equagao (10.4)

por

ou

vin

T — 2

N' = AY(v)N" = -

n

N° = AS(0)N" = e 10.5
,G‘(U) m ( ))

A equagoes (10.5) podem ser resumidas em
N =nU*, (10.6)
A Fquacao de Continuidade é entao, dada por

INT _ (10.7)
dre

Agora, substituimos (10.2) em (10.3), e multiplicamos esta equagao por U, on

scja, projetamos na direcao da quadri-velocidade. Além disso, usamos as equacoes
(10.6) e (10.7) e teremos:

o(Exe 1 OF
nU* ( (52) _ Lot ) = 0. (10.8)

dxv n dxv

Por outro lado, a segunda lei da Termodinamnica diz que a pressao P, a densidade
de energia p e o volume por particula i podem ser expressas como funcdes da

™

temperatura 7' e da entropia por particula ok (onde k é a constante de Boltzmann

para [azer o adimensional), ou seja

kTdo = PdV + dz.

No caso acima temos V = - e €= £, e portanto

1
n

kl'do = Pd (1) +d (ﬁ) . (10.9)
n mn
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Usando as equacoes (10.8) e (10.9) teremos

o

LT
dav

= 0. (10.10)

E facil ver, calculando no sistema comével, que a entropia especifica o é constante
no tempo em qualquer ponto que se move junto com o fluido.
Podemos obter ainda outra equacdo para o qual fazcmos os seguintes passos:

substituindo a equagao (10.2) em (10.3) obtemos

’ o (P + p)UrU”) - OF =,

dzv 5:1:"”

Da equagao antcrior podemos obter duas equacoes, para ¢ = 7 e p = 0, com
Ut = v'lJ°

. a . . 0 P
(P4 U St? 0 (P g1y U*) +

dzv dxv =0

or

dx° 0

8 L
pop (P +p)yU¥) —

substituindo agora a segunda equagdo na primeira obtemos o seguinte resultado:

a g2 3}
@ + (0.V)¥ = _(..1.._ v’) (VP + 17%) (10.11)

Portanto as equagdes fundamentais da hidrodinamica relativislica sdo a “equagio
de continuidade” (10.7) , a “equacio de Euler” (10.11) e a “equagao de energia”
(10.10), que juntas com as equagdes de estado (10.3), ddo I’ e p em termos de n e
a.

Para entender as possiveis equacoes de estados, podemos considerar um fluido
composto de particulas pontuais que interagem somente em colisoes localizadas es-

pacialmente. Neste caso o tensor de energia-momento é dado por [12]:

Do 13
Tc\rﬁ — Z ‘IT-I-F‘PTL 63( -‘n)*

n

Numn sistema de Lorentz proprio, T* tem a forma isotropica das equagoes (10.1).

Dai a pressao e densidade de energia serao dadas neste sistema por:

]).2

:%Z — Zn6'3 -)
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'-'1

7 - 7). (10.12)

) — IUU . Z .I_Jn

Por outro lado a densidade do nimero de particulas é:
n = Zé‘j F—17
e restlta que, em geral, se tem : 0 < P < £

No caso de um gds nao relativistico frio, podemos ter aproximadamente que:

1_)2

L R+ ‘Zm,

Substituindo na equacio (10.12) teremos que:
3 T e

p = mn + _iP' (10.13)
E para um gas quente, extremamente relativistico, temos:

En | B, > m

e substituindo novamente em (10.12) teremos:

p = 3P > mn. (10.14)

As equagoes (10.13) ¢ (10.14) podem ser resumidas numa tnica equagao:

P=(y—D{p—mn) (10.15)

onde

nao relativistico.
extremamente relativistico.

=05

Substituindo as equacdes (10.13) e (10.15) na equagao (10.9) obtemos

=1
Kldo = d(z),

L | s 2N

y

(y—1) \n?
e a equacao (10.10) fica escrita como
d (P oy P 0 1e
‘5'5 (E';) + (’UV);H = 0. (10.16)

A proporcionalidade expressa na equagao (10.15) entre a energia interna e a

pressao em verdade é correta para varios valores de v, para um amplo tipo de
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flutdos e nao s6 para um gas simples como o discutido aqui. Para tais tluidos, a
equagao de energia pode ser colocada na forma (10.16).
Para fluidos, cujas particulas constituintes tém massa zero, a equagao (10.15)

reduz se a

P={(y=1)p.

Esta é a chainada Equacao de Estado para y-fluidos, muito usada em cosmologia
relativistica. Ein cosmologia o parametro v varia no intervalo 0 < v < 2,

Para v = 2, obtemos P = 3P, que é a equagao de estado da radiagdo eletro-
magnética.

Para vy = {}, obtemos a equa¢ao P = —p que descreve o vacuo e v = 2 descreve
a, ainda hipotética, stiff-matter cuja equagao de estado fica P = p.

Prova-se (veja a referéncia [12]) que a velocidade do som num fluido é dada por

v? = (Q) =5 —1.
()p og=rte

Dai vemos que v, = ;%3 para a radiacdo eletromagnética. Observe que v, < 1,
o que mostra que a velocidade do som é menor que a da luz, como esperado. Para
0 vacuo, nao temos propagac¢do de perturbagoes no fiuido. No caso de stiff-matter
v, = 1 e dai o somn (perturbagoes de densidade) se propaga neste tipo de matéria
com a velocidade da luz. Stiff-matter nunca foi detectada no Universo, mas por

enquanto é somente uma possibilidade teorica.

10.2 Estudo do Espectro de v-Fluidos e do
Vacuo

Nesta sec¢ao, estudaremos o espectro do vacuo, visto como um caso particular de
um v-fluido, equagao (10.19). Consideremos inicialmente um fluido quantico em
contacto com um reservatorio térmico ¢ de massa(particulas). Em equilibrio, o es-
tado termodindmico esta caraterizado pelas variaveis (T, V, u). Entéo trabalharemos

com o ensemble Grand-Candnico.

A funcao de gran particao ) ¢ dada pelo trago no espaco de Fock:

Q = Tr (PN} = Tr { expl—BY (ex ~ n)akay]
P

104



onde:

t P .T
N = Z aqig
i

N
I = Z“k“;‘;”k'
i
Usando a seguinte relacio:

Tr (m:p[f\a*a]) = Z(n|exp(,\afa)|n)

1

onde |n) sdo os autoestados dos operadores de aniquilagao e criagao, entdo teremos

que:

- o
Q= 1};[1 (1 — exp(—fA(ex — ﬂ))) “

O potencial termodindmico grand-candnico ¢ definido como
Q=@ = - n(l —exp(—pck — 1)) .
k
Mas no limite continuo (g4 —» £(w) = hw), a soma sobre k& é substituida pela
seguinte integral:

Pk

(2 )3
2k

Aqui 37y & o namero de estados no espaco de momento k& e esta relacionada

tn() = -V [lm n (1 — exp(—B(hw — ))) (10.17)

com a frequéncia w, do seguinte modo

onde f(w) ¢ a densidade de estado por unidade de energia. Porlanto podemos

escrever (10.17) como:

nQ = —V Um tn (1 = exp(—B(hw — 1)) f(w)deo.

Aqui vamos trabalhar com o caso g = 0(potencial quimico nulo). Portanto a
cquacao anterior fica
)

ng = —V] In (1 —exp(—pFhw)) f(w)dw. (10.18)

0
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Aléem disso néds varnos ainda considerar fluidos sem massa e que satisfazem a

seguinie equacao de estado, (y-lluidos).

P=(y—1)p, (10.19)

onde 0 < v < 2.
Esta classe de fluidos perfeitos descreve, como vimos anteriormente, radiagao
eletromagnética (y = 1), vacuo (v = 0), e a chamada stiff-matter (y = 2).

Para calcular P e p usamos as seguintes formulas termodinamicas:

P kT(@an)

av
e )
kT? ( 0énQ
= , 0.20
= (o), o
Substituindo (10.18) em (10.20) e daf levando os resultados na equagio (10.19),
obtemos
o [, huw
— k1 ./0 in (l mexp(—kT )f( w)dw = (v~ 1) h/ Pxp ldw. (10.21)

Nosso objetivo é encontrar a densidade de estados f(w) para a relag&o anterior,
o que nos permitira calcular o espectro dos y-fluidos em geral.

Integrando por partes o lado esquerdo da equagao (10.21) temos:

h 50 i
—kTtn (1 - exp(~ k”',;’)) Fw)| + h‘./ ’,,_(:“’) dw, (10.22)
0
onde F'(w) satisfaz

(W) = f(w). (10.23)

Para continuar com os calculos vamos supor, temporariamente, que o primeiro
termo do lado direito da equagho (10.22), que é um termo de fronteira, se anula nos

limites superior e inferjor. Portanto (10.21) reduz-se a equagao

[T g ©_wf(w)
h_/o oxp(5) = 1 dw = (v — l)fz[] exp( 1) = ldw.

E facil ver que esta cquagio tem uma solugao, desde que f(w) e F(w) satisfagam

a equacao

F(w) = (7 — Dwf(w). (10.24)
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Derivando esta equacao e usando (10.23) obtemos a equagao diferencial para

f(w)
Sle) 2z7)1
f(w ¥y- 1w
cuja solucio é dada por
J(w) = Aws= (10.25)

onde A é uma constante arbitraria.

Integrando f(w) obtemos
F(w) = BwwT (10.26)

onde B também é uma constante arbitraria.
Das equacgdes (10.25) e (10.26) observamos que s6 podemos considerar fluidos

com v # 1, pois 7 = 1 nos d& uma éingl.lfaridade da funcgao densidade de cstados

J(w).

10.3 Divergéncia e Regularizacao da Equagao de
Estado

Para ohtermos a funcdo densidade de estado (10.25) nds assumimos que o
primeiro termo da equacio (10.22) se anulava. Vamos abaixo determinar quando
isto realmente ocorre e, quando nao ocorre, como podemos modificar (regularizar)
a Equacao de Estado. Vamos entao analisar o primeiro termo da equacao (10.22)

(que é o termo de fronteira).

Analise do primeiro termo da equagao (10.22):
Substituimos F(w) dada por (10.26) no primeiro termo da equacao (10.22) e

definimos TET = f. Além disso sabemos que v € [0,2], entao § pode ser > 0 ou < 0.

1.- Limite superior(w — o)
(i) 6 > 0.

Aplicando a Regra de L'Hospital é facil ver que:

JE}Q in (1 — exp(— f;)) W = 0.
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(1) # < 0,
Neste caso também se obtém que o limite val a zero. Portanto temos que para 6

arhitrario:

,_31_1,1010 in (l — exp(—f—;)) W’ =0.
2.- Limite inferior(w — 0)
(i) 8 > 0.
Neste caso tamhém se obtém, pela aplicagdo da Regra de L'Hospital,

hw
lim ¢ —exp(——) ] w? =0

lim £n (1 exp( kT)) w

(i1) @ < 0.

Para este caso é facil ver que o limite para w — 0 diverge. Portanto é necessario
um processo de regulariza¢do de maneira que este termo seja cancelado ou se anule,
COMO NOs casos anteriores.

Assim, fazendo uimna analogia com o caso do Efeito Casimir onde se utilizou uma
funcao de corte, e™*¥, para o caso de divergéncia ultravioleta, vamos, aqui, usar
uma fung¢ao de corte para divergéncia infravermelha, do seguinte tipo

(8

ga(w) = cxp(—(-;).

A funcdo F(w) que obtemos em (10.26) pode ser entdo regularizada usando a
func¢do de corte acima, ou seja definimos a [uncao

¥

Falw) = F(@)galw) = Flw) exp(—=). (10.27)

Agora fazemos a prescrigio ['(w) — F,(w), ou seja, trocamos a fungao original
por sua contraparte regularizada.

Andlise do primeiro termo da equacgio (10.22) com o cut-off exp(—%)

1.- Limite superior (w — o)
Neste caso o limite a calcular ¢ o seguinte:

heo Cx

lim fn (l ~ exp(ngf)) w? exp(——).
) =00 o

Mediante a aplicagdo da Regra L'Hospital obtém-se novamente que para 8 arbitrario

hw Qo

lim #n (1 — eXp(——ﬁ)) w? exp(——) = 0.
W0 N w
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2.- Limite inferior (w — 0)

(i) >0

Novamente a Regra de [/Hospital nos da
i o 1 ( fzw) 9 expl u) 0
im fn [ 1 —exp(— w’ exp(~—) = 0.
li fn exp(— 175 (=~

(i1) 8 <0
Para fazer neste caso os calculos, fazemos uma mudanga de variavel w = 1, a qual

novamente pela Regra de IL'Hospital noes da que

n{l —ex exp(—ax
lim ( p(— T o)) exp ) 4

Portanto para o limite inferior e # arbitrario, temos o resultado desejado

lim /n (l — exp(— Z;)) w? exp(mg) = 0.

w—D Lt

A analise acima nos mostra que a [ungdo de corte exp(—2), é um regulador
adequado e faz com que o primeiro termo da equacgao (10.22) se anule como esperado,
para 0 < v < 2 uma vez que ele ¢ originalmente nulo somente para 1 <y < 2.

Nés agora lazemos a seguinte prescrigao: Voltamos & equagao original (10.21)
e fazemos a substituigao de f(w) pela sua contraparte regularizada f,(w), ou seja

vamos ter a seguinte expressao regularizada:

—kT /Dm /n (1 — exp(— huw )) Jaw)dw = (v — )R /Um wj;f;(;d) ]dw. (10.28)

exp( 7
Nosso objetivo agora é encontrar a forma de f,(w).

Integrando por partes, o lado esquerdo de (10.28), encontramos para a pressio

T oo
—kTin (1 — exp(— =) | Fa(w) | +n/ to(w) de. (10.29)
k1 0 exp(ﬁ) —
onde F,(w) claramente deve satisfazer
F'o(w) = folw). (10.30)

O ponto crucial consiste em tomarmos F,(w) como sendo do tipo dado por

(10.27) e (10.26).

Fa(w) = F(w)exp(— ") = Buww CXP(*S) (10.31)



Derivando a equagao (10.31) e usando (10.30), ohtemos

D (v — D, 27 o
— (1 —jwrrtexpl—— ).

Jalw) =
Podemos observar que, se o — 0, entao fo(w) — f(w).
Portanto obtivemos uma funcao densidade de estado regularizada f.(w) que faz
com {ue o termo de fronteira (divergente), na expressao (10.29), se anule. Portanto
a equacao de estado regularizada de um 4-fluido fica

h/m ﬁlx(w) dw = (’Y— l)h‘/{]m qu( ) dw,

exp(le) — 1 exp(f) — 1

ou seja, oblemos a equagdo de estado para v-Fluidos regularizada

Po=(7—1)pa

onde

P, =h /m ‘;i dw
("Xp(k? —

e

PR h /m w{n(w) dw.
Jo expliz) —1

Observe que o fator exponencial, exp(—£), torna estas integrais finitas, conser-
vando a equacao de estado. Obviamente, obtivemos apenas uma regulariza¢ido. O
polo ainda ¢ manifesto quando o« — 0. No entanto, em analogia ao Efeito Casimir
para o qual as altas freqiiéncias (razao de se tomar o corte exp(—aw)) sao irrele-
vantes pois, fisicamente, as placas de Casimir sao transparentes a elas, aqui também
o corte exp(—2) nos indica que baixas freqliéncias sao irrelevantes para o célculo da
pressdo e energia de um 4-fluido no espago de Minkowski.

No Iifeito Casimir um resultado finito e independente do parametro de regu-
larizacao é obtido fazendo-se uma subtraciao adequada de duas configuracoes do
campo(com placas e sem placas, por exemplo). Aqui acreditamos que tal prescri¢ao
possa ser implementada, mas isto foge ao escopo do presente trabalho.

Podemos entao, obter o espectro regularizado para ~-fluidos, o qual tem a

seguinte forma

hw fo(w) _ kB (1+(’v—-1)a)wﬂr+l
oxo() 1~ 71 exp(i) - 1

Pcy(T-, L"’) =
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No limite oo — 0, obtemos

Bhw=T
T,w) = — T )
p(T,w) (7 = D(exp(gs) — 1)

4

Yo 4 —
Para o caso vy = 3

o(Tyw) = —ShBw?
oxp(g7) — L
o qual é o espectro de Planck. Para v =0

—hBw1
exp(gr) = 1’

p(T,w) -

que corresponde ao espectro do vacuo.
Este mesmo espectro foi deduzido por consideragoes termodinamicas por Lima

e Maia,[14]-[15].
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Capitulo 11
Conclusoes

Estudamos, ncste trabalho, trés métodos de regularizagao para integrais di-
vergentes: Cut-Off, Regularizacio de Pauli-Villars ¢ Regularizacdo Dimensional.
Tomamos a polariza¢ao do vacuo como exemplo e regularizamos sua integral di-
vergente pelos trés métodos acima mencionados, [sto possibilitou uma comparagao
cntre os trés métodos, o que ndo se encontra explicitamente na literatura. Nos nos
concentramos no método de Cut-Off e o aplicamos no calculo da energia Casimir em
dimenséo 1, no qual temos que regularizar uma divergéncia ultravioleta relacionada

a energia de ponto zero. O Cut-Ofl adequado é do tipo =¥, com & > 0.

Por fim fazemos um estudo de y-Fluidos e determinamos seu espectro utilizando
métodos da fisica estatistica. Aparece, entdo, nestes calculos uma divergéncia in-
fravermelha. Adaptando o método de Cut-Off para a regido infravermetha, obtive-
mos a equagao de estado regularizada para v-Fluidos. Neste caso o Cut-Off usado
foi do tipo ew. Uma das dificuldades encontradas na determinacéo do espectro foi
o fato de que tinhamos uma divergéncia num termo de fronteira. O Cut-Off e~ < foi

fundamental para a solu¢do deste problema.

Cumpre observar que obtivemos uma equagio de estado regularizada, porém
nao renormalizada, uina vez que a densidade de energia e a pressao regularizada
ainda dependem do parametro regularizador a. Esperamos, no futuro, conseguir a
equagao de v-Fluidos renormalizada, via, por exemplo, subtracio das quantidades

divergentes entre duas configurag¢oes diferentes do y-Fluidos.
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.1 Apéndice Al: Integrais e Formulas Uteis

——— — ,1 / ({J_/ (l’y/ d~
(IQ(’I 1 (1.2((;

1
* ‘
[ao + (@) — ap)z + (az — a1 )y + (a3 — az)z]* (A.1)
d'p _L(n—2) 1
; = - ::. : ‘
/ (p? 4+ 2pg + t 4 i)™ - T(n) ({—q3)m2’ nz3 (A.2)
/ (l"pp“ w F(’H. . 2) qu S 3 N
_ =1 — ‘ :
(p? + 2pg + 1 + ie)” 4 P(n) (1 — g2’ nZ (A.3)
/ d'pp* p* _ ?.ﬂ_.zl‘('n. —3) 2‘(77, — 3g"q” + (t — q¥)g™ o 4
(p? + 2pg + t + i)™ ‘ 21'(n) (1 — g2)n=2 s N (A.4)
I /1 1 "
(.Lb a 0 [b + (a -— ]))‘-P]Z( T (A.5)
? q’dg 2 0 |
/n E]“—:r-’——]z = (% — 2cn— = + c? (A.6)
0 2
gdg 0 |
o [q+ c2]? Encz -1 (A.T)
dl')qq? Do, D D 1‘((]_« D 1)
1 er=1 TA-E-—}-I o g , ‘
dPq . p p_ DI'(a— Q)
P =2 (—-1)*rz A7~ — 2
f (¢* = A)e (=1) 2 o) (A-9)

xlna)? rina)?
(zfna) +(r7m) +

a* =14+ xlna + It Rl

(A.10)
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.2 Apeéendice A2

Vamos estudar neste Apéndice, as propriedades de invariancia relativistica e de

gauge 1277 (k?), que ¢ dado por:

BBk = /rlnp Tri(p+ )y (p— k+m) ﬂ], |
: (p? —m? + ze)( p— k)2 —m? + i¢)

Observemos que 1”(k?) é um tensor de segunda ordem e depende somente do

(A.11)

quadrivetor k&, portanto podemos escrever
REP(E?) = C(AHERP + D(k?)g™”. (A.12)
Por outro lado, sabemos que a invaridncia de gauge implica:
kc,,Rﬁ"ﬁ(lcz) =0 (A.13)

‘”"(A’-’)Aﬁ = 0. (A.14)
Substituindo (A.13) em (A.12), obtemos

k*C(k*) + D(k*) = 0. (A.15)

Assumindo agora que C'(k?) € uma fungio regular de k2, isto é, ndo tem polos

em k2, temos
RSP (k?) = (k“k? — k2g°PYC'(K?). (A.16)

Portanto, devernos achar C'(k?), para a qual é suficiente avaliar RS (k?2), isto é,

Ry (k) = =3k*C(k?). (A.17)
Além disso, de (A.12) e (A.11), temos
. — 2m? — p.k)
Ria(k*) = BC(K) +4D(k?) = -8 [ dPp ¥’ L .
1a(K7) = FC(E) + ( (p?2 — m? +e)((p — k)2 — m? + i)

(A.18)

Porém, de (A.17) e da suposicao de que C(k?) é regular em &% = 0, devemos ter

17, (0) = 0. (A.19)

Também de (A.15), D(k?) deveria se anular em k? = 0, Mas esta relacao nao é

satisfeita, pois de (A.18) temos

n _ p (p* =2m?) .
R34 (0) = 4D(0) = 8 [ dPp T (A.20)
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Obscrvemos, que a equacao (A.20) é gquadraticamente divergente, em [ = 4
para p — oo. Portanto, ou a suposicio de C'(A?) ser uma lungao regular de k? esta
incorreta ou a polarizagao do vacuo nao ¢ invariante pelas transformacoes de gauge.

Mas sabemos que a invariancia por transformagocs de gauge é importante na
teoria e nio deve ser perdida. Portanto devemos exigir que [}(0) na equacgao (A.20)

seja zero. Isto significa reescrever C'(k%) em (A.18) de tal forma que (A.19) secja

valida, ou seja,

Ck?) = —‘.8, /d”p{ , | (p'z'— 2m? — p.k) _ (p? — 2771.%) Y
32 (p2 —m2+ic)(p— k)2 —m?+4:) (p*P—m?+ic)?
| (A.21)
Observe que agora C(k?) nio é regular em k* = 0. I2 facil comprovar que

substituindo (A.21) em (A.17), obtemos que (A.19) é satisfeita.
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