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RESUMO 

Na primeira parte, após um breve resumo da quantização de campos, estu

damos o problema das integrais divergentes na Eletrodinâmica Quântica ( QED) onde 

consideramos como exemplo a polarização do vácuo. Apresentamos três métodos de 

regularização: Cut-Off, Pauli-Villars e Regularização Dimensional. 

Na segunda parte, fazemos a dedução, com métodos da física estatística, do 

espectro de 1-fluidos (O < 1 < 2 ; 1 # 1 ), os quais são importantes para a cosmolo

gia. 

Para O < 1 < 1, obtemos uma divergêocia infravermelha, a qual é regula

rizada utilizando o método de Cut-Off adaptado para a região infravermelha. 

Como casos particulares obtemos o .espectro de Planck ( 1 = ~) e do vácuo 

(I = O). Estes resultados concordam com aqueles que são obtidos a partir dos 

princípios da termodinâmica. 
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ABSTRACT 

ln the first part, after a bricf summary of the quantiza.t.ion of fields, we study 

the problem of the divergent integrais in the Quantum Electrodyna.mics (QED) 

where we consider as example the pola.riza.tion of the vacuum. We present three 

methods of regularization: Cut-Off, Pauli-Villa.rs and Dimensional Regula.rization. 

ln the second part, we derive, using statistical physics methods, the spectrum of 

1-fluids (O< 1 < 2; 1 i- 1), which are import.ant in cosmology. 

For O < 1 < 1, we obtain an infrared divergence, which is regularized by the 

Cut-Off method adapted to an infrared region._ 

As particular cases we obtain the Planck spectrum ( 1 = ~) and the spectrum 

of the vacuum (7 = O). These results are in agreement with those obtained from 

thermodynamics. 
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Capítulo 1 
.. 

Introdução 

O objetivo principal do presente trabalho é determinar o espectro de 1-Fluidos, 

utilizando o método de regularização de Cut-Off. Apresentamos no presente tra

balho cálculos feitos em diversos tópicos da teoria quântica de campos, nem sempre 

encontrados na literatura. 

No Capítulo 2 apresentamos o formalismo Lagrangiano, determinamos a equação 

de Euler-Lagrange. Além disso, apresentamos o Teorema de Noether assim como a 

sua aplicação ao campo escalar complexo e à invariância da Ação sob transformações 

de Gauge Global e Local. 

No Capítulo 3 estudamos a quantização do campo de Klein-Gordon. Desenvolve

mos a teoria na forma covariante, assim como a definição do operador Número de 

partículas e os operadores de Criação e Aniquilação no espaço de Fock. 

No Capítulo 4 discutimos a quantização canônica do campo eletromagnético em 

dois gauge. No primeiro Gauge, chamado gauge de Radiação, quantizamos os dois 

graus de liberdades físicos do campo eletromagnético, ou seja, os modos transver

sais. No segundo gauge, chamado Gauge de Lorentz, o qual é feito em forma co

variante, consideram-se as quatro componentes do campo eletromagnético. Como 

conseqüência, o espaço de Fock fica com uma métrica indefinida. Um cancelamento 

entre fótons longitudinais e escalares restaura os graus de liberdade físicos ( transver

sais) da teoria. 

No Capítulo 5 apresentamos a Teoria de Perturbação para teoria quântica de 
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campos. Tarnbém apresentamos o Teorema de Wick. 

No Capítulo (i determinamos os propagadores para o campo complexo de Klein

Gordon, o campo de Dirac e o campo eletromagnético. No Capítulo 7 apresentamos 

os diagramas de Feynman para primeira e segunda ordem na expansão da matriz 

S. No Capítulo 8 determinamos as amplitudes de transição ou elemento da matriz 

S para diferentes processos na eletrodinâmica quântica. 

No Capítulo 9 fazemos um estudo do problema da divergência ultravioleta para o 

caso da polarização do vácuo. Apresentamos três métodos de regularização: Cut-Off, 

Pauli-Villars e Regularização Dimensional. No primeiro método, além da polarização 

do vácuo, apresentamos o Efeito Casimir em dimensão 1, apenas para mostrar como 

a técnica de Regularização de Cut-Off pode ser aplicada a outro fenômeno físico. 

No Capítulo 10 determinamos o espectro do !'-Fluidos, com métodos da física 

estatística. Para O < 1' < 1, obtemos uma divergência infravermelha, a qual é re

gularizada utilizando-se o método de Cut-Off adaptado para a região infravermelha. 

Como casos particulares obtemos o espectro de Planck (I= V e do vácuo(/'= 0). 

No Capítulo 11 apresentamos as conclusões. 
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Capítulo 2 
.· 

Formulação Lagrangiana 

Definimos o funcional ação (em notação relativística) como [3]: 

(2.1) 

Suponhamos, que ljJ está definido numa região R do espaço-tempo, com fronteira 

8R. 

Vamos agora fazer variações nas coordenadas xJJ. e no campo 1/J, variações estas 

que se anulam na fronteira a R, isto é 81/J = O, 8x~" = O sobre a R, isto é: 

(2.2) 

1/J( x) - 1/J' ( x) = 1/J(;r) + 81/J(x). (2.:3) 

A Lagrangiana (2.1) depende explicitamente das coordenadas .r~". lsto acontece 

quando o campo ljJ interage com uma fonte externa. 

Definimos a variação total como [3] 

1/J' ( x') = 1/J( x) + ~1/J( :r) 

onde b.ljJ, em primeira ordem em 8x, é: 

b.ljJ(x) = 81/J(x) + (a1,1/J(x))8xP. 

A variação da ação é dada por: 

onde d4 x' = J ( x', x )d4 x e .! ( x', x) é o Jacobiano da transformação x - x'. 
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De (2.2) ternos: 

, (D:r''') , J(x ,x) = dd ax-' = 1 + Dl'(6:z:~'). 

Mantendo só termos até segunda ordem, ternos: 

ss =I C(c/J',al,c/J',x'~')(l + al'(6x1'))d4x'- I C(cjJ,al'cjJ,x~')d 4 x = 

I (6C + cal'(6x~'))d 4 x 

onde 

ac De ac 
8C = acjJ óifJ + a( a~'cjJ) 6( a~'c/J) + ax~' óx~' 

da equação (2.3), ternos 

Substituindo as relações (2.5), (2.6) em (2.4) e colocando 

a~'(Cóx~') = ~C 6x~' + ca,,(óx~') 
ux~' 

obtemos o seguinte resultado: 

6S k(~~ ócjJ + a(~~c/J) a1,(óifJ) + a~'(C6x 1 '))d 4 x. 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2. 7) 

O terceiro termo é uma divergência total. O segundo termo pode ser escrito 

como: 

ac , ac ac 
a( al,c/J) DI'( 6ifJ) = ai'( a( Dl'c/J) SifJ) -a,,( a( Dl'c/J) )6c/J 

onde o primeiro termo também é uma divergência total. 

Podemos escrever as divergências totais como integrais sobre a fronteira SR (Teo

rema de Gauss). Portanto (2.7) se escreve como: 

r ac ac 4 

6S= }R{acjJ -8~'(1J(a"cjJ))}6cjJd x 

+laR ( a(~~c/J) ócjJ + Cóx~')da w (2.8) 

Como, por hipótese ScjJ = O e Sx~' = O sobre DR, então o segundo termo em 

(2.8) se anula e a condição que a ação seja estacionária, óS = O implica, então, nas 

equações de Euler-Lagrange: 

(2.9) 
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2.1 Teorema de Noether 

Se a aç.ão é invariante sob algum grupo de transformações sobre J: 11 c 1/J, então 

existe uma ou mais quantidades conservadas, isto é, combinações dos campos e suas 

derivadàs que são invariantes sob as mesmas transformações [3]. 

P.ara começar, vamos reescrever o termo de superfície na variação da ação (2.8) 

como: 

onde a variação total é dada por 

No segundo parêntesis temos o que é definido corno 

Tensor de Energia-Momento 

(2.10) 

(2.11) 

Então, vamos supor que a ação Sé invariante sob a ação de um grupo de trans

formações sobre x 11 e 1/J. As transformações infinitesimais são da forma: 

(2.12) 

O número de parâmetros infinitesimais depende da dimensão do grupo (na ver

dade depende da dimensão da Álgebra de Lie do grupo de transformaç.ões ). 

Se tivermos, além disso, um multipleto de campos 1/J;, as transformações (2.12) 

generalizam-se para 

onde x~ e cl>;j são, obviamente, matrizes. 
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Considerando as transformações ( 2.12) e assumindo que a ação é invariante sob 

elas (isto é, f!S = O) c também que c/> obedece as equações de Euler-Lagrange (2.9) 

obtemos de (2.10) 

onde. trocamos k +-+v, para por em evidência o fator comum 8w". 

Como 8w" é uma perturbação arbitrária, obtemos: 

(2.13) 

onde 

(2.14) 

Logo, do teorema de Gauss em (2.13), temos 

(2.15) 

Além disso, como R é arbitrário, obtemos que 

(2.16) 

Vemos então que Jt é uma corrente conservada que aparece da invariância da 

ação S sob um grupo de transformações (infinitesimais (2.12)), e para campos 4> que 

satisfazem a equação de Euler-Lagrange. 

A partir de Jt podemos definir uma carga conservada 

onde a integral é tomada sobre uma hipersuperfície a tipo-espaço. Se tomarmos 

esta hipersuperfície corno sendo t =constante, então: 

onde a integral é tornada no a-volume v. 
A conservação de Qv segue integrando-se (2.16) sobre V arbitrário: 

(2.17) 
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A segunda integral pode ser transformada numa integral de superfície, pelo Teo

rema de Gauss: 

(2.18) 

Como J~ é função do campo e de suas derivadas podemos fazer a hipótese extra 

de qtie os campos e suas derivadas se anulam no infinito. Com isto, corno 

arbitrário, se tomarmos av "muito grande" a contribuição da integral (2.18) 

nula e ( 2.17) fica como: 

dQ _é) r 03 .... 
dt " = u0 lv J.,d x = O. 

V é 
, 

ser a 

Esta equação nos mostra que a carga Q., ~· fv J~d 3 x é conservada, quando a 

ação é invariante sob um grupo de transformações sobre x~-' e cj>. Este é o famoso 

Teorema de Noether. Na próxima seção ve'remos algumas aplicações deste teorema. 

2.2 Aplicação do Teorema de Noether 

Determinaremos agora a densidade Lagrangiana geral, de um campo escalar 

complexo c/J. 

2.2.1 Campo Escalar Complexo 

Um campo escalar complexo cjJ [1] tem duas componentes reais, isto é, se cjJ1 e 

c/>2 são dois campos escalares reais, podemos definir: 

Como a ação é real, a densidade Lagrangiana é então: 

(2.19) 

Considerando c/> c c/>* campos independentes, as equações de Euler-Lagrange nos 

dão duas equações de Klein-Gordon: 
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Observe que a densidade Lagrangiana (2.19) é claramente invariante sob as trans

formações: 

(2.20) 

onde A é uma constante real. Esta transformação é conhecida corno "Transformação 

de Gauge Global" ou de "Primeiro Tipo". Na sua forma infinitesimal ela fica: 

8</J = -iA<jJ 

(2.21) 

Portanto, a variação nas derivadas fica: 

(2.22) 

Como a transformação de gauge (2.20) não envolve dependência do espaço

tempo, na notação (2.12) temos que 

~1 = -i<P 

x=O 

(A é o parâmetro 8w em (2.12)). 

As correntes conservadas, dadas pelo Teorema de Noether (equação (2.14)), são 

então 
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e 

.]~' = 

A corrente total conservada é então: 

] ~" _ J'' Jl' _ a.c (. ..+.) a.c ( '.+.*) 
• - 1 + 2 - 8( al",p) -z'f' + 8( al",p•) -z'f' . 

Substituindo (2.19) em (2.23) obtemos: 

(2.23) 

(2.24) 

De (2.16) ja sabemos que esta corrente é conservada, e a carga conservada é dada 

por: 

Q = j J 0 dV = · j( ,p~ a,p - ,p a,p· )dV 
z at at (2.25) 

Note que a substituição rjJ i-t rp* muda o sinal da corrente (2.24) (e da carga 

(2.25)). Isto sugere que J~" pode ser interpretada como uma densidade carga

corrente, a menos de uma constante, e se rjJ é um campo correspondente a uma 

partícula de carga e, então rp* é um campo correspondente a uma partícula de carga 

-e. 

' E um importante aspecto da teoria de campos relativística que ela pode pronta-

mente acomodar um par de partículas com a mesma massa mas com cargas opostas. 

No formalismo, entretanto, nada nos obriga a relacionar .JI' com a densidade de 

carga-corrente que aparece na eletrodinâmica. De fato, nosso formalismo pode aco

modar qualquer atributo interno conservado, associado ao campo complexo rp. 

2.2.2 Transformação de Gauge Local. O campo 
Eletromagnético como um campo de Gauge 

Quando fazemos urna transformação de Gauge Global no espaço interno de rp, 
precisamos então fazer a mesma transformação (ou rotação) em todos os outros 

pontos ao mesmo tempo [2]. 

Isto seria relativisticamente impossível, visto que contradiz o Princípio da Rela

tividade: nenhum sinal {ou informação) pode ser instantâneo. O tempo mínimo 

entre um ponto e outro é o tempo que a luz viaja entre eles. 
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Uma maneira de contornar este problema é abandonar o requerimento de que A é 

uma constante e escrevemos A corno uma função das coordenadas do espaço-tempo: 

A - A(:rl'). Tais transformações são conhecidas como "Transformações de Gauge 

Locais" ou de "segundo tipo" . . 
Na forma infinitesimal (A«: 1), temos: 

o que implica 

(2.26) 

Além disso 

o que também implica 

(2.27) 

Similarmente temos 

(2.28) 

(2.29) 

Comparando estas tranformações de gauge locais com as globais, equações (2.21) 

e (2.22) vemos que temos termos extras, i(â11 A)4> e i(â11 A)4>* respectivamente. Por 

causa destes termos extras, por exemplo, comparando (2.26) e (2.27) nós dizemos 

que 811 4> não se transforma covariantemente, isto é, não se transforma como o próprio 

campo 4>. Além disso, este termo faz com que a Ação não seja mais invariante (sob 

transformações de gauges locais). A razão disto é a seguinte. 

A variação da densidade Lagrangiana é claramente: 

8C - a c 8"' a c 8( 'J "') fJC 8"'* a c 8(81'"'*) 
- {)4> 'I' + 8( BA) (I' 'I' + 84>* 'I' + fJ( {)1'4>*) 'I' . 

(2.30) 

Substituindo as equações (2.26),(2.27),(2.28) e (2.29) em (2.30) obtemos: 

(2.31) 
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onde a corrente ) 11 é dada por (2.24). 

Então, comprovamos que a densidade lagrangiana não é invariante sob trans

formações de Gauge Locais. Para tornar a Ação invariante nós introduzimos um 

novo quadrivetor A 1, que se acopla diretamente com a corrente ) 11 , dando um termo 

extra para a densidade Lagrangiana C: 

(2.32) 

Ainda, nós impomos que sob transformações de Gauge Locais o campo A 11 se 

transforme como: 

(2.33) 

De (2.32) e (2.33), temos 

(2.3<1) 

O último termo da equação acima cancela óC na equaça.o (2.31), mas agora 

precisamos cancelar o primeiro termo de (2.34). 

Da definição da corrente (2.24) c usando as transformações ((2.26)-(2.29)), temos 

que: 

( 2.:35) 

De (2.34) e (2.35) temos então: 

(2.3{1) 

Nós temos, portanto, que adicionar ainda um outro termo para cancelar (2.36). 

Este termo é dado por [2] 

Novamente devemos calcular a variação de C2 , levando em conta a lei de trans

formação de A 11 , (2.3:l): 

( 2.:37) 

Mas isto é o termo (2.36) com o sinal trocado. De (2.36) e (2.37) finalmente 

temos: 
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Então a densidade Lagrangiana total C + C1 + C2 é agora invariante sob trans

formações de Gauge Locais. 

Como introduzimos um campo A 1, que se acopla com a corrente J~'- (equação 

(2.32)), necessitamos ter uma densidade Lagrangiana que admita só o campo de 

Gauge A1, e que, além disso, seja invariante de Gauge. 

Para isto definimos o rotacional do campo A~'- como: 

Este objeto é invariante de gauge, pois por (2.33) ternos 

onde F~.., denota o campo transformado. 

De (2.:38) definimos a densidade Lagra~1giana do campo A1, como: 

1 
c3 = - -F1

"' F~'-" 
4 

( 2.38) 

(2.39) 

o fator - ~ é necessário para se obter as equações de Maxwell não-homogêneas das 

equações de Euler- Lagrange. 

Somando todas as densidades Lagrangianas acima, obtemos a Lagrangiana total: 

que podemos reescrever como 

(2.10) 

Se observamos as equações (2.19) e (2.40) vemos que 8~'-fjJ é substituído por a~'-+ 

ieA~'- fjJ. 

Definimos agora 

(2.41) 

(2.12) 

que é conhecido como o acoplamento mínimo ou Derivada Covariante dos campos rp 

e rp* respectivamente. Diferentemente de 8~'-fjJ e 8~-'rp* , D~'-fjJ e D~'-fjJ* se transformam 

de uma maneira covariante sob urna transformação de Gauge Local, pois, 

(2.43) 
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Com as definições (2.41) e (2.42) acima, a lagrangiana total (2.40) escreve-se, 

compactamente, como: 

(2.44) 

É fácil ver de (2.38) e (2.39) que Fi"' faz o papel do tensor campo eletromagnético, 

que é'antissimétrico e portanto tem 6 componentes, sendo 3 elétricas e 3 magnéticas. 

O que fizemos acima, portanto, foi mostrar que o campo eletromagnético é um 

campo de gauge, isto é, ele aparece naturalmente por imposição de que a Ação seja 

invariante sob urna transformação de Gauge Locais. A" é denominado potencial de 

gauge e ele acopla linearmente com a corrente ) 1, com constante de acoplamento e, 

que é a carga do campo if;. 



Capítulo 3 

Quantização Canônica do Campo 
Escalar de Klein-Gordon 

A quantização de um campo clássico 1> implica imediatamente em considerá-lo 

como um operador. Aqui nós vamos seguir as regras de quantização de Heisenberg 

da mecânica quântica [4]. 

onde (i,j = 1,2,3) 

onde Pi é o momento canonicamente conjugado g;,, x; e p; referem-se à posição e 

momento da partícula, medidos no mesmo instante de tempo. 

A hamiltoniana é dada por: 

H= ~Piii- L 
J 

Em analogia com a Mecânica Quântica, em teoria de campos, 1>( x) 1>( x, t) 
tem o mesmo papel que x( t) ern mecânica de uma partícula, ou seja, é uma variável 

generalizada, e descreve um sistema, com um número infinito de graus de liberdade. 

Portanto, o campo canonicamente conjugado (momento) ao campo rjJ é, em analo

gia com a mecânica quântica, dado por: 

iJC iJC 
7r (X ) - -----.----. - - --::-:-::,------:-;-

8rjJ( X) 8( iJor/J( X)). 

As relações de comutação, são neste caso 

(3.1) 
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[<P(x), </J(x')]"' = [1r(x), 1r(x')]"' =O (3.2) 

para tempos iguais, ou seja t = t'. 

Os índices =f indicam que temos comutadores para Bosons e anticomutadores 

para Ferrnions, respectivamente. 

A Hamiltoniana é dada por: 

onde: 

'H(x) = 1r(x)~x- .C(</>,8~'4>) 

é a densidade Hamiltoniana. 

O processo de quantização acima descrito é também denominado "Segunda 

Quantização". 

3.1 Espaço das Soluções da equação de 
Klein-Gordon 

Quando a equação de Klein-Gordon é interpretada como uma equação de movi

mento de uma partícula encontram-se as seguintes dificuldades [3]: 

(i) Existem soluções de energia negativa. 

(ii) A corrente j~' não fornece uma densidade de probabilidade definida positiva p, 

como no caso da equação de Schrodinger. 

No entanto, se a equação de Klein-Gordon for interpretada como urna equação 

de onda para um campo clássico </>(x), é possível mostrar que a energia total do 

campo dada por H = I 8°0 d3 x será positiva. 

A equação de Klein-Gordon é dada por 

cuja densidade lagrangiana é: 

O momento canonicamente conjugado é portanto 

1r(x) = </>(x). 
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Agora que ternos as variáveis de campo (operadores) c/J(x) e 1r(x) podemos impor 

as relaçóes de comutação ca.nônicas. Mas isto não parece levar a nada, inclusive 

porque nem sabemos ainda qual é o e:; paço vetorial em que os operadores c/J( :r) e 

1r(x) agem. 

Observamos que ao mesmo tempo que c/J(x) é urn operador, ele também é urna 

solução da equação de Klein-Gordon. Agora como a equação de Klein-Gordon é 

linear, o espaço das suas soluções S é um espaço vetorial (de dimensão infinita). 

Escolhida uma base neste espaço, qualquer solução é urna combinação linear dos 

elementos da base. Portanto se fo(x) é uma base para S (cada fo é uma solução 

elementar de Klein-Gordon); então: 

c/J(x) =L Aofo(x). 

Nesta expressão ternos duas observações importantes: 

(1) qy(x) é um operador. Portanto ou Ao ou fo(x) devem ter um caráter operatorial. 

A solução em teoria quântica de campo é que os coeficientes Ao devem carregar 

o caráter operatorial, enquanto que a base de soluções elementares f"(x) são funções 

usuais. 

(2) Numa teoria quântica precisamos definir o tamanho dos vetores. Isto é feito 

definindo-se um produto interno no espaço S. Para o produto interno ser completa

mente definido, basta defini-lo numa base. Em geral o produto interno depende da 

equação de campo considerada. 

Para o caso da equação de Klein-Gordon o produto interno será dado por: 

(3.3) 

As funções fk(x) = 1 cikx, J:(x) = 1 ékx formam um conjunto 
v(27r)32w.; v(211')32w.; 

ortonormal completo para o espaço S, com o produto interno dado por (3.3), onde: 

As funções fk(x) e fj;(x) são denominadas soluções elementares (ou modos nor

mais) com freqüência positiva e negativa respectivamente. O cálculo dos produtos 

internos dão: 
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(.(.,(:r), .f;,( x)) = O, 

(:1.4) 

Portanto, se <f!(x) é solução da equação de Klein-Gordon, então podemos escrever 

ou 

(3.5) 

Prova-se que as relações de ortogonalidades-(3.4) são independentes do tempo. 

Os operadores a(k) e at(k) em (3.5) são os coeficientes de rouricr da expansão 

de <f!(x) cm soluções de ondas planas. Portanto elas são obtidas como: 

a(k) = (.fk(x), <f!(x)) 

(:3.6) 

3.2 Relações de Comutação e Espaço de Fock 

Como vimos anteriormente, <f!(:r), bem como 1r(x), a(k) e at(k) são operadores. 

No entanto, ainda não definimos o espaço em que eles operam. Quando impomos as 

relações de comutação para tempos iguais e expandimos <f!( x) cm termos das soluções 

elementares fk(x) e fk(x), podemos construir explicitamente um espaço no qual os 

operadores agem. Tal espaço é denominado Espaço de Fock. Pela observação, 

podemos decompor o campo <f!(x) em suas partes de freqüênda positiva e negativa, 
. t , 
IS O e: 

As relações de comutação dos operadores a( k) e a t ( k) são dadas por: 

[a ( k), a ( k')] = [a t ( k), a t ( k')] = O. (:~. 7) 
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Estas sao as relações de comutação, de um conjunto infinito (não enumerável) 

de osciladores harmônicos cksacoplados, e é a versão contínua das relações de co

mutação: 

.· 

para o oscilador harmônico. Vemos que cada modo k se comporta como um os

cilador harmônico e portanto um campo físico (livre) pode ser visualizado corno um 

"conjunto" de osciladores desacoplados (sem interação). 

Vamos agora descrever o espaço onde os operadores agem. Este será o chamado 

Espaço de F'ock (7]. 

Em mecânica quântica a função de onda'I/J( x) satifaz a condição de normalização: 

Mais geralmente, podemos dizer que as funções de onda pertencem a um espaço 

de funções C2 (R3
), isto é, as funções complexas em R3 cujo quadrado é integrável. 

Este espaço é um Espaço de Hilbert (espaço de estados do sistema) cuja métrica é 

dada por: 

Este esquema pode ser estendido à teoria quântica de campos, no caso de campos 

livres pelo menos. A construção do espaço de Fock segue da mecânica quântica. 

Em primeiro lugar, nós postulamos que o espaço dos estados de urna partícula, 

como na mecânica quântica, é um espaço de Hilbert, 1t = C2 (JC). A generalização 

para várias partículas vem do produto tensorial, ou seja: 

Agora, nós sabemos que partículas idênticas obedecem dois tipos de estatística: 

a de Bose ou a de Fermi. Para Bosons os estados do sistema de partículas precisa 

ser simétrico, isto é: 
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e para Fermions antissimótricos: 

Os operadores S,~ são operadores de projeção no espaço Ji®n das n-partículas, 

pois satisfazem: 

Portanto, os estados físicos de n-partículas formam um espaço de Hilbert, dado 

por ( + para bosons, - para fermions ): 

Para descrever todos os estados de multipartículas simultaneamente, definimos 

o chamado Espaço de Fock: 

onde 1{0 = on, com o E ([: é um espaço unidimensional definindo o vácuo (zero 

partículas). Veja que neste esquema o vácuo foi postulado junto com a definição do 

espaço de Fock. A existência, unicidade e a determinação explícita do vácuo depende 

da dinâmica da teoria, isto é, da Lagrangiana. Em verdade, poden1os construir o 

espaço de Fock, aplicando o operador de criação a t no estado de vácuo (n ~ 

I O)) várias vezes, criando estados com 1 partícula, 2 partículas, etc. Um elemento 

arbitrário de Fock é dado por: 

IIli) =(I 0), ll), I 2), ... ) E F, 

onde 

I n) E H;. 

O que queremos, então, é achar um conjunto de operadores Hennitianos, tal que 

os estados de multipartículas sejam autoestados simultâneos dos operadores deste 

conjunto. 
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Para este llm definimos o operador: 

Na ~cor ia dos espaços de llil bert, os au toestados ( autovetores) destes operadores 

formam uma base . 
. · - - -
Seja I n(k)) E :F um autoestado do operador N(k) com autovalor n(k). Temos 

então 

- --# - -N(k) I n(k)) = n(k) I n(k)). 

Além disso, tem-se 

[N(k), a(k)] = -a(k). 

__, 
Este operador N(k) é chamado Operador Número de Partículas, o que se justifica 

em virtude dele satisfazer as equações: 

N(k)a(k) I n(k)) = (n(k)- l)a(k) I n(k)). 

3.3 Expansões de Fourier e Relações de 
Comutação 

A expansão de Fourier (3.5) pode ser escrita como 

Observe que ela não é relativisticamente invariante. 

(3.8) 

Para conseguir uma expansão de Fourier relativisticamente invariante expandi

mos </>( x) como: 

(3.9) 

20 



A diferença com o caso anterior (:3.8), é a presença da constante M, que ó, em 

princípio, arbitrária. Para determir!it~la univocamente impõe-se Invariância Rela

tivísiica da medida da integral acima 

d'1 k' = 

Para a equação de Klein-Gordon temos a condição de camada de massa do campo 

1/>(x), isto é: 

Isto implica um fator 6(P- m 2 ) na medida. Também impomos a condição de 

energia positiva para 1>( x ), isto é, k0 > O. Isto implica um fator O( k0 ). Também, 

por conveniência, tornamos um fator adicional (27r). Então o fator M é formado de 

3 fatores 

A expansão (:UJ) fica escrita como 

Esta representação de Fourier en1 dimensão 4 pode ser escrita corno uma repre

sentação de Fourier em dimensão :3, e que ainda. é invariante de Lorentz, mas não é 

manifesta. Nesta representação teremos que a equação (3.9) fica como: 

( 3.10) 

onde 

t -: t -a (k) a (wk, k). 

Vemos que o fator (27r) foi "necessário" para obter a medida da. representação 

de Fourier tridimensional com o número correto de fatores (2
1.,-), isto é, (~:1 3 • 

Os operadores de Aniquilação e Criação ficam como 

21 



Das expressões anteriores deterrniuarnos as relaç.ões de comutação de a t ( k) e -a( k ), as quais são: 

Estas relações, por construção, são relativisticamente invariantes e a Hamiltoni

ana é dada por: 
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Capítulo 4 
.· 

Quantização Canônica do Campo 
Eletromagnético 

4.1 O Gauge de Radiação e de Lorentz 

Em geral, quantizar campos sem massa apresenta dificuldades, [:3][5], como é o 

caso do campo eletromagnético, o qual tem duas componentes independentes, mas 

é descrito covariantemente por um 1--vetor Aw Quando escolhemos duas destas 

componentes (as físicas) e as quantizamos, perdemos a covariância requerida. Mas, 

se desejamos manter a covariância, teríamos duas componentes a mais. Consider

aremos estes dois enfoques e veremos a importância da invariância de gauge. 

Sabemos que o tensor de campo eletrornagnético é dado por 

As equações não-hornogêneas de Maxwell no vácuo são escritas como 

Estas equações obtém-se do princípio variacional da Lagrangiana (2.:39). 

Um campo eletromagnético dado, A1., não é único, e, além disso, a transformação 

de gauge (2.33) deixa F~''' invariante. Se escolhemos que A(x) satisfaz 

DA(:r) = -8~'A 1 ', 

obtemos que a,,A'1' = o. Retirando por simplicidade a "I"' vamos considerar os 

potenciais A1' que satisfazem 

81,A 11 = 0. ( 4.1) 



Esta é a chamada condição de Lorentz. Dizemos então que A1, está no gauge de 

Lorentz. A grande vantagem deste ga.uge é que ele é rela.tivistica.mente invariante. 

É claro que a equação ( 1.1) reduz o ntímero de componentes independentes de A1' 

de 4 para a. Como o campo de radiação tem apenas 2 graus de liberdades que sã.o 

verdadeiras variáveis dinâmicas, temos que eliminar mais uma variável. Como AI' 

e A~ .. satisfazem a condiçã.o de Lorentz, então DA(x) =O. Portanto escolhemos um 

A(x) que satisfaz: 

âA 
ât = -l/1 

o que implica.: 

l/1' =A~= Ao+ âoA(x) = l/1- ~~ = l/1- l/1 =O. 

Portanto, escolhendo transformações de ga.uge apropriadas, podemos obter um 

4-potencial AI' que satisfaz: 

-l/1=0, V.A=O. (4.2) 

Neste caso dizemos que os potenciais encontram-se no gauge de Radiação (ou de 

Coulomb). ~~ fácil ver de ( 4.2) que neste gauge o 4-potencial AI' tem somente dois 

graus de liberdades independentes. 

4.2 Quantização Canônica no Gauge de 
Radiação 

No método de quantização ca.nônica, as regras de comutaçã.o de Heisenberg sã.o 

escritas com as variáveis dinâmicas da. teoria. É fácil ver, pela equação ( 4.2), que 

Ao pode ser eliminada das equações de movimento. As dificuldades da quantização 

canônica do campo eletroma.gnético originam-se justamente por se ter mais variáveis 

do que os graus de liberdade independentes. Vamos proceder abaixo em analogia 

à quantizaçã.o de um campo escalar e vamos observar as dificuldades que aparecem 

[6][3]. 

Definimos os momentos canonicamente conjugados aos campos A0 e A;, para 

i = 1, 2, 3, como: 
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II; - iJ.C - -A· i 8;Ao - Ei 
-~- + ---· fJA • 

Impomos as regras de comutação usuais 

( 4.3) 
,. 

Acontece que estas regras são inconsistentes com o gauge de radiação pms, 

tomando a divergência de ambos lados, chega se a: 

onde o primeiro lado é igual a zero, enquanto que o segundo é diferente de zero, 

portanto as relações de comutação ( 4.3) precisam ser modificadas. 

A solução é substituir D;j por um tensor Êl.;j· de segunda ordem, simétrico. Para 
__, 

isto escrevemos 63(:r- x') na forma integral e reescrevemos (4.3) como: 

Agora colocando h;i dentro da integral e substituindo-o por L). ii, um tensor de 

segunda ordem, que depende de k, temos: 

( 4.4) 

Tomando a divergência ficamos com 

Como o lado esquerdo é nulo, o direito só se anula com a condição de transver

salidade para L).ii , isto é: 

3 

2::::: k;fl.ij =o. 
i=l 

Para determinar L). ii observe que ele é um tensor e é função das componentes ki. 

Por outro lado, temos que o tensor mais geral possível de segunda ordem, formado 
__, 

com as componentes de k é do tipo: 

.. ~ .. ~ .. 
fl.'J = A(k2 )6'1 + B(P)k'kl. 
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Agora impondo a condição de transversalidade e a condição de que fl._ii tem que 

ser um tensor de projeção, obtemos unívocamente 

k,, kJ 
fl._ii = óij - -~

p 

Substituindo (4,5) em (1.4), a relação de comutação fica como: 

(4.5) 

além disso, temos as regras de comutação usuais 

Agora, como estamos no gauge de radiação, que é um subgauge do gauge de 

Lorentz, então pela condição de Lorentz temos que as equações de Maxwell tornam-

se: 

DA~'= o. 

Como no gauge de radiação <P = A0 =O, entã.o: 

~ 

DA= O. 

Esta é uma equação de Klein-Gordon sem massa. Podemos escrever suas soluções 

corno uma combinação linear das soluções fundamentais ékx e e-ikx_ Os coeficientes 

devem ser vetares, chamados vetores de polarização que denotaremos como f{Al( k ), 

onde À é um índice de valor 1 e 2. 

Escrevemos portanto 

Como no gauge de radiação V'.Ã =O, então se tem 

Portanto, para uma direção de propagação ~,os vetores f{Al( k) são transversais. 

Eles podem ser escolhidos ortonormais 
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Como fizemos no caso de Klein-Gordon, definimos as funções de base (fk, J;) e 

achamos os coeficientes aPl e a<,\Jt em termos das funções J,c(x). Escrevemos então 

(4.6) como 

iÍ(:r) = j / I t f{>-l(k) (a(.\)(k)fk(x) + a<>-Jt(k)JZ(x)) d~k. (4.7) 
V ( 21l"}32ko >-=t 

Como (f~;, Jk) formam um conjunto completo ortonormal, podemos obter: 

a<>-l(k) = ./ /('27r)"'2kufZ(x)i ão ~>.)(k).Â(x)d~x 

a<·'lt (k) =- ./ j(27r)32k0 J,c(x)i ão ~>.)(k).Â(x)d 3 x. 

Após um cálculo direto, mas laborioso, conseguimos as seguintes relações de 

comutação: 

Por último, calculamos a energia do campo, isto é: 

1!- -. lf'-2 -2 ~ n = 2 (E2 + B 2 )<Px = 2 (A + ("\7 x A) )d· i 

escrevendo ("\7 X Â) 2 como: 

ficamos com 

( 4 .8) 

Substituindo a expansão ( 4. 7) em ( 4.8) obtemos, após um longo, ma.s direto 

cálculo, que a hamiltoniana do campo eletromagnético é: 

H= t j k:o 
3 

(a<-\l(k)aPlt (k) + (plt (k)a<>-l(k)) (Pk. 
>-=t 4( 27r) ko 

A fim de evitar a divergência da energia do vácuo fazemos um ordenamento 

normal dos operadores. A hamiltoniana acima reduz-se então a 

Esta é, portanto, a energia total do campo cletromagnético, com polarização 

transversais(>.= 1, 2), a qual é positiva definida. 
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4.3 Quantização Canônica no Gauge de 
Lorentz 

Neste caso nós mantemos a covariáncia, então as quatro componentes de A~, e 

11/l serão consideradas agora, e obedecerão às relações de comutação covariante [6][3] 

( 4.9) 

onde 9~-tv é o tensor métrico de Minkowski . 

Nós imediatamente encontramos um problema, devido à la.grangiana (2.39) pois 

temos 

Assim, devido a A0 é impossível satisfazer (4.9). Para fazer que TI0 seja diferente 

de zero precisamos mudar a Lagrangia.na. Mas a nova Lagrangiana deve fornecer 

as equações de Maxwell no gauge de Lorentz. No gauge de Lorentz as equações de 

Maxwell se resumem a. DA~, = O. Procuramos então uma Lagrangiana que nos leve 

a esta equação de movimento. Uma Lagrangiana possível é: 

( 4.10) 

Para comprovar isto fazemos os cálculos respectivos e obtemos as seguintes 

relações: 

a c 
::lA =O. 
U I' 

Substituindo na equação de Euler-Lagrange, obtemos 

DA"= O, 

(4.11) 

(1.12) 

que é o que procurávamos. O termo extra -HD.A) 2 em (4.10) é chamado termo de 

"fixação de gauge". 
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Agora usaremos (4.11) para determinar 11°, o que se obtém para 11 c 11 iguais a 

zero. Então: 

Mas esta equação não é adequada, porque no gaugc de Lorentz, fl0 = O. A saída 

deste dilema é postular que a condição de Lorentz não pode ser considerada como 

uma identidade operatorial. Em vez disso, imporemos um requerimento mais fraco. 

Para os estados físicos jl.]i) 1 ô~-'A~" tem valor esperado zero, isto é: 

Por outro lado, a solução da equação (4.12) é dada por: 

(1.13) 

Neste caso os quatro 4-vctores de polarização t:~ 0 l 1 t:~ 1 l 1 .:~ 2 ) e t:l(l têm a norma

lização invariante de Lorentz 1 é 0 l é tipo-tempo e t:(ll 1 t(
2 ) e t:( 3) é tipo-espaço, isto é: 

Agora suponhamos que o fóton se move ao longo do eixo-z, então temos k~" -

(k 1 0,0 1 k)e 

1 o o o 
((O) = o f(l) = 1 ((2) = o ((3) = o 

o I o I 1 I o 
o o o l 

com 

k:.t:(l,2) =o. ( 4.14) 

Os fótons com polarização f(o) são chamados fótons "escalares", com t:( 3 ) "longi

tudinal" e com t:(t) e t( 2l transversais. 

Agora vamos determinar [a!Al( k), a(.\Jt ( k')]. 

Da equação ( 4.11) obtemos o momento canônico para J.l = O 

11" = a L - 1•"'0 vO ( !-l ADI) 
â(r:JOAv) - - g Ua . 
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No entanto para I/= O c v= i, tem-se: 

( 4.15) 

( 4.16) 

Da relação de comutação (4.9) para v= O e usando (1.15) obtemos: 

( 4.17) 

Para v= i, (i= 1,2,3), e usando (4.16), temos 

(4.18) 

Portanto de (4.17) e (4.18) podemos ter uma forma mais geral: 

Por outro lado, corno (fk, Ik) formam um conjunto completo ortonormal, obte-

mos: 

3 

a-'(k) =L j V(27r)32kofi.(x)i ão t(,\)1L(k)A~<(x)d 3 x 
,\o;O 

a(-')t (k) =- t j j(27rp2kofk(x)i ão t:(.\)1'(k)A 1,(x)d:1x. 
-'=0 

As relações de comutação dos operadores a"( k) e a(A) t ( k) são dadas por: 

(4.19) 

Os operadores de aniquilação e criação a( k) e a t ( k) para À = 1, 2, :J, isto é, fótons 

longitudinais e transversais, não têm problemas e procedemos da maneira usual, mas 

a relação de comutação para fótons escalares fica 

(4.20) 
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Aqui ternos problemas porque o sinal negativo no lado direito, faJI com que a 

norma de um fóton escalar seja negativa. 

Por exern pio para o estado de uma partícula 

temos que, usando (4.20) dá: 

Também, se calculamos para dois fótons escalares, teremos: 

Similarmente para o estado I n1), COJ? n 1 fótons escalares obtém-se o sinal 

( -l)n,, ou seja, o Espaço de Hilbert dos estados da partícula (espaço de Fock) 

têm uma métrica indefinida. Portanto surgem problemas com a interpretação da 

mecânica quântica destes estados. Outra conseqüência é que o fóton escalar fornece 

uma contribuição negativa à energia, como veremos na continuação. 

A harniltoniana é definida corno: 

Substituindo as expressões dos A1, , II~< e a Lagrangia.na, têm-se que 

a partir da qual se obtém: 

(4.21) 

Vemos claramente que a contribuição dos fótons escalares é negativa. No entanto, 

se operador densidade do número de partículas fosse definido para estes fótons, como 

-a(0 lt(k)a(0 )(k) e não como a(olt(k)a(0 )(fl:) e exigirmos que N jl) =11), onde N é a 

integral do operador densidade de número de partículas e além disso introduzirmos 

um sinal menos, ficaremos com 



o qual nos dá 

Nll)=ll). 

Deve_mos dizer que o ponto importante neste cálculo é o sinal negativo na definição 

do operador densidade de número de partículas o qual cancela o sinal menos da 

relação de comutação ( 4.19). Daqui é claro que o operador Hamiltoniano ( 4.21) não 

pode ter autovalores negativos. Pode, por outro lado ter valores esperados negativos. 

Por exemplo 

(1 I H II) = - 1 ( ~:~ k I f( k) 12 (O I O)d:l k 
21r 2 ·o 

Urna maneira de evitar isto é empregando a condição de Lorentz (chamada 

condição secundária). Foi indicado que a condição BI'A~' = O não pode ser consider

ada como uma identidade operatorial, devido aos problemas com as relações de co

mutação ( 4.9). Relaxamos esta condição, então, impondo apenas que ai, AI' I w) = o 
somente para os estados físicos I w). Escrevendo A~' em termos de suas freqüências 

positivas e negativas, temos: 

(4.22) 

Mas, corno o operador de freqüência negativa possui operadores de criação, então 

nem o vácuo pode satisfazer esta identidade. Por outro lado, desde que A(+)l• possui 

operadores de destruição, poderíamos ao menos exigir que: 

que o vácuo satisfaz automaticamente. Então, de acordo com isto, o valor esperado 

de ai'AI' no estado I w) é zero; pois 

Esta condição, formulada primeiramente por Gupta e illeuler, resolve o problema 

do valor esperado negativo para a energia do campo. 

Substituindo (4.13) em (4.22), ternos: 

3 

:L k~'tj,"la<-'l(k) 1 w) =o 
À=O 
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mas ( tJ. H) illl plica 

além dis.so temos k1't.J,Ol = -kl'f~ 1 ), portanto: 

Esta equação nos mostra que nos estados físicos estão misturados fótons longitu

dinais c escalares. Eles não admitem a existência de um só fóton escalar. Obtemos 

então que 

Portanto, as contribuições dos fótons longitudinal e escalar à Hamiltoniana (4.21) 

se cancelam, deixando só as contribuições dos estados transversais. 
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Capítulo 5 

Teoria de Perturbação 

Até agora só temos estudado a teoria quântica de campos livres. Porém, um 

estudo mais realista deve estar relacionado com campos que interagem. Neste caso 

as partículas podem ser espalhadas, criadas ou aniquiladas. Isto exige solucionar 

equações de campos não lineares. 

Na clctrodinâmica quântica, por exemplo, é muito difícil a solução da equação 

de campo não homogênea, com uma densidade de corrente do tipo 1/J(x)/"'1/J(x). 

No entanto uma solução aproximada pode ser obtida por intermédio da teoria de 

perturbação na representação de interação, onde, a hamiltoniana do sistema é di

vidida em duas partes, uma correspondente aos campos livres e outra a parte de 

interação. O termo de interação é considerado como urna perturbação, se a interação 

é suficientemente fraca. 

5.1 Representação de Schrodinger 

A evolução temporal de um sistema quântico na representação de Schrõdinger 

é descrita pelos vetares estado la; t) 8 de acordo com a equação de Schrodinger: 

i 
8-la· t) 8 = H 8 la· t) 8 

ât ' ' 
( 5.1) 

onde 118 é o operador hamiltoniano, independente do tempo. 

Nesta representação, os operadores correspondentes aos observáveis físicos são 

independentes do tempo. 
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5.2 Representação de Heisenberg 

Na repn~sentaçào de Heiseuberg os vetores estado independem do ternpo e a 

evolução ternporal das variáveis dinâmicas do sistema são dadas pelos operadores 

de canq)o q'>( :r) c 11 (:r), os quais são definidos como [ 4] 

(5.2) 

onde U(t) = ciHt é o operador de evolução temporal para uma hamiltoniana. inde

pendente do tempo e q'> 8 (x), l18 (x) são os operadores de campo e campo conjugado 

respectivamente na representação de Schrõdinger. 

Para determinar a equação de movimento de q'>H (x ), primeiro derivamos este 

campo com respeito ao tempo: 

Derivando o operador U(t) com respeito ao tempo, temos 

A adjunta hermitiana é dada por: 

onde Ht =H. 

Substituindo as equações anteriores em (5.3), obtemos a seguinte expressão: 

( 5.4) 

Se definirmos Hll - ut(t)H8 U(t) como a hamiltoniana na representação de 

Heisenberg, ( .').4) fica da seguinte forma 

Ô
Ô q'>11 (x) = i[HH, q'>H (x )]. 
t . 

O mesmo pode ser obtido para o campo conjugado fl(x ), isto é: 



Nas <·qua.ções (!i.2), observa-se que quando t =O, obtemus: 

.· 

5.3 Representação de Interação 

Consideremos agora a representação de interação, que é "intermediária" entre as 

representaç.ões de Schrõdinger e Heisenberg [4]. Nesta representação a hamiltoniana 

é dividida em duas partes: (na representação de Schrõdinger) 

onde H5 é a hamiltoniana do campo livre e Hf a hamiltoniana de interação. 

Definem-se, na representação de interação os seguintes operadores de campo: 

assim como os vetores estado 

Além disso, podemos obter a relação de q/(x,t) e Ja;t) 1 com os operadores de 

campo e vetores estado nas representações de Heisenberg e Schrõdinger, isto é: 

Das relações anteriores ob::>ervamos que as representações de Schrõdinger, Heisen

berg e de lnteração coincidem, para t = O. 
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Para oht~r a. ~qua.ç.ã.o de movimento de la; t) 1
, derivamos este vetor estado, com 

respeito a.o tempo e fazemos uso de (5.1 ), obt~ndo o s~guint~ resultado: 

(} 1 - I I at la; t) = ~z~l (t)la; t) (5.fi) 

Desta relação observamos que a dependência temporal de la; t) 1 é determinada 

somente pela ha.miltoniana de interação 1/I(t), na representaç.ão de interação. 

Para determinar as equações de movimento para q/ ( x) e II 1 ( x), seguimos os 

mesmos passos feitos para o cálculo da equação de movimento de la; t) 1
, obtendo os 

seguintes resultados: 

f) I( - "[ . 1 lj âtil x) = ~z II (:r),l10 • 

onde HJ independern do tempo. 

5.4 Operador de Evolução Temporal 

O operador de evolução temporal U(t, t0 ), aplicado ao estado la; t0 )
1 produz o 

estado la; t) 1
, da seguinte maneira [4]: 

la; t) 1 
= U(t, to) la; lo) 1 (5.6) 

onde, para t = t0 ; U(t0 ,lo) = 1. 

Além disso, o operador U( l 1 , lo) satisfaz a propriedade de grupo multiplicativo 

U(tt, t)U(t, to)= U(it, to)-

Para se ter a conservação de probabilidade, o operador U(t, t 0 ) deve ser um 

operador unitário. 

Para mostrar isto, consideramos as seguintes relações 
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destas cquaçôes obtemos: 

Comparando agora com (5.6), obtemos por consistência da propriedade de grupo 

multiplicativo 

U(to, t) = u- 1(t, to). 

Porém, isto ainda não garante que U(t, t0 ) seja unitário. 

Então, de (5.6) em (5.5), obtém-se que 

:/J(t, t0 ) = -iHI(t)U(t, to) 

e a adjunta desta equaç.ão 

a 
atut(t,t0 ) = wt(t,to)HI(t). 

(5. 7) 

(5.8) 

(5.9) 

Podemos multiplicar (5.8) à esquerda por ut (t, t0 ) e (5.9) à direita por U(t, to) 

e somando o resultado, temos 

a ) at (ut(t,t0 )U(t,t0 ) =O 

portanto ut(t,t0 )U(t,t0 ) é uma constante, e para t =to 

U(lo,to) = l. (5.10) 

então 

ut (t, to)U(t, to)= 1. (5.11) 

Das equações (5.7) e (5.11) se garante que U(t, t0 ) é unitário. 

5.5 Expansão de Perturbação 

Nesta scção determinaremos a expansão de perturbação para U(t, t0 ) [4]. 

Da equação (5.8), fazendo t = t 1 , integrando desde to até te usando a equação 

(5.10), obtemos: 



Podemos solucionar !'sta. equaçào, em forma iterativa, isto t~: 

Ainda mais 

Podemos continuar este processo iterativo, indefinidamente, obtendo-se a seguin

te expressão: 

(.5.12) 

Para se obter uma forma mais conveniente, vamos estudar só a seguinte ex-

pressao: 

onde fazemos t 1 -+ t 2 e t 2 -+ t~, obtendo-se 

Se definirmos 

onde e(t2- ti) é a função degrau, então, invertendo a ordem de integração obtemos 

a seguinte relação: 

portanto / 2 pode ser escrito como 
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ou também 

( 5.13) 

Esta expressão pode ser escrita de uma forma mais compacta. Para isto intro

duzimos o Produto-T ou Ordenador Temporal, o qual está definido para bosons e 

fermions como: 

T {<fi( x), <P( x')} = { <P( x)' ,<P( x')' 
~<P(x ), <P(x), 

se, x 0 >;r~ 
- I se, x 0 > xo 

se, x0 > xti 
se, x~ > xo 

(bosons ), 

(fennions). 

Considerando a primeira integral em (5.13), do lado direito temos para t 1 > t 2 

No entanto, na segunda integral para t 2 > t~, temos 

Logo (5.13), fica da seguinte maneira: 

( 5.14) 

Mas, é obvio para o caso de bosons que T{HI(tt)1II(t 2 )} = T{H1(t 2 )H1(tt)}. O 

caso de fermions não apresenta problemas, porque as hamiltonianas H1(t) em geral 

têm sempre pares de fermions. Assim o intercâmbio nas posições de H 1( t) sempre 

tem um número par de sinais negativos. Portanto, temos que (5.14), pode ser escrita 

como: 
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Esta. fórmula pode ser gcnerali~ada para n fatores da harniltoniana de intcra.çào, 

1
1 11] 1t,_, 

r/11 d/2... dlnHJ(/I) ... I-JJ(ln) = 
lo lo lo 

onde 11 > /2 > ... > ln. 

A prova desta cxprcssã.o se faz por induçã.o. 

Usando os result.ados anteriores, (5.12) pode ser escrita como 

(-i)" Jt Jt [t ' . + . 
1 

dtt dt2... dt,.1 {HI(tt)1-h(t2) ... /IJ(t,)} + ... 
n. lo lo . to 

ou podemos expressá-la da seguinte maneira: 

U(t, to)= T (1 + f: (-ir lt dt1·1t dt~ ... J1 

dt,.{HI(lt)HI(t2) ... l{[(t,)}) 
n=l n. to to to 

(5.1.5) 

ou, mais compactamente, 

(5.16) 

Podemos ainda reescrever a forma de U(t, t0 ), em termos da densidade hamilto

niana de interação 'H1(x), isto é: 

onde a integração é sobre todo o espaço. 

Logo cm (5.15), temos 

()()(-i)" t t t J 
U(t, to)= 1'(1 +L-.-, 1 dtl r dt2 .. ·1 dt,. { 'HI(:z:t)d1 xl X 

n=l n. to lto to 

011 

( 5.17) 

onde d4 x = d3xdt. 

Portanto (5.16) pode ser escrita corno: 

U( t, to) = Te -i J;~ 'HJ(x)d'x. 
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5.6 Hipótese Adiabática 

O estudo da evolução temporal de um vetor estado la; t1) até outro estado la; t2) 

para qualquer ordem da teoria de perturbação, se faz mediante a fórmula [4] 

la; l) = U(t, lo)la; lo). 

Assumimos que o estado inicial é fixado para t0 --t -oo e o estado final para 

t --t oo, por meio das funções de onda não perturbadas. Ou seja, a hamiltoniana de 

interação para t --t ±oo será desligada adiabaticamente e os estados inicial e final 

serão representados por autoestados da hamiltoniana livre J/0 • 

Sejam estes estados li) c IJ), então a amplitude de probabilidade para que o 

sistema faça uma transição do estado li) ern t0 --t -oo ao estado lf) cm t --t oo é 

dado por: 

S;J = (JIU(oo, -oo)li) 

que é chamada amplitude de dispersão ou elemento da matriz S, onde a matriz S é 

obtida de (5.17) 

(.5.18) 

Nesta equação podemos observar que, ao aplicar a hipótese adiabática, a rnatrir. 

S contém o termo chamado de autoenergia correspondente ao primeiro termo 1, o 

qual está presente mesmo no caso de partículas não interagentes. 

5. 7 Decomposição em Produtos Normais 

A equação (5.18) com produto temporal não é adequada para se fazer cálculos de 

espalhamento. Uma maneira descoberta por Wick é decompor os produtos temporal

mente ordenados em produtos normalmente ordenados, no qual todos os operadores 

de destruição encontram-se à direita de todos os operadores de criação [4]. 

A identidade mais trivial é: 
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Para obter um produto de tempo ordenado de dois campos multiplicamos a 

expressão anterior pela direita por um operador de campo arbitrário tfa(:r2), para 

t2 < t 1, isto é: 

mas 'como qualquer campo tf(.T) pode ser escrito como 

então 

(5.19) 

todos os termos exceto tf~(xt)tf.B(:r 2 ) estão ordenados normalmente. 

Este termo pode ser ordenado normalmente comutando (ou anticomutando) 

1.B(x2) com tf~(xt), usando as relações: 

ou 

(5.20) 

O sinal (-) é usado para bosons e o sinal ( +) para fcrmions. 

Observemos que (5.20) é um c-número, porque pode ser expresso ern termos do 

valor esperado do vácuo do ordenarnento temporal dos campos tPA(x 1) c tPB(x2), ou 

seja para t 2 < t 1 temos: 

(5.21) 

Substituindo (5.20) em (5.19), obtemos: 
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ou rnd hor ainda, 

I,evando (5.21) em (5.22), obtemos: 

para i 2 < it. 

Na equação (5.23) podemos permutar !fl~(xJ) e rPB(:r2), mas pela definição dos 

produtos ordenados normal e temporal esta equação é invariante sobre a permutação, 

portanto (5.23) é válida em geral. 

Para obter a 'decomposição do produto-T, de T{ rPA(xt)!flB(x2)rPc(x3)} multipli

camos (5.23) pela direita por !flc(x3) e considerando t 1 > t 2 > i3, obtemos a seguinte 

expressao: 

Decompondo !flc(x3) em suas partes de freqüências positivas e negativas, e subs

tituindo no primeiro termo do lado direito da equação anterior, obtemos 

O primeiro termo do lado direito está ordenado normalmente, mas o segundo 

termo não. Para que seja ordenado normalmente, comutamos (ou anticomutamos) 

sucessivamente !flc(x3). Usando (5.21) obtemos: 

( 5.24) 
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lnt.rodu:t,imos urna notação mais compacta, (chamada contração), da seguinte 

rnane1ra: 

que se lê corno a contra.ção de tfA(xl) com tfB(x2)· 

Além disso, definimos o produto normal gera.liza.do para mais de urna contra.ção: 

: ABCDEF ... Jl\LM ... := ±: CE ... JL ... : Al\BMDF ... I' L::J I I ÜLJL.l 

onde o sinal ( +) ou (-) é fixado de acordo com o número de permutações dos 

fatores de fermioils necessário para ir do ordenamento (ABC D EF . .. .J J( LM ... ) 

ao (CE ... .JL ... AKBMDF ... ), seja. par ou Ímpar. 

Então, (5.2:1) e (5.24) ficam como: 

+ : tPA(:ri)<fB(x2)tPc(x3): +: tPA(xJ)tPa(x2)tPc(:r3): . 
I I I I 

A fórmula de decomposição ordenada normal de'!'{ tfA(xt)<fa(x2)<fc(.r3)<fv(x1)} 

é obtida, seguindo os mesmos passos feitos na. determinação de 1'{4>A(:ri)<f8(x2)} 

e T{ tfA(xd<PB(x2)tPc(x3)}. É fácil ver que 

+ todos os outros produtos normais com uma contração + 

+: tPA(:rt)<fa(:r2)4>c(:rJ)tPn(x4): +: tPA(x1)<Pa(x2)tPc(xJ)tPn(x4): + 
l I I I I I I I 

+ todos os outros produtos normais com duas contrações. 
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Se, coutiuuamos desta maneira, até ter urn produto de n fatores, teremos: 

+ toc~os os outros produtos normais com urna contraçáo + 
+ todos os outros produtos normais com duas contrações + 
+'todos os outros produtos normais com três cont.raçõcs + 
+ todos os outros produtos normais com quatro contra.ções + 
+ .... 

(5.25) 

Ou seja, a sorna do lado direito contém todos os possíveis conjuntos de con

tra.ções entre pares de operadores. Esta relação foi comprovada por Wick (1950), c 

é chamado o Teorema de Wick. 
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Capítulo 6 

Propagadores 

Neste capítulo, determinamos os propagadores para o campo complexo de Klein~ 

Gordon, o campo de Dirac e o campo eletromagnético. 

6.1 Propagador do Campo Complexo de 
Klein- Gordon 

O campo complexo de Klein-Gordon, que descreve partículas carregadas é des

crito pelos seguintes de campos [:3]: 

<f>t(:r) = j (2;J)33~wk {b(k)!O~ikx + at(k)eikx} 

onde a(k), at(k), b(k) c bt(k) são operadores de aniquilação c criação de partículas 

e antipartículas respectivamente. 

Os campos </>(:r) e 4>t(x) podem ser decompostos em suas partes de freqiiências 

positivas e negativas, isto é: 

(6.1) 

(6.2) 

(6.:~) 
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(6.4) 

Por outro lado, os operadores a(k), at(k), b(k) e bt(k) satisfazem as seguintes 

relações, de comutaç.ão: 

V sando as equações ( ( 6.1 )-( 6.6) ), podemos obter as relações de comutação seguin-

tes: 

["'-+( ) -~.t-( ')] _ 1 J d3
k -iwk(xo-x~) ik.(i!-i!') 

'+' x , '+' x - (' ) e e , · 27r 3 2wk 
(6. 7) 

(6.8) 

Introduzindo as seguintes definições 

. "j ... 

+ l J d" k · ( I ) "k~ ( ~ iJI) 
~ (x - x') = - -C-IWk XQ-XO e' • X-

(27rp 2wk ' 
(6.9) 

(6.10) 

podemos expressar (6.7) e (6.8) como 

( 6.11) 

(6.12) 

Além disso, fazendo uso das definições (6.9) c (6.10), podemos obter uma outra 

relação de comutação 

... 
t I -i J d3k "k(i! i!') [<f(x),<P (x)]= (' )3 --e'·- sen(wk(x 0 -x~)). 

27r Wk 
( 6.13) 
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Se fazemos ttso da sq!;Hint.e definição: 

"( ') _ 1 j ({lk ikV-x'), (. ( . ')) o. ;r - .T = - , , -e sen Wk xo- x 0 ( 2Jr )·1 Wk 
( 6.14) 

então, (6.l:J) tka como 

[.P(x), .pt (x')] = i6(x- x'). 

Observamos que 6(x- x') é urna função Ímpar, que satisfa7. o requerimento da 

relação de comutação [,P(x), ,P(:r')]. Além disso 6(x- :r') é uma solução da equação 

de Klein-Gordon [1]. 

De (6.14), para tempos iguais (x0 = x6), temos o seguinte resultado: 

6(x- x') = 6(x- :r',O) =O (6.15) 

Corno 6(x - x') é urna função invariante de Lorentz, pode-se verificar que a 

equação (6.15) vale para todo intervalo tipo-espaço isto é, para (x - x')2 < O e 

indica que os dois campos, com este intervalo de separação tipo-espaço, comutam. 

Então, se o campo é um observável físico, as medidas dos campos em dois pon

tos, com uma separaç.ão tipo-espaço não devem interferir; isto é conhecido como 

princípio de microcausalidade. 

I 
.. -l'*'k(.::z:o -.x~) . 

Votando as equações (6.9) e (6.10), podemos expressar e 
2
· cmno urna m-
wk 

tegral de contorno no plano complexo k0 [4], por intermédio do teorema dos resíduos 

de Cauchy [17], isto é: 

e-iw2•w(xko _,~) = 2~1· {c+ -;-;--e---ik·-o-:-(x-:c:o:-----x_ó )----,-dko 
"Je: (ku-wk)(ko+w~c) 

onde o contorno c+, é dado pela figura (6.1): 

Além disso, temos 
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w, 
~ . -• c 

Figura 6.1: Contorno c+ 

Portanto, ~ +( x - x') fica corno: 

Para o caso de~ -(x- x'), obtém-se a seguinte expressão: 

1 1 e-ik(x-x') 
~-x-x')=- d1 k 

( (211" )4 c- k2 - m 2 

e neste caso o contorno c- é dado abaixo: 

lm.t0 

"'' .. 
Figura 6.2: contorno c-

Por outro lado, a função ~(.r- x') pode ser representada pela seguinte int,egral: 

(6.16) 
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onde, o contorno cl é dado abaixo 

-t--_--(.)~-+--.-4,_.._.-+...,. R e lc
0 

Ir - .. 

Figura 6.3: contorno C1 

r~ fácil mostrar que ({).16) é igual a (6.14). 

Agora estudaremos a funçào (ou prop~gador) de Feynman, (Llp ), a qual é de 

grande importância na teoria quântica de campos, devido a sua utilidade no desen~ 

volvimento da teoria de perturbação covariante. 

Observemos de (6.11) que a função Ll+\x- x') pode ser escrita como o valor 

esperado do vácuo de urn produto de dois operadores de campo, isto é: 

( 6.17) 

Da mesma maneira, de (6.12) temos para Ll-(x- x') 

iil-(x- x') = -(0 1</>t(x')q'>(x) I 0). (6.18) 

Se definimos o Ordenador Temporal ou Produt.o-T como (para. bosons) 

Esta definição implica que os operadores são colocados em ordem cronológica, 

com o tempo crescente da direita para a esquerda. 

Também usando a função degrau 

e(xo- :t~) = { ~: 

o Produto-T pode ser escrito como: 
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T 

lklinimos a função de Feynman f'lF como o valor esperado do vácuo do Produto-

if'lF(:r- x') _(O I T{</J(x)q,t(x')} I 0). 

Usando (6.17), (6.18), (6.19) em (6.20), obtemos 

A ·('" _ -') _ { f'l+(x- x'), 
UJ• X X - A-(· ') -u X- X , 

se .r0 > :r~. 
sexo< x~. 

(6.20) 

(6.21) 

Significado de f'lF(.T- x'). 

Observamos na equação (6.20), para x 0 > x~, o valor esperado do vácuo torna-se 

(O I ç\(x)çJt (x') I 0). Podemos pensar que esta expressão representa uma partícula 

que foi criada em x', propagando-se até x, onde é aniquilada. Da mesma maneira, 

para :r~> x0, tem se que o valor esperado do vácuo é dado por (O I <Pt(x')ç)(x) I 
0), que aceita uma interpretação semelhante, isto é, cria em x, uma antipartícula, 

propagando-se até x' onde é aniquilada. 

Graficamente, esses eventos podem ser representados por: 

' 

" \ 
\ 

\ 

' ' 

' ' ' ' ' 
(a) 

te...,po 
) 

I 
I 

4 

• 
(1.) 

I 
I 

I 

Jf 
I 
I 

I 
I 

I 

, 

Figura 6.4: (a) x0 > x~, (b) x~ > x0 

As linhas tracejadas representam a propagação da partícula na direção da flecha, 

isto é, de x' até x ou vice-versa. Daqui, llF(x- x'), ou o valor esperado do vácuo, 

pode ser referido como um propagador que é conhecido corno o Propagador de 

Feynman [1] para as partículas do campo complexo de Klein-Gordon. 

Por outro lado, também podemos representar f'lF( x- x') em sua forma integral: 

( 6.22) 
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I > ' ' Oll( ('o contorllo LF ('o sq.!;l.lllltc: 

-w• 
--~r-~~--~--~~~~.-.q-~ 

~<.I. 

1.. 0 plone 

F'igma ü.5: Contorno CF 

Para verificar que (6.22) leva a ((i.21), completamos no caso x 0 >:r~ o contorno 

CF com o semiplano inferior e portanto vamos a obter que ~p(x- :r') = ~+(:r- x'). 

O mesmo acontece para o caso de x~ > x0 , no qúal completamos o contorno Cp com 

o semiplano superior, c obtemos que ~F(x- :r')= ~-(x- x'). 

Em lugar de deformar o contorno corno úa figura (6 .. 5), podemos deslocar os pulos 

uma distância infinitesirnal q do eixo real c depois que a integra<;ão for reali~ada, 

toma-se 17 -+ O. 

Portanto, temos 

onde E = 2Wk77 é uma quantidade infinitesimal. 

A figura, neste caso, será: 

r 

Figura 6.6: 

De onde: 

compltt• ~. - plone 

I 
I 

' 

1 e-ik(x-x') d"k 
~F(x- :r') = j . 

(211") 4 k2 - m 2 +ir:: 



Defini mio 

encontramos que 

~p(x- x') = _1_ { e-ik(x-x')~F(k)d-tk. 
(211') 4 lcF 

( 6.23) 

( 6.24) 

A definiç.âo (6.2:l), é conhecida como o propagador de Feynman no espaço mo

mento. 

6.2 Propagador do Campo de Dirac 

O campo de Dirac, que descreve partículas de spin ~, é descrito pelos seguintes 

campos [3]: 

onde U(1•2l e V( 1•2l sã.o os espinores de Dirac de energia positiva e negativa. 

Neste caso, também decompomos os campos em suas partes de freqiiências po

sitivas e negativas, isto é: 

,/,+(x) = j rPk m ~ d (k)V("')(k). -ikx 
'V (211')3 Ã:o ~ "' c ' 
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Usando as seguintes n·la~·úe:; dP anticomulação: 

calculamos os seguintes anticomutadores: 

(6.25) 

onde os spinores de Dirac, satisfazem 

(6.26) 

2 I L V;(<>)(k)Vj (k) = 
n=l 

( /·~- m) . 
2m .. 

•J 

(6.27) 

ARsim, (6.25) fica como: 

[ :3 r. 
{ ./ +( ·) y-( ')} _ ( · 1'{) ·) J ( ' -ik(:r-oc') 

'f'i X >'1-!j X - 1f ,.+m ij 2(27rj:3Wkc . 

A integral da equação anterior, pode ser substituída pda definição (6.9), isto é: 

Omitindo os sufixos, i, j, obtemos 

(fi.28) 

onde 

Da mesma maneira, usando (6.l0), obtemos para V!-(x) e v/(:c') o seguinte 

resultado: 

(fi.29) 
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onde 

S -(· ,-')-('1"') )"-(· ·') x - .!. - 1"( r 1, + m u .r - .r , 

Além.disso, também obtemos 

(6.30) 

Fazendo uso de (6.28) , (6.29) e (6.:30) obtemos também 

{1;1J(:r), ~(x')} = iS(x- x'), 

onde 

S(x- x') = s+(x- x') + s-(x- x'). 

Substituindo nesta equação as formas de S+(:r- x') e s-(x- x'), ela. fica. escrita 

corno 

S(x- :r')= (i11'D11 + m)~(x- x'). 

As formas integrais de s+(x- x') e s-(x- :r') são 

onde os contornos c+ e c- são os mesmos casos anteriores. 

Para S(x- x') tem-se 

S(x-x')=- 1 [ d4k(,k+m)e-ik(x-x'). 
(211')4 lc1 k2- m2 

Novamente, aqui C1 é o mesmo do caso anterior. 

Por outro lado, para o propagador Fermiônico de Feynman, definimos SF da 

seguinte maneira: 

iSF(x- x')- (O I T{l/,(x)~(x')} I 0). 

"6' ,) 

(6.:H) 



Além disso, o Produto-T para o campo de Dirac é definido por: 

Fazendo uso da funç.ão degrau, temos 

I se :r0 > :r0 

se x0 < x~. 

'T{~~(x)1/!(:r')} = 0(:ro- :r~)~!(:r)v•(:r')- 0(:r~- xo)~!(x')lf)(x). 

Além disso, de ( 6.28) observamos que 

iS+(:t- :r')= (O I ~J(:t)1/-!(:r') I 0). 

Da mesma maneira para S-(x- :r'), de (6.29), tem se 

s-(:r- :r')= -(o 1 ~!(x')v•(x) I o). 

Usando (6.:12), (6.:J3) e (6.34) em (6.31) obtemos 

Sua correspondente forma integral é: 

S ( - ·-')- _1 -1 l4k (,k + m) -ik(x-x
1

) FX a:. - ( e , 
(27r)1 c" A: 2 - m 2 +ii: 

(6.32) 

(6.:~:3) 

(G.:H) 

(fi.:l5) 

onde a integração é ao longo do eixo real: --oo < k0 < +oo, corno na figura (6.5). 

A equação ({i.:35) é conhecida como o propagador do campo de Dirac. 

Na figura (6.7) observamos o propagador do campo de Dirac cm termos dos 

diagramas de Feynman. 

Se :r0 >a::~, então o propagador (6.31) converte-se em (6.33) que pode ser inter

pretado como a criação de um elétron cm :r', propagando-se até x onde é aniquilado. 

Da mesma maneira, se x~ > x0 , então, o propagador ( 6.:H) converte-se em ( 6.34), 

e pode ser interpretado corno a emissão de um pósitron em x propagando-se até :r', 

onde é aniquilado. 

Note-se, nestes diagramas, fjlle a flecha sobre a linha do fermion está dirigida do 

ponto associado ao campo 1/• cm :r' até o ponto associado a V' em x, isto é, está na 

mesma direçào do tempo para os elétrons e direção oposta para os pósitrons. 
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.t' .t' 

(ai (bl 

Figura 6. 7: (a )x0 > x~, propagação do elétron de x' até x. 
(b)x~ > x0 , propagação do pósitron de x até :r'. 

6.3 Propagador do Campo Eletromagnético 

O campo eletromagnético, o qual descreve campos de radiação, é descrito pelo 

seguinte campo [3]: 

Suas partes de freqüências positivas e negativas são: 

J 
~f 3 . 

A+(x) = . '\' c\(k)a'\(k)c-•kx 
(' (2..,. )32k L. (> 

" o ,\=0 

(6.36) 

(6.37) 

Usando as seguintes relações de comutação (4.19): 

assim corno as equações (6.36) e (6.37), temos 

:~-

[A+( ·) A-( ')]- _ j d k -ik(x-x') 
"' x ' /3 X - Yo/3 (2;r )32wk e ' 
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[A~(x), At(:r')] = [A.:;-(x), A(j(:r')] =O. 

Fazendo uso das relações anteriores, obtemos: 

J 
(1 3k~ ~ 

, _ · . · ik.(x-x') . _ . .1 [A"'(x), Ao(x )) - rg,.fl -----. -e .sen(wk(xo .t 0 )). 
(27r )·Jw" 

(fU8) 

Usando a equação (6.11), podemos expressar (6.38) como: 

onde 

( 6.:39) 

Também sabemos que a representação integral de ~(x- :r') é (6.1G), mas para o 

caso do campo eletromagnét.ico, o fóton tem massa zero, portanto (6.:~9) fica como: 

Dao(x- :r')= lim ( -g<>f3~(;r- :r')). 
1n-o 

Corno fizemos anteriormente, definimos o propagador de Feynman do fóton da 

seguinte maneira: 

i~F<>fl(:r- x') =(O I T{A,.(x)Ao(:r')} I 0). 

Porta.nt.o, seguindo o mesmo procedimento para o cálculo do propagador de Feyn

man no caso do campo complexo de Klein-Gordon, tem-se: 

(6.40) 

onde ~F( .T- :r') é dado pela equação ( 6.24 ), portanto ~F\~(:J( :t- x') pode ser expressa 

por: 

D ( ·r 'l.')- .l j,14l.c-ik(x-x')j') (k·) Fnfl • • - · ·· - (27r )4 '" 1\.: Fcrfl 
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onde 

é cm:1hecido como o propagador do fóton no espaço de rnomento. 

A interpretação física é similar ao caso complexo de Klein-Gordon c neste caso 

o propagador de fóton é representado graficamente por: 

Figura 6.8: 
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Capítulo 7 

Diagramas de Feynman 

A aplicação do teorema de decomposição de Wick ( 5.25) à expansão de per· 

turbação (5.18) produz o conjunto de todos os possíveis elementos (!IS' li) da matriz 

S, para uma hamiltoniana de interação 'H1( x) dada. 

Para cada produto normal, tem-se um elemento de matriz S que pode ser re

presentado graficamente por intermédio dos diagramas de Feynman [1]. 

Por exemplo, na eletrodinâmica quântica a hamiltoniana de interação é dada 

por: 

De (.5.18), consideramos a matriz S expandida como: 

C() 

S= L.:S" 
n=.O 

onde 

Para o caso n = 1, temos 

O teorema de Wick nos dá. que 

Se colocamos cada campo cm suas formas de freqiiências positivas c negativas, 

então obtemos: 
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-c J.:. d'1 :r 1 ;1 1,- ( :r 1 ) ~;;+ ( :r 1 h''1/•+ ( :t 1 ) + c J.: d'1x 1 A1, -(:r 1 )~;- ( :r 1 )11' 1/• + ( x 1 )·-

A interpretação de cada uma destas integrais dá como resultado os chamados 

Diagramas de Feynman [ 1 J. 
Primeira Integral: i\ interpretação desta integral indica que no ponto x1 

aniquila-se um pósitron, um elétron e um fóton, 

O diagrama é o seguinte: 

Figura 7.1: Aniquilação de um fóton e de um par. 

Segunda Integral: A interpretação desta integral indica que no ponto x1 

aniquila-se um pósitron, um fóton e cria-se um pósitron. 

O diagrama é o seguinte: 

Figura 7.2: Aniquilação de 11111 fóton e espalhamento de um pósitron. 
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Terceira Integral: A interpretação desta. integral indica que no ponto :r 1 

aniquila-se um pósitron, um clétron c cria-se um fóton. 

O diagrama é o seguinte: 

, 

Figura 7.3: Criaçào de um fóton e aniquilação de pares. 

Quarta Integral: A interpretação desta integral indica que no ponto x 1 aniqui

la-se lllll pósitron, cria-se um pósitron e urn fóton. 

O diagrama é o seguinte: 

Figura 7.1: Aniquilação de um fóton c espalhamento de um pósitron. 

Quinta Integral: A interpretação desta integral indica que no ponto J: 1 aniqui

la-se um clétron, um fóton e cria-se um cléiron. 

O diagrama é o seguinte: 

-

Figura 7..5: J\niquila.çào de um fóton e espalhamento de um clétron. 



Sexta Integral: A interpretação desta integral indica. qne no ponto :c 1 aniquila.~ 

se um fóton e cria.~se um elétron e um pósitron. 

O diagrama. é o seguinte: 

-• 

•• 
Figura 7.6: Aniquilação de um fóton e criação de pares. 

Sétima Integral: A interpretação desta integral indica que no ponto x 1 amqu1~ 

la~se um elétron e cria~se um clétron e um· fóton. 

O diagrama é o seguinte: 

e 

r 

Figura 7. 7: Aniquilação e criação de um elétron. 

Oitava Integral: A interpretação desta integral indica que no ponto x1 cna~se 

um pósitron, um clétron e um fóton. 

O diagrama é o seguinte: 

,-

,. 
Figura 7.8: Criação de um fóton c um par. 
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UeVPIIIOS dizer q nc todos os processos descri tos acima n ào acontecem na real i

dade, ponpw ll!'lllllllll deles conserva a energia e momento do processo físico real, 

na qual Í.f'lll se /..· 2 =O para. fóton (' p2 = m 2 pa.ra fermions, portanto [1]: 

(I/S1 /i) =O. 

Para obter processos reais, devemos considerar o termo de segunda ordem na 

equação (7.1), isto P [1]: 

Usando, o teorema de Wick, cm 1'{1-t,(x1 )1í1(:r2)}, obtemos a seguinte expressão: 

- ~: !<X' d'1 :r I != ,rx, ' r x, h" A.( x.).P( x, )~·( x,h' Ao( x,),P( x, I ' . (7 .2) 
~· -c.o -.:.o I I ! I I . . 
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Vamos, então, considerar todos os processos possíveis, para os seguintes estados 
.. 

llll Cl<\1 S: 

Na equaçao (7.2), a primeira integral não representa nenhum processo físico 

real, e é igual aos processos descritos para n = 1, só que agora é em dois pontos 

independentes, x 1 e x 2 • 

A segunda e terceira integral são termos idênticos, como podemos comprovar, se 

permutamos os operadores, isto é: 

1jj(x2)113 A/3(xz)!J!(x2)?/J(Xt)i.,. A.,.(x!)~J(xt). 
I 1 

Quando se permutam os dois grupos ?f•(x)i~-' A~-'(x)1f)(x), se faz uma permutação 

par de operadores de fermions. 

Fazendo x 1 f-+ x 2 na terceira integral c somando o resultado com a segunda 

integral obtemos: 

A equação (7.3) tem uma contração de ferrnions, que é dada pela equaçào {6.35), 

que é o propagador de Feynman para o campo de Dirac e corresponde a. um fennion 

virtual. 

Para t 2 < t 1 podemos ima.ginar que um elétron virtual propaga-se de x 2 até x 1 • 

Para t 1 < t2 podemos imaginar que um pósitron virtual propaga-se de x 1 até x 2 . 

Estes dois casos podem ser unidos e referem-se a um fermion virtual propagando-

se de Xz (associado a 1./J) até x 1 (associado a ?/.•). Além disso, (7.a) tem dois operadores 

de fermions e fótons não contraídos. Estes aniquilam ou criam partículas nos estados 

iniciais e finais e são chamados partículas externas. 

Colocando os campos 1i'(x), 1f)(x) c A(x) cm suas partes de freqüências positivas 

e negativas, podemos obter do integrando de (7.:3), a seguinte expressão: 

: V'(xt)l" A.,.(xi)~•(xt)lj>(x2)1 13 A13(xz)?/•(x2 ) := 
I I 
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-~~-(x2hfJ A0(x:z)v/(xl)·y'" At(xl)iS'p(xl- x2)+ 

+l' A:-(xl)·l At(:r2)v/(:rl)l/,+(x2)iS'F(J:l- x2)

-v,-(x2)··(' A:(:rt)lj/(.rt)·l l1t(:r2)iS'p(x1- x2)+ 

+1/•-(xl)í'"' A!(xl)·yf3 At(:r2)·~j>+(x2)iSF(xi- :r2)+ 

+1/J- ( :ri)lj1- ( x2)-yu A! ( :ri){'f3 At ( :r2)iS'F'( XI - :r2)+ 

+v•- ( :ri)í'fJ A [i ( :r2 h" At ( :ri)1/•+ ( :r2)·i8F( xi - x2 )+ 

+~;- (xt )v,-(x2)-yfJ A0(x2)-y"' At(xl)iS'F(XI- x2)+ 

+1/,-(:rdr'~A;;-(:rth 11 AS(x2)1/•+(:r2)iSF(x1- J:2)+ 

+1/•-(:rJ)í'"' A;;-(xt)/'11 A0(;r2)1j,+(:r2)iS'p(:r,- x2)+ 

+i,&- (xdí'"' A~(x1 )!'13 AiJ(x2)V!-(:t2)iSF(xt- x2). (7.4) 

Escolheremos de (7.4) só os termos que contribuem a processos físicos reais. 
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(a) ESPALHAMENTO COMPTON (estado inicial 11,- L1 ) ). 

Para este caso necessitamos da parte de freqiiência positiva. de 1•(:r2 ), que aniquila 

o elétron inicial e da parte de freqiii~ncia negativa de lj;(:ri), que cria o elétron final. 

Tem se o mesmo para Ac.(:rt) c A13(x 2 ). 

Então, os termos que contribuem a este processo sào: 

Além disso, temos: 

(7.5) 

Os correspondentes diagramas são: 

., 

., 

Figura 7.9: Espalhamento Cornpton. 

(b) ESPALHAMENTO COMPTON PARA PÓSITRONS (estado inicial 

lled-y)) 

Para este caso, os termos que contribuem são: 
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Os corn~spomlf'JJt!:•s diap;ramas silo: 

y 

(") 
"' __ .,..........._<-""-E-- e • 

y 

r 
(c) (cl) 

Figura 7.10: Espalhamento Compton para pósitrons. 

(c) ANIQUILAÇÃO DE PARES (estado intcialllet 1.-)) 

o termo que contribui é: 

(7.6) 

O correspondente diagrama é: 

•• 
y 

• 
(e) r 

Figura 7.11: Aniquilaçã.o de Pares. 

(c) CRIAÇAO DE PARES (estado inicialiL-rLr)) 

O termo que contribui é: 

ou seja, a amplitude do processo é dada por: 

O correspondente diagrama é: 

69 



,, 
lo I 

IIII 

Figura 7.12: Criação de Pares. 

Seguidamente, consideramos o quarto termo da equação (7.2), isto é: 

S1 = - e 2 .~ j(X) d1xt joo d1 x2: 7jJ(Xl)/'"' A"(xt)7j,(:tt)1/•(x2)1'13 A13(x2)1j.(x2) :. 
· -oo -oo I I 

(7. 7) 

Esta equação tem quatro operadores de fermion não contraídos, portanto o pro-

cesso que descreve é o espalhamento fermion-fermion. O termo de contração fóton

fóton, descreve o propagador de fóton. 

De (7.7), temos 
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(7.8) 

Da equação (7.8) c:;eollwrcmos só os termos que contribuem a processos fí:-;icos 

reais. 

(a) ESPALHAMENTO DE MOLLER (estado inicial\le-le-)) 

Neste caso o termo que contribui é: 

Por causa da identidade dos clctrons, vamos identificar os eletrons iniciais e finais 

com 1, 2 e 11
, 2' respectiva.rnente, desta maneira da equaç.ão acima temos quatro 

contribuiçõe:> ao processo, mas estas quatro contribuições constituem dois pares 

que são diferentes só pela troca das variáveis de integração x 1 +-+ x 2 • Portanto, 

considerando só um destes pares e multiplicando o resultado pelo fat.or 2, temos que 

os termos que contribuem são: 
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Onde, o sinal negativo é devido à estatística de Fermi, na qual os campos são 

antissirnétricos, com o permutação dos eletrons finais. 

Então: 

S•2 ( - - - -) o + S' c e ---+ e e = o a • b. 

Os correspondentes diagramas são: 

I' 

., 

2-------'---
~2 

( .. , 
Figura 7.1:3: Espalhamento de Moller. 

-z· 

1' 

( b) ESPALHAMENTO DE BHABHA (estado inicial 11,-ld)) 

Neste caso os termos que contribuem são: 
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Observa-se qnc a segnnda e terceira integral constituem um par que são diferentes 

só pela troca das variáveis de integração x 1 H x2 , isto é, representam um mesmo 

diagrama.; isüJ mesmo acontece com as outras duas integrais. Portanto consideramot> 

só 8,. e s·,' as quais serão multiplicadas pelo fator 2, obtendo-se: 

Portanto: 

C'2 ( + - + -) L' . + é' 
~J e e ----te f . == .. ld' De'· (7.10) 

Os correspondentes diagramas são: 

(&') 

Figura 7.11: Espalhamento de Bhabha. 

' ' (c) ESPALHAMENTO POSITRON-POSITRON (estado inicial li"+ lc-)) 

Ne::;te caso o termo que contribui é: 

Este caso é similar ao caso do espalhamento de Mollcr, portanto os termos que 

contribuem sào: 



Os correspondentes dia.grarna.s sào: 

'' 

2--+--~ 

2' 

Figura 7.15: Espalhamento Pósitron-Pósitron. 

Consideraremos agora o quinto e sexto termos da equação (7.2). Este caso é 

similar ao caso do segundo e terceiro termos, portanto ternos o seguinte resultado: 

2 2100 4 100 4 - ·- , 50 =-e d Xt d x2: 7f(x1)1"' Ac.(xt)y•(x!)·f(x2)/'" A13(x2)1i'(x2): . (7.11) 
~oo ~oo 1 I j 

A equa.ç.ão (7.11) tem dois operadores de fermion não contraídos, pelo qual se 

tem dois processos, isto é, um fermion no estado inicial e fma.l, que pode ser um 

clétron ou um pósitron. 

Do integrando de (7.ll), temos 

(7.12) 

De (7.12) escolhemos o termo que contribui ao seguinte processo: 
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AUTO-ENERGIA DO ELÉTRON (estado inicial lle-)) 

De (7.12), tf'rnos 

(7.13) 

A equa(,"iio anterior representa a modificação das propriedades de um elétron nu 

devido a. sua. intcração com o campo ektromagnético. É um processo que converte 

um elétron nu em um elétron físico. Esta interação muda a energia do sistema, isto 

é, a. massa. do clétron físico quando comparada _com aquela do elétron nu. 

O dia.grama correspondente é: 

X 

Figura. 7.16: Auto-energia do Elétron. 

Considerando agora o sétimo termo da equação (7.2), ternos 

De (7. H), temos: 
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(7.15) 

De ( 7.15) escol hemos o termo que contri hui ao seguinte processo: 

' - ' AUTO-ENERGIA DO FOTON OU POLARIZAÇAO DO VACUO (es-

tado inicial 11,,)) 
.. 

De (7.15), temos que os termos segundo e terceiro contribuem a este processo, 

mas estes termos são diferentes só pela troca das variáveis de integração x 1 ~ x 2 , 

isto é, representam o mesmo diagrama. Portanto, considerando só um deles e mul

tiplicando pelo fator 2, obtemos: 

(7.16) 

Na equaçao (7.16), o fóton pode criar um par virtual elétron-pósitron, que 

posteriormente é aniquilado, devido à interaçâo entre o campo eletromagnético e 

o campo elétron-pósitron. Um campo eletromagnético externo modificará a dis

tribuição destes pares virtuais elétron-pósitron, isto é, "polarizará o vácuo" da 

mesma maneira que a polarização de um dielétrico. Por esta razão, os diagramas de 

auto-energia do fóton são chamados de polarização do vácuo. 

O correspondente diagrama é: 

•z 

Figura 7.17: Polariza.çã.o do Vácuo. 

Por último, consideramos o oitavo termo da. cquaçã.o (7.2) 

(7 .17) 



Este V·nno não tem linhas <'XÜ'rnas <', corno conscqüôncia., não cau:;a nenhuma 

transiçào. Para este caso, o estado inicial é lO). 

A correspondente coHtribuir;ào {•: 

O diagrama correspondente é: 

Figura 7.18: 
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Capítulo 8 

Elementos da Matriz S 

A matriz S gera uma amplitude de transição (li) -+ I!)) particular para cada 

ordem dada na teoria de perturbação. Os estados li) e I!) são especificados pelos 

momentos e spins da partícula, além das propriedades de polarização presentes nos 

estados inicial e final. 

O cálculo dos elementos da matriz S, com li) e Jf) especificando os autoestados 

de momento das partículas presentes, correspondem à transformada de Fourier dos 

campos no espaço de momentos [1]. 

Para os propagadores, estas transformadas de Fourier são dadas pelas seguintes 

equaçoes: 

A"'(x )A13 (x ). = iD"13 (x - x ) = - 1 
- j d" kiD"'fl(k)e-ik(x 1 -x·2 ) I 1 I 2 F 1 2 ( 211" )4 F 

onde 

c:./3 . -ga/3 
DF (k) = k2 .. 

' +Zê 

As expansões de Fourier para os campos não contraídos são: 
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de onde as partes de freqüências positivas e negativas dos campos são dadas por: 

o!+(. ) - J d3k m '"""' l (k)U"(k) _,-ikx 
~) .r - ' - L.:. J., • f. ' 

(27r)3/ro v=l,2 

,-( ) = J (f3k m '"""' zt(k)V"(k) ikx 1/ x (2 )3 k L.-, l " e ' 
7r O v=1 ,2 

-+( ) J d3
k rn '"""' d (' )-"( 1) -ikx 4• X = (' 7r )3 k L_., " ~; V h: C , 

2 O u=1 ,2 

..... 

iV(x) = j (~:"j 3 Z~ "~ 2 b!(k)U"(k)<Jkx, 

Quando os operadores 1/•+(x), ~;+(x) e f1+(:t) são aplicados sobre li), se obtém o 

vácuo lO). Vamos supor que os estados iniciais são os seguintes [1]: 
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para v = 1, 2 e À = O, 1, 2, 3. 

As expressões da direita indicam corno os estados podem ser obtidos . 
.. 
Então temos que 

onde tjJ+(x) tem esta forma, porque consideramos que o momento inicial e spin são 

conhecidos. 

O resultado da equação anterior é 

Da mesma maneira temos para: 

Por outro lado, quando os operadores 1/J -(x), 'ljJ-(x) e A;;-(x) são aplicados sobre 

lO), se obtém o estado final lf). 
Neste caso temos: 

onde as somatórias são tomadas porque o momento final e o spin não estão definidos. 

80 



8.1 Estudo das Amplitudes para Diferentes 
Processos 

( 1) ESPALHAMENTO COMPTON( "f + f- ---+ 1 +e-) Neste caso, temos que: 
... 

O estado inicial : li) = bk-\) ® je-j)v) 
... 

O estado final : lf) = lik' V) ® jcjfv'), 

e usando a equação (7.5) obtemos: 

O cálculo do primeiro termo do lado direito da equação anterior, é: 

onde 

Para o segundo termo do lado direito, ternos: 

onde 

O resultado final é: 

X L ( 8.1) 
v,v 1=1 ,2 À,.\ 1=0, .. ,3 

81 



(2) ANIQUILAÇÃO DE PARES( e-+ e+---+ 1 +/)Neste caso, tem-se: 

O estado inicial: li)= le-j1v)@ léP'l!') 
..... ..... 

O estado final : II) = ltkÀ) @ ltk' N), 

e usando. a equação (7.6) obtemos: 

,· 

O cálculo deste termo é: 

(JISeli) = (27r)'184 (k + k'- P- p') (
2 

;:~ 1 L M (8.2) 
· 7r PoPo ,x,.v:o:::o, .. ,3 

onde 

M = -e2V"' (p')l\k)iSF(P- k')l"'(k')U"(p). 

, , 
(8) ESPALHAMENTO ELETRON-ELETRON(e- +e- ---+ e-+ e-) Neste 

caso, ternos: 

O estado inicial: li)= le-jJ'11J) 0le-z)2À) 
..... 

O estado final: I!)= le-rf.v')@ le-p'2À'), 

e usando a equação (7.9), obtemos: 

O cálculo do primeiro termo é: 

onde 

O cálculo do segundo termo é: 

onde 
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O rc•stdtado final (·: 

2 

(/.1('2(-- --)I') (') )4(4( I+ I ) m . ,, c c -+ (' c 1 = ~7r v P t P 2 ~ P1 ~ P2 ('"~ )f')(· ) ( .) 
âr ''"- Pu 1 Pu 2 

X L (M" + Mb). (8.:3) 
. ..\, ,ll 1==1. ,2 

.· 

, , 
(4) ESPALHAMENTO ELETRON-POSITRON(c- +é -+ e-+ e+) Neste 

caso, temos: 

O estado inicial : li) = le-p,11) 0lér2.\) 

O estado final : l.f) = le-p;r/) 0léJf2À'), 

e usando a equação (7.10), obtemos: 

O cálculo do primeiro termo é: 

onde 

O cálculo do segundo termo é: 

onde 

M 2u-·-v'( I) <Yv>.'( I) ·n· ( I )V.\( ) rJuv( ) e' = ~e Pt I P2 l Faf3 P2 ~ P2 P2 I P1 · 

O resultado final é: 

X L (Md' +Me'). 
V ,v'=l ,2 
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(5) AUTO-ENERGIA DO ELÉTRON(e--+ c) Neste caso, ternos: 

O estado inicia.!: li)= lc-p1v) 

O estado final : I!) = ie-1;2v'), 

c usando <L equação (7.13), obtemos: 

.· 

onde 

- ' (6) POLARIZAÇAO DO VACUO(I-+ /)-Neste caso, ternos: 
.... 

O estado inicial é : li) = lfku\) 
. .... 

O estado final é : lf) = 1fk2N), 

e usando a equação (7.16), ternos que: 

onde 

' (7) PARA O V ACUO Neste caso, temos: 

O estado inicial : li) = lü) 

O estado final : IJ) = lO), 

e usando a equação (7.18), obtemos: 

onde 

2 

M =- (
2
;)B

2
! j d4 pd4 qiSp(p)!aiDFo:f3(P- q)/{3iSF(q). 

(8.5) 

(8.6) 

(8. 7) 

As formas explícitas de SF(P) e DFo:{3 substituídas nas equações (8.1), (8.2), 

(8.3), (8.4), (8.5), (8.6) e (8.7), mostram que as amplitudes calculadas acima têm 

polos, para p-+ oo. No próximo capítulo estudaremos a maneira de solucionar este 

problema. 
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Capítulo 9 

Regularização 

No cálculo das amplitudes de Feynman em Eletrodinâmica Quântica (QED) 

encontra-se que os propagadores [1]: 

p+m 
SF(p) = ' 

p2 + m2 + ié: 

levam a que as amplitudes não sejam bem definidas. Ern outras palavras, vamos ter 

integrais divergentes. 

Para fazer com que, de algum modo, estas integrais divergentes sejam finitas 

introduz-se um parâmetro de convergência adequado, o qual geralmente é conhecido 

corno parâmetro de regularização. Este procedimento matemático não é único, ou 

seja, existe uma variedade de esquemas de regularização, e as integrais regularizadas 

dependem do formalismo utilizado [8]. No entanto, no limite quando a teoria ori

ginal é restabelecida, os resultados físicos finais serão independentes do método de 

regularizaçã.o utilizado, ou seja, diferentes métodos de regularização devem levar aos 

mesmos resultados. 

As teorias baseadas nas integrais regularizadas muitas vezes violam alguns dos re

querimentos físicos, como a invariância de Lorentz, invariâncias de gauge, invariância 

rotacional, etc. Como conseqüôncia, é comum tornar como critério de escolha de uma 

boa regularização, aquela que preserva tantas simetrias físicas quantas possíveis. 

Neste trabalho vamos estudar três métodos de regularização : Método de 

Cut-Off( corte), Método de Pauli-Villars e Regularização Dimensional. Para não 
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nos estendermos a toda QED, vanws mostrar como funcionam estes métodos num 

exemplo específico: a polarização do vácuo, na a.proximaçã.o de um loop. 

9.1 ·Método de Cut-Off (corte) 

O método de cut-off( corte) [8] é o procedimento de regula.riza.çã.o mais antigo 

e simples, no qual a. regiã.o de grandes momentos (que é a fonte da. divergência) é 

isolada nas integrais divergentes. Por outro lado, é fácil ver que a invariância de 

translaçã.o é quebrada e portanto a mudança do momento na integral, em geral, 

muda o resultado. Em outras palavras, o assim chamado termo de superfície deve 

ser cuidadosamente calculado. Além disso, a invariância de gauge nã.o é mantida 

neste procedimento de regularização. Um exemplo típico é a parte da polarização 

do vácuo a um loop na QED, que viola a invariância de gauge quando é calculada 

pelo método de cut-off. Portanto, o método de cut-off não é adequado para. a. 

regularização de teorias de ga.uge. 

Como exemplo, estudaremos a polarizaçã.o do vácuo, cujo gráfico é [1]: 

p 

"• 
I( ' 

P-t< 

Figura 9.1: Gráfico de polarização do vácuo 

A amplitude deste processo é dada. por 

onde 

(9.1) 

é a chamada amplitude de Feynman para o processo representado pela figura (9.1). 
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i\ inL1•gral (!L l) 1'• qnadraticatllt'IILe divergente quando p---+ oo, porque a. integral 

pode srr exprPssa aproximndarnrntc corno 

Uma m;metra de regularizar esta integral é lllultiplicá-la pelo fato r de con

vergência [I] 

2 2 ( -/\
2 

)

2 

f(p 'A ) = ]/= /\2 ' (9.2) 

onde A t' o parâmetro de cut-off (corte). Para valores grandes mas finitos de /\ 

a integral (9.1) se comporta aproximadamente como J ~:{ e para p grande é bem 

definida e convergente, porque a integral pode ser expressa como: 

J d
4
p ~ lim --

1
-. 

p6 · p--too p2 

Deflniudo 

podemos escrever (9. 1) como 

2 

M - - c ,\(k· )J>O<f3(k2) .\(k) - (27r) 4 t 0 ·1 L t(J , 

Vamo::; definir também, por conveniência, a expressão 

N"f3 = Tr·[( p + m)r"'( p- J.: + m)r!3], 

a qual pode ser escrita, depois de um pouco de álgebra de matrizes/, corno 

(9.:~1) 

Usando (9.2) e (9.4) definimos a expressão regularizada de R"'f3(P) em (9.:3) 

COI110 

R''il(k2) = j(t~p-·-· N"'f3 ------- ( -/\2 )2 
r (p2 -m2 +ie)((p-k)2-m 2 +ie) p2 -A2 

Agora. usando a relação dada por ( A.l) do Apêndice ( Al) e tornando: 

ao= ((p- k) 2 - m 2
), a1 = (p2

- rn 2), a 2 = (p2 - A2 ) e a3 = (p2 - A2 ) 

tem-se que 
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1\'''f' 
(9.ii) 

Cousid!'remos agora a seguinte rnudança de variável [10] 

Jl1 
= 1J- k( 1 -X). 

Devido à isotropia e homogeneidade do processo no espaço-tempo, não há direção 

preferencial para o quadrivctor p, e temos então a relação 

Substituindo estas duas últimas expressões cm (9.4) temos 

e, portanto, podemos escrever (9.5) como:· 

(- ~g"'fJp 12 
- 2kfJ k":r(l - x) + g"fJx(! - x )P + m 2g"fJ) 

x (p12 + k:2x(l- x) + m 2 - (m 2 - A2 )y) 4 ' 
(9.6) 

onde, devido à simetria da integração, as potências ímpares de p1 em R~fJ(P) nao 

contribuem. Portanto elas já foram descartadas na expressão de N 1
"(J acima. 

Podemos observar em (9.6) que a integral em p1 tem duas singularidades no plano 

complexo de Pb· Para evitar esta dificuldade, fazemos uma rotação de 900 ao redor 

da origem do plano complexo de 7Jb, que é conhecida como rotação de Wick. Isto 

significa fazer as seguintes mudanças 

I · I 
Jlo = zpo, 

Além disso, usamos as relações (A.2), (A.3) e (A.4) do Apêndice (Al) obtemos 

que a expressão regularizada escreve-se como: 
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x2 (1- :r)(g"'flk:2
- 2kak!3) J 

+ -k2x(1- :r)+ m2 - (1n2- i\2)x 
(9.7) 

O fa.tor (kak:fJ- g<>f3P) que aparece nos termos R~!3(k 2 ) nos garante que o termo 

M é invariante de Lorentz. 

Observe que para i\ finito as integrais acima são convergentes, mas quando 

i\ - oo, o segundo e o terceiro termo de (9.7) divergem. Estes termos divergentes 

vão ser absorvidos no processo de Renonnálização, neste caso na renormalizaçã.o da 

carga. 

Vamos apresentar abaixo um outro exemplo, conhecido corno Efeito Casimir [9] 

em dimensão 1, para mostrar como a técnica de regularização de Cut-Off pode ser 

aplicada a outro fenômeno físico. 

9.1.1 Efeito Casimir (Método de cut-off) 

Em 1941-l, Casimir fez urna observaç.ã.o. No vácuo o campo eletromagnético real

mente não desaparece, mas possui flutuações quânticas [1:3], corno pode se observar 

na quantização do campo elctromagnético, na qual encontramos um conjunto in

finito de osciladores independentes, com diferentes frcqüências. Cada oscilador ou 

modo normal contribui com ~w (aqui fazemos h = 1 c c = 1) para a energia de 

ponto zero c corno existe urn mímero infinito de modos, essa energia é infinita. 

Então vamos estudar o problema da energia de ponto zero entre duas placas ideal

mente condutoras. Este é o chamado Efeito Casirnir, que fisicamente se manifesta 

corno a força de atração entre duas placas condutoras paralelas descarregadas. 

Consideremos o caso de um campo escalar numa caixa unidimensional de com

primeuto L. Impondo condições de contorno de que o campo se anule no:> ex

tremos(condiçõcs de Dirichlet), as auto-freqüências são então dadas por: 

7r 
w,=Ln, n=1,2, ... , (9.1-l) 
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Nest.P raso, cada. modo de vilnaçiio contribui com &"-'n para a energia de ponto 

zero, que f. então dada por 

7r (X) 

[~ 0 = '2L Ln. 
n=l 

(9.9) 

De (H.9) observamos que esta energia é infinita. Para obtermos uma energia 

finita devemos regularizá-la. Introduzimos, então, um fator de corte exponencial nas 

altas freqiiências, ou seja 

' -1
-, 
-"'0-

que pode ser escrita como 

1 (8 00 

) Eo = -- lim !.) L e-<>wn . 
2 C<-+0+ ua n;ol 

(9.10) 

Substituindo (9.8) cm (9.10) e efetuando a derivada em a temos: 

( "" ) 1r eT 
Eo = 2[ lim ( ,.,, )2 • 

, ,., .... o+ eT - 1 
(9.11) 

'"' Fazemos agora uma expansão de Taylor de eT, c usamos a representação da 

função 

Y oo B 
"""' " v 

( 
y 1) = L.J -, y 

e - v=O 1/. 

onde B, são os números de Bernoulli. 'tomando y = "J: em (9.11), obtemos 

"" cT 

( "" - 1 )2 eT . 

?r a . 7r )2 2 rra ?r )2 2 
x(R 0 +B 1 ~~+B2(-l. a + ... )(Bo+B~-. +B2(.L o:+ ... ). 

L , t (9.12) 

Substituindo (9.12) cm (9.11) e, além disso, usando os ntÍmeros de Bernoulli 

8 0 = 1, B1 = -~, B 2 =~, ... ,ficamos com: 

1., 1r 1. ( I} 1 ) 
.'.o = -- nn ( )2 - -- + . . . . 2L , .... o+ 1ra 12 

' E fácil ver nesta equação que temos um polo de segunda ordem. Este poJo é 

a contribuição da densidade de energia infinita do espaço total de Minkowski (sem 
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condiçôes de contorno). !'vias esta densidade de energia é ttormalmente eliminada 

calculando-se a diferen<_"a entre a df~nsidade de f'IIergia. da caixa e a do cspa~,·o livre. 

Portonto, a. energia de ponto 2ero da caixa ttnidimensional, já regularizada, é: 

'" 7r 132 7r Eo = --- = -----~ 
4L 24L 

Vemos então que a téwica de cut-off isolou a divergência da energia de ponto 

zero, a saber, a energia correspondente ao espaço total de Minkowski. Corno somente 

diferenças de energia são mensuráveis, uma subtra.ção desta energia nos fornece um 

resultado finito e fisicamente aceitável. 

9.2 Método de Regularização de Pauli-Villars 

Neste método [8] o integrando da integral que aparece na amplitude de Feynman, 

ou seja, o propagador (p,~m 2 ) é substituído por 

1 

É fácil ver que este propagador modificado volta ao original quando AI --t =· 
ParaM finito, o comportarnento para grandes momentos é do tipo (--'. ). Assim, esta 

]J 

modificação é usada para regularização. O termo adicional na equação é chamado 

Regulador de Pauli- Villars. 

Os seguintes fatos podem ser encontrados espalhados pela. literatura, os qtHus 

não provaremos, porque fogem do escopo deste trabalho. 

Este método mantém as invariâncias de translação e de Lorentz e portanto é um 

bom candidato para urna regularização consistente. Além disso, a invariância de 

gauge da QED é preservada por este método de regularização. Consequentemente, 

a QED é tratada de uma maneira perfeitamente consistente por este método. O 

método também é aplicado à teoria de Yang-Mills sem massa, tal como QCD. No 

caso da teoria de Ya.ng-Mills massiva., como a teoria cletrofraca de Weinbcrg-Sala.rn, 

a regularização de Pauli- Villars não conserva a invariância de gauge. 

Voltemos agora ao exemplo anterior da polari~r,a.ção do vácuo. 

(!J.l3) 
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Regularizar pelo mi·todo de Paul i- Vi llars signifira regularizar os loops de fermi

ons c propagadores de fótons independentemente. O propagador do fóton é subs

tituído iluma maneira padrão por uma superposição de propagadores livres dos 

campos reguladores. Os loops de fennions, no entanto, são tratados como um todo, 

onde cada loop é substituído pelo loop original subtraído por idênticas expressões 

correspondentes a fermions de massas arbitrariamente grandcs[13). 

Nesse caso, o loop de fermion, equação (9.13), é substituído pela expressão: 

(9.14) 

onde os A., são as correspondentes massas dos novos fermions considerados. Além 

disso, devem satisfazer o sistema linear 

(9.15) 

, 
E necessário introduzirmos duas constantes, porque fica assegurado que o inte-

grando de (9.14) pode ser expresso como 1,;-, o que leva a 
p 

Agora, como os termos da equação (9.14) têm a mesma estrutura, então tJ·aba

lharemos com o seguinte termo: 

(9.16) 

Fazendo uso da fórmula (A.5) do Apêndice (A1), temos que a equação (9.16) 

pode ser escrita como: 
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Agora fazemos uma translação da origem introduzindo •:ma nova variável 

Novamente, como no caso do mi•todo de Cut-OfF, devido à isotropia e homo

geneidade do processo no espaço-tempo, subst.ituimos 

'" 1(3 _ 1 n{J( '). 2 
p p - 4g p ' 

obtendo as expressões 

c 

Também devido à simetria da integração, as potências ímpares de rf em R~{J ( 1.: 2 ) 

não contribuem. 

Agora fazemos a seguinte seqiiência de operações. Fazemos uma rotação de Wick. 

Depois usamos as coordenadas esféricas no espaç.o euclidiano quadri-dimensional, ou 

J d4 I 2 2100 ,:\d I p=7r p p. 
o 

Usando as integrais reais dadas por (A.6) c (A.7) do Apêndice (A 1), obtemos 

que Rff3(P) pode ser expressa. corno 

1 2 :J nfJ 2 1 2 r; {3 +20 - 2g k x(l- :r)- fn g"'· + 2:r(l- x)k"k ]] 

Agora substituímos a equação anterior em (9.14), assim corno para. os termos 

adicionados, obtendo-se a seguinte expressão: 



Fazendo uso da condição (!J.ll"> ), tem-se 

.· 
A2 A2 

·,n I c·•n 21 +Cp:n-
2 

+ '2Ln-
2 

, 
m rn 

A equação anterior pode ser resumida como 

Observe que o fator (k 01 kf3- g 01f3P) aparece automaticamente, o que garante que 

M é uma invariante de Lorentz. 

Por outro lado o termo divergente logarítmico, i!n ~:, será absorvido pelos chama

dos contra-termos no processo de Renormalização das constantes físicas [13]. 

9.3 Regularizaçao Dimensional 

Urna integral múltipla, mantendo-se o integrando inalterado, pode ser feita con

vergente reduzindo se o número de integrais [8] . Por exemplo, as integrais quadri

dimensionais linearmente divergentes podem ser feitas finitas, se o espaço-tempo for 

de dimensão 2. Este fato é a idéa. básica da chamada Regularização Dimensional. 

Nesta regularização a dimensão do espaço-tempo D é fixada em D < 1 c substitui

se a integral quadri-dimensional divergente por uma integral D-dirncnsional con

vergente. Daí, fazendo as integrações do momento explicitamente, obtém-se urna 

cxpressao analítica de uma função do parâmetro regularizador que é a dimensão 

D. A divergência original é então exibida. como um polo em D = 4 na expressão 

analítica [8]. 

Urna vez que a Regularização Dimensional não viola nada exceto que o espaço

tempo não é quadri-dimensional, todas as exigências físicas são conservadas. Daí, 

esta teoria de regularização é invariante de Lorentz, de gauge, unitária ,etc. Neste 

sentido a Regularização Dimensional é a mais apropriada para. Teorias de Gauge [8]. 
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Continuando com o mesmo exemplo da pola.riza.ção do Yácuo, temos novamente 

[1] 

l ·"f3(·k2 ) _ j 14 _ Tr[(/1 + m)!"(jJ- jr + m)·/J l - ( ]I - ·--------=---:---:-
(p2- 1n2 + if)((p- kp- m 2 + if) 

Neste caso, para regularizar consideramos a seguinte integral: 

(9.17) 

com D < 1. Usando a fórmula dada por (A.5) do Apêndice (Al), a equação (9.17) 

pode ser escrita como: 

Fazendo agora a mudança de variável 

p' = p- k::r 

e 

"' 1(1 l "'fl( ')2 p ]I = j)g p 

por causa da irmtropia, corno discutido anteriormente, obtemos a seguinte expressão: 

J dnp' 
+(-.r(l- x)(2k"'k:f3- g"'f1k2 ) + m 2g"'f3) p'2 ----,----- ]. 

· · (p' 2 + k2x(l- :r)- 1112 ]2 
(9.18) 

Usando as relações dadas por (A.S) e (A.9) do Apêndice (Al) em (9.18) ternos 

CO!llO resultado que R'~ 1 \P) pode ser escrito como 

A expressão é finita para j) < 4, e diverge como (D~-l) para n - 4 o que 

corresponde a urna divergência logarítmica em D = 1. Então, para obter R~f3(P) 
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regulari7.ado, u~·I 3 (P), subtraímos do integrando da equação (9.19) o termo com 

k =O, ou seja [10]: 

X {
1 

2x( 1 - X )dx ( 
1 

. 0 - -

1
-D ) . 

lo ( -k2x(1- x) + m2) 2-T (m2)2-2 
(9.20) 

A razão para isto ser feito assim é mostrada no Apêndice (A'2) [18]. 

Por outro lado, usando a expansão da série de potência dada por (A.10) do 

Apêndice (Al) em (9.20), temos que a expressão entre parêntese na equação enterior 

pode ser expressa como: 

1 

2 3 l(JJ 2 2 ) 1(D 2 2 ) 

2! ( '2- 2)fn(m - k x(1- x) + :l! ( 2 - 2)fn(m - k x(l- x) + ... -

2 3 

-1- ( D - 2)fn(m2
)- ,\ (( D - 2)fn(m2

)) - ~ ((]) - 2)fn(m2
)) 

2 2. 2 3. 2 

Substituindo a relação anterior cm (9.20), ternos: 

4i1!'~ 1'(3 - D) 11 
R"':{3(k2)=lirn · 2 (k"'k{3-gcr(lk2 ) 2x(1-x)x 

1 
D--->4 r(2) O 

-Px(l-x)+m2 
. 1 D ( ) 

xfn( ){ 1 +;-C;-- 2) fn(m 2
( -Px(l- x) + m2

)) + 
m2 2! 2 

+ .. . }dx. 

Portanto, fazendo D = 4, obtemos 

R~f3(k 2 ) = 8iK 2(k"'kf3- g"'f3k2 ) {
1 
x(l- x)fn(1- Px( 1 - :r))dx k m2 

Observa-se que este é o mesmo resultado obtido com o método de Pauli-Villars. 

Mas agora obtivemos uma expressão sem outro termo adicional que seja divergente 

como nos dois casos anteriores. Podemos, portanto, dizer que o método de Reg

ularização Dimensional é o mais apropriado para a regularização da divergência 

ultravioleta no caso da polarização do vácuo. 
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Capítulo 10 

~-Fluidos 

10.1 Dinâmica de Fluidos 

Como os fenômenos associados com fluidos dinâmicos são macroscópicos, um 

fluido é considerado como um meio contínuo. Isto significa que em qualquer volume 

pequeno do fluido sempre se tem um grande números de moléculas. Por conseguinte, 

quando falamos de elementos de volume infinitamente pequenos, sempre significará 

que "fisicamente" são infinitamente pequenos, ou seja, muito pequenos comparados 

com o volume do corpo em consideração, mas grandes comparados com as distâncias 

entre as moléculas. As expressões de partículas do Huido e ponto num fluido são 

entendidas no mesmo sentido [11]. 

A descriç.ão matemática do estado de um fluido em movimento é efetuada por 

meio de funções que dão a. distribuiçã.o da velocidade do fluido i) = ii( :r, y, z, t) e 

de quaisquer duas qtlantidades termodinâmicas relativas ao Huido, por exemplo, 

a pressão P(x, y, z, l) e a densidade de energia p(x, y, z, t). Todas as quantidades 

termodinâmicas são determinadas pelos valores de quaisquer duas delas, junto com 

a Equação de Estado; Portanto, com cinco quantidades, como as três componentes 

da velocidade i), a pressão P e a densidade p , o estado do movimento do fluido é 

completamente determinado [ 11]. 

Todas as quantidades são, cm geral, funções das coordenadas :r, y, z e do tempo 

1.. v(x, y, z, t) é a velocidade do fluido num ponto dado (x, y, z) no espaço e num 

tempo t, ou seja, refere-se a pontos fixos no espaço e não a partículas fixas do fluido. 

O mesmo pode ser aplicado para p e P [11]. 

Em hidrodinâmica. clássica Utn fluido perfeito é definido como urn sistema. contí

nuo que não possui tensão de cisalhamento e para o qual vale a lei de Pascal [16]. 
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Por outro lado, muitos sistemas físicos macroscópicos, inclusive o propno 11!11-

verso, podem ser considerados aproximadamente como formados de fluidos perfeitos. 

Também podemos definir um fluido perfeito corno aquele que tem em cada ponto 

uma vcl?cidade i), tal que um observador movendo-se com esta velocidade vê o Huido 

que está ao redor dele corno isotrópico. Isto seria o caso se o livre caminho médio 

entré as colisões é pequeno comparado com a escala de comprimento usada pelo 

observador [12]. 

Como exemplo, temos uma onda de som propagando-se no ar com um compn

mento de onda grande comparado com o livre caminho médio, mas para compri

mentos de onda muito curtos a viscosidade torna-se importante e o ar comporta-se 

corno um fluido imperfeito. 

O estabelecimento das equações relativísticas do movimento de um fluido é muito 

importante. A necessidade de se considera!: os efeitos relativísticos pode não ser so

mente para grandes velocidades (comparáveis com a da. luz) de movitnento dos corpos 

macroscópicos, mas também para grandes velocidades do movimento microscópico 

da partículas do fluido [ ll]. 

Então nós usaremos estes critérios para construir o tensor de energia-momento 

para um fluido perfeito cm relatividade especial. 

O momento do fluxo através de um elemento d,9 da superfície de um corpo é 

devido somente à força sobre esse elemento. Assim, 'lijdSi é a componente i da 

força na superfície do elemento. 

Voltando à lei de Pascal, ela pode ser enunciada como: A pressão exercida cm 

uma parte do fluido é a mesma em todas as direções c perpendicular à arca na qual 

age. Vamos .considerar um elemento de volume no fluido, e usamos um sistema de 

referência no qual este elemento está cn1 repouso (o sistema "comóvel" ). Podemos 

portanto escrever 1ijdSi = PdS;, onde P é a pressão medida no sistema comóvel, 

OU SCJa, 

As componentes To; fornecem a densidade do momento e se anulam para um 

elemento de volume dado em seu sistema cornóvel. A componente Too é a densidade 

de energia interna própria do fluido. Denotamos T00 = p. 

Desta maneira, o tensor de energia-momento para um elemento de volume do 
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!lu ido <:-, no S('ll sist <'lll<t pn'>prio: 

fi o o o 
1 1

lltJ :::::: 
() I' o () 

o o p o 
() o o p 

Oll 

roo= p. (I 0.1) 

Agora vamos achar a expressao para o tensor energia-momento cm qualquer 

sistema. Para fazer isto, nós introduzimos a qua.dri-velocidade Vn do fluido. No 

sistema cornóvel do elemento considerado, a.s componentes da. qua.dri-velodda.de são 

Vi= O e Vo = I. 

A rela.çã.o entre a.s coordenadas do referencial comóvel x'11 e as coordenadas :r"' 

(o qual poderia ser um sistema em repouso no lahora.torio) e: 

onde A~(v) é definido por: 

A~= r 

1 

Ai- fi + vv-(r_l) 
' - 'J ' J v2 

Como T 1w é um tensor de segunda ordem, então no sistema de laboratório temos: 

T~-'" = A~(v)A~(v)T' 78 



ou explicitamente: 

. . . 1>·v · 
'f''J = ].JÓ· ·+I p + p) · -' .::...,.7 ::c-
. · 'J \ ( 1 - v2 ) 

Estas equações podem ser expressas por uma única equação: 

( 10.2) 

onde U1' é o quadri·vetor velocidade, 

_, dx v 
lJ = - = ------c==c:o 

dr v'l - v2 

uo = :!!__ = ~=1 ===;;' 
dr y'] - v2 ' 

171"' é o tensor métrico de Minkowski e a expressão ( P + p) é a densidade de ental pia 

do fluido. 

Por outro lado as equações de movimento são governadas pela. seguinte equação: 

[-)TI-'" 
7 =o. 
r: x" 

(10.:3) 

Esta equação expressa as leis de conscrvaçã.o de energia e momento para o sistema 

físico ao qual o tensor TI'" pertence. Usando a equação (10.2) para T~-'", obtemos as 

equações de movimento do fluido. 

Além da energia c momento, um fluido tem, em geral, outras quantidades conser

vadas, tais como a carga, o número de barions menos o número de antibarions, ou, a 

temperatura normal, o número de átomos. Aqui vamos considerar que a quantidade 

que se conserva é o número de partículas, o qual não está contido na equação (10.3). 

Vamos, então, deduzir a Equação de Continuidade, que expressa a conservação do 

número de partículas do fluido. 

Se n é a densidade do núrnero de partículas num sistema de Lorentz que se 

movimenta com o fluido num ponto do espaço-tempo, então neste sistema o quadri

vetor corrente de partículas é dado por 

N'' =O 
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N,o 
= n. (10.4) 

Em qualquer outro sistema de Lorentz, no qual o Huido neste ponto move-se com 

a quadri-velocidade v"', a corrente de partículas está relacionada à. equação (Hl.4) 

por 

ou 

I 

N; - A; ( )N'/3 - . v n - /3 v - /f=- v2 

A equações (10.5) podem ser resumidas em 

N" =nU". 

A Equação de Continuidade é então, dada por 

8N" 
-=0 
í:J:r" 

(10.0) 

( lll.fi) 

(I O. 7) 

Agora, substituimos (10.2) cm (10.3), e multiplicamos esta equação por U1., ou 

seja, projetamos na direção da quadri-vclocidade. Além disso, usamos as equações 

(10.6) c (10.7) e teremos: 

nU" (8(_~~~:1!) - ~ âP) = O. 
o:r" n 8:r 11 

( l 0.8) 

Por outro lado, a segunda lei da Termodinâmica diz que a pressão P, a densidade 

de energia p c o volume por partícula ! podem ser expressas como funções da 
n 

temperatura Te da entropia por partícula ak (onde k é a constante de Boltzmann 

para fa~er a a.dimensional), ou seja 

kTda = PdV + ds. 

No caso acima temos V = .!. e é = E., e portanto 
n t1 

(10.9) 
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Usando a.s (~qua.(;(w~ ( 10.8) (' ( 10.9) teremos 

kTl/" i)a = O. 
a.rv 

(10.10) 

1t fác,il ver, calculando no sistema comóvel, que a entropia específica a é constante 

no ternpo cm qualquer ponto que se rnove junto com o fluido. 

Podemos obter ainda outra equação para o qual fazemos os seguintes passos: 

substituindo a equação (10.2) em (10.3) obtemos 

Da equação anterior podemos obter duas equações, para 11 

Ui = viuo 

a . . a ar 
(P + p)'yU" -

0 
v'+ v·~J ((P + p)'ylJV) +-a . =O 

;r" ( ;rv X' 

a ar 
-((P+p)IU")--, =0 
();rv éJxO 

1. e ll O, com 

substituindo agora a segunda equação na primeira obtemos o seguinte resultado: 

a·v _ . _ (1- v 2
) ( _8P) - + (v.\l)v = -·---~- V P +v- . at (P + p) at (10.11) 

Portanto as equações fundamentais da hidrodinâmica relativística são a "equação 

de continuidade" ( 10. 7) , a "equação de Euler" ( l(l.ll) e a "equação de energia" 

(10.10), que juntas com as equações de estado (lO.:l), dão P e p em termos de n e 

a. 

Para entender as possíveis equações de estados, podemos considerar um fluido 

composto de partículas pontuais que interagem somente em colisões localizadas es

pacialmente. Neste caso o tensor de energia-momento é dado por [12]: 

pop(J 
1><>(3 = ~ ......!!._" ç3(-:- - ) 

L.., E u X Xn • 
tl n 

Num sistema de Lorentz próprio, T~'v tem a forma isotrópica das equações (10.1). 

Daí a pressão e densidade de energia serão dadas neste sistema por: 
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'/'00 ~ ]' ,:l(- - ) P = :::: L _:,t1.0 :r - J~n · ( 10.12) 

" 
Por (Ht1.ro lado a d(•Jisidadc do nt'nncro de partículas é: 

n=Ló3(l-x,) 
" 

e resulta que, crn geral, se tent : O< P < ~· 

No caso de um gás não rclativístico frio, podemos ter aproximadamente que: 

E 
p~ 

::::J 1n + -
n 2 nt 

Substituindo na equação (10.12) teremos que: 

E para um gás quente, extremamente rdat.ivístico, temos: 

E, ::::J I Pn I :» m 

e substituindo novamente em ( 10.12) teremos: 

p r::: :3P :» m.n. (10.14) 

As equações (10.1:3) c (10.14) podem ser resumidas numa única equação: 

P ::::J (1- l)(p- mn) 

onde 

{ 

5 ·- I t' 't' _ j, llilO l'C a,JVJS,JCO. 
I- 4 • , • 

3 , extremamente rclattvJst.Jco. 

Substituindo as equações (10.1:3) e (10.15) na equação (10.9) obtemos 

kTda = n"~-t d (!:___) , 
(1- 1) r!"Y 

e a equação (10.10) fica escrita como 

()(p) 1-' 
~, - + (ii.\7)-~ =o. 
8t n"'~ n"'~ 

( 10.1.5) 

(10.16) 

A proporcionalidade expressa na equação (10.15) entre a energm interna e a 

pressão em verdade é correta para vários valores de "(, para um amplo tipo de 



fluidos e nào só para mn gás simples como o discutido aqui. Para tais lluidos, a 

equação de energia pode ser colocada. na forma ( 10.16). 

I) fl . I . ' I . . ' ( 1 ll 1 " ) ara III( os, cujas part.1cu as const.Jtumtes tem massa zero, a equaç:ao . d 

nxluz se a 

p =(r- 1 )p. 

Esta é a chamada Equação de Estado para 1-fluidos, muito usada em cosmologia 

relativística. Em cosmologia o parâmetro 'Y varia no intervalo O < 'Y < 2. 

Para 'Y = ~, obtemos P = ~p, que é a equação de estado da radiação eletro

magnética. 

Para 'Y = O, obtemos a equação P = -p qne descreve o vácuo e 'Y = 2 descreve 

a, ainda hipotética, stiff-matter cuja equação de estado fica P = p. 

Prova-se (veja a referência [12]) que a velocidade do som num fluido é dada por 

v;= (~)P) = 'Y- 1. 
P u=de 

Daí vemos que V 8 = ~ para a radiação eletromagnética. Observe que V 8 < 1, 

o que mostra que a velocidade do som é menor que a da luz, como esperado. Para 

o vácuo, não temos propagação de perturbações no fluido. No caso de stiff-matter 

V 8 = 1 e daí o som (perturbações de densidade) se propaga neste tipo de matéria 

com a velocidade da luz. Stiff-matter nunca foi detectada no Universo, mas por 

enquanto é somente urna possibilidade teórica. 

10.2 Estudo do Espectro de 7-Fluidos e do 
Vácuo 

Nesta secção, estudaremos o espectro do vácuo, visto como um caso particular de 

um 1-fluido, equação (10.19). Consideremos inicialmente um fluido quântico em 

contacto com um reservatório térmico c de rnassa(part ículas ). Em equilíbrio, o es

tado termodinâmico está. caraterizado pelas variáveis (T, V, Jl ). Então trabalharemos 

com o cnsemble Grand-Canônico. 

A função de gran partição Q é dada pelo traço no espaço de Fock: 

Q ~ Tr (,-P<n-,N>) ~ Tr (exp[-PJ?''- p)alad) 
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onde: 

c 

Usando a. seguinte relação: 

~r L. t JY = a .a1: I; • 

;:; 

TI = L t:;:;atar. 
k 

T1· (e:z:p[,\ataJ) = L(njexp(Àata)jn) 
n 

onde ln) sào os autoestados dos operadores de aniquilação e criação, então teremos 

que: 

O potencial termodinâmico grand-ca.nônieo é definido como 

n = RnQ =- Lfn (I- exp(-/1(ek -Jt))). 
k 

Mas no limite contínuo (ek-+ e(w) ttw), a soma sobre k é substituída pela 

seguinte integral: 

enq \l r= en ( l 
./o exp( /3(hw (10.17) 

Aqui (d
3
k. é o número de estados no esf>al'ü de monHmto k e está. relacionada 

211")·' " 

com a freqüi'mcia w, do seguinte modo 

d3k 
---- -+ f(w)dw 
(2rrP · 

onde f(w) é a densidade de estado por unidade de energia. Portanto podemos 

escrever (10.17) como: 

{'X> 
fnQ =-v .lo en (l- cxp(-/3(hw- p))) f(w)dw. 

Aqui vamos trabalhar com o caso Jl = O(pott~ncial químico nulo). Portanto a 

equação anterior fica 

flnQ =-V 100 

fn(l-exp(-;ltzw))f(w)dw. (10.18) 
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Além disso nós vamos ainda considerar fluidos sem m'tssa e que satisfazem a 

seguinte equação de estado, (1-lluidos). 

jJ = (!- l)p, (10.19) 

onde O<: 1 < 2. 

Esta classe de fluidos perfeitos descreve, como vimos anteriormente, radiaçã.o 

eletrornagnética (! = V, vácuo ('y = 0), e a chamada stiff-matter ('y = 2). 

e 

Para calcular P e p usamos as seguintes fórmulas termodinâmicas: 

P = kr(afnQ) 
a v T 

= kT
2 

(8fnQ) 
p v 81' . . . v 

( 10.20) 

Substituindo (1 0.18) em (10.20) e daí levando os resultados na equa.çao (10.1!:!), 

obtemos 

-k'J' {'"" fn (1- exp(- ~~~ 1 ,)) f(w)dw = ('y- 1)h f<YC) ~-Q~l- dw. 
.lo 11 . .lo exp PT 1 

(10.21) 

Nosso objetivo é encontrar a densidade de estados f(w) para a rclaçã.o anterior, 

o que nos permitirá calcular o espectro dos 1-fluidos cm geral. 

Integrando por partes o lado esquerdo da equação (10.21) temos: 

( 
hw ) 1'"' l"(w) -kTfn 1- exp(- 1_1,) F(w)lg" +h . ("w·) _ -dw, 
11. o exp kT 1 

(10.22) 

onde F(w) satisfaz 

F'(w) = f(w). 

Para continuar com os cálculos vamos supor, temporariamente, que o primeiro 

termo do lado direito da equação (10.22), que é um termo de fronteira, se anula nos 

limites superior e inferior. Portanto (10.21) reduz-se à equação 

l oo F(w) 100 wf(w) 
ft liw . dw = ('y- 1)h t•w dw. 

o cxp( kT) - 1 o exp( kT) - 1 

E fácil ver que esta equação tem uma soluçào, desde que f(w) e F(w) satisfaçam 

a equaçao 

F(w) = ('y- l)wf(w). (10.24) 
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Derivaudo esta equaçao f' usando ( 10.2:!) obü~mos a equação diferencial pa.ra 

.f(w) 

cuja solt;ção t~ dada por 

f'(u.:) 2 -- -y 1 
------ - = ( ---)
f(w) -y- 1 w 

2-~ 

f(w) = Awo;:::T 

onde A é urna constante arbitrária .. 

Integrando f(w) obtemos 

l 

F( w) = Bw :;-:::r 

onde B também é uma constante arbitrária. 

(10.25) 

( 10.2()) 

Das equações (10.25) e (10.26) observamos que só podemos considerar fluidos 

com 1 f. 1, pois 1 = 1 nos dá uma singularidade da função densidade de estados 

f(w). 

10.3 Divergência e Regularização da Equação de 
Estado 

Para obtermos a função densidade de estado (10.25) nós a.ssunmnos que o 

primeiro termo da equac,~ão ( 10.22) se anulava. Vamos abaixo determinar quando 

isto realmente ocorre e, quando não ocorre, corno podemos modificar (regularizar) 

a Equação de Estado. Vamos ent.ão analisar o primeiro termo da equa(Jto ( 10.22) 

(que é o termo de fronteira). 

Análise do primeiro termo da equação (10.22): 

Substituímos F(w) dada por (10.2()) no primeiro termo da equação (10.22) e 

definimos .. ~T =O. Além disso sabemos que 1 E [0, 2], então() pode ser > O ou <O. 

1.- Limite superior(w -+ oo) 

(i)O>O. 

Aplicando a Regra de l/Hospital é fácil ver que: 

lin_1 €n (1 -exp(- khw )) w8 = O. 
w ......... oo 7'1' 
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(ii)O<O. 

Neste caso também se obtém qtw o limite vai a zero. Portanto temos que para O 

arbitrário: 

lim fn (1 - exp(- hw. )) w8 = 0. 
w-+C<J k:T 

2.- ·Limite inferior(w --t O) 

(i) o > o. 
Neste caso também se obtém, pela aplicação da Regra de L'Hospital, 

lirn fn (1 -exp(- liw )) w0 = O 
w-+0 kT 

(ii)O<O. 

Para este caso é .fácil ver que o limite para. w --t O diverge. Portanto é necessário 

um processo de regularização de maneira que este termo seja cancelado ou se anule, 

corno nos casos anteriores. 

Assim, fazendo uma analogia com o caso do Efeito Casimir onde se utilizou uma. 

função de corte, e-<>w, para o caso de divergência ultravioleta, vamos, aqm, usar 

urna função de corte para divergência infravermelha, do seguinte tipo 

Ya(w) = exp(- ~ ). 
w 

A função F( w) que obtemos em ( 10.26) pode ser então regularizada usando a 

função de corte acima, ou seja definimos a função 

(\' 

l•'a(w) = F(w)q,(w) = F(w)exp(--). . . w (10.27) 

Agora fazemos a prescrição F(w) --t Fa(w), ou seja, trocamos a função original 

por sua contraparte regularizada .. 

Análise do primeiro termo da equação (10.22) com o cut-off exp(- ~) 

1.- Limite superior (w --too) 

Neste caso o limite a calcular é o seguinte: 

. e ( liw ) e ( n hm. n 1- exp(--·-) w exp --). 
W-+00 kT w 

Mediante a aplicação da Regra L'Hospital obtém-se novamente que para O arbitrário 

. ( t~w) a hm fn 1 - exp(- -k ) w 11 exp(--) = O. 
W-+00 . ·T w 
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2.- Limite inferior (~N'----> O) 

(i)O>O 

Novamente a Begra de L'llospital nos dá 

( 
fiw ) 8 u lim fn 1 - exp(- ,.,
1

,) w exp(--) = O. 
w-o ~ w 

(ii)B<O 

Para fazer neste caso os cálculos, fazemos uma mudança de variável w = ~. a qual 

novamente pela Regra de l/Hospital nos dá que 

. en ( 1 - exp(- k~x)) exp(- r:u;) 
lun 

0 
=O 

x......,oo X . 

Portanto para o limite inferior c () arbitrário, temos o resultado desejado 

( 
fi.w) 8 ( n) limfn 1-exp(-kT) w PXp-- =0. 

w-o . w 

A análise acima nos mostra que a funç.ão de corte exp(- ~ ), é um regulador 

adequado e faz com que o primeiro termo da equação (10.22) se anule como esperado, 

para O < 1 < 2 urna vez que ele é originalmente nulo sornentP para 1 < 1 < 2. 

Nós agora fazemos a seguinte prescriç.ão: Voltamos à equação original (10.21) 

e fazemos a substituição de f(w) pela sua contraparte regularizada J"(w), ou seja 

vamos ter a seguinte expressão regularizada: 

1oo ( liw ) 100 w f,(w) -kT fn 1- exp(--;:-:;) J.,(w)dw = (1- l)t~ ···-· . dw. 
o k1 · o exp( ~T) - 1 

( 10.28) 

Nosso objetivo agora é encontrar a forma de .f~,(w). 

Integrando por partes, o lado esquerdo de ( 10.28), encontramos para a pressão 

'To ( t~w ) , ) j= 1= F"(w) -"; m 1- exp(---:ro) P"(w 0 +li hw·-'---dw. 
k1 o exp(kT)- 1 

(10.29) 

onde 1~,(w) clara.mente deve satisfazer 

F' "(w) = J.,(w ). (10.30) 

O ponto crucial consit>te em tomarmos F,~(w) como sendo do tipo dado por 

(10.27) e (10.26). 

F,.,(w) = F(w) exp(- (.~) = Bw,:_, exp(- a) 
w w 

(10.:31) 
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Derivando a equação (10.i11) e us<uJdo (10.:.30), obtemos 

13 (1 - l)n 2-, u 
fu(w) = -,--------:-:-(I + )w"'i"=T exp( -- ). 

(1- 1) w w 

Podemos observar que, se n-----* O, então fu(~.;.,•)-----* f(w). 

Portanto obtivemos uma função densidade de estado regularizada j".:,(w) que faz 

com que o termo de fronteira (divergente), na expressão (10.29), se anule. Portanto 

a equação de estado regularizada de um 1-fluido fica 

ic 100 1':0, ( w) i - ( - 1) fi 100 w f" ( w) d n . . n ( w - I ~ tJ w, 
o exp(~~) -1 . o exp(~1-) -1 

ou seja, obtemos a equação de estado para r-Fluidos regularizada 

onde 

. 100 F'a(w) Pn: =h t; dw 
o exp(k~)-1 

e 

la
oo wfn:(w) 

Pcx = ti, hw dw . 
. o exp! k1') - 1 

Observe que o fator exponencial, exp(- ~), torna estas integrais finitas, conser

vando a equação de estado. Obviamente, obtivemos apenas uma regularização. O 

polo ainda é manifesto quando a ____. O. No entanto, em analogia ao Efeito Casimir 

para o qual a.s altas freqüências (razão de se tomar o corte exp( -nw)) são irrele

vantes pois, fisicamente, as placas de Casimir são transparentes a elas, aqui também 

o corte exp(- ~) nos indica que baixas freqüências são irrelevantes para o cálculo da 

pressão e energia de urn 1-fluido no espaço de Minkowski. 

No Efeito Casirnir um resultado finito e independente do parâmetro de regu

larização é obtido fazendo-se uma subtração adequada de duas configurações do 

campo( com placas e sem placas, por exemplo). Aqui acreditamos que tal prescrição 

possa ser implementada, mas isto foge ao escopo do presente trabalho. 

Podemos então, obter o espectro regularizado para ~-fluidos, o qual tem a 

seguinte fonna 

(T ) _ t!wJ<:>(w) 
Pc> 'W - ( hw) exp k''f - 1 

1iB (1 + ("'~l)cx )w~ 

(1'- 1) exp(ZT)- 1 
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No liJnit1• n -~O, obtemos 

Para' o ca.so r = ~ 

I 
fJf1w o-T 

p(T,w) = ----··-···- hw 
(/- l)(exp(;rr)- l) 

o qual é o espectro de Phmck. Para r = O 

( 
, ) -hnw- 1 

p 1 ,w = I , 
exp( kT)- 1 

que corresponde ao espectro do vácuo. 

Este mesmo espectro foi deduzido por considerações tennodinâmicas por Lima 

e Maia,[14]-[15]. 
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Capítulo 11 

Conclusões 

Estudamos, neste trabalho, três métodos de regularização para integrais di

vergentes: Cut-Off, Regularização de Pauli- Villars e Regularização Dimensional. 

Tomamos a polarização do vácuo como exemplo e regularizamos sua integral di

vergente pelos três métodos acima mencionados. Isto possibilitou urna comparaçã.o 

entre os três métodos, o que nã.o se encontra explicitamente na literatura. Nós nos 

concentramos no método de Cut-Off e o aplicamos no cálculo da energia Casimir em 

dimensão 1, no qual temos que regularizar uma divergência ultravioleta relacionada 

à energia de ponto zero. O Cut-Off adequado é do tipo e-"w, com a > O. 

Por fim fazemos um estudo de {-Fluidos e determinamos seu espectro utilizando 

métodos da física estatística. Aparece, entã.o, nestes cálculos urna divergência in

fravermelha. Adaptando o método de Cut-Off para a região infravcrmelha, obtive

mos a equação de estado regularizada para 1-Fluidos. Neste caso o Cut-Oif usado 

foi do tipo e-i;. Urna das dificuldades encontradas na determinaçã.o do espectro foi 

o fato de que tínhamos urna divergência num termo de fronteira .. O Cut-Off c~ foi 

fundamental para a soluçã.o deste problema. 

Cumpre observar que obtivemos urna equação de estado regularizada, porém 

não renorrnalizada, uma vez que a densidade de energia e a pressão regularizada 

ainda dependem do parâmetro regularizador a. Esperamos, no futuro, conseguir a 

equaçào de {-Fluidos renonnalizada, via, por exemplo, subtração das quantidades 

divergentes entre duas configurações diferentes do 1-Fluidos. 
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.1 Apêndice Al: Integrais e Fórmulas Uteis 

(A.l) 

(A.2) 

J rf'1pp'' . 2 r(n- 2) qll 
· = -11r . -·- n > 3 

(p2 + 2pq + t + ú:)" · I'(n) (t- q2)n-2 ' - · 
(A.:3) 

(A .4) 

1 i! 1 
-- = [ l d:-c ab o b + (a - b ):r 2 

(A.5) 

o 2 1 oz i q cq 2 , 2 2 ·----=O - 2c fn- +c 
o [q + c2J2 c2 

(A.6) 

(A.7) 

J rJOqq2 = :(-1)(>-17!"~ A ~+l-n n_ l'(n- q- 1) 
( q2 - A)"' 

1 
· 2 r( a) 

(A.S) 

J dvq - '( 1)"' QA.f!._,.JJ l'(n- ~) 
---- - 1, - 7l" 2 . 2 - ---::-:--:-----:-=-
(q2- A)"' 2 l'(u) 

(A.9) 

"·· . . (:-cfna) 2 (:rfna)~ 
a = l + :rfna + --

1 
- + ----

1 
- + ... 

2. :t (A. lO) 



.2 Apêndice A2 

Vamos f'studar rwste Apêndice, as propriedades de invariância relativístka e de 

gauge It; 11 
("-· 2 ), que (~ dado por: 

(A.lJ) 

Observemos que H~'iJ(P) é um tensor de segunda ordem e depende somente do 

quadrivetor k, portanto podemos escrever 

Por outro lado, sabemos que a invariância de gauge implica: 

k"R~'f3(k 2 ) =O 

R~' 1 '(P)kf3 =O. 

Substituindo (A.l:3) em (A.l2), obtemos 

(A.l2) 

(A.l:J) 

(A.l4) 

(A.l5) 

Assumindo agora que C( 1.:2 ) é urna função regular de P, isto é, não tem polos 

cm P, temos 

(A.l6) 

Portanto, devemos achar C(P), para a qual é suficiente avaliar 1-lfa(P), isto é, 

( A.l7) 

Além disso, de (A.l2) e (A.ll ), temos 

Rf"(k2 ) = PC(k2 ) + 1JJ(k2 ) = -sfdvp (p
2
.-

2
m

2
- p.k) .. 

(p2 - m2 + u:)((p- k)2- 1n2 + zt) 

(A.l8) 

Porém, de (A.l7) e da suposição de que C(P) é regular cm P =O, devemos ter 

(A.l9) 

Também de (A.l5), D(k2
) deveria se anular em P =O. Mas esta relação não é 

satisfeita, pois de (A.l8) temos 

Rf"(O) = 4D(O) = -SjdDp (p
2

-
2m.

2

_) . 
(p2 - rn 2 + u:) 2 

(A.20) 
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Observemos, que a equaçao (A.20) é quadraticamcntc divergente, cm /) = 4 

para p -) =· Portanto, ou a s11posiçào de C(.P) ser urna função regular de P t:•:>tá. 

incorreta ou a polarização do vácuo nào ó inva.riante pelas transformações de gauge. 

Mas sabernos que a invariância por transformações de gauge é importante na 

teoria e não deve ser perdida. Portanto devemos exigir que D(O) na equação (A.20) 

seja zero. Isto significa reescrever C( P) <'m (A .18) de tal forma que ( A.l9) seja 

válida, ou seja, 

( 2 2 2 '·) ( 2 ' . 2) :· k2 = _ __!__ j dv J{ P - m - p.11. _ p - 2m . } 
C ( ) :3k2 1 (IP- m 2 + iE:)((p- k)2- m2 + it) (p2- m 2 + it)2 · 

(A .21) 

Observe que agora C(P) não é regular em k2 = O. É fácil comprovar que 

substituindo (A.2l) em (A.17), obtemos que (A.l9) é satisfeita. 
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