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RESUMO

No presente trabalho, apresentamos primeiramente um breve resumo historico
sobre ondas solitarias (solitary waves) assim como defini¢oes do kink (Soliton) e
estabilidade classica. Também apresentamos o modelo de Dashen-Hasslacher-Neveu
(DHN) [1], mostrando as contribuigdes para as correcoes radiativas da massa do
kink.

Comecamos entao com o calculo da solucao geral estatica para o potencial
V(p) = —%M 297 + %qﬁ‘l, determinando duas familias de solucoes as quais denom-
inamos Solucoes Elipticas tipo sn e c¢n. Mostramos que a condicao de fronteira
Viécuo-Vacuo nao pode ser satisfeita por nenhuma das Solucoes Elipticas tipo sn num
dominio limitado. No entanto as Solucoes Elipticas tipo cn podem satisfazer esta
condi¢ao. Além disso, impondo condicoes de fronteira tipo Dirichlet mostramos a
existéncia de uma tnica solucao classica para as Solucoes Elipticas tipo sn dentro do
dominio. Definimos entao grandezas fisicas, as quais denominamos respectivamente
de “carga topoldgica”, “energia total” (massa clissica) e “densidade de energia”,
em dominios finitos para as Solugoes Elipticas tipo sn e cn. Em seguida, calculamos
os niveis de energia dos estados ligados de um campo escalar y, o qual interage
com outro campo escalar ¢ num dominio finito (caixa) em dimensao (1 + 1). Estes
calculos sao feitos para duas configuragoes classicas do campo ¢: primeiramente,
para um caso particular das Solucoes Elipticas tipo sn, a saber, o kink, e depois
consideramos um caso mais geral com o campo ¢ dado pelas Solucoes Elipticas tipo
sn. No primeiro caso, mostra-se que quando a caixa é comprimida o nivel de energia
do estado fundamental do campo x se divide, o que pode ser interpretado como uma
instabilidade levando a producao de pares particula-antiparticula sob pequenas per-
tubagoes num regime semi-classico. Para o segundo caso, mostramos que existem
comprimentos criticos da caixa unidimensional em que os autovalores de energia

tornam-se complexos levando a instabilidades para as solucoes do campo .
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ABSTRACT

In this work, we present firstly a brief historical summary of solitary waves, as
well as definitions of the kink and classical stability. We present the model of Dashen-
Hasslacher-Neveu (DHN) [1], showing the contributions for radiative corrections of
the kink’s mass.

We start with the calculation of the general static solutions for the potential
V(p) = —1M?¢*+ 24", by finding two families of solutions named Elliptic Solutions
of type sn and cn. We show that the vacuum-vacuum boundary conditions can not
be satisfied by any Elliptic sn-type Solution in a finite domain. On the other hand
the Elliptic cn-type Solutions can satisfy this condition. We prove the uniqueness for
Elliptic sn-type Solutions satisfying Dirichlet boundary conditions in a finite domain.
Also we define expressions for the “topological charge”, “total energy” (or classical
mass) and “energy density” for Elliptic sn and cn-type Solutions in a finite domain.
Next we calculate the energy levels of bound states of a scalar field x interacting with
another scalar field ¢ in a finite domain (box) in (14 1) dimensions. We make these
calculations for two classical configurations of the field ¢: Firstly a particular case
of the Elliptic sn-type Solutions is considered, namely, the kink solution and later
we consider as classical configuration of the field ¢, the Elliptic sn-type Solutions.
For the first case, we show that when the box is squeezed the ground state level
splits, which can be interpreted as an instability leading to a particle-antiparticle
pair production under small perturbations in a semi-classical regime. For the second
case, we show that there exist critical sizes of the box (one-dimensional) for which

the energy eigenvalues become complex leading to instabilities for the solutions of
the field x.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Na Teoria Quantica de Campos é bem conhecido que sistemas fisicos podem
modificar seus comportamentos quando sao colocados dentro de cavidades. Um
paradigma moderno é o Efeito Casimir. Veja, por exemplo, a referéncia [2], e mais
recentemente a chamada Electrodindmica Quantica de Cavidades [3]. De um ponto
de vista matematico, este estudo pode ser traduzido como equacoes diferenciais li-
neares para campos sobre os quais sao impostas condicoes de fronteira adequadas,
dai obtendo-se as autofuncoes e autovalores de energia. Uma quantidade muito
importante é a chamada Energia do Vacuo que é obtida como a soma dos auto-
valores da energia do campo confinado na cavidade. Em geral a soma é divergente
necessitando de um processo de regularizacao e/ou renormalizagao para se obter
um resultado fisicamente vélido. Estes assuntos mencionados sao essencialmente
de natureza quantica. Contudo é bem conhecido que, para diferentes aplicacoes,
0os campos quanticos podem ser vistos como campos cldssicos sobre os quais sao
adicionados corregoes quanticas [4]. Tal enfoque é conhecido na literatura como
aproximacao semi-classica. Por outro lado, boa quantidade de informacao pode ser
conseguida do sistema mesmo em nivel classico.

Neste trabalho estudamos ainda em nivel cldssico (campos nao quantizados) as
conseqiiéncias do confinamento de campos reais escalares interagentes em dimensao
(1 +1). Nosso interesse maior é obter informacoes sobre estados ligados (bound
levels). Para isto obtemos um par de equacoes nao-lineares acopladas para dois
campos, digamos ¢ e x. Para um deles, y, fazemos uma aproximacgao linear e

estudamos seus estados ligados, para os quais ¢ entra como um potencial escalar.



No apéndice A.1, indicamos como fazer a aproximacao semi-classica e nas conclusoes
apresentamos perspectivas deste enfoque.

No capitulo 2 apresentamos um breve resumo historico das ondas solitarias como
também conceitos basicos acerca de ondas solitarias e solitons classicos. Definimos o
conceito de estabilidade classica necessario para analise dos resultados. Por tltimo
apresentamos um resumo do modelo de Dashen-Hasslacher-Neveu (DHN) [1], o qual
foi a motivacao inicial para a realizacao deste trabalho.

No capitulo 3 sao apresentadas as solucoes gerais estaticas para a equacao de
movimento de um campo escalar real cldssico em dimensdo (1 + 1). Definimos
algumas grandezas fisicas de interesse, associadas a estas solucoes, em dominios
limitados.

No capitulo 4 sao calculados os autovalores de energia dos estados ligados de
um campo escalar real y interagindo com outro campo escalar real ¢, num dominio
limitado (em dimensao (14 1), temos um intervalo fechado). O campo ¢ aqui é um
caso particular das solucoes obtidas no capitulo 3, a saber, o kink.

No capitulo 5, calculamos os autovalores de energia dos estados ligados do campo
escalar real x interagindo com ¢, num dominio limitado; porém, diferentemente do
capitulo 4, este ultimo é dado pela solucao geral do tipo sn, determinada no capitulo
3.

No capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes, discutindo-se os resultados obtidos

em cada capitulo, assim como as perspectivas deste trabalho.



Capitulo 2

Aspectos (zerais

Este capitulo foi incluido por motivo de tornar este trabalho auto-suficiente para
o leitor. Na secao 2.1 apresenta-se um breve resumo historico e conceitos bésicos das
ondas solitarias e sélitons classicos. Na secao 2.2 é introduzido o conceito fisico da
estabilidade classica de um campo escalar. Finalmente na secao 2.3, apresentamos

um resumo do modelo de Dashen-Hasslacher-Neveu (DHN) [1].

2.1 Ondas Solitarias e Solitons Classicos

Nesta secao fazemos uma breve descricao historica e introduzimos o conceito de

Ondas Solitarias e Sélitons.

2.1.1 Introducao Histérica

Em Agosto de 1834, John Scott Russell fez a primeira observacao acerca da
existéncia das “ondas solitarias”.

Ele esteve observando o movimento de um bote o qual se movimentava rapida-
mente ao longo de um canal estreito, quando o bote parou de repente, mas nao a
massa de agua, que se encontrava em movimento ao redor da proa do bote, a qual
continuou avancando com grande velocidade, tomando a forma de uma grande ele-
vacao solitaria. Aparentemente, no entanto, continuava em movimento a sua forma
nao mudava, nem sua velocidade diminuia. Depois de uma perseguicao de uma ou
duas milhas, sua altura foi gradualmente diminuindo até que desapareceu no sinuoso

canal [5] [6] [7].



J. Scott Russell entao propos que o objeto solitario representava uma classe geral
de solucoes da Hidrodinamica, as quais denominou primeiro de “ondas de translacao”
e posteriormente “ondas solitdarias”. Diferente da onda de choque, a qual é singular
na frente de onda, a onda solitaria é regular em todas partes, sem singularidades.
A onda solitaria é nao dispersiva e estavel; portanto, é diferente de qualquer pacote
de onda formado de ondas planas [6].

Por outro lado, a questao era saber se tais solucoes estaveis, nao singulares e nao
dispersivas, poderiam existir em outros dominios da Fisica, fora da Hidrodinamica
[7]. Pelos meados da década de 60, a onda solitdria ja era considerada como um
importante estado estavel de alguns sistemas nao lineares. Mais de 130 anos, depois
da observacao de J. Scott Russell, as ondas solitdrias aparecem hoje em muitos
campos da Matematica Aplicada e da Fisica, tais como Meteorologia, Fisica de

Particulas Elementares, Fisica de Estado Sélido, Fisica de Plasmas e Laser [8] [9].

2.1.2 Conceitos Basicos

Existem algumas solucoes das equagoes diferenciais parciais nao lineares, que tém
a propriedade de propagar-se sem dispersao, com velocidade uniforme e além disso
existem solucoes que podem interagir entre si e, depois da colisao, manter sua forma
original, pelo menos assintoticamente no tempo. Tais solucoes sao freqiientemente
chamadas de sélitons [5].

Para se estudar estas solugoes, lembramos aqui algumas propriedades da equacao

de onda relativistica mais simples (equagao de D’Lambert),

O¢ = <§@—w>d):0, (2.1)

onde ¢ é um campo escalar real em dimensao (1+1). As propriedades desta equacao
sio bem conhecidas. E uma equacao linear com solucoes nao dispersivas. Como
conseqiiéncia suas solugoes tém duas caracteristicas:

(a) Para qualquer funcao f(z), com derivadas continuas até segunda ordem,
f(z+ct) é uma solucao da equagao (2.1). Em particular se escolhermos uma fungao
localizada f(x £ ct), podemos construir um pacote de onda localizado, que se propa-

gara com velocidade uniforme +¢, e nao sofrerd qualquer modificagao na sua forma.
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A propagacao sem distor¢ao do pacote de ondas f(z % ct) com velocidade ¢ esta
relacionado ao fato que todas suas componentes, as ondas planas, tém a mesma
velocidade de fase ¥ = c.

(b) Como a equagao da onda é linear entao, dados dois pacotes de ondas locali-
zados, sua soma também serd uma solucao. Para ¢ —+ —oo, a soma consiste de dois
pacotes, os quais se encontravam separados e aproximando-se um ao outro. Para
um tempo t finito eles colidem. Depois da colisao para t — +00, eles se separam
assintoticamente nos mesmos dois pacotes mantendo suas formas e velocidades ori-
ginais. Estas duas caracteristicas (a) e (b) da equagao (2.1) como mencionado acima,
sao devidas ao fato que esta equacao é linear e nao dispersiva. Porém em muitos
casos da fisica as equacoes de onda sao mais complicadas, podendo incluir termos
nao lineares, termos dispersivos e/ou campos acoplados. A pergunta imediata é
entao se tais equagoes, mais complicadas comparadas com a equacao (2.1), podem
ter solugoes com as caracteristicas (a) e talvez (b).

Por outro lado, observa-se que o acréscimo de um termo mais simples (como
uma constante) na equacao (2.1) destroi as caracteristicas (a) e (b). Por exemplo,

consideremos a equagao de Klein-Gordon em dimensao (1 + 1),

— 8T 2 (e, t) = 0. 2.2
252 B ¢(z,1) (2.2)
Esta equacao é ainda linear, mas agora w? = k%c? +m?c?, i.e., diferentes compri-

w(k)

mentos de ondas se propagam com diferentes velocidades =

, € portanto a equacao
(2.2) serd dispersiva.

Desta maneira, a caracteristica (a) é perdida assim como (b), pois se um sé pacote
nao pode manter sua forma, menos ainda varios pacotes mantém suas formas depois
da colisao.

Mas é possivel que para algumas equacgoes onde existem termos dispersivos e nao
lineares, seus efeitos sejam equilibrados um ao outro de tal maneira que algumas
solugoes especiais satisfacam a caracteristica (a). Estas solugoes sao conhecidas como
ondas solitdrias, e um subconjunto destes casos que satisfazem a caracteristica (b)
sao chamados sdlitons.

Na literatura atual nao existe uma definicao geral das ondas solitdrias e sélitons.

Neste trabalho vamos usar uma definicao em termos da densidade de energia. Isto



significa que estudaremos equacoes de campos que tém associada uma densidade de
energia £ a qual é uma funcao do campo ¢. Sua integral no espaco é a energia total
conservada E(¢). Como os sistemas fisicos tém um limite inferior de energia, pode-
se, sem perda de generalidade, fixar o minimo valor alcancado por F como igual
a zero. Nos faremos uso do adjetivo “localizado” para as solugoes das equacoes de
campos, cuja densidade de energia € se concentre, em qualquer tempo finito ¢, i.e., é
finita em alguma regiao limitada do espaco e quando ¢ integrada no espaco infinito

ao longo da regiao de concentracao, vai rapidamente para zero.

Portanto dada uma funcao localizada neste sentido de densidade de energia,
definimos uma onda solitaria como uma solugao nao singular localizada de qualquer
equagao de campo nao linear (ou equagoes acopladas, quando varios campos estao
presentes) cuja densidade de energia, também localizada, tem uma dependéncia
espaco-tempo. Em outras palavras, a densidade de energia deve se mover sem dis-

torcao e com velocidade constante.

Existem ondas solitarias que tém uma caracteristica a mais, a qual é uma gene-
ralizagao da caracteristica (b). Estas ondas solitarias sao chamadas de sdlitons. Em
outras palavras, os sélitons sao ondas solitarias cujos perfis de densidade de energia
sao assintoticamente (em ¢ — 4o00) reestabelecidos a suas formas e velocidades

originais, ap6s uma colisao.

Todos os sodlitons sao ondas solitarias, mas o inverso nao é verdadeiro. Eles
existem para muito poucas equagoes e sao muito dificies de se encontrar. Para achar
uma solucao de onda solitaria de uma equacao nao linear, necessitamos procurar
uma solugao localizada cuja densidade de energia, também localizada, tenha uma
dependéncia do espago-tempo. Isto é, freqiientemente, bastante dificil de fazer, mas
varias equacoes tém, como solugoes, ondas solitarias. Em contraste, para assegurar
que uma solucao é um soéliton, deve-se achar nao somente essa solucao, mas também,
muitas solucoes dependentes do tempo, as quais consistem de um nimero arbitrario

de sélitons, e que verificam a caracteristica (b) [9].

Solugoes das equagoes de campo do tipo Séliton em dimensao (1+1), para campos
escalares dos modelos A¢* ou Sine-Gordon sio chamados de kinks como veremos na

secao 2.3. Outras solugoes como Vértices, Monopdlos Magnéticos e Instantons, sao



também solugoes do tipo Séliton que aparecem em Teoria dos Campos de Gauge
[10].

2.2 Conceito Fisico: A Estabilidade Classica de
um Campo Escalar

Nesta secao é discutido, brevemente, um conceito fisico que sera necessario para,
a interpretacao de uma parte dos resultados obtidos no presente trabalho. Este
conceito é a estabilidade classica de um campo escalar ¢. Este conceito pode ser
discutido de duas maneiras diferentes [4]. Para isto, considera-se uma densidade

Lagrangiana da forma

£= 20,690~ V(6),

onde V(@) é o potencial, que dependerd em geral de virios parametros numéricos
(constantes de acoplamentos).

A equagao de movimento para o caso estatico em dimensao (1 + 1) é dada por:

" —V'(9) = 0. (2.3)

A energia do campo estatico ¢ é dada por

B(@) = [ dr (50 +V(9)). 2.4)

Agora para estudar a estabilidade classica vamos escrever uma solucao depen-

dente do tempo para a equacao (2.3) da seguinte maneira:

6w, 1) = ¢o(x) + e,

onde ¢y é a solucao independente do tempo e o outro termo é uma pequena per-
turbacao dependente do tempo, denotado pelo parametro k. Tomando somente
os termos lineares da pequena perturbacao ¢, pode-se obter uma equacgao tipo

Schrodinger para vy, i.e.,

dx?

(= 4 V(00 o) =t 25)

7



Assim a estabilidade classica estara assegurada quando os autovalores w? sio nao
negativos, de maneira que pequenas perturbagoes sobre ¢, nao crescam exponen-
cialmente no tempo.

Uma outra maneira de formular a estabilidade classica é via o calculo variacional.
A equagao (2.3) pode ser obtida impondo que o funcional da energia E(¢), dada

pela equacao (2.4), seja estaciondria com respeito a variacoes de ¢, ou seja

5E(¢)) /! !
= "+ V(¢) = 0. 2.6
S (%) (26)
Para assegurar a estabilidade é preciso que a segunda variacao, ou seja,
62 E (o) ( d? )
— = -+ V" oxr —y), 2.7
30 = \ V@) ) ole ) 27)

estimada na solucao ¢g, seja um operador diferencial nao negativo. Claramente isto
significa que todos os autovalores de (2.7) em ¢ = ¢, devem ser nao negativos,
o que leva novamente ao estudo da equagao (2.5). Assim a estabilidade cléssica,
para ambas formulagoes, exige que os autovalores da equacgao do tipo Schrodinger
sejam nao negativos. Por dltimo devemos mencionar que a exigéncia da estabilidade
classica é motivada pelo requerimento que o correspondente estado quantico seja

estavel [4].

2.3 Modelo Semi-classico de Dashen-Hasslacher e
Neveu (DHN)

Esta secao é uma revisao do modelo semi-classico do kink, primeiramente descrito
por Dashen, Hasslacher e Neveu DHN [1]. Nela é mostrado, para os casos dos
espectros discreto (w? < 2M?) e continuo (w? > 2M?), as contribuigdes para as
correcoes radiativas da massa do kink.

Considere a densidade Lagrangiana de um campo escalar real ¢(z) em dimensao

(1+ 1), dada por:

£(6,0:0) = L6 — 50,0~ V(9),

onde V(¢) = —%quﬁz + %qﬁ‘l, M é a massa do campo ¢ e o ponto (-) significa

derivada com respeito a t.



Os minimos do potencial V' (¢) sao dados por:

¢ =0, Om = i% (0s véacuos). (2.8)

A equagao cldssica de movimento (caso estédtico) da densidade Lagrangiana sera

dada por:

a1
Do — 9 = 0. (2.9)

As solugoes para a equacao (2.9), as quais satisfazem a condigao de fronteira

Vécuo-Vacuo em (£00), sao dadas por:

bo(x) = i—% tanh (%(x _ x0)> | (2.10)

Estas solugoes sdo chamadas de kink (4) e Antikink (—). Claramente é possivel
observar que o comportamento assintético de (2.10) quando z — 400 com (xy = 0),
tem a configuracao do Vacuo, isto é, i%.

A hamiltoniana e energia do kink sao dadas respectivamente por:

H=[d ( 2y V(¢>)>

E= /dx( (Dab0) +V(¢0)>.
Além disso, a massa do kink é definida como:
1
My = B = Eyo = [ (50607 +V(00) = V() ) do = [ e(a) dr,

onde, E, ;. ¢é a energia do estado fundamental (ground state) e ¢(z) é a densidade

de energia dada por:

1, | M? Ay M* M*
S M _ )4z Y=
e(a) = 300(e) = M) - )+ 00 = ) = gy
Portanto:
2v/2M?
M, \/3_)\ , Massa classica



Para estudar as corre¢oes quanticas, considera-se que o campo ¢(z) é igual a

solugao cldssica ¢y(x) mais uma perturbacdo quantica n(z), i.e.,

¢(x) = do(x) +n(z),

onde 7(x) é uma nova varidvel quantica.

Por outro lado, a hamiltoniana usando ¢(x) é dada por:

H= /dx (%(&vaﬁo + 8m)? + V(o + n)) :

Agora fazendo uma expansao, em 7(z), desta expressao, obtemos:

1= [ (50007 +V(60)) + [ de (0260)@u) + V'(60) 1)

/da:( 24 V” ) /dxz ~ V" (o)

O primeiro termo do lado direito é a energia classica da solucao ¢y. O segundo

¢ um termo linear em 7

[ da(=0200 + V' (@),

o qual serd nulo, pois ¢y(z) é uma solucao cldssica satisfazendo a equagao de
movimento —92¢y + V'(¢o) = 0. O termo seguinte é quadratico em 7, e finalmente
os termos superiores que representam as interaccoes. Aqui se restringe somente a
contribuicgoes até segunda ordem em 7). Portanto para calcular as correcoes radiativas

da massa do kink, devemos diagonalizar o termo quadratico em 7, o qual chamaremos
de H, i.e.,

i, = [ de (Gue) (=08 + V" (o)t )

Observamos que o operador diferencial —92 + V" (¢y), é semelhante ao operador
de Schrodinger —9% + U(x), com U(z) = V" (do(x)).

A tarefa serd, entao, determinar os autovalores da seguinte equacao diferencial:

dx?

(= + U0 ) vt) =210, (21)
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onde, U(z) = V"(¢py(x)) e ¢(x) é a autofungao do operador —%2 + U(x).
Como V(¢) = —%M2¢2 + %qﬁ‘l, entao temos,
U(z) = —M? + 3¢5 (z).
Agora, substituindo (2.10), na expressao anterior obtém-se:

M
U(z) = —M?* + 3M2tanh2(ﬁx).

Substituindo esta expressao na equacao (2.11), obtemos:

d? M
(—@ - M? + 3M2tanh2(%x)> Y(z) = wi(x). (2.12)
As solugoes desta equacao para o caso discreto (w2 < 2M 2) S20:
1
o(r) = ——5 3~ Ppara wy =0,
cosh (ﬁ)

senh (M 3
U (z) = 27(‘]\//[%&); para w; = (/=M. (2.13)

cosh”(7) 2

Os resultados (2.13) (os autovalores wy e wi) sdo as contribuigoes da parte
discreta das correcoes radiativas do modelo DHN.

Neste trabalho estaremos interessados no comportamento de niveis de energia
de estados ligados. Os niveis do modelo DHN nas equagoes (2.13) acima sao impor-
tantes, porque eles serao utilizados como regime assint6tico (condicao de fronteira)
para nossas solugoes em dominios limitados.

No caso do espectro continuo (w? > 2M?) as solugdes sio dadas por:

, Mzx Mz
Vy(z) = €' (3 tanh’(—=) — 3igtanh’(—=) —¢* — 1],
V2 V2
onde w, = v/¢* + 2 M? e ¢ sao os modos normais.

Portanto a primeira correcao quantica para massa do kink é dada por

h h
AMy = Jwo + S + > /@ +2M?,
q

onde o ultimo termo é a contribuicao da parte continua. Esta contribuicao é diver-
gente e necessita, portanto, de um processo de regularizagao. Apos esta regularizagao

a primeira correcao quantica, dai denominada massa renormalizada, é dada por
3M M

AMy)r = h(————=+ —=).

(AM)e =027+ 5306
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Capitulo 3

Solucées da Teoria \¢* dadas por
Funcoes Elipticas de Jacobi num
Dominio Finito

Neste capitulo obtemos as solugoes gerais estaticas da equagao de movimento de
um campo escalar real ¢ para o potencial V (¢) = —1M?¢?+3¢* num dominio finito
em dimensao (1+1). Uma familia de solugoes reais é descrita em termos das Fungoes
Elipticas de Jacobi. Mostramos que as condicoes de fronteira Vacuo-Vacuo, tal qual
para o kink, podem ser satisfeitas por certas combinacoes algébricas de Funcgoes
Elipticas, as quais denominamos solu¢des tipo cn, mas agora num dominio finito. Por
brevidade, algumas vezes denominaremos estas solucoes simplesmente por Solucgoes
Elipticas de Jacobi. Verificamos entao a unicidade das Solucoes Elipticas tipo sn
satisfazendo as condigoes de fronteira tipo Dirichlet num intervalo finito (caixa),
assim como a existéncia de uma massa minima associadas a estas solucoes.

Definimos varias grandezas fisicas associadas a estas solucoes num dominio finito.
Chamamos estas expressoes de “Carga Topoldgica”, “Energia Total” (ou massa
classica) e “Densidade de Energia” para as Solucoes Elipticas tipo sn e cn num
dominio finito. Para grandes comprimentos (tamanho) da caixa, a carga conservada,
a massa cldssica e a densidade de energia do kink sao recuperadas [10]. Por outro
lado, mostramos que para condicoes de fronteira periddicas, os resultados obtidos
para o caso Dirichlet sao vélidas também aqui. Para o caso das condicoes de fronteira
anti-periodicas todas as solucoes elipticas tipo sn sao permitidas, pois estas solucoes

sao fungoes impares.
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Na secao 3.1 determinamos as solucoes gerais estaticas para o campo escalar
real ¢. Na secao 3.2 estudamos as propriedades das solugoes elipticas numa caixa

unidimensional.

3.1 Solucgoes Gerais

Nesta secao obtemos as solucoes gerais estaticas para a equacao de movimento de
um campo escalar real ¢(z) com um potencial V(¢) dado por, V(¢) = —5M?¢* +
%d)‘l. Diferentemente das condicoes de fronteira do modelo do kink impostas no
infinito [1], consideramos condicoes de fronteira em um dominio finito.

No capitulo anterior mostramos solugoes estaticas (equacao (2.10)), as quais
satisfazem as condigoes de fronteira Vicuo-Vacuo em x = +oo [1]. No entanto,
solucoes mais gerais nao satisfazem esta condicao de fronteira para o potencial acima
num dominio finito.

Abaixo calculamos as solugoes estaticas da equagao classica de movimento (2.9),
sobre as quais impomos condicoes de fronteira em um dominio finito em uma di-
mensao espacial que, neste trabalho, tomamos, sem perda de generalidade, como
o intervalo ) = (—%, %) € R. Para se obter solugoes bem definidas e limitadas,
impoe-se que estas solugoes sejam de classe C?((2).

A solugao prévia da equagao diferencial de segunda ordem (2.9), depois de uma

mudanca de variavel, é dada por:

1 dz
RPN
T M\ Jzh =224 £

onde z = %d) ¢ uma variavel adimensional e xy e ¢ sao constantes de integracao.

(3.1)

Para que a equagao (3.1) tenha solugoes reais, claramente devemos impor que
=2+ E>0.

1

/247224»% )

Note que os pontos criticos da fungao f(z) = sao dados pelos valores:

1
z=0, +—.

V2

1. a integral na equacdo (3.1) nao é definida

Por outro lado, para ¢ = 0 e ¢ = 3,

nestes pontos criticos. Como conseqiiéncia deste fato, dividimos nossa andlise nos

seguintes casos: 1) ¢<0, 2)0<c<i e 3)c> 3.
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E importante enfatizar que o objetivo deste cédlculo é obter solucoes estaticas
é(z) que satisfagam a condicao de fronteira Vicuo-Vécuo, como no caso da solucao

(2.10), mas agora num dominio finito e dai estudar suas propriedades.

1) CASO ¢ <0
A desigualdade (2" — 2%+ £) > 0 é satisfeita para |z| > /25 =2¢. Dai a integral
na equagao (3.1) é dada por [11]

/ z _ 1
JA-2+g Vi-2e

F(8,r), (3.2)

onde

0
0/ V-7 sen2t

é a integral eliptica de primeira classe, e além disso

1—1-\/1—20) —1++1-2c
R e re=—7 ———
73 Nir:

Portanto, usando a equacao (3.2), a integral da equacao (3.1) pode ser reescrita

0 = arccos(

como

1++vV1—2¢c. —1++/1—-2¢c
F | arccos( )s
V22 2v/1 —2c

) = + M1 —2c(z — x0). (3.3)

As solugoes da equagao (3.3), i.e., a determinacao de z sdo dadas por [12]:

1++v1-2c 1
V2 cn (i\/l—QcM(x—xo) “livl 26)

2y/1-2¢

onde cn(£+v/1 —2¢ M (x — x9), _§+17\/— V1-2¢) 50 as Fungoes Elipticas de Jacobi cn.

Substituindo z = %d), obtemos a solugao para ¢(x) (a qual denotaremos, de

uma maneira geral, ¢.(x) para cada ¢ fixado), isto é :

sy M1 VT 1 5.4
e VA en (29T — 26 M (x — o), THL2Z) '

2v/1-2c
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Observamos que a solucao (3.4) é uma func¢do nao limitada uma vez que a fungao
eliptica cn tem zeros [12]. Além disso, observa-se que as amplitudes das fungoes

en~H(E£V/1 = 2¢ M (z — xy), _;J\r/l—”?%) sdo maiores ou iguais a 1, e como também

V141 —=2¢ > /2, entdo, o valor de |¢.(z)| é sempre maior que \/MX Portanto

as solugoes dadas por (3.4) ndo podem satisfazer as condigdes de fronteira Vacuo-

Vacuo.

2) CASO 0 <c< 3

Aqui (2* — 2% + £) > 0 ¢é satisfeita para:

a) 2| > /I

Neste primeiro caso, a integral na equagao (3.1) é dada por [11] :

/ dz _ V2 "
V2t — 22+ ¢ V1+vV1—2¢c

1++v1—-2¢c 1
F (arcsen( P ) I 1+m) : (3.5)
Assim, fazendo uso de (3.5), a equacao (3.1) pode ser reescrita como:
1+ 1= 2¢ 1 1+1-2c
F (arcsen( NoE ), I 1+m> =FM —y (x — xp). (3.6)

Como no caso prévio, a solugao da equagao (3.6), é dada por:

1++v1-—2¢c 1
V2 sn (i 1Jri”;?clw(ﬂﬂ—ﬁo),ﬁ)

b

onde sn(+ @ M (z — zo), ﬁ) sao as Funcoes Elipticas de Jacobi do

tipo sn [12].
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Substituindo z = %d), obtemos a soluc¢ao para ¢.(x)

d)(:c):M\/Hm 1

VA sn (j: H'i\/;—% M (x — xp), ﬁ)

(3.7)

Como no primeiro caso (¢ < 0), é ficil ver que esta solugao nao é finita, pois sn
tem zeros.

Além disso, é facil ver também que a amplitude de ¢.(x) para ¢ # % é maior que
%. Assim as solugoes dadas pela equagao (3.7) também nao satisfazem a condigao
de fronteira Vacuo-Vacuo. Por outro lado, observamos que no limite ¢ — %, obtemos
da equacao (3.7) a solucao,

b(z) = i% coth (%(w - x0)> |

Embora esta solucao satisfaz a condigao de fronteira Vicuo-Vacuo (em +00), ela

tem uma descontinuidade em x = z(, e portanto deve ser descartada.

b) |2] < /4

Neste segundo caso, a integral (3.1) é dada por [11]:

/ dz _ V2 "
VA2 Es 1+ T2

2 1
F | arcsen( V2 , = | - (3.8)
1—T—2c —14 2=
Substituindo (3.8) na equacao (3.1), obtemos
2 1 My\1++V1-2
F | arcsen( V2 ) = | =T C(x —x9). (3.9)
J1— YT —2¢ —1+4 vz V2

A solugao desta equagao (3.9), é dada por [12]:

R NG " (M\/1+\/1—72c 1 )

(x — x9) -
’ +v1-2
1++v1-2c V2 1+ ===
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Como nos casos anteriores, substituindo z = %qﬁ, obtemos :

M Ve (MYBEVIZZe L ) (g
WiV V2 RS RRENE Y h

E facil ver que a solucao acima descreve uma familia de Funcoes Elipticas de

()

Jacobi do tipo sn parametrizadas pela constante de integragao c¢ (Figura 3.1), as
quais, para simplificar, denominamos coletivamente de Solucoes Elipticas tipo sn.
Observe que a solugao kink (equagao 2.10) é obtida como um caso limite da equagao

(3.10), quando ¢ — 3.

/
i
| il

\.

\\\ ’/

Figura 3.1: Familia das Solucoes Elipticas tipo sn, para ¢ = 0.008, 0.049, 0.09, ...,
0.418, 0.459, 0.5. A solugao para ¢ = 0.5 é o kink [1]. Aqui e nas figuras posteriores
deste capitulo definimos ¢ = %qﬁ.

Uma caracteristica da familia de fungoes (3.10) é que a condicao de fronteira

Véacuo-Vacuo nao pode ser satisfeita exceto para ¢ = % O argumento é simples.

Em geral as Fungoes Elipticas de Jacobi satisfazem [sn(u, m)| < 1, e como também
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V1 —+/1—2¢c <1, entao |p.(x)] < % Portanto nao existem solugdes do tipo kink

para 0 < ¢ < . Somente a solucdo do kink (c = 3) satisfaz a condicdo de fronteira

Vacuo-Vacuo em =+oo.

3) CASO ¢ >

1
2

Neste caso (z' — 2% + £) > 0 ¢ satisfeita Vz € R. Assim, temos de [11]

/\/T—i—c \/2 (Qarctan \/Ez), %(1 + %)) : (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.1) obtemos

F <2arctan(\/§) ;(1—1—\/%) = iQfo—xo (3.12)

A solugao desta equagao [12] (ja feita a substituicao z = %@, é dada por:

M\‘V%X
vV

|0e(2)| =

n(4%]\/[(x—x0),%(1+\/—12?))dn ((/%M(x—xg),%(l—i-\/—g—c))
n(4%M(x—x0),%(l+ﬁ))

Devido & identidade [12]

‘. (3.13)

snz dnz B (1—(3112:5)%

cnx 1+ cn2x

denominaremos as solugoes (3.13) como Solugoes Elipticas tipo cn.

Como a solugao da equacao (3.13) é periddica, é ficil ver que ¢.(r) tem um
nimero infinito de ramos. Para cada valor de ¢ fixado e dentro de um periodo
temos, por causa da funcao médulo, 4 possiveis solugoes dadas por (3.13). Nas
Figuras 3.2 e 3.3 mostramos, os casos ¢ = % e ¢ = 1, respectivamente.

No caso ¢ = 5 (Figura 3.2) as solu¢des do tipo kink e antikink sdo obtidas,
como pode ser visto nas Figuras 3.2.3 e 3.2.4 respectivamente. No entanto, para as
solucoes dadas pelas Figuras 3.2.1 e 3.2.2 a situacao que se apresenta é diferente.

Elas satisfazem a condicao de fronteira Vacuo-Véacuo, mas para um mesmo Vacuo.
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Além disso, estas solucoes tém na primeira derivada uma descontinuidade em x = 0.
Esta descontinuidade que aparece neste tipo de solucoes esta presente para qualquer
comprimento arbitrario L. Portanto, estas solugoes nao pertencem a classe C*(Q)
que é o dominio das solugoes da equagao (2.9) ao qual nos restringimos. Portanto

estas solucoes nao sao validas, dentro do nosso estudo.

v v
1.5 1.5

1 1 fig.3.2.2
5 0.5

Mx Mx
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
-0.5 -5
-1 -1
fig.3.2.1

-1.5 -1.5
v v
1.5 1.5

1 1 fig.3.2.4
0.5 5

Mx Mx
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
-5 -0.5
-1 -1
fig.3.2.3

-1.5 -1.5

Figura 3.2: Solugoes dadas pela equacao (3.13) para ¢ = % Neste caso as solugoes do
tipo kink e antikink sao obtidas. Para as primeiras duas funcoes, ¢’ nao é continua
em z = 0, assim nao sao aceitaveis.

No caso ¢ = 1 (Figura 3.3), observamos que existem quatro solugoes possiveis
para a equacao (3.13). Como dito anteriormente, para cada periodo da fungao nés
temos quatro casos diferentes. Quando se consideram todas as possibilidades para
cada periodo obtemos um nimero infinito de ramos. Contudo, para nosso proposito,

somente o comportamento da funcao dentro de um periodo é importante. Assim
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nossas consideracoes serao restringidas ao intervalo (—2K(I'),2K(l")), onde

/ 1-7 sen2

0

¢ a integral eliptica completa de primeira classe e

Mx

fig.3.3.1

Mx

fig.3.3.3

Figura 3.3: Solugoes dadas pela equagao (3.13) para ¢ = 1. Aqui se considera xy = 0.
Para um comprimento arbitrario L existe s6 uma solucao satisfazendo a condicao

de fronteira Vicuo-Vacuo em ig.

Um caso interessante (ainda para ¢ = 1) é aquele correspondente as figuras 3.3.3
e 3.3.4. Se para um comprimento arbitrario L da caixa, é imposta a condicao de

fronteira Vécuo-Vécuo, isto é, ¢(+%) = iM

(3.13), a seguinte relacao:

sn (24%,0.85) dn(QM\/Li,OSB

2Y2’

20
10

fig.3.3.2

Mx

-10
-20
-30
-40

v
40

30
20
10

fig.3.3.4

Mx

Cn(ML 0.85

2v2’

-10
-20
-30
-40

) = 0.84.

entao podemos obter, da equagao



Este resultado pode ser generalizado para um c arbitrario, isto é,

su (525, 30+ o)) du (Y5 10+ ) 1
Cn(4gML 1(1+\F)) - o

Portanto, este caso (Figuras 3.3.3 e 3.3.4) mostra que as condicoes de fronteira

(3.14)

Vécuo-Vacuo podem ser satisfeitas em um dominio finito.
Para o caso das Figuras 3.3.1 e 3.3.2, similarmente ao caso das figuras 3.2.1 e
3.2.2, a condicao de fronteira Vacuo-Vécuo é satisfeita, mas para um mesmo Vacuo.
1

Além disso, como no caso prévio (c = 3) estas solugdes tém uma descontinuidade

na primeira derivada em x = 0. Dai, também estas solucoes devem ser descartadas.

3.2 Propriedades das Solucgoes Elipticas Numa
Caixa Unidimensional

Nesta secao estudamos as solugoes finitas (de classe C?(€2)) do tipo sn e cn.
Comecaremos com as solugoes dadas pela equacao (3.10) satisfazendo as condigoes
de fronteira tipo Dirichlet. A seguir passaremos as solugoes da equacao (3.13) sa-

tisfazendo as condicoes de fronteira Vacuo-Vacuo num dominio finito (¢ # 3).

3.2.1 Solucoes Elipticas do Tipo sn

Primeiramente, é ficil ver que a invariancia de translacao, devido as condicoes de
fronteira tipo Dirichlet em um dominio finito, nao sao mais vélidas, i.e., uma solucao
transladada, em geral, ndo satisfaz as mesmas condigoes de fronteira (em nosso caso
de Dirichlet) no mesmo intervalo. Somente o kink (¢ = 1) tem esta propriedade no
intervalo infinito (—oo, +00). O teorema abaixo garante que variando o comprimento
da caixa encontramos uma familia uniparamétrica de solucgoes.

Teorema : No intervalo [—% %] existe somente uma solucao do tipo sn satis-

2
fazendo as condicoes de fronteira tipo Dirichlet em x = j:%.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos tomar zy = 0. Quanti-
dades fisicas tais como niveis de energia, massa classica, carga topoldgica, etc. sao

independentes do parametro zy.
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Impondo-se condicoes de fronteira tipo Dirichlet sobre uma solu¢ao da equacao

3.10), ou seja, ¢.(+L) =0, obtemos a seguinte condicio:
2

ML / 1
Por outro lado, temos da teoria das Funcoes Elipticas de Jacobi que

QM—\/[%\/H\/?QC:Q&([), (3.16)

onde

Ko(l) = KT(” n=1,23..., e = ﬁ

Aqui 4 K (1) é um periodo das Fungoes Elipticas de Jacobi sn [12].

Por outro lado, como nossas solugoes sao Funcoes Elipticas de Jacobi, elas pre-
cisam satisfazer a desigualdade K, (I) > 7. Isto é verdadeiro somente para n = 1.
Assim, nao existe solugao do tipo sn com semiperiodo menor que 2K ({) (veja Figura
3.1, por exemplo).

Também note da equagao (3.10) que

lin% | de(x) |=0 para todo x € R.
c—

Agora, com n = 1 obtemos da equagao (3.16) a seguinte relagao:

ML = LK(Z). (3.17)

1++vV1-2¢

Considerando a derivada com respeito ao parametro ¢ na equagao (3.17), é facil

mostrar que % > 0. Em outras palavras, “ML” é uma funcao crescente do

parametro ¢ e portanto existird uma correspondéncia um a um entre ML e ¢ (veja

Figura 3.4). Assim, dado um comprimento arbitrario L, existird somente um corres-

1

pondente ¢ € (0,3) e desta maneira vai existir uma tnica solucao cldssica ¢ ()

satisfazendo as condigoes de fronteira tipo Dirichlet.

c.q.d.
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ML

Figura 3.4: Constante de integracao versus o produto ML. O valor minimo se en-
contra em ML = 27.

Por outro lado, considerando o limite ¢ — 0, obtemos da equacao (3.17)
ML = 2r. (3.18)

Esta relagdo mostra que existe um valor minimo de “ML” para a solugao (3.10)
satisfazendo as condicoes de fronteira tipo Dirichlet. Isto é um resultado muito
interessante destas solugoes, pois ele nos diz que se fixarmos o tamanho da caixa
como sendo L, nao pode existir nenhuma solucao Eliptica tipo sn com massa maior

27

que =F. Por outro lado, fixando a massa do campo ¢ como M, entao nao pode

existir uma solucao Eliptica tipo sn dentro de uma caixa de tamanho menor que

2

57 Naturalmente, se L — oo, entao M — 0 e neste caso todos os valores possiveis

de massa positiva sao permitidas e dai os kinks, em (—oo,+00), podem ter massa
arbitraria [1].
Em analogia com o caso de solugdes num espago de Minkowski, podemos definir

varias grandezas fisicas associadas as solugoes acima em um dominio finito. Por
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exemplo, é conhecido da literatura que a carga topoldgica é definida como [10]:
1 00
Q=5 [ dur

onde

= —c" —, e €™ € o tensor antisimétrico com e = 1.
M~ dz!

Analogamente, podemos definir a “carga topoldégica” no dominio finito [—g, %],

comao.

Assim, usando a solucao (3.10), na expressao anterior é facil verificar que

V2 ML 1
Q(L) =+ ¢ sn VI+V1—2¢, —— | . (3.19)
14+ V1= 2¢c 2\/5 -1+ 71—1_\/01_720

A equagao (3.15) entao implica que, quando as condicoes de fronteira tipo Diri-

chlet sao usadas, as “cargas topoldgicas” sao iguais a zero. Para grandes compri-
mentos (L = oo ou ¢ = 3) a carga conservada @ das solugdes do kink e antikink [10]

sao reobtidas, isto é,
Q = +1.

Nesse mesmo espirito, definimos uma expressao para a “energia total” (chamada

massa cldssica no caso do kink [10]), associada & solucao (3.10), i.e.,

dze.(x), (3.20)

onde €.(z) é a “densidade de energia” dada por:

1

EC(SE) = §(ax¢c)2 + V(¢c) - V(d)m)a

e ¢m sao os pontos de minimo do potencial V(¢), dados pela equagao (2.8).
Assim a “densidade de energia” €.(x) serd dada por:

- 1"_ 1—20,W)X



an2(ME 1 T2, ! ) — - x
V2 14+ 1+\/6172c (1+ M)

snz(@ 1++V1-2c ! ) + c X
/2" e A (A SO

Mz 1 1
4

Esta “densidade de energia” é mostrada na Figura (3.5) para diferentes valores

da constante de integracao c.

i

\
g
K
\

7 /”/",
U
l

Mx

Figura 3.5: Densidade de energia para a familia das Solugoes Elipticas tipo sn, (c
= 0.008, 0.049, 0.09, ..., 0.418, 0.459, 0.5). A curva com ¢ = 0.5 corresponde a
densidade de energia do kink. Tomamos a varidvel Mz no grafico acima, por ser
adimensional.

Substitutindo (3.21) em (3.20) obtemos a massa cldssica:
M3\/2 {(1Jm/1—2c)><
A1+ VT =2c 3
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M(L) =




E(am(ML\/ler) 1 ) -

’ 1+1=2¢

)X

1—2c++1—2c ML\/1+4++/1—2c N 20(1 n 1++v/1—-2c—c¢
l—c++V1-2c 2v/2 32 (1+ /1 —2c)?

[ (ML\/1+\/1—20 1 MI\/1++/1=2¢c 1
sn

) v Nl ) Vi) X
22 —1 4 vl 2v/2 —1 4 iz

d(ML\/1+\/1—2c 1 ) 2(1—}—\/1—20—0)><
n —_ —
T Az T3 (1+vio)

[MLy1+vI—2c E(am(ML\/le\/l—ch) 1 )]

| 22 2v2 gy

(1—2c+vV1-2c)c 2c(1++1—2c—c) ML 1+ V1-=2c (3.22)
(3(—04—1—1-\/1—20) 3(1+ V1 —2¢)? +2>

onde E(~, ﬁ) é a integral eliptica de segunda classe e v = am (- 1+‘ = 2C)

é a chamada amplztude desta integral [12]. Claramente a “energia total” (3.22)
depende do tamanho da caixa L.
Por outro lado, é facil mostrar que substituindo-se o valor limite ¢ = % na equacao

(3.21) é possivel recuperar a densidade de energia do kink, i.e.,

M* M
e(r) = ——sech’ -

o (5

Da mesma maneira, substituindo-se ¢ = % na equagao (3.22) obtemos a massa

(3.23)

classica do kink, ou seja

2/ 2M3

M=—5

(3.24)
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3.2.2 Solucoes Elipticas do Tipo cn

Nesta se¢ao consideraremos as solugbes dadas por (3.13). Como na se¢do an-
terior, nao consideraremos as solucoes mostradas nas figuras 3.3.1 e 3.3.2 pois elas
apresentam uma descontinuidade na derivada primeira. No entanto, as solugoes
mostradas nas Figuras 3.3.3 e 3.3.4 sao permitidas, pois tém derivadas continuas
em todos os pontos do intervalo, inclusive x = 0. Neste caso a carga topologica serd

dada por:

o o A0 ) (5 0 )
en (/545 301+ 7))

Por outro lado, quando a condigao de fronteira Vicuo-Vacuo da equagao (3.14)
num dominio finito é satisfeita, obtém-se

Q= +1.

Em outras palavras, foi obtida a carga conservada () das solucoes kink e antikink
[10], mas, neste caso, num dominio finito.

A “densidade de energia” é dada por uma expressao extensa:

& 1

M e, 4, .Jc 1 1 5
e.(z) = B bdn (\/;Mx,§(1+ﬁ)) + §(1+ﬁ) X

o' (/2. 51+ =) + S5 Ma, (14 g) du'({5 M, 51+ )
Ve en(¢/sMa, §(1+ )

c 1 9, 4/C 1 1 9, 4/C 1 1
— 5(1+ﬁ)sn (\/;Mx,§(1+ﬁ))dn (\/;Mx,§(1+ﬁ)) +

n’(YsMa, 5(1+ 7)) dn* (Y5 M, 5 (1 +
en?(sMa, 5(1+ )

9(1+ 1 )sn4(4ng,%(leﬁ))an(“ng,%(l—i—%C)) - \@X
2 V2 en?(Js Mz, 3(1+ 25)) 2
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sn2(4ng,%(lﬂL\/%—c))dn?(“ng,%(l—i—\/%_c)) 1
Cn2(4%Mx,%(1+\/L2_C)) 4

E possivel mostrar que para ¢ = %, obtém-se, uma vez mais, a densidade de
energia do kink (3.23). Do mesmo modo, nao é dificil obter uma expressao para a
“energia total” associada a estas solu¢oes usando a relagao prévia na equacao (3.20)
e, também neste caso, para ¢ = %, a massa classica do kink, i.e., (3.24), é recuperada.

Além disso, um calculo similar pode ser feito para as condicoes de fronteira
periddicas e anti-periédicas nas solugoes (3.10). Por exemplo, impondo as condigoes

de fronteira periddicas em x = i%, ie.,

6(—5) = b5,
obtemos (para as solugoes de sinais positivo e negativo (3.10)), a mesma relagao da
equagao (3.15). Assim, todos os resultados do caso Dirichlet sao véalidos para o caso
periodico.

Por outro lado, quando consideramos as condicoes de fronteira anti-periodicas,
ie., ¢.(—%) = —dc(%£), observamos que estas sdo satisfeitas automaticamente para
Ve € (0, %] e VL € (0,00), pois as solugoes dadas por (3.10) sao fungdes impares (con-
sideramos xy = 0). No entanto, estas solugoes nao satisfazem a condigao assintética
de convergir para um kink quando L — oo, pois elas sao oscilatérias, com periodo
4K (I) no dominio (—o00,+00). Portanto também tais solugoes devem ser descar-

tadas.
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Capitulo 4

Niveis de Energia de Campos
Classicos Interagentes num
Dominio Finito em Dimensao

(1+1): O Caso do kink

Neste capitulo estudamos a influéncia das condicoes de fronteira sobre os niveis
de energia dos estados ligados de um campo escalar real massivo x que interage com
outro campo escalar real massivo ¢ num dominio finito (caixa) em dimensao (1+1).
Serao discutidas algumas conseqiiéncias obtidas quando o tamanho do dominio é

mudado. Tomamos como modelo a Lagrangiana de interacao L;,; = % g% X2,

Mostramos entao que o gap entre os estados ligados muda com o tamanho da
caixa numa maneira nao trivial, isto é, alguns pontos criticos aparecem. Para o caso
de massas iguais e para uma caixa de comprimento grande, os niveis de energia do
modelo kink [1] sdo obtidos. Abaixo de um comprimento critico L o nivel do estado
fundamental do campo x se divide, o que pode ser interpretado como producao
de particula-antiparticula devido a pequenas perturbacoes. Também, para outros
comprimentos criticos, o estado fundamental e o unico estado excitado ligado do

campo Y mergulham na parte continua do espectro.

Na secao 4.1 determinamos as solucoes do campo x. Nas secoes 4.2 e 4.3 calcu-
lamos os niveis de energia do espectro discreto e continuo para o campo x confinado
a uma caixa em dimensao (1 + 1), na qual imporemos condi¢oes de fronteira tipo

Dirichlet, Periddicas e anti-periodicas.
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4.1 Calculo das Solucoes

Consideremos um sistema formado por um campo escalar real x o qual interage

com outro campo escalar real ¢, através da densidade Lagrangiana,

1 A 1 1 3
(0u0)" + FMGe" — 76" + 5(0ux)” + M — S96°X°  (41)

L= A 2 2

1
2
onde A e g sao constantes de interacao.

Antes de continuar, queremos fazer uma observagao importante. Em (4.1), a
densidade Lagrangiana do campo x, ou seja, £y = 5(9,x)? + 3Mx?, nao apresenta
um estado de energia minima pois, ao contrario do que usualmente se tem em teoria
de campos, sua Hamiltoniana associada nao é positiva definida. Isto, claramente,
é devido ao sinal “errado” do termo de massa. Uma maneira de solucionar isto
seria acrescentar um termo de auto-interacao para o campo ), como acontece em
teorias com quebra espontanea de simetria. Também poderiamos manter o sinal
negativo original do termo de massa. Neste trabalho, optamos por manter o sinal
positivo no termo de massa e verificar se o termo de interacao da Lagrangiana, dado
por —%gqﬁQ x?2, poderia levar a uma Hamiltoniana limitada inferiormente. Este é
realmente o caso, como mostramos no Apéndice A.2.

Da densidade Lagrangiana £ (4.1) obtemos as equacoes de movimento para os

dois campos, i.e.,

—0"Oux + Mx —3g¢°x =0, (4.2)

—0"0u¢ + M3 — A¢® = 0. (4.3)

Na equagao (4.3) foi desprezado o termo 3 gdx?, o que como foi mencionado
anteriormente, pode ser interpretado como “back-reaction” do campo x sobre o
termo de massa do campo ¢. Isto também pode ser realizado se impomos que
x| << min{y—?’%}. Naturalmente, outros regimes podem ser estudados da equagao
(4.3) para outras aproximacgoes. Também a Lagrangiana foi escolhida para que o
campo Y satisfaca uma equacao linear. Isto possibilita o estudo de autovalores da

energia de Yy, etc.
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As solugoes estdticas gerais da equacao de movimento (4.3) foram calculadas no
capitulo 3. Para aplicacao neste capitulo tomamos apenas o caso particular do kink
e anti-kink (¢ = 1) [1], i.e.,

o) = + % tanh(%).

Além disso, vamos considerar aqui o caso em que o campo ¢ nao ¢é afetado pelas
condicoes de fronteiras. Isto é, em nossa aproximagcao as condigoes de fronteiras sao
transparentes ao campo ¢. No capitulo seguinte serd estudado um caso mais geral.

Assim, substituindo estas solugoes na equagao (4.2) encontra-se,

Mz
V2

Com o objetivo de procurar solugoes estaciondrias, pode-se escrever x(z,t) =

—0"9ux + Mix — 3§M¢2) tanh?(

)x =0.
e~™“)(r), onde w sdo os autovalores de energia do campo x. A equagdo anterior

pode entao ser escrita como

2

M¢l‘
dx?

(z) + (M; + w? — 3§M£ tanh?( NG )> P(x) = 0. (4.4)

Esta equacao é similar & do modelo da referéncia [1], o qual descreve kinks em
dimensao (1+1). Porém, aqui a equagao (4.4), tem um termo a mais associado com
a massa do campo ¥, i.e., M}.

Para encontrar uma solugao da equacao (4.4), fazemos as seguintes mudancas de

_ 2
varidveis z = A\%m e w=" 22)M¢ na equagao (4.4). Obtemos entao:
d2 M2 g )
w@/)(z) + (2@ +e—2— 6X tanh® 2 ) ¥(z) = 0. (4.5)
Agora, fazemos uma nova mudanca de varidveis na equacao anterior, a saber,
2
E =203+ ¢ —2, onde definimos  como o parametro razao de massas, i.e., § = %
6
Com isto, equagao (4.5) pode ser escrita como
P 0(2) + (B — 62 tanb? 2)p(2) = 0 (4.6)
—(z — 6= tanh” 2)y(z) = 0. .
dz? A

Para encontrar a solugdo correspondente da equagao (4.6), fazemos ainda a

seguinte transformacao de varidvel dependente [13]:
Y(z) = sech®(2)Y (2), (4.7)
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onde o parametro k € R sera escolhido convenientemente.

Esta transformacao permite escrever a equacao (4.6) numa equacao diferencial
hipergeométrica, cujas solugoes sao conhecidas. Substituindo (4.7) em (4.6) obtemos
uma equagao para Y (z), i.e.,

657}2/ -2k tanh(z)% + 1628;5—2(;)6§ + 6% — k? — k| sech®(2)Y(2) = 0. (4.8)

Neste capitulo serd estudado o caso particular g = A. O caso mais geral, incluindo
um estudo para constantes de interagao fracas, sera feito no capitulo seguinte. Con-
tudo a condicao acima (g = \) leva, por si s6, a resultados ja muito interessantes.

A equagao diferencial (4.8) é muito proxima de uma equacao diferencial hiper-
geométrica. Para transforma-la numa equacao hipergeométrica d amos os seguintes
passos:

1.- Impomos que os termos dependentes da variavel z, dentro do colchete, em

(4.8) se anulem. Com isto, conseguimos uma relacdo entre k e F, i.e.,
k=+v6—FE. (4.9)
2.- Fazemos ainda outra mudanca de variavel independente, a saber
= %(1 _ tanh(z)). (4.10)

Deste segundo passo, obtém-se

vy 1 dy
sech?(z) = 4p(1 — p), tanh(z) = 1 — 2y, = = - mg
e e - 2 - - oY

Substituindo todos estes resultados na equagao diferencial (4.8), obtemos:

d’Y ay
p(l—p)—+(k+1-2(k+1u)— — (k+3)(k—2)Y () = 0. (4.11)

dp? du
Esta é uma equacgao diferencial hipergeométrica com pontos singulares regulares
em pu=0,u=1ep=o00, parametros: a =k+3,b=k—2ed=k+1. As solugoes

linearmente independentes sao dados por [11]:
YI(H): 2F1(k+37k—2,k+1,ﬂ)7 (412)
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Ya(p) = p o Fi(=2,3;1 — k; o). (4.13)

A solugao da equagao (4.11) serd dada por Y;(u) se d é um inteiro positivo.
Para d inteiro negativo, a solugao serd dada por Y3(u). De qualquer forma para d
inteiro, o Teorema de Fuchs garante a existéncia de uma segunda solugao linearmente
independente a qual tem um termo logaritmico. Veja proxima secao. Se d for um
nimero qualquer ndo inteiro, positivo ou negativo, as duas solugoes Y;(u) e Ya(p)
formam um sistema de solugoes linearmente independentes [14]. Daqui para frente,
para simplificar a notacao, denotaremos a funcao hipergeométrica o F; simplesmente

como F'.

4.2 Espectro Discreto

Nesta secao serao calculados os niveis de energia do campo y, para o caso do
especto discreto, considerando-se as condicoes de fronteira tipo Dirichlet, Periddicas
e anti-periddicas.

Para o caso do espectro discreto, ou seja, 0 < w? < 2M§, é facil mostrar, usando

as mudancas de varidveis £ =28+c—2 e w? = (5;22)M¢2)7 que 28 < E < 6p.

4.2.1 Condicoes de Fronteiras Tipo Dirichlet

Nesta se¢ao faremos um estudo das solugoes da equagao (4.11), para os diferentes

valores do parametro d, impondo condi¢oes de fronteira tipo Dirichlet.

CASO I: d Inteiro Positivo.

Neste caso, temos d = k+ 1 =n, onde n = 1,2,3,.... Pelo teorema de Fuchs
[14] a solugao geral é dada por:
00
Y(p) = AYi(p) + BY: () In | | +B E%as(—k)us"“,
o=
onde A e B sao constantes arbitrarias.
Claramente se B # 0 esta solucao apresenta uma divergéncia no termo logaritmi-

co em p = 0. Agora, se impusermos que para uma caixa grande (L — oo, u — 0)
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devemos obter a soluc¢do do kink (com seus niveis de energia do espectro discreto)
[1], que é uma solugao regular em (—o0, +00) entao necessariamente B = 0. Dai a

solucao reduz-se a:
Y(p) = AF(n+2,n—3;n;p),

onde k foi substituido por n — 1.
Usando agora as relagoes das equagoes (4.7) e (4.10), assim como a mudanca de

sz Myx ~ . ~
variavel z = 7"’2— na expressao anterior, obtemos a solucgao:

P(r) = Asech(”l)(%) F(n+2,n—3;n; %{1 - tanh(%)}). (4.14)

Daqui para frente, para simplificar a notacao, denotaremos My simplesmente por
M.
Agora, impomos as condicoes de fronteira tipo Dirichlet, em x = j:% na solugao
(4.14), isto é:
L

1/)(—5) =A sech(”l)(%

1 ML
)E(n+2,n—3;n; 5{1 + tanh(

2—\/5)}) =0,

¢c—):14mmhm—w(§§%)pxn4-zry—3nu%{1—tamqgéé)p::o.

Destas duas relagoes obtém-se as equacoes,

DO |

1 ML
F(n+2,n—3;n; 5{1 + tanh(

ﬁ)}) =0.

Antes de continuar devemos fazer uma observacao. Como 23 < E < 64, da

(4.15)

equagao (4.9), é possivel mostrar que o parametro k satisfaz as desigualdades

6(1—0) <k <./6—28,

ou

/628 <k < —/6(1—p).

Portanto, como k € R, entao das relacoes acima tem-se que # < 1. Este resultado
¢ vélido para toda nossa andlise posterior. Portanto a escolha feita em (4.9) tem

uma conseqiiéncia “natural”, a saber ela implica 8 < 1, ou seja M, < M,.
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Assim, os possiveis valores do parametro k£ se encontram no intervalo 0 < k <
V6 ~ 2,44 ou —2,44 ~ —/6 < k < 0. Como neste caso ¢ é inteiro positivo entao
devemos nos restringir ao intervalo 0 < k < /6. E facil ver que os correspondentes

valores de F, com k neste intervalo, sao dados por (usando a relacao k =n — 1)

para n=2, k=1 -entao F =35,

para n=3, k=2 -entao FE=2 (4.16)

Para os demais valores de n, os valores de k se encontram fora do intervalo
0 <k <+/6.
Substituindo estes valores permitidos na equagao (4.15), obtemos

ML

F(—1,4;2; %{1 + tanh(m)})

=0, para n =2,

1 ML
F(0,5;3; 5{1 + tanh(—\/_)}) =0, para n=3.

No entanto F'(0, 5; 3; {litanh(MT)}) =1, e dai n = 3 nao fornece uma solugao
consistente.

Para n = 2, temos da referéncia [12]
1!

F(-1452 {1 & tanh(2)) = =P (b (2}

onde Pl(l’l)(x) é um Polinoémio de Jacobi [12].

Usando as propriedades dos Polindémios de Jacobi [12], é possivel mostrar que:

F(—1,4;2;%{1 itanh(%)}) _ %) —0.

Estas igualdades sao satisfeitas somente se L = 0. Como L # 0 o caso n = 2

F tanh(

também nao fornece uma solugao consistente.

Portanto, para d inteiro positivo, nao existem solugoes consistentes.

CASO 1I: d Inteiro Negativo.

Neste caso, podemos escrever d =k + 1= —n, onde n =1,2,3,..., e o intervalo

de interesse é —/6 < k < 0. A solucdo da equacdo hipergeométrica é dada por
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Ys(p). Da mesma maneira ao caso anterior pelo teorema de Fuchs, tem-se que a
solucao geral é dado por:
Y (p) = AYs(n) + BYo(p) I | pu | +BY as(—k)p**,
s=0
onde A e B sao constantes arbitrarias.
Observe inicialmente, que o segundo termo comporta-se assintoticamente, para

pw— 0, p=FInpu — 0, pois k é negativo. O terceiro termo também tende a zero, pois

s—k>0paras=0,1,2,---. Dai nao temos singularidades para y — 0.
Por outro lado, a relagao %, é divergente no limite assintético, i.e.,
Y
lim (1) — 0.
=0 Ya (1)

Como nosso objetivo do ponto de vista de condicoes de fronteira, é que para
p — 0 (L — o0), Y(u) reproduza as solucoes da referéncia [1], podemos impor,
naturalmente, a condicao assintética

i (1)
k=0 Ya(p)

— 1.

Com esta condicao o coeficiente B se anula. Portanto a solucao fica reduzida a:
Y(p) = p"D F(=2,3,2 4 n; ),

onde k foi substituido por —(n + 1).

Como antes, usando as relagoes das equacoes (4.7) e (4.10), assim como a mu-
danca de variavel z = %, na expressao anterior obtemos a solucao na varidvel
original, i.e.,

Mz {1~ tanh(7)}0

_ —(n+1) V2
¥la) = sech (2 S x
1 M
F(=2,3;2 4 m; {1 - tanh(T;)}). (4.17)

Impondo-se as condicoes de fronteira tipo Dirichlet, em z = j:%, na solucao

(4.17), obtemos:

MLy (n+1)
1/)(—£) _ sech_(”“)(ML) {1+ tanh(%)} y
2 2\/§ 2(n+1)
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1 ML
F(-2,3;2+n; {1l +tanh(—=)}) =0,
( L+ tanh(2)))

e
I ML {1 — tanh(4L)1(+1D)
o(%y = sean o (ML) 4 CATT
2 2\/§ 2(n+1)
1 ML
F(—=2,3;2+n;-{1 — tanh(—=)}) = 0.
( 51— tanh(2)})
E dai
1 ML
F(-2,3;2+n;={1 £ tanh(—=)}) = 0. 4.18
( 51 (5 \/5)}) (4.18)
Novamente, do estudo dos valores inteiros de k no intervalo —v6 < k < 0, e
usando a relacao k = —(n + 1), obtemos os valores permitidos do parametro E:

para n=0, k=-1 entao E =5,

para n=1, k=-2 entao E=2. (4.19)

Como no caso anterior, para os demais valores de n, os valores de k se encontram
fora do intervalo —v/6 < k < 0. Substituindo estes valores de n acima na equacao
(4.18), obtemos

F(=2,32; %{1 4 tanh(%)}) ~0

para n =0.

ML
WL

Usando uma relagao da referéncia [12], podemos escrever o caso n = 0 em termos

1
F(-2,3;3; 5{1 + tanh( =0, para n = 1.

dos Polinémios de Jacobi.

ML 21 -1 ML
2\/—)}) = @PQ {:F tanh( \/5)}

Também, usando as propriedades dos Polinomios de Jacobi, é possivel mostrar

F(—2,3;2; {1 + tanh( = 0.

que:

1 ML ML
§tanh(2—\/§)( (2\/_
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Portanto, n = 0 sera uma solugao somente quando L = oo ou L = 0, os quais
devem ser descartados, visto que as condicoes de Dirichlet sao para um dominio
finito (L # 0,00). O caso L = oo é considerado em [1] neste caso n = 0 é permitido.

Para n = 1, podemos escrever [12]:

b MLy - 2 peen o ML
F(=2,3:3; 5 {1 tanh([2)}) = o B 2 tanh(; o)} = 0.

Novamente usando as propriedades dos polinomios de Jacobi, obtemos:

1 ML 1 ML
F(=2,3;3;={1 + tanh(—=)}) = ={1 F tanh?*(—=)} = 0.
(~2.8:3: 5 {1 & tanh (" 2))) = 5 (1 F tanb( 7))
Aqui novamente, n = 1 fornece uma solu¢ao somente quando L = co.
Destes resultados pode-se concluir que para d inteiro negativo, existira solucao,

(paran =0en =1), sé quando L = oo (kink) ou L = 0.

CASO III: d Nao Inteiro.

Quando d é um numero qualquer nao inteiro positivo ou negativo, as duas
solugoes Y;(u) e Yao(p), formam um sistema fundamental de solucoes linearmente

independentes. Portanto a solugao geral da equagao (4.11) é dada por:
Y(u)=AF(k+3,k—2k+1;u) +B(pn) " F(-2,3;1—k; p). (4.20)

Como antes, repetindo-se os passos anteriores, i.e., usando-se novamente as

relagoes das equacgoes (4.7) e (4.10), assim como a mudanca de varidvel z = %,

a expressao acima fica escrita como:

) (AF(k +3,k— 2,k +1; %{1 - tanh(%)}) +

Mzx

Y (z) = sech®( 7

B — tanh(E Yk p(—2,3:1 — k: %{1 - tanh(@)})> | (4.21)

V2 V2

Novamente impomos as condig¢oes de fronteira de Dirichlet, em x = i%, e dai

determinamos os possiveis valores de k e F.

¢(_§) = sechk(—m) (A Fk+3,k =2k +1; %{1 + tanh(QM—\/g)}) +
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B2F[1 + tanh(%)]k F(-2,3;1—k; %{1 + tanh(2M—\/L§)})> =0,

2

FF(-2,3;1—k; {1—tanh

w(ly = sechk(%) (A F(k+38, k=25 41 {1 - tanh(—\/_)})
B 2F[1 — tanh( >

LH
2V/2
que se reduzem a

1 ML
AF(k+3,k—2k+1; {1 + tanh(—=)}) +
( UL+ tanh(J2)))

ML 1 ML
B 2¥[1 + tanh(—=)]"* F(—=2,3;1 — k; = {1 + tanh(—=)}) = 0,
(1 tanh(; )] F( {1+ tanh(52))

1 ML
AF(k+3,k—2k+1;={1 — tanh(—=)}) +
( 11— tann(;2))

ML

1
B2*[1 — tanh “kP(—2.3:1 — k: ={1 — tanh(—=)}) = 0.
[1 — tanh( (—2,3; k,Q{ tan (2\/5)}) 0

)
2v/2
Estas relagoes formam um sistema de equagoes homogéneas, nas variaveis A e

B, que tem uma solugao nao trivial, somente se o determinante do sistema ¢é nulo,

ie.,

ML
{1 — tanh(

1 ML
f)} FF(k+3,k - 2;k+1;§{1+tanh(m)})x

F(-2,31— k3 {1 - tanh(2M—\/g)}) _

0 +tanh(]\{/_)} Flk+3,k—2:k+ 1;%{1 —tanh(%)})x
1 ML
P(=2.351 = ki 31+ tanh(Z22)}) =0 (4.22)
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Agora, usando a seguinte relacao entre as Fungoes Hipergeométricas [11]
F(a,bjc;2) = (1 —2) " Flc—a,c—b;c; 2), (4.23)

nas expressoes F(k+3,k—2;k+1;1{1 itanh(w_)}), assim como a seguinte relagao
entre as Fun¢oes Hipergeométricas e os Polinomios de Jacobi [12]:

ML 2!

1 ) ML
F(—=2,3;1F k;={1 £ tanh Pk tanh(—=)}, (4.24
(231 F k{1 % tanh(52)) = o PO Fanh( ) (424)
onde (1 — k)2 é o simbolo de Pochhammer [12], definido como («), = F(FOEZ)”), 0

determinante em (4.22) pode ser escrito como:

} 2 PR (panh (AL ;”fi)}

{1 —tanh(M 2\/_)

775 P {rani(

ML (k,—k) (k,—k)
1+ tanh 2 pf tanh P tanh = 0. 4.25
{ n(\[)} 2 {n(\/—)}z {H(Q\[)} (4.25)
Por outro lado, as expressoes explicitas dos Polinomios de Jacobi sao dadas por

ML 1 ML
)} == (k2 —1— 3k tanh(——
2v/2 2 2v/2

ML
) + 3tanh?(—=

PIH) (tanh( 2L M)),

Pk ML 2 ML o ML
{tanh(Q\/_)} 3 (k - 143k tanh(w) + 3 tanh (2—\/5)> . (4.26)

Substituindo estas duas expressoes na equacao (4.25), obtemos uma equagao

transcedente para o parametro k, i.e.,

(1 + tanh(;

1 — tanh(;

))k B (k2 — 1+ 3k tanh(37%) + 3 tanh® (]
5)

7\ k2 —1 -3k tanh(2%£) + 3 tanh® (2%

_SRE

;) . (4.27)

NERE

L)

Observa-se que a equagao (4.27) também ¢é verificada, substituindo-se k& por
—k. Portanto suas solucdes encontram-se nos intervalos (0,1) U (1,2) U (2,16)
CR e (—V6,-2)U(-2,-1)uU(~1,0) C R. Além disso, para o caso do sinal
negativo (k = —1), é solucao da equacao (4.27), mas nao é permitido desde que é
considerado k ¢ Z. Uma solucdo analitica desta equagio transcendente (4.27) nao
foi determinada, mas é possivel obter solu¢oes numéricas, as quais sao apresentadas

na Figura 4.1, para o caso [ = 1.
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0.0 0.6 1.2 1

ML/2.82

Figura 4.1: Deslocamento dos estados ligados com o tamanho L da caixa. Neste
caso # = 1. As linhas horizontais mostram os valores assintoticos do modelo do kink
[1]. Aqui, bem como em figuras posteriores 2.82 = 2y/2.

A Figura 4.1, mostra a relacao entre o parametro k£ e o tamanho L da caixa.
Observa-se que o estado fundamental e o estado excitado sao deslocados quando o
tamanho da caixa é modificado. Em relacao ao tamanho da caixa, L, os valores de
wo crescem de wy = 0 (k= —2 e L = o0) a wy = V2M (k:o,% ~ 0.6), e wy
de wy; = \/gM (k=-1,eL=00)aw =+v2M (k =0, % ~ 1.71). Nos valores
criticos de zM—\/LE’ ~ 0.6 para wy, e ~ 1.71 para wy, estes estados discretos mergulham
na parte continua do espectro (k = 0). Por outro lado, para L — oo os valores
de wy e wy descrescem até alcancar seus valores minimos wy = 0 e w; = \/gM
respectivamente, como no modelo do kink [1]. Este comportamento acontece para
ambos casos de sinais positivos e negativos da equacao (4.27) com k negativo. Para
qualquer k positivo e tamanho da caixa L grande, a equagao (4.27) nao tem solucao,

o que pode ser verificado analiticamente (veja também o grafico para k positivo na

Figura 4.1). Portanto, os valores positivos de k devem ser descartados pois para
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uma caixa suficientemente grande (L — o) eles nao levam aos niveis de energia do

modelo semi-classico do kink.

(e—2)M?

Por outro lado da equacao (4.9) e da relacao w? = “—

, obtemos uma relacao

entre w e o comprimento da caixa L, a saber,

w k2(L)
P S a

1.5 |- .
1.3 |-
1.1

0.9 - B=1/2 .

OO O O aooo00 O O aD —

0.7
0.5 -

0.3

= 0.1 -

—_~

3 -0.1 -

p=1 f

FOEDS0-0-O—GC- — GIBOG00 © O— —G® — — — —|

-0.3 -
-0.5 +
0.7 - aoooo 6 6 @ _
-0.9 -
-1.1 —
-1.3 -

1.5 .

-1

'70.0‘015‘1i0‘125‘220‘225‘3i0‘325‘420‘415‘520‘525‘6i0‘625‘
ML/2.82

Figura 4.2: Dependéncia dos niveis de energia do estado fundamental do campo x

(ou v) com tamanho L da caixa, para diferentes valores de 3. As linhas horizontais

mostram os valores assintéticos do modelo semicldssico do kink [1] .

Na Figura 4.2 acima, apresentam-se dois casos para esta relacao, a saber, § =1

e 0= % Observe que para o caso # = 1, uma situacao fisica interessante pode

ser estudada. Se suposeramos que para um comprimento grande (L — oo) da
caixa o estado fundamental w, esta formado por um “condensado” de particula-

antiparticula, entao, pode-se dizer que abaixo de um tamanho critico (% ~ 2.93)
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qualquer perturbacao do tamanho da caixa, induzird uma formacao de pares deste
nivel de energia. Isto poderia ser importante para producao de particulas na presenca
de campos fortes. Campos confinados poderiam ter uma producao de particulas
induzidas pela compressao do dominio de confinamento. No entanto somente um
calculo semi-classico pode levar a certeza do que é sugerido em nivel classico.
Outro comportamento interessante dos niveis de energia ¢ mostrado na Figura

4.3 abaixo.

1.25

Ao(L)=mw,(L)-w,L)
1.24 - B

Ao(L)M

1.21

1.20 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
16 21 26 31 3.6 41 46 51 56 6.1

ML/2.82

Figura 4.3: O gap entre os niveis de energia wy e w; para um comprimento arbitrario
L da caixa e = 1.

Ela mostra o grafico da diferenca Aw entre os niveis de energia wy e wy, para
um comprimento arbitrario L da caixa. O fato interessante é o pico ao redor do
valor critico % ~ 2.93 e a parte crescente da curva (lado esquerdo) do pico mostra
crescimento nao monoétono com varios maximos e minimos secundarios. Por outro

lado acima do valor critico, a curva tem um comportamento muito mais suave e
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mondtono. A parte mais densa de dados, préximo do ponto do minimo (~ 1.8)
mostra que para pequenos comprimentos as “flutuacoes” de Aw tornam-se bastante
frequentes. E interessante notar também que o valor critico para a divisao dos niveis
coincide com o valor da posi¢ao do pico. No entanto nao temos uma explicacao para
este fato, até o presente momento, mas é possivel que se tenha propagacao de erros
para comprimentos da caixa abaixo de % ~ 2.93, de maneira que a curva se mostra

com valores flutuantes ali.

4.2.2 Condicoes de Fronteira Peridédicas

Nesta secao vamos calcular os niveis de energia para o campo Y, impondo
condicoes de fronteira periddicas nas solugoes obtidas para os diferentes casos do
parametro d. Como os procedimentos sao semelhantes aos da se¢ao anterior, vamos

apresentar os calculos de uma maneira mais suscinta.

CASO I: d Inteiro Positivo

Como foi visto anteriormente, neste caso, a solucao da equacao hipergeométrica
.11) é dada pela equacao (4.14).
4.11) é dad 1 cao (4.14

Impondo-se condicoes de fronteira periddicas na solugao (4.14) em = = i%,

obtemos a equacao:

1 ML
F(n+2,n—3;n;={1 + tanh(—=)}) —
(n+2,m = 3im: 5 {1+ tanh ()

1 ML
F(n+2,n—3;n;§{1 — tanh( (4.29)

- — 0’
Nl
onden=k+1,n=1,2,3,....
Usando a seguinte relacao para as Func¢oes Hipergeométricas [12]:

(a—5)(b—3)T(a+b+3)T(5)
(a+b—13%) T(a+il(b+1)

VEF(a,b5:7) =

11 11—
F(2a—1,2b— 1;a + -5 +2\/E)—F(2a—1,25—1;a+b—§; 2\/5),

44



(4.29) reduz-se a

G+DE-3) Te+DIE) ML
W TE e -y MG
F(n;—g,nT_Q,g;tanhZ(%)) = 0. (4.30)

Claramente os valores inteiros permitidos de n sao dados ainda pela equacao
(4.16).
Substituindo os valores de n na condigao da equacao (4.30), encontra-se que:

Para n = 2 (4.30) escreve-se como:

ML 5 3 ML
tanh(——=) F(=, 0; —; tanh?(——=)) = 0.
() P30 itanti() )
Como L # 0 e F(2,0; %;tanhQ(%)) = 1, entdo n = 2 nao fornece uma solugao
consistente.

Para n = 3, tem-se

(2)(0) T(4)T'(3) ML
1

Assim, n = 3 serd solucao para todo L # 0.
Portanto, concluimos que para d inteiro positivo existe uma solucao para todo

L #0, com n =3 e, como conseqiiéncia, w? = 0.

CASO II: d Inteiro Negativo

Neste caso, a solugao é dada pela equagao (4.17). Impondo condigoes de fronteira
periodicas em x = i%, obtemos

ML 1 ML
1+ tanh(—=))"*D F(3, =2:2 4+ n; = {1 + tanh(—=)}) —
( an (2\/5)) ( n 2{ an (2\/5)})

ML 1 ML
1 — tanh(—=))"*Y F(3, =2; 2 + n; = {1 — tanh(—=)}) = 0, 4.31
(1~ tanh (- 2)) ) (1= tan (S 2)}) (4.31)
onden=—(k+1),n=1,2,3,....

Os valores permitidos de n sdo dados pela equacdo (4.19). Substituindo estes

valores em (4.31) encontramos:
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a) Paran=0
tanh(%) (tanhQ(%) — 1) = 0.
Esta igualdade é satisfeita para L = 0 ou L = co. Como estamos considerando
dominios finitos (L # 0, 00), entao n = 0 nao fornece uma solugao consistente.
b) Para n = 1, obtém-se a seguinte igualdade

ML
2 — (1 — tanh*(—=

(1 — tann?(ML (33 =0

273

o qual é satisfeita para todo L # oo.
Assim, para o caso d inteiro negativo existe solucao para todo L # oo com n =1

e portanto também w? = 0.

CASO III: d Nao Inteiro

Neste caso a solucao é dada pela equagao (4.21). Impondo-se as condigoes de

fronteira periddicas em x = i% obtemos:

1)) + B 2% (14 tanh(2L

1 ML
AF(k+3,k—2;k+1; {1 + tanh(—= —kx
( 5 {1+ tanh( 55

2V/2

ML

F(=2,3;1— k; %{1 + tanh(ML ﬁ)})

1
—)}) =AF(k+3,k—2;k+1;-{1 —tanh
S = AF(k 8.k = 20k L (1 — tanh

B2 tanh(QM—\/g)) f)})

Novamente, fazendo uso da relagao (4.23) nas expressoes F(k + 3,k — 2;k +

1;5{1— tanh(%)}) obtém-se

FF(-2,3;1 — k; {1—tanh(2

ML
A27%(1 — tanh(—=

1 ML
P F(—=2,3;k 4+ 1; ={1 + tanh
U {1+ tanh(

2t

ML
B27%(1 + tanh(

1 ML
) *F(-=2,3:1—k:={1 + tanh
55 E (231~ k5 {1+ tanh(

WL

ML
A2F (1 4 tanh(—=

1 ML
FF(=2,3;k+1;={1 — tanh
VLA o1 (

2~
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B2k (1 - tanh(%))k F(—-2,3;1—k; %{1 — tanh(%)}) =

Por outro lado, usando as relacoes (4.24) e (4.26) a equacao acima fica escrita

comao.

A B ML,
((k +1),  (1- k)z) <(1 - tarlh(?—\/ﬁ)) -

) + 3tan

ML
(k> —1-3k tanh(2—

7 (7))

ML, ML , ML\
(1+tanh(ﬁ)) (k*—1+3k tanh(ﬁ)+3 tanh (ﬁ))> =0

) a seguinte equacao tran-

scedente para o parametro k:

(1+tanh(M7)>’“ _ (k? —1+3 tanh(2L) +3tanh2(g—f)> )

1 — tanh(2L) k?—1-3 tanh(MT) + 3 tanh?(2L)

%
Observe que esta equagao é a mesma que (4.27) somente com o sinal positivo.

g

Portanto, para o caso de condicoes de fronteira periédicas obtemos a solucao

w? = 0 (estado fundamental do modelo semi-cldssico do kink [1]) para todo L # 0, cc.

4.2.3 Condicoes de Fronteiras Anti-peridédicas

Nesta secao calculamos os niveis de energia para o campo Y, considerando agora

condicgoes de fronteira anti-periddicas.

CASO I: d Inteiro Positivo

Neste caso, impondo-se condi¢oes de fronteira anti-peridédicas em x = i%

, A

saber

(=



na solugao (4.14) obtém-se

1 ML
F(n+2,n—3;n; 5{1 + tanh(

2o =

— F(n+2,n—-3; n;%{l —tanh(2M—\/g)}), (4.33)
onden=k+1,n=1,2,3,....
Como antes, substituindo-se os possiveis valores daos por (4.16) na equagao
acima temos:
a) Paran =2,
ML

F(4,-1;2: %{1 —l—tanh(%)}) — (4, —1:2: %{1 — tanh(32))),

Usando novamente as propriedades das Fungoes Hipergeométricas, a equacao

ML)
2v2

para todo L # 0. Para este caso w? = \/gM, VL > 0.

b) Para n = 3, tem-se

acima reduz-se a tanh(%) — tanh( = 0. Assim para n = 2 existe soluc¢ao

1 ML 1 ML
F(5,0;3; ={1 + tanh(—= =— F(5,0;3; ={1 — tanh(——=) }).
(5.0:3 51+ anh(F2)Y) = = F(5.0:3: 5{1 — tanh(22))
Por outro lado, sabe-se que F'(5,0;3; ${1 + tanh(%)}) = 1. Assim a relagao
acima nao fornece uma solucao consistente.

Portanto, concluimos que para d inteiro positivo existe uma solucao para todo

L%O,comn:2ew2:\/gM.

CASO 1II: d Inteiro Negativo

Impondo-se condicoes de fronteira anti-peridédicas em x = j:% obtemos da equacao
(4.17)

ML 1 ML
(1 + tanh(—=))"Y F(3, -2;2 + n; 5 {1+ tanh(

22 UL

(1— tanh(%))("“) F(3,-2;2+n; %{1 — tanh(2M—\/%)}).

Substituindo-se os valores possiveis n = 0 e n = 1 (equagao (4.19)) a equagao

(4.34) reduz-se a:

(4.34)
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a) Paran=0
ML

tanh(2—\/§) = 0.

Esta igualdade é satisfeita somente para L = 0, e portanto deve ser descartada.

b) Para n =1 obtemos de (4.34)

(1 — tanh( 2 =0,

LD
2v/2
o qual é satisfeita para L = oo.

Assim, concluimos que para d inteiro negativo nao existe solucao para L # 0, co.

CASO III: d Nao Inteiro

Novamente impondo-se condigoes de fronteira anti-periédicas na equagao (4.21),
obtemos:

1 ML
AF(k+3,k—2k+1; {1 + tanh(—=)}) +
( U1+ tanh(S2)))

B2t (1+ tanh(%))_k (2,81~ k; 31+ tanh(%)}) —

1 ML
—AF(k+3,k—2;+1; 5{1 — tanh(2—\/§)}) —

B2k (1 — tanh(2M—\/g))kF(—2, 3.1 — ki %{1 _ tanh(2M—\/g)}).

Agora, fazendo uso das relacoes (4.23), (4.24) e (4.26), a equacao acima escreve-se

comao.

A B L
((k +1), (1- k)Z) <(1 - tanh(ﬁ)) )

ML ML
k? — 1 — 3k tanh(—=) + 3 tanh®(—=)) +
( anh(5 ) + 8 tanh (5 75))

ML
(1 + tanh(—=))7F(k* — 1 4+ 3 k tanh(

o, ML\
Ne + 3 tanh?( ))>_0.

ML
NeL NG
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Entao para o caso mais geral A # —E’fi;;B, obtemos a equacao transcendente

para o parametro k:

1 + tanh(2L) b (P13 tanh(22L) + 3 tanh?(2LL)
(Th()) - ("72 — 1 -3 tanh(377) + 3tanh2(M_)) - (439)

Observe que esta equagao é a mesma que a equacao(4.27) somente com o sinal

NSRE
ﬂ

negativo.
Assim, para o caso de condicoes de fronteiras anti-peridédicas obtemos a solucao

w? = \/gM (estado excitado do modelo semicldssico do kink [1]) para L # 0.

4.3 Espectro Continuo

Finalmente, nesta secao calculamos os niveis de energia para o campo x, no caso
’ 5 ?
do espectro continuo.*
Neste caso, w? > 2]\/[; e em conseqiiéncia, usando as mudancas de varidveis
—2 ~ ~
E=28+e—-2 e w?= (E—Q)Mq%, E > 63. Como < 1, entao o parametro k na

equagao (4.9) serd uma quantidade imaginaria. Assim, definindo
K =VE -6, (4.36)
tem-se que a equacao (4.9) pode ser escrita como:
k= 4k

Portanto, a solucao geral da equacao Hipergeométrica (4.11) é dada por

Mx

Mz
\/5)

Y(x) = sech™ ( NG )} +

1
(AF(zk'+3 ik’ — 2;ik" + 1; 2{1—tanh(

B2¥[1 - tanh(%)]—’f F(=2,3;1—ik; %{1 — tanM%)})) : (4.37)

Agora, impondo-se as condigoes de fronteiras tipo Dirichlet em x = ié para a

solugao acima, obtém-se

1 ML
AF(ik' + 3,ik" — 2;4k" +1; ={1 & tanh(—=)}) +
(1K' 3,8 = 23k + 15 5 {1 & tanh (5 —5))

*Esta secao foi incluida para tornar completo este capitulo.
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) ML . .. 1 ML
B2*[1 4+ tanh(—=)]""* F(-2,3;1 — ik’; ={1 &+ tanh(—=)}) = 0.
21/2 2 2V/2

Como antes, este sistema de equacoes homogéneas tem somente uma solucao nao

trivial, se o determinante do sistema é zero, i.e.,

ML . .., 1 ML
1 — tanh(—=)} "% F(ik' + 3, ik’ — 2;ik' +1; ={1 + tanh(—=)}) x
{1 - tanh ()} P 51+ tanh(2))
1 ML
F(=2,3;1 — ik’ {1 — tanh(—=)}) —
(231 - iK' 31— tanh(5_2)})
, 1 ML
{1—|—tanh( \/_)} ik (Zkl+3,lk,—2,lkl+1,§{1 —tanh(m)})x
1 ML
F(-2,3;1—ik"; ={1 + tanh(—=)}) = 0.
( 55 {1+ tanh(0 )
Usando as relagoes (4.23), (4.24) e (4.26), encontra-se
1+ tanh(2£)\ * —k? — 14 3k tanh(2L) + 3 tanh? (2L
—(Mf) _ . — (Mf) Z(Mﬁ) . (4.38)
1— tanh(T) —k?—1-3ik tanh(T) + 3 tanh (W)

Por outro lado, é possivel mostrar as seguintes identidades (veja apéndice A.3):

1+ tanh(2L)\ ™ 1 + tanh (ML
—(]\/\[/_) = cos | k' ln(—(]\/}/_)) +
1— tanh(T) 1-— tanh(T)
1 + tanh (&L
isen | k' ln(—(ﬂ/}[)) : (4.39)
1-— tanh(T)
—k” — 1+ 3ik' tanh(2L) + 3tanh?( ML
5 — (M\/_) Q(Mﬁ) = cos(f) + isen(#), (4.40)
—k?—1-3ik tanh(T) + 3tanh (7)
onde
6 tanh(J7Z)K(3 tanh®(J7%) — & — 1)
f = arctan T T -
k4 2k — 15k tanh (7) — 6 tanh (2\[) + 9 tanh (2\[) +1

Assim, substituindo-se (4.39) e (4.40) em (4.38), obtemos uma equagao transcen-

dente para o parametro k', ou seja,
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6 tanh(J72)K'(3 tanh*(J7%) — & — 1)
k' 2k2 — 15 k2 tanhz(ﬂ) —6 tanhZ( ) +9 tanh' (37%) + 1

(4.41)

Observamos que a equagao (4.41) é valida desde que tanh( ) # 1. Analoga-
mente a equagao (4.27), neste caso é possivel obter uma solu¢do numérica para a
equacao transcendente acima. A Figura 4.4 mostra que os niveis de energia estao
aparentemente igualmente espagados numa torre para cada valor de L do compri-
mento da caixa. Também ¢é possivel ver como o gap entre os estados discretizados
do espectro continuo mudam com o tamanho da caixa. Observe também que o gap
entre os niveis de energia decresce com L — oo tendendo para um continuo de

autovalores, como esperado, de energia.

12

10

b 0 00 OO0 000000000000 000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

(o) L I L I I L I L
2 14

0 2 4 6 8 10
ML/2.82
Figura 4.4: Discretizacao da parte continua do espectro, mostrando a variagao do

gap entre niveis consecutivos, com o tamanho da caixa.

= (000000000000000000000000CO0000000000000000000000000000000C000000000000000000000000000000
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Finalmente, considerando as condicoes de fronteiras periddicas (anti-periddicas)

na equagao (4.37), é possivel mostar a seguintes relacoes

A B 1+ tanh(
((1 Tk, (1= ik’)2> I — tanh(2

NERE

))ik’ .
5)

k2 — 1+ 3k tanh(2L) + 3 tanh? (2L
— , (Mf) Z(Mf) — 0. (4.42)
k? —1-3k tanh(7) + 3 tanh (W)

onde, os sinais F referem-se as condicoes de fronteiras periédicas (anti-periddicas)

respectivamente.

Assim, para A # i 1+Zk ;2B obtemos a equacao transcendente para o parametro
1 — tanh (2L

k'
))

Observamos, que esta relacio é a mesma que a equacao (4.38). Portanto,

(1+tanh( ))’“ i(—k’?—1+3¢k'mh( ) + 3 tanh? (2

ML
— 2v2
—k? —1-3ik tanh(]‘i[—[) + 3tanh2(

SSE
SERE

a equagao (4.41) serd obtida novamente e assim todos os resultados do caso de

condicoes de fronteira de Dirichlet serao validos também aqui.
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Capitulo 5

Niveis de Energia de Campos
Classicos Interagentes num

Dominio Finito em Dimensao
(1+1): Caso Geral

Neste capitulo estende-se o estudo da influéncia das condicoes de fronteira sobre
os niveis de energia dos estados ligados de um campo escalar real x, que interage com
outro campo escalar real ¢ numa caixa unidimensional. Para isto, consideramos o
caso geral em que o campo ¢ vem dado pelas Solugoes Elipticas tipo sn (capitulo 3) e
além disso, diferente do capitulo anterior, satisfaz as mesmas condi¢oes de fronteira
do campo x. A densidade Lagrangiana total tem autointeragao %¢4 e um termo
de interacdo dado por g¢?x?. Sao calculadas as autofuncoes e seus correspondentes
autovalores de energia, e estudamos sua dependéncia com o tamanho L da caixa,
assim como dos parametros livres da Lagrangiana, a saber: razao de massa [ =

2
My e constantes de acoplamentos A e g. Mostramos também que, para algumas

M
6

configuragoes dos parametros da Lagrangiana, existe um tamanho critico da caixa

para o qual os autovalores de energia do campo x tornam-se imagindrios, efeito que

é interpretado como instabilidade do campo cléssico Y.

Na secao 5.1 calculam-se as primeiras autofuncgoes e autovalores da equacao de
movimento de x, a qual se reduz a uma equacgao diferencial de Lamé. Na secao
5.2 calculamos os autovalores de energia impondo-se condig¢oes de fronteira do tipo

Dirichlet. Nas secoes 5.3 e 5.4 calculamos os deslocamentos dos autovalores de
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energia induzidas pela modificacao do tamanho da caixa e pelo parametro 3.

5.1 Autofuncoes e Autovalores Associados as
Funcoes de Lamé

Como no capitulo anterior, vamos considerar um sistema formado por um campo
escalar real y o qual interage com outro campo escalar real ¢, através da densidade
Lagrangiana,

A 1

1 1 1
L= 50u0)" + SMo" — J6" + S(0)" + FMx* — g8°x*, (5.1)

onde A e g sao as constantes de acoplamento.

Estudamos aqui somente o caso mais simples de campos ¢ e x dentro de uma
caixa finita (intervalo) em dimensdo (1 + 1). Naturalmente, toda esta discussao
pode ser generalizada para dimensoes superiores com um nimero maior de equagoes
e condicoes de fronteira mais complicadas e dependentes da geometria da caixa.

A equacao de movimento para os dois campos sao dadas por

—0"Oux + Mx —2g¢°x =0, (5.2)

—0"0,¢ + M3p — A§® = 0. (5.3)

Como no capitulo anterior, aqui também foi desprezado, na equagao (5.3), o
termo 2 gox?, o qual pode ser interpretado com um back-reaction do campo y sobre
o termo de massa do campo ¢. Isto pode ser obtido se, neste caso, imposermos
que |x| << min{y—%}. Naturalmente outros regimes podem ser estudados para a
equacao (5.3) com outras aproximacoes.

No capitulo anterior foi estudado o caso no qual o campo ¢(x), diferentemente
do campo x(z), nao é influenciado pelas condigoes de fronteira da caixa. Nesse
caso 0 campo ¢(x) é a solugdo kink da equacao (5.3) em (—oo,+o0) [1]. Ainda
foi mostrado que instabilidades do campo x podem ser induzidas quando a caixa é
comprimida abaixo de um tamanho critico. No presente capitulo consideramos as
mesmas condicoes de fronteira para ambos os campos ¢ e x. Este é um caso em que o

campo y pode ser pensado como estando na presenga de um potencial (como fun¢ao
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de ¢) dependente das condigoes de fronteira. Isto leva a novos comportamentos dos
niveis de energia do campo x em relagao aos parametros L, 3, A e g. Naturalmente,
o tamanho da caixa, L, é um parametro externo da teoria que, a priori, esta sob o
controle do observador.

Por outro lado, no capitulo 3 foi mostrado que as solugoes gerais estaticas da
equagao de movimento do campo ¢(z) sdo dadas pelas Solugoes Elipticas tipo sn, a

saber,

) = M¢\/_ M¢.’L‘ o0
be(x) \/_m ( 1+v1-2 ,l), (5.4)

onde ¢ é um parametro que pertence ao intervalo (0, %] e
1
=T (5.5)

Claramente, de (5.5), temos que [ € (0,1]. Existe outra familia de solugoes
denominadas Solugoes Elipticas tipo cn (3.13) porém, neste trabalho, escolhemos
estudar os autovalores de energia do campo x com a familia de solugoes (5.4) pois,
como vamos impor condicoes de fronteira do tipo Dirichlet, vimos no capitulo 3, que
somente estas satisfazem condicoes de fronteiras deste tipo.

Assim, a equagao de movimento para o campo y dada pela equagao (5.2) pode

ser escrita como

49 M2 M,
<—8“8M+M§ 97 ¢¢ ( iad

e (ViR Jeso
Como estamos interessados em obter solucoes estaciondrias, pode-se escrever
x(z,t) = e7®h)(x), onde w sdo os autovalores de energia do campo x. Com isto, a
equacao anterior pode ser escrita na forma,
B2

da?

4gM¢
A1+ /1 —20)

(z) + (M; + W’

sn (A\J/‘*g 1+ﬂ,z>>w(x) - 0. (5.6)

Para encontrar uma solucao da equagao acima, iniciamos fazendo as seguintes
mudancas de varidveis,

M E—2
o= \/%x 1+v1—2c e wQZ%Mg.
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A equagao (5.6), pode entdo ser reescrita como:

d? B 8gc )
2@ = <A(1+m)2 (o) -

M? — M3 E
o UL - M) (). (5.7)
M3 1+yT—2c (1+V1I=20)
Por outro lado, de (5.5) tem-se que:
2l
c = (i1 (5.8)

Substituindo a equacao (5.8) na equagao (5.7) obtemos:

d2
da?

(M7 — Mg)
M

E(1+1)

(@) = (4§zsn2(a,z)— (1+1)—T> P(a).  (5.9)

Esta equacao diferencial tem algumas propriedades importantes, entre as quais
estd o fato de que se 4§ tem a forma n(n + 1), onde n é um niimero real positivo,
entao ela possui solugoes finitas na forma de Fungoes Elipticas sn(a, ), cn(a, 1) e
dn(a, 1) [15]. Conseqiientemente, como g e A sao positivos, pode-se escrever, sem

perda de generalidade

4= =n(n+1). (5.10)

>

Assim a equacao acima pode ser reescrita como

dZ

do?

(M7 — M3)
Mg

E(1+1)

(a) = (n(n + 1)l sn?(a, 1) — (1+1)— T) (). (5.11)

Esta é uma equacao diferencial de Lamé. Na literatura encontramos a forma
geral deste tipo de equagao dada por [16]*

d2

dazA(CY) = (n(n + 1) kSIl2(Oé, k) + C) A(a), (5.12)

onde n é um nimero real positivo, k£ é o parametro da Funcao Eliptica de Jacobi sn

e C é uma constante arbitraria.

*Em nossa notagdo tomamos o pardmetro da Fungdo Eliptica de Jacobi como k (com k > 0)
em lugar de k* como na referéncia [16].
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E bem conhecido que a equacao diferencial de Lamé e, mais geralmente, a
equacao de Hill apresentam bandas de estabilidade e instabilidade no plano dos
parametros (k,C) na notacao da equacao (5.12). Neste caso, a estabilidade estd
relacionada a dependéncia espacial da solucao. Por outro lado, nés estamos inter-
essados na estabilidade da solucao em relacao a dependéncia temporal. Usando a
Teoria de Floquet para equacoes diferenciais com potenciais periédicos, a solucao

(que no nosso caso, é estaciondria) pode ser escrita como [16]

X(z,t) = e e (),
onde p(z) é uma fungao periédica. Em nosso estudo, mostraremos que embora os
autovalores da equacao de Lamé descrevam solucoes de estabilidades para a parte
espacial (r? > 0), podemos ter solugoes com instabilidades na parte temporal, isto
é, com w? < 0 o que implica um crescimento exponencial da solucao como funcio
do tempo.

Comparando (5.11) e (5.12), obtemos

Cz—(ﬂ—U(lJJ)—@.

Neste trabalho, serd considerado somente o caso em que n é um inteiro positivo.
O caso com n real, embora mais interessante, leva a autovalores, os quais sao dificieis
de calcular exatamente e acreditamos que um estudo numérico ¢é a inica maneira de
se obter os autovalores que estamos interessados. Para n inteiro, a equagao (5.11)
ou (5.12) é conhecida simplesmente como equagao diferencial de Lamé e pode ser
solucionada analiticamente. Assim estes resultados podem ser usados como uma
prova da efetividade dos métodos numéricos para o caso em que nao se tem solugoes
exatas.

Quando n é um inteiro positivo, a solucao geral da equagao (5.11) é dada por
V(o) = AE (o) + BF"(a),

onde A e B sao constantes arbitrarias e E]"(a) e F!™(«) sao as fungoes de Lamé de
primeiro e segundo tipo respectivamente [16]. Os valores do parametro m sao dados

por, —n,—n +1,...,n — 1,n.

28



Também da referéncia [16] temos que
dt

(Eq(1)*
Além disso, quando n é um inteiro positivo, se uma das solucoes da equacao de

F™(a) = (20 + 1)E™(a) /Oa (5.13)

Lamé é um polinomio, entao a outra solucao é, necessariamente, uma série infinita.
A solugoes polinomiais sdo dadas pelas fungoes E'(«v) e as solugoes em série, pelas
F(a) [16].

Neste trabalho vamos nos restringir apenas a solugoes polinomiais. Em outras
palavras, queremos func¢oes cujo crescimento no infinito seja, no maximo, polinomial.

Dai nossas solucoes serao dadas apenas por:
() = AE" (). (5.14)

Por outro lado, como o objetivo é obter unicamente os autovalores de energia w,
podemos colocar a constante arbitraria A = 1.

A seguir listamos as primeiras autofungoes (n = 1,2,3) da equagao (5.11), os
quais sao dadas pelas funcoes de Lamé. Observe que o caso n = 0, em principio,
pode ser considerado. Mas de (5.10), temos que para n =0, g = 0 e daf o termo de
interagao, g¢*x? da densidade Lagrangiana (5.1) desaparece, e como conseqiiéncia
sua Hamiltoniana associada nao sera mais positiva definida. Portanto o caso n =0
serd descartado. Naturalmente, da equagao (5.10) temos um valor minimo positivo
para a constante de acoplamento, a saber, g = % (para n = 1). Como uma con-
seqiiéncia disto, para acoplamentos fracos (¢ < %) n nao é inteiro e este caso nao
serd estudado aqui. Por outro lado, o caso de acoplamentos fortes (n — 0o0) levam
a funcoes de Lamé mais complicadas. Optamos entao neste trabalho por analisar
somente o caso para valores de n pequeno, ou seja, para constantes de acoplamento
nao muito fortes (da ordem de A). Como serd visto, ainda nestes poucos casos obte-

mos resultados muito interessantes para os autovalores de energia ligados do campo

X-

5.1.1 Autofuncoes e Autovalores do Campo v

Usando os resultados da referéncia [16], as autofuncoes () = EJ"(«) e seus

autovalores H!" para a equacao (5.11) sao listados abaixo
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CASOL:n=1(g=3)

CASOIL: n=2 (g = 3))

1)

2)

2

Yy (x,1) = sn( My ,l)\/sn2(\/]\f¢_fl,

V141

Hy (1) = 7 (4+1)

-1,

x ['sn?
dﬂ@D:sM;?TJN (

HY(D) = (41 + 1)

60

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)



(5.20)
Myx 1
4 ) = 27¢, _ |
bkl Sn(\/1—l) 1+1+VP—1+1
2
Hy(l) = —F(1+1+VE —T+1). 51
M,],‘ 1
5 7l - 2 7¢,l _ ,
) ¢5($ ) sn (\/ﬁ ) 1—|—l—m
2
Hy (1) = —S(+1- VE_T+1). (5.2
CASO III: n =3 (g = 3)\)
L 7l - ? 2 7l —1 2 2 ;l + )
Pl \/S“(m) (S“(m) —P—T+i-i-2
20+5 2
=3 _%_7m- (5.23)
2( Mgz 1y
2) wQ(%Z): \Jlsn (m,l) ! SnQ(M,Z)_'_ 1 |
l Vi+l —VAR—T+1-20-1
l+2 2
H31__5T+_7\/m‘ 520



)

M¢.’L‘ 9 M¢.’L‘ lSHQ(\]\;%,l)—l
3) wg,(.’L',l): Sn(\/l—H,l) sn (\/I——H,Z)_l l

HO(l) = —§(1 +0). (5.25)

,/ [ —1)2 1—21—2)
Hy = — l+1 \/ (I —1)2 (5.26)

. 9 M¢l‘ M¢.’L‘ 1
9 e = ) 1 (st G ),

20+5 2
H = —% + 7\/12 — [+ 4. (5.27)
Mz
5 v — Jlan(\/_l%,l)—l oMoz 1
’ l NS VA2 —1+1-21—-1)"

[+2 2
H} = —5% + VAP —T+1, (5.28)

) 1) = sn(—t® o( ()

v1i+i —/4(l = 1)2 l—2l—2>

V1+1
H, :—Z(l+1)—7 41 —-1)2+1. (5.29)
Em todos os casos fizemos a substituicao a = y—l%, usando (5.8) e a definicao

de a dada nesta secao.
Na préxima secao serao calculados os autovalores de energia da equagao (5.11)

. . . . . M2
assim como sua depéndencia com os parametros da teoria, a saber, g, A\, § = 33,
é
. Para simplificar w = w(A, g, 5;1), onde o ponto e virgula significa que [ é um

parametro externo da teoria.
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5.2 Condicoes de Fronteira e Autovalores de
Energia

Nesta secao determinamos os autovalores de energia dos estados ligados do campo
1) 0 qual interage com o campo ¢, ambos confinados numa caixa (em nosso caso um
intervalo) de tamanho L.

No capitulo 3 foi mostrado que impondo condicoes de fronteira tipo Dirichlet
sobre o campo ¢, confinado numa caixa unidimensional de tamanho L, é possivel

obter a seguinte condicao:
MyL =4vV1+1K(1), (5.30)

onde 4K (1) é um periodo das Funcoes Elipticas de Jacobi sn(u, () [12].

Como as mesmas condigoes de fronteira sao impostas também para o campo
X (mesmo tipo de confinamento), isto implica que o mesmo [ = [(L) obtido da
equagao (5.30) deve ser usado na condigao de fronteira do campo y, para se obter
seus autovalores de energia.

Naturalmente diferentes condi¢oes de fronteiras podem ser impostas para os cam-
pos ¢ e x. Por exemplo, no capitulo anterior, foi estudado o caso extremo, onde
as fronteiras da caixa sao transparentes ao campo ¢, mas x satisfaz condicoes de

fronteira do tipo Dirichlet.

5.2.1 Autovalores para as Condicoes de Fronteira Tipo
Dirichlet

Impondo-se condicoes de fronteira tipo Dirichlet em z = ig sobre as solucoes
1), obtemos as relagoes para [ = [(L).

Antes de continuarmos os nossos calculos, a seguinte observagao torna-se impor-
tante. No capitulo 3 foi determinado um valor minimo para a relacao M,L, quando
[ — 0, a saber, 2r. Usando (5.30) ou (5.35), este resultado pode ser facilmente
verificado. Deste modo, observe, da equacao (5.8), que se [ — 0 entdo ¢ — 0 e con-
seqiientemente da equagao (5.4) temos que ¢ — 0. Assim, abaixo do valor minimo

MyL = 27 o campo ¢ desaparece. Portanto, nestes calculos os tnicos autovalores
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de energia consistentes serao aqueles que satisfazam a condigao M,L > 27, isto é,
onde o campo ¢ estd presente.

Agora voltamos ao nossos calculos dos autovalores de energia w? para as au-
tofungoes 1; (i = 2,3,4,5). Impondo-se, em cada caso, as condi¢oes de fronteira
tipo Dirichlet, obtemos os seguintes autovalores de energia.

Usamos, em cada caso, a forma definida na referéncia [16], a saber

1
H = -C
l Y
onde H genericamente denota os autovalores correspondentes das autofuncoes de
. ~ . ; E-2
Lamé, calculadas na secao anterior. Fazendo-se a mudanca de varidvel w? = %M 33,

é possivel se obter os autovalores de energia w?. Abaixo listamos w? para os casos

n=1,2,3

CASOIL:n=1 (9=

o>

)
1) wi(B) = (1 - B)Mj. (5.31)

Observe que, neste caso, o autovalor de energia w? nao depende do parametro I
e portanto nao depende de L. Autovalores independentes do parametro L sao todos

permitidos.

1 2

) W30,8) = (55— HME

onde [ satisfaz
M,L =2V1+ LK (1).

Note que os [ = [(L) obtidos desta rela¢do, nao sdo os mesmos da equagio
(5.30). Por outro lado, como foi mencionado anteriormente, o objetivo aqui é obter
autovalores de energia do campo x com os mesmos [ = [(L) usados para o campo ¢.
Em conseqiiéncia, os autovalores de energia w3 devem ser descartados para o caso

n = 1.

! 2

3) wil,B) = (1——|—l — B) My, (5.32)
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onde [ satisfaz

MyL 1

2 ¢

) = —. 5.33
Wi (533

Como snz(;‘\//[‘l%,l) < 1, é possivel mostrar desta relacao, que [ > 1. Porém,

como [ € (0,1] entdo somente | = 1 (L = o0) serd solugao da equagao (5.33).
Como estamos tratando do caso L # 0,00, estes autovalores também nao serao

considerados para nossa andlise.

CASOIL: n=2 (g=3))

2

, 441 )

D will, ) = ({77 — M, (5.34)
onde [ satisfaz
ML =41+ 1K (1) (5.35)
ou
MyL = 2V1 + 1K (l). (5.36)

Note que neste caso somente a equagao (5.35) coincide com (5.30) conduzindo ao
mesmo valor do parametro [ = [(L). De acordo com isto, a condicao (5.36) deve ser
descartada em todo o nosso estudo dos autovalores de energia do campo y. Assim,

w? é um autovalor permitido com [ dado por (5.35).

41 +1
1+1

2) wi(l,B) = ( — B)Mg, (5.37)

com [ satisfazendo a condicao (5.35), ou também

ML 1
) == 5.38
2vi+1 ) ( )

[
Aqui como no caso da equagao (5.33), somente [ = 1 (L = oo) serd solucao desta

sn2(

equagao. Daf para L # oo, somente a condigao (5.35) determina o autovalor ws3.

3) wi(B) =(1—p)M;. (5.39)
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Observe que o autovalor de energia w? é independente do parametro [ e portanto
de L.

-0+ +2vP2—-1+1

141

)M, (5.40)

onde [ satisfaz
M,L )= 1
WIi+1  1+1+VP—1+1

Um anédlise numérico da equagao (5.41), mostra que para [ € (0, 1], os valores de

sn?(

(5.41)

ML pertencem ao intervalo ~ (1.57,1.86). Assim, o autovalor de energia wj nao
sera considerado como uma solucao consistente, pois, neste caso, MyL < 27, o que

viola a condicao descrita acima.

2-31+1)—-2V/2-1+1

141

5) wi(l,B) = ( ) M2, (5.42)

onde [ satisfaz
M,L ) = 1
WI+1 ' 1+1-VP—I1+1

Como no caso da equagao (5.38), esta relagdo tem somente uma tnica solugao,

sn?(

(5.43)

a saber, [ = 1 (L = oo). Daf como L # oo, entao w? deve ser descartado.

CASO III: n =3 (g = 3))

20454212 -1+ 4

1+1

1) wi(l,B8) = ( — B)M2, (5.44)

com [ satisfazendo a condigao (5.36) ou
Mol ) _ 1
2VI+1"7 I+2+ VP —1+4

Um analise numérico desta equacao (5.45) mostra que MyL pertence ao intervalo

sn?(

(5.45)

(1.04,1.36). Logo o autovalor de energia w? ndo serd considerado como uma solugao
consistente, pois MyL < 2m.

Sl+2+2V/412—-1+1

2) Wil = (T

— B)M;, (5.46)
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com [ satisfazendo

ou

ML ) = 2
WI+1 7 Bl+1+2V/42 —1+1

Observamos que a primeira equagao é satisfeita somente para [ =1 (L = 00), e

(5.47)

sn?(

da segunda condicao é possivel mostrar que MyL pertence ao intervalo (1.36,1.57),

isto é MyL < 2m. Assim w3 deve ser descartado.

3) wi(l,B) = (4—pB)Mg, (5.48)

neste caso o autovalor de energia w? ¢ independente do parametro [ e portanto de

L. Logo é w3 permitido.

D W8 = ((5 — B)(I+1) = 2,/4(1 — 1)2 + Z)Mq%’ (5.49)

141

com [ satisfazendo (5.35) ou
ML) 3
2VT+1T 7 22— Ja1—1)2+1

Neste caso, também é possivel mostrar que esta igualdade é satisfeita somente

sn?(

(5.50)

para [ =1 (L = o0). Logo w? é um autovalor permitido com [ dado por (5.35).

2A+5-2/B-1+4

5 Wl 6) = (T B)M2, (551)
com [ satisfazendo (5.36) ou
MyL 1
sn?(—2=— 1) (5.52)

Witl | I+2—-VE—I+4

Como no caso anterior, é possivel mostrar que somente [ = 1 (L = co) satisfaz a

igualdade. Logo w? deve ser descartado.

Sl+2—2V/412—-1+1

1+1

6) wsl,B)=( - B)My, (5.53)
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com [ satisfazendo

ou
MyL - 2
WI+1 " 5l+1—-2V/a2 —[+1

Observa-se que estas igualdades sdo satisfeitas somente para [ = 1 (L = 00).

sn?(

(5.54)

Como L # oo, entao wi deve ser descartado.

DG = ((5 — B)(I+ 1) +2,/4(1 — 1) + Z)Mq%, (5.55)

141

com [ satisfazendo (5.35) ou

Myl 3

1) = :
2vi+1 20 +2 + /4l — 1)2 41

Um andlise numérico de (5.56) mostra que ML pertence ao intervalo (2.04, 2.92),

sn?(

(5.56)

dai MyL < 27, o que implica que somente (5.35) determina w?.

Portanto, a analise acima mostra que somente os autovalores w? e w? sao permi-
tidos para n = 2, e w? e w? sdo para n = 3. Também existe uma solucao trivial, a
saber, w? para n = 1 o qual coincide com w? para n = 2.

Note que os autovalores de energia dependem do parametro (3, assim como do

2

parametro [ = [(L). Na préxima secao, serda estudado o comportamento dos w?,

fixando-se # e mudando continuamente o parametro externo da teoria, [ = [(L).

5.3 Deslocamentos de Niveis Induzidos pelo
Tamanho da Caixa e Pontos de Instabilidade

Dos resultados anteriores acima obtidos, temos que o caso n = 1 deve ser descar-
tado. Para os casos n = 2 e n = 3 calculamos e discutimos abaixo os resultados
nao triviais. Em todos os casos sao fixados diferentes valores para o parametro (3.
Também é exigida a estabilidade cldssica das autofuncgoes v; (i = 1,2,3). A estabil-
idade cléssica é d d tovalores d ia w? sao na ti
idade cléssica é assegurada quando os autovalores de energia w; sao nao negativos,

como foi visto no capitulo 2.
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A) CASO n=2 (g=3))

Antes de continuar, estudam-se os diferentes valores do parametro 3. Con-

siderando somente autovalores de energia w? > 0 nas equagoes (5.34), (5.37) e

(5.39), obtemos as seguintes desigualdades:

(a) <1 para

(b) 8<% para

() B<1 para

Claramente, como [ € (0,1], entdo o parametro (3 encontra-se nos intervalos

abaixo listados:

(a) Para w?, quando [ -0, 3 —4 e quando [ =1, =
(b) Para w?, quando [ —0, §—1 e quando [=1, =

(¢) Para w3, B€]0,1].

[\eJle

N Ot

. Assim, € [3,4).

. Assim, f € (1,2].

Agora, volta-se ao estudo do comportamento dos autovalores de energia w? com

a mudanca do parametro externo da teoria L, fixando para isto alguns valores par-

ticulares do parametro (.

(1) B=0 (Fig. 5.1)

Das equagoes (5.34), (5.37) e (5.39) obtemos:

(a) wi = ($57)M3,

(b) wj = ()3,

141

(c) wi= Mg,

satisfeita para todo L > 0.

Estes resultados sao graficados na Figura 5.1, onde podemos ver que para compri-

mentos grandes (I = 1 ou L = 00), os autovalores w; e w, convergem assintoticamente

2 _ 572
para o valor w® = 3Mg.
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Figura 5.1: Autovalores de energia para § = 0.

(2) p=1 (Fig. 5.2)
Como antes, das relagoes (5.34), (5.37) e (5.39) obtemos

(a) wi=(3) M3,

(b) wi = (53 M3,

(¢) wi=0, satisfeita para todo L > 0.

E interessante observar que para [ = 1 (L = o) (veja Figura 5.2), wy e ws
convergem assintoticamente para \/§M¢, i.e., para comprimentos grandes (L = oo)
o primeiro estado excitado (espectro discreto) do modelo semi-classico de Dashen-
Hasslacher-Neveu (DHN) [1] é recuperado. Do mesmo modo o estado fundamental
do modelo (DHN) é recuperado, ou seja, wy = 0 para L = co. Isto pode ser provado
diretamente da equacdo (5.6) tomando [ = 1. Contudo a equagdo (5.6) ou sua
equagao equivalente (5.11) tem uma liberdade adicional, que consiste em mudar o

parametro (3.
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Figura 5.2: Autovalores de energia para § = 1.

A Figura 5.2 mostra que para [ — 0, os autovalores de energia wo, e wo_ de-

crescem em modulo até alcancar seu valor minimo em ws = 0 para um tamanho

2n

critico da caixa, a saber L = iy

. Isto pode sugerir que se tem um ponto de insta-
bilidade do campo y, quando o pardmetro externo L (tamanho da caixa) atinge o
valor critico 1?4—7;. Porém este nao é o caso porque para [ — 0, as equagoes (5.4) e
(5.5) mostram que ¢ = 0 quando L atinge o valor critico 1?4_7; e dai a Lagrangiana de

interacao se anula.

(3) =2 (Fig. 5.3)
Neste caso, das relagoes (5.34), (5.37) e (5.39) temos

(a) wi= (35)M;,

(b) wi = (35 M3,

(c) wr=-—M2, satisfeita para todo L > 0.
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Observe que w3 é negativo, e dai a configuragao cldssica do campo associada a
este autovalor é instdvel (veja capitulo 2). No intervalo [ € (0, ) w3 é negativo, e daf
a configuracao classica associada é instével neste intervalo. Para [ =1 (M,L = 00),

w € wy convergem assintoticamente para o valor ~ 0.7 (Figura 5.3).

1.6

1.2 +

0.4 © @, 1

0.0

(1)/MQ

-0.4 °o @, :

-0.8 - °

_1-6 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L
6.0 7.0 80 9.0 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 150 16.0
M,L

Figura 5.3: Autovalores de energia para § = 2.

Observe também que, agora, o ponto de instablidade aparece para um tamanho
maior que o comprimento critico da caixa. Aqui se pode perguntar se este tipo de
instabilidade pode levar a um “condensado” no regime quantico. Uma prova disto
claramente requer uma segunda quantizagao pelo menos para o campo Y numa
aproximacao semi-cldssica [4]. Também é bem conhecido que a inclusao de um
termo nao linear para a Lagrangiana total leva a condensados quanticos [17]. Isto
nao é o propdésito aqui, pois o interesse é estudar o comportamento dos autovalores
de energia para campos classicos confinados numa caixa, ainda para uma geometria

muito simples como um intervalo em dimensao (1 + 1).
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(3) =% (Fig. 5.4)
Neste caso, das relagoes (5.34), (5.37) e (5.39) obtemos

-
(357)M3,

—
&
~
&

—
|
[NJ[eM]

(b) wi = 3(7) Mg,
(c) wiy=—2Mg, satisfeita para todo L.

Como nos casos prévios, aqui também w? é negativo. Além disso para [ € (0,1),

w2 < 0. Conseqiientemente as configuragoes cldssicas associadas aos autovalores ws

e w3 sao instaveis. Observe que paral =1 (L = 00), w? = w2 = 0.

3.0

2.5 B

2.0 - b

1.5 + B

1.0 -

0.5 - |

-2.5 b

_3-0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0

M,L
Figura 5.4: Autovalores de energia para = g

Na Figura 5.4 temos um caso interessante. Se supusermos que para um com-
primento grande (L — oo) da caixa o estado do autovalor de energia w? é formado
por um “condensado” de particula-antiparticula, entao, pode-se dizer que qualquer
perturbacao do tamanho da caixa, induzird uma formacao de pares deste nivel de

energia. Isto é, o condensado ¢ instavel contra compressoes da caixa em que o0s
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campos estao confinados. No entanto somente numa aproximacao semi-classica é

que podemos calcular o numero de particulas formadas e se este é realmente o caso.
(4) p=3 (Fig. 5.5)

Neste caso, das relagoes (5.34), (5.37) e (5.39) obtemos

(a) wi=(FF)M;,

1+
(b) w3 = (57)M;,
(c) ws=—2M7,  satisfeita para todo L.

Neste caso w2 e w? sao negativos para todo [ € (0,1], e assim suas configuragoes
classicas associadas sao instaveis. Da mesma maneira, no intervalo [ € (%, 1] temos

que w? < 0, e assim sua configuracao classica associada também é instavel.
1.5

1.0

oo
0.5 - o0, _ i

0.0

u)/M¢

-o°
-0.5 507 b
O

-1.0 -

1.5 : : : : : :
6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

M,L
Figura 5.5: Autovalores de energia para § = 3.

A Figura 5.5, mostra que o aumento do valor do parametro de massa (3 desloca
o ponto de instabilidade para cada vez mais perto do tamanho critico da caixa, a

— 2m
saber, L = M,
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(5) B=4
Das relagoes (5.34), (5.37) e (5.39) obtemos:
(a) wi=—(35)M3,

(c) ws=—3M3.

Pode-se ver destas relacoes que todos os autovalores de energia sao negativos
(para [ # 0) e portanto suas configuracoes cldssicas associadas sao instéveis.

. 5

E interessante observar que para 3 € [2, 3] o autovalor w, desaparece para (3 — 3

e para 2 < [ < 3 somente w; existe e é facil ver da Figura 5.5 acima que seu

2
comportamento é oposto ao do autovalor ws.

Concluindo, entao neste caso (n = 2), existe um ponto de instabilidade (compri-
mentos criticos da caixa) dos autovalores de energia wy e wy para 3 € (1,4), quando

a caixa é comprimida.

B) CASO n=3 (g=3))

Da mesma maneira como no caso prévio, estudamos primeiramente os diferentes
valores do parametro (3. Assim, considerando os autovalores de energia w? > 0 nas

equagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtém-se as seguintes relagoes:

(a) <4 para w3,
(b) p<5-2ETE para w,
(c) B<5+ 27”4(11;;)2“ para w2

Neste caso, o parametro 3 encontra-se nos intervalos listados abaixo:

(a) Para w?, (€]0,4],
(b) Para wi, 3 € (1,4],
(¢c) Para w?, B €[6,9).
Abaixo estudamos entao os autovalores de energia w?, contra o tamanho da caixa
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L para alguns valores fixados do parametro 3.

(1) 3=0 (Fig. 5.6)

Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55), obtemos:

() wf = 4M3,

(b) wi=

(c)

Da Figura 5.6, pode-se ver que para comprimentos grandes [ = 1 (L =

w

2
7

5(141)—2+/4(1—1)2+41
( [+1 )M27

5(1+1)424/4(1—1)2+1
( i

) M2,

autovalores ws e w, convergem assintoticamente em w = 2My.
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Figura 5.6: Autovalores de energia para § = 0.
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(2) f=1 (Fig. 5.7)

Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtemos:

(a) wi=3Mg,
4(14+1)—24/4(1-1)2+1

(b) wi=( s ) Mg,
4(141)+24/4(1-1)2+1

(c) wi=( T ) Mg,

A Figura 5.7 mostra que para [ — 0 (M,L — 27) como mostrado no capitulo

3, os autovalores de energia wy, e wy  decrescem até atingir seu valor minimo em

wys = 0 exatamente para o tamanho critico da caixa, a saber, [ = 54—7;. Como no

caso anterior (n = 2), isto poderia sugerir um ponto de instabilidade para o campo

X-

4.0
3.5 i
o o o o o o o 7
8 8 o o o ) o 1
Ee |
3 |
8 8 o o o o o i
o o o o o o o A
_35 - -
_4_0 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6.0 7.0 8.0 9.0 100 11.0 120 13.0 14.0 150 16.0
M¢L

Figura 5.7: Autovalores de energia para § = 1.
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(3) B=2 (Fig. 5.8)

Das relagoes (5.48), (5.49) and (5.55), temos:

(a) w? =20,

3(141)=2+/4(1-1)2+1
(b) w}= (A2 ) M2,

(3(l+1)+2 4(1—1)2+1

o )M

No intervalo [ € (0,0.16) w? é negativo, assim sua configuragao cléssica é instével
neste intervalo. Por outro lado, a Figura 5.8 mostra que, neste caso, o ponto de
instabilidade ocorre aproximadamente em [ ~ 0.16, ou seja, para o valor § = 2
temos um ponto de instabilidade ocorrendo para uma caixa de tamanho acima do

TS : 2
critico, isto é, para L > My

2.5
° o o o o o o -

2.0 -

1.5

1.0 -~
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0.0

0)/M¢
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oo o
R
o

25 | =
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6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0

M¢L

Figura 5.8: Autovalores de energia para § = 2.
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(4) =3 (Fig. 5.9)

Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtemos:

(a) wi= Mg,
2(141)—24/4(1—1)2+1

(b) wi=( I+1 )Mi,
2(141)+24/4(1-1)2+1

(c) w?=( P ) M.

Para [ € (0,0.38), w? < 0, em conseqiiéncia sua configuragao classica é instével.

Da Figura 5.9, pode-se ver que quando MyL ~ 8.4, os valores de wy; e w4,

convergem para o valor zero, em um ponto de instabilidade, agora mais afastado do

s o7 ., , .
valor critico L = A, Daqui é possivel concluir que para [ crescente o ponto de

instabilidade se afasta para o infinito.
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Figura 5.9: Autovalores de energia para § = 3.
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(5) B=4 (Fig. 5.10)

Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtemos:

(14+1)=24/4(1=1)2 +1
(b) wi=( )M3,

(I4+1)+24/4(1—1)2+1
(——

) M2,

Neste caso, para [ € (0,1), wi < 0, entdo, neste intervalo sua configuragio
cldssica é instavel. No entanto se [ = 1 (L = 00), w? = w2 = 0, ou seja, os niveis sao
degenerados e dai, neste caso, nao ha pontos de instabilidade. Isto pode ser traduzido

como que a solugdo associada a w? tem uma configuragiao para todos valores de L

no intervalo (1?4—7;, o0). Dail wy ndo aparece no grafico da Figura 5.10. Também da

Figura 5.10, pode-se ver que neste caso nao existem pontos de instabilidade.

20
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0.0 OOCO0000 0 © © O © o o o o o o -
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Figura 5.10: Autovalores de energia para 3 = 4.
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6) =6 (Fig. 5.11)
Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtemos:

(a) w? = —2M2,

(I+1)+2+/4(1—1)2+1
(b) WZ = —( I+1 )M¢2>,

—(I41)+24/4(1-1)2+1
(c) wi=( ) ) M.

Neste caso, w3 < 0, além disso para [ € (0,1], wi < 0, entdo suas configuragoes
classicas sao instaveis. Por outro lado, a Figura 5.11, mostra uma situacao similar,
encontrada para o caso n = 2, quando 3 = g Ou seja, se supomos que temos
um “condensado” de particulas-antiparticulas para [ = 1 (ou L = o0) no estado
correspondente do autovalor w; entao qualquer perturbacao do tamanho da caixa
induzira uma formagao de pares deste nivel de energia. Observe que neste caso

(n = 3) o valor do parametro (3 é maior que para o caso n = 2.

2.0

1.5 -

1.0

0.0

0)/M¢

L L L L L L L
6.0 7.0 80 90 100 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0
M,L
Figura 5.11: Autovalores de energia para [ = 6.
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(7) B=8 (Fig. 5.12)
Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtemos:

(a) w? = —4M2,

3(14+1)+24/4(1—-1)2+1
( I+1 )Md%’

(b) wi=-—

)

=3(1+0)+24/4(1—-1)2+1
(c) w? = ( I+1 )M¢2>

A Figura 5.12, abaixo, mostra que o parametro de massa ( leva agora a locali-
zagao do ponto de instabilidade cada vez mais perto do tamanho critico da caixa, a
2w

saber, L = My

1.5

1.0 - B
| Nﬂ |

0.5 - o -

0.0

w/M¢
o

6.0 6.2 6.4 6.6 6.8 7.0 7.2 7.4
M,L

Figura 5.12: Autovalores de energia para § = 8.

(8) B=9
Das relagoes (5.48), (5.49) e (5.55) obtemos:

(a) wi=—5M3,

82



4(141)+24/4(1-1)2+I
(b) wi=—( | ) Mg,

—4(1+0)+24/4(1—1)2+
(c) W? = ( I+1 )M¢2>

Observe agora que, para [ # 0, todos os autovalores de energia sao negativos e

portanto suas configuracoes classicas associadas sao instaveis.

Para o caso n = 3, conclui-se que a existéncia dos pontos de instabilidade para
os autovalores de energia w, e wy ocorrem para (3 pertencendo aos intervalos (1,4)
e (6,9) respectivamente. Diferentemente do caso n = 2, aqui existe um intervalo, a

saber, [4, 6] onde os pontos de instabilidades nao ocorrem.

No capitulo 3 foi mostrado que para condicoes de fronteira peridédicas em x = i%
impostas ao campo ¢, a relacao (5.30) é novamente obtida. Assim todos os resultados
obtidos para o caso de Dirichlet sao validos também para as condicoes de fronteiras
periddicas. Além disso impondo-se condicoes de fronteiras peridédicas em x = i%
sobre os campos v, é possivel mostrar que para o caso n = 2, as autofuncoes
dadas pelas equacgoes (5.19) e (5.20) levam & mesma relagao para [ = [(L) dada
pela equagao (5.30). Da mesma maneira, para o caso n = 3, as autofungoes dadas
pelas equagoes (5.26) e (5.29) também levam a equacao (5.30). Portanto todos os
resultados obtidos para o caso Dirichlet neste capitulo sao validos também para as

condicgoes de fronteiras periddicas.

5.4 Niveis Induzidos pelo Parametro Razao de
Massa (5 e Pontos de Instabilidade

Nesta secao, estudamos o comportamento dos autovalores de energia w?, em

relacao ao parametro (. Diferentemente da secao anterior onde, para estudar os
autovalores de energia w?, sao fixados os valores do parametro 3, aqui vamos fixar o
parametro [ = [(L) e variar continuamente o parametro 3. E preciso enfatizar que
para cada valor fixado do parametro 3, uma massa para o campo x ¢é definida e em
conseqiiéncia uma nova “teoria” é obtida para esse campo. Para sermos especificos

escolhemos o caso particular [ =1 (L = 00). Também é exigida aqui a estabilidade
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classica das autofuncoes 1.

A) CASO n=1 (¢=3)

Os autovalores de energia w? associados an = 1, paral = 1 (L = o0), sdo obtidos

usando as equagoes (5.31) e (5.32), ou seja:

Destas relagoes temos que para 3 > 1, os autovalores w?, i = 1,3, sao negativos,
i.e., suas configuracoes cldssicas sao instaveis e tém-se pontos de instabilidade. A
Figura 5.13, mostra os autovalores de energia dos estados ligados do campo y para

diferentes valores de (.

m/M¢
(@]
(@]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
B
Figura 5.13: Autovalores de energia dos estados ligados do campo x vs. o parametro

3.

Observe que para cada valor de # < 1 fixado o niimero de niveis pode ser 2 ou 4
(contando sua contraparte negativa). Também observe que para o valor fixo f = %,

os autovalores de energia w3, = ws_ = 0, dai neste caso temos 3 niveis. Também
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para o valor fixo § =1, w1, = w;_ =0, e dai temos somente um nivel.

B) CASO n=2 (g=2))

2

Para n = 2, das equagoes (5.34), (5.37), (5.39) e (5.42), com [ = 1 obtemos:
(a) wi(B)=(3—B)Mg,
(b) wi(B) = (3 — B)M;,
(c) wi(B)=(1-pB)Mg,
(d) wi(B)=(1-pB)M;.

Neste caso, para 3 > %, os autovalores de energia w?, i = 1,2, 3 e 5, sdo negativos,

N

i.e., suas configuracoes classicas sao instaveis.

-2.0

0.0020406081.01.2141.6 1.8 2022242628 3.0
B

Figura 5.14: Autovalores de energia dos estados ligados do campo x vs. o parametro

3.

A Figura 5.14 mostra pontos de instabilidade diferentes (agora no parametro (3)
para os varios autovalores possiveis. Observe que neste caso o nimero maximo de

niveis (4) acontece para < 1. Também observe que para os valores fixos de § =1

85



e 3, os pares de autovalores de energia (wsy, w3_) = (wss, ws_), (Wig, wi-) = (way,
wy_) atingem seus pontos de instabilidade.
C) CASO n=3 (g=3))

No caso de n = 3 das equacoes (5.46), (5.48), (5.49), (5.51), (5.53) e (5.55), para

[ =1, obtemos as relacoes:

_3-0 L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
B
Figura 5.15: Autovalores de energia dos estados ligados do campo y vs. o parametro

B.
Neste caso podemos observar da Figura 5.15 0 mesmo comportamento dos casos
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prévios (n = 1,2). O nimero méximo de niveis, acontece para f < %, onde temos 8
niveis contando suas respectivas contrapartes negativas.

Das Figuras (5.13), (5.14) e (5.15) podemos ver que fixado n, ou equivalente-
mente a constante de acoplamento ¢g (como também fixado o parametro \), quanto
maior o parametro  menos estados classicamente estaveis teremos. Por outro lado
fixado [, o nimero de niveis cresce com n ou equivalentemente com a constante
de autointeracao A. Observe que, um ponto de vista mais grafico, o conhecimento
dos nimero de niveis (“espectros cépia do campo x”) limita o range dos possiveis

valores de 3. Por exemplo, se tivermos 4 niveis, da Figura 5.15 entao 3 € [%, 4].
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

No capitulo 3 foram determinadas as solucoes gerais estaticas da equagao de
movimento de um campo escalar real ¢, para o potencial V' (¢) = —%MZQSQ + %qﬁ‘l
num dominio finito em dimensao (1 + 1). Estas solugoes sao dadas pelas Fungoes
Elipticas de Jacobi sn e cn [12]. Foi entdo mostrado que as Solugoes Elipticas do
tipo sn, dadas pela equacao (3.10), ndo podem satisfazer a condicao de fronteira
Véacuo-Vacuo num dominio finito. Por outro lado, as Solucoes Elipticas tipo cn,
dadas pela equagao (3.13), esta condi¢ao num dominio finito, isto é, para um L # 0
fixo, existe uma solucao para cada ¢ > % que satisfaz esta condicao na fonteira
do dominio. As solucgoes kink e Anti-kink sao obtidas para ¢ = % Este resultado é
muito interessante, pois na literatura sao conhecidas somente solucoes que satisfazem
a condicao Vacuo-Vacuo em dominios infinitos.

Também foi mostrado analiticamente que existe uma correspondéncia um a um
entre o comprimento L e o parametro ¢, que indexa a familia das Solucoes Elipticas
tipo sn, isto é, dado um L arbitrario existe somente um correspondente ¢ € (0, %]
Outro resultado importante da nossa andlise é a existéncia de um valor minimo
igual a 27 para o produto ML, onde M é a massa do campo classico. Este é um

resultado muito interessante, pois se existir uma Solucao Eliptica tipo sn numa caixa

2

= Por outro lado, fixando-se M,

de tamanho L, sua massa deverd ser maior que
entao nao pode existir uma Solucao Eliptica tipo sn dentro de uma caixa de tamanho
menor que QM” Naturalmente, se L — oo entao M — 0 e, neste caso, todos os valores
de massa positiva sao permitidos, e como conseqiiéncia, os kinks, podem ter massa

arbitraria [1] em (—o0, +00).
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Foram também definidas varias grandezas associadas a estas solu¢oes num dominio
finito. A primeira destas definicoes chamamos “carga topoldgica”. Assim determi-
namos o valor desta “carga”, a qual é dada pela equagao (3.19), em um intervalo
(caixa) de comprimento arbitrario L para as solugoes elipticas tipo sn. Para L = oo,

nos reobtemos a carga conservada ) = +1 das solugoes kink (Anti-kink).

Nesse mesmo espirito, definimos a “densidade de energia” e a “energia total” da
solugao (chamada massa cldssica no caso do kink) em um dominio finito, as quais
sao dadas pelas equagoes (3.21) e (3.22), respectivamente, e mostramos que para

c= % a densidade de energia e a massa classica do kink sao recuperadas.

Por outro lado, considerando condicoes de fronteira periddicas é possivel mostrar
que a equagao (3.15) é novamente obtida. Assim todos os resultados obtidos para
o caso de Dirichlet sao validos também aqui. E interessante notar que as condigoes

de fronteira anti-periédicas, isto é, ¢.(—%) = —¢.(%) sdo satisfeitas para todas as

solugoes ¢. com ¢ € (0, %], pois as solugoes da equacao (3.10) sdo impares. No
entanto, estas solucoes nao satisfazem a condicao assintotica de convergir para um

kink quando L = oo. Dai que tais solugoes foram descartadas.

No capitulo 4 foi estudado o comportamento dos autovalores de energia w? do
campo escalar cldssico x em dimensao (1 + 1), o qual interage com outro campo
escalar real ¢ através da Lagrangiana L;,; = % g¢*x?, num dominio finito (caixa de
tamanho L). Neste capitulo foi considerada a aproximacao que o campo ¢ é trans-
parente as condigoes de fronteira (Dirichlet). Assim impondo condigoes de fronteira
tipo Dirichlet para o campo x, encontramos os niveis de energia dos estados ligados
para as solucoes nao triviais, obtidas como raizes de uma equacao transcendental
envolvendo L e k. Uma solucao analitica para esta equacao transcendente nao foi

determinada, mas foram obtidas solu¢oes numéricas (Figura 4.1).

O estado fundamental wy e o primeiro estado excitado w; deslocam-se com a mu-
danga do tamanho da caixa (L) (Figura 4.1), para ambos casos de sinais positivos e
negativos. Quando o pardmetro L da caixa decresce, wy cresce no intervalo [0, v/2M],
e w; em [\/gM, V/2M]. Préximo ao valor critico ~ 0.6 para wy, e ~ 1.71 para w;, os
estados ligados mergulham na parte continua do espectro. Para L = oo reobtemos

os niveis de energia do modelo semicldssico do kink. A variacao do parametro L
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induz deslocamento nos niveis dos estados ligados. Assim préximos ao tamanho
critico % ~ 2.93 temos um condensado fracamente ligado (“just barely bound”)
[13] que pode decair (desestabilizar) quando uma pequena perturbagao sobre o sis-
tema ¢é aplicada. Tal desestabilizacao pode levar a criacao de pares de particulas
(Figura 4.2). No entanto somente um célculo semi-cldssico pode levar a certeza do

que é sugerido em nivel classico.

Um fato interessante é que o gap entre os estados ligados apresenta um pico em
% ~ 2.93 e mostra um comportamento cadtico (nao suave). E interessante que o
valor critico para a divisao dos niveis coincida com o valor da posicao do pico. No
entanto nao temos uma explicacao para este fato até o presente momento. No caso

do espectro continuo, o gap entre os niveis de energia decresce com L (Figura 4.4).

Foi mostrado que condicoes de fronteiras periddicas ou anti-Periédicas levam aos
mesmos resultados (com condigoes de fronteiras tipo Dirichlet) em ambos os casos

dos espectros discreto e continuo.

No capitulo 5, generalizamos o estudo feito no capitulo 4. Considerando a La-
grangiana de interacio L;,; = g#*x?, e além disso considerando que ambos os cam-
pos ¢ e x satisfazem as mesmas condicgoes de fronteira, mostramos que os autovalores
de energia dependem de quatro parametros, a saber, 3 (parametro razao de massa),
constantes de autointera¢ido A e de acoplamento g, e [ (o qual esta relacionado ao
tamanho da caixa L). Fixando g pela equagao (5.10), para um A arbitrario, estu-
damos os casos n = 1, 2, 3, os quais correspondem a uma constante de acoplamento
g da ordem de \. A seguir, discutimos o comportamento dos autovalores de energia
w?, fixando-se o parametro 3, e variando o parametro externo da teoria [ = [(L)

continuamente.

No caso n = 2 (g = %)\), mostramos que os pontos de instabilidade para os
autovalores de energia w; e wy, ocorrem para 3 € (1,4). Estes pontos de instabilidade
sao obtidos como conseqiiéncia de se comprimir a caixa. Também observa-se das
Figuras 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 que variando o parametro (3, enquanto w; apresenta seu
ponto de instabilidade cada vez mais proximo do tamanho minimo da caixa, a saber,

2

L= My W2 tem o seu cada vez mais afastado deste valor.

Para o caso n = 3 (g = 3)), temos trés autovalores de energia que satisfazem
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as condigoes de fronteira tipo Dirichlet os quais levam a equagao (5.30). Seu com-
portamento é semelhante ao caso n = 2, porém os pontos de instabilidade existem
para 3 € (1,4] ou f € [6,9). Assim o conjunto dos possiveis valores do parametro 3
é desconexo. Para as condicoes de fronteira periddicas todos os resultados obtidos,

com as condicoes de fronteira tipo Dirichlet sao validos também aqui.

Por tltimo foi feito um estudo do comportamento dos autovalores de energia
w?, quando o parametro externo da teoria [ = [(L) ¢ fixado e o parametro (3 varia.
Encontramos que com o aumento do valor da constante de interacao g, o nimero

de niveis também aumenta.

Do material desta tese foram escritos trés trabalhos (veja referéncias [18][19][20]).
Além disso, apresentamos partes desta tese em alguns encontros cientificos (veja

referéncias [21][22][23]).

As perspectivas para o desenvolvimento e generalizacoes do presente modelo
sao bastantes promissoras. Dentre varias possibilidades interessantes para a con-

tinuidade deste trabalho, destacamos as seguintes:

1.- Como foi mencionado na introducao, sistemas de campos confinados em
cavidades apresentam novos comportamentos e, algumas vezes, até inesperados.
Também, embora nossa aproximacgao seja para campos cldssicos, sugerimos que
numa aproximacao semi-classica, o confinamento de campos interagentes levaria
a producao de pares a partir de um “condensado”, como uma conseqiiéncia de se

comprimir a regiao de confinamento.

2.- No capitulo 3, foi mostrada a existéncia das Solucoes Elipticas tipo cn para o
campo ¢. Pretende-se entao explorar, ainda em dimensao (1 + 1), as conseqiiéncias
para os estados ligados do campo y na presenca destas novas solucoes, que tém a
interessante propriedade de atingir condigoes de fronteira Vacuo-Vacuo (semelhante

a um kink) mas em um dominio limitado.

3.- A generalizacao destes resultados para dimensao 3 leva a equagoes mais com-
plexas, sem mencionar que existe, neste caso, uma enorme variedade de geometrias
para a forma do dominio. Contudo estes tipos de calculos com simetria esférica
poderiam ser muito interessantes como uma maneira de se estudar, por exemplo,

o comportamento da matéria em estrelas compactas ou ainda o estudo de estados
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ligados de campos escalares no Universo primitivo na geometria de FRW.
4.- Estudar os acoplamentos dos campos ¢ e/ou x com os férmions, inicialmente

para dimensao (1+1) e posteriormente em dimensao superior e com simetria esférica.
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A.1 Equacao de Movimento Para a Primeira
Correcao Quantica de um Campo Classico

Mostramos abaixo que, se o campo classico x estudado no capitulo 5 é conside-
rado como um campo quantico (em primeira ordem), ele ird satisfazer uma equacao
de movimento que tem a mesma forma do caso classico.

Para provar isto, vamos tomar a mesma densidade Lagrangiana do Cap. 5, a
saber:

1

A, 1 1
SMe0* = 76"+ 5(0um)” + S Mn* — g6 n”, (1)

1
L= §(au¢)2 +
onde os campos ¢ e 1 sao considerados inicialmente como cldssicos. Usaremos aqui
a letra n e nao x para o campo classico reservando a letra y para a sua correcao
quantica.

As equacoes classicas de movimento para ambos os campos, sao dadas por:

—0"0un + Min —2g¢*n =0, (2)

"0, + Mjp — A¢® = 0. (3)

Da mesma maneira como foi feito no capitulo 5, aqui também desprezamos o
termo 2 g¢n? na equagao (3), de modo que nao exista um back-reaction do campo
71 sobre o termo da massa do campo ¢.

Numa aproximacao semi-classica, podemos escrever n como

n=nm+X, (4)

onde 19 é um campo cldssico satisfazendo a equagao de movimento (2) e x é uma
pequena correcao quantica adicionada ao campo classico 7.

Substituindo a relacdo (4) na densidade Lagrangiana £ obtemos

1 1 A 1 1 1
L= 5(0u0)" + 5Mi6" = 76" + 5(0um)” + (9um0) (0"X) + 5(0ux)” + 5 Mymi+
1
M,mox + §Mnx2 — g™ mg — 299°mox — 9P x> (5)
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Agora da densidade Lagrangiana (5), temos que as equagoes de movimento para

0s campos ¢, 1y € X, sao dadas por:

1) Para ¢,

—0 0,0 + Mo — 2 gong — 4gdnox — 29¢x* — A¢® = 0. (6)

Aqui vamos impor a condi¢ao que nao existe back-reaction do campo 7 sobre o

campo ¢. Com isto a equagao (6) resume-se a:
—0"0u9 + Mip — Ap* = 0. (7)

Esta equagao é igual a equagao (3), a qual foi discutida no capitulo 3. Suas

solucoes sao dadas pelas equagoes (3.10) ou (3.13).

2) Para np,

—0" 810 + Mo — 2 g¢*ng — 0" 9ux + Mix — 2 9¢°x = 0. (8)
3) Para y,

— "B + Mo — 2 gé*ne — 0" dux + Mix — 2 g¢*x = 0. (9)

Como o campo cléssico 7y satisfaz a equagao de movimento (2), a equacao (8)

(ou (9)) fornece a equagdo de movimento para a corre¢ao quantica x, i.e.,
—0"0ux + M7x —29¢°x = 0. (10)

A menos do termo de massa M,? esta equagao de movimento (10) tem a mesma
forma que a equagao de movimento do campo cldssico (5.2).

Assim mostramos que para a forma da Lagrangiana e para as aproximagcoes
acima descritas, um campo escalar x, bem como sua correcao quantica, satisfazem,

em geral, o mesmo tipo de equacao de movimento.

94



A.2 Positividade da Hamiltoniana

Deduzimos abaixo uma condicao suficiente para que a Hamiltoniana associada a
Lagrangiana (5.1) seja positiva definida.

Considerando o potencial para o campo y, dado por:

1
V(X) = =5 Mx + 96°x",

temos
V'(x) = —Mx +29¢’x =0 = x =0 (ponto critico).
A segunda derivada do potencial V() é dada por:
V'(x) = =My + 296",

Para que V"(x) > 0 devemos impor que:
M
2 X
> . 1
#> 5 )

Assim a condicao acima leva a existéncia de um estado de minima energia (vicuo)
do campo y.

Por outro lado, a Hamiltoniana para o campo x é dada por:

. L, 1 1
H = X" = Ly =X = 50ux0"x = 5 M + 9™,

dai temos que:

1 1d%y 1
H:_-Q - A 2 2 2
X+ 5om t (99 5 XS

a qual serd positiva definida, se a condigao (1) é satisfeita.
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A.3 Demonstracao das Identidades (4.39) e (4.40)

A identidade (4.39) é rapidamente provada se expressamos:

1+tanh( é\/[\/%)

ik!
1+ tanh(%) ik'ln(m)
7 oMLY = € 2=
1-— tanh(ﬂ)

RSRE

5)
1 — tanh( ))> ‘ (1)

Por outro lado, para provar a identidade (4.40) primeiramente definimos:

1 + tanh(XL 1 4 tanh
Cos (k' ln(—(ZLZ))) + isen (k' ln(—(

ML
= —k” — 1+ 3tanh?(—=
“ " (2\/5)

ML
b = 3k tanh(—=).
2V/2

Usando a identidade

a+1ib a® — b . 2ab

— = + 1 ,
a—1b a? + b? a? + b?

é facil ver que

—k” — 14 3k’ tanh(;
—k2 — 1 — 3k tanh(

%) + 3 tanh® (3
%) + 3 tanh®(2

5)

SEE

M_T )) = cos(f) + isen(d), (2)
M

onde

2ab
f = arctan )

Assim substituindo as defini¢oes a e b na expressao acima para 6, obtemos:

6 tanh(J72)K(3 tanh*(J7%) — &k — 1)
f — arctan 2 T T —
k4 £ 2k2 — 15k2tanh ( ) — 6 tanh (7) + 9 tanh (7) +1

<k
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A.4 Fluxograma da Tese

Teoria A¢* Unidimensional

Dominio

Finito

Solucoes Tipo

cn

1. Carga Topoldgica

2. Densidade de energia

(?)

Interacoes com campo
escalar y

(Estados Ligados)

Caso do Kink (g = A, < 1)
(Eq. Hipergeométrica)

1. “Producgao” de Particulas

2. w=w(f,L)

Autovalores de energia

3. Pontos de Instabilidade (?)

Dominio
Infinito Kink
DHN

Solucoes Tipo

sn

C.F.

Dirichlet e Periédicas

1. Unicidade

2. Comp. Critico L = %
3. Carga Topolégica

4. Densidade de Energia

Interacao com y

(Estados Ligados)
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Caso “Geral” ({ = "("4“), 8 >0)
(Eq. de Lamé)

1. Pontos de Instabilidade

2. w=w(f,L)

3. Quantizagao (?)

4. Solugoes paran € R (7)
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