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Resumo

E dada uma visdo geral do problema de reagao a radiagao na teoria classica
de campos. Sao discutidas a deducao e propriedades das equacoes de movi-
mento de particulas com reacao a radiacao para campos de spin 0, spin 1 e
spin 2. Em particular, é feito um estudo detalhado da equacao de Lorentz-
Dirac. Utilizando um método numérico conveniente, aplicou-se a equacao de
Lorentz-Dirac a alguns problemas fisicos de interesse e obteve-se, na maioria
dos casos, resultados satisfatérios. Discute-se ainda o problema de reacao a

radiacao na teoria da Relatividade Geral.



Abstract

A general view of the problem of radiation reaction in classical field theory is
given. The deduction and properties of the equations of motion of particles
with radiation reaction for spin 0, spin 1 and spin 2 fields are discussed. In
particular, a detailed study of the Lorentz-Dirac equation is done. Using
an appropriate numerical method, the Lorentz-Dirac equation was applied
to some physical problems of interest, and in most cases, the results were
satisfactory. The problem of radiation reaction in General Relativity is also

discussed.
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Introducao

A teoria classica que trata da interacao entre particulas e campos envolve
dificuldades conceituais e matematicas. Entre elas, esta o fato de que uma
particula acelerada emite um campo que altera o campo responsavel pelo seu
movimento, o que por sua vez afeta o movimento da particula. Sob um ponto
de vista equivalente, a radiacao emitida por uma particula carrega energia,
momento e momento angular, e assim altera seu movimento. Este fenomeno
¢ denominado reagao a radiagao.

Historicamente as primeiras tentativas de incluir reacao a radiacao surgi-
ram na eletrodinamica. Lorentz adotou uma pequena esfera carregada como
um modelo para o elétron [1]. Ele calculou a for¢a de reacao a radiagao
considerando a acao de uma parte do elétron sobre a outra. O resultado
pode ser expresso como uma expansao em série de poténcias tendo o raio
do elétron como parametro. O primeiro termo da série é independente do
raio e representa a forca de reacao a radiacao sobre a particula. Porém os
termos de ordem mais alta dependem de suposi¢oes sobre a forma e a distri-
buicao de carga da particula. O modelo também nao é estavel e necessitaria

de forgas nao-elétricas para manter o elétron coeso. Dirac [2] elaborou um



método bem definido e relativisticamente invariante para o céalculo da forca
de reacao. A forca em questao é proporcional a diferenca entre os campos re-
tardado e avancado da particula. Quando expressa em termos da velocidade
da particula e de suas derivadas, a forca de reacao, no limite nao-relativistico,
concorda com o primeiro termo da série obtida por Lorentz.

Apesar de estabelecida a partir de teorias classicas bem conhecidas, a
forca de reacao eletrodinamica nao teve aceitacao geral, provavelmente de-
vido a dois fatores. A equacao de movimento com reacao a radiacao possui
solucoes nas quais a aceleragao cresce exponencialmente com o tempo, mes-
mo na auséncia de forcas externas. Estas solucoes sao denominadas “auto-
aceleradas” ou “nao fisicas”, e sao claramente absurdas do ponto de vista
fisico. Em segundo lugar, Eliezer [3] afirma a inexisténcia de solugoes fisicas
para trés tipos particulares de campos de forca: o campo de uma placa car-
regada e infinita, e os campos Coulombianos atrativo e repulsivo. Plass, no
entanto, mostra que nos trés casos ha solugoes fisicas [4].

Em Relatividade Geral, o problema de reacao a radiacao, além de sua
importancia tedrica, adquiriu relevancia para a interpretacao de resultados
experimentais: as observacoes do pulsar binario PSR 1913416 indicam que
a energia da érbita do pulsar e de seu companheiro decresce devido a reacao
a radiacao gravitacional. A andlise dos futuros dados dos detectores de on-
das gravitacionais (como LIGO e VIRGO) da radia¢do emitida durante o
espiralamento de sistemas bindrios compactos (estrelas de néutrons e bu-
racos negros) depende da correta inclusao dos efeitos de reacao a radiagao

nos modelos destes sistemas. No caso especifico de sistemas bindrios, tém-se



adotada a aproximacao pds-Newtoniana [5]. Outras abordagens baseiam-se
nas perturbacoes de um buraco negro por uma particula-teste em orbita e
as conseqiientes mudancas nos parametros orbitais, mas sao bem sucedidas
apenas para oOrbitas em torno de buracos negros de Schwarzschild ou érbitas
no plano equatorial de buracos negros de Kerr [6]. A dificuldade em se con-
seguir uma descricao exata da reacao a radiacao gravitacional em situacoes
gerais reside sem duvida no cardter nao-linear das equacoes de Einstein.

O trabalho estd dividido da seguinte maneira: na secao 1.1 é apresentada
uma deducao simples da equacao de movimento com reacao a radiagao pa-
ra particulas em campos de spin 1, em particular o campo eletromagnético
(equagao de Lorentz-Dirac). A presenca de derivadas de ordem superior a
dois na equacao de movimento possibilita a existéncia de solugoes absurdas
do ponto de vista fisico, o que é mostrado na secao 1.2. A secao 1.3 discute
um método geral (reducao de ordem) que elimina as solugoes nao-fisicas e
permite a solucao numérica “limpa” das equagoes de movimento com reacao
a radiacao. Na secao 1.4 é exposto um argumento apresentado recentemente
que justifica a substituicao da equacao de Lorentz-Dirac por uma equagao
efetiva de segunda ordem. Na secao 1.5 a equagao nao-relativistica do oscila-
dor harmoénico com reacao a radiacao é resolvido de maneiras distintas, que
sao comparadas entre si. Algumas aplicacoes do método de reducao de ordem
a situagoes fisicas de interesse sao mostradas na secao 1.6. Foram incluidos
exemplos de movimento de um elétron submetido a forca externa dependente
do tempo, campos elétricos uniformes, campo magnético uniforme, campo de

Coulomb e campo magnético combinado com campo de Coulomb. Na secao
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1.6.2 apresenta-se uma discussao a respeito do problema da radiacao de uma
carga uniformemente acelerada. Na secao 1.7 é feito um breve comentario
sobre a descricao quantica de reacao a radiagao eletromagnética, incluindo-se
uma discussao sobre o efeito Fulling-Davies-Unruh. O capitulo 2 aborda o
problema de reacao a radiacao em Relatividade Geral. Na teoria linearizada
da gravitacao o campo gravitacional pode ser representado por um campo
escalar e um campo tensorial, por isto apresenta-se a deducao das equacgoes
de movimento com reacao a radiacao para estes dois tipos de campos. Algu-
mas propostas de descricao da forca de reacao a radiacao gravitacional em

termos da Relatividade Restrita sao examinadas e nao se revelam adequadas.
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Capitulo 1

Forca de reacao a radiacao para

campos vetoriais

1.1 Equacao de Lorentz-Dirac

A maneira usual de derivar a equacao de movimento covariante de particulas
puntuais incluindo reacao a radiacao utiliza o tensor energia-momento do
campo. Um procedimento alternativo e mais simples consiste no método
de continuagao analitica da equagao de movimento proposto por Barut [7].
Para uma particula com massa de repouso m e carga e num campo eletro-

magnético, a equacao de movimento é dada por:

mit(s) = e [Fey, (2(s)) + Fle. (w, x(s))] 2,(s), (1.1)

12



onde F’% é o tensor campo eletromagnético externo:

0 —-E, —E, —E,

- E., 0 -B, B,

ext. —
E, B. 0 -B,

E. -B, B, 0

F'o, (w,z(s)) é o tensor campo eletromagnético que representa o campo re-

tardado no ponto w produzido pela particula no ponto z(s), sendo dado
por:

1
Fl, = % (w— ) 3" — %(w —x)'i” + ﬁ(w — )i —
(1.2)

Cw— 2)"E 4 %(w )ik — %(w — )it

com R = (w—1)%, e @ = (w—1x)°%,. A métrica é dada por ds* = 2dr? =

2

O=ct,z' =2, 2 =y,

Adt? — dx? — dy? — dz?, a ordem das coordenadas é x
2% = z, e os pontos indicam derivadas em relacao a s.
O método consiste em continuar a eq.(1.1) ao ponto nao-fisico w = z(s+u)

mantendo z(s) fixo:

mi*(s +u) = e[Fl, (x(s+u)) + Flo, (w = (s + u),x(s))] 2, (s + u). (1.3)

13



Expandindo-se em série, tem-se as seguintes expressoes, em w = z(s + u):

1 1 5.
(s +u) = 2" + uit + iu%“—i— éu?’x"—i—... (1.4)
1 ,..
(s +u) :x'”+ui”+§u2x”+... (1.5)
(s +u) =" +uTh + ... (1.6)
1
R:u—i—éu%(,x”—i—... (1.7)
L L .
inuxf,m +6ux(,x +... (1.8)

Substituindo as eq.(1.4) — (1.8) na eq.(1.2), obtém-se:

1 1 ..
i = {@ (3 = 3") + 2 (37— iG) + o(u>] L)

Com isto, a eq.(1.3) é escrita como:

mit(s +u) = eFL, (v(s 4+ u))i, (s + u)+

1 1. 1 (1.10)
+ e? [—Zj“ + G (TH — it V) + Eg'c“jé”j,, + O(u)} .
Usando a relacdo #'%#, = —i”7, e a expansao (1.6), o lado direito da

eq.(1.10) pode ser reescrito como:

mit (s +u) = eFL, (v(s + u))i, (s + u)+

[ ) (1.11)

2 ...
—%i“(s +u) + 3 (T + i'%,5") + O(u) |,

+e?

ou:

2

2
(1 5 ) 7405 0) = B2 oot i s ) 5 (59 4 345,2°) 0L
Uu

(1.12)
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Renormalizando-se a massa e fazendo o limite u — 0, obtém-se a equacao de
Lorentz-Dirac:

2e? .. e e
Megpit = eFl, i), + % (TH 4 i+, 5") . (1.13)

’

E conveniente reescrever a equacao de Lorentz-Dirac como:

g, 2¢% (... el
gn = v | 2€ (a:“ + x—2x”x,,) , (1.14)
c

mc 3mc?

onde a partir daqui os pontos indicam derivada em relacao ao tempo proprio

T.

2¢?
3me3

O parametro b = representa o tempo necessario para a luz percorrer
uma distancia igual a dois tercos do raio classico do elétron, e vale aproxima-
damente 6,27 x 1072* segundos. Para intervalos de tempo longos comparados
a b, os efeitos de reacdo nao sao importantes. Apenas quando a forca exter-
na é aplicada rapidamente e durante intervalos de tempo da ordem de b, os
efeitos de reagao modificam consideravelmente o movimento. Por esta razao,
é licito desprezar a reacao a radiacao na maioria dos problemas de eletro-
dinamica. No entanto, os efeitos cumulativos podem alterar o movimento
das particulas durante longos periodos de tempo. Estes efeitos podem ser
calculados por meio de métodos analiticos aproximados.

Pode-se obter uma equacgao para a variacao da energia a partir da com-

. 52 .. 2,
ponente 4 = 0 da eq.(1.14) e usando-se as relagoes t = \/1 + &, t = —E—

15



. 2 2 2 2
e(a‘:’x:z‘:’) — & & —(.f 5:')

d :é’Z 2e2% - ¥ 2¢2

e mc? 1+—2—|—V(:E,y,z)—7.2 = ———F—=X

! ‘ 331+ & 3c3\/1+ %

D2 (1.15)
o (:i:’x:i:’)
x |& +~—7Z

Os dois primeiros termos sao, respectivamente, a energia relativistica e a
energia potencial associada as forcas externas. O terceiro termo representa
uma troca reversivel de energia por radiacao e ¢ denominado energia de ace-
leracao. O termo no lado direito da equacao é sempre negativo e representa

a perda irreversivel de energia por radiagao.

1.2 O problema das solucoes nao-fisicas

Uma vez que a eq.(1.14) contém derivadas de terceira ordem, além da posigao
e da velocidade, a aceleracao deve ser especificada como condicao inicial.
Consideremos o movimento unidimensional de uma particula sob a acao de

uma forga f(7) independente da velocidade [4]. Neste caso a eq.(1.14) se

reduz a:
.90 >
F b b = ff;) 1+ (1.16)
Definindo-se
(1) = ¢ sinh[w(7)/c], (1.17)
e substituindo-se na eq.(1.16), obtém-se:
mw — mbi = f(7). (1.18)

16



A solugao exata da eq.(1.18) é
T n,—7"/b

ir) = e/t {w(o) —/0 %dr’ } . (1.19)
Observa-se que no limite nao-relativistico, a grandeza w(7) se reduz a ace-
leracao i(t). Em geral, para um valor inicial qualquer w(0), w(7) cresce
indefinidamente com o passar do tempo, mesmo no caso em que a forga
externa é nula. Estes tipos de solucoes sao fisicamente inaceitaveis. Para
elimind-las, escolhe-se w(0) de modo que quando o tempo tende a infinito,

w(T) nao cresga indefinidamente a menos que haja uma forca correspondente.

Matematicamente, isto é expresso como

1 <
w(0) = %/0 e f(rdr . (1.20)
Substituindo a eq.(1.20) na eq.(1.19) obtém-se:
1 o ,
i) = / T F (Y dr (1.21)

A eq.(1.21) permite a seguinte interpretagao: quando os efeitos de reagao a
radiacao sao considerados, a aceleracao da particula num instante 7 depende
da forca que age sobre ela num tempo futuro. Este fenomeno é denominado
pré-aceleragao e aparentemente viola a causalidade. A partir das eq.(1.17) e

(1.21), obtém-se as expressoes finais para a velocidade e aceleracao:

(1) = ¢ sinh[T'(7)] (1.22)
. 1 e —('=7)/b ! /
mi(r) = 5/7 e | W p()dr’ cosh[T(r)] ,com  (1.23)
T(r) = sinh ! {@%% /0 F()dr + (1.24)
g /000 e TP+~ fE)ar

17



Ibison e Puthoff [8] obtiveram uma generalizacao da eq.(1.23) para trés

dimensoes:

- 1 OO 1 (r—71' D v ! /
miy(r) =3 [T OPRIORNOAE) . (129

onde R,” é um fator integrante, dado por

Up Uy U2 U3

u;y ug 0 0 v v
1 0 — <Cuu B U/}LC +U/05#ll> , (126)

U9 0 Uo 0 ¢

us 0 0 Ug
com ¢, = (¢,0,0,0), e R,” o inverso de R,” :

2
Ug —UpUq —UgU2 —UoU3

N 1 —UgU1 c? + U% U1 U2 UUs

—UpU2 U1Uo 02 + U% UaU3

—UglUs U Us usuz  C + ul

v
u,c
3

]' 2¢ v v v
:(m(c% — UyU —c#c)—l—Q .

) . (1.27)

Diante do comportamento nao usual da equacao de Lorentz-Dirac, seria
interessante testar experimentalmente sua validade. Nao foi encontrado ne-
nhum trabalho a este respeito. Comay [9] propoe um possivel experimento:
um elétron move-se em linha reta sob a acao de um campo eletrostatico pro-
duzido por uma casca esférica uniformemente carregada com dois pequenos
buracos. Se o movimento da carga obedece a equacao de Lorentz-Dirac, a

aceleragao varia continuamente quando a carga entra no interior da casca.

18



Logo o elétron deve possuir uma aceleragao nao-nula no interior da casca,
mesmo nao havendo campo elétrico. Uma outra proposta [10] consiste na ace-
leragao de um elétron por um pulso de laser ultra intenso (= 10?2 Wem ™ 2).
Os efeitos de reacao a radiacao poderiam ser medidos pela radiacao emitida
pelo elétron.

H& poucas solucgoes exatas para a equacao de Lorentz-Dirac, o que torna
necessario o uso de métodos numéricos na maioria das situagoes. Entretanto,
na integragao numérica direta surgem problemas: mesmo que houvesse um
modo de estabelecer a condicao inicial apropriada para a aceleragao, a so-
lugao numérica tende a ser “contaminada” pelas solucoes nao-fisicas devido
aos inevitaveis erros numéricos. Uma maneira de contornar esta dificuldade
consiste em impor a condi¢ao assintética lim,_,,, # = 0 e integrar no sentido
decrescente do tempo. Deste modo as solucoes nao-fisicas sao automatica-
mente amortecidas. Porém sua aplicabilidade é limitada pela dificuldade
em conhecer o estado de movimento no limite 7 — oo em situacoes gerais.

Assim, deve-se procurar por uma abordagem alternativa.

1.3 O método de reducao de ordem

Nesta abordagem [11], assume-se que a equacao de movimento seja de segun-
da ordem:

i :fﬂ(’r,l‘,j?,b), (128)
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onde &* satisfaz a equacgao de Lorentz-Dirac:

ogr | ogr ., | O¢
B fu v
&= +b<87’ +8x”x (nd

& + ”if”) , (1.29)

eF'* g,

—=2_ A fim de eliminar as solugoes nao-fisicas, usa-se

onde se usou f* =
uma observacao feita por Bhabha [12], de que esses tipos de soluc¢ao tornam-

se singulares no limite b — 0. Assim, impondo-se a condic¢ao

lim&* = fH (1.30)

b—0

as solucoes nao-fisicas sao eliminadas.
Pode-se construir a partir da eq.(1.29) uma série de aproximacoes suces-

sivas &* = ¢#, (n=0,1,...) dada por:

=g = f* (1.31)

afr  of*
:E“Zﬁf:f‘“rb(aj; +6£yaz afyf”+ qu2> (1.32)

== b (G g et

O limite desta sucessao, se existir, satisfaz as condigoes (1.29) e (1.30). Na
pratica, usa-se uma das aproximagoes para n finito.

Uma justificativa rigorosa para a eliminacao das solugoes nao-fisicas por
meio da redugao de ordem foi apresentada por Chicone et al [13]. O tra-
tamento exato dos efeitos de retardo no movimento de particulas envol-
ve equacoes de retardo. Quando os parametros de retardo sao pequenos,
assume-se a existéncia de um atrator para estes tipos de equacao, e a res-
tricao da equacgao no atrator equivale a um sistema de equacoes diferenciais

de primeira ordem. Este sistema corresponde ao modelo fisico “correto”. Por
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outro lado, a equacao de retardo pode ser expandida em série de poténcias
dos parametros de retardo, e truncando-se a série até ordem N, obtém-se
um sistema de equacoes diferenciais de ordem N. Este sistema, por sua vez,
equivale a um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem que possui
variedades estaveis e instaveis. As solucgoes fisicas do sistema sao assintotica-
mente atraidas para a variedade estavel e as nao-fisicas sao assintoticamente
repelidas pela variedade instdavel. Num sistema de coordenadas apropria-
do, o sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem obtido a partir do
sistema de ordem N coincide até ordem N com o sistema de equagoes di-
ferenciais de primeira ordem referente a equacao de retardo, e, portanto, é
uma aproximacao do modelo fisico “correto”.

Dois comentdrios sobre as assercoes acima sao importantes: nao foi dada
ainda uma prova matematica rigorosa da validade das mesmas para equacoes
de retardo gerais; e quando os parametros de retardo nao sao pequenos, po-
dem surgir comportamentos dinamicos nao previsiveis por meio das equacoes

obtidas a partir da reducao de ordem.

1.4 A superficie critica da equacao de Lorentz-
Dirac

Recentemente, Spohn [14] mostrou que o fluxo de solucoes da equagao de
Lorentz-Dirac possui um comportamento semelhante ao fluxo de solucoes do

grupo de renormalizacao em fenomenos criticos. As solugoes fisicas perten-
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cem a uma superficie critica que contém pontos fixos atrativos cuja locali-
zagao depende de F'*”. Fora da superficie critica, a solucao cresce exponenci-
almente. Como consequiéncia, a variedade critica é uma superficie no espaco
de fases da forma i* = h*(z*,£%). Assim, dadas as condigdes iniciais para
a posicao e velocidade, existe apenas uma solucao na superficie critica e es-
ta satisfaz a condicao assintética lim,_,, ## = 0. Além disso, o movimento
na superficie critica pode ser descrito por uma equacao efetiva de segunda
ordem.

O fato de, na equagao de Lorentz-Dirac, o termo de derivada de ordem
mais alta ser multiplicado por um termo pequeno, torna adequado seu estudo

por meio da teoria de perturbacao singular. Definindo-se:

vy ="
Yie) = "
yé) = "Eua

a equacao de Lorentz-Dirac é expressa como um sistema de EDOs de primeira

ordem:
ity =l (134
Uie) = Yo (1.35)
v i
€Yz) = MY(3) — % - G%yé)y(g)y, (1.36)
onde € = % é uma grandeza pequena. Calculemos a divergéncia do fluxo do
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sistema acima:

o ., o o m Yg O
g+ gy + Pl = — — = (ytn yey)
Oyt "V Oyl Oy e ayfy

m yé)y(:’a)u

My
€ c?

=25
€

Como a divergéncia é sempre positiva, o fluxo de solucgoes diverge.
Introduzindo-se uma escala £ = I, o sistema (1.34) — (1.36) pode ser

reescrito como:

M
dZé” = €U (1.37)
w
dz(;) = Y (1.38)
A v p
dz?) — myé) — % — e%yé)y@)w (1.39)
Tomando-se € = 0, as eq.(1.37) — (1.39) fornecem:
"
dz(gl) =0= yﬁ)(w) = Y0
u
dz(;) =0= yé)(w) - yéo)
I v
dz?) = M) e}micy(%)y = my(s) = 1" (Y(i0): Y(oo))- (1.40)

Devido ao comportamento divergente do fluxo do sistema (1.34) — (1.36),
a superficie #* = h*(z*,£%) é formada exclusivamente por pontos fixos re-
pulsivos. Se ##(0) # h*(z“(0),£*(0)), a solugao cresce exponencialmente.

Neste sentido a superficie ## = h*(z®, &) é critica. Por um resultado da
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teoria de perturbacao singular, a superficie critica ainda existe para ¢ # 0 e
possui a forma ## = h¥*(z®, £%).

Para verificar que a condicao assintotica para a aceleracao determina
Z"(0), convém utilizar a equagao do balanco de energia (1.15). Integrando

ambos os lados da eq.(1.15) em relacdo ao tempo préprio, tem-se:

oo

z —7.2 —
303\/1+f—2 o
303/ \/r o

Como na superficie critica a aceleracao é limitada, o termo de energia de

(1.41)

aceleragao no lado esquerdo da eq.(1.41) também é limitado, donde se conclui

que

00 1 .
— ———|dr <o (1.42)
0 ol c
1+ %

na superficie critica. Esta condicao é satisfeita apenas se a condicao as-
sintotica lim,_, ., #* = 0 for valida. Fora da superficie critica a aceleracao di-
verge. Logo, dadas as condigoes iniciais z#(0) e ©*(0), a condigao assintética

determina unicamente #*(0) na superficie critica.
Resta ainda obter a equacao efetiva de segunda ordem na superficie

critica. Adotando Z* = h¥(z® %) = hf + eh! + O(€?), substituindo na
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equagao de Lorentz-Dirac e igualando as mesmas poténcias de €, tem-se:

mhlt = SFmg,, (1.43)
c
. TH e OFM e?
wo_ v _ o v 30
mhl = hO + gh[]ho'/ = %Wﬂ) Xy, + 22 (Fu Fu To+
jj# 4% [ .
—i-gF F, xax(,> ) (1.44)

Assim, a equacao efetiva de segunda ordem é dada por:
e OFM e?

.. (& . P
mit = -F"g, +¢€|— 2z, + >
c me 0% m2c

TH
<F“F:c n —ZFFx:cﬂ
C
(1.45)

E interessante notar que esta equacao efetiva concorda com a obtida aplicando-

se o método de reducao de ordem discutido na secao 1.3.

1.5 Analise de um exemplo sob varios pontos
de vista

O problema do movimento do oscilador harmonico com reacao a radiacao
no limite nao-relativistico pode ser resolvido exatamente. Com esta solucao,
pode-se obter uma equacao exata para a superficie critica. Os resultados
serao entao comparados com os obtidos com o método de reducao de ordem
(secao 1.3).

O movimento com reagao a radiacao de uma particula carregada cu-
ja freqiiéncia angular na auséncia de amortecimento seja w é descrito pela
equacao

d*x d*x

2
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2e2
3me3”

com b = A solugao exata da eq.(1.46) é dada por:
z(t) = c1e™" + e (cy cos(anit) + c3 sin(ayt)), (1.47)

onde cy, ¢9, c3 sao constantes que dependem das condicoes iniciais, e

1
o= o (14874577 (1.48)
1 71/3 -1
p=—(1—L1— 4713 1.49
o =5 (1- 2 -1 (1.9
V3 _
Qg — E (51/3 - B 1/3) (1-50)
2 [ 27
B=1+ ;waQ + 3v/3wby /1 + szbz (1.51)
v = 8 4 108w?h* + 12v/3wbV4 + 27w2)? (1.52)

A partir da solugao (1.47), obtém-se imediatamente as expressoes para a

velocidade e aceleracao:

l‘(t) = alclealt + (02&27« + C3Olgi)6a2Tt COS(CYQit) + (03012,« — Cgagi)eaZTt Sin(&git)
(1.53)

i(t) = aleie™! + [cz(agr — agi) + 203a2,«a2,~] e cos(auit) + [c;;(agr — agi)—

—2620127«&21'] et sin(a%t). (154)

Em termos das condigoes iniciais £(0) = g, ©(0) = &9 e #(0) = &y, as
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constantes cq, cs, c3 sao dadas por:

2 2 .. .
Ty (a3, + az;) + o — 200,20

' (a; — C¥2r)2 + a3 ( )

_ Tpoy (a1 — 20,) — Eo + 209,09

(1.56)

&)
(a1 — az,)” + a3,

— [moo (a1ag, — 03, + 03;) + &g (a1 — agy) + Fg (03, — af — a3;)]

C3 —
a; [(on — az)’ + a3,

(1.57)

As eq.(1.47) e (1.53) formam um sistema linear em relagao as fungoes
e®2rl cos(agt) e e*sin(ay;t). O determinante da matriz dos coeficientes
A = ay;(c3 + ¢3) serd diferente de zero a nao ser que ¢y = c3 = 0, mas este
caso nao possui interesse, uma vez que as solucoes fisicas seriam anuladas.
Logo o sistema linear possui solucao tnica. Substituindo-se a solucao do

sistema linear na eq.(1.54) e simplificando, obtém-se:

B(t) =1 [(on — aor)” + o] € + 20,8 — (a3, + o). (1.58)

Como a; > 0, o termo e™!

é responsavel pelo crescimento exponencial da
aceleracao. Para satisfazer a condigao assintotica lim;_,o, & = 0 deve-se impor

c1 = 0. Neste caso a eq.(1.58) se reduz a
B(t) = 20,4 — (a2, + a?)z. (1.59)

A eq.(1.59) determina a superficie critica. Dados z(0) e %(0), a eq.(1.59)
determina unicamente o valor da aceleracao inicial na superficie critica. A
eq.(1.59) é uma EDO de segunda ordem; como — (a3, + a3;) < 0 e ay, <0,

trata-se da equacao de movimento de um oscilador harmonico amortecido.
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aceleragao

2+ 4
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Figura 1.1: Aceleragao em funcao do tempo com condigoes iniciais z(0) = 1
unidade de comprimento, w = 27 rad/(unidade de tempo), v(0) = &(0) = Oc
(curva continua) e v(0) = £(0) = +1 x 107'% (curvas tracejadas) (1 unidade
de comprimento = 2,818 x 1071 m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 10~%* s,

1 unidade de velocidade = velocidade da luz no véacuo).

Note-se que a equacgao efetiva de segunda ordem neste caso pode ser obtida
exatamente.

A figura 1.1 mostra as curvas da aceleracao em funcao do tempo com as
condicdes iniciais #(0) = 1 unidade de comprimento e w = 2 rad/(unidade
de tempo) (1 unidade de comprimento = 2, 818x 107" m, 1 unidade de tempo
=9,399 x 10~ 2* 5, 1 unidade de velocidade = velocidade da luz no vdcuo). A
curva continua foi obtida com a eq.(1.59) e velocidade inicial #(0) = Oc, e as

curvas tracejadas utilizando as eq.(1.54) e eq.(1.55) — (1.57) com as mesmas

condicoes iniciais para posicao e aceleracao, mas com velocidades iniciais
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X(0)=1+1x10"10
4l 1 x(0)=1-1x107"0 -

aceleragao

4 b 4

Figura 1.2: Aceleragao em fun¢ao do tempo com condigoes iniciais #(0) = Oc,

w = 2 rad/(unidade de tempo), #(0) = 1 unidade de comprimento (curva
continua) e z(0) = (1 £ 1 x 107'%) unidades de comprimento (1 unidade de
comprimento = 2,818 x 1071 m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 1072 s, 1

unidade de velocidade = velocidade da luz no vécuo).

+1x107 . Para construir as curvas mostradas na figura 1.2 variou-se o valor
da posicao inicial z(0) = 1 unidade de comprimento, z(0) = (1 +1 x 1071°)
unidades de comprimento e manteve-se fixos os valores iniciais da velocidade.
Em ambos os casos isto equivale a tomar um conjunto de condicoes iniciais
ligeiramente fora da superficie critica. Apesar desta pequena diferenca, a
aceleracao nas duas situacoes diverge a partir de um certo instante de tempo.
Este exemplo ilustra a instabilidade da superficie critica, uma vez que é
constituida por pontos fixos repulsivos.

As figuras 1.3 e 1.4 mostram as curvas de aceleracao em funcao do tem-
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aceleracao

6 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 1.3: Solugcdo numérica da equacao de movimento do oscilador
harmonico com reagao a radiagdo (1.46) com condigoes iniciais z(0) = 1
unidade de comprimento, w = 2 rad/(unidade de tempo), v(0) = #(0) = Oc
(curva continua) e v(0) = #(0) = £1 x 10~ % (curvas tracejadas) (1 unidade

de comprimento = 2,818 x 107'® m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 1072* s,

1 unidade de velocidade = velocidade da luz no vécuo).
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po com as mesmas condicoes iniciais que as usadas nas figuras 1.1 e 1.2,
respectivamente, mas calculadas por meio da solugado numérica da eq.(1.46)
utilizando-se o algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg de 4* - 5* ordem. Nova-
mente observa-se um comportamento divergente da aceleracao com condigoes
iniciais fora da superficie critica. Mesmo tomando-se o valor da aceleracao ini-
cial de acordo com a eq.(1.59) com dezesseis algarismos, as curvas continuas
das figuras 1.3 e 1.4 divergem a partir de aproximadamente 16 unidades de
tempo ou 3,4 periodos do movimento nao amortecido. Na integragao dire-
ta da eq.(1.46), a contribuicao das solugdes nao-fisicas cresce rapidamente
devido aos erros de arredondamento.

Finalmente resolveu-se a eq.(1.46) pelo método de reducao de ordem.

Neste caso as aproximagcoes sucessivas consistem em EDOs de 2* ordem [11]
i ==y —wiz ,n=0,1,.. (1.60)
cujos coeficientes sao dados pelas relacoes de recorréncia

Y =0

Wy = = b, (1.61)

Y1 = b (wi - %ZL)

A figura 1.5 mostra a solugao exata (1.59) (curva continua) e as aproxi-

magoes sucessivas com n = 20 e n = 30 e condigdes iniciais (0) = 1 unidade

de comprimento, #(0) = Oc e wy = 2 rad/(unidade de tempo). Neste caso

a convergéncia é bastante lenta, mas em [11] é provado que as aproximagoes

sucessivas convergem para a eq.(1.59) desde que bwy < 0, 95.
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X(0)=1+1x10"1
x(0)=1-1x1070 ——--—-

aceleracao

I
6 1 1 1 1 1 i 1 1

Figura 1.4: Solucdo numérica da equacao de movimento do oscilador
harménico com reacao a radiagdo (1.46) com condigoes iniciais #(0) = Oc,
w = 2 rad/(unidade de tempo), #(0) = 1 unidade de comprimento (curva
continua) e x(0) = (1 £1 x 1071%) unidade de comprimento (curvas trace-
jadas) (1 unidade de comprimento = 2,818 x 1075 m, 1 unidade de tempo

=9,399 x 10~ 2* s, 1 unidade de velocidade = velocidade da luz no vécuo).
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Figura 1.5: Solucao da equagao de movimento do oscilador harmonico com
reagao a radiacdo (1.46) pelo método de reducao de ordem. Curva continua:
solucao exata, curvas tracejadas: aproximacoes sucessivas com n = 20 e
n = 30. Condi¢oes iniciais: x(0) = 1 unidade de comprimento, ©(0) = Oc
(1 unidade de comprimento = 2,818 x 107" m, 1 unidade de tempo =

9,399 x 10~2* 5, 1 unidade de velocidade = velocidade da luz no vécuo).
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Rl

ex107" |

U S

5x107"1 |

A aceleragdo
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Figura 1.6: Mddulo da diferenca entre as aceleracoes com condicoes iniciais
z(0) = 1 unidade de comprimento, v(0) = #(0) = +1 x 107'% e a aceleragao
com condicoes iniciais z(0) = 1 unidade de comprimento, ©(0) = Oc. As
solucoes foram calculadas numericamente a partir da equacao de movimento
obtida pelo método de reducao de ordem (1.60) com n = 30 (1 unidade de

comprimento = 2,818 x 107! m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 1072* s, 1

unidade de velocidade = velocidade da luz no vécuo).
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As equagoes de movimento (1.60) sdo estaveis em relacdo a pequenas va-
riacoes nas condicoes iniciais e erros de arredondamento numérico. Resolveu-
se numericamente a eq.(1.60) com n = 30 e condigoes iniciais z(0) = 1 unida-
de de comprimento, #(0) = +1 x 107'%. Na figura 1.6 apresenta-se o médulo
da diferenga entre as aceleragoes com z(0) = £1 x 107'% e a aceleragiao com
#(0) = Oc em fungao do tempo. Ao contririo das situagoes anteriores, as
diferencas entre as aceleracgoes sofrem um amortecimento com o aumento do
tempo.

Em resumo, mesmo que se consiga determinar analiticamente a forma
da superficie critica (sem resolver as equacoes de movimento), e conseqiien-
temente a condicao inicial para a aceleracao, a solucao numérica direta da
equacao de Lorentz-Dirac permanece inviavel, uma vez que seria necessario o
conhecimento das condigoes iniciais e processamento numérico com precisao
infinita para evitar a contaminacao da solucao numeérica pelas solugoes nao-
fisicas. Por outro lado, a solucao das equacoes de segunda ordem oriundas
do método de reducao de ordem nao sofrem deste inconveniente, embora nao

haja garantias de que a redugao de ordem convirja em todos os casos.

1.6 Aplicacoes

Utilizou-se o método de reducao de ordem no estudo de alguns problemas
simples envolvendo reagao a radia¢do. Os termos da sucessao (1.31) — (1.33)
foram calculados analiticamente em cada caso e as correspondentes equacoes

diferenciais de segunda ordem foram resolvidas numericamente usando-se os
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algoritmos de Runge-Kutta e Bulirsch-Stoer [15]. As soluges das aproxi-
macoes foram comparadas entre si a fim de verificar a convergéncia. As

unidades de medida usadas foram as seguintes:

e unidade de carga: carga do elétron = 1,602 x 107 C
e unidade de massa: massa de repouso do elétron = 9,109 x 103! kg
e unidade de comprimento: raio cldssico do elétron = 2,818 x 1075 m

e unidade de tempo = 9,399 x 1072 s

Nestas unidades, a velocidade da luz é numericamente igual a 1.

1.6.1 Movimento unidimensional com forca externa de-
pendente do tempo

Seja um elétron submetido a uma forca externa periddica dependente do
tempo da forma f(7) = f,sin(w7). O movimento na dire¢ao do eixo = é

descrito pelas equagoes

= %sin(uﬁ)i +b [m + % (P — xQ)] (1.62)
ct = % sin(wr)% + b [x + z (Pt — xQ)] . (1.63)

Neste caso a solu¢do exata pode ser calculada por meio das eq.(1.22) e (1.23):

&(7) = ¢ sinh[T'(7)] (1.64)
wy Job :
i(r) = PR cosh[T'(7)] [sin(wT) + bw cos(wT)] , com (1.65)
T(7) = sinh ! {x(c())] + mcw(lf—oi— ) [1 — cos(wT) + bw sin(wT)].
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Figura 1.7: Posicao (z) em funcao do tempo préprio para uma particula

27

£;7) unidades de forca com

submetida a uma forca externa f = 0,5sin(
x(0) = 0 unidades de comprimento e £(0) = Oc (1 unidade de comprimento
= 2,818 x 107'® m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 1072* s, 1 unidade de

velocidade = velocidade da luz no vécuo).

A solugao numérica obtida com o método de reducao de ordem pode ser
comparada com a solucao exata. As figuras 1.7 a 1.9 mostram, respecti-

vamente, as curvas de posicao, velocidade prépria e aceleracao prépria em

2r

£;7) unidades de forga, x(0) = 0

fungao do tempo préprio com f = 0,5 sin(
unidades de comprimento e #(0) = 0Oc. A solugao calculada pelo método
de redugao de ordem corresponde a seqiiéncia (1.31) — (1.33) com n = 2.
Mesmo com esta ordem de aproximacao, as figuras mostram que a solucao

obtida deste modo estd muito préxima da solucao exata. A solucao corres-

pondente a n = 3 nao é distingiiivel da solucao exata na escala dos graficos
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sem reagéo
sol. exata com reacao
reducdo de ordem o

velocidade propria

tempo préprio

Figura 1.8: Velocidade prépria em funcao do tempo préprio para o movi-

mento mostrado na figura 1.7.

0.8
sem reagao

sol. exata com reacdo
reducdo de ordem o

aceleragao propria

tempo préprio

Figura 1.9: Aceleracao propria em funcao do tempo préprio para o movi-

mento mostrado na figura 1.7.
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apresentados.

1.6.2 Movimento unidimensional com forca externa cons-
tante

-
No caso de um campo elétrico constante E = £&, os primeiros dois conjuntos

de termos das aproximacoes sucessivas sao:

ct =& = ;—ix (1.66)
P=& = ;—ici (1.67)
o =¢ = ;—ix % [ci + 2—; (&* — CQiZ):| (1.68)
i=€ = ;—ict' + % {x + % (& — 021,[2):| (1.69)
Substituindo-se a relagio @2 — c%2 = —c? em (1.68) e (1.69) obtém-se no-

vamente (1.66) e (1.67). Neste caso, as equagoes de movimento com e sem
reagao sao as mesmas. A mesma conclusio chega-se a partir da condigao
(1.20).

Isto significa que uma carga uniformemente acelerada nao irradia? Esta
questao gerou controvérsias. Em 1909 Born [16] publicou um artigo sobre
o movimento relativistico de uma carga uniformemente acelerada. Pauli, a
partir deste artigo, concluiu que uma carga neste estado de movimento nao
emite radiacao [17]. Schott [18], num trabalho independente do de Born,
concluiu que ha radiagdo. Bondi e Gold [19] modificaram o tratamento ma-

tematico feito por Born, e argumentaram que a modificacao implicava em
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emissao de radiac¢ao. Fulton e Rohrlich [20] analisaram o problema em deta-
lhe. Utilizando a eletrodinamica classica, invariancia de Lorentz e admitindo
a validade da equacao de Lorentz-Dirac, mostraram que uma carga unifor-
memente acelerada irradia a uma taxa nao nula constante e que a anulagao
da forca de reacao nao implica necessariamente em auséncia de radiacao.
A eq.(1.15) aplicada ao movimento uniformemente acelerado na direcao x

fornece:

2 | i(r)i (0)é
T(r) = T(0) + VIz(r)] = V[#(0)] = 55 L \/1 el \/ 702
+ = L+ =5

T 2
_ / S —
0 /1 + I(ZQ)

onde se representou a energia relativistica por 7. O primeiro e segundo ter-

(1.70)

mos do lado direito da eq. (1.70) representam a energia de acelera¢ao. Em
geral, quando o movimento é periddico, estes termos se cancelam e a va-
riacao da energia cinética + potencial ocorre apenas devido ao ultimo termo
da eq.(1.70). Nestes casos, todo o trabalho realizado pela for¢a de reagao
corresponde a energia emitida por radiagao. Por outro lado, o movimento
em questao nao é periédico. A aceleracao constante implica que o trabalho
total realizado pela forca de reagio se anula. Pela eq. (1.70), a energia emiti-
da por radiacao deve se igualar a energia de aceleracao para que isto ocorra.
De alguma maneira, a energia de aceleracao consiste numa “energia inter-
na” da particula carregada que é transformada em radiacao, sem no entanto

alterar a energia cinética + potencial. Esta interpretacao pode nao parecer
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satisfatoria sob o ponto de vista fisico, mas esta baseada na equacao de mo-
vimento (1.14). Se esta for rejeitada, entao nao é possivel qualquer tipo de
discussao a respeito da influéncia da emissao de energia sobre o movimento,
uma vez que nao ha outra equacao de movimento disponivel.

De acordo com Sciama et al. [21], a for¢a de reagdo a radiagdo age,
durante os periodos inicial e final de aceleracao nao-uniforme, de tal maneira
a assegurar que o trabalho realizado pela for¢a externa durante a aceleragao
constante seja igual a soma da variacao da energia cinética da carga com a
energia irradiada.

H&a ainda uma outra discussao relacionada ao principio da equivaléncia
[20]. Uma vez que a equagao de movimento de uma carga uniformemen-
te acelerada nao difere da de uma particula neutra quando aceleradas por
forcas nao-eletromagnéticas, ambas seguirao a mesma trajetéria num campo
gravitacional homogeéneo. Uma particula neutra em queda livre num campo
gravitacional homogéneo se comporta para um observador também em que-
da livre como uma particula em repouso num referencial inercial, de acordo
com o principio da equivaléncia. Mas se a particula estiver carregada, o ob-
servador pode detectar a presenca do campo gravitacional pela radiagao da
particula: se houver radiacao ele sabera que ambos estao em queda num cam-
po gravitacional; caso contrario ele e a particula se encontram numa regiao
do espaco livre de forcas.

Para Fulton e Rohrlich esta aparente contradicao com o principio da equi-
valéncia é resolvida quando se considera a medida de radiacao. A radiacao é

definida pelo comportamento do campo a grandes distancias da fonte. Assim,
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um observador que queira detectar a radiacao emitida pela particula carre-
gada nao pode fazé-lo nas proximidades da geodésica da particula. Mas o
principio da equivaléncia somente tem validade local, enquanto a observagao
de radiagao ¢ um procedimento nao-local. Logo o observador em queda livre
junto a particula nao pode determinar se ha de fato emissao de radiacao.
H& ainda um outro critério para se determinar a existéncia de um campo
de radiagao: a radiagao emitida por uma carga é observada quando existe
aceleracao relativa entre o observador e a carga. Segundo este critério, um
observador num referencial co-acelerado em relacao ao referencial da carga
nao observa radiacao. No caso em que o observador e a carga estao em
queda livre num mesmo campo gravitacional estatico e homogéneo, nao ha
aceleracao relativa entre ambos, logo o observador nao detecta radiagao. Es-
ta conclusao concorda com a anélise feita por Boulware [22], de que toda a
radiacao emitida pela carga encontra-se numa regiao do espago-tempo ina-
cessivel ao observador no referencial co-acelerado. A interpretacao quantica
da radiacao emitida por uma carga uniformemente acelerada envolve o efeito

Fulling-Davies-Unruh, e serd abordada na secao 1.7.

1.6.3 Movimento bidimensional com forga externa cons-

tante

Consideremos o movimento no plano xy de um elétron submetido a um campo
elétrico constante B = £&. As figuras 1.10 a 1.13 mostram os resultados

usando-se os seguintes parametros: £ = 0,01 unidades de campo elétrico (1
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sem reagao
com reagao

30 | b

20 A

1 1 1 1
0 2x10° 4x10° 6x10° 8x10° 1x10°

Figura 1.10: Alteracao da trajetoria do elétron devido a reacao a radiacao
num campo elétrico E = 0,012 unidades de campo elétrico e condicoes inici-
ais £(0) = y(0) = 0 unidades de comprimento, (0) = Oc, §(0) = 0,100503¢
(1 unidade de comprimento = 2,818 x 107 m, 1 unidade de tempo

=9,399 x 10"2* s, 1 unidade de campo elétrico = 1,814 x 10%° N/C).

unidade de campo elétrico = 1,814 x 10?° N/C), x(0) = y(0) = 0 unidades
de comprimento, £(0) = Oc, §(0) = 0,100503c e termos da sucessao (1.31) —
(1.33) com n = 2.

Apesar de a trajetéria do elétron ser aparentemente pouco modificada
pela perda de radiacdo (figura 1.10), a energia E = mc*t — e€x (figura 1.11)
diminui bastante durante o percurso. A figura 1.12 mostra o componente
y da aceleracao em funcao do tempo préprio. Observa-se uma aceleracao
negativa (diminui¢ao da velocidade) nesta diregao, apesar de nao haver forga

externa nesta direcao.
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sem reagao
com reagao

Energia (unidades de energia)
o
~
T

03 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

tempo préprio

Figura 1.11: Variacao da energia em funcao do tempo proprio para o movi-

mento mostrado na figura 1.10 (1 unidade de energia = 8,188 x 1074 J).

1x1078 T T T T T T T T T ~
sem reagao
com reagao

~1x107 | B

—2x107 | B

T

-3x107®

aceleragéo(y)

—4x107 1 B

T

-5x1078

T

-6x107°

_7x1078 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

tempo préprio

Figura 1.12: Aceleracao na direcao y em funcao do tempo préprio para o

movimento da figura 1.10.
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Energia (unidades de energia)

0.3

1 1 1 1
0 2x10° 4x10° 6x10° 8x10° 1x10°

Figura 1.13: Energia em funcao da coordenada = para movimento com forca
externa constante e varias condigoes iniciais dos componentes da velocidade.
Os angulos referem-se ao angulo polar do vetor velocidade em 7 = 0 (1
unidade de comprimento = 2,818 x 107 '° m, 1 unidade de energia = 8, 188 x

101 7).

A figura 1.13 indica a variacao da energia E com a posic¢ao para varias con-
digoes iniciais da velocidade: #(0) = (0, 100503 cos#)c e y(0) = (0, 100503 sin )c,
sendo € o angulo polar. Nota-se que quanto maior o angulo formado entre a
direcao da velocidade inicial e a direcao da forca externa, maior é a quanti-

dade de energia perdida por radiacao.

45



1.6.4 Campo magnético constante

As equacoes de movimento de um elétron num campo magnético homogéneo

e estatico B = B2 sio dadas por :

mei = 2 [+ £ (@ — 52— ) (L.71)
3c? c
. eB . 262 T 29 ) )
mx:—7y+@[x+g(ct—x — i) (1.72)
.eB. 2 [ U oy
my:7x+@[y+g(ct—x — i) (1.73)

As solucoes numéricas foram calculadas com os parametros:

e B =1 x 107!? unidades de campo magnético (= 6,0 x 10* Gauss),

#(0) =0, 4(0) =1 x 10°

e B =1 x 107" unidades de campo magnético (=~ 6,0 x 10* Gauss),

i(0) = 0, §(0) =2 x 10°

Estas intensidades de campo magnético podem ser obtidas por meio de imas
refrigerados a agua. As figuras 1.14 e 1.15 mostram, respectivamente, a
trajetoria e a energia relativistica do elétron para o primeiro conjunto de
parametros, e as figuras 1.16 e 1.17 as mesmas grandezas para o segundo
conjunto de parametros.

Observa-se que nestes dois casos os efeitos de reacao a radiacao alteram
significativamente o movimento das particulas. A maior parte da energia é
perdida durante os primeiros instantes do movimento. Outro fato notavel é
a mudanca do centro da circunferéncia da trajetéria com o tempo. As figuras

1.18 e 1.19 mostram este efeito para a trajetoria da figura 1.14.
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campo B = 6x10° Gauss
1x10'8 T T T

sem reagao ---------
com reagao

8x10'"
6x10'7 |
ax10'
2x10"7 *

> ofF

—2x10"7 A
—4x10'7 | A
—ex10' .

—8x10"7 1

_1x10'8 1 TRLEE e R !
~1x10"®  _7x10'7  -3x10"7 0 3x10"7  7x10"  1ox10'7

X

Figura 1.14: Alteracao da trajetoria do elétron devido a reagao a radiagao
num campo magnético B = 6 x 10*> Gauss e condigoes iniciais z(0) = 1x 108
unidades de comprimento, y(0) = 0 unidades de comprimento, #(0) = 0,
y(0) =1 x 10° (1 unidade de comprimento = 2,818 x 107'> m, 1 unidade de
tempo = 9,399 x 107* s).
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campo B = 6x10° Gauss
1x108 T T T T T T T T

T
!

9x10°

8x10° B

T
!

7x10°

T
!

6x10°

5x10° | B

4x10° | B

Energia (unidades de energia)

T
!

3x10°

T
!

2x10°

1x105 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1x10'®  2x10'®  3x10"®  4x10'® 5x10'® 6x10'® 7x10"® 8x10'® 9x10'®
coordenada tempo t

Figura 1.15: Energia em funcao da coordenada tempo ¢ para a trajetdria

mostrada na figura 1.14 (1 unidade de energia = 8,188 x 1074 J).

No caso em que a perda de energia por ciclo for pequena, é possivel obter
uma expressao aproximada para o raio em funcao do tempo. A solucao das

equagoes (1.71) — (1.73) sem o termo de reacao a radiacao ¢é :

x(7) = rcos (wT) (1.74)
y(7) = rsin (w7) (1.75)
1202
t=1/1+ > (1.76)
onde w = €8 ¢ r é o raio da trajetéria. Utilizando as eq.(1.74) e (1.75) na
eq.(1.15) tem-se:
dE 2e’r2w? r2w?
=" /1 1.
dr 3c3 * c? (1.77)

Fazendo a média da energia sobre um periodo do movimento, tem-se £ =

2,2 ~ . . . ~ ,
mc?y /1 + ~5-. A equagao diferencial do raio em funcao do tempo é dada
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campo B = 6x10* Gauss
2.0)(1017 T T T T T

sem reagao ---------
com reagao

T
1

1.5x10"7

1ox10”7 | A

T
1

5.0x10' |

-5.0x10" [ H
“1ox10" b A

-15x10"7 F N

17 \ R
-2.0x10
—2.0x10"7 -1.3x10"7 -6.7x10'® 0

X

R 1
6.7x10'® 1.3x10"7 2.0x10"7

Figura 1.16: Alteracao da trajetoria do elétron devido a reagao a radiagao
num campo magnético B = 6 x 10* Gauss e condigoes iniciais z(0) = 2 x 10'7
unidades de comprimento, y(0) = 0 unidades de comprimento, #(0) = 0,
y(0) =2 x 10% (1 unidade de comprimento = 2,818 x 107'> m, 1 unidade de
tempo = 9,399 x 107* s).
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campo B = 6x10* Gauss

2.0x10° T T T T T
1.8x10° | g
1.6x10°
o 6
T 1.4x10
3
& 6
® 1.2x10
3
@
3 6
] 1.0x10
=4
5 5
s 8.0x10
>
° 5
i 6.0x10
4.0x10°
2.0x10°
0 1 1 1 1 1
0 50x10"®  1.0x10"7  1sx10"7  20x10"7  25x10"7  3.0x10"7

coordenada tempo t

Figura 1.17: Energia em funcao da coordenada tempo ¢ para a trajetoria

mostrada na figura 1.16 (1 unidade de energia = 8,188 x 1014 J).

campo B = 6x10° Gauss
3.5x10"7 T T T T T T T T
L]
L]
3.0x10"7 - B
L]
17 | -
2.5x10 . . . . A
L]
L]
L]
2.0x10'7 B
g
H
8
1.5x10"7 B
L]
1.0x10"7 B
5.0x10"6 |- 4
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1x10"® 2x10"® 3x10"® 4x10'™® 5x10'™® 6x10'® 7x10'® &x10'® ox10'®
coordenada tempo t

Figura 1.18: Coordenada z do centro em funcao da coordenada tempo ¢ para

a trajetoria mostrada na figura 1.14.
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campo B = 6x10° Gauss
3.0x10'7 T - T T T T T T

25x10'7 n n = "I L I 4

2.0x10"7 e

T
!

1.5x10"7

Yeentro

1.0x10"7 B

T
!

5.0x10'®

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1x10"® 2x10" 3x10"® 4x10'® 5x10'™® 6x10'® 7x10'® &x10'® ox10'®
coordenada tempo t

Figura 1.19: Coordenada y do centro em funcao da coordenada tempo ¢ para

a trajetoria mostrada na figura 1.14.

por

dr  dr dE dr 2e%rw? r2w?
M et N | 1.78
dt dFE dr dt 3me3 + 2’ ( )

cuja solu¢ao com a condigao inicial r(t = 0) = ry é:

c 1 1 2e%wt
)= —|—5——1 W = arctanh .
r(t) w V tanh®* W o arctat r2w? - 3mc?

14
(1.79)

A comparagao entre o raio previsto pela eq.(1.79) e o obtido pela solugao
numérica a partir da reducao de ordem é mostrado na figura 1.20. Usou-se
B = 3 x 10* Gauss, §(0) = 1 x 10* (0,999999995¢), durante um intervalo
de tempo equivalente a 95 revolucoes. Apesar da energia inicial elevada, a
solucao aproximada concorda bem com o resultado numérico, sendo que a

diferenca relativa no final do tempo considerado é da ordem de 0, 03%.
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B = 3x10* Gauss
2.00x10"® T T T T T

solugdo analitica
solugdo numérica  ©

1.95x10"® B

1.90x10"® E

1.85x10"° g

raio

1.80x10'% | E

1.75x10" B

1.70x10" E

15 Il Il L L L
1.65x10
0  2.0x10' 4.0x10"7 6.0x10"7 8.0x10'7 1.0x10"® 1.2x10'®

coordenada tempo t

Figura 1.20: Comparacao entre o raio obtido pela solu¢ao numérica e o
previsto pela solugao analitica aproximada (1.79) com campo B = 3 x 10%
Gauss e condigdo inicial §(0) = 1x10* (1 unidade de comprimento = 2, 818 x

107" m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 1072 s).
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campo B = 6x10° Gauss

8x10'”

solug@o analitica
1 solugdo numérica  ©
7x10

6x10'7
5x10'7
4x10"7
¢
> 3x10"7
2x10'7

1x10'7

~1x10'7

_2x10'7 1 1 1 1 1
—2x10'7 0 2x10'7  4x10'7  ex10'7  8x10'7  1x10'®
X

Figura 1.21: Comparacao entre a trajetdria calculada numericamente e a pre-
vista pela solu¢ao analitica aproximada no limite ultra-relativistico eq.(1.80)
— (1.83). Os valores do campo magnético, condi¢oes iniciais e unidades sao

os indicados na figura 1.14.

A solugao aproximada da eq.(1.14) no limite ultra-relativistico (y =

1
£/ 1-v2/c?

locidades sao:

> 1) foi obtida por Lieu [23]. As expressoes das posi¢oes e ve-

ve(t) = —c [1 — (at + B)? /2] sin [wt(at + 23)/2] (1.80)
vy(t) = ¢ [1 = (at + B)? /2] cos [wt(at + 28) /2] (1.81)
z(t) = zo + /t v, (t")dt (1.82)

y(t) =yo+ [ v, () (1.83)

S~

. _ 2e*B? _ 1 _ 1
onde: o = 2%, 8 = =) = e

As figuras 1.21 e 1.22 reproduzem, respectivamente, os resultados das
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campo B = 6x10* Gauss
5.0x10'® T T T T T

solugdo analitica
1 solugdo numérica  ©
4.5x10

4.0x10'®
3.5x10"®
3.0x10"®
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0 1 1 1 1 1
1.50x10'71.58x10"71.67x10"71.75x10"71.83x10"71.92x10"7 2.00x10"”
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Figura 1.22: Comparacao entre a trajetdria calculada numericamente e a pre-
vista pela solu¢ao analitica aproximada no limite ultra-relativistico eq.(1.80)
— (1.83). Os valores do campo magnético, condi¢oes iniciais e unidades sao

os indicados na figura 1.16.
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figuras 1.14 e 1.16 juntamente com as solugoes (1.80) a (1.83). A diferenca
relativa entre as posicoes é da ordem de 1 x 1077 para a figura 1.21 e da

ordem de 1 x 10°® para a figura 1.22.

1.6.5 Forca Coulombiana unidimensional

Considere-se o movimento unidimensional (ao longo do eixo z > 0) de um
elétron submetido a um campo Coulombiano produzido por uma particula
fixa na origem com mesma carga em moédulo. As equagoes de movimento

com reacao a radiagao sao:

. et 22 [ &, .4 .
. 62.21",' 262 t 299 9
mct:iEﬂL@[twLE(ct—x)], (1.85)

onde os sinais mais e menos referem-se, respectivamente, a forca repulsiva e
atrativa.

Usou-se novamente o método de reducao de ordem na solucao numérica
das eq.(1.84) — (1.85). No caso repulsivo, adotou-se uma separacao inicial de
1000 unidades de comprimento entre as partiulas com diferentes velocidades
iniciais.

Conforme indica a figura 1.23, a posicao de méxima aproximacao T, €
maior quando os efeitos de reacao a radiacao sao considerados, enquanto a
aceleracao maxima acel.,,,, ¢ menor. Os resultados sao idénticos aos obtidos

por Huschilt e Baylis [24], que utilizaram a condigao assintética para a acele-
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Xmin S€M reacao
Xmin COM reagéo

acel.ax Sem reagéo -
S acel. g, com reagao

£ 1F J E"
©
-4 0.1
01 1 1 1 1 1 1 1 001
05 055 06 065 07 075 08 085 09
velocidade

Figura 1.23: Posicao de maxima aproximagao T, € aceleracao maxima
acely,q.: com e sem efeitos de reacao a radiacao em funcao da velocidade
inicial do elétron (1 unidade de comprimento = 2,818 x 10~ m, 1 unidade

de tempo = 9,399 x 1072 s).
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Figura 1.24: Mddulo da aceleracao em funcao da posicao para o movimento
unidimensional de um elétron no potencial Coulombiano atrativo. As dife-
rentes curvas referem-se as sucessivas aproximacoes do método de reducao de
ordem (1 unidade de comprimento = 2,818 x 1071 m, 1 unidade de tempo

=9,399 x 1024 5).

racao e integracao decrescente no tempo. No entanto, o método de redugao
de ordem deixou de convergir para velocidades iniciais maiores do que 0,89c,
enquanto os autores citados obtiveram resultados até velocidades iniciais de
0,96¢.

No caso atrativo, foram usadas as condigoes iniciais £(0) = 10 unidades
de comprimento e £(0) = Oc. A figura 1.24 indica o médulo da aceleragao do
elétron em funcao da posicao para diferentes ordens de aproximacoes suces-
sivas do método de reducao de ordem. Oberva-se claramente um comporta-

mento divergente; o médulo da aceleracao tende a infinito. O mesmo caso
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também foi examinado por Huschilt e Baylis [25]. Utilizando uma expansao
assintotica para determinar um valor inicial da aceleragao que minimizasse as
solucoes nao-fisicas, integraram diretamente a eq. de Lorentz-Dirac e obtive-
ram trajetorias fisicamente coerentes que, no entanto, eram rapidamente con-
taminadas por solucoes nao-fisicas. Nestas trajetorias, a medida que o elétron
se aproximava da origem, a aceleracao atingia um valor maximo e decaia zero
antes do elétron atingir a origem. Os autores mostram analiticamente que
para um valor inicial finito da aceleragao, o elétron atinge uma distancia de
aproximacao maxima nao-nula e entao segue uma trajetoria “runaway” para
fora. Nao existem neste caso solucoes fisicas para a equagao de Lorentz-Dirac
com valores iniciais de aceleracao finitos.

A inexisténcia de solugoes fisicas para o problema de potencial Coulom-
biano atrativo unidimensional nao pode ser usado como argumento contra a
validade da equagao de Lorentz- Dirac. Este é um problema artificial, uma
vez que nao se pode projetar uma particula exatamente na direcao do centro
de forca, e a lei de Coulomb deixa de ser valida quando a distancia entre as

particulas interagentes torna-se menor do que um certo valor.
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1.6.6 Forca Coulombiana bidimensional

A extensao das eq.(1.84) — (1.85) para o movimento de um elétron no plano

xy submetido a um campo Coulombiano atrativo é dada por:

. e +yy) 22 [e o, om o o\
mCt:_W—i_@{t—i_E(Ct_‘x —y)_ (1.86)

. ext 22 [... T 0w o o
mx:—m—%@[x—l—g(ct—x —y)_ (1.87)

. eZyi 2* [.. 9 22 2 oy ]
my——m—k@ y—i‘g(ct—(ﬂ —y)_ (188)

Utilizando novamente as aproximagoes sucessivas (1.31) — (1.33) aplicadas
as eq.(1.86) — (1.88), obteve-se a solu¢do numérica para uma 6rbita fechada
com as condicoes iniciais z(0) = 50 unidades de comprimento, y(0) = 0
unidades de comprimento, (0) = Oc, §(0) = 0, 16¢.

Alguns resultados de interesse sao mostrados nas figuras 1.25 a 1.28. A
orbita inicialmente eliptica torna-se circularizada com o passar do tempo,
conforme indica a figura 1.27, paralelamente a diminui¢ao do semi-eixo maior
(figura 1.26). A taxa de precessdo do semi-eixo maior aumenta com o tempo
(figura 1.28). O angulo de precessao por revolugao é aproximadamente dado

por:

1
Ap =2r -1, (1.89)
1— —¢

ma(l—e2)c2

sendo e a excentricidade e a o semi-eixo maior. A eq.(1.89) indica um au-
mento do angulo de precessao por revolucao a medida que a e e diminuem.
Na figura 1.29 representou-se um diagrama da posicao z, velocidade dx /dt

e tempo t da trajetéria representada na figura 1.25. Neste diagrama nota-
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Figura 1.25: Trajetéria do elétron num potencial de Coulomb com reagao a
radiacao calculada numericamente com condi¢oes iniciais 2(0) = 50 unidades
de comprimento, y(0) = 0 unidades de comprimento, #:(0) = Oc, y(0) =
0,16¢ (1 unidade de comprimento = 2,818 x 107" m, 1 unidade de tempo
=9,399 x 107 5).
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Figura 1.26: Evolugao temporal (coordenada ¢) do semi-eixo maior para a

trajetoria mostrada na figura 1.25.

0.3

excentricidade

0 1 1 1 1 1 1
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

coordenada tempo t

Figura 1.27: Evolucao temporal (coordenada t) da excentricidade para a

trajetoria mostrada na figura 1.25.
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Figura 1.28: Angulo de precessao do semi-eixo maior em funcao da coorde-

nada tempo ¢ para a trajetéria mostrada na figura 1.25.
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Figura 1.29: Diagrama da posicao z, velocidade dx/dt e coordenada tempo ¢

para a trajetoria mostrada na figura 1.25.
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se um aumento da velocidade do elétron principalmente na etapa final do

movimento. O diagrama y X dy/dt X t apresenta o mesmo comportamento.

No caso de movimento circular no qual a perda de energia por revolucao

for pequena, pode-se obter uma expressao aproximada para o raio em fungao

do tempo. A solugao das eq.(1.86) — (1.88) sem o termo de reagao a radiagao

¢ dada por:

x(7) = rcos (Qr)

y(T) = rsin (Q1)

) r20)2
t=1\14+—
c

et e? et

= + 14—
2m2c2rt  mr3 4Am?2cty?

Q2

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

Substituindo-se as eq.(1.90) — (1.93) na eq.(1.15) e mantendo apenas os ter-

, 2
mos até ordem —=, tem-se:
mrc

dt  dr dt = 3c3m2rt mrc?

dE _dEdr 2¢6 < e? )

Por outro lado,

E%m02—5+e—4:d—E - <1 i) i

2r  8mr2c? dt - 272 Comre? ) dt

Igualando as eq.(1.94) e eq.(1.95), obtém-se a equacao diferencial

dr 4et 3e?
— = 11 + ,
dt 3m?2r2cs 2mrc?

cuja solucao ¢ dada por:

rP—ry  3e(r?—rg)  de't

3 Amc? T 3m2ed
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Figura 1.30: Comparacao entre o raio obtido pela solu¢cao numérica e o pre-
visto pela solu¢ao analitica aproximada (1.97) para movimento inicialmen-
te circular no potencial de Coulomb. Condi¢oes iniciais: z(0) = 50 uni-
dades de comprimento, y(0) = 0 unidades de comprimento, #(0) = Oc e

(0) = 0,142¢ (1 unidade de comprimento = 2,818 x 1075 m, 1 unidade de

tempo = 9,399 x 10~ 2* 5).
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coordenada tempo t

Figura 1.31: Ampliacao da figura 1.30 nos instantes finais do movimento.

As figuras 1.30 e 1.31 comparam os resultados numéricos do raio em
fungao do tempo com a solugao aproximada (1.97) com condigoes iniciais
z(0) = 50 unidades de comprimento, y(0) = 0 unidades de comprimento,
#(0) = Oc e y(0) = 0,142¢c. Apenas nos instantes finais de tempo quando o
raio da orbita do elétron se aproxima de zero, a discordancia entre as duas

abordagens é acentuada (figura 1.31).

1.6.7 Problema de Kepler diamagnético

O sistema em questao se refere ao movimento de um elétron submetido a um
—
potencial coulombiano e a um campo magnético constante e estatico B = B2

[26]. Usando-se a aproximacao nao-relativistica da eq.(1.14) tem-se (nestas
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equagoes os pontos indicam derivadas em relagao ao tempo t):

er  eBy 2 ..
i = — — 1.98
v mr3 me + 3mc3 v ( )

e’y eBi = 2e% ..

- 1
y mr3 mce 3me3 (1.99)

€%z 2¢?

P=——+t—=% 1.100
mr3  3mc3 ( )
Na auséncia de forca de reagao ha duas constantes de movimento: a energia

2 . ~
E = "~ — % e uma grandeza com dimensao de momento angular K =

m(zy — iy) — <5 (2% + y?). A partir das eq.(1.98) — (1.100) deduzem-se as

seguintes expressoes:

d (mi® ¢ 2 .o 2e? 2 (1.101)
— | —————F-F| = ——F :
dt 2 r 3c3 3c3

d o eB , 5, o 2e*, . 2% ..

ym {m(fvy —iy) = 5~ (2* +y°) — 3.3 (@0 = :cy)] = — 3.3 (@) — &)

(1.102)
O lado direito da eq.(1.101) é sempre negativo (perda de energia); no caso
da eq.(1.102) nada se pode afirmar a priori.

As eq. (1.98)—(1.100) foram resolvidas numericamente com as condigoes
iniciais dadas nas tabelas 1 e 2. As condicoes iniciais nas duas tabelas foram
calculadas para energia inicial E = —1,0000608 x 10~" unidades de energia (1
unidade de energia = 8,188 x 10~!* J) e momento angular inicial K = —1250
unidades de momento angular (1 unidade de momento angular = 7,696 x
10737 Kgm?s™).

As figuras 1.32 e 1.33 mostram, respectivamente, as trajetorias do elétron
com as condicoes iniciais 1 da tabela 1 e 1 da tabela 2. Observa-se uma maior

irregularidade na segunda trajetéria em relagao a primeira.
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z

x T Y
cond. 1| 9,128709 x 10° | Oc Oc 1,381190 x 10~%c
cond. 2 | 4,189302 x 10° | Oc | —2,355395 x 10~%c | —4, 710790 x 10~*¢
cond. 3 | 1,757778 x 10° | Oc | —6,847582 x 10~%c | —6,847582 x 10~*¢
cond. 4 | 8,384251 x 10° | Oc | —1,478314 x 1073¢ Oc

Tabela 1.1: condi¢oes iniciais com y(0) = z(0) = 0 unidades de comprimento

e campo magnético B = 1,8 x 105 Gauss (1 unidade de comprimento =

2,818 x 107 m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 102! s).

cond. 1 5 % 108 Oc Oc 4,472 x 10~%c
cond. 2 | 2,693549 x 105 | Oc | —3,293941 x 10~*c | —6,587882 x 10~ *c
cond. 3| 1,518173 x 10% | Oc | —7,474491 x 10~*c | —7,474491 x 10~*c
cond. 4 | 8,061524 x 10° | Oc | —1,510267 x 10~ 3¢ Oc

Tabela 1.2: condigoes iniciais com y(0) = 2(0) = 0 unidades de comprimento

e campo magnético B = 6 x 10° Gauss (1 unidade de comprimento = 2, 818 x

107 m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 10-2* ).
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campo B = 1.8x10° Gauss

Figura 1.32: Trajetéria com B = 1,8 x 10° Gauss e condicao inicial 1 da

tabela 1.

campo B = 6x10° Gauss

Figura 1.33: Trajetéria com B = 6 x 10° Gauss e condigdo inicial 1 da tabela,

2.
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campo B = 1.8x10° Gauss
~1.00006075x1077 T T T T

cond. inicial 1
cond. inicial 2 --------
cond. inicial 3 ---------
cond. inicial 4

-1.00006080x10~7

~1.00006085x10™"

~1.00006090x10~7

T
i

~1.00006095x10~7

T
!

-1.00006100x10~7

T
!

~1.00006105x1077

T
!

-1.00006110x1077

Energia (unidades de energia)

T
!

-1.00006115x10~"

T

~1.00006120x1077

T

~1.00006125x10~"

-1.00006130x1077 1 1 L L
0 4.0x10"" 8.0x10" 1.2x10'2 1.6x10™2 2.0x10'2

tempo

Figura 1.34: Energias em funcao do tempo com campo B = 1,8 x 10°> Gauss

e condigoes iniciais da tabela 1 (1 unidade de energia = 8,188 x 1074 J).

Nas figuras 1.34 e 1.35 representou-se, respectivamente, a energia £ como
funcao do tempo para as condicoes iniciais das tabelas 1 e 2; nas figuras 1.36
e 1.37 o mesmo para a grandeza K.

Nota-se que as maiores variagoes de energia e momento angular K ocor-
rem quando o movimento se dd no plano zy (condicao inicial 4 da tabela 1
e condigao inicial 4 da tabela 2).

Um outro conjunto de solugoes numéricas foi obtido restringindo-se o mo-
vimento ao plano xzy mas utilizando-se a equacao de movimento relativistica.
As condicoes iniciais usadas para trés intensidades de campo magnético sao
apresentadas na tabela 3, onde a energia e momento angular iniciais sao os
mesmos para todas as condicgoes iniciais.

A figura 1.38 mostra a trajetéria do elétron com a condicao inicial re-
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campo B = 6x1 0° Gauss

-1.0000808x10~" =

cond. inicial 1
cond. inicial 2 --------
cond. inicial 3 ---------

-7 |
-1.0000609x10 cond. inicial 4

T
!

-1.0000610x10~"
~1.0000611x1077 F B RS

-1.0000612x1077 |- : B

T
!

-1.0000613x10~"

Energia (unidades de energia)

-1.0000614x10™7 |- b e

T
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-1.0000615x10"

-7 1 1 1 1
~1,0000616x10
4.0x10"" 8.0x10"" 1.2x10'2 1.6x10'2 2.0x10"

tempo

Figura 1.35: Energias em funcao do tempo com campo B = 6 x 10° Gauss e

condigdes iniciais da tabela 2 (1 unidade de energia = 8,188 x 10~ J).

campo B = 1.8x10° Gauss

-1249.99993 T . . ;
cond. inicial 1
cond. inicial 2 --------
—-1249.99994 - il cond. inicial 8 -+
cond. inicial 4
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-1249.99997 |- 4

-1249.99998
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momento angular K (unidades de momento angular)

~1250.00000 [

-1250.00001 L L L L
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Figura 1.36: Momento angular K em funcao do tempo com campo B =
1,8 x 10° Gauss e condigoes iniciais da tabela 1 (1 unidade de momento

angular = 7,696 x 10737 Kgm?s™!).
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campo B = 6x1 0° Gauss
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Figura 1.37: Momento angular K em funcao do tempo com campo B =
6 x 10°> Gauss e condigoes iniciais da tabela 2 (1 unidade de momento angular

= 7,696 x 1037 Kgm?2s1).

B=6x10°G B=3x10°G B=6x10*G

T 7,36 x 10° 1,0116998 x 107 1,4601534 x 107

Yy 0 0 0
dz

ar Oc Oc Oc

j—f 3,75 x 107%c | 2,5801737 x 10~%c | 7,6536068 x 10~ °¢c

Tabela 1.3: condicgoes iniciais para movimento relativistico no plano xy com
diferentes valores de campo magnético (1 unidade de comprimento = 2, 818 x

107" m, 1 unidade de tempo = 9,399 x 1072 s).
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Figura 1.38: Trajetérias no plano xy sem e com reacao a radiacao com campo

B =6 x 10° Gauss e condicoes iniciais indicadas na tabela 3.

ferente ao campo B = 6 x 10° Gauss na tabela 3. Embora o movimento

nao seja simples, observa-se que os efeitos de reacao tendem a diminuir a

distancia do elétron ao centro de forca coulombiano.

As variagoes de energia e momento angular do elétron para os parametros
da tabela 3 sao mostradas, respectivamente, nas figuras 1.39 e 1.40. Como

se observa nas figuras, para este conjunto de condicoes iniciais, as perdas sao

maiores na presenca de campos magnéticos mais intensos.
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Figura 1.39: Energia em funcao da coordenada tempo ¢ para movimento de
acordo com os parametros da tabela 3 (1 unidade de energia = 8,188 x 104

7).
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Figura 1.40: Momento angular em funcao da coordenada tempo ¢ para mo-
vimento de acordo com os parametros da tabela 3 (1 unidade de momento

angular = 7,696 x 10737 Kgm?s™!).

74



1.7 Reacao a radiacao em eletrodinidmica no
contexto da mecanica quantica

O formalismo apresentado até agora estd baseado na teoria cldssica de cam-
pos. A rigor, deveria ser usada uma formulagao quantica de reacao a radiagao
do campo eletromagnético.

Moniz e Sharp [27] partiram do Hamiltoniano que descreve a interacao
entre um elétron puntual nao-relativistico com o campo eletromagnético;
utilizando a descricao de Heisenberg obtiveram uma equacao de movimento
que se reduz a equacao de Abraham-Lorentz (a aproximagao nao-relativistica

da eq. de Lorentz-Dirac) no limite A — 0:

dQR(t) - 2¢2 00 (—l)nAn dnt?
Mo = () = 55> s R (1.103)
onde:
L DA e n for mpar
n = :
0 se n for par

A= % é o comprimento de Compton, ﬁ(t) e ﬁ(t) sa0, respectivamente, os
operadores de posicao e de forca externa, e my a massa nao-renormalizada
do elétron. Os autores mostram que as solucoes da eq.(1.103) fornecem as
solucoes da equacao de Abraham-Lorentz sem a presenca de solugoes nao-
fisicas no limite segundo o principio da correspondéncia, desde que a forca
aplicada mude lentamente durante o intervalo de tempo necessario para a
luz percorrer um comprimento de onda Compton do elétron. De acordo com

a visao dos autores, a descricao de uma particula puntual em termos da
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eletrodinamica cldssica esta fadada a produzir uma teoria com solucoes nao-
fisicas. Uma descricao cléssica consistente de um elétron puntual surgiria no
limite do tratamento quantico de um elétron puntual, e nao no limite puntual
de uma carga extensa classica. Por outro lado, Low [28] mostra por meio
de um exemplo que o procedimento de renormalizacao de massa introduz
solucoes nao-fisicas mesmo utilizando o formalismo da teoria quantica nao-
relativistica.

Os trabalhos de Senitzky [29] e de Milonni et al. [30] sugerem que ha uma
relacao entre reacao a radiacao e flutuagoes de ponto-zero do campo eletro-
magnético. O deslocamento e a largura das linhas de emissao em sistemas
atomicos provem dos efeitos combinados da ac¢ao do auto-campo do elétron
sobre ele préprio (reacao a radiacao) e de flutuagoes de energia do vacuo,
sendo que neste exemplo particular, estes efeitos nao podem ser claramente
separados.

Neste ponto é interessante fazer uma rapida discussao sobre efeitos quan-
ticos em referenciais acelerados e sua relagao com a questao da radiacao
de uma carga uniformemente acelerada (abordada na sec¢ao 1.6.2). O efei-
to Fulling-Davies-Unruh consiste no fato de que a resposta de um detector
sujeito a aceleracao uniforme no espacgo-tempo de Minkowski a um campo

nao-massivo é a mesma que ele teria num banho térmico com temperatura

T= Zi‘zk, onde a é a aceleracao do detector, ¢ a velocidade da luz e k a cons-
tante de Boltzmann. Para se compreender a causa deste efeito, considera-se
um modelo de detector [21]: um &tomo inicialmente no estado fundamental

e fracamente acoplado ao campo quantico sob consideracao. A deteccao de
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radiacao corresponde a uma transicao entre niveis de energia do atomo. O
estado do detector pode ser visto como resultado da competicao entre dois
processos: a emissao espontanea devido a flutuacoes do momento de dipolo
do detector e absor¢ao (ou emissao estimulada) provocada pelas flutuagoes
do vacuo do campo ambiente. Quando o detector esta no estado fundamental
nao ha emissao estimulada, e a emissao espontanea devido a flutuagoes de
ponto-zero do detector é compensada pela absor¢ao das flutuacoes de ponto-
zero do campo ambiente. Nestas condig¢oes o detector no estado fundamental
permanece neste estado. Quando o detector acelera, este balanco é quebrado.
As correlacgoes nas flutuacoes de ponto-zero do campo ao longo da linha mun-
do do detector excedem as flutuacoes de ponto-zero do proprio detector, e o
mesmo conseqiientemente é excitado. O excesso possui um espectro térmico
e as flutuagoes no sinal correspondem as de equilibrio térmico a temperatura
T.

Higuchi et al. [31] utilizaram uma abordagem quantica ao problema da
radiacao de uma carga uniformemente acelerada. No referencial co-acelerado,
a carga estatica encontra-se imersa num banho térmico de Unruh no espago-
tempo de Rindler (no espago-tempo de Rindler uma carga estatica equivale
a uma carga uniformemente acelerada no espago-tempo de Minkowski). A
interacao entre a carga estatica e o banho térmico de Unruh resulta na ab-
sor¢ao e na emissao estimulada de fotons com energia de Rindler nula, que
nao sao detectaveis por um observador co-acelerado. Em termos mais pre-
cisos, a emissao de uma particula com energia finita e momento transversal

de uma fonte uniformemente acelerada no vacuo de Minkowski de acordo
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com observadores inerciais corresponde a, ou emissao, ou absorcao de uma
particula com energia de Rindler nula com o mesmo momento transversal
de ou para um banho térmico de Unruh de acordo com observadores unifor-
memente acelerados. Esta conclusao concorda com os argumentos cldssicos
de que o observador no referencial co-acelerado nao detecta radiacao, e o

observador num referencial inercial observa radiacao emitida pela carga.
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Capitulo 2

Reacao a radiacao em

Relatividade Geral

2.1 Forca de reacao a radiacao para campos
escalares e tensoriais

No contexto da Relatividade Geral, nao se obteve até o presente uma equagao
de movimento exata e suficientemente simples que descrevesse os efeitos da
perda de energia por emissao de radiacao gravitacional. Como alternativa,
pode-se procurar por uma descricao baseada na Relatividade Restrita.

O método de continuacao analitica usado anteriormente no caso de campo
vetorial pode ser estendido para equacoes de movimento de particulas em

campos escalares e tensoriais [32]. A equagdo de movimento de uma particula
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puntual com massa m num campo escalar ¢ é da forma:

mfu + gﬁbju + gd)’ym"’:'gu = gd),ua (2'1)

onde ¢ é a constante de acoplamento. O campo retardado no ponto w pro-

duzido pela particula no ponto x(s) vale:

d(w, x(s)) = —% , com R = (w—x)71,. (2.2)

Expressando a eq.(2.1) no ponto nao-fisico w = x(s + u) e mantendo x(s)

fixo, tem- se:
m,(s+u) + gp(w = (s + u), x(5)E,(s + u) + g, (w = (s + u), x(s))

(s +u),(s+u) = go,(w=2x(s+u),z(s)).

(2.3)
A derivagao da eq.(2.2) em relacao a x” fornece:
g9 [.  (w=m),(w=-2)i—1)
Ov =12 {xy + 7 : (2.4)

Usando as expansoes (1.4) — (1.7) nas eq.(2.2) e eq.(2.4) e substituindo estas
na eq.(2.3) obtém-se:
2

M (s + 1) — &,(s + u) <% + O(u)) — (s + w)iu(s + u)

2 2 2 2 2 2

(g—uajy + %x - %m(,fe” + O(u)> =Lz, - %‘f# + %iﬂigig +O(u).
(2.5)

Substituindo %, = Z,(s + u) — v, + O(u?) no lado direito da eq.(2.6),

rearranjando e simplificando tem-se:

Zu(s +u) <m — %) = %2 (T + T,5,37) + O(u). (2.6)
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Renormalizando-se a massa, a eq.(2.6) fornece no limite u — 0:
e
Megp. Ly = 3 (T + T,8,37) . (2.7)

A equacao de movimento de uma particula puntual num campo tensorial

Y, € dada por:

miy, =g [WW + o) B+ (v + o) it — z/)tfp,/\x'gx'pi)‘ju_

(2.8)
— oy (878 %), + 278 Ty + 27T E ) — Vo pudT7] .
O campo retardado, neste caso, é expresso como
9TuTy
(w0, 2(5)) = L2, 29)

e sua derivada em relacdao a z* vale:

Yupr = % —i i + (W — 7)) <xﬂx i, — % (Fa(w — 2)* — 1))] .
(2.10)
Escrevendo a eq.(2.8) no ponto nao-fisico w = z(s+u) e mantendo z(s) fixo,
tem- se:
miy(s +u) = g[(Yu(w = z(s +u), £(s)) + byu(w = 2(s + u), z(s)))
(s +u) + (Yua(w = z(s +u), 2(s)) + Yopa(w = (s + u), 2(s)))
i (s 4+ u)it (s 4+ u) — Yepr(w = 2(s + u), v(s))i (s + u)i” (s + u)
(s + u)du(s + u) = Yop(w = (s +u), 2(s)) (27 (s + u)i"(s +u)
Tu(s+u)+ 27 (s + )@’ (s + u)du(s + u) + 27 (s + u)i’(s + u)@u(s +u)) —
—topp(w =x(s +u), x(s))i" (s + u)i(s + u)].

(2.11)
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Usando novamente as expansoes (1.4) — (1.7) nas eq.(2.9) e eq.(2.10), subs-

tituindo estas na eq.(2.11) e apds algumas simplificagoes obtém-se:

Z,(s 4+ u) <m— %) = —5% (T, + 2,7,27) + O(u). (2.12)

Renormalizando-se a massa, a eq.(2.12) fornece no limite u — 0:

Mep. Ty = (T, + T,5,37) . (2.13)

g
3
As equagoes (1.14), (2.7) e (2.13) mostram que a forma para as forcas de

reacao é a mesma, exceto quanto ao valor do fator numérico que multiplica a

L2
373

forca: e—3 para campos escalares, vetoriais e tensoriais, respectivamente.
Na teoria linearizada da gravitagao, o campo gravitacional é equivalente a um
campo tensorial e um campo escalar. A expressao para o campo retardado
possui a forma (22,4, — ¢,,)R'. O termo —g,, R ' fornece o mesmo fator
numérico do campo escalar com o sinal trocado. O fator numérico total é

igual a 2 (——) ou seja, ——. O sinal negativo indica um ganho de energia,

3
e no caso de movimento circular num potencial newtoniano, a equagao para
a variacao de energia é andloga a eq.(1.94) com o sinal trocado. Isto estd em
desacordo com a previsao a partir da formula do quadrupolo.

Havas e Goldberg [33], usando um método de aproximagoes sucessivas
das equacoes de Einstein, obtiveram equacoes de movimento aproximadas
para um sistema de particulas, nas quais os termos explicitos de reacao a ra-
dia¢do tém a mesma forma da eq.(2.13) com coeficiente —+. Havas e Smith
[34] aplicaram essas equagoes ao problema de dois corpos, e utilizando um

tratamento internamente consistente, mostraram que ha um ganho de ener-

gia nos casos de movimento circular e eliptico. Os autores acreditam que
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este resultado inesperado deva-se ao grau de aproximagao usado, e que a
inclusao de termos de reacao de ordem mais alta possa resultar em perda de
energia, mas o calculo destes termos envolve dificuldades matematicas con-
siderdveis. Deve-se notar ainda que a eq.(2.13) prevé emissao de radiagao
dipolar, mas o menor modo no qual ha emissao de radiacao gravitacional é
o quadrupolar. Nas equacoes de movimento obtidas por Havas e Goldberg,
termos de mesma ordem que os termos explicitos de reacao a radiacao sur-
gem implicitamente devido aos efeitos de retardo na métrica; eles aparecem
com sinal contrario e cancelam parte da contribuicao dos termos explicitos,
garantindo desta maneira que em baixas velocidades a radiagao tenha carater
predominantemente quadrupolar. Num sistema de duas particulas, a apro-
ximacao de considerar uma das particulas como fixa suprime os efeitos de
retardo citados e conseqiientemente inibe o cancelamento de parte dos termos
explicitos de reacao. Na aproximacao de baixas velocidades, isto correspon-
de ao surgimento indesejado de termos de radiacao dipolar. Tal situagao é
uma particularidade da teoria gravitacional e nao encontra analogo na ele-
trodinamica. A eq.(2.13) nao fornece um bom modelo para a forga de reagao

a radiacao gravitacional.
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2.2 Algumas propostas de forcas de reacao a
radiacao

No ambito da Relatividade Restrita ainda hé outro caminho a explorar. A

partir da relacao ©,2“ = 0 é possivel construir um conjunto interessante de

quadriforgas [35]. Por exemplo:

E(xaxa) = 0= T, 2%+ 2,2%=0
= a2 ipiP 4+ 2, T =0
c

N AT A
= xa<x +C—2x5:v>—0
a_ e, TV g
= fii=7%+ 28T
Nota-se que f{* possui a mesma forma da forca de reacao que aparece nas
equagoes (1.14), (2.7) e (2.13). A quadrifor¢a f$ é obtida de maneira andloga

derivando-se duas vezes ©,%% = 0. Obtém-se:
e
fo="8 4 ch‘ﬂz‘cﬂ (2.14)
As quadriforgas obtidas deste modo possuem algumas caracteristicas em co-
mum: contém apenas derivadas de x®; satisfazem a condicao f%z, = 0;
2% = 0 implica em f* = 0; nao podem ser deduzidas a partir de um principio
variacional local.
Pode a eq.(2.14) representar uma forca de reacao devido a emissao de

radiagao gravitacional quadrupolar? A equacao de movimento com f§* seria:

« G2 2 3L
jo = Jeat. IO <:ca + %xﬁxﬂ> , (2.15)
m & C
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onde G é a constante da gravitagao, f&, representa uma forca externa e

_ 253

n = —1n

[36]. A forca f§ é simétrica sob inversao temporal e, portanto,
nao possui carater dissipativo. Como verificacao, resolveu-se numericamente

a eq.(2.15) utilizando-se 0 método de reducao de ordem para o caso de uma

forca externa f&, = (f—j",ﬁ) Com f: v (’GM), re = 29M tem-ge

ext. r—rs c?

um potencial pseudo-newtoniano que representa aproximadamente o campo
gravitacional produzido por um buraco negro de Schwarzschild com massa
M. As unidades adotadas foram: 1 unidade de comprimento = 1484 m, 1
unidade de tempo = 4,950 x 10 ¢ s e 1 unidade de massa = 2,0 x 10*° Kg
(massa do Sol). Deste modo, a velocidade da luz e a constante da gravitagao
sao numericamente iguais a 1. Como valores, tomou-se M = 3Msor,, m =
0, 1Msor,, s = 6 unidades de comprimento, » = 30 unidades de comprimento,
e velocidade inicial de modo a obter movimento circular.

As figuras 2.1 e 2.2 mostram, respectivamente, o raio e a energia da
particula em funcao do tempo préprio. A forga f5' introduz uma oscilagao nos
valores do raio e energia sem causar decréscimo. O mesmo comportamento
se obteve com o potencial newtoniano. Assim, a forca de reacao proposta
nao é conveniente.

O proximo membro da familia de forcas é dado por:

o Pz B s
5= +§(3xﬂxﬁ+4xﬁx5) (2.16)

A correspondente equacao de movimento é:

« G3 3 5 Q
[3¥e ext. n m d X T ... ... B ...... ﬁ
= —BTgx 4x . 2.17
L m + 9 dr5 + 02( BT" + ") ( )
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Figura 2.1: Raio em fun¢ao do tempo préprio sem (linha tracejada) e com
(linha continua) a inclusdo de uma possivel forga de reagao a radiacao gra-
vitacional (2.14) (1 unidade de comprimento = 1484 m, 1 unidade de tempo

= 4,950 x 1076 s).
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Figura 2.2: Energia relativistica + potencial em func¢ao do tempo préprio sem
(linha tracejada) e com (linha continua) a inclusao de uma possivel for¢a de
reagao & radiagdo gravitacional (2.14) (1 unidade de tempo = 4,950 x 10~°

s, 1 unidade de energia = 1,79 x 10*7 J).
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No limite nao-relativistico a eq.(2.17) se reduz a:

nG3m?* d°Z

Z = f. i
m femt.+ 69 dt5 )

(2.18)

a partir da qual deduz-se uma expressao para a média da perda de energia:

dE  nGPm*-2
e (2.19)

Observa-se que a constante n deve ser negativa para haver perda de energia.
No caso de movimento circular num potencial newtoniano, a eq.(2.19) fornece

a seguinte expressao para o decaimento do raio da drbita:

dr  2nGSM?*m?

Esta expressao difere bastante daquela prevista pela formula do quadrupolo

37]
3072
% = —76465:6% o (2.21)
logo a forga f3' também nao é uma boa representacao para a reagao a radiacao
gravitacional.

A forca de reacao derivada a partir da férmula quadrupolar possui a forma,
[37]
2Gm dsQi]‘
15¢5 dt> ™7’

fi= (2.22)

onde ();; ¢ o momento de quadrupolo do sistema. Vale ressaltar que a
eq.(2.22) é valida apenas no regime de campos gravitacionais ndo muito in-
tensos e velocidades baixas em relacao a velocidade da luz.

Uma forca manifestamente covariante satisfazendo f*z, = 0 que se re-

duzisse a eq.(2.22) no limite de baixas velocidades deve conter termos sem
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derivadas em relacao ao tempo proprio. No entanto, isto traz problemas.

Um exemplo seria:

2 e
nGm* (... 3. ... .
f&=——- (xa+—x5x5> 2V Z. (2.23)
2
. 2 =2 — 2 . . ~ ..
Tem-se r7&, = c*t\/1+ % — & - . No limite nao relativistico o tempo
aparece explicitamente na expressao, o que nao é conveniente. Assim, parece
nao haver meio simples de se obter uma equacao para a forca de reagao com

as propriedades desejadas.
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Conclusao

Neste trabalho procurou-se mostrar uma visao geral do problema de reagao
a radiacao dentro da teoria classica de campos, especialmente em relacao a
campos de spin 1 (como o campo eletromagnético) e de spin 2 (como o cam-
po gravitacional). Em geral, as equagoes de movimento de particulas com
reacao a radiacao contém termos com derivadas de ordem superior a dois,
e esta caracteristica lhes confere propriedades nao usuais, como a existéncia
de solucoes nao aceitaveis do ponto de vista fisico. Estes tipos de solucao
geram dificuldades na resolucao numérica direta destas equagoes. O método
de reducao de ordem permite contornar estas dificuldades. Aplicou-se esta
metodologia a varias situacoes fisicas envolvendo a equagao de movimento co-
variante com reacao a radiagao eletromagnética (equagao de Lorentz-Dirac)
e comprovou-se sua eficiéncia na maioria dos casos. Quando possivel, as
solugoes numéricas calculadas pelo método de reducao de ordem foram com-
paradas com solugoes analiticas aproximadas. Em geral, quando os efeitos
de reacao a radiagao sao pequenos, as técnicas analiticas aproximadas for-
necem uma boa descricao do movimento. Deve-se lembrar, no entanto, de

duas desvantagens do método de reducao de ordem: como se trata de um

90



procedimento iterativo, nao hé garantias de convergencia em todos os casos
(como por exemplo, no movimento coulombiano unidimensional atrativo es-
tudado na segao 1.6.5); e quando os efeitos de reagao a radiacao tornam-se
suficientemente grandes, podem surgir comportamentos no movimento nao
previsiveis por meio do método de reducao de ordem.

Discutiu-se ainda o problema de reacao a radiacao no ambito da Rela-
tividade Geral. Devido a nao-linearidade da teoria, uma descrigao geral da
forca de reagao a radiagao gravitacional torna-se muito mais dificil, e apenas
formulacoes aproximadas foram feitas até o presente. A aproximacao pos-
Newtoniana tém sido usada para incluir os efeitos de reacao a radiacao no
movimento de sistemas binarios de objetos compactos, um problema de gran-
de importancia para a futura astronomia de ondas gravitacionais. Termos de
corregao nas equagoes de movimento até ordem (v/c)* j& foram calculados
[38]-[39], e o célculo de corregoes de ordem (v/c)® (3PN) estd em progresso.
Entretanto, este formalismo depende de calculos longos e elaborados.

Como tentativa de se conseguir uma descricao simples de uma forca de
reagao a radiagao gravitacional em termos da Relatividade Restrita, foram
examinados alguns membros de uma familia de quadriforgas nao-lagrangianas.
Pelo que nos consta, nao ha trabalhos na literatura nesta linha. Estas quadri-
forcas, no entanto, nao se revelaram adequadas. Uma possivel generalizagao
para altas velocidades da forca de reacao a radiacao obtida a partir da férmula
do quadrupolo também nao se mostrou promissora, devido a presenca de ter-
mos sem derivadas nos quais o tempo aparece explicitamente.

Num recente artigo, Detweiler [40] apresentou uma abordagem simplifi-
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cada da aplicacao do método de perturbacao no calculo de reacao a radiagao
gravitacional. Uma particula sem estrutura interna cria uma perturbacao h*
na métrica ¢°. A perturbaciao pode ser decomposta em duas partes: h°, que
representa a fonte do campo de perturbacdo, e uma parte h®. Fornece-se
uma expressao analitica para h® e mostra-se que, sob influéncia da forca de
reacao, a particula descreve uma geodésica de ¢° + h® como correcao de pri-
meira ordem. A perturbacao h* é obtida a partir do método de perturbacao
usual, e usando-se a expressio analitica para h°, obtém-se a correcio hP.
Acreditamos que trabalhos nesta direcao possam resultar numa descricao da
reacao a radiagao gravitacional que seja a0 mesmo tempo precisa e relativa-
mente simples.

Nos aspectos experimentais, seria interessante uma verificacao experimen-
tal da validade da equacao de Lorentz-Dirac, embora a pequenez dos efeitos
de reacao a radiagao eletromagnética durante intervalos de tempo curtos tor-
ne dificil sua medida. Em contrapartida, a deteccao de ondas gravitacionais
emitidas por sistemas binarios de objetos compactos promete fornecer infor-
magoes detalhadas sobre reacao a radiagao gravitacional, uma vez que neste
caso ha a possibilidade de se acompanhar a evolucao dos sistemas durante

longos periodos de tempo.
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