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Resumo

�E dada uma vis~ao geral do problema de rea�~ao �a radia�~ao na teoria l�assia

de ampos. S~ao disutidas a dedu�~ao e propriedades das equa�~oes de movi-

mento de part��ulas om rea�~ao �a radia�~ao para ampos de spin 0, spin 1 e

spin 2. Em partiular, �e feito um estudo detalhado da equa�~ao de Lorentz-

Dira. Utilizando um m�etodo num�erio onveniente, apliou-se a equa�~ao de

Lorentz-Dira a alguns problemas f��sios de interesse e obteve-se, na maioria

dos asos, resultados satisfat�orios. Disute-se ainda o problema de rea�~ao �a

radia�~ao na teoria da Relatividade Geral.
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Abstrat

A general view of the problem of radiation reation in lassial �eld theory is

given. The dedution and properties of the equations of motion of partiles

with radiation reation for spin 0, spin 1 and spin 2 �elds are disussed. In

partiular, a detailed study of the Lorentz-Dira equation is done. Using

an appropriate numerial method, the Lorentz-Dira equation was applied

to some physial problems of interest, and in most ases, the results were

satisfatory. The problem of radiation reation in General Relativity is also

disussed.
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Introdu�~ao

A teoria l�assia que trata da intera�~ao entre part��ulas e ampos envolve

di�uldades oneituais e matem�atias. Entre elas, est�a o fato de que uma

part��ula aelerada emite um ampo que altera o ampo respons�avel pelo seu

movimento, o que por sua vez afeta o movimento da part��ula. Sob um ponto

de vista equivalente, a radia�~ao emitida por uma part��ula arrega energia,

momento e momento angular, e assim altera seu movimento. Este fenômeno

�e denominado rea�~ao �a radia�~ao.

Historiamente as primeiras tentativas de inluir rea�~ao �a radia�~ao surgi-

ram na eletrodinâmia. Lorentz adotou uma pequena esfera arregada omo

um modelo para o el�etron [1℄. Ele alulou a for�a de rea�~ao �a radia�~ao

onsiderando a a�~ao de uma parte do el�etron sobre a outra. O resultado

pode ser expresso omo uma expans~ao em s�erie de potênias tendo o raio

do el�etron omo parâmetro. O primeiro termo da s�erie �e independente do

raio e representa a for�a de rea�~ao �a radia�~ao sobre a part��ula. Por�em os

termos de ordem mais alta dependem de suposi�~oes sobre a forma e a distri-

bui�~ao de arga da part��ula. O modelo tamb�em n~ao �e est�avel e neessitaria

de for�as n~ao-el�etrias para manter o el�etron oeso. Dira [2℄ elaborou um
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m�etodo bem de�nido e relativistiamente invariante para o �alulo da for�a

de rea�~ao. A for�a em quest~ao �e proporional �a diferen�a entre os ampos re-

tardado e avan�ado da part��ula. Quando expressa em termos da veloidade

da part��ula e de suas derivadas, a for�a de rea�~ao, no limite n~ao-relativ��stio,

onorda om o primeiro termo da s�erie obtida por Lorentz.

Apesar de estabeleida a partir de teorias l�assias bem onheidas, a

for�a de rea�~ao eletrodinâmia n~ao teve aeita�~ao geral, provavelmente de-

vido a dois fatores. A equa�~ao de movimento om rea�~ao �a radia�~ao possui

solu�~oes nas quais a aelera�~ao rese exponenialmente om o tempo, mes-

mo na ausênia de for�as externas. Estas solu�~oes s~ao denominadas \auto-

aeleradas" ou \n~ao f��sias", e s~ao laramente absurdas do ponto de vista

f��sio. Em segundo lugar, Eliezer [3℄ a�rma a inexistênia de solu�~oes f��sias

para três tipos partiulares de ampos de for�a: o ampo de uma plaa ar-

regada e in�nita, e os ampos Coulombianos atrativo e repulsivo. Plass, no

entanto, mostra que nos três asos h�a solu�~oes f��sias [4℄.

Em Relatividade Geral, o problema de rea�~ao �a radia�~ao, al�em de sua

importânia te�oria, adquiriu relevânia para a interpreta�~ao de resultados

experimentais: as observa�~oes do pulsar bin�ario PSR 1913+16 indiam que

a energia da �orbita do pulsar e de seu ompanheiro derese devido �a rea�~ao

�a radia�~ao gravitaional. A an�alise dos futuros dados dos detetores de on-

das gravitaionais (omo LIGO e VIRGO) da radia�~ao emitida durante o

espiralamento de sistemas bin�arios ompatos (estrelas de nêutrons e bu-

raos negros) depende da orreta inlus~ao dos efeitos de rea�~ao �a radia�~ao

nos modelos destes sistemas. No aso espe���o de sistemas bin�arios, têm-se
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adotada a aproxima�~ao p�os-Newtoniana [5℄. Outras abordagens baseiam-se

nas perturba�~oes de um burao negro por uma part��ula-teste em �orbita e

as onseq�uentes mudan�as nos parâmetros orbitais, mas s~ao bem suedidas

apenas para �orbitas em torno de buraos negros de Shwarzshild ou �orbitas

no plano equatorial de buraos negros de Kerr [6℄. A di�uldade em se on-

seguir uma desri�~ao exata da rea�~ao �a radia�~ao gravitaional em situa�~oes

gerais reside sem d�uvida no ar�ater n~ao-linear das equa�~oes de Einstein.

O trabalho est�a dividido da seguinte maneira: na se�~ao 1.1 �e apresentada

uma dedu�~ao simples da equa�~ao de movimento om rea�~ao �a radia�~ao pa-

ra part��ulas em ampos de spin 1, em partiular o ampo eletromagn�etio

(equa�~ao de Lorentz-Dira). A presen�a de derivadas de ordem superior a

dois na equa�~ao de movimento possibilita a existênia de solu�~oes absurdas

do ponto de vista f��sio, o que �e mostrado na se�~ao 1.2. A se�~ao 1.3 disute

um m�etodo geral (redu�~ao de ordem) que elimina as solu�~oes n~ao-f��sias e

permite a solu�~ao num�eria \limpa" das equa�~oes de movimento om rea�~ao

�a radia�~ao. Na se�~ao 1.4 �e exposto um argumento apresentado reentemente

que justi�a a substitui�~ao da equa�~ao de Lorentz-Dira por uma equa�~ao

efetiva de segunda ordem. Na se�~ao 1.5 a equa�~ao n~ao-relativ��stia do osila-

dor harmônio om rea�~ao �a radia�~ao �e resolvido de maneiras distintas, que

s~ao omparadas entre si. Algumas aplia�~oes do m�etodo de redu�~ao de ordem

a situa�~oes f��sias de interesse s~ao mostradas na se�~ao 1.6. Foram inlu��dos

exemplos de movimento de um el�etron submetido a for�a externa dependente

do tempo, ampos el�etrios uniformes, ampo magn�etio uniforme, ampo de

Coulomb e ampo magn�etio ombinado om ampo de Coulomb. Na se�~ao
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1.6.2 apresenta-se uma disuss~ao a respeito do problema da radia�~ao de uma

arga uniformemente aelerada. Na se�~ao 1.7 �e feito um breve oment�ario

sobre a desri�~ao quântia de rea�~ao �a radia�~ao eletromagn�etia, inluindo-se

uma disuss~ao sobre o efeito Fulling-Davies-Unruh. O ap��tulo 2 aborda o

problema de rea�~ao �a radia�~ao em Relatividade Geral. Na teoria linearizada

da gravita�~ao o ampo gravitaional pode ser representado por um ampo

esalar e um ampo tensorial, por isto apresenta-se a dedu�~ao das equa�~oes

de movimento om rea�~ao �a radia�~ao para estes dois tipos de ampos. Algu-

mas propostas de desri�~ao da for�a de rea�~ao �a radia�~ao gravitaional em

termos da Relatividade Restrita s~ao examinadas e n~ao se revelam adequadas.
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Cap��tulo 1

For�a de rea�~ao �a radia�~ao para

ampos vetoriais

1.1 Equa�~ao de Lorentz-Dira

A maneira usual de derivar a equa�~ao de movimento ovariante de part��ulas

puntuais inluindo rea�~ao �a radia�~ao utiliza o tensor energia-momento do

ampo. Um proedimento alternativo e mais simples onsiste no m�etodo

de ontinua�~ao anal��tia da equa�~ao de movimento proposto por Barut [7℄.

Para uma part��ula om massa de repouso m e arga e num ampo eletro-

magn�etio, a equa�~ao de movimento �e dada por:

m�x�(s) = e [F ��
ext:(x(s)) + F ��

ret:(w; x(s))℄ _x�(s), (1.1)
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onde F ��
ext: �e o tensor ampo eletromagn�etio externo:

F ��
ext: =

0
BBBBBBB�

0 �Ex �Ey �Ez

Ex 0 �Bz By

Ey Bz 0 �Bx

Ez �By Bx 0

1
CCCCCCCA

,

F ��
ret:(w; x(s)) �e o tensor ampo eletromagn�etio que representa o ampo re-

tardado no ponto w produzido pela part��ula no ponto x(s), sendo dado

por:

F ��
ret: =

e

R2

�
(w � x)��x� � Q

R
(w � x)� _x� +

1

R
(w � x)� _x��

�(w � x)� �x� +
Q

R
(w � x)� _x� � 1

R
(w � x)� _x�

�
,

(1.2)

om R = (w�x)� _x� e Q = (w�x)� �x�. A m�etria �e dada por ds2 = 2d� 2 =

2dt2 � dx2 � dy2 � dz2, a ordem das oordenadas �e x0 = t, x1 = x, x2 = y,

x3 = z, e os pontos indiam derivadas em rela�~ao a s.

O m�etodo onsiste em ontinuar a eq.(1.1) ao ponto n~ao-f��siow = x(s+u)

mantendo x(s) �xo:

m�x�(s+ u) = e [F ��
ext:(x(s + u)) + F ��

ret:(w = x(s+ u); x(s))℄ _x�(s+ u). (1.3)
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Expandindo-se em s�erie, tem-se as seguintes express~oes, em w = x(s + u):

x�(s+ u) = x� + u _x� +
1

2
u2�x� +

1

6
u3
...
x � + : : : (1.4)

_x�(s+ u) = _x� + u�x� +
1

2
u2
...
x � + : : : (1.5)

�x�(s+ u) = �x� + u
...
x � + : : : (1.6)

R = u+
1

6
u3 _x�

...
x � + : : : (1.7)

Q =
1

2
u2�x��x

� +
1

6
u3�x�

...
x � + : : : (1.8)

Substituindo as eq.(1.4) { (1.8) na eq.(1.2), obt�em-se:

F ��
ret: = e

�
1

2u
( _x��x� � �x� _x�) +

1

6
(
...
x � _x� � _x�

...
x �) +O(u)

�
. (1.9)

Com isto, a eq.(1.3) �e esrita omo:

m�x�(s+ u) = eF ��
ext:(x(s+ u)) _x�(s+ u)+

+ e2
�
� 1

2u
�x� +

1

6
(
...
x � � _x� _x�

...
x �) +

1

2
_x��x� �x� +O(u)

�
.

(1.10)

Usando a rela�~ao �x� �x� = � _x�
...
x � e a expans~ao (1.6), o lado direito da

eq.(1.10) pode ser reesrito omo:

m�x�(s+ u) = eF ��
ext:(x(s + u)) _x�(s+ u)+

+ e2
�
� 1

2u
�x�(s+ u) +

2

3
(
...
x � + _x��x� �x

�) +O(u)

�
,

(1.11)

ou:

�
m +

e2

2u

�
�x�(s+u) = eF ��

ext:(x(s+u)) _x�(s+u)+
2e2

3
(
...
x � + _x��x��x

�)+O(u).

(1.12)
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Renormalizando-se a massa e fazendo o limite u! 0, obt�em-se a equa�~ao de

Lorentz-Dira:

mexp�x
� = eF ��

ext: _x� +
2e2

3
(
...
x � + _x��x� �x

�) . (1.13)

�E onveniente reesrever a equa�~ao de Lorentz-Dira omo:

�x� =
eF �� _x�
m

+
2e2

3m3

�
...
x � +

_x�

2
�x� �x�

�
, (1.14)

onde a partir daqui os pontos indiam derivada em rela�~ao ao tempo pr�oprio

� .

O parâmetro b = 2e2

3m3
representa o tempo neess�ario para a luz perorrer

uma distânia igual a dois ter�os do raio l�assio do el�etron, e vale aproxima-

damente 6; 27�10�24 segundos. Para intervalos de tempo longos omparados

a b, os efeitos de rea�~ao n~ao s~ao importantes. Apenas quando a for�a exter-

na �e apliada rapidamente e durante intervalos de tempo da ordem de b, os

efeitos de rea�~ao modi�am onsideravelmente o movimento. Por esta raz~ao,

�e l��ito desprezar a rea�~ao �a radia�~ao na maioria dos problemas de eletro-

dinâmia. No entanto, os efeitos umulativos podem alterar o movimento

das part��ulas durante longos per��odos de tempo. Estes efeitos podem ser

alulados por meio de m�etodos anal��tios aproximados.

Pode-se obter uma equa�~ao para a varia�~ao da energia a partir da om-

ponente � = 0 da eq.(1.14) e usando-se as rela�~oes _t =

q
1 +

_~x
2

2
, �t =

_~x�

�~x

2

r
1+

_~x
2

2
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e
�
_~x� �~x

�2
= _~x

2�~x
2 �

�
_~x � �~x

�2
:

d

d�

2
4m2

s
1 +

_~x
2

2
+ V (x; y; z)� 2e2 _~x � �~x

33
q

1 +
_~x
2

2

3
5 = � 2e2

33
q

1 +
_~x
2

2

�

�

2
64�~x

2
+

�
_~x� �~x

�2
2

3
75 .

(1.15)

Os dois primeiros termos s~ao, respetivamente, a energia relativ��stia e a

energia potenial assoiada �as for�as externas. O tereiro termo representa

uma troa revers��vel de energia por radia�~ao e �e denominado energia de ae-

lera�~ao. O termo no lado direito da equa�~ao �e sempre negativo e representa

a perda irrevers��vel de energia por radia�~ao.

1.2 O problema das solu�~oes n~ao-f��sias

Uma vez que a eq.(1.14) ont�em derivadas de tereira ordem, al�em da posi�~ao

e da veloidade, a aelera�~ao deve ser espei�ada omo ondi�~ao iniial.

Consideremos o movimento unidimensional de uma part��ula sob a a�~ao de

uma for�a f(�) independente da veloidade [4℄. Neste aso a eq.(1.14) se

reduz a:

�x� b
...
x + b

_x2�x2

2 + _x2
=

f(�)

m

r
1 +

_x2

2
. (1.16)

De�nindo-se

_x(�) =  sinh[w(�)=℄, (1.17)

e substituindo-se na eq.(1.16), obt�em-se:

m _w �mb �w = f(�). (1.18)
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A solu�~ao exata da eq.(1.18) �e

_w(�) = e�=b
�
_w(0)�

Z �

0

f(� 0)e�� 0=b

mb
d� 0

�
. (1.19)

Observa-se que no limite n~ao-relativ��stio, a grandeza _w(�) se reduz �a ae-

lera�~ao �x(t). Em geral, para um valor iniial qualquer _w(0), _w(�) rese

inde�nidamente om o passar do tempo, mesmo no aso em que a for�a

externa �e nula. Estes tipos de solu�~oes s~ao �siamente inaeit�aveis. Para

elimin�a-las, esolhe-se _w(0) de modo que quando o tempo tende a in�nito,

_w(�) n~ao res�a inde�nidamente a menos que haja uma for�a orrespondente.

Matematiamente, isto �e expresso omo

_w(0) =
1

mb

Z
1

0

e�� 0=bf(� 0)d� 0 . (1.20)

Substituindo a eq.(1.20) na eq.(1.19) obt�em-se:

_w(�) =
1

mb

Z
1

�

e(��� 0)=bf(� 0)d� 0 . (1.21)

A eq.(1.21) permite a seguinte interpreta�~ao: quando os efeitos de rea�~ao �a

radia�~ao s~ao onsiderados, a aelera�~ao da part��ula num instante � depende

da for�a que age sobre ela num tempo futuro. Este fenômeno �e denominado

pr�e-aelera�~ao e aparentemente viola a ausalidade. A partir das eq.(1.17) e

(1.21), obt�em-se as express~oes �nais para a veloidade e aelera�~ao:

_x(�) =  sinh[T (�)℄ (1.22)

m�x(�) =
1

b

Z
1

�

e�(� 0
��)=bf(� 0)d� 0 osh[T (�)℄ , om (1.23)

T (�) = sinh�1

�
_x(0)



�
+

1

m

Z �

0

f(� 0)d� 0 + (1.24)

+
1

m

Z
1

0

e�� 0=b [f(� + � 0)� f(� 0)℄ d� 0 .
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Ibison e Putho� [8℄ obtiveram uma generaliza�~ao da eq.(1.23) para três

dimens~oes:

m�x�(�) =
1

b

Z
1

�

d� 0e(���
0)=bR̂�

�(�)R�
�(� 0)f�(�

0) , (1.25)

onde R�
� �e um fator integrante, dado por

R�
� =

0
BBBBBBB�

u0 u1 u2 u3

u1 u0 0 0

u2 0 u0 0

u3 0 0 u0

1
CCCCCCCA

=

�
�u

�


� u�

�


+ u0Æ�

�

�
, (1.26)

om � = (; 0; 0; 0), e R̂�
� o inverso de R�

� :

R̂�
� =

1

u02

0
BBBBBBB�

u2
0 �u0u1 �u0u2 �u0u3

�u0u1 2 + u2
1 u1u2 u1u3

�u0u2 u1u2 2 + u2
2 u2u3

�u0u3 u1u3 u2u3 2 + u2
3

1
CCCCCCCA

=

�
1

u02
�
2Æ�

� � u�u
� � �

�
�
+ 2

u�
�

3

�
. (1.27)

Diante do omportamento n~ao usual da equa�~ao de Lorentz-Dira, seria

interessante testar experimentalmente sua validade. N~ao foi enontrado ne-

nhum trabalho a este respeito. Comay [9℄ prop~oe um poss��vel experimento:

um el�etron move-se em linha reta sob a a�~ao de um ampo eletrost�atio pro-

duzido por uma asa esf�eria uniformemente arregada om dois pequenos

buraos. Se o movimento da arga obedee �a equa�~ao de Lorentz-Dira, a

aelera�~ao varia ont��nuamente quando a arga entra no interior da asa.
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Logo o el�etron deve possuir uma aelera�~ao n~ao-nula no interior da asa,

mesmo n~ao havendo ampo el�etrio. Uma outra proposta [10℄ onsiste na ae-

lera�~ao de um el�etron por um pulso de laser ultra intenso (� 1022 Wm�2).

Os efeitos de rea�~ao �a radia�~ao poderiam ser medidos pela radia�~ao emitida

pelo el�etron.

H�a pouas solu�~oes exatas para a equa�~ao de Lorentz-Dira, o que torna

neess�ario o uso de m�etodos num�erios na maioria das situa�~oes. Entretanto,

na integra�~ao num�eria direta surgem problemas: mesmo que houvesse um

modo de estabeleer a ondi�~ao iniial apropriada para a aelera�~ao, a so-

lu�~ao num�eria tende a ser \ontaminada" pelas solu�~oes n~ao-f��sias devido

aos inevit�aveis erros num�erios. Uma maneira de ontornar esta di�uldade

onsiste em impor a ondi�~ao assint�otia lim�!1 �x� = 0 e integrar no sentido

deresente do tempo. Deste modo as solu�~oes n~ao-f��sias s~ao automatia-

mente amorteidas. Por�em sua apliabilidade �e limitada pela di�uldade

em onheer o estado de movimento no limite � ! 1 em situa�~oes gerais.

Assim, deve-se prourar por uma abordagem alternativa.

1.3 O m�etodo de redu�~ao de ordem

Nesta abordagem [11℄, assume-se que a equa�~ao de movimento seja de segun-

da ordem:

�x� = ��(�; x; _x; b), (1.28)
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onde �� satisfaz a equa�~ao de Lorentz-Dira:

�� = f� + b

�
���

��
+

���

�x�
_x� +

���

� _x�
�� + _x�

����
2

�
, (1.29)

onde se usou f� = eF�� _x�
m

. A �m de eliminar as solu�~oes n~ao-f��sias, usa-se

uma observa�~ao feita por Bhabha [12℄, de que esses tipos de solu�~ao tornam-

se singulares no limite b! 0. Assim, impondo-se a ondi�~ao

lim
b!0

�� = f�, (1.30)

as solu�~oes n~ao-f��sias s~ao eliminadas.

Pode-se onstruir a partir da eq.(1.29) uma s�erie de aproxima�~oes sues-

sivas �x� = ��n, (n = 0; 1; : : :) dada por:

�x� = ��0 = f� (1.31)

�x� = ��1 = f� + b

�
�f�

��
+

�f�

�x�
_x� +

�f�

� _x�
f � + _x�

f �f�
2

�
(1.32)

�x� = ��n+1 = f� + b

�
���n
��

+
���n
�x�

_x� +
���n
� _x�

��n + _x�
��n�n�
2

�
(1.33)

O limite desta suess~ao, se existir, satisfaz as ondi�~oes (1.29) e (1.30). Na

pr�atia, usa-se uma das aproxima�~oes para n �nito.

Uma justi�ativa rigorosa para a elimina�~ao das solu�~oes n~ao-f��sias por

meio da redu�~ao de ordem foi apresentada por Chione et al [13℄. O tra-

tamento exato dos efeitos de retardo no movimento de part��ulas envol-

ve equa�~oes de retardo. Quando os parâmetros de retardo s~ao pequenos,

assume-se a existênia de um atrator para estes tipos de equa�~ao, e a res-

tri�~ao da equa�~ao no atrator equivale a um sistema de equa�~oes difereniais

de primeira ordem. Este sistema orresponde ao modelo f��sio \orreto". Por

20



outro lado, a equa�~ao de retardo pode ser expandida em s�erie de potênias

dos parâmetros de retardo, e trunando-se a s�erie at�e ordem N , obt�em-se

um sistema de equa�~oes difereniais de ordem N . Este sistema, por sua vez,

equivale a um sistema de equa�~oes difereniais de primeira ordem que possui

variedades est�aveis e inst�aveis. As solu�~oes f��sias do sistema s~ao assintotia-

mente atra��das para a variedade est�avel e as n~ao-f��sias s~ao assintotiamente

repelidas pela variedade inst�avel. Num sistema de oordenadas apropria-

do, o sistema de equa�~oes difereniais de primeira ordem obtido a partir do

sistema de ordem N oinide at�e ordem N om o sistema de equa�~oes di-

fereniais de primeira ordem referente �a equa�~ao de retardo, e, portanto, �e

uma aproxima�~ao do modelo f��sio \orreto".

Dois oment�arios sobre as asser�~oes aima s~ao importantes: n~ao foi dada

ainda uma prova matem�atia rigorosa da validade das mesmas para equa�~oes

de retardo gerais; e quando os parâmetros de retardo n~ao s~ao pequenos, po-

dem surgir omportamentos dinâmios n~ao previs��veis por meio das equa�~oes

obtidas a partir da redu�~ao de ordem.

1.4 A superf��ie r��tia da equa�~ao de Lorentz-

Dira

Reentemente, Spohn [14℄ mostrou que o uxo de solu�~oes da equa�~ao de

Lorentz-Dira possui um omportamento semelhante ao uxo de solu�~oes do

grupo de renormaliza�~ao em fenômenos r��tios. As solu�~oes f��sias perten-

21



em a uma superf��ie r��tia que ont�em pontos �xos atrativos uja loali-

za�~ao depende de F ��. Fora da superf��ie r��tia, a solu�~ao rese exponeni-

almente. Como onseq�uênia, a variedade r��tia �e uma superf��ie no espa�o

de fases da forma �x� = h�(x�; _x�). Assim, dadas as ondi�~oes iniiais para

a posi�~ao e veloidade, existe apenas uma solu�~ao na superf��ie r��tia e es-

ta satisfaz a ondi�~ao assint�otia lim�!1 �x� = 0. Al�em disso, o movimento

na superf��ie r��tia pode ser desrito por uma equa�~ao efetiva de segunda

ordem.

O fato de, na equa�~ao de Lorentz-Dira, o termo de derivada de ordem

mais alta ser multipliado por um termo pequeno, torna adequado seu estudo

por meio da teoria de perturba�~ao singular. De�nindo-se:

y�(1) = x�

y�(2) = _x�

y�(3) = �x�,

a equa�~ao de Lorentz-Dira �e expressa omo um sistema de EDOs de primeira

ordem:

_y�(1) = y�(2) (1.34)

_y�(2) = y�(3) (1.35)

� _y�(3) = my�(3) �
eF ��y(2)�


� �

y�(2)
2

y�(3)y(3)� , (1.36)

onde � = 2e2

33
�e uma grandeza pequena. Calulemos a divergênia do uxo do
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sistema aima:

�

�y�(1)
_y�(1) +

�

�y�(2)
_y�(2) +

�

�y�(3)
_y�(3) =

m

�
�

y�(2)
2

�

�y�(3)

�
y�(3)y(3)�

�

=
m

�
� 2

y�(2)y(3)�

2

=
m

�
> 0

Como a divergênia �e sempre positiva, o uxo de solu�~oes diverge.

Introduzindo-se uma esala � = �
�
, o sistema (1.34) { (1.36) pode ser

reesrito omo:

dy�(1)
d�

= �y�(2) (1.37)

dy�(2)
d�

= �y�(3) (1.38)

dy�(3)
d�

= my�(3) �
eF ��y(2)�


� �

y�(2)
2

y�(3)y(3)� . (1.39)

Tomando-se � = 0, as eq.(1.37) { (1.39) forneem:

dy�(1)
d�

= 0) y�(1)(w) = y�(10)

dy�(2)
d�

= 0) y�(2)(w) = y�(20)

dy�(3)
d�

= my�(3) �
eF ��y(20)�


= my�(3) � h�(y�(10); y

�
(20)). (1.40)

Devido ao omportamento divergente do uxo do sistema (1.34) { (1.36),

a superf��ie �x� = h�(x�; _x�) �e formada exlusivamente por pontos �xos re-

pulsivos. Se �x�(0) 6= h�(x�(0); _x�(0)), a solu�~ao rese exponenialmente.

Neste sentido a superf��ie �x� = h�(x�; _x�) �e r��tia. Por um resultado da
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teoria de perturba�~ao singular, a superf��ie r��tia ainda existe para � 6= 0 e

possui a forma �x� = h�� (x
�; _x�).

Para veri�ar que a ondi�~ao assint�otia para a aelera�~ao determina

�x�(0), onv�em utilizar a equa�~ao do balan�o de energia (1.15). Integrando

ambos os lados da eq.(1.15) em rela�~ao ao tempo pr�oprio, tem-se:

2
4m2

s
1 +

_~x
2

2
+ V (x; y; z)� 2e2 _~x � �~x

33
q

1 +
_~x
2

2

3
5
������
1

0

=

= �2e2

33

Z
1

0

1q
1 +

_~x
2

2

2
64�~x

2
+

�
_~x� �~x

�2
2

3
75 d� .

(1.41)

Como na superf��ie r��tia a aelera�~ao �e limitada, o termo de energia de

aelera�~ao no lado esquerdo da eq.(1.41) tamb�em �e limitado, donde se onlui

que Z
1

0

1q
1 +

_~x
2

2

2
64�~x

2
+

�
_~x� �~x

�2
2

3
75 d� <1 (1.42)

na superf��ie r��tia. Esta ondi�~ao �e satisfeita apenas se a ondi�~ao as-

sint�otia lim�!1 �x� = 0 for v�alida. Fora da superf��ie r��tia a aelera�~ao di-

verge. Logo, dadas as ondi�~oes iniiais x�(0) e _x�(0), a ondi�~ao assint�otia

determina uniamente �x�(0) na superf��ie r��tia.

Resta ainda obter a equa�~ao efetiva de segunda ordem na superf��ie

r��tia. Adotando �x� = h�� (x
�; _x�) = h�0 + �h�1 + O(�2), substituindo na
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equa�~ao de Lorentz-Dira e igualando as mesmas potênias de �, tem-se:

mh�0 =
e


F �� _x� , (1.43)

mh�1 = _h�0 +
_x�

2
h�0h0� =

e

m

�F ��

�x�
_x� _x� +

e2

m22
(F ��F�

� _x�+

+
_x�

2
F ��F�

� _x� _x�

�
. (1.44)

Assim, a equa�~ao efetiva de segunda ordem �e dada por:

m�x� =
e


F �� _x� + �

�
e

m

�F ��

�x�
_x� _x� +

e2

m22

�
F ��F�

� _x� +
_x�

2
F ��F�

� _x� _x�

��

(1.45)

�E interessante notar que esta equa�~ao efetiva onorda om a obtida apliando-

se o m�etodo de redu�~ao de ordem disutido na se�~ao 1.3.

1.5 An�alise de um exemplo sob v�arios pontos

de vista

O problema do movimento do osilador harmônio om rea�~ao �a radia�~ao

no limite n~ao-relativ��stio pode ser resolvido exatamente. Com esta solu�~ao,

pode-se obter uma equa�~ao exata para a superf��ie r��tia. Os resultados

ser~ao ent~ao omparados om os obtidos om o m�etodo de redu�~ao de ordem

(se�~ao 1.3).

O movimento om rea�~ao �a radia�~ao de uma part��ula arregada u-

ja freq�uênia angular na ausênia de amorteimento seja ! �e desrito pela

equa�~ao
d2x

dt2
= �!2x+ b

d3x

dt3
. (1.46)
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om b = 2e2

3m3
. A solu�~ao exata da eq.(1.46) �e dada por:

x(t) = 1e
�1t + e�2rt (2 os(�2it) + 3 sin(�2it)) , (1.47)

onde 1; 2; 3 s~ao onstantes que dependem das ondi�~oes iniiais, e

�1 =
1

3b

�
1 + �1=3 + ��1=3

�
(1.48)

�2r =
1

3b

�
1� 1=3

4
� �1=3

�
(1.49)

�2i =

p
3

6b

�
�1=3 � ��1=3

�
(1.50)

� = 1 +
27

2
!2b2 + 3

p
3!b

r
1 +

27

4
!2b2 (1.51)

 = 8 + 108!2b2 + 12
p
3!b
p
4 + 27!2b2 (1.52)

A partir da solu�~ao (1.47), obt�em-se imediatamente as express~oes para a

veloidade e aelera�~ao:

_x(t) = �11e
�1t + (2�2r + 3�2i)e

�2rt os(�2it) + (3�2r � 2�2i)e
�2rt sin(�2it)

(1.53)

�x(t) = �2
11e

�1t +
�
2(�

2
2r � �2

2i) + 23�2r�2i

�
e�2rt os(�2it) +

�
3(�

2
2r � �2

2i)�

�22�2r�2i℄ e
�2rt sin(�2it). (1.54)

Em termos das ondi�~oes iniiais x(0) = x0, _x(0) = _x0 e �x(0) = �x0, as
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onstantes 1; 2; 3 s~ao dadas por:

1 =
x0 (�

2
2r + �2

2i) + �x0 � 2�2r _x0

(�1 � �2r)
2 + �2

2i

(1.55)

2 =
x0�1 (�1 � 2�2r)� �x0 + 2�2r _x0

(�1 � �2r)
2 + �2

2i

(1.56)

3 =
� [x0�1 (�1�2r � �2

2r + �2
2i) + �x0 (�1 � �2r) + _x0 (�

2
2r � �2

1 � �2
2i)℄

�2i

�
(�1 � �2r)

2 + �2
2i

�
(1.57)

As eq.(1.47) e (1.53) formam um sistema linear em rela�~ao �as fun�~oes

e�2rt os(�2it) e e�2rt sin(�2it). O determinante da matriz dos oe�ientes

� = �2i(
2
2 + 23) ser�a diferente de zero a n~ao ser que 2 = 3 = 0, mas este

aso n~ao possui interesse, uma vez que as solu�~oes f��sias seriam anuladas.

Logo o sistema linear possui solu�~ao �unia. Substituindo-se a solu�~ao do

sistema linear na eq.(1.54) e simpli�ando, obt�em-se:

�x(t) = 1
�
(�1 � �2r)

2 + �2
2i

�
e�1t + 2�2r _x� (�2

2r + �2
2i)x. (1.58)

Como �1 > 0, o termo e�1t �e respons�avel pelo resimento exponenial da

aelera�~ao. Para satisfazer a ondi�~ao assint�otia limt!1 �x = 0 deve-se impor

1 = 0. Neste aso a eq.(1.58) se reduz a

�x(t) = 2�2r _x� (�2
2r + �2

2i)x. (1.59)

A eq.(1.59) determina a superf��ie r��tia. Dados x(0) e _x(0), a eq.(1.59)

determina uniamente o valor da aelera�~ao iniial na superf��ie r��tia. A

eq.(1.59) �e uma EDO de segunda ordem; omo � (�2
2r + �2

2i) < 0 e �2r < 0,

trata-se da equa�~ao de movimento de um osilador harmônio amorteido.
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Figura 1.1: Aelera�~ao em fun�~ao do tempo om ondi�~oes iniiais x(0) = 1

unidade de omprimento, ! = 2�
7b

rad/(unidade de tempo), v(0) = _x(0) = 0

(urva ont��nua) e v(0) = _x(0) = �1� 10�10 (urvas traejadas) (1 unidade

de omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s,

1 unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo).

Note-se que a equa�~ao efetiva de segunda ordem neste aso pode ser obtida

exatamente.

A �gura 1.1 mostra as urvas da aelera�~ao em fun�~ao do tempo om as

ondi�~oes iniiais x(0) = 1 unidade de omprimento e ! = 2�
7b

rad/(unidade

de tempo) (1 unidade de omprimento = 2; 818�10�15 m, 1 unidade de tempo

= 9; 399�10�24 s, 1 unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo). A

urva ont��nua foi obtida om a eq.(1.59) e veloidade iniial _x(0) = 0, e as

urvas traejadas utilizando as eq.(1.54) e eq.(1.55) { (1.57) om as mesmas

ondi�~oes iniiais para posi�~ao e aelera�~ao, mas om veloidades iniiais
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Figura 1.2: Aelera�~ao em fun�~ao do tempo om ondi�~oes iniiais _x(0) = 0,

! = 2�
7b

rad/(unidade de tempo), x(0) = 1 unidade de omprimento (urva

ont��nua) e x(0) = (1� 1 � 10�10) unidades de omprimento (1 unidade de

omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s, 1

unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo).

�1�10�10. Para onstruir as urvas mostradas na �gura 1.2 variou-se o valor

da posi�~ao iniial x(0) = 1 unidade de omprimento, x(0) = (1� 1� 10�10)

unidades de omprimento e manteve-se �xos os valores iniiais da veloidade.

Em ambos os asos isto equivale a tomar um onjunto de ondi�~oes iniiais

ligeiramente fora da superf��ie r��tia. Apesar desta pequena diferen�a, a

aelera�~ao nas duas situa�~oes diverge a partir de um erto instante de tempo.

Este exemplo ilustra a instabilidade da superf��ie r��tia, uma vez que �e

onstitu��da por pontos �xos repulsivos.

As �guras 1.3 e 1.4 mostram as urvas de aelera�~ao em fun�~ao do tem-
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Figura 1.3: Solu�~ao num�eria da equa�~ao de movimento do osilador

harmônio om rea�~ao �a radia�~ao (1.46) om ondi�~oes iniiais x(0) = 1

unidade de omprimento, ! = 2�
7b

rad/(unidade de tempo), v(0) = _x(0) = 0

(urva ont��nua) e v(0) = _x(0) = �1� 10�10 (urvas traejadas) (1 unidade

de omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s,

1 unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo).
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po om as mesmas ondi�~oes iniiais que as usadas nas �guras 1.1 e 1.2,

respetivamente, mas aluladas por meio da solu�~ao num�eria da eq.(1.46)

utilizando-se o algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg de 4a - 5a ordem. Nova-

mente observa-se um omportamento divergente da aelera�~ao om ondi�~oes

iniiais fora da superf��ie r��tia. Mesmo tomando-se o valor da aelera�~ao ini-

ial de aordo om a eq.(1.59) om dezesseis algarismos, as urvas ont��nuas

das �guras 1.3 e 1.4 divergem a partir de aproximadamente 16 unidades de

tempo ou 3,4 per��odos do movimento n~ao amorteido. Na integra�~ao dire-

ta da eq.(1.46), a ontribui�~ao das solu�~oes n~ao-f��sias rese rapidamente

devido aos erros de arredondamento.

Finalmente resolveu-se a eq.(1.46) pelo m�etodo de redu�~ao de ordem.

Neste aso as aproxima�~oes suessivas onsistem em EDOs de 2a ordem [11℄

�x = �n _x� !2
nx , n = 0; 1; ::: (1.60)

ujos oe�ientes s~ao dados pelas rela�~oes de reorrênia

0 = 0

!2
n+1 = !2

0 � b!2
nn (1.61)

n+1 = b
�
!2
n � 2n

�
A �gura 1.5 mostra a solu�~ao exata (1.59) (urva ont��nua) e as aproxi-

ma�~oes suessivas om n = 20 e n = 30 e ondi�~oes iniiais x(0) = 1 unidade

de omprimento, _x(0) = 0 e !0 = 2�
7b

rad/(unidade de tempo). Neste aso

a onvergênia �e bastante lenta, mas em [11℄ �e provado que as aproxima�~oes

suessivas onvergem para a eq.(1.59) desde que b!0 < 0; 95.
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Figura 1.4: Solu�~ao num�eria da equa�~ao de movimento do osilador

harmônio om rea�~ao �a radia�~ao (1.46) om ondi�~oes iniiais _x(0) = 0,

! = 2�
7b

rad/(unidade de tempo), x(0) = 1 unidade de omprimento (urva

ont��nua) e x(0) = (1 � 1 � 10�10) unidade de omprimento (urvas trae-

jadas) (1 unidade de omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo

= 9; 399� 10�24 s, 1 unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo).
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rea�~ao �a radia�~ao (1.46) pelo m�etodo de redu�~ao de ordem. Curva ont��nua:

solu�~ao exata, urvas traejadas: aproxima�~oes suessivas om n = 20 e

n = 30. Condi�~oes iniiais: x(0) = 1 unidade de omprimento, _x(0) = 0

(1 unidade de omprimento = 2; 818 � 10�15 m, 1 unidade de tempo =

9; 399� 10�24 s, 1 unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo).
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Figura 1.6: M�odulo da diferen�a entre as aelera�~oes om ondi�~oes iniiais

x(0) = 1 unidade de omprimento, v(0) = _x(0) = �1� 10�10 e a aelera�~ao

om ondi�~oes iniiais x(0) = 1 unidade de omprimento, _x(0) = 0. As

solu�~oes foram aluladas numeriamente a partir da equa�~ao de movimento

obtida pelo m�etodo de redu�~ao de ordem (1.60) om n = 30 (1 unidade de

omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s, 1

unidade de veloidade = veloidade da luz no v�auo).
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As equa�~oes de movimento (1.60) s~ao est�aveis em rela�~ao a pequenas va-

ria�~oes nas ondi�~oes iniiais e erros de arredondamento num�erio. Resolveu-

se numeriamente a eq.(1.60) om n = 30 e ondi�~oes iniiais x(0) = 1 unida-

de de omprimento, _x(0) = �1�10�10. Na �gura 1.6 apresenta-se o m�odulo

da diferen�a entre as aelera�~oes om _x(0) = �1� 10�10 e a aelera�~ao om

_x(0) = 0 em fun�~ao do tempo. Ao ontr�ario das situa�~oes anteriores, as

diferen�as entre as aelera�~oes sofrem um amorteimento om o aumento do

tempo.

Em resumo, mesmo que se onsiga determinar anal��tiamente a forma

da superf��ie r��tia (sem resolver as equa�~oes de movimento), e onseq�uen-

temente a ondi�~ao iniial para a aelera�~ao, a solu�~ao num�eria direta da

equa�~ao de Lorentz-Dira permanee invi�avel, uma vez que seria neess�ario o

onheimento das ondi�~oes iniiais e proessamento num�erio om preis~ao

in�nita para evitar a ontamina�~ao da solu�~ao num�eria pelas solu�~oes n~ao-

f��sias. Por outro lado, a solu�~ao das equa�~oes de segunda ordem oriundas

do m�etodo de redu�~ao de ordem n~ao sofrem deste inonveniente, embora n~ao

haja garantias de que a redu�~ao de ordem onvirja em todos os asos.

1.6 Aplia�~oes

Utilizou-se o m�etodo de redu�~ao de ordem no estudo de alguns problemas

simples envolvendo rea�~ao �a radia�~ao. Os termos da suess~ao (1.31) { (1.33)

foram alulados analitiamente em ada aso e as orrespondentes equa�~oes

difereniais de segunda ordem foram resolvidas numeriamente usando-se os
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algoritmos de Runge-Kutta e Bulirsh-Stoer [15℄. As solu�~oes das aproxi-

ma�~oes foram omparadas entre si a �m de veri�ar a onvergênia. As

unidades de medida usadas foram as seguintes:

� unidade de arga: arga do el�etron = 1; 602� 10�19 C

� unidade de massa: massa de repouso do el�etron = 9; 109� 10�31 kg

� unidade de omprimento: raio l�assio do el�etron = 2; 818� 10�15 m

� unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s

Nestas unidades, a veloidade da luz �e numeriamente igual a 1.

1.6.1 Movimento unidimensional om for�a externa de-

pendente do tempo

Seja um el�etron submetido a uma for�a externa peri�odia dependente do

tempo da forma f(�) = fo sin(!�). O movimento na dire�~ao do eixo x �e

desrito pelas equa�~oes

�x =
fo
m

sin(!�) _t+ b

�
...
x +

_x

2
�
2�t2 � �x2

��
(1.62)

�t =
fo
m

sin(!�) _x+ b

�
...
x +

_t



�
2�t2 � �x2

��
. (1.63)

Neste aso a solu�~ao exata pode ser alulada por meio das eq.(1.22) e (1.23):

_x(�) =  sinh[T (�)℄ (1.64)

�x(�) =
fob

m(1 + b2!2)
osh[T (�)℄ [sin(!�) + b! os(!�)℄ , om (1.65)

T (�) = sinh�1
�
_x(0)



�
+

fo
m!(1 + b2!2)

[1� os(!�) + b! sin(!�)℄ .
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Figura 1.7: Posi�~ao (x) em fun�~ao do tempo pr�oprio para uma part��ula

submetida a uma for�a externa f = 0; 5 sin( 2�
15b

�) unidades de for�a om

x(0) = 0 unidades de omprimento e _x(0) = 0 (1 unidade de omprimento

= 2; 818 � 10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399 � 10�24 s, 1 unidade de

veloidade = veloidade da luz no v�auo).

A solu�~ao num�eria obtida om o m�etodo de redu�~ao de ordem pode ser

omparada om a solu�~ao exata. As �guras 1.7 a 1.9 mostram, respeti-

vamente, as urvas de posi�~ao, veloidade pr�opria e aelera�~ao pr�opria em

fun�~ao do tempo pr�oprio om f = 0; 5 sin( 2�
15b

�) unidades de for�a, x(0) = 0

unidades de omprimento e _x(0) = 0. A solu�~ao alulada pelo m�etodo

de redu�~ao de ordem orresponde �a seq�uênia (1.31) { (1.33) om n = 2.

Mesmo om esta ordem de aproxima�~ao, as �guras mostram que a solu�~ao

obtida deste modo est�a muito pr�oxima da solu�~ao exata. A solu�~ao orres-

pondente a n = 3 n~ao �e disting�u��vel da solu�~ao exata na esala dos gr�a�os
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apresentados.

1.6.2 Movimento unidimensional om for�a externa ons-

tante

No aso de um ampo el�etrio onstante ~E = Ex̂, os primeiros dois onjuntos

de termos das aproxima�~oes suessivas s~ao:

�t = �00 =
eE
m

_x (1.66)

�x = �10 =
eE
m

 _t (1.67)

�t = �01 =
eE
m

_x+
be2E2

m22

�
 _t +

 _t

2
�
_x2 � 2 _t2

��
(1.68)

�x = �11 =
eE
m

 _t+
be2E2

m22

�
_x +

_x

2
�
_x2 � 2 _t2

��
(1.69)

Substituindo-se a rela�~ao _x2 � 2 _t2 = �2 em (1.68) e (1.69) obt�em-se no-

vamente (1.66) e (1.67). Neste aso, as equa�~oes de movimento om e sem

rea�~ao s~ao as mesmas. �A mesma onlus~ao hega-se a partir da ondi�~ao

(1.20).

Isto signi�a que uma arga uniformemente aelerada n~ao irradia? Esta

quest~ao gerou ontrov�ersias. Em 1909 Born [16℄ publiou um artigo sobre

o movimento relativ��stio de uma arga uniformemente aelerada. Pauli, a

partir deste artigo, onluiu que uma arga neste estado de movimento n~ao

emite radia�~ao [17℄. Shott [18℄, num trabalho independente do de Born,

onluiu que h�a radia�~ao. Bondi e Gold [19℄ modi�aram o tratamento ma-

tem�atio feito por Born, e argumentaram que a modi�a�~ao impliava em

39



emiss~ao de radia�~ao. Fulton e Rohrlih [20℄ analisaram o problema em deta-

lhe. Utilizando a eletrodinâmia l�assia, invariânia de Lorentz e admitindo

a validade da equa�~ao de Lorentz-Dira, mostraram que uma arga unifor-

memente aelerada irradia a uma taxa n~ao nula onstante e que a anula�~ao

da for�a de rea�~ao n~ao implia neessariamente em ausênia de radia�~ao.

A eq.(1.15) apliada ao movimento uniformemente aelerado na dire�~ao x

fornee:

T (�)� T (0) + V [x(�)℄� V [x(0)℄ =
2e2

33

2
4 _x(�)�xq

1 + _x(�)2

2

� _x(0)�xq
1 + _x(0)2

2

�

�
Z �

0

�x2q
1 + _x(� 0)2

2

d� 0

3
5 ,

(1.70)

onde se representou a energia relativ��stia por T . O primeiro e segundo ter-

mos do lado direito da eq. (1.70) representam a energia de aelera�~ao. Em

geral, quando o movimento �e peri�odio, estes termos se anelam e a va-

ria�~ao da energia in�etia + potenial oorre apenas devido ao �ultimo termo

da eq.(1.70). Nestes asos, todo o trabalho realizado pela for�a de rea�~ao

orresponde �a energia emitida por radia�~ao. Por outro lado, o movimento

em quest~ao n~ao �e peri�odio. A aelera�~ao onstante implia que o trabalho

total realizado pela for�a de rea�~ao se anula. Pela eq. (1.70), a energia emiti-

da por radia�~ao deve se igualar �a energia de aelera�~ao para que isto oorra.

De alguma maneira, a energia de aelera�~ao onsiste numa \energia inter-

na" da part��ula arregada que �e transformada em radia�~ao, sem no entanto

alterar a energia in�etia + potenial. Esta interpreta�~ao pode n~ao pareer
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satisfat�oria sob o ponto de vista f��sio, mas est�a baseada na equa�~ao de mo-

vimento (1.14). Se esta for rejeitada, ent~ao n~ao �e poss��vel qualquer tipo de

disuss~ao a respeito da inuênia da emiss~ao de energia sobre o movimento,

uma vez que n~ao h�a outra equa�~ao de movimento dispon��vel.

De aordo om Siama et al. [21℄, a for�a de rea�~ao �a radia�~ao age,

durante os per��odos iniial e �nal de aelera�~ao n~ao-uniforme, de tal maneira

a assegurar que o trabalho realizado pela for�a externa durante a aelera�~ao

onstante seja igual �a soma da varia�~ao da energia in�etia da arga om a

energia irradiada.

H�a ainda uma outra disuss~ao relaionada ao prin��pio da equivalênia

[20℄. Uma vez que a equa�~ao de movimento de uma arga uniformemen-

te aelerada n~ao difere da de uma part��ula neutra quando aeleradas por

for�as n~ao-eletromagn�etias, ambas seguir~ao a mesma trajet�oria num ampo

gravitaional homogêneo. Uma part��ula neutra em queda livre num ampo

gravitaional homogêneo se omporta para um observador tamb�em em que-

da livre omo uma part��ula em repouso num referenial inerial, de aordo

om o prin��pio da equivalênia. Mas se a part��ula estiver arregada, o ob-

servador pode detetar a presen�a do ampo gravitaional pela radia�~ao da

part��ula: se houver radia�~ao ele saber�a que ambos est~ao em queda num am-

po gravitaional; aso ontr�ario ele e a part��ula se enontram numa regi~ao

do espa�o livre de for�as.

Para Fulton e Rohrlih esta aparente ontradi�~ao om o prin��pio da equi-

valênia �e resolvida quando se onsidera a medida de radia�~ao. A radia�~ao �e

de�nida pelo omportamento do ampo a grandes distânias da fonte. Assim,
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um observador que queira detetar a radia�~ao emitida pela part��ula arre-

gada n~ao pode fazê-lo nas proximidades da geod�esia da part��ula. Mas o

prin��pio da equivalênia somente tem validade loal, enquanto a observa�~ao

de radia�~ao �e um proedimento n~ao-loal. Logo o observador em queda livre

junto �a part��ula n~ao pode determinar se h�a de fato emiss~ao de radia�~ao.

H�a ainda um outro rit�erio para se determinar a existênia de um ampo

de radia�~ao: a radia�~ao emitida por uma arga �e observada quando existe

aelera�~ao relativa entre o observador e a arga. Segundo este rit�erio, um

observador num referenial o-aelerado em rela�~ao ao referenial da arga

n~ao observa radia�~ao. No aso em que o observador e a arga est~ao em

queda livre num mesmo ampo gravitaional est�atio e homogêneo, n~ao h�a

aelera�~ao relativa entre ambos, logo o observador n~ao deteta radia�~ao. Es-

ta onlus~ao onorda om a an�alise feita por Boulware [22℄, de que toda a

radia�~ao emitida pela arga enontra-se numa regi~ao do espa�o-tempo ina-

ess��vel ao observador no referenial o-aelerado. A interpreta�~ao quântia

da radia�~ao emitida por uma arga uniformemente aelerada envolve o efeito

Fulling-Davies-Unruh, e ser�a abordada na se�~ao 1.7.

1.6.3 Movimento bidimensional om for�a externa ons-

tante

Consideremos o movimento no plano xy de um el�etron submetido a um ampo

el�etrio onstante ~E = Ex̂. As �guras 1.10 a 1.13 mostram os resultados

usando-se os seguintes parâmetros: E = 0; 01 unidades de ampo el�etrio (1
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Figura 1.10: Altera�~ao da trajet�oria do el�etron devido �a rea�~ao �a radia�~ao

num ampo el�etrio ~E = 0; 01x̂ unidades de ampo el�etrio e ondi�~oes inii-

ais x(0) = y(0) = 0 unidades de omprimento, _x(0) = 0, _y(0) = 0; 100503

(1 unidade de omprimento = 2; 818 � 10�15 m, 1 unidade de tempo

= 9; 399� 10�24 s, 1 unidade de ampo el�etrio = 1; 814� 1020 N/C).

unidade de ampo el�etrio = 1; 814� 1020 N/C), x(0) = y(0) = 0 unidades

de omprimento, _x(0) = 0, _y(0) = 0; 100503 e termos da suess~ao (1.31) {

(1.33) om n = 2.

Apesar de a trajet�oria do el�etron ser aparentemente pouo modi�ada

pela perda de radia�~ao (�gura 1.10), a energia E = m2 _t� eEx (�gura 1.11)

diminui bastante durante o perurso. A �gura 1.12 mostra o omponente

y da aelera�~ao em fun�~ao do tempo pr�oprio. Observa-se uma aelera�~ao

negativa (diminui�~ao da veloidade) nesta dire�~ao, apesar de n~ao haver for�a

externa nesta dire�~ao.

43



0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

E
n

e
rg

ia
 (

u
n

id
a

d
e

s
 d

e
 e

n
e

rg
ia

)

tempo próprio

sem reação
com reação

Figura 1.11: Varia�~ao da energia em fun�~ao do tempo pr�oprio para o movi-

mento mostrado na �gura 1.10 (1 unidade de energia = 8; 188� 10�14 J).
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Figura 1.13: Energia em fun�~ao da oordenada x para movimento om for�a

externa onstante e v�arias ondi�~oes iniiais dos omponentes da veloidade.

Os ângulos referem-se ao ângulo polar do vetor veloidade em � = 0 (1

unidade de omprimento = 2; 818�10�15 m, 1 unidade de energia = 8; 188�
10�14 J).

A �gura 1.13 india a varia�~ao da energiaE om a posi�~ao para v�arias on-

di�~oes iniiais da veloidade: _x(0) = (0; 100503 os �) e _y(0) = (0; 100503 sin �),

sendo � o ângulo polar. Nota-se que quanto maior o ângulo formado entre a

dire�~ao da veloidade iniial e a dire�~ao da for�a externa, maior �e a quanti-

dade de energia perdida por radia�~ao.
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1.6.4 Campo magn�etio onstante

As equa�~oes de movimento de um el�etron num ampo magn�etio homogêneo

e est�atio ~B = Bẑ s~ao dadas por :

m�t =
2e2

32

�
...
t +

_t



�
2�t2 � �x2 � �y2

��
(1.71)

m�x = �eB


_y +

2e2

33

�
...
x +

_x

2
�
2�t2 � �x2 � �y2

��
(1.72)

m�y =
eB


_x+

2e2

33

�
...
y +

_y

2
�
2�t2 � �x2 � �y2

��
(1.73)

As solu�~oes num�erias foram aluladas om os parâmetros:

� B = 1 � 10�12 unidades de ampo magn�etio (� 6; 0 � 103 Gauss),

_x(0) = 0, _y(0) = 1� 106

� B = 1 � 10�11 unidades de ampo magn�etio (� 6; 0 � 104 Gauss),

_x(0) = 0, _y(0) = 2� 106

Estas intensidades de ampo magn�etio podem ser obtidas por meio de ��m~as

refrigerados a �agua. As �guras 1.14 e 1.15 mostram, respetivamente, a

trajet�oria e a energia relativ��stia do el�etron para o primeiro onjunto de

parâmetros, e as �guras 1.16 e 1.17 as mesmas grandezas para o segundo

onjunto de parâmetros.

Observa-se que nestes dois asos os efeitos de rea�~ao �a radia�~ao alteram

signi�ativamente o movimento das part��ulas. A maior parte da energia �e

perdida durante os primeiros instantes do movimento. Outro fato not�avel �e

a mudan�a do entro da irunferênia da trajet�oria om o tempo. As �guras

1.18 e 1.19 mostram este efeito para a trajet�oria da �gura 1.14.
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Figura 1.14: Altera�~ao da trajet�oria do el�etron devido �a rea�~ao �a radia�~ao

num ampo magn�etio B = 6�103 Gauss e ondi�~oes iniiais x(0) = 1�1018

unidades de omprimento, y(0) = 0 unidades de omprimento, _x(0) = 0,

_y(0) = 1� 106 (1 unidade de omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de

tempo = 9; 399� 10�24 s).
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Figura 1.15: Energia em fun�~ao da oordenada tempo t para a trajet�oria

mostrada na �gura 1.14 (1 unidade de energia = 8; 188� 10�14 J).

No aso em que a perda de energia por ilo for pequena, �e poss��vel obter

uma express~ao aproximada para o raio em fun�~ao do tempo. A solu�~ao das

equa�~oes (1.71) { (1.73) sem o termo de rea�~ao �a radia�~ao �e :

x(�) = r os (!�) (1.74)

y(�) = r sin (!�) (1.75)

_t =

r
1 +

r2!2

2
(1.76)

onde ! = eB
m

e r �e o raio da trajet�oria. Utilizando as eq.(1.74) e (1.75) na

eq.(1.15) tem-se:

dE

d�
= �2e2r2!4

33

r
1 +

r2!2

2
(1.77)

Fazendo a m�edia da energia sobre um per��odo do movimento, tem-se E =

m2
q

1 + r2!2

2
. A equa�~ao diferenial do raio em fun�~ao do tempo �e dada
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Figura 1.16: Altera�~ao da trajet�oria do el�etron devido �a rea�~ao �a radia�~ao

num ampo magn�etio B = 6�104 Gauss e ondi�~oes iniiais x(0) = 2�1017

unidades de omprimento, y(0) = 0 unidades de omprimento, _x(0) = 0,
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Figura 1.17: Energia em fun�~ao da oordenada tempo t para a trajet�oria

mostrada na �gura 1.16 (1 unidade de energia = 8; 188� 10�14 J).
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Figura 1.19: Coordenada y do entro em fun�~ao da oordenada tempo t para

a trajet�oria mostrada na �gura 1.14.

por
dr

dt
=

dr

dE

dE

d�

d�

dt
= �2e2r!2

3m3

r
1 +

r2!2

2
, (1.78)

uja solu�~ao om a ondi�~ao iniial r(t = 0) = r0 �e:

r(t) =


!

r
1

tanh2W
� 1 , om W = artanh

0
� 1q

1 +
r20!

2

2

1
A+

2e2!2t

3m3
.

(1.79)

A ompara�~ao entre o raio previsto pela eq.(1.79) e o obtido pela solu�~ao

num�eria a partir da redu�~ao de ordem �e mostrado na �gura 1.20. Usou-se

B = 3 � 104 Gauss, _y(0) = 1 � 104 (0; 999999995), durante um intervalo

de tempo equivalente a 95 revolu�~oes. Apesar da energia iniial elevada, a

solu�~ao aproximada onorda bem om o resultado num�erio, sendo que a

diferen�a relativa no �nal do tempo onsiderado �e da ordem de 0; 03%.
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A solu�~ao aproximada da eq.(1.14) no limite ultra-relativ��stio ( =

1p
1�v2=2

� 1) foi obtida por Lieu [23℄. As express~oes das posi�~oes e ve-

loidades s~ao:

vx(t) = �
�
1� (�t+ �)2 =2

�
sin [!t(�t+ 2�)=2℄ (1.80)

vy(t) = 
�
1� (�t+ �)2 =2

�
os [!t(�t+ 2�)=2℄ (1.81)

x(t) = x0 +

Z t

0

vx(t
0)dt0 (1.82)

y(t) = y0 +

Z t

0

vy(t
0)dt0 (1.83)

onde: � = 2e4B2

3m35
, � = 1

(t=0)
= 1

0
.

As �guras 1.21 e 1.22 reproduzem, respetivamente, os resultados das
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�guras 1.14 e 1.16 juntamente om as solu�~oes (1.80) a (1.83). A diferen�a

relativa entre as posi�~oes �e da ordem de 1 � 10�7 para a �gura 1.21 e da

ordem de 1� 10�8 para a �gura 1.22.

1.6.5 For�a Coulombiana unidimensional

Considere-se o movimento unidimensional (ao longo do eixo x > 0) de um

el�etron submetido a um ampo Coulombiano produzido por uma part��ula

�xa na origem om mesma arga em m�odulo. As equa�~oes de movimento

om rea�~ao �a radia�~ao s~ao:

m�x = �e2 _t

x2
+

2e2

33

�
...
x +

_x

2
�
2�t2 � �x2

��
(1.84)

m�t = �e2 _x

x2
+

2e2

32

�
...
t +

_t



�
2�t2 � �x2

��
, (1.85)

onde os sinais mais e menos referem-se, respetivamente, a for�a repulsiva e

atrativa.

Usou-se novamente o m�etodo de redu�~ao de ordem na solu�~ao num�eria

das eq.(1.84) { (1.85). No aso repulsivo, adotou-se uma separa�~ao iniial de

1000 unidades de omprimento entre as part��ulas om diferentes veloidades

iniiais.

Conforme india a �gura 1.23, a posi�~ao de m�axima aproxima�~ao xmin �e

maior quando os efeitos de rea�~ao �a radia�~ao s~ao onsiderados, enquanto a

aelera�~ao m�axima ael:max �e menor. Os resultados s~ao idêntios aos obtidos

por Hushilt e Baylis [24℄, que utilizaram a ondi�~ao assint�otia para a aele-
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unidimensional de um el�etron no potenial Coulombiano atrativo. As dife-

rentes urvas referem-se �as suessivas aproxima�~oes do m�etodo de redu�~ao de

ordem (1 unidade de omprimento = 2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo

= 9; 399� 10�24 s).

ra�~ao e integra�~ao deresente no tempo. No entanto, o m�etodo de redu�~ao

de ordem deixou de onvergir para veloidades iniiais maiores do que 0,89,

enquanto os autores itados obtiveram resultados at�e veloidades iniiais de

0,96.

No aso atrativo, foram usadas as ondi�~oes iniiais x(0) = 10 unidades

de omprimento e _x(0) = 0. A �gura 1.24 india o m�odulo da aelera�~ao do

el�etron em fun�~ao da posi�~ao para diferentes ordens de aproxima�~oes sues-

sivas do m�etodo de redu�~ao de ordem. Oberva-se laramente um omporta-

mento divergente; o m�odulo da aelera�~ao tende a in�nito. O mesmo aso
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tamb�em foi examinado por Hushilt e Baylis [25℄. Utilizando uma expans~ao

assint�otia para determinar um valor iniial da aelera�~ao que minimizasse as

solu�~oes n~ao-f��sias, integraram diretamente a eq. de Lorentz-Dira e obtive-

ram trajet�orias �siamente oerentes que, no entanto, eram rapidamente on-

taminadas por solu�~oes n~ao-f��sias. Nestas trajet�orias, �a medida que o el�etron

se aproximava da origem, a aelera�~ao atingia um valor m�aximo e dea��a zero

antes do el�etron atingir a origem. Os autores mostram anal��tiamente que

para um valor iniial �nito da aelera�~ao, o el�etron atinge uma distânia de

aproxima�~ao m�axima n~ao-nula e ent~ao segue uma trajet�oria \runaway" para

fora. N~ao existem neste aso solu�~oes f��sias para a equa�~ao de Lorentz-Dira

om valores iniiais de aelera�~ao �nitos.

A inexistênia de solu�~oes f��sias para o problema de potenial Coulom-

biano atrativo unidimensional n~ao pode ser usado omo argumento ontra a

validade da equa�~ao de Lorentz- Dira. Este �e um problema arti�ial, uma

vez que n~ao se pode projetar uma part��ula exatamente na dire�~ao do entro

de for�a, e a lei de Coulomb deixa de ser v�alida quando a distânia entre as

part��ulas interagentes torna-se menor do que um erto valor.
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1.6.6 For�a Coulombiana bidimensional

A extens~ao das eq.(1.84) { (1.85) para o movimento de um el�etron no plano

xy submetido a um ampo Coulombiano atrativo �e dada por:

m�t = � e2(x _x + y _y)

(x2 + y2)3=2
+

2e2

32

�
...
t +

_t



�
2�t2 � �x2 � �y2

��
(1.86)

m�x = � e2x _t

(x2 + y2)3=2
+

2e2

33

�
...
x +

_x

2
�
2�t2 � �x2 � �y2

��
(1.87)

m�y = � e2y _t

(x2 + y2)3=2
+

2e2

33

�
...
y +

_y

2
�
2�t2 � �x2 � �y2

��
(1.88)

Utilizando novamente as aproxima�~oes suessivas (1.31) { (1.33) apliadas

�as eq.(1.86) { (1.88), obteve-se a solu�~ao num�eria para uma �orbita fehada

om as ondi�~oes iniiais x(0) = 50 unidades de omprimento, y(0) = 0

unidades de omprimento, _x(0) = 0, _y(0) = 0; 16.

Alguns resultados de interesse s~ao mostrados nas �guras 1.25 a 1.28. A

�orbita iniialmente el��ptia torna-se irularizada om o passar do tempo,

onforme india a �gura 1.27, paralelamente �a diminui�~ao do semi-eixo maior

(�gura 1.26). A taxa de preess~ao do semi-eixo maior aumenta om o tempo

(�gura 1.28). O ângulo de preess~ao por revolu�~ao �e aproximadamente dado

por:

�' = 2�

0
� 1q

1� e2

ma(1�e2)2

� 1

1
A , (1.89)

sendo e a exentriidade e a o semi-eixo maior. A eq.(1.89) india um au-

mento do ângulo de preess~ao por revolu�~ao �a medida que a e e diminuem.

Na �gura 1.29 representou-se um diagrama da posi�~ao x, veloidade dx=dt

e tempo t da trajet�oria representada na �gura 1.25. Neste diagrama nota-
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se um aumento da veloidade do el�etron prinipalmente na etapa �nal do

movimento. O diagrama y � dy=dt� t apresenta o mesmo omportamento.

No aso de movimento irular no qual a perda de energia por revolu�~ao

for pequena, pode-se obter uma express~ao aproximada para o raio em fun�~ao

do tempo. A solu�~ao das eq.(1.86) { (1.88) sem o termo de rea�~ao �a radia�~ao

�e dada por:

x(�) = r os (
�) (1.90)

y(�) = r sin (
�) (1.91)

_t =

r
1 +

r2
2

2
(1.92)


2 =
e4

2m22r4
+

e2

mr3

r
1 +

e4

4m24r2
(1.93)

Substituindo-se as eq.(1.90) { (1.93) na eq.(1.15) e mantendo apenas os ter-

mos at�e ordem e2

mr2
, tem-se:

dE

dt
=

dE

d�

d�

dt
� � 2e6

33m2r4

�
1 +

e2

mr2

�
. (1.94)

Por outro lado,

E � m2 � e2

2r
+

e4

8mr22
) dE

dt
=

e2

2r2

�
1� e2

2mr2

�
dr

dt
. (1.95)

Igualando as eq.(1.94) e eq.(1.95), obt�em-se a equa�~ao diferenial

dr

dt
= � 4e4

3m2r23

�
1 +

3e2

2mr2

�
, (1.96)

uja solu�~ao �e dada por:

r3 � r30
3

� 3e2(r2 � r20)

4m2
= � 4e4t

3m23
. (1.97)
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Figura 1.30: Compara�~ao entre o raio obtido pela solu�~ao num�eria e o pre-

visto pela solu�~ao anal��tia aproximada (1.97) para movimento iniialmen-

te irular no potenial de Coulomb. Condi�~oes iniiais: x(0) = 50 uni-
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tempo = 9; 399� 10�24 s).
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Figura 1.31: Amplia�~ao da �gura 1.30 nos instantes �nais do movimento.

As �guras 1.30 e 1.31 omparam os resultados num�erios do raio em

fun�~ao do tempo om a solu�~ao aproximada (1.97) om ondi�~oes iniiais

x(0) = 50 unidades de omprimento, y(0) = 0 unidades de omprimento,

_x(0) = 0 e _y(0) = 0; 142. Apenas nos instantes �nais de tempo quando o

raio da �orbita do el�etron se aproxima de zero, a disordânia entre as duas

abordagens �e aentuada (�gura 1.31).

1.6.7 Problema de Kepler diamagn�etio

O sistema em quest~ao se refere ao movimento de um el�etron submetido a um

potenial oulombiano e a um ampo magn�etio onstante e est�atio ~B = Bẑ

[26℄. Usando-se a aproxima�~ao n~ao-relativ��stia da eq.(1.14) tem-se (nestas
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equa�~oes os pontos indiam derivadas em rela�~ao ao tempo t):

�x = � e2x

mr3
� eB _y

m
+

2e2

3m3
...
x (1.98)

�y = � e2y

mr3
+
eB _x

m
+

2e2

3m3
...
y (1.99)

�z = � e2z

mr3
+

2e2

3m3
...
z (1.100)

Na ausênia de for�a de rea�~ao h�a duas onstantes de movimento: a energia

E = m _~r
2

2
� e2

r
e uma grandeza om dimens~ao de momento angular K =

m(x _y � _xy) � eB
2

(x2 + y2). A partir das eq.(1.98) { (1.100) deduzem-se as

seguintes express~oes:

d

dt

 
m _~r

2

2
� e2

r
� 2e2

33
_~r � �~r

!
= �2e2

33
�~r
2

(1.101)

d

dt

�
m(x _y � _xy)� eB

2

�
x2 + y2

�� 2e2

33
(x�y � �xy)

�
= �2e2

33
( _x�y � �x _y)

(1.102)

O lado direito da eq.(1.101) �e sempre negativo (perda de energia); no aso

da eq.(1.102) nada se pode a�rmar a priori.

As eq. (1.98){(1.100) foram resolvidas numeriamente om as ondi�~oes

iniiais dadas nas tabelas 1 e 2. As ondi�~oes iniiais nas duas tabelas foram

aluladas para energia iniialE = �1; 0000608�10�7 unidades de energia (1

unidade de energia = 8; 188�10�14 J) e momento angular iniialK = �1250
unidades de momento angular (1 unidade de momento angular = 7; 696 �
10�37 Kgm2s�1).

As �guras 1.32 e 1.33 mostram, respetivamente, as trajet�orias do el�etron

om as ondi�~oes iniiais 1 da tabela 1 e 1 da tabela 2. Observa-se uma maior

irregularidade na segunda trajet�oria em rela�~ao �a primeira.
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x _x _y _z

ond. 1 9; 128709� 106 0 0 1; 381190� 10�4

ond. 2 4; 189302� 106 0 �2; 355395� 10�4 �4; 710790� 10�4

ond. 3 1; 757778� 106 0 �6; 847582� 10�4 �6; 847582� 10�4

ond. 4 8; 384251� 105 0 �1; 478314� 10�3 0

Tabela 1.1: ondi�~oes iniiais om y(0) = z(0) = 0 unidades de omprimento

e ampo magn�etio B = 1; 8 � 105 Gauss (1 unidade de omprimento =

2; 818� 10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s).

x _x _y _z

ond. 1 5� 106 0 0 4; 472� 10�4

ond. 2 2; 693549� 106 0 �3; 293941� 10�4 �6; 587882� 10�4

ond. 3 1; 518173� 106 0 �7; 474491� 10�4 �7; 474491� 10�4

ond. 4 8; 061524� 105 0 �1; 510267� 10�3 0

Tabela 1.2: ondi�~oes iniiais om y(0) = z(0) = 0 unidades de omprimento

e ampo magn�etio B = 6�105 Gauss (1 unidade de omprimento = 2; 818�
10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s).
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Figura 1.32: Trajet�oria om B = 1; 8 � 105 Gauss e ondi�~ao iniial 1 da

tabela 1.
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Figura 1.34: Energias em fun�~ao do tempo om ampo B = 1; 8� 105 Gauss

e ondi�~oes iniiais da tabela 1 (1 unidade de energia = 8; 188� 10�14 J).

Nas �guras 1.34 e 1.35 representou-se, respetivamente, a energia E omo

fun�~ao do tempo para as ondi�~oes iniiais das tabelas 1 e 2; nas �guras 1.36

e 1.37 o mesmo para a grandeza K.

Nota-se que as maiores varia�~oes de energia e momento angular K oor-

rem quando o movimento se d�a no plano xy (ondi�~ao iniial 4 da tabela 1

e ondi�~ao iniial 4 da tabela 2).

Um outro onjunto de solu�~oes num�erias foi obtido restringindo-se o mo-

vimento ao plano xy mas utilizando-se a equa�~ao de movimento relativ��stia.

As ondi�~oes iniiais usadas para três intensidades de ampo magn�etio s~ao

apresentadas na tabela 3, onde a energia e momento angular iniiais s~ao os

mesmos para todas as ondi�~oes iniiais.

A �gura 1.38 mostra a trajet�oria do el�etron om a ondi�~ao iniial re-
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Figura 1.35: Energias em fun�~ao do tempo om ampo B = 6� 105 Gauss e

ondi�~oes iniiais da tabela 2 (1 unidade de energia = 8; 188� 10�14 J).
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Figura 1.36: Momento angular K em fun�~ao do tempo om ampo B =

1; 8 � 105 Gauss e ondi�~oes iniiais da tabela 1 (1 unidade de momento

angular = 7; 696� 10�37 Kgm2s�1).
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Figura 1.37: Momento angular K em fun�~ao do tempo om ampo B =

6�105 Gauss e ondi�~oes iniiais da tabela 2 (1 unidade de momento angular

= 7; 696� 10�37 Kgm2s�1).

B = 6� 105 G B = 3� 105 G B = 6� 104 G

x 7; 36� 106 1; 0116998� 107 1; 4601534� 107

y 0 0 0

dx
d�

0 0 0

dy
d�

3; 75� 10�4 2; 5801737� 10�4 7; 6536068� 10�5

Tabela 1.3: ondi�~oes iniiais para movimento relativ��stio no plano xy om

diferentes valores de ampo magn�etio (1 unidade de omprimento = 2; 818�
10�15 m, 1 unidade de tempo = 9; 399� 10�24 s).
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Figura 1.38: Trajet�orias no plano xy sem e om rea�~ao �a radia�~ao om ampo

B = 6� 105 Gauss e ondi�~oes iniiais indiadas na tabela 3.

ferente ao ampo B = 6 � 105 Gauss na tabela 3. Embora o movimento

n~ao seja simples, observa-se que os efeitos de rea�~ao tendem a diminuir a

distânia do el�etron ao entro de for�a oulombiano.

As varia�~oes de energia e momento angular do el�etron para os parâmetros

da tabela 3 s~ao mostradas, respetivamente, nas �guras 1.39 e 1.40. Como

se observa nas �guras, para este onjunto de ondi�~oes iniiais, as perdas s~ao

maiores na presen�a de ampos magn�etios mais intensos.

72



0.99999945

0.99999950

0.99999955

0.99999960

0.99999965

0.99999970

0.99999975

0.99999980

0.99999985

0.99999990

0.99999995

0 5.7x10
10

1.1x10
11

1.7x10
11

2.3x10
11

2.9x10
11

3.4x10
11

4.0x10
11

E
n

e
rg

ia
 (

u
n

id
a

d
e

s
 d

e
 e

n
e

rg
ia

)

coordenada tempo t

B = 6x10
4
 G

B = 3x10
5
 G

B = 6x10
5
 G

Figura 1.39: Energia em fun�~ao da oordenada tempo t para movimento de
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Figura 1.40: Momento angular em fun�~ao da oordenada tempo t para mo-

vimento de aordo om os parâmetros da tabela 3 (1 unidade de momento

angular = 7; 696� 10�37 Kgm2s�1).

74



1.7 Rea�~ao �a radia�~ao em eletrodinâmia no

ontexto da meânia quântia

O formalismo apresentado at�e agora est�a baseado na teoria l�assia de am-

pos. A rigor, deveria ser usada uma formula�~ao quântia de rea�~ao �a radia�~ao

do ampo eletromagn�etio.

Moniz e Sharp [27℄ partiram do Hamiltoniano que desreve a intera�~ao

entre um el�etron puntual n~ao-relativ��stio om o ampo eletromagn�etio;

utilizando a desri�~ao de Heisenberg obtiveram uma equa�~ao de movimento

que se reduz �a equa�~ao de Abraham-Lorentz (a aproxima�~ao n~ao-relativ��stia

da eq. de Lorentz-Dira) no limite h! 0:

m0
d2 ~R(t)

dt2
= ~F (t)� 2e2

32

1X
n=0

(�1)nAn

n!n
dn+2

dtn+2
~R(t) , (1.103)

onde:

An =

8<
: (�1) (n�1)

2
2n(4n+5)(2n�1)!!

3(n+1)(n+2)
�n�1 se n for ��mpar

0 se n for par
,

� = �h
m

�e o omprimento de Compton, ~R(t) e ~F (t) s~ao, respetivamente, os

operadores de posi�~ao e de for�a externa, e m0 a massa n~ao-renormalizada

do el�etron. Os autores mostram que as solu�~oes da eq.(1.103) forneem as

solu�~oes da equa�~ao de Abraham-Lorentz sem a presen�a de solu�~oes n~ao-

f��sias no limite segundo o prin��pio da orrespondênia, desde que a for�a

apliada mude lentamente durante o intervalo de tempo neess�ario para a

luz perorrer um omprimento de onda Compton do el�etron. De aordo om

a vis~ao dos autores, a desri�~ao de uma part��ula puntual em termos da
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eletrodinâmia l�assia est�a fadada a produzir uma teoria om solu�~oes n~ao-

f��sias. Uma desri�~ao l�assia onsistente de um el�etron puntual surgiria no

limite do tratamento quântio de um el�etron puntual, e n~ao no limite puntual

de uma arga extensa l�assia. Por outro lado, Low [28℄ mostra por meio

de um exemplo que o proedimento de renormaliza�~ao de massa introduz

solu�~oes n~ao-f��sias mesmo utilizando o formalismo da teoria quântia n~ao-

relativ��stia.

Os trabalhos de Senitzky [29℄ e de Milonni et al. [30℄ sugerem que h�a uma

rela�~ao entre rea�~ao �a radia�~ao e utua�~oes de ponto-zero do ampo eletro-

magn�etio. O desloamento e a largura das linhas de emiss~ao em sistemas

atômios provêm dos efeitos ombinados da a�~ao do auto-ampo do el�etron

sobre ele pr�oprio (rea�~ao �a radia�~ao) e de utua�~oes de energia do v�auo,

sendo que neste exemplo partiular, estes efeitos n~ao podem ser laramente

separados.

Neste ponto �e interessante fazer uma r�apida disuss~ao sobre efeitos quân-

tios em refereniais aelerados e sua rela�~ao om a quest~ao da radia�~ao

de uma arga uniformemente aelerada (abordada na se�~ao 1.6.2). O efei-

to Fulling-Davies-Unruh onsiste no fato de que a resposta de um detetor

sujeito �a aelera�~ao uniforme no espa�o-tempo de Minkowski a um ampo

n~ao-massivo �e a mesma que ele teria num banho t�ermio om temperatura

T = �ha
2�k

, onde a �e a aelera�~ao do detetor,  a veloidade da luz e k a ons-

tante de Boltzmann. Para se ompreender a ausa deste efeito, onsidera-se

um modelo de detetor [21℄: um �atomo iniialmente no estado fundamental

e fraamente aoplado ao ampo quântio sob onsidera�~ao. A dete�~ao de
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radia�~ao orresponde a uma transi�~ao entre n��veis de energia do �atomo. O

estado do detetor pode ser visto omo resultado da ompeti�~ao entre dois

proessos: a emiss~ao espontânea devido �a utua�~oes do momento de dipolo

do detetor e absor�~ao (ou emiss~ao estimulada) provoada pelas utua�~oes

do v�auo do ampo ambiente. Quando o detetor est�a no estado fundamental

n~ao h�a emiss~ao estimulada, e a emiss~ao espontânea devido �a utua�~oes de

ponto-zero do detetor �e ompensada pela absor�~ao das utua�~oes de ponto-

zero do ampo ambiente. Nestas ondi�~oes o detetor no estado fundamental

permanee neste estado. Quando o detetor aelera, este balan�o �e quebrado.

As orrela�~oes nas utua�~oes de ponto-zero do ampo ao longo da linha mun-

do do detetor exedem as utua�~oes de ponto-zero do pr�oprio detetor, e o

mesmo onseq�uentemente �e exitado. O exesso possui um espetro t�ermio

e as utua�~oes no sinal orrespondem �as de equil��brio t�ermio �a temperatura

T .

Higuhi et al. [31℄ utilizaram uma abordagem quântia ao problema da

radia�~ao de uma arga uniformemente aelerada. No referenial o-aelerado,

a arga est�atia enontra-se imersa num banho t�ermio de Unruh no espa�o-

tempo de Rindler (no espa�o-tempo de Rindler uma arga est�atia equivale

a uma arga uniformemente aelerada no espa�o-tempo de Minkowski). A

intera�~ao entre a arga est�atia e o banho t�ermio de Unruh resulta na ab-

sor�~ao e na emiss~ao estimulada de f�otons om energia de Rindler nula, que

n~ao s~ao detet�aveis por um observador o-aelerado. Em termos mais pre-

isos, a emiss~ao de uma part��ula om energia �nita e momento transversal

de uma fonte uniformemente aelerada no v�auo de Minkowski de aordo
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om observadores ineriais orresponde a, ou emiss~ao, ou absor�~ao de uma

part��ula om energia de Rindler nula om o mesmo momento transversal

de ou para um banho t�ermio de Unruh de aordo om observadores unifor-

memente aelerados. Esta onlus~ao onorda om os argumentos l�assios

de que o observador no referenial o-aelerado n~ao deteta radia�~ao, e o

observador num referenial inerial observa radia�~ao emitida pela arga.
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Cap��tulo 2

Rea�~ao �a radia�~ao em

Relatividade Geral

2.1 For�a de rea�~ao �a radia�~ao para ampos

esalares e tensoriais

No ontexto da Relatividade Geral, n~ao se obteve at�e o presente uma equa�~ao

de movimento exata e su�ientemente simples que desrevesse os efeitos da

perda de energia por emiss~ao de radia�~ao gravitaional. Como alternativa,

pode-se prourar por uma desri�~ao baseada na Relatividade Restrita.

O m�etodo de ontinua�~ao anal��tia usado anteriormente no aso de ampo

vetorial pode ser estendido para equa�~oes de movimento de part��ulas em

ampos esalares e tensoriais [32℄. A equa�~ao de movimento de uma part��ula
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puntual om massa m num ampo esalar � �e da forma:

m�x� + g��x� + g�;� _x
� _x� = g�;�, (2.1)

onde g �e a onstante de aoplamento. O ampo retardado no ponto w pro-

duzido pela part��ula no ponto x(s) vale:

�(w; x(s)) = � g

R
, om R = (w � x)� _x�. (2.2)

Expressando a eq.(2.1) no ponto n~ao-f��sio w = x(s + u) e mantendo x(s)

�xo, tem- se:

m�x�(s+ u) + g�(w = x(s + u); x(s))�x�(s+ u) + g�;�(w = x(s+ u); x(s))

_x�(s+ u) _x�(s+ u) = g�;�(w = x(s + u); x(s)).

(2.3)

A deriva�~ao da eq.(2.2) em rela�~ao a x� fornee:

�;� =
g

R2

�
_x� +

(w � x)� ((w � x)��x� � 1)

R

�
. (2.4)

Usando as expans~oes (1.4) { (1.7) nas eq.(2.2) e eq.(2.4) e substituindo estas

na eq.(2.3) obt�em-se:

m�x�(s+ u)� �x�(s+ u)

�
g2

u
+O(u)

�
� _x�(s+ u) _x�(s+ u)�

g2

2u
�x� +

g2

6

...
x � � g2

3
_x� �x��x

� +O(u)

�
= � g2

2u
�x� � g2

6

...
x � +

g2

3
_x��x��x

� +O(u).

(2.5)

Substituindo �x� = �x�(s + u) � u
...
x � + O(u2) no lado direito da eq.(2.6),

rearranjando e simpli�ando tem-se:

�x�(s+ u)

�
m� g2

2u

�
=
g2

3
(
...
x � + _x��x��x

�) +O(u). (2.6)
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Renormalizando-se a massa, a eq.(2.6) fornee no limite u! 0:

mexp:�x� =
g2

3
(
...
x � + _x��x��x

�) . (2.7)

A equa�~ao de movimento de uma part��ula puntual num ampo tensorial

 �� �e dada por:

m�x� = g
�
( �� +  ��) �x

� + ( ��;� +  ��;�) _x� _x� �  ��;� _x
� _x� _x� _x��

� �� (�x
� _x� _x� + _x��x� _x� + _x� _x��x�)�  ��;� _x

� _x�℄ .
(2.8)

O ampo retardado, neste aso, �e expresso omo

 ��(w; x(s)) =
g _x� _x�
R

, (2.9)

e sua derivada em rela�~ao a x� vale:

 ��;� =
g

R2

�
� _x� _x� _x� + (w � x)�

�
�x� _x� + _x��x� � _x� _x�

R
(�x�(w � x)� � 1)

��
.

(2.10)

Esrevendo a eq.(2.8) no ponto n~ao-f��sio w = x(s+u) e mantendo x(s) �xo,

tem- se:

m�x�(s+ u) = g [( ��(w = x(s+ u); x(s)) +  ��(w = x(s + u); x(s)))

�x�(s+ u) + ( ��;�(w = x(s + u); x(s)) +  ��;�(w = x(s+ u); x(s)))

_x�(s+ u) _x�(s+ u)�  ��;�(w = x(s + u); x(s)) _x�(s+ u) _x�(s+ u)

_x�(s+ u) _x�(s+ u)�  ��(w = x(s + u); x(s)) (�x�(s+ u) _x�(s+ u)

_x�(s+ u) + _x�(s+ u)�x�(s+ u) _x�(s+ u) + _x�(s+ u) _x�(s+ u)�x�(s+ u))�

� ��;�(w = x(s + u); x(s)) _x�(s+ u) _x�(s+ u)℄ .

(2.11)
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Usando novamente as expans~oes (1.4) { (1.7) nas eq.(2.9) e eq.(2.10), subs-

tituindo estas na eq.(2.11) e ap�os algumas simpli�a�~oes obt�em-se:

�x�(s+ u)

�
m� g2

2u

�
= �5g2

3
(
...
x � + _x��x��x

�) +O(u). (2.12)

Renormalizando-se a massa, a eq.(2.12) fornee no limite u! 0:

mexp:�x� = �5g2

3
(
...
x � + _x��x��x

�) . (2.13)

As equa�~oes (1.14), (2.7) e (2.13) mostram que a forma para as for�as de

rea�~ao �e a mesma, exeto quanto ao valor do fator num�erio que multiplia a

for�a: 1
3
,2
3
e�5

3
para ampos esalares, vetoriais e tensoriais, respetivamente.

Na teoria linearizada da gravita�~ao, o ampo gravitaional �e equivalente a um

ampo tensorial e um ampo esalar. A express~ao para o ampo retardado

possui a forma (2 _x� _x� � g��)R�1. O termo �g��R�1 fornee o mesmo fator

num�erio do ampo esalar om o sinal troado. O fator num�erio total �e

igual a 2
��5

3

�� 1
3
, ou seja, �11

3
. O sinal negativo india um ganho de energia,

e no aso de movimento irular num potenial newtoniano, a equa�~ao para

a varia�~ao de energia �e an�aloga �a eq.(1.94) om o sinal troado. Isto est�a em

desaordo om a previs~ao a partir da f�ormula do quadrupolo.

Havas e Goldberg [33℄, usando um m�etodo de aproxima�~oes suessivas

das equa�~oes de Einstein, obtiveram equa�~oes de movimento aproximadas

para um sistema de part��ulas, nas quais os termos expl��itos de rea�~ao �a ra-

dia�~ao têm a mesma forma da eq.(2.13) om oe�iente �11
3
. Havas e Smith

[34℄ apliaram essas equa�~oes ao problema de dois orpos, e utilizando um

tratamento internamente onsistente, mostraram que h�a um ganho de ener-

gia nos asos de movimento irular e el��ptio. Os autores areditam que
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este resultado inesperado deva-se ao grau de aproxima�~ao usado, e que a

inlus~ao de termos de rea�~ao de ordem mais alta possa resultar em perda de

energia, mas o �alulo destes termos envolve di�uldades matem�atias on-

sider�aveis. Deve-se notar ainda que a eq.(2.13) prevê emiss~ao de radia�~ao

dipolar, mas o menor modo no qual h�a emiss~ao de radia�~ao gravitaional �e

o quadrupolar. Nas equa�~oes de movimento obtidas por Havas e Goldberg,

termos de mesma ordem que os termos expl��itos de rea�~ao �a radia�~ao sur-

gem impliitamente devido aos efeitos de retardo na m�etria; eles apareem

om sinal ontr�ario e anelam parte da ontribui�~ao dos termos expl��itos,

garantindo desta maneira que em baixas veloidades a radia�~ao tenha ar�ater

predominantemente quadrupolar. Num sistema de duas part��ulas, a apro-

xima�~ao de onsiderar uma das part��ulas omo �xa suprime os efeitos de

retardo itados e onseq�uentemente inibe o anelamento de parte dos termos

expl��itos de rea�~ao. Na aproxima�~ao de baixas veloidades, isto orrespon-

de ao surgimento indesejado de termos de radia�~ao dipolar. Tal situa�~ao �e

uma partiularidade da teoria gravitaional e n~ao enontra an�alogo na ele-

trodinâmia. A eq.(2.13) n~ao fornee um bom modelo para a for�a de rea�~ao

�a radia�~ao gravitaional.
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2.2 Algumas propostas de for�as de rea�~ao �a

radia�~ao

No âmbito da Relatividade Restrita ainda h�a outro aminho a explorar. A

partir da rela�~ao _x��x
� = 0 �e poss��vel onstruir um onjunto interessante de

quadrifor�as [35℄. Por exemplo:

d

d�
( _x��x

�) = 0) �x��x
� + _x�

...
x � = 0

) _x� _x
�

2
�x��x

� + _x�
...
x� = 0

) _x�

�
...
x� +

_x�

2
�x��x

�

�
= 0

) f�
1 =

...
x � +

_x�

2
�x��x

�

Nota-se que f�
1 possui a mesma forma da for�a de rea�~ao que aparee nas

equa�~oes (1.14), (2.7) e (2.13). A quadrifor�a f�
2 �e obtida de maneira an�aloga

derivando-se duas vezes _x��x
� = 0. Obt�em-se:

f�
2 =

....
x � +

3 _x�

2
�x�

...
x � (2.14)

As quadrifor�as obtidas deste modo possuem algumas arater��stias em o-

mum: ontêm apenas derivadas de x�; satisfazem a ondi�~ao f� _x� = 0;

�x� = 0 implia em f� = 0; n~ao podem ser deduzidas a partir de um prin��pio

variaional loal.

Pode a eq.(2.14) representar uma for�a de rea�~ao devido �a emiss~ao de

radia�~ao gravitaional quadrupolar? A equa�~ao de movimento om f�
2 seria:

�x� =
f�
ext:

m
+
nG2m2

6

�
....
x � +

3 _x�

2
�x�

...
x �

�
, (2.15)
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onde G �e a onstante da gravita�~ao, f�ext: representa uma for�a externa e

n = �253
172

[36℄. A for�a f�2 �e sim�etria sob invers~ao temporal e, portanto,

n~ao possui ar�ater dissipativo. Como veri�a�~ao, resolveu-se numeriamente

a eq.(2.15) utilizando-se o m�etodo de redu�~ao de ordem para o aso de uma

for�a externa f�ext: =
�
~f �

_~x

; ~f _t

�
. Com ~f = �~r

�
�GM
r�rs

�
, rs = 2GM

2
tem-se

um potenial pseudo-newtoniano que representa aproximadamente o ampo

gravitaional produzido por um burao negro de Shwarzshild om massa

M . As unidades adotadas foram: 1 unidade de omprimento = 1484 m, 1

unidade de tempo = 4; 950� 10�6 s e 1 unidade de massa = 2; 0� 1030 Kg

(massa do Sol). Deste modo, a veloidade da luz e a onstante da gravita�~ao

s~ao numeriamente iguais a 1. Como valores, tomou-se M = 3MSOL, m =

0; 1MSOL, rs = 6 unidades de omprimento, r = 30 unidades de omprimento,

e veloidade iniial de modo a obter movimento irular.

As �guras 2.1 e 2.2 mostram, respetivamente, o raio e a energia da

part��ula em fun�~ao do tempo pr�oprio. A for�a f�2 introduz uma osila�~ao nos

valores do raio e energia sem ausar der�esimo. O mesmo omportamento

se obteve om o potenial newtoniano. Assim, a for�a de rea�~ao proposta

n~ao �e onveniente.

O pr�oximo membro da fam��lia de for�as �e dado por:

f�3 =
d5x�

d� 5
+

_x�

2
(3
...
x �

...
x � + 4

....
x ��x

�) (2.16)

A orrespondente equa�~ao de movimento �e:

�x� =
f�ext:
m

+
nG3m3

9

�
d5x�

d� 5
+

_x�

2
(3
...
x �

...
x � + 4

....
x ��x

�)

�
. (2.17)
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Figura 2.1: Raio em fun�~ao do tempo pr�oprio sem (linha traejada) e om

(linha ont��nua) a inlus~ao de uma poss��vel for�a de rea�~ao �a radia�~ao gra-

vitaional (2.14) (1 unidade de omprimento = 1484 m, 1 unidade de tempo

= 4; 950� 10�6 s).
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Figura 2.2: Energia relativ��stia + potenial em fun�~ao do tempo pr�oprio sem

(linha traejada) e om (linha ont��nua) a inlus~ao de uma poss��vel for�a de

rea�~ao �a radia�~ao gravitaional (2.14) (1 unidade de tempo = 4; 950� 10�6

s, 1 unidade de energia = 1; 79� 1047 J).
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No limite n~ao-relativ��stio a eq.(2.17) se reduz a:

m�~x = ~fext: +
nG3m4

9
d5~x

dt5
, (2.18)

a partir da qual deduz-se uma express~ao para a m�edia da perda de energia:

dE

dt
=
nG3m4

9

...
~x

2
. (2.19)

Observa-se que a onstante n deve ser negativa para haver perda de energia.

No aso de movimento irular num potenial newtoniano, a eq.(2.19) fornee

a seguinte express~ao para o deaimento do raio da �orbita:

dr

dt
=

2nG5M2m3

9r5
. (2.20)

Esta express~ao difere bastante daquela prevista pela f�ormula do quadrupolo

[37℄

dr

dt
= �64G3M2m

55r3
, (2.21)

logo a for�a f�
3 tamb�em n~ao �e uma boa representa�~ao para a rea�~ao �a radia�~ao

gravitaional.

A for�a de rea�~ao derivada a partir da f�ormula quadrupolar possui a forma

[37℄

fi = �2Gm

155
d5Qij

dt5
xj, (2.22)

onde Qij �e o momento de quadrupolo do sistema. Vale ressaltar que a

eq.(2.22) �e v�alida apenas no regime de ampos gravitaionais n~ao muito in-

tensos e veloidades baixas em rela�~ao �a veloidade da luz.

Uma for�a manifestamente ovariante satisfazendo f� _x� = 0 que se re-

duzisse �a eq.(2.22) no limite de baixas veloidades deve onter termos sem
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derivadas em rela�~ao ao tempo pr�oprio. No entanto, isto traz problemas.

Um exemplo seria:

f� =
nGm2

5

�
....
x � +

3 _x�

2
�x�

...
x �

�
x _x . (2.23)

Tem-se x _x = 2t

q
1 +

_~x
2

2
� ~x � _~x. No limite n~ao relativ��stio o tempo

aparee expliitamente na express~ao, o que n~ao �e onveniente. Assim, paree

n~ao haver meio simples de se obter uma equa�~ao para a for�a de rea�~ao om

as propriedades desejadas.
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Conlus~ao

Neste trabalho prourou-se mostrar uma vis~ao geral do problema de rea�~ao

�a radia�~ao dentro da teoria l�assia de ampos, espeialmente em rela�~ao a

ampos de spin 1 (omo o ampo eletromagn�etio) e de spin 2 (omo o am-

po gravitaional). Em geral, as equa�~oes de movimento de part��ulas om

rea�~ao �a radia�~ao ontêm termos om derivadas de ordem superior a dois,

e esta arater��stia lhes onfere propriedades n~ao usuais, omo a existênia

de solu�~oes n~ao aeit�aveis do ponto de vista f��sio. Estes tipos de solu�~ao

geram di�uldades na resolu�~ao num�eria direta destas equa�~oes. O m�etodo

de redu�~ao de ordem permite ontornar estas di�uldades. Apliou-se esta

metodologia a v�arias situa�~oes f��sias envolvendo a equa�~ao de movimento o-

variante om rea�~ao �a radia�~ao eletromagn�etia (equa�~ao de Lorentz-Dira)

e omprovou-se sua e�iênia na maioria dos asos. Quando poss��vel, as

solu�~oes num�erias aluladas pelo m�etodo de redu�~ao de ordem foram om-

paradas om solu�~oes anal��tias aproximadas. Em geral, quando os efeitos

de rea�~ao �a radia�~ao s~ao pequenos, as t�enias anal��tias aproximadas for-

neem uma boa desri�~ao do movimento. Deve-se lembrar, no entanto, de

duas desvantagens do m�etodo de redu�~ao de ordem: omo se trata de um

90



proedimento iterativo, n~ao h�a garantias de onvergênia em todos os asos

(omo por exemplo, no movimento oulombiano unidimensional atrativo es-

tudado na se�~ao 1.6.5); e quando os efeitos de rea�~ao �a radia�~ao tornam-se

su�ientemente grandes, podem surgir omportamentos no movimento n~ao

previs��veis por meio do m�etodo de redu�~ao de ordem.

Disutiu-se ainda o problema de rea�~ao �a radia�~ao no âmbito da Rela-

tividade Geral. Devido �a n~ao-linearidade da teoria, uma desri�~ao geral da

for�a de rea�~ao �a radia�~ao gravitaional torna-se muito mais dif��il, e apenas

formula�~oes aproximadas foram feitas at�e o presente. A aproxima�~ao p�os-

Newtoniana têm sido usada para inluir os efeitos de rea�~ao �a radia�~ao no

movimento de sistemas bin�arios de objetos ompatos, um problema de gran-

de importânia para a futura astronomia de ondas gravitaionais. Termos de

orre�~ao nas equa�~oes de movimento at�e ordem (v=)4 j�a foram alulados

[38℄{[39℄, e o �alulo de orre�~oes de ordem (v=)6 (3PN) est�a em progresso.

Entretanto, este formalismo depende de �alulos longos e elaborados.

Como tentativa de se onseguir uma desri�~ao simples de uma for�a de

rea�~ao �a radia�~ao gravitaional em termos da Relatividade Restrita, foram

examinados alguns membros de uma fam��lia de quadrifor�as n~ao-lagrangianas.

Pelo que nos onsta, n~ao h�a trabalhos na literatura nesta linha. Estas quadri-

for�as, no entanto, n~ao se revelaram adequadas. Uma poss��vel generaliza�~ao

para altas veloidades da for�a de rea�~ao �a radia�~ao obtida a partir da f�ormula

do quadrupolo tamb�em n~ao se mostrou promissora, devido �a presen�a de ter-

mos sem derivadas nos quais o tempo aparee expl��itamente.

Num reente artigo, Detweiler [40℄ apresentou uma abordagem simpli�-
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ada da aplia�~ao do m�etodo de perturba�~ao no �alulo de rea�~ao �a radia�~ao

gravitaional. Uma part��ula sem estrutura interna ria uma perturba�~ao h�

na m�etria g0. A perturba�~ao pode ser deomposta em duas partes: hS, que

representa a fonte do ampo de perturba�~ao, e uma parte hR. Fornee-se

uma express~ao anal��tia para hS e mostra-se que, sob inuênia da for�a de

rea�~ao, a part��ula desreve uma geod�esia de g0 + hR omo orre�~ao de pri-

meira ordem. A perturba�~ao h� �e obtida a partir do m�etodo de perturba�~ao

usual, e usando-se a express~ao anal��tia para hS, obt�em-se a orre�~ao hR.

Areditamos que trabalhos nesta dire�~ao possam resultar numa desri�~ao da

rea�~ao �a radia�~ao gravitaional que seja ao mesmo tempo preisa e relativa-

mente simples.

Nos aspetos experimentais, seria interessante uma veri�a�~ao experimen-

tal da validade da equa�~ao de Lorentz-Dira, embora a pequenez dos efeitos

de rea�~ao �a radia�~ao eletromagn�etia durante intervalos de tempo urtos tor-

ne dif��il sua medida. Em ontrapartida, a dete�~ao de ondas gravitaionais

emitidas por sistemas bin�arios de objetos ompatos promete forneer infor-

ma�~oes detalhadas sobre rea�~ao �a radia�~ao gravitaional, uma vez que neste

aso h�a a possibilidade de se aompanhar a evolu�~ao dos sistemas durante

longos per��odos de tempo.
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