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Resumo

O formalismo de difracac miltipla de Glauber conecta a amplitude de es-
palhamento eldstico hadronica (interagdo hédron-hddron) com a amplitude de es-
palhamento elementar (constituinte-constituinte). O ponto central desta tese é a-
presentar um primeiro estudo sobre a utilizacao de relagoes de dispersao derivativas
na determinacao da parte real da amplitude elermeniar, a partir de parametrizacoes
adequadas para sua parte imaginaria. Com essa abordagem, no contexto de um
modelo fenomenoldgico anteriormente desenvolvido, obtém-se uma descricao satis-
fatéria das grandezas fisicas que caracterizam o espalhamento eldstico de hadrons
: secav de choque diferencial, secdo de choque total e parametro p (razao entre
a parte real e imaginaria da amplitude hadrénica frontal). Apresenta-se também
uma discussao critica do modelo anteriormente desenvolvido e, em certo detalhe,
uma revisao do formalismo de difracao miiltipla e do estabelecimento das relacgoes

derivativas a partir das relagoes integrais, no regime de altas energias.
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Abstract

The Glauber multiple diffraction formalism connects the hadronic elastic
scattering amplitude (hadron-hadron interactions) with the elemeniary scattering
amplitude (constituent-constituent ). In this thesis the central point is & first in-
vestigation on the applicability of the derivative dispersion relations in the determi-
nation of the real part of the elementary amplitude, from suitable parametrizations
for its imaginary part. With this approach, in the context of a phenomenologi-
cal model previously developed, a satisfactory description of the physical quantities
that characterize the elastic hadron scattering is achived, namely, the differential
cross sectlon, the total cross section and the p parameter (the ratio of the forward
real and imaginary parts of the hadronic amplitude). It is also presented a critical
discussion concerning the model previously developed and, in some detail, a review
of the multiple diffraction formalism and how to deduce the derivative dispersion

relations from the integral ones, in the high energy region.
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Capitulo 1

Introducao

() estudo tedrico das interacoes hadrénicas ¢ do espalhamento de hadrons em particular,
deve estar associado a teoria quéntica de campos : a cromodindmica quintica. Fiuitrelanto,
como a interacao nao pode ser caracterizada por um potencial localivado e a constante
de acoplamento da teoria cresce com a diminuigao do momento transfrerido, os processos
suaves, a pequencs momentos transferidos (eldsticos), nao podem ser abordados de maneira
efetiva. Uma estratégia importante no estudo das interagoes hadrénicas relacionada a esses
processos ¢ a de abordagens através de modclos fenomenolégicos € téenicas que permitem
a utilizacao de principios gerais da tcoria com base em resultados experimentais [1,2,3].
Nesse sentido, as relagoes de dispersao tém um papel central pois decorrem do principio
de analiticidade (causalidade) e correlacionam as partes real e imagindria da amplitude de
espalhamento,

Utihzando-se modelos fenomenoldgicos para descrever o espalhamento de hddrons a



altas energlas é possivel obter a amplitude hadrénica como uma funcao complexa, cujo
médulo e partes real e imagindria sao associadas as grandezas fisicas: secao de choque
diferencial, secao de choque total ¢ pardmetro p (razao entre as partes real e imagindria
da amplitude frontal) {1,4]. Porém, alguns modclos nao relacionam matematicamente as
partes real e imagindria da amplitude hadrénica, e com isso surge a possibilidade de uma
solugao alravés das relagoes de dispersio.

Genericamente cssas relagoes sao integrails, envolvendo como varidvel a energia no in-
tervalo de zero a infinito e porlanto sao relagoes nao locais. FEntretanto, para interacoes
a altas energias (encrgias no centro de massa acima de 10'% eV = 10 (JeV ) & possivel
deduzir relacoes diferenciais, as quais, dentro das aproximagoes, sao relagocs quase locals
[5,6,7,8]. O objectivo deste trabalho é uma revisao sobre o estabelecimento das relacoes de
dispersao diferenciais a partir das integrais e um cstudo de sua aplica¢ao no espalhamento
elastico de hidrons através de um tipo especilico de modelo fenomenolégico, baseado no

Formalismo da Difracao Multipla de Glauber.

Através desse formalismo pode-se conectar a amplitude de espalhamento (eldstico) entre
héddrons com a amplitude de espalhamento enire seus constituintes (amplitude elementar).
Apesar de, desde meados da década de 70, varias publicagbes terem tratado da aplicacio das
relacocs derivativas & amplitude entre hddrons, neste trabalho, apresentamnos um primeiro
estudo de sua aplicabilidade & amplitude clementar (constituinte-constituinte).

No modelo de difracao miltipla desenvolvido anteriormente, assumiu-se uma relacao

de proporcionalidade entre as partes real e imaginaria da amplitude elementar. Q fator de



proporcionalidade, denotado A, fol expresso em termos da energia no centro de massa da
colisao, /s, através de uma parametrizacio particular, A(s). Utilizando-se parametrizacoes
apropriadas para a parte imagindria da amplitude elementar e para os fatores de forma
hadrémcos obteve-se uma descrigao satisfatéria das grandezas [isicas acima referidas. Ape-
sar disso, nessa abordagem, nao se tem uma justificativa tedrica para a parametrizacao
A(s), a qual corresponde a uma hipétese ad hoc.

No presente trabalho, através do uso da relacao de dispersao derivativa, deduzimos
explicitamente uma cxpressao analitica para A(s). Com isso obtivemos uma justificativa
tedrica, bascada no principio de analiticidade (causalidadc).

A relacao de dispersao derivativa geral depende de um pardmetro livre, denotado neste
trabalho por v. Inicialmente fizemos um teste com a relagao padrao, usual na literatura,
e caracterizada pelo valor v = 1; em seguida obtivemos uma otimizacao dos resultados
considerando csse pardmetro livre. Para um valor fixo ¥ = 1.25 oblivemos descrigocs
satisfatorias dos dados e informagoes experimentais, levando a previsoes para o parmetro
p(3) (hadrénico) na regiao de altas energias, principalmente seu comportamento assintético.

Inicialmente no capitulo 2 faremos uma revisao das grandezas fisicas de interesse e dos
dados experimentais analisados. No capitulo 3 sao apresentados os aspeclos essenciais do
formalismo de difracao multipla ¢ do modelo fenomenolégico utilizado.

No capitulo 4 faremos os prineiros estudos das relacoes de dispersao integrais no sen-
tido geral, sem especificar o sistema fisico a ser considerado. Neste caso, as relacoes de

dispersao sao introcwzidas a partir do par de transformadas de Hilbert (sujeitas a cer-



tas propriedades como causalidade, analiticidade ¢ outras). No capitulo 5, com base em
propriedades analiticas do espalhamento pp e pp a altas energias e a partir das relacoes inte-
grais, deduzimos as relagoes de dispersao derivativas [8]. No capitulo 6 utilizamos a relacao
de dispersao derivativa no contexto do modelo de difragao miltipla [20], mais especifica-
mente no {ratamento da amplitude elementar (constituinte-constituinte). Finalmente no
capitulo 7 apresentamos as conchisoes e perspectivas deste trabalho.

Neste texto utilizamos a convencao usual em Fisica de Altas Fnergias, h=1,¢c=1¢

com unidades de energia GeV (109 V) e TeV (10 V).
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Capitulo 2

Informacoes e Dados Experimentais

Neste capitulo faremos uma apresentacao das informagoes experimentais de intercsse neste

trabalho, assim como, dos dados experimentais utilizados.

2.1 Colisoes Elasticas - Grandezas Caracteristicas

Num processo de colisao de um fluxo de particulas com um determinado alvo fixo,

podern ocorrer dois tipos de reagoes

- Espalhamento Eldstico : nao existe mudanga na estrutura interna das particulas

com excilag¢ao
- Espalhamento Ineldstico

producio de particulas

No caso deste trabalho s6 consideramos espalhamento eldstico. As informacgoes expe-
rimentais de interesse correspondem a trés grandezas : secao de choque total, diferencial e

pardmetro p. A seguir vamos estudar como essas grandezas sao definidas ¢ determinadas

11



experimentalmente.

2.1.1 Secgao de Choque Diferencial

A seciao de choque diferencial ¢ um dado experimental de muita importincia, pelo .
fato de outras grandezas serem determinadas a partir dela. Para defini-la vamos admitir o

seguinte experimento (figura 2.1)

A (Alvo Fixo)

-
Fluxo InCidente - -l e oo
- .

Figura 2.1

Um fluxo de particulas colide num alve fixo A e parte das particulas espalhadas sio
detectadas em B [10]. No caso de um espalhamento eldstico, o fluxo incidente é dado pelo
mimero de particulas por unidade de volume 7n;, movendo-se com uma velocidade v em

b =nw (2.1)

enquanto que o fluxo espalhado numa diregio @ é detectado em B num dngulo sélido 4.

12



Com isso o mimero de parifculas por unidade de tempo serd

AN =Ong, $(6)dS2 (2.2)

onde ng,, ¢ o mimero de alvos cspalhadores e 3(0) é a se¢do de choque diferencial, que

também pode ser expressa como

n(8) = dzg)). (2.3)

Utilizando-sc as varidveis de Mandelstam (apéndice A}, o Angulo 6 pode ser relacionado

com o quadrimomento transferido ¢

t = —2k*(1 — cos 8). (2.4)

Com 1330 a secao de choque diferencial elastica scra

do T do
_ mdo 2.5
dl k2dQ’ (2:5)

sendo k£ o momento no sistema de centro de massa.
A secao de choque é também expressa em termos de uma amplifude de espalhamento

eldstico F'(s,t) em funcao da energia no centro de massa /s ¢ do quadrimomento trans-

ferido ¢ [4]

do Vi

— =7 F(s, )% . (2.6)

13



2.1.2 Parametro p

Para um espalhamento frontal (¢ = 0), o pardmctro p é definido como a razao entre

as partes real e imagindria da amplitude de espalhamento em fungao da cnergia

p(s) = %%z:—g% . (2.7)

2.1.3 Teorema Optico e Segio de Choque Total

Da teoria do espalhamenio, obtemos uma relacao entre a secao de choque total ¢ a
b

parte imagindria da amplitude num espalhamento frontal
Utaf,(s) = 47 Im P1(3, 0) . (2.8)

relacao esta denominada teorema dptico. Uma deducao formal do teorema 6ptico pode ser

encontrada em [10)].

2.1.4 Secgoes de Choque Integradas

A partir de parametrizacoes analiticas convenientes dos dados experimentais (secao

seguinte) determina-se a secao de choque eldstica através da integracao da secao de choque

diferencial

d
T = f d—‘:dt : (2.9)

A sccao de choque total ¢ oblida do teorema éptico, «1.(2.8), e a se¢ao de choque

14



ineldstica através da diferenca

Finedl = Tttt — Tl - (210)

2.1.5 Meétodos de Medida

Nesta secao discutiremos alguns métodos de medida relacionados as grandezas fisicas
de interesse: segao de choque diferencial, secao de choque total e parAmetro p. Maiores
detalhes podem ser encontrados nos artigos de revisao de Matthiac [1] ¢ de Block ¢ Cahn
1.

» Sccao de Choque Diferencial
Mede-se a taxa de contagem AN (t), dada pelo n® de contagens / seq /At no intervalo
Al em torno de umn dado valor ¢ do momento transferido. A secao de choque diferencial é
expressa por
do

1

onde I é a luminosidade (dimensces L=? 1'77), medida através do método de Van der Meer
[1,4].

e Secao de Choque Total

Varios métodos sao utilizados e na pratica podem funcionar como um processo de rea-
limentagao para se obter um valor final, envolvendo inclusive estimativas para o pardmetro

£, COMO veremos.

15



(a) Um dos métodos corresponde & medida da taxa total de eventos ineldsticos :

N+ Nip = Lo, . (2.12)

(b) Um segundo método, parte de wma parametrizacao para a secao de choque dife-
rencial, na regiao de pequeno momento transferido (¢ < 0.5 GeV?). Como nessa regiao o

decréscimo da secao de choque diferencial é exponencial, toma-se

d d
e (2.13)
1f} dt |,_,
Expressando
1 .
= = w[Re F(s,t) +ilm F(s,1)|"

e utilizando o tcorema éptico, cq.(2.8), ¢ a definicao do parametro p, eq.(2.7), temos

do (1+ p*)at
— = 2.14
dt |,_y 167 (2.14)
Com isso, da eq.(2.11) obtemos o valor experimental para a grandeza
. d 1/2 1/2
ol +pH)V2 =4 |7 il =4 WAN(U) ) (2.15)
at |, I

Abaixo discute-se a determinacao de o, .

(¢) Um terceiro método, denominado independente da luminosidade, corresponde a

16



eliminacao de L nas cquagoes (2.11) e (2.15). Com isso obtém-se o valor experimental para

a grandeza

_ 16mAN(0)

a1+ p?) N
toak

(2.16)

Nos métodos (b) e (¢) o valor de o, depende do valor de p . Porém como na faixa de

energia de intercsse (veja pardgrafo seguinte)

Ip| < 0.2,

0 erro na determinacao de 0, ¢ < 2 % no método (b) e < 4 % no método (c). Assim,
uma estimativa do pardmetro p € suliciente para obtencao de o .

¢ Pardmetro p

Na regiao de momento transferido suficicntemente pequeno (grande parAmetro de im-
pacto), t < 0.01 GeV? | além do espalhamento hadrénico temos a contribuicao da in-
teracao coulombiana. Nesta regiao a secao de choque diferencial é dada pela soma da
secao de choque hadrénica (nuclear) com a se¢io de choque coulombiana e com um termo

correspondente & interferéncia coulomb - nuclear. Vamos denotar nesta regiao -

do do, do, doy
— = . 2.17
dt dt + dt + dl ( )

Em termos das amplitudes de espathamnento essa grandeza é ressa por
P ! Er cxXp P

¢l ) .
5 = |Fetee® L )|t (2.18)
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onde :

- F, ¢ a amplitude nuclear parametrizada na forma

(p + )7 et/

]?n =
I

(2.19)

- I é a amplitude coulombiana

N (2.20)

sendo ((1) o fator de forma eletromagnético e a = 1/137 a constante de estrutura.

- @ é o [ator de fase, calculado através de varias abordagens [1,4]
o(t) = log(0.07/t) — 0.577 . (2.21)

(Com 1ss0, a secao de choque diferencial total é expressa por

2

— =7 G'z(t)zTaei““a(” + (p+ i)%"r—em’“‘! . (2.22)

Com alguma estimativa (experimental) para o, o pariAmctro p ¢ determinado através
de ajuste dessa expressao aos dados experimentais da secao de choque diferencial na regiao

de interferéncia coulomb nuclear. A figura 2.2 mostra um exemplo de ajuste no caso de

espalhamento pp a 540 GeV [1].
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Figura 2.2

2.2 Dados Experimentais Utilizados

Neste trabalho nvastigamos niciahmente o espalhamento eldstico pp na taixa de ener-
gia

13.7 GeV < /3 < 62.5 GeV .

Nessa regido objetivamos a descricao das grandezas se¢do de choque diferencial, secao
de choque total ¢ pardmetro p. Os dados experimentais correspondentes foram obtidos no
anel de colisao ISR (Intersecting Storage Ring) - CERN, e correspondern, atualinente, &
faixa de encrgia mais alta atingida em aceleradores com feixes colidentes de protons,

A tabela 1 e a fig. 2.3 mostram as informacoes experimentais sobre a secao de chogue
diferencial, a tabela 2 ¢ a fig. 2.4 os valores correspondentes do pardmetro p ¢ a tabela 3

0s valores da secao de choque total.
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Através do modelo fenomenolégico, a scr descrito no capitulo 6, farcinos também pre-
VISOes para energias mais altas.
Na regiao

6 TeV < s8<24TeV ,

existem informacoes experimentais sobre secao de choque total obtidas em experiéncias
de ralos césmicos. Nesse caso, a segao de choque pp é extraida da secao de  choque
p — ar, alravés de modelos nucleares e procedimentos especificos. Atualmente existe uma
discrepincia cntre os dados obtidos através de dois tipos de andlise e na mesma regiao de
energia.

Uma nova andlise dos dados obtidos pela colaboracao Akeno, realizada por Nikolaev,
levou a resultados distintos da publicacao original : de acordo com Nikolaev os dados de
Akeno para segocs de choque pp foram subestimados em 30 mb. Os valores de o, publicados
por Akeno e Nikolaev sao apresentados na tab.4 . Esses dados, juntamente com os obtidos

cm aceleradores (tab. 3) sao mostrados na figura 2.5 .

Vs (GeV) 113.8 194 235 30.7 447 528 625

N° de Dados | 100 124 134 173 205 206 125

Tab 1 : Nimero de dados experimenlais da se¢ao de choque diferencial para cada

energia [14,15].
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do /dq  (mb/GeV ?)

-1
10 Y 62.5 GeV
. ? s I
"-n'!_l!!!! o
10_15- LI ¥ -
10”1 ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10
q° (GeV ")
Figura 2.3 : Dados experimentais para a secao de choque diferencial

num espalhamento pp. Dados para cada energia foram

multiplicados por fatores 10*2.
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Vs (GeV) p £ Ap
13.8 -0.074 + 0.018
19.4 0.019 = 0.016
23.5 0.020 £ 0.050
30.7 0.042 + 0.011
44.7 0.062 + 0.011
52.8 0.078 £ 0.010
62.5 0.095 £ 0.011

Tab 2 : Dados experimentais de p(s), num espalhamento pp [11,12].

0.15[ ]

0.10| l

| _F '
0.05| % f
" 00| f

| |

005] ]

0.101( . e
10 10

s (GeV)

Figura 2.4 : Gréafico da tabela 2 do parametro p em funcao da energia.
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Vs (GeV) g, + Ao (mb)
13.8 38.46 + 0.04
19.14 3898 = 0.04
23.5 3891 + 0.17
30.7 40.14 £+ 0.17
30.7 40.22 + 0.21
30.7 41.26 £ 0.20
44.7 41.79 + 0.16
n2.8 42,67 + 0.19
H2.8 42.01 = 0.21
62.7 43.32 + 0.23
62.7 4382 + 0.30
62.7 43.70 £ 0.30

Tab 3 : Dados experimentais de o,(s) para um espalhamento pp [11,12,13).
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Vs (TeV) gakena (mp) gV ikolaer (mp)
6.0 91 + 14 120 £ 15
7.9 98 + 16 130 + 18
10.5 116 = 17 154 + 17
13.8 103 + 26 135 + 29
18.2 100 £+ 28 129 + 30
24.0 122 + 35 162 + 38

Tab 4 : Dados experimentais para o; em raios césmicos (Akeno [16] ¢ Nikolacv [17]).
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Figura 2.5 : Dados experimentais de o de aceleradores (circulos pretos) e raios césmicos

(Nikolaev : tridngulos pretos ; Akeno : tridngulos brancos ) - Tab 3 e 4.
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Capitulo 3

Formalismo da Difracao Miiltipla

O formalismo da difracao miiltipla (FDM) foi desenvolvido para o estudo de espa-
lhamento entre dois sislemas compostos. Neste trabalho consideramos um cspalhamento
pp, onde cada préton é visto como um sistema de constituintes.

Inicialmente faremos uma apresentacao do método de aproximacio elconal, em seguida,
através do FDM, chegaremos numa expressao todrica para amplitude de espalhamento em
funcao da eiconal no limite de altas energias. E por fim, faremos uma apresentacao do
modclo fenomenolégico no calado da eiconal.

Apresentaremos aqun apenas uma revisao dog pontos essencials, uma discussao deta-

lhada pode ser encontrada em [12,18,19].
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3.1 Aproximacao Eiconal

A aprommacdo eiconal € um método, alravés do limite de altas encrgias, para a solucao
da equacao de Schrodinger, mum espalhamento eldstico. Antes de apresentarmos este méto-

do faremos uma revisao sobre alguns aspectos do espalhamento clistico nao relativistico.

3.1.1 Espalhamento Eldstico

Consideremos o espalhamento nao relativistico de wma particula que sofre a acao de

um potencial V(r) numa determinads regiao (figura 3.1)

Regido do
.. Potencial

Figura 3.1

Nesse caso a equacao de Sehrédinger serd

(V? + &%) U(r) =2mV (r)¥(r) , (3.1)



onde k? = 2mFE , n é a massa reduzida ¢ F a energia da particula incidente,
Nessc caso U(r) apds o espalhamento (para r grande comparado as dimensoes do alvo),

terd a seguinte forma assintética

Eik.r

U(r) ~ e+ F(0,0) r— oo (3.2)

ou seja, a onda resultante (longe do potencial) € a soma da onda plana incidente com uma

onda esférica de amplitude F(68, ) que depende do potencial.

3.1.2 Equacao Integral

Usando a funcao de Green, como uma solucao para a equagao de Schradinger, teremos
B(r) =c** + /G‘(r, )V (' )¥ (' )dr, (3.3)

onde

- eik.lr—rﬂ

CG(r,r') =

(3.1)

I

& a fungao de Green que satisfaz a equacao

(V?+ k%) G(r,r') = 2mé(r — 1) , (3.5)
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e considerando o comportamento assintético (r — 00) , podemos aproximar o termo

r— /| =~ r-; | (3.6)
Substituindo (3.4) em (3.3)
U(r) = e®r ~ %;_TL_ T:kf::; V(e ¥ (r)dr, (3.7)
e pela aproximacao de (3.6) teremos
W(r) s e — ETT | / o= Y () (Y, (3.8)
ondc
K = k= = ki

Comparando (3.8) com (3.2) teremos uma amplitude em fungao dos velores K e k, ou seja,
uma amplitude de espalhamento da direcao k para k'

T

or

F(K k) = Y ()Y (r)dr (3.9)

3.1.3 Aproximacao Eiconal

Nosso objetivo é achar uma solucao para equacgao de Schrédinger levando em conta o

limite para altas energias. Esse procedimento é conhecido como aprommacao eiconal.
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Da equacao de Schrodinger tridimensional

(V2 + &%) T(k,r) = 2mV(r)¥(k,r) , (3.10)

admitindo o limite para altas energias

E>>V e ka >>1 a — alcance do potencial .

Nesse caso, para a regiao do potencial, a onda incidente pode ser escrila como

U, (k, 1) ze:“"r@(r) , (3.11)

onde ®(r) = 1 para z — —oo.
Substituindo (3.11) em (3.10), e tomando a direcao de propagacao na dire¢ao do eixo
z,ou seja, k- r =k2 (emos

dd(r)

dz

Vi®(r) + 2ik = 2mV (r)®(r). (3.12)

Admitindo que o potencial varic lentamente comn r, de forma que

dd(r)
dz

|V2®(r)| << |2k

H
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entao

d® I
) _ iy, (3.13)
dz ¥
onde v = £ _ Integrando no limite de & (®(r) = 1 para z — —oo) teremos

B(r) = exp (—3 f Vi, z’)dz’). (3.14)

Logo a onda incidente para a regiao do potencial é expressa por

. 2
Wine(k,r) = exp [ik;ﬁ — —% / Viz,y, z')dz'] . (3.15)
] [

-

e, portanto, a solu¢io em (3.8) para a onda espalhada e em (3.9) para a amplitude de

espalhamento sera, respectivamente

ik.r m /o i(k—k').rs ’ . : i " i
Uik, r) =" — Dy dr'e V() exp |ikz — - Vie,y,2")dz"| , (3.16)
e
F(k k) = —%% dr’' e )TV (1) exp {-—{; / V(x,y, z")dz"] : (3.17)
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Representando por b o parfmetro de impacto, podemos relacionsa-lo aos vetores r'e 2/

através da figura 3.2

Figura 3.2
Voltando & ¢q.(3.17) e considerando (k — k') perpendicular a z para pequenos angulos
no fator exp(i(k — K') - r')

(k-K) r=k-K) b, (3.18)

¢ com algumas manipulagoes algébricas, teremos

k o ik k! [T
F(K, k) = o d2be?®X)P oxpy (-% / Vib+2)d) -1 , (3.19)
onde o termo

x(b) = -1 [T V(b +2)d2 | (3.20)

¢ definido como func¢do eiconal. Com isso

k‘ + o 2T . ,

F(k,k) = — f / d?bei 6 K)P expy lix(b) — 1], (3.21)

2im g 0
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que para pequenos dngulos resulta cm
(k — K').b =kbfcos ¢ . (3.22)

Podemos ainda simplificar (3.21) para um potencial com simetria azimutal, utilizando

1

2
— A wsd) gy = Jo (X 3.23
5= | g = H. (323

logo a amplitude serd expressa, com x(b) = x(b), na forma

k[ bedb.Jo (kb8) [P — 1] . (3.24)

Portanto temos que amplitude de espalhamento pode é descrita por uma transformada
de Fourier-Bessel (ou Hankel).

Este resultado é de extrema importincia para o nosso trabalho, na busca de wn modelo
analitico para as grandezas fisicas experimentais, que estao em func¢ao da amplitude de

espalhamento. PPara isso, scrd necessdrio atribuirmos um modelo para eiconal, conforme

veremos no final do capitulo.



3.2 Espalhamento entre Sistemas Compostos

Consideremos o espalhamento cntre dois sistemnas 4 e B |, onde cada sistema € formado

por constituintes' (figura 3.3) [9,18,19)].

Figura 3.2

Admitimos que cada sistema tenha uma densidade g4 € ¢, , € que a funcao de onda

para cada sistecma no estado fundamental seja expressa por

[Tal” = palri, . ra) (3.25)

1Tul* = ou(ry, ..., Ts) , (3.26)

onde (rq,...,r4); (r}, ..., ¥},) sdo coordenadas dos sistemas A e B respectivamente.

Portanto no caso do espalhamento eldstico entre dois sistemas compostos a amplitmig

I Neste trabalho nao discutiremos & natureza dos constituintes (do que sao formados ou a que pargiculas
estéo associados). Apenas os consideramos como constituintes internos do sistema.

34



serd descrita através da matrizs

F'AB = (‘I’A‘DB |P‘(q,l‘], ...,I'A,I'I], ,I'IB)I ‘IJA\I-’U) 5 (327)

na qual o operador £ é dado por

Fary, e ry) = o fd‘bexp(lqb)[l — exp(ixror(b,, 1y, ., TR))] , (3.28)

onde q é o momento transferido (q = k — k'), b o pardmetro de impacto € X0 a funcao

eiconal total. Logo substituindo (3.28) em (3.27) oblemos

‘i ' . R 7 ! £ 0
Fap = o / d’bexp(iq.b) (¥4¥p |1 — exp(ixsor(b, i, ..., ¥5))| Ya¥s). (3.29)

Desprezamos o termo associado ao centro de massa (pelo fato de considerarmos somente
espalhamento pp). Nesse formalismo assume-sc que a funcao eiconal total, é o resultado

da soma da eiconal associada ao espalhamento entre cada par de constituintes

A
Xror(b,, ¥, . t8) =Y Y xu(b—s;+8,) |, (3.30)

onde x;;, ¢ a ciconal da interagao dos constituinte nos hadrons A,B ¢ 8;,8; sao as compo-
nentes das coordenadas r;, ry. Fssa é a hipotese central que caracteriza a abordagem de

Glauber [9] para inleracao entre sistemas compostos.



Definindo 'y como a funcao de perfil total em funcao da ciconal
]-_‘TC)T(ba T1,00 rﬂ) = ?‘[1 - exp(iX’I'()'l'(ba L8 PR I'B))] ’ (3'31)

e de forma semelhante para a interagao enire constituintes, teremos a fungao de perfil

elementar v,

¥ii(b — 85+ 8;) = i[1 — exp(ix; (b —s; +5,))] - (3.32)

Através da condicao de normalizacao
(PAP G| DTy =1, (3.33)

a amplitude de espalhamento lerd a seguinte forma

A B
[T ITT0 = x;x(b — 55 + 8)]

J—1k—1

Fap = :;? /dgbexp(iq.b) {l — <‘I’A\I’H

(3.34)

Fistamos interessados numa expressao que relacione a amplitude de espalhamento F4 g,
dos dois sistermnas, com a amplitude individual f;; de cada constituinte, Para tal, faremos
a conexao através da funcao de perfil elementar que se relaciona a fj; pela transformada

de Fourier no espago dos momentos q

1

1e®) =5 [ Egexpliab) ) (3.35)
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Voltando & eq.(3.34) e comparando com a amplitude de espalhamento de uma particula,

através da fun¢ao eiconal X,

I'ag =

onde

IiXapt =In <\DA\IJ

J _—

Expressando o termo na forma de séric

£ T = x,u(b 5, + )]

1k=

o0
Z.XO'pt = In [[(/\)|J\:l :?ZX"’ E)

onde

I

H()) = <pr\1:”

Em primeira ordem

ix,(b) = i

e considerando apenas o primeiro termo, a funcao eiconal terd a seguinte forma

7Xopf - <‘I’A B

k=1

onde HOYY — 1

A
J—

2.

n—=1

[T 11 = (b — 55 + s)

-1

0
AA

)
ZXJ}C _S_1+S;c)

k=1
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o /dgbexp(zq.b)[l — exp(iXopr)]

H>

Mo

‘IJAIIJ,;> :

lIIA\IJU> :

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)



Através da funcdo opacidade Slap

teremos
A B
=33 (a¥p|x;s(b — 55 +8,)| ¥als) , (3.43)
i=1 k=1
ou usando o projetor
1= / drdr |ry,...,re) {ry,..,ry| , (3.44)
para uma forma compac:a de (3.43)
Qap = Cap /drdr’ |WA2 W2 y(b~s+5), (3.45)

onde C 4p é uma varidvel que depende da energia /s e é associada ao mimero de constituintes.

Logo, usando (3.25) ¢ (3.26)

248 = Cap /pA(r)W(b — s+ 8 )pg(r)drdr’ . (3.46)

Usando a defini¢gace -e amplitude elementar média f entre os constituintes e dos fatores

de forma (G4 e G
— i) ]- ! «
¥(b-s+5)= 23 /dq exp(—iq.(b — 5 + ) f(q) , (3.47)
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(Falq) = /exp (igq.x)p4(r)dr
(3.18)
= /exp iq.r)pp(r)dr
obtemos um outro formato para eq.(3.46)
(';'AB 2 - ¥ 1 «
Q) = -~ [ d'qexp(~iqr)f(a)Ga(a)Cs(q) - (3.49)

Desprezando-se efeitos de spin, teremos f(q) = f(g), (Fa(q) = Galg), Cr(q) = Gelq)

e usando a representacao integral para a funcao de Bessel, eq.(3.22), temos

Lun(t) = Can / 4dqJo(g)Ga(@)Gi(9)f(a) - (3.50)

Em termos da amplitude de espalhamento

Eanlq) = i / bdb Jo(qb)[1 — exp(—2an(d)] , (3.51)

e utilizando a notagao

((..)) = ]bdeo(qb)(...) , (3.52)

oblemos
HAB(Q) = Z (1 — E!_'QAH(h)> ; (353)
Qap(b) = Cap (Galg)Gslq)f(q)) - (3.54)
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Portanto temos uma transformada de Fourier da fungao eiconal (ou da opacidade) que
depende dos fatores de forma, da constante de absorcao Csg(3s) ¢ da amplitude elementar

entre os constituintes.

RESULTADOS BASICOS
Nesta secao consideramos um espalhamento entre dois sistemas compostos e através da
aproximacao eiconal e do FDM calculamos as seguintes grandezas :

Amplitude de espa_hamento
Fap(q) = i/bdeO(qb)(l _ E_ﬂAH(b)) — i <1 — e“ﬂAn(b)> )

Funcgao eiconal e opacidade

—C480) (1 (0)Cn(a) 1 (@) -

‘*QAB = iXAB =

Conlorme veremos na préxima, segao (com o uso de modelos), as fungoes Fap ¢ Qap
serao calculadas atravis de paramelrizagoes das grandezas Cap(s), Gapg € f. E o forma-
lismo serd aplicado ac espalhamento pp considerando cada préton como um sistema de

constituintes.
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3.3 Modelo Fenomenoldégico

No capitulo 2, mostramos que através da amplitude hadrénica é possivel calcular ag
grandezas fisicas (secio de choque diferencial, total e pardmetro p), enquanto que na secao
2.2 a amplitude é calculada analiticamente pela transformada de Fourier em funcao da
eiconal (ou opacidade).

Portanto, calculando a eiconal teremos a amplitude. Para isso, considera-se a eiconal,
cxpressa através de escolhas adequadas de paramnetrizacoes para os fatores de forma e
amplitude elementar, como um modelo fenomenoldgico.

Para uma melhor compreensao da importincia do modelo fenomenoldgicco no cileulo

da amplitude de espalhamento temos o seguinte esquema :

Modclo Fenome. Fungdo Eiconal Amplit. Espaih. Grandezas Fisicas Dados Experim.
G, ., d_C" Comparagiio
ey o Aas |l F, (8.0 IR C/ Grand. Fis.

Dos vérios tipos de modelos que existem, faremos uso de apenas um, o modelo de
difragdo miiltipla (MDM) conforme introduzido por Menon e Pimentel [19] e desenvolvido
por Martini e Menon [20].

MODELO DE DIFRACAO MULTIPLA

Foi visto que em geral, no contexto da teoria da difragdo miltipla, a funcio eiconal &

dada por

Xap= Can(s)(Gale)Cr(9)/(q))- (3.55)
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A teoria da difraci.o mmiltipla apenas correlaciona cssas quatro grandezas (Cap , Ga
Gp ¢ f) com a amplisude hadrénica egs. (3.53) e (3.54), ¢ dai com as grandezas [isicas
do/dt , o, e p através das eqs. (2.6), (2.7) ¢ (2.8).

Os chamados modelos de difracao miltipla sfo distinguidos por diferentes escolhas de
parametrizagoes, para as quatro grandezas acima referidas, ¢/ou pelo método de ajuste a
dados experimentais.

Em particular, no modelo descnvolvido por Menon e Pimentel, assume-se fatores de

forma representados por pélos duplos:

G=(1+¢/a*)) " (1+¢/p")7", (3.56)

onde @? e 5% sdo parAmetros livres a serem determinados. Essa forma foi também mantida
no desenvolvimento do modelo realizado por Martini ¢ Menon [20], que serd de nosso
interesse. Nessa abordagem introduziu-se uma redefinicao do lator C4 5 € da amplitude f,
como explicado a seguir.

Como mencionado na secao 3.2, Cap depende da energia e est4 associado ao mimero
de constituintes. Por cssa razao e buscando uma forma compacta ¢ 1ilil no tratamento
das partes real e imagindria, Martini e Menon introduziram uma redefinicao da parte

imagindria da amplitudc elementar, associando

Capf=Im[', (3.57)



Im f = C(s).hlg) (3.58)
onde
1 +¢°/a’ :
(g) = —————— 3.5¢
h(Q) 14 q4/a‘4 ? ( ))

sendo C(s) ¢ a? parAmetros livres,
No capitulo 6, quando o modelo for aplicado ao espalhamento pp, farcmos uma  dis-

cussao mais detalhada quanto & dependéncia com a energia para esses parimetros, assim

COMoO suas paramctrizagoes.
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Capitulo 4

Relacoes de Dispersao Integrais

Neste capitulo faemos inicialmente uma apresentacao das transformadas de Hilbert
[24,27]. Com isso estaremos aptos a discutir as relagoes de dispersao [23,28] nas segoes 4.2

ed3.

4.1 Par de Transformadas de Hilbert

Consideremos o ¢aso de uma singularidade zgp (pélo) no caminho de integracao (figura
4.1). Nesse caso uma solugao para o problema é uma deformacao do contorno C de modo
que o pdlo zp possa localizar-se dentro ou fora do contorno. Com isso para esses dois casos,

poderemos utilizar o teorema ou a integral de Cauchy (apéndice BB) respectivamente,
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s I 2

Iigura 4.1

Primeiramente faremos as scguintes consideragoces. Seja uma funcao f(z) analitica no
semiplano superior, Im z > 0, e consideremos uma semicircunferéncia Cy de raio R centrada

na origem ¢ um ponto &g no ¢ixo real (figura 1.2). Nesse caso, a fungao

f(z)
A= —— . 4..1
o) = L (1
possui utn pélo em z = zy (pdlo simples).
4 Im 2
R
. el » Re 2
-R 2 +R

Figura 4.2



Suponharnos que | f(z)| — 0 quando |z| — oo e consideremos uma pequena deformagao
no eixo real através de numa semicircunferéncia de raio r com centro em g (figura 4.3).

Seja C' o caminho fechado e orientado pelas semicircunferéncias Cr, C;. ¢ o eixo real.

‘.;Rez

Figura 4.3

Com isso, aplicandc o teorema de Cauchy, obtetnos

jég(z)dz = 0. (4.2)

Considerando cad:, parte do contorno C, tereinos

SO o [ L2 gy [ IO oy [ B gy fmi(f)_dm:o. (4.3)

c” — Ip cg < — To R &I — Xg e © — Ip otr T — o

Vamos estudar cada termo dessa equagiio nos limites R— oo e 7 — 0 (semiplano superior).
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Pela definicao do valer principal de Cauchy [13,15]

“EQ—T . t Rk , too .
lim {Iim U Md;H/ Md,,,” EP] f(=)
R—oo | r—0 —R r— To zoir L~ &0 rea T—To

Substituindo na eq.(4.3) teremos, nos limites R— oo cr — 0,

P/ ' Lm)dm—i— lim Md,:::'+ lim f(2) dz=10.

oo T — To R—eo [ & — T r—=8 J. T — @y

Determinaremos agora os imites das integrals sobre Cy e C.

I’ara a intcgral sobre Cgr, usando coordenadas polares

z = Re® = dz = Rie®df ,

teremos, tomando o médulo da integral:

f(z)

-

£ = Ly

dz

0 I{Cie — q

CR

Como

teremos

/m ijzﬂ)?u dz
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dx

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)



Agora, pelas condigoes de interesse (limites assintéticos),

R — o R

— - " 16 N
R o] -1 e L!f(Re )| d6 — 0.

If(2)| =0

Portanto
im [ L&) 420 (4.10)
R—oo | . 2 — Iy
Assim, a eq.(1.5) terd a scguinte forma
IR ﬂ .
1!/ @ ot tim [ L g0 (4.11)
_R T — Xy T—*U‘C_PZ—.’L'D

Considercimos agora o limite da integral sobre C, quando r — 0. Somando ¢ subtraindo

o termo f(zp) nessa integral,

"?'—"J‘O

Agora, no limite r — 0, a segunda integral tem um valor absoluto arbitrariamente pequeno,

tornando-se nula (apéndice C). Para a primeira integral temos, sobre C,

[ (o) / = f(w) ] ’::w 0 (1.13)

onde, sobre (., z — o = re? e dz = ric?dl.
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Os limites de 7 a 0 sao devidos ao sentido hordrio de integragao. Com 1ss0,

S (o) f az_ _ f(zo)i / df = —irnf(xy). (4.14)

% LQ

Logo, substituindo (4.14) cm (4.12) e em seguida em (4.11) obtemos finalmente

I’flm f(@) dx = im f(xo) ,

o & L

ou
fzo) = ;%P | /_ :O wffmindm : (4.15)
Sendo f(x) uma fun¢éo complexa, no eixo real podemos explicitar suas partes real e
Imagindria

f(2) = Re f(x) +iIm f(2) ,

f(xo) = Re f(zo) +iIm f(zn) . (4.16)

Entao, substituindo (4.16) em (4.15)

dzx = in (Re f(zp) + 1 Im f(za)) , (4.17)

an Ir— Ty

P[m [Rgf(a:) +21Im f(x)

e comparando os dois lados da eq.(1.17)
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Re f(z0) = %p f_ P f(@) (4.18)

oo £ — To

1 oo ,
Im f(m0) = —%1} [ Ref(2) 4 (4.19)

s L — To

a estas equagoes denominamos par de (ransformadas de Hilbert [26).
Com isso temos um par de equacoes que podem ser aplicadas a um sistema fisico, desde
que suas vardveis scjam fungoes complexas e satisflacam As condicoes assumidas;
a) f(z) analitica no semiplano superior Im z > (
b) lim |f(2) =0
|z =0

As equagoes (1.18) e (1.19) também sao conhecidas como férmulas de Plemels.

4.2 Relagoes de Dispersao - Uma Singularidade no

Eixo Real

Quando aplicamos um par de transformaxlas de Hilbert a uwmn determinado sistemna fisico,
as mesmas terao de obedocer a certas propriedades analiticas. Neste caso, como scrd visto,
o par de transformadas passa a se denomnar relagoes de dispersdo,

Os primeiros trabalhos sobre relagoes de dispersao foram aplicados na ética e raios-
X, feitas por Kronig em 1926 e Kramer em 1955, assiin como na teoria eletromagnética
(relacio entre as partes real ¢ imagindria da permeabilidade magnética, por Kronig em

1936) e propagacao do som em liquidos e gases por Knaser em 1938 [21,23].



As propriedades fisicas as quais as relagoes de dispersao estao sujeitas sao: analiticl-
dade, simetria e causalidade. Pode-se mostrar que a condicao de causalidade implica que
f(z) & analitica no semiplano superior [21,23,26].

Nesta secao inmcialmente utilizarcinos a propriedade de simetra para deduzir as formas

denominadas relagoes de dispersao e em seguida introduziremos a regra de subtragao.

4.2.1 Relacoes de Simetria

Consideremos a transformada de Fourter de f(z)

1 e 1 tzt R
f(z)zﬁ/_ B (4.20)

onde, sob a condicao de realidade, F(¢) ¢ real. Isso implica que

J(z) = f(-27), (4.21)

e no eixo real (z — x) :

fr(z) = f(~a") . (4.22)

logo substituindo (4.22) emn

f(z) = Re f(z) +iIm f(z) ,

al



obtemos

Re f(—z) = Re f(z) ,
(1.23)
Im f(—z) = —Im f(z) ,
ou seja, a parle real de [(z) é uma funcao par, enquanto que sua imaginaria é impar. Isse
resultado é denominado relagio de simelria.

A importancia das relagoes de simetria cstd no fato que para determinados sistemas
fisicos (como por exemplo quando se trabalha com frequéncias, energias...) as integrais das
transformadas de Hilbert, egs. (4.18) e (4.19), devem ser simétricas, ou scja, scus limites
de -0 a +00 sao substituidos por litmites positivos de 0 a +00, como mostraremos a seguir.

Nas aplicacoes fisicas cstaremos intercssados na determinacao da parte real em termos
da imagindria. Partimos entao da transformada de Hilbert (4.18}, separando os extremos
de integracao :

Re [(z0) = g[m Im /(@) — % [P /D @) b+ p f;m de} . (4.24)

o I = Xp Jooo T — To T — I

I'azendo x — —z, na primeira integral

REf(-’Eo):% [*—P /0 h—nﬂ:ﬁd:erI’/ldem] ,

oo —T — Xy &I — I

invertendo os limites de integragio ¢ de Im f(—z) = — Im f(z) :

Re f(zp) = % [IJA-+deI+P/O+lidm] ,

T+ o T — Ty

e

¥ YL
T - g v



l oo r

Re f(z0) = %P f T tm f(x)dz (4.25)

Fxpressoes como essas, envolvendo somente valores positivos da vandvel z, sao de-

nominadas relagdes de dispersdo.

4.2.2 Regra de Subtracgao

Conforme mostramos na segao 1.2, a funcao f(z), que origina o par de transformada
de Hilbert, tem as seguintes propriedades :
a) f(z) ¢ analitica em Imz > 0
b) lim |f(2)| =0
|2]—o0
Porém, em muitos casos de interesse f(2) nao satisfaz a condi¢ao (b). Consideremos

aqul o caso

lim |f(z)] = cte, (1.26)

|2|=+e0

seu limite assintético tende para um valor constante (funcao limitada). Nesse caso, a
solugao seria a busca de uma “outra” [uncao para a qual as condigies (a) e (b) sejam
satisfeitas.

Para tanto, consideremos a seguinte [uncao :

B(z) = f(z) = [{z1)

< — i

k4 (4' 27)



onde x, é um ponto do eixo real distinto de .

Iy Lo

Estudemos (4.27) que satisfaca (a) e (b).
a) Como f(z) & analitica no semiplano superior
f(2) = f(z)

lim = ["(z,) cxiste.

z—ry =1

Entao ®(z) € analitica no semi-plano Im z > 0 e portanto satisfaz, (a).

b) Temos,

[/ (2) = f(21)|

J2| 00 ploeo |z — my] oo |2] — 71

H

e scparando os limites

[z]|—o0 IZ| —- ’.:L‘]l |z]—oo

_ ( lim _,_1__) _(hm f(z) - f(:r:,)|) —0. e,

portanto ®(z) satisfaz também a condicao (b) :

lim |@(2)] =0 .

lz]—co

Com isso lemos que ®(2) estd de acordo com as propriedades das transformadas de



Iilbert, para Im z > 0. Considerando os pontos = ¢ £y cm analogia com (4.15), ®(z) serd

O (z9) = ;—Pf_lm wdm : (4.28)

I oo T — To

em termos de f(z), teremos da eq.(4.27),

[(z) = J(@) _ 1, / JaACa R (L) Ry (4.20)

Ty — Ty s w (& —x1)(x — 70)

Fazendo algumas manipulacoes algébricas no integrando de (4.29),

; — T i exo T
lao) — fay) = L2221 ] f@) g

oo (T —x1)(x — 20)

- +oo oy oo
_ ) {11 / de__p ] dz } , (4.30)
xis oo L — o P

ondc
oo dx e dx a—2x tee dr
I’f = lim (/ ° )=1im (ln 0 :0:1’/
e T Tp we—oo \ J_, T — Ty G—00 a -+ o ceo T — Iy
portanto

S(xo) = flz) + udl — 71 P/_ ” f(z) dx (4.31)

i o (@—ax )@ —xq)

temos assim uma nova funcao f(zg) que sofreu uma subtracio do termo f(z) para garantir

a condi¢ao (b). A esse procedimento denominamos regra de subtragdo.

o
o



Considerando f(zq) = Re f(xzo) + 7Im f(z0) a eq.(4.31) terd o formato

Y , To — & ' Im[(x) .
Re f(xo) = Re f(x)) + - IP./_W &) - mo)dﬂr , (4.32)
0 — & oo Re f(x
Im f(zg) = Im [(2) — T — I P/_m e q:)fé.(;)— 7o) dir . (4.33)

Caso a fungao 9(2) nao satisflizesse a condicgao (b), outra subtragao poderia ser necessdria,
dependendo da caracteristica da convergéncia quando |z| — oo . Pelo fato da constante
f(zg) ter sido subiraida da funcao (4.31), o par de egs.(4.32 e 4.33) passa a se denominar
rclagoes de dispersao com uma sublragdo.

No caso de trabalharmos com fungoes no intervalo de 0 a 400 , conforme foi descrito na

secao 1.2.1 através do uso da relacao de simetria, teremos

2 [t g(zk - a?
Re f(x0) = Re f(11) + — P /ﬂ = f(i%(; ) I f(a)de (4.34)

oo . 2 _ .
Im f(z0) = Im f(z:) — 21’ /u (o ‘”1)2()“(”9:2 _:E::;.g)])Re f@)de . (4.35)

(22 —

Em particular, fazendo z; =0, 2y = 3 ¢ z = ¢ em (4.34) temos

2% tee  Im f(8) o
Re f(S) = "“W—.l [) ds m . (4..36)

Conforme veremos em detalhes nos préximos capitulos, essa expressao serd o ponto de

partida para se chegar a uma forina derivativa para a relagio de dispersao, no caso de



espalhamento eldstico de hadrons (fisicamente s corresponderd ao quadrado da energia no

centro de massa da colisao).

4.3 Relagoes de Dispersao - Um Corte de Ramos no

Eixo Real

Vamos agora tratar de um caso importante para as relagoes de dispersao, no qual f(2)
tem singularidades no eixo real do tipo corte de ramos, admitindo uma regiao de corte no
eixo real (de a até + oo )[2]. Nesse caso, vamos supor que para f(2) :

2) 1f(2)| =0 quando |2 — oo

b) é analitica fora do corte.

T( y=Imz
R
e Li
LA j x=Rez
1 AN a
k Cr L2
(N
Figura 4.4



Utilizaremos um contorno C' (Cg+ L+ La+C,.) conforme mostra a figura 4.4 . Aplicando

o teorema de Cauchy para a fungio g(2')

/{Z) :
9(z') = ; (4.37)
teremos f(z) no interior do contorno C', para qualquer 2z

1 [ [(Z)

27t Jo 2 — z

f(z) = ', (1.38)

ol

10 =gz | [ F2ar o [ LE=Mar [ TE gy [ TEX0y]

. ol o ,_rv ol
Z Lo Z e Ja. = Z I & s

(4.39)
que pelas condigoes assintéticas 2 — oo = f(2) — 0, a integral em Cy se amula (scgho
4.2), assim como r — () , a integral em C, também se anulard. Com isso os contornos L,

e Ly tenderao para o eixo real

o —z teo X' — 2

f(z) = — lim [ e, [ I )dr’} , (4.40)

S+
s =2 [ X, (441)



onde

T'(z') = lim }_ [f(«" +ie) — f(a' —1i2)] ,

s—0+ 21

(1.42)

é uma descontinuidade ao longo do corte que permite o cdlculo de f(z) em todos os pontos,

inclusive no eixo real, com excecao dos valores de x no corte.

No caso, de interesse, cm que f(z) é real em z < a, pelo principio de reflexao Schwarz.

f(z!*) = f*('z’) 7

€ portanto

Re f(z' —ig) +ilm f(a' — ig) = Re f(2' +ie) — iIm f(a' + i) ,

Re f(a’ — ic) = Re f(z' + i),
Im f(z' —ie) = —Im f(z' +1iz) .

Substituindo em (4.42)

(x )_11m —-[Re (' +ic) +iIm f(x' +ic) — Re f(&' + i) + ¢ Im f(&'

=lim Im f(2' +ie) ,

e—0+

I'(z') =Im f(x') .

(4.43)

(4.44)

+ )] =

(4.45)



Voltando a eq.(4.41), teremos
0o F
fy=% / Im [&) 4o . (4.46)
‘71- . ?

Como assumimos f(z) real no eixo real, para z — =z (lora do corte) teremos f(z) =
Re f(z) e portanto

Re f(z) = lP /+m Mdm’ ) (4.47)

T o —x
onde z < a. Temos entao a transformada de Hilbert, andloga A eq.(4.18) para o caso de
um corte de ramos a parlir de 2 = a > 0.
O resultado acima é importante, conforme veremos no préximo capitulo, devido tra-

balharmos numa regiao bem definida quando utilizamos as relagoes de dispersao no limite

de altas energias.



Capitulo 5

Relacoes de Dispersao e o
Espalhamento de Hadrons a Altas

Energias

Conforme visto no capitulo 4, as relacoes de dispersao foram descritas no sentido
geral, sem especificar o sistema fisico tratado. Faremos agora uma aplicacao ao espa-
Thamento cldstico de hadrons (mais especificamente num cspalhamento préton-préoton efou
antipréton-préton). Para tal, consideraremos a amplitude de espalhamento F'(s,t), cujas
variavels assocladas sao a energia no centro de massa, /3, e o quadrado do quadrimomento
translerido ¢. Estas sao duas das vandvels de Mandelstamn, revisadas resumidamente no
apéndice A.

Os primeiros trabalhos a esse respeito loram [eitos por Sdding em 1964 [29] e por
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Amaldi e outros em 1977 [30], onde ambos usam a relacao de dispersao na forma integral,
limitando-se a descrever somenle a segao de choque tolal, o4, ¢ 0 observavel p (relacao
entre a parte real ¢ Imaginaria da amplitude hadrénica em ¢ = 0).

Em nossa aplicacao usaremos as relagdes de dispersao derivativa (RDD), ou seja, uma
aproximacao para a forma de operador diferencial feita por Bronzan, Kane e Sukhatne [5]
e Gribov ¢ Migdal [6]. Conforme mostraremos mais adiante, cssa relagao ¢ bem definida

no limitc de altas encrgas.

5.1 Relacoes de Dispersao na Forma Integral

5.1.1 Analiticidade

Propriedades analiticas gerais das amplitudes de espalhamento (independentemente de
modelo) podem ser extraidas de principios gerais de teorias de campo. Esses aspectos foram
discutidos nas referéncias [4],[31],[32] e [33]. Nesta segao ¢ no apéndice A, apresentarcmos
alguns resultados gerals que serao de interesse nesse trabalho.

No apéndice A introduziremos as varidveis de Mandelstam s, ¢, u, os conceitos de canais
s e u € a regra de substitmigao, através da qual considera-se que uma mesma amplitude
F(s,t,¢) pode descrever diferentes processos, dependendo dos valores (regices) das
varidveis &, £, e u,

No que segue, consideremos os espalhamentos eldsticos pp e pp na direcao frontal (2 =

0). O principio de unitaridade (tcorema optico : o, = 47 Im f(s,t = 0) coneccta os canais
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clastico e inclastico. Pode-sc mostrar que condiderando-se a amplitude de cspalhamento

cldstico como fungio complexa da varidvel complexa (apéndice A)

85— U

K =

4
na regiao de altas energias, a estrutura de cortes no plano complexo é caracterizada por
dois cortes de ramos : um no cixo real positivo (canal s) e outro no eixo real negativo
(canal t), como mostra a figura 5.1 . As amplitudes fisicas para os espalhamentos pp e pp
correspondcin aos limites dessa amplitude (continuada analiticamentc) ¢uando se aproxima

do ¢ixo real a partir do 1°quadrante (canal s : pp) e do 3° quadrante (canal u : pp) :

frp(K, 1 = 0) = lim F(K +ie,t = 0) , (5.2)
frp(K,t = 0) =Tim F(~K —is,l = 0) . (5.3)

Novamentc a fungao F, alravés de sua extensao analitlca, serd a mesma para as duas

amplitudes com regiao de corte definida no eixo real (figura 5.1)

A ImA
K+ie
(ptp—>p+p)
——— i f"_..p ReX:
_ _ =Ko +Xo
(P+p—B+p)|
- K-

Figura 5.1
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onde K, ~ m, ao mesmo tempo que F é real no intervalo (—XCo, Kp).
Na obtencao das relacoes de dispersao serd 1itil introduzir {ungoes pares (F.) e impares
(F_) sob a troca K — —K.. Xm termos das amplitudes para espalhamento pp e pp temos :
1

Fi(K,t) = 3 (Fpp £ Fp) - (5.4)

5.1.2 Relacoes de Dispersao na Forma Integral

Na secao anterior definimos uma regiao de analiticidade da amplitude de espalhamen-
to F, levando em conta as aproximagoes para altas energias. Baseando-se nisso vamos
relacionar as partes real e imagindria da amplitude de espalhamento, ou seja, aplicaremos
o conceito de relacao de dispersao.

Voltando a figura 5.1 e considerando um contorno C' em torno da regiao de corte (figura

5.2)

Figura 5.2
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Conforme fol visto na secao 1.2.2 (eq. 4.27 com zy = ) ¢ z = K), ao usarmos nma
ecao 1 3 ,

funcao da forma

_F(K)

9(K) =—=,

(5.5)

estamos garantindo sua convergéncia através de uma sublracdo. Portanto aplicando o

tcorema de Cauchy na funcio g(K) , através do contorno ¢

K 2im Jo K'(K' — K) ’
consequentemente, quando R — o¢ , a integral CR lende a anular-se e 1 — 0 , havendo
uma descontinuidade semelhante a (4.42), porém com duas regides de corte (—oo, —Kp) €

(+XKCo, +00)

.7-'(1(3)=.’F(0)+E[ /'+°° F(’C')}C)dfc'+ f I el e

v KK = e KK —K)

onde

D(K') = lim = [F(K' +is) — F(K = ie)] (5.8)

e—0+ 21

Através da paridade da eq.(5.4) ¢ do principio de Schwarz, a eq.(5.7) terd a scguinte

forma (apéndice D)

K /+°° ,Im Fy(K') 1 1 (59)
+

Fi(Ki)zfi(U)Jr; y aK— (x:'—lc)jF(ﬂL"Jr/C) ’
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ou ainda, com o valor principal de Cauchy para a parle real

K oo Im Fu(K') 1 1
K)=ReFL(0)+—P dK’ - ) .
ReFu(K) = Re FoO) 0P [ ok Rl | o F e

portanto temos uma relacao de dispersao em funcao da energia de laboratério K. Porém
eslamos interessados em irabalhar com energia no centro de massa /s ¢ o quadrimomento
transferido ¢ na regiao de s 3> m?® e |¢| < m®. Neste caso buscaremos uma relacao entre

essas varidvels através das equagoes (A4 - apéndicc A) e (5.1)

g t
= — 77 h.11
K 2, + 4m ™ (5.11)

que aplicando as condigoes de regime vistas acima

2m

com 1580

K—s = Fu(K) = i(s,t), (5.13)

aASSIM

oo II !
Re fu(s,0) = Refa(0,0) + 5= | d‘s‘mf*:(a’)[I T ]
|

2mmr s 2T 2 g8 —8)  5-(8+8)

—+0o0 r .
Refi(s,t) :Refi(o’t)_i_%f)/ dS,Imf:h(-S;t) [q’I T 1 ] :

’
7 +an 8
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onde

s = 2mKg . (5.141)

Porém se a encrgia no centro de massa for nula, nao haverd espalhamento, conse-

quentemente podemos desprezar Ref1(0,¢)

s . [T s 1
Refi(S,t):T—.’rP gy =) [8,1 + ]

f I
J Vug 3 — 8 54+ s

Chegamos assim a uma rclacao de dispersao com uma subfragdo, que garante a con-

vergénela da integral, sob as condigocs assumidas.

67



5.2 Relacoes de Dispersao Derivativas

A eq. (5.15) nos dd uma relacao ndo local, isto é, a parte real ¢ calculada através da
imagindria para todas cnergias. Nesta secao, baseando-se no artigo de Bronzan, Kane e
Sukhatme [5] e seguindo a formulacao descnvolvida por Menon, Motter e Pimentel [8] e
Motter [34], calcularemos uma forma derivativa para (5.15), ou seja, uma aproximacao da
forma de integral para operador diferencial, considerando o limite de altas energias. Como
veremos, 1sso nos leva a uma relacao quase local. Efetuaremos inicialmente os cdleulos
em detalhe para uma amplitude par f,(s,t) (o caso fmpar é andlogo) e considerando
uma subtragao (secdo 5.2.1). KEm seguida, apresentamos os resultados para um mimero

arbitrdrio de subtragées (secio 5.2.2).

5.2.1 TUma Subtracao

Retornando a eq.(5.15)

247 teo ds’
Re §,1)=—1F —_——1] ' 1 5.16
E‘f_'_(‘?, ) T Ln S’(SIE_SQ) mf+(8! ) 7 ( )

para obter a primitiva na integragao por partes, dividimos ¢ multiplicamos o integrando

por um fator s, com » constante real :

232 | ox ds' &V
Rﬁf+(8, f.) _—— m Il’l‘lf+ (S!,t) x —_— . (5.17)

LI P
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Integrando (5.17) por partes

252 [t 1 §— 3 1 d Im f,(§,1)
N —1 + 3
Rﬂﬂaﬂ—uﬂ$tﬂgﬁ.d*£m(y+3§()(”“”§+aﬂ(: Ig )’

onde

- ()
v= 2a In alta/ -
Como consideraremos as energias sulicientemente altas, sg — 0 , e o termo (u.v) de

(5.18) torna-se mulo, enquanto que na integral da dircita farcmos a scguinte mudanca de

variavels

= et
§=c",

(5.19)

/
¢ =eb .

Substituindo em (5.18) e considerando o limite sg — 0 = £, =Inss — —

_|_

§ [T ef — ef d
Rwuaﬂ=;[ d&““m( )(W—U+%Jﬂmﬁwﬁﬁﬂ,

J—co ef + ef

_ 8 e (r—1) 1 / : d ' v
Refi(.@,t)_;[ dg's In (coth (5 ]{—f])) (U_l)—i_d_{') (Im f,(s',t)/4").

oo

(5.20)

Expandindo Im f, (¢',¢)/5" cm série de poténcias de (£ — &)

| oo dr

Im f, (s, 1) /8" = Z i (Imfl (s, t)/ewf’)

-8

- n! ’
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+oo T f_ ¢\m
I £1(6,0/4 = 3 s O 0/ E

a qual, substituida em (5.20) ¢ assumindo-se convergéncia da série, fornece

(o) T sv
Re f,(s,t) = an_d(li 7 (Im f,(s,t)/s" )~—1n ,

onde

L= [ agee o (wm(Fie-¢1) ) (w-n+ g ) € e

Fazendo y = ¢ — £ |

tee [yl d
I, = / dye®~ In [ coth (v—-1)+— 14",
J—oo 2 dy

e integrando por partes,

In:An_Bng

onde

+oo
—co !

A, =In (coth (Igl)) ev—Lyn
oo
B, = / e(”_l)'”y“d[ (ru‘rh ('y |)>] ,
J oo 2

IPassamos agora a estudar cada termo separadamente.
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Termo A,
Iixpressando

A, =lim [In #'(y)e " vyr]" (5.27)

?
U—roo u

onde

e comparando F'(y) com a funcao

f(y) =2e7¥, (5.29)

mostradas na figura 5.3, vemos que quando ¥y — 400 = [F(y) — 0, assim como,

3.0 — T

25+

Figura 5.3
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fly) = 2~ — () | ou seja, decrescem exponencialmente

11111 }’ Z o I].]Il fy - T, .l‘;()

F(y) =1In (cuth (l';i')) 20l (5.31)

a qual em (5.25) forncee

A, = 26_|y|e(u_l)yy”|i: = lim (f:_lme("_”yy“)riu =lim 2(c " u" — e V% (—u)") ,

W—DO L=k 30
(5.32)
= 2[lim (“" ) lm (e7(-w)")] . (5.33)
L= OO ULt X
O primeiro linnte val para zero quando ¥ — 2 < 0 ¢ o segundo quando v > 0.
Logo
Apn =20 para D<v<2, (5.34)
A, = Diverge para v>2 1r<0. (5.35)
Termo B,
Como

i [ (= (3)] =~y 539



esse termo ¢ expresso por

B R Radcs 5.37
n——/_mf?}w- (*)

Com isso, para ) < v < 2 a integral (5.23) resulta

= [Ty (5.38)
") ysinh(y)y ] 0-

Voltando A eq.(5.22), para os dois primeiros termos da série, que serao de nosso interesse,

teremos

Re f1(s,1) = = (Im £y (5,0)/8) o + o (Im [ (s, /) Ty, (539

quc através da ref [35]

feo (v—1)y
c T
I0=f _ dy = mtan (—

—eo Sinh(y) (U_l)) ’ (5-40)

b2

loo (v—1)y 72w
_ _ " - . 5.41
L _/_m sinh(y)ydy g o (Q(U 1)) (541)

Com 1ss0, para 0 < v < 2 0s dols pruneiros termos da série fornecem

Re [ (s,t) = tan (5 (v — 1)) Im f(s,t) + 58 sec? (5(v — 1)) 7%

- (Im f4(8,0)/#).
(5.42)

De maneira semelhante para uma funcao {mpar f_(s,1) pode-se obter

Re f_(s,t) = tan (2v) Im f_(s,{) + 3" sec® (Zv) 4 (Im f_(s,1)/s"). (5.43)
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5.2.2 Numero Arbitrario de Subtracgoes

Nas secoes anteriores Lratamos as relagbes de dispersao com apenas uma subtracao, tanto
na forma mtegral como derivativa. Porém, conforme mostraram Menon, Motter ¢ Pimentel

8|, para k (k € N*) subtracoes a relacao de dispersao integral serd
a0 P 5

Re fi(ﬁ‘,fn) = —

sk dt-D [Re fi(s,t)]

st "x’d Jdm fi(s, 1) 1 (£1)*
(k— 1) de®=D |~ ¢ — 5 e ’

+—1
T g’k §—s8 s 48

a'-0 - 8()

(5.44)

ou cspecificando para cada tipo de funcao, par e impar, e a menos das constantes de

subtracao :
g o Im f,(d,1) 25
Refl (S;t) = ?P[F d.ﬁ" SIN I:S;Q — SZ:I , (5.4.5)
Ly
sM teo Im fo(4)¢) 24? _
Re f_(s,t) = ;—11 /;8 ds’ i [.@’(5’2 — 32)] j (5.46)
o 4 an

onde M ¢ N sao mimeros inteiros que estao relacionados com k através de

k—1, k lar k—2, k Par
M= e N= (5.47)

k-2, k Tmpar k—1, k Impar

Para a forma derivativa de (5.45) ¢ (5.46), até primeira ordem, lemos

Re f1(s,¢) = tan (g(u — 1)) Im f.(s,q) + gs”msecz (_’1'2[(” _ 1)) d{fm (Imi,*,(;q)) |

(5.48)
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Re f/_(s,q) = tan (g(u -~ 1)) Im f_(s,q) + %3”* M sec? (g(u — 1)) d ' (Imf_(s,q)) :

Voltando as condigbes (5.47), teremos os seguintes valores de M e N para as cinco

primeiras subtragées (Tab 6)

k (Subtra.) | N M

1 0 -1

2 0 1

3 2 1

4 2 3

5 1 3
Tabela 6

Portanto, para as duas primeiras subtragoes, de uma funcao par, as RDD’s sao iguais
(N = 0), o que nao ocorre para uma funcio frupar. Com isso garantimos a convergéncia
da amplitude elementar comn até duas subtragoes.

Fixplicitamente, lemos os seguintes resultados para os dols primeiros termos da série

(tangente) :



e Amplitude Par

- Uma e duas subtragoes (k=1e k=2, N =0):

“—(—lﬁcﬁu 24 = tan (%(u — l)) 1%(@ + £ sec’ (Z(v — 1)) dff,_., (Imf;y(a.q)) _ (5.50)

e Amplitude Impar

- Uma subtragao (k=1, M = —1) :

LR —tan (G- 1) L Seee (G- 0) g (P5Y).

gv1 2 gv—1 2

- Duas subtragées (k=2 , M =1) :

Re f_(s,q) — tan (Zrz—(u— l)) Imi—(S,Q) 4 7 gec? (Z(U _ 1)) d (Imf“(&‘,f])) .

SU'I

Para v = 1 obtemos as férmulas que denominaremos “padrao”, poils sao as que aparecem
na literatura (cap 6), no caso de até duas subiragoes :

e Par - uma ¢ duas subtragoes

2 i (tmisen) (5.53)
2 $ g '




e fmpar - uma subtracao

Ref_(b',q) -

o Impar - duas subtracoes

Re f_(s,q9)

g2
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Capitulo 6

Aplicacoes das Relacoes de Dispersao
Derivativas & Amplitudes

Elementares

Este capitulo é o ponto central de nosso trabalho com respeito ds aplicagoes das relacoes de
dispersao derivativa. Comecaremos apresentando o modelo utilizado (modelo de difracao
miltipla) para o espalhamento pp, conforme desenvolvido por Martini € Menon [20]. Em
seguida, faremos a aplicacho da relagao de dispersao derivativa (RDD), no contexto do
modelo, através de duas abordagens (relagao padrao, com v = 1 e ajuste do parAmetro »),
apresentando em cada caso as previsoes para as grandezas fisicas e comparagoes com o8

dados experimentals.
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6.1 Objetivos Gerais

O objelivo deste capitulo é descrever as grandezas fisicas (cap. 2) num espalhamento

pp, com auxilio da amplitude de espalhamento hadrénica, vista no capitulo 3
m . -
F(s,q) =1 ] bdb[l — eX(*D)].Jo(gb) =4 (1 — X&)y | (6.1)
0

onde, no formalismo (geral) de difracao muiltipla, x{(s,b) é o termo de primeira ordem da

[un¢ao eiconal, eq. (3.55)

x(8,0) = Cap (GAGpf) . (6.2)

Com a amplitude hadrénica, estudaremos as grandezas fisicas através das expressoes

dU , 3 .

- = | F(s,q9] , (6.3)
Oeot(8) = A Im F(s,q = 0) , (6.4)
Re F'(s,q = 0) (6.5)

) = I F(s.q=0)

6.2 Modelo Prévio de Difracao Miiltipla

Como referido na secao 3.3, no modelo de difracao miiltipla, desenvolvido recentemente

por Martini € Menon [20] para o espalhamento pp, as parametrizacoes dos fatores de forma
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sao do tipo
Q

25 =1 9~ —1
CJZGAZ(:HE(H%) (1+g—2) , (6.6)

enquanto que a parte imagindria da amplitude elementar & assumida na forma fatorada cm

termos da dependéncia com energia s e momento g,

Im f = C(s)h(q) , (6.7)
onde
2 a2
h(g) = “1?2,% , (6.8)

‘ 9 -~ - . - - ~ -
e a?, 8%, ¢ ¢ C sio parAmetros livres , cujas paramctrizacoes serdao apresentadas mais

adiante. As justificalivas fisicas para essas parametrizagoes sao discutidas por Menon nas

referéncias [38] e {39].

6.2.1 Cd&lculo da Amplitude Hadrénica

A primeira caracterfstica dessc modelo ¢, com base na eq. (6.1), associar 4 amplitude

hadrénica complexa, uma amplitude elementar compleza

f(s,9) =Re f(s,q) +ilm f(s,q). (6.9)
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O ponto central na abordagem de Martini e Menon € a hipétese de proporcionalidade

entre as partes real e imagindria de (6.9), tal que

Re f(s,¢q) = AIm f(s,q) , (6.10)

onde A & um paréinetro livre ¢ dependente da energia (essa hipétese foi assumida com base

apenas em sua simplicidade). Substituindo (6.10) cm (6.9)

fs,9) = (A+d)Im f(s,9) , (6.11)

teremos a amplitude elementar em fungao de sua parte imaginadria, o que nos interessa,
pelo fato da mesma ser descrita por (6.7). Substituindo (6.11) em (6.2) ¢ considerando os

fatores de forma iguais (cspalhamento pp)

x(5,6) = (G2F) = (G2 (A + 1) Im f(s,q)) , (6.12)
ou ainda
X(‘qv b) = (’\ + Z) Q(Sa b) ’ (613)
onde (2 ¢ a opacidade
Q(s,b) = (G?Tm £(5,9)) - (6.14)
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Finalmente com a funcao eiconal, podemos calcular as partes real e imagindria da

amplitude hadrénica (apéndice I)

Re F'(s,q) = (e_n(s’b)sen(.kﬂ(s,b))> , (6.15)

Im F(s,q) = (1 — 7 cos(AQ(s, b)) . (6.16)

e daif seguc as grandezas fisicas (6.3), (6.1) ¢ (6.5) .
Portanto, a amplitude de espalhamento dependerd dos fatores de forma, parte ima-
gindria da amplitude clementar e do parmetro A. Vamos (azer em scgmida uma revisao

sobre a andlise dos dados experimentais e a determinacao das parametrizagoes para a(s),

C(s) e A(s).

6.2.2 Ajuste aos Dados Experimentais

Como discutido em [20] foram analizados scte conjuntos de dados experimentais de
cspalhamento pp para energlas acima de 10 ('eV. O procedimento de ajuste consistin de
duas etapas :

(1) Tomando A = ) a amplitude hadrénica, eqs. (6.15) e (6.16), é puramente imaginaria.
Nesse caso, determinou-se os valores dos parametros ', o, % ¢ a? que reproduzem os
dados da secao de choque diferencial em cada energia e de modo a apresentar umn zero na
posicio de mimimo (dip).

(2) Com os valores desses 41 pardmetros calculou-se o valor de A que reproduz o valor
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cxperimental de p em cada cnergia.

Com esse procedimento obteve-se uma descrigao satisfatdria dos dados experimentais.
A fim de sc obter um formalismo que permita previsoes para outras energias, os valores
dos parameiros o? e C foram parametrizados através de fungoes dependentes da energia
na forma de polindmios em In s (usual em cspalhamentos clasticos e/ou suaves).

No caso do par8metro A a paramctrizacao foi baseada no comportamento geral da

grandeza p(s), nao havendo uma justificativa tedrica para essa escolha.

6.2.3 Resultados

Os valores dos parfmetros livres e parametrizacoes obtidos através do procedimento

descrito foram os seguintes!:

2 = 8.20 GeV? ¢ B =180 GeV?, (6.17)

1 . ‘
() 2.57 — 0.217 In(s) + 0.02431n?(s) (GeV™H) (6.18)
C(s) = 14.3 — 1.651n(s) + 0.1591In*(s) (GeV?). (6.19)
A(s) /A In(s/s0) (6.20)

T + Ayln(s/sq) + AzIn*(s/sq)

"Uma discussao mais aprofundada da obtencfo desses ajuste pode ser encontrada em [20],
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onde

A = 695x107%, A4,=0118, A3y =1.50x10"%, (6.21)

Sp — 1 GeV .

As parametrizacoes para C(s), o~ %(s) e A(s), juntamente com os valores que descrevern
0s dados experimentais, conforme o procedimento descrito na secao 6.2.2, sao mostradas

nas fignras 6.1, 6.2 e 6.3 respectivamente

‘178 v v

naspg

10.78

T
i

Cls) (GeV

‘0.28 | .

5.0 8.0 ] 70 ] 0.0
(s}

Figura 6.1 : Curva do pardmetro C(s) [20).
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2198

205 . S — : :
0.0 00 7.0 8.0
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Tigura 6.2 : Curva do pardmetro o %(s) [20].

_”Fmﬂl_—ﬂ"fﬂiw—_r-l‘l‘rnﬂ]_'-r‘“l—rrrrﬂi
1.2 - _ =
fff_"__-‘_‘-‘-‘“_&h""“---.
—
. 4
0.1- -
{ |
w
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»
0.0
)
[ ]
+ . L LA Bt I L BN n b0 | oo rreeeTTTTTYT
10’ 1° 10° 10 10°
”m
s (GeV)

Figura 6.3 : Curva do parfunetro A(s)[20).
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Com esse formalismo pode-se prever o comportamento das grandezas (6.3), (6.4) e (6.5)
em termos da energia. Os resultados sao mostrados nas figuras 6.4, 6.5 e 6.6 respectiva-
mente e comparados com os resultados experimentais.

No caso de interagdo pp os dados experimetais de do/dt, o, e p na faixa wais alta
de energia investigada em acecleradores de I,mrt:'[culas, correspondem a regidao 13,8 GeV <
Vs < 62.5 GeV . Nassa regido a comparagiio das previsdes do modelo com os dados
experimentais serve como um teste das parametrizacoes utilizadas, eqs. (6.17) a (6.21).

No caso de g, como referido no cap. 2, existem informagoes experimentais provenientes
de dados de raios césmicos na faixa de energia 6 - 24 T'eV | havendo as discrepéncias referidas

na secao 2.2 . Como mostrado na figura 6.5 as previsdes do modelo favorecem os resultados

de Nikolaev.

"
LB J ol T L] L4

O ;|
Ly
13.0 GV
' ' 10.4 GeV
e
% '
g o' 23.8 QeV
3 30.7 GeV

¥ 44.7 GaV

10* } ;
52,8 Qay
LI |
828 Gay
10“ A [1 L . L I L A
0.9 20 4.0 a0 40 10.0

Iy (Gev")
Figura 6.4 : Secao de Choque Diferencial [20).
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10' 100 100 10° 10"
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Figura 6.5 : Secao de Choque Total com extrapolacio para raios cosmicos {20].

L{ II'IIIII T r'!'lllll B T ll'l'll L LB AL

0151
0.10}

0.05(.

p(s)

0.00

~0.05

F I 1 R b, "

-0.10 NPT BT BRI, B AT

Figura 6.6 : Curva do pardmetro p(s) com dados da Tabl [20].
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6.2.4 Discussao Critica

Um ponto critico nesse modclo e que serd reformulado na secao 6.3, diz respeito a
escolha da parametrizagao para A(s), ogs. (6.20) e (6.21). Como explicado na ref [20], a
analise dos dados experimentais mostrou que os pardmetros A(s) e p(s) tém, no formalismo

de difracao mmiltipla, comnportamentos similares em termos da energia :

A > 0 = p>0

A < 0 = p<0

’\Ore.snent.e = POcCrescente

)\Uer:resr:ente — P Decrescente

Isso levou os autores a testar para os valores de A(s) em cada energia (fig. 6.3)
uma parametrizacao capaz de reproduzir, de forma global, as informacoes experimentais
disponiveis sobre p(s), incliindo dados de interacho pp a 546 GeV e 1.8 TeV. Essa foi a
origem da férmula geral 6.20 e o ajuste aos pontos da fig. 6.3 determinou os valores dos
parAmetros, eq. 6.21 .

['mbora tenha-se obtido a reproducao dos dados experimentais, figuras 6.4 a 6.6 ¢
previsoes para cnergias mais altas, deve-se ressaltar que essa escolha nao tem razao ledrica,
tratando-se de uma hipétese ad hoc.

Na préxima secao estudaremos as conexoes cntre as partes real e imagindria da ampli-
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tude clemetar (parfmetro A), através das relagées de dispersao derivativas.

6.3 Relagoes de Dispersao Derivativas e Amplitudes

Elementares

O objctivo central deste trabalho é uma reformulacao no modelo discutido na secao
anterior no que diz respeito a determinacao da parte real da amplitude elementar. Como
discutido, na formulacao original, nao h4 justificativa tedrica para a parametrizacao de
A(s), eq. (6.20) ¢ (6.21). Por essa razao investigamos a aplicabilidade das relacoes de
dispersao derivativas, ogs. (5.48) ¢ (5.49) dirctamente nas amplitudes clementares.
Observamos que casas relagocs foram sempre aplicadas a amplitudes hadrénicas, sendo
este o primeiro trabalho de aplicagao ao nivel elementar.

Partindo das egs. (5.48) e (5.19) o estudo serd feito em duas etapas

v =1 (Relacao Padrao)

v — Pardmelro Livre .
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6.3.1 Relacao Padrao

Consideremos a RDD para amplitude par no caso de wma ou duas subtragoes (eq.

5.50)

w ot (g(u_ l)) Mg_}_ n T cec? (ZV_(U _ 1)) d (hn.f+.(~9,(1)) ‘

8 sY 2

Como demonstrado na se¢ao 5.2, ¢q. (5.34), o parAmetro v deve satisfazer 0 < v < 2,
Entrctanto em todas as aplicagoes das relacoes derivalivas toma-se ¥ = 1 . Nesse caso

Lemos

(6.23)

Re fi(s,q) 7w d Im £, (s, q)
3 "~ 2dlns 8 '

Vamos agora utilizar essa rclagao no contexto do modelo prévio discutido na segao 6.2.
Para tanto, scguindo a normalizacio de Bronzan, Kane e Sukhtme [5], os quais consideram

sot =1Im f, , definimos [36]

L /(59) = [y (s, g) (6.24)

&

onde, do modelo (eq. 6.7),

Im f(s,q) = C(s)h(q) -

Com isso
T d
Re J(5,9) = 5 — {C(s)hla)} ,
Re [(s,q9) = {% Ctﬁ) {fﬁr(l? } Im f(s,q) , (6.25)
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e, comparando com a hipétese de proporcionalidade do modelo, ¢q.(6.10),

Re f(s,q) = AIm f(s,q) ,

vemos (ue o parfunetro A, anteriormente hivre ¢ determinado por ajuste, pode ser analiti-

camente definido através de uma parametrizagao para C(s).

(6.26)

Essa ¢ a vantagem central associada ao uso da relagao derivativa : substitui-sc a
paramelrizacio sem justificaliva tedrica, eq. (6.20) e (6.21), por um operador diferencial
deduzido a partir de propriedades analiticas assunidas para a amplitude elementar.

Com a parametrizagao original para C(s), eq. (6.19), tem-sc

_Ref(s,q) = (0.3181n(s) — 1.65)
- Imf(s,q) 2 [14.3 - 1.651In(s) + 0.1591n?(s)

A(s) (6.27)

A comparacio deste novo resultado para A(s) com a parametrizacio anterior (eqs.
6.20 e 6.21) & mostrado na figura 6.7,
[Y importante ressaltar que a parametrizagio anterior (6.20) foi escolhida com base no
comportamento experimental do parAmetro p(s), incluindo dados de espalhamento Bp em
cnergias mais altas (546 GeV ¢ 1.8 T'eV). Isso sugere um méximo em torno de 10° (el e

limite assintético a zero por valores positivos. Por essa razao escolheu-se a forma especifica
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da eq. 6.20 tratando-se portanto de uma escolha ad hoc.

Por outro lado, a eq. (6.27) reproduz exatamente esse resultado global (mdximo em
torno de 10°® GeV e limite assintético a zero por valores positivos), sem que nada tenha sido
assumido, & excessao da prépria relacao de dispersao (e, é claro a parametrizacao original

para C(s)).

0.2 1
0.1 4
--------- RDD (v = 1)
) —_—
= ;“Plumm.
004+
0.1 v .....Il—“r—v—v-rrnﬂ—l—l—l'rmJ
10' 17 10° 10° 10°

Figura 6.7 : Curvas de A(s).

Novamente, utilizando A(s) (6.27) nas egs. (6.15) e (6.16), juntamente com as demais
parametrizacoes e valores de pardmetros livres do modelo anterior, tem-se as previsoes para

as grandezas fisicas :

92



e Secao de Choque Diferencial

Resultado andlogo ao de Apgramer. - Emnbora certas diferencas se facam presentes na
regiio de dip (curva um ponco acima dos dados), enquanto que na energia de 13 GeV oo

minimo seja pronunciado indicando peguena contribuicao da Re F(s,q) ( figura 6.3).

10%°

""_'lllfl '—['_I '_'_IIIFTI"_"."

e
Q
e
[ )

do/dgt {mbi(GeV 2)]
3

10°1%

Xy

62.5 GaV

1043 LN N Rl L M AL I Rk S RN B AN BN BML AL B SN RN Ty
C 2 4 6 8 10
q® (GeV ?)

Figura 6.8 :  Secio de Choque Diferencial (RDD com v = 1)

na regiao 14 ~ 63 GeV,
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e Secao de Choque Total

Praticamente nao houve mudancas em relacao a Apgramer - Com curvas coincidentes,
os dados de raios césmicos sao confirmados para os resultados obtido por Nikolaev (figura
6.9).

Dados Experim. (13 a 62 GeV)
200 b ] Nikolaev

+ Akeno |

150

5, (mb)

100

s'? (GeV)

Figura 6.9 : Secao de Choque Total usando RDD (v = 1) e extrapolacao para

ralos cosmicos. Dados experimentals da tab 2 e 4.

e Pardmetro p

Conforme se vé na figura 6.10 , a previsao tedrica ficou acitma dos dados e embora a
parte inferior da curva esteja fora de alcance da energia de 13 GeV a superior tem seu

méximo em torno de 500 GeV, igual ao de A parametrizado (fig. 6.6).
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Figura 6.10 : Curva de p(s) com RDD (v = 1) usando dados experimentais da tabl.

som base nos reéultados obtidos, principalmente quanto a descricao do pardmetro p(s)
decidimos testar uma relacao mais geral, sem tomar v = 1, porém considerando-o como
parametro livre. Até onde conhecemos esta “otimizacao” da relacao de dispersao nunca
foi realizada na literatura. Observamos também que Kolar e Fischer realizaram extensivos
estudos sobre relacoes de dispersao derivativas [40,41] e de acordo com os autores “ a

escolha de um v diferente de 1 nao tem vantagem pratica ” [41].
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6.3.2 Relacao com Parametro Livre

Partimos agora da expressao geral(5.50) para amplitude par (uma e duas subtracoes)

[37]

Re.f+(8,q):tan(g(u_1)) Imf;(s,q)+‘zsecz(g(y_1)) d (Imfl(s,q))_

sY 5Y 2 dins 8
(6.28)
Seguindo mais uma vez a normalizacao referida na secao anlenor, identificamos

II].‘l f—l- (51 q)

)

— Im f(5,4) = C(s)h(g).

Coin iss0,

d (Imfl-(M)) d (G(s)-h(q)):[ 1 dC(s) +1—U} Imf-u‘(w)

dlns sY B dln s gv—1 C(s) dins sY

e da cq. (6.28) temos uma “gencralizacao” para A(s) em termos do pardmetro v :

AMs) = IR_rs-_?Eiﬂ“:—Z; = tan (g(u — l)) + % sec’ (g(u — 1)) [UES) (f;;t) +1- UJ . (6.29)

Portanto, com a parametrizagao da cq. (6.19) para C(s) temos uma expressao geral para

A(s) que pode ser ajustada através de v.
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Determinagao do Parametro v

No estudo do espalbamento eldstico pp, teremos (ue achar wn valor de v que melhor
descreve os dados experimentais. Nesse caso estudamos somente os dados experimentais do
pardmetro p visando otLnizar a descrigio anteriormente obtida. Com o valor de v hinntado
10 intervalo 0 < v < 2 (secio H.2), passamos a efetuar o seguinte procedimento estatistico,

tendo somente v como parametro livre ne modelo :

O<v<e? Programa de Ajuste Anilise
v \ ] pElr(S) o 3¢ 2 /g [ Uy
Pra(5)

Figura 6.11

O ajuste dos dades experimentais através do programa CERN MINUIT {42} fornece a

cistribuicao indicada vz figura 6.12
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Figura 6.12

Desse resultado extraimos

v =1.25 4 0.01. (6.30)

com #2/gl = 7.62/6 = 1.29 . Logo com o valor acima de v (v = 1.25) na ey. (6.29),
teremos um novo resultado para as grandezas estudadas :

¢ Secao de Choque Diferencial

A secao de choque diferencial ndo sofreu grandes mudancas, embora na energia de 13

GeV o mfnimo pronunciado tenha desaparecido e um leve deslocamento na regiao de dip

0%



ainda se faca presente (figura 6.13).

e 13.8 GeV
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Figura 6.13 : Sec¢ao de choque diferencial com RDD (v = 1.25).
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e Secao de Choqgue Total

Comparando graficamente os resultados anteriores ( ¥ = 1, v = 1.25 € Apgramer ) DaO

vamos perceber nenhuna diferenga. Porém se compararmos alguns pontos intermedidrios

das trés curvas de g, (tabelas 5 ¢ 6), podemos melhor avaliar o crescimento da segao de

choque, mesmo que pequena, como mosira a Tab 5.

N°de Pontos | /s (GeV) | o,o1 (mb) | oy=125 (710) | O3ppamer (M)
1 10 38.628 38.594 38.667
9 16.4 33.585 38.084 38.087
10 18.1 38.7102 38.7105 38.7108
502 25% 160.98 161.14 160.23
1001 100* 208.60 208.81 208.97

* Valores da energia em TeV (10*°GeV)

Tabela 5

Para encrgias até 16 GeV, a se¢ao de choque com RDD|,_, ,. decresce em relacgio a

RDD)|,_,, enquanto que a partir da energia de 18 GeV, a mesma cresce lentamente até

uma taxa de = 0.02 % no tinal (1/s = 100 1eV).

Portanto, na faixa dos dados experimentais (13 a 62 GeV) a secao de choque cresce

para um ajuste de v, com excecao da energia de 13 GleV (figura 6.11). Assim como, para
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energlas de ralos césmicos novamente sao confirmados os dados de Nikolaev.

250

L]

Dados Experim. (13 a 62 GeV)
0L * Nikolaev

Akeno

150

g, (mb)

100

Figura 6.14 : Secao de choque total com RDD (v = 1.25) ¢ energias de raios césmicos.

¢ Parametro p

Houve uma melhora significativa em relacao a v = 1, com o deslocamento da curva,

embora a energia de 13 GeV esteja um pouco fora de alcance.

(Quanto ao ponto maximo, os dados permanecem quase que os mesmos, em relacao a
v =1 (P = 0.14 para /s = 580 GeV) e p = 0.11 para /s = 16 TeV (LHC). Porém

quanto ao decréscimo, a curva caird mais rapido para zero (figura 6.15). Mesmo resultados

sao validos para A(s) (figura 6.16).
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Figura 6.15 : Curva de p(s) com RDD (v = 1.25) .
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Figura 6.16 : Curva de A(s) com RDD (v =1.25) .
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6.3.3 Comparacao entre os Resultados e Discussao

Para uma melhor avaliacao de como o uso da RDD é justificdvel no modelo de difracao

muiltipla, faremos a comparacao entre as previsoes de p(s), para os trés casos estudados

(figura 6.17) .

o15L "',"_'".'. T
0.10L
SRR —— RDD (v=1.25) .
005l -] .-+ - RDD (v=1) -
- j _____________ }’(S) Parametrizado N
E - -y
0.00
-0.05]/ _
-0.10 B NEPETER Y I AT R T B SET T TTT! R S ST
10’ 10° 10° 10° 10°
s (GeV)

Figura 6.17 : Comparacao entre os resultados para o pardmetro p(s) .
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UUm ponto unportante deste trabalho € a verificacao de que, no contexto do modelo de
difracao muiltipla, resultados através de RDD descrevem melhor os dados para v = 1.25.
Com 1sso temos uma justificaliva teérica para a razao entre as partes real e imagindria da

amplitude elementar, cq. (6.29)

o =t (G 0) + G (50 0) [ G 1

Em termos de limite assintético, a parametrizacao utilizada para C(s) através de
polinémio de 2°grau em In s, eq. (6.19), implica em
1 dC(s)

I =0
s O(s) dlns

e portanto

lim A(s,v) = tan (g(u — l)) + gsecz (g(u — l)) 11— .

B—=+O0

Vemos que

Im As,v=1)=0,

—+00

€

lim A(s,v = 1.25) ~ —0.05 .

F— 00

Nesse contexto, como o comportamento de p(s) é similar ao de A(s), preve-se um cruza-

mento do eixo p = 0 para energias suficientemente altas.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

O resultado original e essencial neste trabalho fol a utilizacao de relacées de dispersao
derivativas (uma ou duas subtragoes) na determinacao da parte real da amplitude elementar
em interagoes hadrénicas, bem comno wna otimizacao de sua aplicabilidade através do ajuste
de um pardmetro livre,

Com isso obteve-se uma justificativa tedrica para a razao entrc as parles real e ima-
gindria da amplitude elementar, o que corresponde a um aperfeicoamento do modelo de
difracao multipla desenvolvido recentemente por Martini ¢ Menon.

Apresentamos com detalhe, uma revisao sobre as propriedades analiticas das amphi-
tudes de espalhamento e os cdlculos relativos as relacoes de dispersao derivativas. Foram
também apresentados com certo detalhe, o modelo de difracao mmiltipla e as modificacoes
introduzidas necste trabalho.

Como decorréncia deste estudo pode-se estender a andlise a outros cspalhamentos como
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Pp, 7tp, ©p, k'p, k~p e também testar as relagoes em outros modelos que prevéem a
parte imagindria da amplitude elementar. Fimn particular, no contexto da Cromodindmica
Quantica (CDQ), as amplitudes elementares vém sendo estudadas por Martini, Menon e
Thober, através do modelo do vdcuo estocdstico ¢ de correlatores determinados na rede
(CNDQ nao pertubativa) {43]. Tratando-se apenas da partc imagindria das amplitudes,
as relacoces dertvativas aqui desenvolvidas poderao trazer novas informacoes e estabelecer
novas conexoes entre CDQ) e dados experimentals de espalhamento eldstico de hadrons.
Seria Lambém interessante testar dirctamente na amplitude hadrénica, considerando a

possibilidade de v como pardmetro livre.
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Apéndice A

VARIAVEIS DE MANDELSTAM, SIMETRIA DE CRUZAMENTO, LEI

DE SUBSTITUICAO

A.1 VARIAVEIS DE MANDELSTAM
Consideremos um espalhamento cldstico entre duas particulas (massas iguais) no cstado

inicial p; ¢ pp e final py e py (figura A)

/

p: P4

Figura A

onde p; (i = 1,2,3,4) sdo seus quadrimomentos.

Neste caso as varidveis de Mandelstam sao [4]: a cnergia no centro de massa

a=(p +p)? =4(k*+m%), (A1)
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o quadrimomento transferido

t=(pr —p) = —2k*(1 — cos @), (A.2)

onde £k é o0 momento no centro de massa ¢ ¢ o Angulo de espalhamento. E a terceira varidvel

u = (p; ~ pg)? = —2k*(1 + cosb) , (A.3)
portanto ternos
s+t+u=4m* (A.4)
COIn
pl =m’

Das delingoes, tcmos os seguintes intervalos

§>4m? e —4m? <t <. (A.D)

Em termos da energia de laboratério K

s =2m(m+K) , (A.6)
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que substituindo em (A.4) para ¢t = 0

K=—"/(s—u). (A.7)

A.2 LEI DE SUBSTITUICAO E SIMETRIA DE CRUZAMENTO
Denotaremos por F(s,!,u) a amplitude invariante associada a um processo de colisao
(figura A)

14+2—-3+4 (A.8)

De acordo com a lei de substituiciao [31] pode-se, a partir dessa amplitude, determi-
nar a amplitude de processos correlacionados através da substituicao de particulas por
antipartitculas. Por exemplo, vamos considerar os mesmos quadrunomentos py ¢ py , mas

cfetuar a substituigao

P _)_ﬁl ?

Pz — —Ps .

Com isso,

‘3_}3,2(?1 _p2)2 ’

t—t = (1_5’1 _53)2 )

wtl = (B + )t

Fls,t,u) = F = F(, '),
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¢ F' descreve o processo

3+2—-1+4, (A.9)

onde I ¢ 3 s&o as antiparticulas de 1 ¢ 3, respectivamente e F' correspondenle 4 mesma
amplitude F , 56 que determinada numa regido diferente do espago (s, ¢, ).

Vemos que em (A.9) a varidvel  faz o papel da varidvel s no processo (A.8). Por essa
razao denomina-se um processo como (A.8) de canal-s ¢ o correspondente processo (A.9)

de canal-u. A substituicdo p1 — —P,, pa — —Ds € chamada cruzarnamento (crossing) ou

CTUzZamento s-i.
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Apéndice B

CONCEIT0OS MATEMATICOS

Neste apéndice enunciamos alguns resultados matematicos bésicos utilizados neste tra-
balho [24 - 25].

ANALITICIDADE

Seja uma fungao complexa f(z) definida num ponto zp. Dizemos que f(2) ¢ analitica em
zo se, para um £ > (), a derivada de f(2) existe em |z — 2] < £, Isto &, numa vizinhanga
de zp. Com isso a funcao complexa f(z) serd analitica em determinada regiao do plano
complexo desde que seja analitica em todos os pontos da regiao.

Um ponto onde a funcao nao é analitica é denominada singularidade da funcao. Um
ponto zp ¢ uma singularidade isolada sc existe uma vizinhanga de zp que nao contém
nenhurna singularidade diferentc de 2. Sendo 2y uma singularidade izolada de f(z), entao,

- se lim f(z) existe, a singularidade é denominada removivel

Z—Eg

- se lim f(2) = oo a singularidade é denominada um pdle de f(z)
2y

- se lim f(2) ndo exisle, a singularidade ¢ denominada essencial.

T—Ipo

TEOREMA DE CAUCHY

Se f(z) € uma fungao complexa, analitica numa regiao M do plano complexo z ¢ C &

qualquer caminho fechado no interior da regido (figura B.1), entao:

j{f(z)dz =0 (B.1)



‘ Im 2

Figura B.1

INTEGRAL DE CAUCHY

Seja f(z) uma funcao analitica sobre um caminho fechado C' e em todos scus pontos

interiores. Sendo zg um ponto no interior de C (figura B.2), entao :

,,f(z) dz = 2mif(zo) (B.2)

" Rez

Figura B.2
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Apéndice C

INTEGRAL DE CONTORNO - POLO NO EIXO REAL

Nosso objetivo é provar que

dz=10, (C.1)

sob as condigdes de f(z) ser analitica no semi plano superior.

Sendo f(2) continua em z = xo , para cada = positivo, existe um 6 positivo, tal que

|f(z) — flzo)| < & sempre que |z —xo) <6, (C.2)

tomando 7 = ¢ , Lemos que,

| f(z)“f(wo)dz{i / HORVICHINS fnf(__,.dg):m_ (©3)

Je, 71 z — zo| r

No limite » — 0 , teremos £ — ( e portanto

dz =0 (C.4)
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Apéndice D

DOIS CORTES DE RAMOS - INTEGRAL

Queremos provar a eq.(5.7) a partir da eq.(5.9), através do principio de Schwarz ¢

da paridadc da fungéo F = F, (mesmo raciocinio é valido para a funcao fmpar F_(K') )

Princ. de Schw. = F,(K'—ig) = F (K + ig), (D.1)

Re F, (K'+ig) = Re F, (K" —ig) ,

(D.2)
ImF,(K'+iz) = = ImF, (K - ig).
Na integral da eq.(5.7) temos
onde
K } o K'+ig) — K'—i
="t L f FolK 4 i2) = T ’E)dic'] , (D.4)
T om0t 26 | f ik, K'(K' — X)
K 1 [ 7% Fu(K +ig) — F, (K — ie)
= — — dK'| . D.5
L2 T slf(% 21 __/_m K'(K!'— K) (D-5)
Fazendo K' = —K em (I.5) e invertendo o limite de integracao
K L[ [ FUCK i) = Fi(—K = ie)
I, = — Iim — aK’| . D.6
2T T ot 2 [/Hco KZ’()C’ + X) (D-6)
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De (D.4) e (D.6)

-+ I:"E - ZE I i m ‘E —_
l 27:7[ e—0 22 X K:’(K:’ — K') ¢ + '

- Re Fy (=K' —is) —iIm F, (-K' —ie)]

L = &y i/'m K ReF,(—K' +ig) +iIm F, (=K +ie)—
2T T 2, KK P ’E

—Re Fi(—K' —ig) —iIm F, (—K' —ig)] .

Substituindo (D.1) em (D.4) ¢ (I).6) (com X' = —K)

K 1 [+ dK
_[ _- —— 1 — I ‘ ._’ ’
1= g g, /K oo —x) B A (K )]

K 1 [t dX'
, = — lim — 9 Im K 4
L= lhm o f,co K'(K' + K) [2iTm o (=K +2¢)]

ou ainda

K [rfe ImFK) |
.[] = ? . mjdx' ’ (1)7)

X too Irnf'+(—/‘(:')

12 = ; . K:’(]C’ n ]C) dK ; (D.S)
onde Im F, (—K') = — Im F, (K'), portanto de (D.3)
K [l ImF,(K) 1 1
1= ac _
T Jx, X! (K'—K) (K'+K)



Apéndice E

CALCULO DA AMPLITUDE HADRONICA

A partir da eq. (6.13), queremos calcular as componentes da amplitude hadrénica eq’s.

(6.15 € 6.16). Foi visto no capitulo 3 que a funcao de perfil em funcédo da eiconal é

T(s,b) = 1 — ex(¥),

onde

x(s,b) = (A +1)Q(s, b).

Logo, usando a oquacao de Fuler

e = cos(AR) + isen(AQ)

tercimos

['(s,b) = 1 — e %[cos(A2) + isen(AQ)],

I'(s,b) = 1 — e % cos(AQ) ~ je Psen(AQ),

Ol

Rel(s,b) =1 — e % cos(AQ) ,

ImI(s,b) = —e 3en()\Q) .
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Através da eq. (6.1), temos

F(s,q) = z/ bdbJy(gb) (1 — eX(&) = i/bdb.]g(qb)l"(s, b) =i (ReI'(s,b) +iImT'(s, b)),

substituindo (E.6) ¢ (E.7)

F'(s,q) = <t‘“ sen(AQ)) +i (1 — e" P cos(AD)), (I2.8)

portanio
Re F(s,q) = (™MD sen(AQ(s, b))}, (E.9)
Im F(s,q) = (1 — e = cos(AQ(s, b)) . (10.10)
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