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Sumario

Obtém-se informagodes empiricas, a partir de dados experimentais, a respeito das funcoes de
perfil, eiconal (espacos de parimetro de impacto e momento transferido} e de recobrimento
ineldstico para colisdo pp entre 13,8 GeV < /s < 62,5 GeV e colisdo pp entre 13,8 GeV
< /s € 1800 GeV. Como introdugao ao assunto, apresenta-se uma revisio da aproximagio
eiconal através de trés abordagens diferentes. A partir de uma parametrizacao analitica para
a amplitude de espalhamento elastica obtém-se um ajuste para a secido de choque diferencial
elistica nas energias acima. Realizando uma transformada de Fourier-Bessel obtemos as fungoes
de perfil, eiconal e de recobrimento ineldstico no espago de parametro de impacto. Mostra-se
as caracteristicas dticas e geométricas dos hadrons nessa faixa de energia. A seguir obtemos,
através de uma nova transformada de Fourier-Bessel, desta vez da eiconal, evidéncias estatisticas
da existéncia de zeros na eiconal no espago de momento transferido. Por ultimo, no apéndice
B, tem-se uma abordagem do formalismo de parametro de impacto (fungao de perfil) através
de propriedades analiticas da amplitude de espalhamento.



Abstract

We find empirical information, from experimental data, about profile, etkonal (impact pa-
rameter and momentum transfer spaces) and inelastic overlap functions of the elastic pp scat-
tering between 13.8 GeV < /s < 62.5 GeV and elastic pp scattering between 13.8 GeV < /3 <
1800 GeV. As an introduction to the subject, a review of the eikonal approximation through
three differents approaches is presented. From an analytical parametrization for the elastic
scattering amplitude we fit the differential cross section data of the above energies. Making
a Fourier-Bessel transform we find the profile, eikonal and inelastic overlap functions in the
impact parameter space. We show the optical features of hadrons in this energy region. Then,
through a new Fourier-Bessel transform now of the eikonal, we find statistical evidence for the
existence of zeros in the eikonal in the momentum transfer space. Finally, in appendix B, we
present a approach to the impact parameter formalisin (profile function) through analytical
properties of the scattering amplitude.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo tedrico do espalhamento eldstico de haddrons a altas energias, na regizdo de pegueno
momento transferido, tem sido um dos tdpicos mais dificeis na Fisica de Particulas Elementares.
Apesar da importancia dessa regiao {confinamento dos quarks) nio existe ainda uma descricao
tedrica amplamente aceita. As dificuldades estio associadas a dois motivos principais. Por um
lado o crescimento da constante de acoplamento para interagdes hadronicas com a diminuigao
do momento transferido impede o tratamento através da Cromodinamica Quantica (CDQ)
perturbativa, pois as séries divergem. Por outro lado as teorias de calibre na rede (métodos néo
perturbativos) encontram dificuldades nas grandes dimensbes da rede pois € necessério levar
em conta todas as configuragOes possiveis.

Uma forma de se abordar o problema é através de modelos fenomenolégicos que utilizam
os chamados formalismo de parametro de impacto e aproximagio eiconal. O tformalismo
de parametro de impacto corresponde essencialmente a uma transformada bidimensional de
Fourier que conecta a amplitude hadronica no espago de momento transferido & chamada
fungdo de perfil no espago de pardmetro de impacto. De um lado, associados a amplitude
de espalhamento tem-se os observéaveis fisicos da colisdo (secoes de choque integradas e difer-
enciais, slope, parametro p). De outro, associados a funcao de perfil tem-se os fatores de
forma hadronicos e amplitudes de espalhamento entre constituintes via aproximacgao eiconal e a
funcao de recobrimento inelastica (probabilidade de coliséo inelastica em func¢do do parametro
de impacto) via condigdo de unitaridade.

Assim, apesar do formalismo poder ser utilizado para a previsao de observaveis fisicos a par-
tir de resultados tedricos/fenomenologicos para as grandezas acima referidas, uma estratégia que
acreditamos importante no momento é uma abordagem do problema inverso do espalhamento.
Isto é, a partir dos dados experimentais e através do formalismo de parametro de impacto,
procurar extrair o maior numero de informacdes empiricas, estatisticamente consistentes, que
possam contribuir com o teste de esquemas de célculo nas abordagens néo perturbativas e/ou
na formulagéo de novos modelos fenomenoldgicos.

Na maioria das abordagens didaticas e de revisdo, o formalismo de parametro de impacto é
deduzido a partir das solugdes da equacéo de Schroédinger em ondas parciais, considerando-se
a aproximagcao semi-cldssica e o limite de altas energias e pequenos angulos. Pode-se também
inferir esse formalismo por analogia direta a ética no regime de difracio de Fraunhofer e dai
o nome de funcao de perfil. Apesar dessas aproximagoes, M. M. Islam demostrou em 1976
que a amplitude de espalhamento elastico possui representagio exata no espago de parametro
de impacto, valida para todas as energias fisicas e angulos de espalhamento. A demonsiragao
formal é um pouco mais sofisticada do ponto de vista algébrico, envolvendo o estudo das



propriedades analiticas da amplitude em termos de momentos angulares complexos. O ponto
central é a transformada de Watson-Sommerfeld, que expressa a amplitude como integral de
contorno da continuagao analitica da amplitude de ondas parciais (apéndice B).

A obtengao de informacgdes a partir dos dados experimentais e via formalismo de parametro
de impacto ¢ feita por meio de ajustes dos dados através de fungdes convenientes. Na pratica,
devido & eficiéncia na descrigio dos dados e a facilidade de tratamento analitico, é atil repre-
sentar a amplitude de espalhamento por uma soma de gaussianas e ajustar os dados de segao
de choque diferencial em fun¢ao do momento transferido ¢ da energia no centro de massa da
COlisaO- Daal’ determinarse a fungﬁ.o de perﬁl pela, tra.nsformada de Fourier Cas dema,is grandezas
de interesse.

Com base na disponibilidade de dados experimentais em termos do momento transferido
¢ energia no centro de massa da colisao, estudamos neste trabalho somente os espalhamentos
elasticos préton-préton e antipréton-préton a altas energias (energia no centro de massa acima
de 10'° eV).

O texto esta dividido em sete capitulos e dois apéndices. No Cap. 2 define-se os observaveis
fisicos utilizados nos ajustes. No Cap. 3 éfeita uma revisio sobre o formalismo de parametro de
impacto via ondas parciais e via analogia ética. £ feita também uma conexio entre a eiconal e o
potencial fenomenolégico da interagao hadrénica, além da definigao da fungao de recobrimento
inelastico. No Cap. 4 apresentamos os dados experimentais utilizados. No Cap. 5 introduzimos
a parametrizagao utilizada no ajuste. O Cap. 6 trata dos resultados obtidos € o Cap. 7 das
conclusbes e observagOes finais. O Apéndice A apresenta uma breve introdugao as variaveis
de Mandelstamn e o Apéndice B trata das propriedades analiticas da amplitude hadronica, a
partir das quais é introduzida a Transformada de Watson-Sommerfeld e a demonstracao da
representacao de parametro de impacto a partir desta.

Neste trabalho utilizamos a convengao usual em Fisica de Altas Energias, h = ¢ = 1. Nessa
regiao de energia a unidade conveniente é o GeV, 1 GeV = 10° ¢V ¢ com a convengao referida
esta é também a unidade de momento (GeV/c) e vetor de onda k = p/#h.



Capitulo 2

Observaveis Fisicos de Interesse no
Espalhamento Elastico

Hadron-Hadron

Na Fig. (2.1) vé-se um esquema de colisao onde um feixe de particulas incide sobre um alvo
fixo. O fendmeno observado pode ser muito complexo. Por exemplo, se as particulas en-
volvidas no processo forem compostas por outras particulas, mais elementares, estas podem se
redistribuir entre duas ou mais particulas compostas, diferentes das particulas iniciais. Podem
ainda absorver energia cinética da reacio e passar a um estado de energia mais alta dentro
das particulas compostas. Existe também a possibilidade relativistica da criagao de pares de
particulas. Entretanto a possibilidade mais simples ¢ a de espalhamento elastico, onde o estado
final € composto pelas mesmas particulas do estado inicial e nenhuma destas muda seus estados
energéticos internos durante a colisao. No presente trabalho os observaveis fisicos utilizados
para obtencao da Fungao de Perfil, Fungdo de Recobrimento Inelastico € Eiconal foram a segéo
de choque diferencial eldstica, a secao de choque total e a razao entre as partes real e imaginaria
da amplitude hadronica frontal {p).

2.1 Secao de Choque Diferencial Elastica

Seja +z o sentido das particulas incidentes de massa m. O alvo esta localizado em torno
da origem do sistema de coordenadas. Experimentalmente mede-se o nimero (dN.) de
particulas por unidade de tempo espalhadas elasticamente em uma dada direcao, dentro de
um angulo solido df). Este fluxo dN,; é proporcional ao fluxo incidente, ¢, ao numero de
centros espathadores?, n, ¢ ao angulo sélido, d2. Logo

dN. = ¢no(,)dS2, (2.1)

onde & é o angulo zenital e ¢ o angulo azimutal. o{8,¢) = do/dQ) é a constante de proporcio-
nalidade, chamada se¢ao de choque diferencial elastica e tem dimensao de area.

1Supondo-se que as fungdes de onda espalhadas por cada centro espalhador néo interfiram coerentemente.



feixe incidente

Figura 2.1: Feixe de particulas incidindo sobre o alvo fixo (regiao de potencial V(r)).

E util a introdugio da varidvel de Mandelstam t, o quadrimomento transferido, que é um
invariante de Lorentz, (apendice A},

— ¢ =t=—2k*1 — cos¥), (2.2)
onde k é o vetor de onda associado ao momento no centro de massa e 8§ é o ingulo de es-

palhamento no mesmo sistema. Para simetria azimutal pode-se expressar a segaoc de choque
diferencial elastica por, (apéndice A),

do 7do

dt T k2d

Da Eq.(2.1) vemos que a se¢ao de choque diferencial elastica é uma probabilidade de ob-

servarmos uma particula espalhada numa dada diregio, logo podemos associar a esta uma

amplitude de espalhamento eléstico cujo médulo ao quadrado da a probabilidade. Pode-se

mostrar que essa amplitude, que depende de t e da energia no centro de massa (1/s), tem a
seguinte relagdo com a secao de choque deferencial elastica (segdo 3.5):

(2.3)

do T

i '];§|f(33t)|2- (2.4)

2.2 Segdes de Choque Integradas e o Teorema Otico

Analogamente ao caso eldstico temos o fluxo (dN;,.) de particulas espalhadas inelasticamente
em uma dada diregio?,

dNincl = ¢n0inel(9,@)dﬂa (25)
onde
dginel
; = . 2.
amel(ga ‘P) a0 ( 6)

Em cada um dos casos a integragio sobre todo o angulo sdlido das se¢bes de choque dife-
renciais fornece as segoes de choque integradas para cada canal:

2supondo por simplicicade a existéncia de apenas um canal inelastico

4



e elastico

do
Oel = Ziﬁdﬂa (2'7)
¢ inelastico 4

Tinel
i == dﬂ- 208
Tinel / 7o) ( )

A soma destas se¢Ges de choque integradas fornece a segao de choque total.

1 = F¢i + Cinel- (Q-g)

Através do teorema ético a segdo de choque total pode ser expressa em termos da amplitude
de espalhamento elastico, f(,s), (se¢io 3.5):
4x
oi(s) = ?Imf(O,a). (2.10)

Logo o, depende apenas da amplitude de espalhamento frontal (#=0 ou t=0).

2.3 Parametro p

E definido pela razdo entre as partes real e imaginaria da amplitude de espalhamento frontal:

_ Ref(0,s)
pls) = Tmi(.s) (2.11)

Pode ser obtido “experimentalmente” através da interferéncia entre as contribuigtes hadrénicas
e Coulombianas do espalhamento Hédron-Hédron [1].



Capitulo 3

Aproximacao Eiconal e Funcao de

Pertfil

A partir da equagao de Schrodinger e considerando o limite de altas energias e pequenos angulos
introduzimos neste capitulo a amplitude de espalhamento elastico e as fungoes eiconal, de perhl
¢ de recobrimento.

Uma derivacdo da funcho de perfil a partir de propriedades analiticas da amplitude de
espalhamento pode ser encontrada no apéndice B.

3.1 Meétodo de Ondas Parciais

3.1.1 Expansao da Amplitude de Espalhamento em Ondas Parciais

O espalhamento de duas particulas pode ser reduzido, no referencial do centro de massa, a um
problema de espalhamento de uma particula por um potencial V(r). A equagio de Schrédinger
que descreve a evolugdo de uma particula sujeita a um potencial V(r) é satisfeita por solugoes
associadas a uma energia bem definida E:

U(r,t) = ¥(r)e 5 (3.1)

onde ¥(r) € a solugido da equagao de autovalor:

HY(r) = E¥(r), (3.2)
e
H=—2V'1+V(r) (3.3)
=2 . )
onde p € a massa reduzida das particulas, i = m% + ng Estamos interessados nas solugdes

de (3.2) associadas a uma energia E igual a energia cinética da particula incidente antes dela
atingir a zona de influéncia do potencial. Definindo

k?

E__
2p

(3.4)



1
- 3.5
V(r) % U(r), (3.5)
podemos escrever (3.2) na forma

(V?+ k? = U(r))¥(r) = 0. (3.6)

Para cada valor de k (ou seja de F) a Eq. (3.2) tem infinitas solugdes (os autovalores de
H sao infinitamente degenerados). Devemos portanto escolher dentre essas infinitas solugbes
aquela que corresponde ao processo fisico em estudo, ou seja, o processo de espalhamento
elastico. Chamamos os autoestados do hamiltoniano que satisfazem essas condicoes de estados
estacionarios de espalhamento e designamos por ¥, as funcoes de onda associadas.

Antes de atingir a regido de influéncia de potencial a particula incidente est4 livre e supomos
que ela possui morento (e portanto energia) bem definido, sendo assim representada por uma
onda plana (e'*?). Logo os autoestados estacionirios de espalthamento associados i energia
E = h*k?/2u podem ser obtidos pela superposicao da onda plana e*** e de uma onda espathada.
A estrutura da onda espalhada depende do potencial V(r), mas sua forma assintética (valida

bem longe da regido de potencial) é bem simples. A funcio de onda total (incidente mais
espalhada) é, portanto:

etkr

Pi(r) ~ e + fi(8,0)

onde fi(f, ) € a amplitude de espalhamento e depende de V(r).

No caso especial de um potencial central V(r), o momento angular orbital L. da particula
é uma constante de movimento. Portanto existem estados estacionarios com momento angular
bem definido, ou seja, autoestados comuns & H, L? e L,. As funcdes de onda associadas a
esses autoestados sdo chamadas ondas parciais. Para qualquer potencial central V(r) as ondas
parciais tém a seguinte forma [2]

(3.7)

bl
T

Veim(r) = W%MYF‘(&LP), (3.8)
onde ug(r) é a solugao da equagdo
d? {1+1
[—F + ( :; ) + U(T‘)]'U.k’;(f‘) - kzuk,z(?‘), (39)

com ug(0) = 0 e k,l,m relacionados respectivamente aos autovalores de H, L? e L,. Obvia-
mente ug;(r) e portanto Wy, ..(r) dependem do potencial V(r), mas seu comportamento
assintético (longe da regido de potencial) pode ser descrito como [2]

184 =1

e-lk'reT - etkre ;’r 62151,;‘

2ikr
Note que Wi, n(r) é a soma de uma onda esférica que converge para a regiao de potencial e
uma onda espalhada que diverge da regiao de potencial. Entretanto a onda que diverge tem
uma fase de 26;, em relagido & que converge. O efeito do potencial esta todo contido na fase
26 k; se V(!‘) = 0 temos &, = 0.

Portanto, devemos encontrar uma combinagio linear de ondas parciais cujo comportamento
assintdtico seja igual ao do estado estacionario de espalhamento ¢(r). Para o caso de um

Uiotm(r) & =Y7(8, ) (3.10)



potencial central, ¥ é independente de ¢ e portanto a expansao envolve apenas ondas parciais
para as quais m é zero. Pode-se mostrar que essa expansao é (2]

Pr(r) = i 211/4?r(21 +1) Wigo(r), {3.11)

1=0
e disso temos

fx(8) = %i\,ﬂhf(?l +1) 6361”“86”6[,]; vo(4). (3.12)

COHIO

YO0) =2 Peos), (313

podemos escrever a equagdo (3.12) da seguinte forma:

f(0) = ;_k i(?l + 1)[1 - e*%*|P(cos ), - (3.14)
=0

denominada expansao em ondas parciais. Apesar da Eq. (3.14) ser uma soma infinita, na
pratica o valor maximo de ! (Ij1), para o qual &5 # 0, depende da energia (k) e do alcance do
potencial (a) da seguinte forma [2]:

Il +1) = ka (3.15)

3.1.2 Limite de Altas Energias ¢ a Fung¢ao Eiconal

Para altas energias a expansido (3.14) requer um grande niimero de ondas parciais, ou seja, [
atinge valores muito altos podendo portanto ser considerado um parametro continuo. Podemos
agora reescrever a expansao (3.14) numa forma integral (3]:

fu(8) = 5= /0 a2l + 1)(1 = X+ P(cos B)), (3.16)

onde x(l) € uma ertensdo continua de 26,; e denominada fungdo eiconal no contexto da dtica
geométrica. Para pequenos angulos e [ > 1 temos

Pi(cos 8) ~ Jo (QIsen(g)) , (3.17)

e desprezando o 1 em 21 + 1 para [ grande podemos reescrever (3.16) como

f®) =1 /0 ~ ldl[Jo(leeng)(l _ D)), (3.18)

Classicamente podemos escrever o momento angular de uma particula como |plb, onde p é o
momento linear e b o parametro de impacto. Semiclassicamente, se localizarmos uma particula
(devido ao seu pequeno comprimento de onda) em uma regidao pequena comparada a b, nds
podemos igualar o momento angular quantico da particula, {4, a |p|b. Logo

1= _ gy

- : (3.19)

3



e assim

Fu(0) = 1k /0 - bdeg(Zkbseng)(l — e, (3.20)

Temos ainda (apéndice A)

V—t=¢g= steng, s = 4(m? + k%) (3.21)
e finalmente, definindo f(q,s) = fi(8):

Flg,s) = ok jo " bdbJo(gb)(1 — (k). (3.22)

3.2 Analogia Otica e Funcao de Perfil

Consideremos o espalhamento de uma onda plana de luz passando através e em volta de um
disco [3]. Suponha que o disco tenha raio b, e um coeficiente de absorgéo simétrico I'(b}, b
sendo o raio. I'(b) representa o coeficiente de absor¢do da amplitude da onda incidente, logo
o coeficiente de transmissdo é 1 — I'(b). Portanto 0< I'(h) <1 e para um disco totalmente
absorvente (disco negro) I'(b) =1. A onda plana se move no sentido +z e o disco esta no plano

z=0. Da conhecida integral de Helmholtz-Kirchhoff {4] podemos expressar o campo no ponto r
como?!

kR

_ ik i ofbe _ N T
¥(r) = Mfo /0 di/¥d¥ (1 + cos 0)(1 = T(¥))e™

(3.23)
ik peo kR
_ do'bdy 6 thz' ¥
41r<[] /b., ©'b'db' (1 + cos B)e 7
onde R=r— b’ ¢ § é o angulo entre r ¢ o eixo z. Note que I'(b) = 0 para b > b,. Mas se
queremos a onda espalfiada em r, devemos subtrair a onda incidente em r dada por

i - —ik 110 JLf :kz’ekR
Wine(r) = / / diHdb (1 + cos ) S (3.24)
logo temos
o (r) = X f " j ™ do W (1 + cos Q)L (B o (3.25)
s\ = axde o OF R’ )

Fazendo novamente uma aproximagao de pequenos angulos (cos8 = 1) a Eq. (3.25) se torna

WANT(Y az'e‘kR
U,op(r) = / j dp' VAT (¥)e™ ., (3.26)

lembrando que R=r—b’ e tomando r > b’ temos

1 Apesar da luz sofrer difragiio vetorial estamos usando uma teoria de difragao escalar, ja que cada componente
cartesiana dos campos vetoriais obedecermn equagdes de onda escalares e ndo estamos interessados em nenhum
tipo de caracteristica vetorial como polarizagio.



Podemos também fazer

onde k = k%, logo

ik cik'r

2r 1

o = . i} ¥
\I;E_qp (r) ~ L A dwl'bldblr(b!)et(k—k )b ’

onde k' = kf. Lembrando que, assintoticamente

61'kr

Vour ) 2 S (0) .

temos

. 9 A .
f(g) = %./0 “‘/000 d('o’b’dbfp(b’)ez(k_k yb’

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Para pequenos angulos o momento transferido, q, é praticamente perpendicular ao eixo z.
Quando o potencial tem simetria azimutal, nio depende de ¢, podemos posicionar o eixo x na

direcao e sentido do vetor (k — k') sem perda de generalidade, logo, como

= [k—K]| = 2ksen(§),

temos

(k — k’) -b' = ka"sen(g)coscp.
Portanto usando a relacdo

1 n iacosyw
ﬂ/; € dp = JO(a))

temos

£(8) = ik /o ~ bdbT(b)J,(2bksen(2)),

ST IR~

analoga a Eq.(3.20) se fizermos

T(b) =1 — eix®,

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Como o coeficiente de absor¢io é I'(b), o coeficiente de transmissao (1 — I'(8)) é e}, Para
que I'(d) seja real devemos ter x(b) puramente imagindrio, entéo o coeficiente de transmissio
sera menor que 1 e teremos absorgao e espalhamento elastico difrativo. Caso x(b) seja real o
coeficiente de transmissao representara apenas uma mudanca de fase e nado teremos absorgao,

sendo o espalhamento puramente elistico nao-difrativo.
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3.3 Meétodo da Equacgao Integral

Podemos obter a Eq. (3.22) a partir da equacao de Schrodinger através de uma abordagem um
pouco diferente da utilizada na secao (3.1). Partindo novamente da equacao de Schrodinger

(V2 + EH¥(r) = U(r)¥(r), (3.37)

assumimos que a onda incidente uma vez dentro da regiao de potencial nao € mais uma onda
plana e sim escrita da forma

Uie(r) = €™ (). (3.38)
Usando a relacio V2 (uw) = uV?w + 2Vu-Vw + wV>u temos

V2p(r) + zakf%“—) — U(r)p(s). (3.39)
Desprezando a derivada segunda, ou seja, assumindo
V20 ()] < zmd“’( )}, (3.40)
temos
222 _ G(e)(r) (3.41)
dz
e
@(r) = exp (_i /z Ulb + z’)dz') (3.42)
2k J_oo ’
lembrando que
e(r)=1  p/ r— —oo, (3.43)

pois em r — —oo a onda incidente nao chegou na regido de potencial, sendo portanto plana.
Inserindo essa solucdo na Eq. (3.40) temos:

U gz lUOP o) 5[ (3.44)
Como U(r) = 24V (r) temos
C> el vers R (3.45)

Ou seja, ao assumirmos a desigualdade da Eq. (3.40) estamos trabalhando numa regido onde
a energia cinética (k%/2y) é muito maior que a energia potencial e o potencial é tal que sua
variacdo dentro de um comprimento de onda é muito menor que ele proprio.

A funcio de onda é

z

¥(r) = exp (zkz - -Q—E U(b + z')dz') , (3.46)

mas sabemos que a fun¢io de onda na regio assintética deve ser do tipo da Eq. (3.7).

11



A equagao de Schrodinger pode ser transformada numa equagao integral através do uso das
fungoes de Green [2, 5]

O(r) = ¢ + f &' G(r, f YU () ¥(r), (3.47)
onde G(r,r') satisfaz
(V? 4+ E5G(r,r') = 8(r — 1) (3.48}
e é dada por
no_ _ 1 iklr—r'| —ikr=1'| 40
G(r,r') = 4—7r|r—r’|(Ac + Be ). (3.49)

Entretanto como desejamos uma solugao do tipo da Eq. (3.7) fazemos A=1 e B=0.
Na regiao assintética podemos aproximar

Ir—r{=r—F- ¢, (3.50)
logo

le

in r

U(r) ~ e** — TU)B(r), (3.51)

onde k' = kf.
Usando a Eq. (3.46) ¢ comparando as Eqgs. (3.7) € {3.51) temos

= __i fdarrei(k—k')or'U(rl) exp( ;k ? U(b'+ z”) ) 7 (3_52)
T

onde k = kz’. Como j4 foi dito para pequenos angulos (k — k') ¢ praticamente perpendicular
a z logo

(k—k)r' ~ (k- k)b = ka'sen(g) cos ', (3.53)

onde r' = b + z’. Logo

I

f(6) = —ﬁ f d*r’ exp (i?kb’sen(g—)cosw’) U(r') exp (—é% .[_; U(b' + z")dz") . (3.54)
Note que ao realizarmos a aproximacao

iKY oy (3.55)

estamos assumindo

%kd < 1, (3.56)

onde d € a distancia na qual U varia apreciavelmente.
Lembrando que

12



L}

f dz'U(b—i—z)exp( 5%

= 2zk/ dz’ — o [exp (—% /z U(b'-l—z")dz")] (3.57)

= Uk [exp (—.2_% joo U(b T Z')dz') _ 1] }

U(b’ —}—z”)dz") _

temos

f(8) = 2 j dypbdbexp (szbscn( )coscp) [exp ( U(b +z')dz ) - 1] .

2k
(3.58)
Usando novamente a relacio (3.34) temos
F(6) = —ik / " bdeo(zkbsen(g))(efx(bJ — 1), (3.59)
-0
onde definimos
1 60
x(b) = —= U(b + z)dz, (3.60)
2k J-o0
supondo o potencial com simetria azimutal (x(b) = x{b)). Como ¢ = 2ksen(Z) temos
F(6) = ik / " bdbd,(gh)(1 — X®), (3.61)
-0

Assim chegamos novamente 4 Eq. (3.22), sé que nesta abordagem conseguimos associar a
fungao eiconal x(b) o potencial de espalhamento U(r) e pudemos também avaliar melhor as
condigdes onde a aproximagao eiconal € valida, ou seja, altas energias, Eq. (3.45), (U(r)/E < 1,
ka > 1, onde a é o alcance do potencial) e pequenos angulos, Eq. (3.56), (62kd < 1). Na
secdo anterior vimos que para uma eiconal real ndo ha absorcao. Assim podemos associar a
absor¢do a um potencial imagindrio, que produz portanto um espalhamento elastico difrativo.
A esta “absorgao” associamos espalhamentos inelasticos como criagao de particulas, excitagbes
internas, etc. A parte real do potencial (parte real da eiconal) associamos espalhamento elastico
nao-difrativo.

3.4 Funcgao de Perfil no Contexto da Primeira Aprox-
imacgao de Born

Na analogia da se¢do (3.2) iniciamos a abordagem supondo um disco com coeficiente de absorcdo
real I'(d). Sendo I'(b) real, o coeficiente de transmisséo, 1 — I'(b), também € real e menor que
1. Logo T'(d) realmente representava uma absor¢io da onda incidente. Entretanto ao final da
secao fizemos a identificagio da funcéo de perfil, I'(b), com a eiconal, x(b), introduzida na se¢io
(3.1). Como a eiconal pode ser complexa, I'(b) também pode, T'(h) = 1 — ™), Assim se a
eiconal for, por exemplo, puramente real o coeficiente de transmissio serd e’X2(®)| representando
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apenas uma mudanga de fase da onda incidente, ou seja, nao ha absorgao apesar de I'(b) # 0.
Logo I'(b) perdeu um pouco do sentido de coeficiente de absor¢do dade no inicio da segao
(3.2), a elconal, x(b), passou a fazer esse papel. Isso se deve ao fato de que nas interagdes
entre particulas existem espalhamentos elasticos nao-difrativos, o que ndo existe no modelo
otico da segdo (3.2). Entretanto nesta segio mostraremos que dentro do contexto da chamada
primeira aproximacao de Born a fungio de perfil pode ser aproximada pela eiconal e volta a ter
o sentido de coeficiente de absor¢do. Partindo da equagio integral obtida a partir da equacao
de Schrodinger, Eq. (3.51), a primeira aproximacéo de Born consiste em aproximar ¥(r) pela
propria onda incidente, ke

. 3 a(k—k’)-r‘ ! )
U(r) a ¥ 47r ) /d U(x'), (3.62)

on seja, a funcao de onda espalhada é a transformada de Fourier do potencial. Fazendo nova-
mente a aproximacao de pequenos angulos

(k—K)r ~K-K)b  p/ 80 (3.63)
temos
1 etk pam peo : Nt [°°
_ 1t 31 i(k—ki)-b ’ ’
W)= e - =5 /o ]ﬂ dp'tidve [mdzU(b+z) (3.64)
Logo a onda espalhada é
() o - / " / * d ¥ db UKD (1)) (3.65)
i dr r Jo Jo 14 ’ '
U(b) = f © UM + ) (3.66)

analoga & Eq. (3.29) se fizermos a assoclagao

U(b') ~ —2ikT(¥), (3.67)

supondo o potencial com simetria azimutal. Assim a parte real da fungao de perfil esta asso-
ciada & parte imaginéria do potencial (absorcao e espalhamento eldstico difrativo) e vice-versa
(espalhamento elastico nao difrativo). Como a eiconal se relaciona com o potencial através da

Eq. (3.60)?

I'(6) = —ix(b). (3.68)

Assim na primeira aproximagéo de Born a fungao de perfil recupera o sentido de coeficiente de
absorc¢ao.

A aproximacao que fizemos foi considerar a funcao de onda total como sendo a propria
funcao de onda incidente. Se agora numa nova aproximagao considerarmos a funcao da Eq.
(3.62) como a fungao de onda total teremos:

2Note que se expandirmos I'(5) = 1 — &X{®) até primeira ordem obteremos a Eq. (3.68).
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1 81kr

] o~ the
2(r) ¢ AT 1

/d3 ' a(k k)r’U(r)+
(3.69)

etkr

87r2 r

f/dB ’JST‘”e —ik'.p z(k'-k”)r“U( )U(I‘”).

Note que a diferenca entre essa equacao € a Eq. (3.62) é o dltimo termo, que ¢ quadratico
no potencial, ou seja, esta ¢ uma expansao em segunda ordem no potencial (por isso o indice
2 em ¥). Pode-se repetir esse processo iterative até a ordem que se queira. Entretanto se o
potencial for fraco os termos de ordem mais alta sao sempre menores que seus precedentes.
Logo a primeira aproximacio de Born, e portanto todos os resultados desta secao, sao validos
apenas para potenciais suficientemente fracos.

3.6 Secoes de Choque Integradas e a Fungao de Reco-
brimento Inelastica

I possivel determinar as segdes de choque integradas a partir da abordagem da secéo (3.1)
através da nocao de corrente de probabilidade. Esta se basela em associar a funcao de onda
uma corrente J(r), dada pela expressio abaixo [2):

I(r) = %Im (@ (c)V U (x)] (3.70)

Asgsim o fluxo de particulas incidentes, ¢, é proporcional a corrente de probabilidade da
fungdo de onda incidente (e**?). O nimero de particulas espalhadas que atingem o detector
por unidade de tempo é proporcional ao nimero de centros espalhadores ¢ ao produtoe interno
entre a corrente de probabilidade da fungéo de onda espalhada {(f(8)e*"/r) € a superficie da
abertura do detector. Logo, a partir da Eq. (3.70) a corrente de probabilidade da funcéo de
onda incidente e da funcao de onda espalbada sao respectivamente:

Ji(r) = —2 (3.71)

‘::la-

To(r) ~ -’5|f(9)| p/ oo (3.72)

Logo os fluxos incidente e espa.lhados sao respectivamente:

6= CE (3.73)

dN., = anUE”L;)PdS = cn;’j—| £(0)2d. (3.74)

Da Eq. (2.1) temos

15



do

%= al6) = 17O (3.75)
e da Eq. (2.7)
ou = [ dQUFO) (3.76)
Mas como
£(6) = ik ]0 " bdbJ(qB)T(B) (3.77)
e d’b = 27 bdb, usando a relacio
] A0, (gb)J. (V) = fziba(b —¥) (3.78)
temos
o = / b|T(b) . (3.79)

Se nao ha absorcao a integral de superficie da corrente de probabilidade associada & funcio
de onda total, incidente mais espalhada, sobre uma superficie fechada qualquer é obviamente
zero (nao ha fontes nem sorvedouros).

Se ha absorcao (espalhamento inelastico, produgio de pares, etc) a probabilidade total
nio se conserva (ha sorvedouros)®. Assim a se¢ado de choque ineldstica sera a quantidade de
probabilidade que “desaparece” por unidade de tempo normalizada pela corrente incidente.
A quantidade de probabilidade que “desaparece” por unidade de tempo € a integral de su-
perficie da corrente associada a fungdo de onda total sobre uma superficie fechada qualquer.
Escolheremos uma superficie esférica por simplicidade, logo devemos calcular a integral

AP = - [3(r)tda = - [ J,(x)de, (3.80)
onde AP é a quantidade de probabilidade que “desaparece” por unidade de tempo e
500 = 2m [or () Lwr) (3.81)
T or ) '

Calculando a corrente de probabilidade da Eq. (3.11) que representa a func¢ao de onda total
expandida em ondas parciais, termos

AP=-% / JOr240) (3.82)
{=0
onde
kw(20+1) :
l o~ 2161 )2 2
e na i 1 AO S TE (3.83)

Na Eq. (3.82) ndo temos um somatério duplo, em [ e I', por causa da ortogonalidade dos
esféricos harmonicos, e, como estes sio também ortonormais em df}, temos

3Analogo a lei de Gauss do eletromagnetismo onde as cargas fazem o papel de fontes e sorvedouros.
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- 2i6|2
uk2zo (20+1) [1 — |22 (3.84)
Normalizando a Eq. (3.84) pela corrente incidente

o AP T 2
T TN T R A

Fazendo agora as mesmas aproximacoes da secao (3.1.2)

(21 +1) [1 — [e¥af?]. (3.85)

Fiml = ] d*b [1 — |eXOP] . (3.86)
Fazendo x(b) = xr(b) + x1(b) temos ainda

Finel = / &b [1 - e~2ul) (3.87)

Novamente vemos que a absorcao esta relacionada a parte imaginaria da eiconal.
Dos resultados acima a secio de choque total gy = 0o + Gine pode ser expressa por*

oy = ] &b2TR(b), (3.88)

onde T'(b) = Tg(b) + iT'1(b). Assim podemos associar a cada se¢do de choque integrada uma
densidade de probabilidade por unidade de area, ou funcéo de recobrimento:

Ga(b) = (LB
Ginet(b) = 1 — e 2ut) (3.89)
Gt(b) = 2FR(b)-

Essas fungdes representam a probabilidade de ocorréncia de espalhamento eldstico (G({b)),
colisdo inelastica (Giner(b)), ou ambos (Gi(8) = Ge(b) + Ginet(b)) no elemento de drea d2b &
distancia b do centro do disco. Note que Ginei(b) é particularmente til devido ao fato de ser

normalizado. Para um disco totalmente transparente Gi..:(b) = 0, j& para um disco totalmente
absorvente {disco negro) G,a(b) =1

Note que, das Eqs. (3.88) e (3.22) temos o; = ¥ Imf(0), o chamado teorema Gtico, que relaciona a segéo
de choque total com a parte imaginaria da amplitude de espalhamento em & = 0.
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Capitulo 4

Conjunto de Dados Experimentais

4.1 Espalhamento Préton-Préton

Foram feitas as analises dos dados experimentais de secdo de choque diferencial elastica, secio
de choque total e parametro p para o espalhamento pp entre as energias no centro de massa
de /s=13,8 GeV e /3=62,5 GeV. Nosso conjunto basico corresponde aos dados compilados
e normalizados por Amaldi e Schubert nas energias /s= 23,5; 30,7; 44,7; 52,8 e 62,5 GeV e
momento transferido no intervalo 0,01 GeV? < ¢? < 3,8 GeV? e aos dados nag energias /s =
13,8 e 19,5 GeV e momento transferido no intervalo 0,037 GeV? < ¢? < 8,15 GeV?2.

Entretanto, baseados na evidéncia de que os dados de secdo de choque diferencial elastica
entre as energias 20 GeV £ /s £ 60 GeV nao dependem da energia para momento transferido
acima de g% ~ 3,0 GeV? [6, 7] utilizamos também dados na energia de /s=27,5 GeV no intervalo
de momento transferido 5,5 GeV? < ¢% < 14,2 GeV2.

Nossa estratégia para realizar um estudo sistemético dessas informagdes experimentais ¢
considerar dois Ensembles diferentes de dados, caracterizados e denotados pors

e Fnsemble A

Sete conjuntos originais de dados experimentais, sendo os cinco ultimos compilados por
Amaldi e Schubert, em /3= 13,8; 19,5; 23.,5; 30,7; 44,7; 52,8 € 62,5 GeV [8, 9, 10, 11, 12,
13).

e Insemble B

Os seis dltimos conjuntos do Ensemble A incluindo em cada energia os dados em /s=
27,5 GeV [8].

Os resultados para ambos os Ensembles sdo praticamente os mesmos para as fungdes no
espaco de parametro de impacto (I'(, s), x(b, s) € Ginei(b, s)). As diferencas surgem na eiconal
no espago de momento transferido (x(g, s)).

Na Fig. (4.1) mostramos os Ensembles A e B.

18



T T T T T T T
1
0 = T Y
L 138GeV i 10
iy I %ﬁiﬁ[
% ¥ T
% A l P 185000
i . 1\ x2e7 1z
o :-_ o T:_ -}"qz_
R0 Ly F 23.see\l l 2 oy F e, P350eV 4
¢ % 1T ¢ \- =rip
1 \ T T\ T
- - - = I—L“"ﬁi_
$ % I § | NG T e 30,7GeV
E ===- Zr‘\tﬁnj&-/ Gev E gi szIIII
I e
. 1 e 47 GoV
w“ Y 44,7 Gev . 3 TETIT
= Tz 11 R Tz g )
! TITRI_,  5286eV
% _E2B GoV TFIEriz
k- I M
TIgIT e
?‘\\E’: 62,5 Gav I S gzxiggv
I T
107 10? . . . . L R .
0.0 20 4.0 80 8.0 100 00 20 40 60 80 106 20 140
Gev')

1 1

q(Gev')
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Ensemble B a direita. Em cada energia os dados foram multiplicados por fatores de 10%*

4.2 Espalhamento Antipréton-Préton

Analogamente ao espalhamento pp foram feitas as analises dos dados de secdo de choque di-

ferencial elastica, secao de choque total e parametro p para o espalhamento pp nas energias

no centro de massa de \/s= 13,8; 19,4; 31; 53; 62; 546 e 1800 GeV e momento transferido no
intervalo 0,02 GeV? < ¢% < 4,45 GeV? [10, 11, 12, 14, 15, 16, 17]

Na Fig. (4.2) mostramos os conjuntos de dados experimentais

Na Fig. (4.3) mostramos o comportamento real, sem fatores de escala, de alguns conjuntos
de dados, tanto para espalhamento pp € pp.
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Capitulo 5

Parametrizacao e Incertezas

A estratégia usada para obtencao da amplitude de espalhamento elastica foi, a partir de uma
parametrizacao da mesma, procurar ajustar os dados experimentais de segao de choque diferen-
cial elastica, parametro p e segdo de choque total (a partir da qual foi obtida a segao de choque
diferencial elastica em q=0 através do teorema 6tico).

Muitos autores tém investigado espalhamento de hadrons a altas energias no contexto do

formalismo de parametro de impacto €/ou aproximacéo eiconal. Inspirados por algumas dessas
abordagens {18, 19, 20, 21] a parametrizacio utilizada foi {22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]:

b 2
Flgys) = i3 o;(s)e™BO7 _ 413" g (s)e~fls7

" " (5.1)
PO - 2 a5(s),

o (3) + aals) &

onde a;(s}), 3;(s}, j=1,2,...,n sao parimetros reais de ajuste, n depende da energia (n = n(s)),
p(s) € o valor experimental do paridmetro p em cada energia e (g, ) é a amplitude normalizada}
(Flq,5) = flg,3)/k). |

Como a segdo de choque diferencial elastica pode ser expressa através da amplitude de
espalhamento por

do
E = “TlF(Q'JS)Iz ’ ~t = q21 (52)

utilizamos o programa de minimizagdo CERN-minuit [30] para realizarmos testes de x? [31, 32]

e encontrarmos os melhores valores dos parametros de ajuste, inclusive com as variancias aij,

o} e covaridncias o2 _, % ., 02 ; nesses parametros. Num primeiro momento essas variincias
B; . ajeid U380 Yab " ) -

e covariancias foram usadas na propagacgdo de erros para a amplitude e para a se¢ao de choque

diferencial através das Eqs. (5.2) e (5.2) respectivamente. O efeito dessas incertezas na segao

de choque diferencial é mostrado na Fig. (5.1) para espalhamento pp na energia /s= 23.5 GeV

(Ensembles A e B).

INote que F(g,s) é invariante de Lorentz.
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do/dt {mb/GeV?)

|
|‘
1
‘ |
10"“""1"'-«-'
00 20 40 60 B0 100 120 140
. . e 7 (6eV) . .
Figura 5.1: Limites superior e inferior para a secio de choque diferencial, do/dt + A(do/dt), a
partir do ajuste e propagacao dos erros para a interacio pp em /s = 23,5 GeV: Ensembles A

(abaixo) e B (acima). O ultimo foi deslocado por um fator de 10

Com isso, como expresso por R. Lombard [19], nés levamos em conta as curvas extrapoladas
que nao podem ser excluidas em analises estatisticas. Os resultados dos ajustes para todo o
conjunto de dados experimentais analisados sdo mostrados nas Figs. (5.2}, (5.3) e (5.4}, os

~ valores dos parametros sio mostrados nas Tabelas (5.1), (5.2), (5.3), (5.4), (5.5) e (5.6).
Nas Figs. (5.5), (5.6), (5.7} € (5.8) mostramos a contribui¢do de cada parte da amplitude
(partes real e imagindria) a secdo de choque diferencial nas energias, /5 = 30,7; 52,8 GeV,

Vs = 30,7; 52,8 GeV incluindo dados na energia /5 = 27 GeV para espalhamento pp e /s =
19,5; 53; 546 GeV para espalhamento pp.
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14,8 19,5 23,5 30,7
a —0,5698 x 1073 —0,14654 x 10~' —0,23904 —0,41151 x 107!

@ 0,87745 x 1072 0,31553 3,2669 3,5694
as 5,9831 4,1802 0, 22987 -
g -3,6702 -3,1058 - -
s 5,5142 6,5881 4,6569 4,6406
A 173,16 0,76008 1,1412 0,01213
B 3,7112 6,0847 85647 8.3034
Bs 92,7958 2,3408 1,2851 ;
B4 92,4246 2,1654 ; ;
Bs 6,4277 6,0829 4,2787 14,2531
P -0,074 0,019 0,02 0,042
tonaz 2,82 8,15 5,75 5,75
N 100 124 134 173
x*/g.l. 2,03 2,93 1,14 1,00

Tabela 5.1: Resultados dos ajustes para interagdo pp e Lnsemble A: valores dos parametros
livres em GeV~?, valor experimental de p, valor maximo do momento transferido com dados
experimentais, em GeV?, numero de dados experimentais, N, e x? por grau de liberdade.

13,8 GeV
19
10 \ 19,4 GeV
Y
3
3
%
546 GeV
h
10—!0
1800 GaV
1 0‘” ! | ! 1
00 10 20 30 40 50
q (GeVY

Figura 5.4: Ajustes para secdo de choque diferencial através das Eqs. (5.2) e (5.2) para espal-
hamento pp. Dados e curvas foram deslocados por fatores de 10+,
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44,7 52,8 62,5
ay —0,10906 x 1071 —0,21232 x 10" —0,42807 x 1071
0 0,62572 1,1471 2,3492
o 3,6716 3,6616 0,18024
o —3,0618 —-3,0702 -
o 7,4322 7,0203 6,3259
B 0,69191 0,79827 0,04439
B2 31,774 17,385 11,134
B3 2,1715 2,2767 2,8318
B4 2,0496 2,1654 -
Bs 6,0942 5,7394 5,1404
p 0,062 0,078 0,095
timas 7,25 9,75 6,25
N 208 206 124
x%/g.l. 2,14 1,65 1,17

Tabela 5.2: Resultados dos ajustes para interacdo pp e Ensemble A: valores dos parametros
livres em GeV~2, valor experimental de p, valor miximo do momento transferido com dados
experimentais, em GeV?, numero de dados experimentais, N, e x? por grau de liberdade.

19.5 235 30,7
fe%] —0,90120 x 102 —~0,19349 —0,40438 x 101
Qs 0,23167 3,6191 3,4742
as 4,1918 0,15379 -
Qg -3,1010 - -
s 6,6499 43257 4,7415
Qg —0,15718 x 10~* —0,91759 x 1073 —0,19684 x 10~2
B 0,61765 0,91118 0,97708
B2 6,0549 8,1782 8,4240
B, 2,3511 0,01229 i
B4 2,1672 - -
Bs 6,0940 4,1479 4,2748
Bs 0,63229 x 107! 0,35583 0,42101
0 0,019 0,02 0,042
fmas 14,2 14,2 14,2
N 154 164 203
x%/g.dl. 2,78 1,20 1,28

Tabela 5.3: Resultados dos ajustes para interagdo pp e Ensemble B: 0 mesmo que a Tabela 5.1.
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44,7 92,8 62,0

o —0,10135 x 10~! -0,26831 x 10~ —0,42382 x 10!
g 0,60304 1,1976 2,0232
a3 3,6993 3,6524 0,34426
oy —3,0393 -3.0784 0,91094 x 107}
o 7,4040 7,0020 6,4051
o  —0,12562 x 1073 —0,16726 % 1072 —0,32627 x 102
B 0,66853 0,93688 1,0620
B2 32,622 16,939 11,959
B3 2,2274 2,2719 3,3522
B4 2,0953 2,1693 3,8304
Bs 6,1354 5,7041 5,2897
Bs 0,21133 0,40614 0,46711
p 0,062 0,078 0,095
tmaz 14,2 14,2 14,2
N 238 236 154
x2/g.1. 2,14 2,07 1,50

Tabela 5.4: Resultados dos ajustes para interagio pp e Ensemble B: 0 mesmo que a Tabela 5.1.

14 19 31 52,8
o —1,4234 —0,36273 x 107! - —0,30380 x 10!
Qg 17,2474 7,5254 - 0,91308
oy 2,7679 0,97947 - 3,4707
s . ; . —3,2138
as - - 8,6010 7,7866
O - - - -
5 2,0267 0,65016 - 0,98579
B2 6,4293 6,3196 - 151,78
Bs 24874 2,7699 ; 92,2371
B . ] ; 2,2130
Bs - - 35,8449 5,9899
b - : : :
p 0,014 0,029 0,065 0,101
tmae 2,45 4,45 0,85 3,52
N 61 22 23 52
x%/g.l. 1,00 0,57 1,53 1,85

Tabela 5.5: Resultados dos ajustes para espalhamento pp: o mesmo que a Tabela 5.1
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62,5 546 1800

o - —0,20380 -
oy - 2,8536 -
oz - 0,37053 -
Qg - - -
as 71,3769  9,9527 16,602
as  1,6591 - -
B - 1,5185 -
Ba - 14,270 -
B3 - 3,2347 -
B - . -
Bs 54566  6,4702  8,3708
Be 17,719 - -

p 0,12 0,135 0,14
tomas 0,85 1,53 0,626
N 24 122 A7
yi/gl. 0,72 1,02 0,92

Tabela 5.6: Resultados dos ajustes para espalhamento pp: o mesmo que a Tabela 5.1
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Figura 5.5: Contribuigoes &as partes real e imaginaria da amphtude de espalhamento a segao

de choque diferencial para espalhamento pp no Ensemble A. A esquerda Vs = 30,7 GeV, a
direita 1/s= 52,8 GeV.
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Capitulo 6

Resultados

6.1 Funcao de Perfil

Através da Eq. (3.35) e da parametrizagio (5.2) para a amplitude, calculamos analiticamente
a transformada de Fourier-Bessel inversa (simétrica), obtendo a fun¢do de Perfil em termos dos
parametros de ajuste:

a8} () o~V 1455(s) g7 aJ(S) b2 /4Bi(s)
_; ﬂj(s) 3 ; Bil 3) (6.1)
As variancias e covariancias nos parametros nos permitiram propagar o erro até a fungao de
Perfil. Como mostrado na Fig. (6.1) para a reagéo pp na energia /s= 52,8 GeV, o médulo da
parte imaginaria da fungao de Perfil € muito menor que a parte real. Logo nos concentraremos
na parte real.

Os resultados para a parte real nas energias de /s = 23,5 e 52,8 GeV para espalhamento
pp € /s = 53 e 546 GeV para espalhamento pp sio mostrados na Fig. (6.2). Pode-se notar
o crescimento da funcgéo de perfil com a energia tanto no espalhamento pp quanto no pp.
Os resultados para funcdo de perfil podem ainda ser utilizados na comparac¢io com modelos
geométricos existentes [23].
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6.2 Eiconal

6.2.1 Eiconal no Espago de Parametro de Impacto

A eiconal complexa no espago de parametro de impacto, x(b,s), esta conectada com a amplitude
de espalhamento, Eq. (5.2), através das Egs. (3.35) e (3.36). Da Eq. (3.36) temos

x(b,8) = —iln(1 — T'(4, 5)), (6.2)

ou

_ F[(b,s)
xr(b,s) = arctan (—m),
(6.3)
xi(b;s) = —31n[(1=Tr(b,s)) +T}b,)].

Como ja haviamos calculado a fungio de perfil através da parametrizacio (5.2), pudemos
também calcular a eiconal, inclusive com a propagacao dos erros da fungao de perfil. Entretanto,
como mostrado na Fig. (6.3) para espalhamento pp em /s = 52,8 GeV, xr(b,s) < x1(b, s),
logo o espalhamento elastico nessa faixa de energia € predominantemente difrativo e temos:

x1(b, s} ~In (m) . (6.4)
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Figura 6.3: Eiconal para Ensemble A em /s = 52,8 GeV. A esquerda: partes real e imaginaria.
A direita: razdo entre as partes real e imaginaria.

Os resultados de x (b, s) para as energias de /s =23,5 € 52,8 GeV para espathamento pp e
/8 = 53 e 546 GeV para o espalhamento pp sao mostrados na Fig. (6.4).

Da relagdo entre x;(b, s) e ['r(b, 8), Eq. (6.4), vemos que a parte imaginaria da eiconal tem
o mesmo comportamento da parte real da funcio de perfil, ja discutida anteriormente.
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6.2.2 Eiconal no Espaco de Momento transferido

Dentro do Formalismo de Difragio Miiltipla a eiconal no espago de momento transferido pode
ser relacionada aos fatores de forma hadronicos (G(q, 3)) e as amplitudes de espalhamento entre
os constituintes hadronicos da seguinte forma [33, 34, 35, 36).

Na Np

X(‘Iss) = GA(Q:'S)GB(%S)ZZF&c(q’s)a (65)

onde A e B se referem aos hadrons envolvidos no espalhamento, N4, Np sdo o nimero de
constituintes de cada hadron, Ff(g, s) é a amplitude de espalhamento entre os constituintes i
e j normalizada (F (g, s) = fif(g,8)/k) e

Gan(9,5) = [ €97 pan(r,s)dr. (6.6)

Por isso informagoes empiricas da eiconal no espago de momento transferido podem fornecer

dados importantes para a selecio de parametrizacdes de fatores de forma e/ou amplitudes
elementares.

A eiconal no espago de momento transferido é a transformada de Fourier-Bessel da eiconal
no espago de parametro de impacto,

x(a,9) = (x(b,9)) = [ bdbJ.(gb)x(b,9), (6.7

onde o simbolo { ) denota uma transformada de Fourier-Bessel. Nesta secdo estamos inte-

ressados apenas na parte imaginiria da eiconal, x, que no espago de parametro de impacto é
dada pela Eq. (6.4).
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Devemos portanto calcular a parte imaginaria da eiconal no espago de momento transferido,
x1(g,$), Eq. (6.7), e os erros, Ax (g, ¢). Entretanto devido a estrutura de nossa parametrizagao
{5.2), a transformada (6.7) ndo pode ser feita analiticamente e portanto os erros nio podem
ser estimados como feito nos passos anteriores.

No interesse de avaliar os erros Ax(g,s) introduzimos a seguinte abordagem, a qual nos

referiremos como “ método de ajuste”. Genericamente pode-se expandir Eq. (6.4) colocando-a
na forma [24, 26]

x1(b, 3) = T'r(b, 5) + D(b,s), (6.8)

onde D(b,s) corresponde ao restante da série. Realizando a transformada de Fourier-Bessel
obtemos:

x1(q,s) = Fi(q,s) + D(q,s). (6.9)

J& que a amplitude Fr(q,s) e os erros AFy(g,s) sao diretamente dados pelos ajustes, nosso
desafio consiste no calculo de

D(q,s) = (D(b, s)), (6.10)
com os correspondentes erros, AD(b, s), e este é o ponto central do método.

Primeiramente, das Eqs. (6.4) e (6.8), a quantidade D(b,s) pode ser calculada

1
1 —Tg(bs)
juntamente com os erros, AD(b, s), através da propagacio de erros de AT'g(b, 3). Entao, fazendo

uso do programa CERN-minuit [30], este conjunto de pontos com erros, D(b,s) A D(b, s), foi
ajustado por uma soma de Gaussianas,

D(b,s) = In Tr(b, ), (6.11)

12
D(b,s) =Y Aj(s)e~Bil)¥, (6.12)
i=1

Com esta parametrizagio, D(g, s), na Eq. (6.10), pode ser analiticamente calculado e também
os erros, AD(q,s), podem ser estimados através da propagacao das variancias e covariincias
em A;(s) e B;(s) [31, 32], fornecidas pelo programa. Por dltimo a Eq. (6.9) fornece x;(g,s) e
a propagagcac de erros fornece Axr(g, s).

Este método foi usado por C. Furget para determinar a eiconal xs(g,s) [37]. Um novo
aspecto de nossa abordagem é usa-lo na estimacéo dos erros.

No interesse de comparar alguns resultados preditos pelo “método de ajuste” com out-
ros obtidos por outro tipo de abordagem, nés realizamos também a integragio numérica da
Eq. (6.4) através da rotina NAG [38]. Neste caso, entretanto, nds nao levamos em conta a
propagacao de erros.

Supondo-se que os fatores de forma, Eq. (6.6), ndo possuam zeros, os zeros da eiconal,
caso existam, s podem provir de zeros na amplitude de espalhamento. Portanto os zeros
aqui obtidos empiricamente sdo importantes fontes para comparacdes com modelos baseados
em CDQ-nio perturbativa [39] e calculos na rede {40, 41], comparacio esta que foi feita por
Martini, Menon e Thober [42].

Como estamos interessados em investigar a existéncia de zeros em xy(g,3), para maior
clareza calculamos a quantidade xi(g,s) multiplicada por 3, ¢> = —t. Os resultados sio
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mostrados nas Figs. (6.5) e (6.6) para o espalhamento pp (Ensembles A e B respectivamente)

e nas Figs. (6.7), (6.8) e (6.9) para espalhamento pp em /s = 19,5; 53 e 546 GeV, respectiva-
mente.
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Figura 6.5: Ficonal no espa¢o de momento transferido para espa,qlha,mento pp, Ensemble A,
multiplicada pelo fator g% A esquerda: método de ajuste. A direita: método numérico.

Note que para o Ensemble A, no método de ajuste, apenas as energias /s = 44,7 e 52,8
GeV apresentam, estatisticamente, um zero na eiconal. A energia /s = 62,5 GeV, por exemplo,
apresenta um zero, entretanto, como as barras de erro cruzam o eixo das energias, este zero
pode ndo existir. J4 o Ensemble B apresenta zeros, com certeza, em todas as energias. Isto
nos diz que, se a se¢ao de choque diferencial elastica realmente se comporta como os dados em
Vs = 27,5 GeV, entdo a eiconal no espago de momento transferido, na faixa de energia 19,5
GeV < /s < 62,5 GeV, possui zeros.

Agora no método de integragdo numérica aparecem zeros em todas as energias, em ambos
os Ensembles (entretanto no Ensemble B a eiconal tem um minimo mais pronunciado). Essa
diferenca entre os métodos para grande momento transferido se deve ao fato de D(b,s) ter erros
maiores em pequeno parametro de impacto. Qu seja, no ajuste o programa de minimizagdo da
menos importancia aos pontos de D(b,s) na regiado de pequeno b, ajustanto melhor os pontos
em grande b. Como numa transformada de Fourier-Bessel a regiao de grande q € mais sensivel
a de pequeno b temos uma estimativa pior para x(g, s) em grande q pelo método de ajuste. O
método do integracdo numérica é portanto mais preciso, entretanto este nao fornece nenhuma
estimativa do erro. Note que para o Ensemble B a diferenca entre os métodos de ajuste e
nimerico € um erro sistematico. Isso acontece porque como no Ensemble B a secéo de choque
diferencial a grande q é a mesma para todas as energias, a funcao de perfil a pequeno b sera
também, praticamente, a mesma para todas as energias. Portanto a contribui¢do da regiao de
pequeno b & regido do zero de (g, s) é a mesma para todas as energias. Como a diferenga
entre os métodos esta na regiao de pequeno b, esta sera a mesma para todas as energias.
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Para o espalhamento pp s0 encontramos zeros, tanto pelo método de ajuste quanto pelo
numérico, nas energias /s = 19,5 e 53 GeV. Entretanto ndo podemos garantir a existéncia de
nenhum desses dois zeros, ja que as barras de erro cruzam o eixo das energias.
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Figura 6.8: Eiconal no espago de momento transferido, multiplicada pelo fator q® para o espal-
hamento pp em /s = 53 GeV. A esquerda: método de ajuste. A direita: método numeérico.

Note que as energias nas quais encontramos zeros, tanto para espalhamento pp quanto para
espalhamento pp no Ensemble A, sio exatamente aquelas em que os dados de secéo de choque
diferencial elastica vao mais longe em momento transferido. Isso confirma que o comportamento
a grande q da secao de choque diferencial elastica influencia bastante a eiconal a grande q e,
portanto, a existéncia, ou nao, de zeros na mesma.

No caso do espalhamento pp, a partir das Figs. (6.5) e (6.6) podemos determinar as posigdes
dos zeros em funcao da energia, levando-se em conta os erros no caso do método de ajuste. Os
resultados sdo mostrados na Fig. (6.10). Sendo o Ensemble B o mais significativo do ponto
de vista estatistico, a Fig. (6.10) (& direita) sugere uma diminuigéo na posigéo do zero com o
aumento da energia, na regido estudada [26].
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A eiconal em ¢ = 0 é importante porque, através do teorema ético, podemos conecta-la a
secao de choque total constituinte-constituinte. Como os fatores de forma sado normalizados,
G4,8(0,s) = 1 e supondo-se a mesma amplitude para todos os constituintes,

e _ 47mx1(0,3)
g, = W. (613)
Na Fig. (6.11) mostramos a variagdo da eiconal, em momento transferido nulo, x;(0, 3), com a
energia.

Usando os principios de analiticidade da amplitude (apéndice B), unitaridade e cruzamento
[48, 49], Carvalho, Martini, Menon e Motter utilizaram os dados da Fig. (6.11) obtendo
parametrizagbes para as segdes de choque entre constituintes em fungdo da energia [28]. Essas
informagodes estdo sendo utilizadas na extensao de um modelo de difracao miltipla, modelo de
Martini-Menon [43], do espalhamento pp para o espalhamento pp.

Além disso, através da Eq. (6.5) pode-se utilizar diferentes parametrizagdes para os fatores
de forma e a informagio empirica da eiconal de modo a se determinar quantitativamente as
amplitudes elementares. Extragoes dessas amplitudes para o espalhamento pp em /s = 23,5 ¢
62,5 GeV foram recentemente realizadas por Carvalho, Martini e Menon [29].
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Figura 6.11: Variagao da eiconal a momento transferido nulo com a energia. A esquerda: regiéo
do ISR. A direita: toda a faixa de energia estudada.

Os principais resultados quantitativos desta segao sao apresentados nas Tabelas (6.1), (6.2),

(6.3), (6.4), (6.5), (6.6), (6.7) e (6.8).
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v's FEnsemble A FEnsemble B
13,8 nac tem -

19,5 13,20*%,  8,93%)5
23,5  14,67r% 17,2001
30,7 nio tem 8,2710%8
44,7 6,40+0,53  6,5370%3
52,8 7,33+0,67 6,93+ 0,40
62,5 7,33%%7 6,401 085

Tabela 6.1: Posigio dos zeros da eiconal (com erros), em GeV?, para o espalhamento pp, ambos
os Ensembles, pelo método de ajuste, para cada uma das energias, em GeV, estudadas.

Vs Ensemble A FEnsemble B
13,8 nao tem -
195 14,17 8,19

235 10,01 6,24
30,7 12,48 7,28
44,7 5,85 5,46
52,8 6,76 5,85
62,5 7,28 5,72

Tabela 6.2: Posicdo dos zeros da eiconal, em GeV?2, para o espalhamento pp, ambos os Ensem-
bles, pelo método numeérico, para cada uma das energias, em GeV, estudadas.

/s
19,5 5,077,
53 9,607,

Tabela 6.3: Posigao dos zeros da eiconal (com erros), em GeV?, para o espalhamento pp, pelo
método de ajuste, para as energias, em GeV, onde existem zeros.

Vs
195 4,20
53 897

Tabela 6.4: Posicdo dos zeros da eiconal, em GeV?, para o espalhamento pp, pelo método
numérico, para as energias, em GeV, onde existem zeros.
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Vs Ensemble A FEnsemble B
13,8 10,13 10,09 -

19,6 10,25+£0,03 10,251+0,03
23,5 10,08+0,12 10,07+£0,22
30,7 10,51 £0,06 10,51 0,01
447 10,9540,05 10,94 + 0,05
52,8 11,16 +0,04 11,16+ 0,03
62,5 11,29+0,12 11,30£0,03

Tabela 6.5: Eiconal a momento transferido nulo (com erros), em GeV~2, para o espalhamento
pp, ambos os Ensembles, pelo método de ajuste, para cada uma das energias, em GeV, estu-

dadas.

Vs FEnsemble A FEnsemble B

13,8 10,13 -

19,5 10,25 10,25
23,5 10,08 10.07
30,7 10,51 10,51
4.7 10,94 10,94
52,8 11,16 11,16
62,5 11,29 11,30

Tabela 6.6: Eiconal a momento transferido nulo, em GeV~2, para o espalhamento pp, ambos
os Ensembles, pelo método numérico, para cada uma das energias, em GeV, estudadas.

Vs

138 11,26 + 0,03
195 10,97 40,14
31 11,13 40,04
53 11,06 £ 0,33
62 11,01 £0,48
546 18,12 + 0,34
1800 26,73 £ 0,25

Tabela 6.7: Eiconal a momento transferido nulo (com erros), em GeV~2, para o espalhamento
pp, pelo método de ajuste, para cada uma das energias, em GeV, estudadas.
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NE

13,8 11,26
19,5 10,97
23,5 11,13
30,7 11,05
447 11,44
52,8 18,13
62,5 26,73

Tabela 6.8: Eiconal a momento transferido nulo, em GeV~?%, para o espalhamento pp, pelo
método numeérico, para cada uma das energias, em GeV, estudadas.

6.3 Funcao de Recobrimento Inelastico

Por ser a fungdo de recobrimento ineldstico (Ginei(b, 8)) normalizada esta possui, talvez, uma
anélise fisica, na analogia ética, mais direta que a parte imaginaria da eiconal (se¢io 3.5). De
sua relagdo com a parte imaginéaria da eiconal, Eq. (3.90), podemos calculé-la, inclusive com os
erros devido a propagacgao dos erros da parte imaginaria da eiconal, ou ainda podemos calculé-la
a partir da funcéo de perfil, através da relacao:

G,‘neg(b,s) = ZFR(b,S) - |F(b, 3)‘2 (6.14)

Os resultados nas energias /s = 23, 53 GeV para espalhamento pp e /s = 53, 546 GeV
para espalhamento pp sdo mostrados na Fig. (6.12). J4 na Fig. (6.13) mostramos a variagao
com a energia de G,.(b, s) em quatro diferentes valores de parametro de impacto.

Ginei(b, 8), x1(b,s) e Tr(b, 3) sdo fungdes conectadas através das Eqs. (3.90) e (3.36), por-
tanto Gine(d, s) tem o mesmo comportamento de I'g(4,s). Note que enquanto a opacidade
central (Ginei (0, s)) parece ser constante para espalhamento pp entre 20 GeV < /s < 60 GeV,
esta parece decrescer para espalhamento pp na mesma faixa de energia, voltando a crescer em
/8 = 546 GeV. J4 perifericamente a opacidade parece permanecer constante, ou crescer muito
lentamente, para o espalhamento pp, entre 20 GeV < /s < 60 GeV, voltando a crescer em
V8 = 546 GeV, enquanto para o espalhamento pp ela parece crescer bem mais rapidamente.

Resumindo, a Fig. (6.13) sugere que, dentro da analogia ética:

e Espalhamento pp

O disco “clareia” centralmente e permanece com “raio” constante entre 20 GeV < /s <
60 GeV e depois comeca a “escurecer” centralmente e crescer perifericamente (aumentar
o raio) até atingir a energia /s = 546 GeV,

e Espalhamento pp
O disco conserva a opacidade central e cresce perifericamente entre 20 GeV < /s <
60 GeV.

Caso Ginei(b, 8) para os espalhamentos pp e pp se igualarem assintoticamente, entao as segoes
de choque total também deverdo se igualar assintoticamente, caso contrario estas poderdo se
cruzar.
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Figura 6.13: Variacdo de Gine(b, s) com a energia em quatro valores diferentes do parametro

de impacto.
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6.4 Analise da Validade da Primeira Aproximacgao de
Born

Na se¢ao 3.4 mostramos que se o potencial for suficientemente fraco

['(b) ~ —ix(b) (6.15)
ou
Ca(8) = x1(0) (6.16)
. Mas na secéo 6.2.2 fizemos
x1(bys) = Tr(bys) + D(b,s). (6.17)
Assim podemos avaliar a primeira aproximagio de Born calculando D(b,s)/x1(b,s). Na Fig.
(6.14) mostramos essa razido para o espalhamento pp na energia /s = 52,8 GeV e para o
espalhamento pp na energia /s = 546 GeV.
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Flgura 6 14: Razao (xi(b,s)} — Cr(b,s))/xi(b,s).

Notamos que a razdo D(b,s)/x1(b,s) ndo é desprezivel, ao contririo, ela representa 44 %
da eiconal em b=0 para o espalhamento pp a /s = 52,8 GeV e 56 % para o espalhamento pp a
v/3 = 546 GeV. Logo a primeira aproximagao de Born é grosseira neste caso. Como discutido
na sec¢ao 3.4 a primeira aproximagao de Born é valida para potenciais fracos. Do resultado aqui
mostrado concluimos que a interagao hadromica, ou interagio forte, como o préprio nome diz
ndo € fraca.

Entretanto como o potencial € de curto alcance, ele € fraco a grandes distancias, portanto a
razdo D(b,s8)/x1(b, s) vai a zero para grande b, como podemos ver na Fig. (6.14).
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Capitulo 7

Conclusoes e Observacoes Finais

O objetivo geral desse projeto foi o estudo de caracteristicas das interacbes hadronicas a altas
energias num contexto puramente fenomenolégico, a partir do formalismo de parametro de
impacto e aproximagao eiconal. Mais especificamente realizar a analise tedrica das diferentes
abordagens que levam ao estabelecimento do formalismo de parametro de impacto e, a partir
desse, obter informactes empiricas (a partir de dados experimentais) que fornegam subsidios
para a elaboracdo efou testes de modelos fenomenoldgicos e para a busca de conexdes com
abordagens ndo pertubativas da CDQ.

Consideramos como resultados centrais deste trabalho:

-Extracao da eiconal no espago de momento transferido levando-se em conta as incertezas
devidas aos erros nos parametros de ajuste.

-Obtencao de evidéncias estatisticas para a existéncia de zeros na eiconal no espago de
momento transferido. Na regio de energia estudada para o espalhamento pp (19,5 GeV £ /s <
62,5 GeV) os resultados sugerem uma diminuigio da posi¢dc do zero com o aumento da energia.

A possibilidade mais atraente no momento é continuar a utilizagio dos resultados aqui
expostos na busca por conexdes com CDQ e com modelos fenomenoldgicos.
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Apéendice A
Variavels de Mandelstam

Definimos o quadrivetor momento-energia como

= (E/c, p). (A.1)
Entretanto como p = Ak e A = ¢ = 1 (unidades naturais) temos
P=(E, k). (A.2)

O quadrivetor momento-energia (ou quadrimomento) é uma entidade definida no espago de
Minkowsky, portanto

PZ=P.P=FE*-k%. (A.3)

Como P - P é um escalar de Lorentz (invariante sobre mudanga de referencial inercial) e como
no referencial de repouso da particula k = 0 e F = m, temos

BP-=m? = E=vVmltk. (A.4)

Definindo as variaveis de Mandelstam como escalares de Lorentz

(A.5)
t = (Pp—Pa)? (A.6
(A7)
v o= (f)l_p4)2,
(A.8)

onde, Py, Pa, P35 e Py sio os quadnmomentos das particulas que sofrem colisao. P, e Py os
quadrimomentos iniciais e P3 e Py os quadrimomentos finais.

No referencial do centro de massa temos, para particulas de mesma massa e espalhamento
elastico:

P1=(Vm2+k2=k) f’z=(vm2+k2,—k)a (A.9)
logo
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s = 4(m® + k?).

Temos ainda

Py= (V? TR, K) Py= (VAT R, K,
onde k| = |kf|=k e

k -k = k%cosd,

onde § é o angulo de espalhamento no referencial do centro de massa, assim

t=—(k - k') = —2k*(1 - cos¥).

Analogamente

u = —2k*(1 + cos 8).
Note que

s+t4u=4m?

ou seja 8,t e u nao sao variaveis independentes.
Temos ainda

dt = —2k*senfdd,
logo

dt

e assim

da_dadﬂ__ii_tp_f

dt A dt  2k2dQ
Entretanto redefinindo do/dt como
do_, [0,
dt o dt *
temos

ﬁ__Lf”Ed
i 2z lo a0t

Para simetria azimnutal

do  wdo
dt  k2dQ

Como t é sempre negativo (no canal s), por abuso de linguagem temos
doe wdo

@~ Bd
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Apéndice B

Momento Angular Complexo e
Transformada de Watson-Sommerfeld

B.1 Propriedades de Convergéncia da Expansao em
Ondas Parciais

Da Eq. (3.14) temos

oQ

F(s,t) = 52 > (2 +1)fi(s)Pi(cos b), (B.1)
=0
onde fi(s) =1 — e¥¥1x e F(s,t) = fx(8) (colocamos t e s em lugar de k e  por aqueles serem
invariantes de Lorentz). Para o canal s (s > 4m?, 4m? - s <t < 0),onde -1 < cosf¥ <1l a
série acima converge. Entretanto seria desejavel que a série também convergisse para s, t e u
complexos englobando também os canais t e u [44].
Lembrando que para ! real e z = cos @ complexo (8 = 6, + i0; € z = = + iy) temos

Pi(cos8) ~ el p/l — . (B.2)
Portanto a série s6 converge se:
fils) ~ e pfl— oo, (B.3)
com
102] < afs). (B.4)

Fazendo x = cosh a(s), que é sempre maior que 1, a regido de convergéncia da série é

2 2

EE + 2y =
X xi-1
que é uma elipse de focos +1 conhecida como elipse de Lehmann, Fig. (B.1).

Logo apesar da série convergir para um dominio maior que ¢ dominio fisico —1 < cos8 <1
(ao qual a elipse se reduz para a(s) — 0) este ainda é finito em z = cosf. Ou seja para um s
fixo a série converge num dominio finito das varidveis u e t. Obviamente isto é suficiente para
o canal s, mas nos canais t e u onde t ou u sdo o quadrado da energia no C.M. e podem ser
arbitrariamente grandes a série nao fornece a amplitude.

1, (B.5)
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Figura B.1: Elipse de Lehmann: regiio de convergéncia da série (B.1)

Se supormos que a série nao seja sobre valores reais, e sim sobre valores imaginarios de [
teremos para = = cos§ complexo (8 = 8 + i8;):

P(cos ) ~ sl p/l s oo, (B.6)
portanto a série s0 converge se
fu(®) ~ 9 1 oo, (B.7)
COIm
|61] = G(s). (B.8)

Fazendo cos 3(s) = Y (que & sempre menor que 1) a regido de convergéncia da série é:

2 2
AN Ty

¥ 1-¥¢
que & uma hiperbole, ou seja, um dominio aberto, de focos £1, Fig. (B.2). A série converge na
regiao hachurada que se superpde em parte com a elipse de Lehmann. Logo se pudermos con-
tinuar a série para valores imagindrios de I, ou de forma mais geral complexos, esta representara

a mesma fung¢io analitica mas que converge num dominio onde t e u podem ser arbitrariamente
grandes.

(B.9)
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Fignra B.2: Regiao de convergéncia da série (B.1) quando ! é imaginério.

—

O problema cntéo ¢ como continuar analiticamente a amplitude parcial fi(s) para valores
complexos de [

B.2 Continuagao Analitica das Amplitudes de Ondas
Parciais no Plano de Momento Angular Complexo

(Queremos portanto encontrar uma continuacio analitica de fi(s) para uma funcao f(l, s) onde
[ agora pode ser complexo tal que

fll,s)=fils) p/ 1=0,1,2,3,... (B.10)

A amplitude de onda parcial na teoria de potencial satisfaz uma equacao diferencial explicita
envolvendo | como um parametro, logo suas propriedades podem ser estudadas diretamente
quando [ € complexo. Este método foi usado por Regge [45]. Alternativamente se a repre-
sentacao de Mandelstan ¢ assumida, pode-se definir f(l,s) por uma integral sobre a funcio
espectral dupla. Este método foi utilizado por [Froissart [47] e Gribov [46]. Ambos os metodos
necessitam que f(l,s) seja definida univocamente. Entretanto a relacdo f(l,s) — fils) para
{=0,1,2,3,... ndo determina f({,s) univocamente. ["odemos, por exemplo, somar a f(l,s) a
funcao g(s)senlr e a relacio acima continuara valida. Usaremos o teorema de Carlson abaixo
para impor a funcao f(l,s) as condicdes necessarias e suficientes para que esta seja univoca.

Teorema de Carlson: Dada uma funcao f(z) que satisfaz as condigoes
[ ] fl:z:] f‘_‘? I'f_’.gl]]ﬂ.r 21Tl Hﬂ{z} - A;

o f(z) < eVl para a < m em Re(z) > A
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¢ f(z) =0 para uma sequéncia infinita z = N +1,N + 2, N + 3, ...

entdo f(z) é identicamente nula.
Logo impondo a f(I,s) = fi(s) que:

e f(l,s) seja regular em Re(l) > lp e
o |f(l,s)| < el com a < 7 em Re(l) > Iy para | — oo

temos que qualquer fun¢do que seja zeroem ! = 0,1,2,3, ... a ser somada a f(!/, s) devera tambeém
obedecer as condigdes acima e, portanto, devido ao teorema de Carlson, sera identicamente nula.
Logo as condigdes necessarias e suficientes para que a continuagao analitica de fi(s) seja univoca
$a0 que

o f(I,s8)= fi(s) para!=10,1,2,3,...
e f({,s) obedega as duas primeiras condigdes do teorema de Carlson.

Garantido que f(I, s) é univoca partimos agora para o método de Froissart e Gribov de deter-
minagao de f(I,s).

B.3 Projecao de Froissart-Gribov e Amplitudes de On-
das Parciais Pares e Impares

Postulado de maxima analiticidade: As amplitudes de espalhamento sido fungdes analiticas
dos invariantes s, t, u, tomados como variaveis complexas, com apenas as singularidades re-
queridas pelas equagbes de unitaridade [48, 49].

Portanto, apesar de apenas os valores reais de s, t, u terem sentido fisico, nés os tomaremos
como variavels complexas, supondo que as amplitudes sio fungdes analiticas de s, t, u, de modo
que podemos obter a amplitude de espalhamento fisica tomando o limite s,%,u — real.

As equagdes de unitaridade exigem que F(s,t,u) tenha polos em s = ¢ = u = m? e cortes de
ramo a partir de s =t = u = 4m? [48, 49]. Como s+t +u = 4m?, F(s,t,u) é funcéo apenas de
duas variaveis independentes, que escolheremos s e t. Logo:

F(s,t,u) = F(s,t) (B.11)

e as singularidades nos planos s e t sdo mostradas nas Figs. (B.3) e (B.4)
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Figura B.3: Singularidades de F(s,t) no plano s requeridas por unitaridade.

Figura B.4: Singularidades de F(s,t)} no plano t requeridas por unitaridade.

Da férmula integral de Cauchy [50]

F(z)= % fdz' F(_z'l, (B.12)

zl’
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desprezando os polos e supondo que

|F(s,t)] = |t|™ p/ t— o0 e €>0, (B.13)
temos no plano-t
! F
Fs,t) = L [Carflet) 1= guFas?)
T Joo tr—t 11‘ 4m? t—1
(B.14)

o] ! o0 [
_1_ du’FS(s’u) _}_1 dtrF2(3’t)

T Jam? u' —u T J4m? t—t "’

onde

Fi(s,t) = %[F(s,t+ie)-—F(s,t--ie)]

(B.15)
F3(s,u}) = ‘—21; [F(s,u+ie) — F(s,u— ic)].
Fazendo a troca de variaveis
2t 2u
2=COSH=1+m‘—“—1"m, (B16)
— dm? 2 _
#—t=2 24m (2 — 2) u."—u=4m2 s(z'—z), (B.17)
temos
o0 F 7 ! —
F(s,t) = 1 JZ’M + lj dz IM_ (B.18)
T Sz 2 —z T dz, 2 —z

Supondo agora que |F(s,t)| < |[t|¥~¢ quando |t| — oo é necessério introduzir N subtragdes em

t {49]. Logo

T A = L
Usando a ortogonalidade dos polindmios de Legendre
1 2
f_ | P(2)Pu(a)dz = 6w (B.20)
na Eq. (B.1), temos
fi(s) = —ik /11 dzP(z)F(s,t(z,s)). (B.21)

Substituindo F(s,t) obtido a partir da relacdo de dispersao, Eq. (B.19), na equacdo acima e
usando a relacédo

1 2N
5/_1 dsz(Z)z—,N'(;,—_—z—) =) p/lZN, (B.22)
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onde (i(z) sfo as chamadass fun¢des de Legendre de segunda espécie, obtemos

~ dz'Qi(2")Fs(s,2'(s,u)), (B.23)

—2g

fils) = ~2ik [ Q) Fals, 7' (s, 1) — 2ik

que € conhecida como projecio de Froissart-Gribov.

O Polinémio nio d4 contribuicdo para [ > N e a integral converge ja que assumimos [ > N (N
¢ funcdo de s, N=N(s)) e

|F2(3,2)| < ‘lea (B'24)
enquanto
1
Qz)~ = plz— 0. (B.25)
Entretanto:
Qu(') ~ [~1/2—(141/2)In(z' +(z7 -1} 12) p/l — o0, (B.26)

logo na segunda integral, onde z' toma valores negativos temos

In(z’ + (22 = 1)) = In(]2’ + (2 — 1)'/3]) 4 i (B.27)

Portanto

Qi) ~ e~ (/) In([2'+(22 —1)1/2)|  —inl p/l = 0. (B.28)

Isto néo satisfaz as condigdes do teorema de Carlson devido ao termo e~ que provoca também
a divergéncia da segunda integral para Im({)— oo,

Para contornar esta dificuldade fazemos uma troca de varidveis na segunda integral, z' = —2',
lembrando que @Qi(—2) = (—1)"*1Qy(z") temos

£, s) = —2ik j °° d2'Qu(=')(Fa(s, 2') + Fa(s, —2")), (B.29)
£, 8) = —2ik ] °° d2'Qu(=")(Fa(s, ) — Fs(s, —2")), (B.30)
fi(8) = fH(1, s) p/ 1=0,2,4,6,.. (B.31)
fsy=r"{s) p/ 1=13,517,.. (B.32)

B.4 Transformada de Watson-Sommerfeld

A equacao

F£(1,8) = —2ik f °° 42 Qu(2')(Fa(s, ) + Fa(s, ")) (B.33)

converge apenas em Re(l) > N(s) ja que
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Qo) ~ g bz oo (B34
e supoe-se

Faay(s,2) ~ 2N plz — 0. (B.35)
As tnicas singularidades de Q;(z) séo polos em [ = —1,—2,-3, ..., logo f*(!,s) é holomérfica

para Re(!) > max{N(s),-1}.

Para continuar f*(I,s) para a regido Re(l) < max{N(s),-1} é necessario a hipétese crucial
de que f*(l,s) é uma fungao analitica no plano de momento angular complexo com apenas
singularidades isoladas. Logo sdo apenas estas singularidades isoladas que causam os problemas
de divergéncia da integral acima.

Vamos supor que Fy(s,t) e F3(s,t) tenham o seguinte comportamento assintético:

Fo@(s,t) ~ ) 4 termos de ordem inferior p/ t— oo (B.36)
logo N(s)=a(s). Entéo a regido de grande t fornece:

oo (a(s)=D)1nt:
+ ~ —1-140(s) — __c
fEs) ~ [ du =T

p/ 1> alt) (B.37)

Logo f*(l,s) tem um polo em a(s) = I. Por hipétese essa é a singularidade mais a direita no
plano [ e é esta singularidade que nao permite a continuagio para Re(l}< «(t). Entretanto uma
vez isolado este polo podemos continuar a fungao até que encontremos a préxima singularidade
devido aos termos de ordem menor na expansao (B.36). Portanto a série

F(s,t)= % i(éll + 1) far(8) Par(cos 9) + E 4l + 3) fa141(8) Par41(cos §) (B.38)
1=0 1-0

pode ser reescrita como

__1 f 4RI ) P(2)eF (20 +1)f~ (1, 8)P(2)e™H
F(s,t)= 85 b, dl sen(®) S_k di sen(ﬂl—ll) , (B.39)
ja que
1 2(—1)2
Ressen(%,) = ( ﬂ_) p/n  par (B.40)
e
1 (-1 .
Res sen(l('—ll) - p/n impar, (B.41)

onde C; é o contorno mostrado na Fig. (B.5). Mas ja que f*(l,s) nao tém singularidades
em Re({)> N(s) podemos distorcer o caminho C; no caminho C; desde que a linha vertical
de C;, corte o eixo real num ponto maior que N(s) e fi(l,3) — 0 p/ 1 — oco. Agora se
distorcermos o caminho C; para o C3 teremos que incluir os polos de f*(l,s) na Eq. (B.39).
Supondo, por simplicidade, que haja apenas um polo em f*(I,s) e outro em f~(l,s), a Eq.
(B.39) se torna
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1 p-btieo A2+ 1) fH(1, )P (14 25 ) 75

8 ~gie sen (’;’)

1 f-hioo dl(21+1)f7(1,6) Py (1 + 5 4m2) e~y
- Bk sen (ﬂ’z_ll)

(B.42)
;20 (s) + DB (6) Pargy (1 + 20,) =52

) 4k sen (1‘%@)
_ i(2a_(3) + 1)B7(8)Pa-(s) (1 + — 4m2) e Cu O]

4 sen (ﬂa_gl—_il)

onde a*(s) sdo os pontos no plano-{ onde ha polos de f*(!, s) com residuos *(l,s). A integral
acima é sobre valores imaginarios de I, logo possul um dominio de convergéncia aberto no
plano-z, assim a transformada de Watson-Sommerfeld, Eq. (B.43) é valida para o todo dos
planos s, t, complexos.

T\
[+]
M
w
»
"
o

Figura B.5: Caminhos de integragdo no plano [.
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B.5 Funcao de Perfil via Transformada de Watson-
Sommerfeld

Por simplicidade néo incluiremos a propriedade de signatura da amplitude de onda parcial
analiticamente continuada. Desse modo a TWS se torna [51]:

_ 1 f(e)@+ )REY - n
F(s,y) = 4k fcdl senl (B.43)
onde:
1 1—2
oo ts B.44
y sen29 5 ( )

a regiao fisica € 0 € y < 1. O contorno ) engloba o eixo real no sentido horario envolvendo
todos os polos nos valores inteiros de { ( = 0,1,2,3,...), Fig. (B.5).
Fazendo o contorno colapsar sobre o eixo real temos

1

_ co z T _ s
F(s,y) = el dif(l,s)(20 + 1) P(2y 1)(sen7rl+ P )s (B.45)
onde
ly=1l4ic ¢ 0>1,>-1. (B.46)
Na regido fisica (y < 1) a distribuicao
_ 2 T
D(l,y) = -2l + 1) P (2y 1)(sen7rl+ semrl_) (B.47)
pode ser expressa como uma transformada de Fourier-Bessel
D(ly)=2ri ) _ (2n+ 1)P.(1 —24*)6(I — n) = (B.48)
n=0
= 2mi [ papa(py) 3o(en + 172250 nya > -1, (B.49)
n=0_0
Para obter a dltima expressdo nés usamos a relagao
| d87.(8Y) Janra(B) = Pu(1 - 24%)8(1 - y), (B.50)
onde #(z) é a fungio degrau. Inserindo a expressdao acima na TWS temos para 0 <y < 1:
7 0
F(s,y)= o7 [ BdBI(BYI (s, B), (B51)
onde
. o — Joni1 _
I(s,8) = 2/I AIf(t,3) > (2n + 1) 7560 n) = (B.52)
° n=0
~2Y (2 + 1)"2“—;@ £.(5). (B.53)
n==0
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A variavel 3 deve ser identificada como 8 = 2pb onde p é o momento no centro de massa e b
o pardmetro de impacto. Como p=Fkk e em unidades naturais A=1 temos das Eqs. (B.51) e
(3.21):

F(q,s) = ik fo * bdbJ,(gb)T(s, b) (B.54)

analoga & Eq. (3.22). Entretanto note que nessa abordagem através da transformada de
Watson-Sommerfeld nao realizamos nenhuma aproximacgao do tipo altas energias ou pequenos
angulos. A expressao obtida ¢é vilida em qualquer energia e qualquer momento transferido.
Note também através da Eq.(B.53) que a funcdo de Perfil é uma soma discreta infinita sobre
todas as ondas parciais.
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