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Physics is like sex: sure, it may give some practical results,

but that’s not why we do it.

Richard P. Feynman

ii



Resumo

O modelo padrão das partículas elementares, baseado na invariância de Lorentz e na si-

metria de gauge SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y , foi confirmado por todos os testes experimentais

até o momento. No entanto, nada nos garante que é este o modelo final das interações fun-

damentais. Problemas teóricos como a hierarquia, o número de gerações de partículas e a

assimetria bariônica e alguns dados experimentais (neutrinos massivos, matéria e energia

escura) sugerem a necessidade de física além do Modelo Padrão (SM). Alguns destes pro-

blemas são resolvidos em uma importante classe de modelos, que assumem a existência

de simetrias espaciais adicionais, chamada de supersimetria. A proposta deste projeto é

estudar a idéia de supersimetria e sua possível relevância para a física além do Modelo

Padrão. Para entendermos o princípio da supersimetria, iremos construir o Modelo Padrão

Supersimétrico Mínimo (MSSM) e apresentar algumas de suas conseqüências fenomenoló-

gicas. Também serão apresentados os modelos mSUGRA e mGMSB, assim como algumas

de suas principais características. Em Anexo apresentaremos algumas informações com-

plementares, além de um trabalho desenvolvido em paralelo com o projeto de Mestrado.



Abstract

The standard model of elementary particles, based in Lorentz invariance and in the

gauge symmetries SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y , was confirmed by all experimental data so far.

However there is no evidence that it is the final theory of fundamental interactions. In

fact, several theoretical evidences, such as the hierarchy problem, baryogenesis and the

number of families and a few experimental data (neutrino masses, dark matter and dark

energy) suggest that we should look for physics beyond the Standard Model (SM). Some of

these problems are solved in an important class of models, which assume the existence

of additional spatial symmetries, called supersymmetry. The objective of this thesis is to

study the concept of supersymmetry and its potential relevance to the physics beyond the

Standard Model. To understand the principle of supersymmetry we will construct the Mi-

nimal Supersymmetric Standard Model (MSSM) and present some of its phenomenological

consequences. We will also present the mSUGRA and mGMSB models, as well as some of

its properties. In the Appendix we show some complementary information and a parallel

work developed during this project.
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Introdução

A idéia de utilizar simetrias para orientar a construção de teorias sempre esteve presente

no desenvolvimento da física fundamental, mesmo que de maneira indireta. Com o desen-

volvimento da teoria de grupos e do formalismo de teoria de campos, o uso de simetrias se

tornou uma ferramenta extremamente poderosa para a investigação da natureza.

A importância de simetrias para o desenvolvimento da física dificilmente pode ser su-

perestimada. A existência de simetrias espaciais (locais) nos permite estender todo o co-

nhecimento obtido em nossos laboratórios para o restante do Universo. A invariância por

translações e rotações, por exemplo, permite que descrevamos a evolução de estrelas com

as mesmas leis fundamentais válidas na Terra. Boa parte das grandes descobertas expe-

rimentais está relacionada à descoberta de novas simetrias. O teorema de Noether, que

relaciona diretamente grandezas conservadas com simetrias nos fornece as ferramentas

necessárias para buscar e testar experimentalmente novas simetrias. A construção da Re-

latividade Especial é um exemplo claro de como a descoberta de grandezas conservadas

(neste caso a velocidade da luz) nos permite formular simetrias (a invariância de Lorentz).

Com o desenvolvimento da física de partículas, uma nova classe de simetrias se mostrou

relevante para a descrição da natureza, as simetrias de gauge. Ao contrário das simetrias

espaciais, simetrias de gauge transformam graus de liberdades internos das partículas e

portanto nos permitem relacionar partículas com diferentes números quânticos. Logo, o

conteúdo de partículas fundamentais e suas interações deixam de ser totalmente arbitrá-

rios, já que as partículas devem se acomodar em multipletos do grupo de gauge e interagem

através da troca de bósons de gauge.

A união de simetrias espaciais (invariância de Lorentz) e de simetrias de gauge permitiu

a construção do Modelo Padrão (SM), que prediz corretamente um número excepcional de

resultados experimentais e observações cosmológicas. O momento magnético do elétron,

por exemplo, foi medido com uma precisão de 12 dígitos:

gexp
e = 1.001159652186 ± 0.000000000004 µB

Enquanto a previsão teórica do Modelo Padrão (incluindo diagramas até ordem α4) é [1]:

gSM
e = 1.001159652176 ± 0.00000000009 µB
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Como o cálculo teórico envolve diagramas de até 4-loops e estes são sensíveis a todas as

partículas existentes (incluindo possíveis novas partículas), a concordância com o resultado

experimental pode ser considerado como um enorme sucesso do Modelo Padrão.

Apesar de ter passado por uma enorme quantidade de testes experimentais, o SM é uma

teoria efetiva, válida até uma determinada escala de energia. A hipótese mais conservadora

é assumir que esta escala seja a escala de Planck (∼ 1019 GeV), onde a gravitação quân-

tica se torna relevante. No entanto, alguns dados experimentais sugerem que o Modelo

Padrão deve falhar em energias muito inferiores. Como alguns exemplos, podemos citar

a existência de neutrinos massivos, as recentes descobertas de energia e matéria escura

e a assimetria bariônica. Porém, nenhum destes sugere a escala na qual o SM deve ser

subsituído por uma teoria mais fundamental.

Felizmente, assim como no eletromagnetismo clássico (ver Seção 3.1), o Modelo Padrão

contém uma escala natural de energia, a escala eletrofraca (∼ 102 GeV). Desta forma, ar-

gumentos teóricos de naturalidade nos permitem esitmar o cut-off do SM (∼ 103 GeV). Mas

qual teoria deve subsituir o Modelo Padrão nesta nova escala? Até agora, os poucos indícios

experimentais não apontam para nenhuma teoria em particular. Porém, devido ao enorme

êxito do uso de simetrias para a construção do Modelo Padrão, é natural buscar novos tipos

de simetrias que possam orientar a construção de extensões do SM.

Na década de 60, a tentativa de estender as simetrias espaciais e de uni-las com sime-

trias de gauge resultaram em uma série de teorias inconsistentes ou sem relevância física.

Em 1967, Coleman e Mandula provaram sob hipóteses bem gerais que o único tipo de si-

metria relevante para a construção de modelos realistas deve ser um produto direto entre

um grupo de gauge e o grupo de Poincaré. Ou seja, toda tentativa de ampliar as simetrias

do Modelo Padrão deveria se restringir à modificações do grupo de gauge. As Teorias de

Grande Unificação ou GUTs e os modelos Little Higgs são exemplos de tais tentativas.

Em 1975, Haag, Lopuszanski e Sohnius estenderam o Teorema de Coleman-Mandula

de tal forma a permitir uma generalização das simetrias espaciais do grupo de Poincaré,

através da introdução de simetrias espaciais fermiônicas e, conseqüentemente, de dimen-

sões espaciais não comutativas. A extensão do grupo de Poincaré ficou conhecida como

supergrupo de Poincaré e as novas simetrias espaciais como supersimetria. Por envolver

operadores fermiônicos, a supersimetria permite transformar campos bosônicos em fermi-

ônicos e fermiônicos em bosônicos.

Apesar de inicialmente terem sido introduzidas em outro contexto, teorias supersimé-

tricas tornaram-se relevantes por permitirem estender o Modelo Padrão, tornando a escala

eletrofraca uma escala natural, mesmo que o cut-off da teoria seja a escala de Planck. Além

disso, a extensão supersimétrica do SM permite uma grande quantidade de nova física, que

pode explicar alguns dos problemas citados acima, como a assimetria bariônica e a matéria

escura. Por estes motivos teorias supersimétricas se tornaram uma das principais candi-

datas para a física além do Modelo Padrão.

Este trabalho tem como objetivo um estudo das principais características de teorias
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supersimétricas e sua relevância para a física além do Modelo Padrão. Apesar de o pro-

blema de hierarquia (Seção 3.1) usualmente ser considerado como a principal motivação

para supersimetria, adotaremos aqui uma abordagem um pouco diferente, introduzindo

a idéia de supersimetria como o maior grupo de simetrias espaciais compatível com o

grupo de Poincaré. Portanto, na primeira parte deste trabalho discutiremos os teoremas

de Coleman-Mandula e Haag-Lopuszanski-Sohnius e como estes nos levam à definição da

álgebra supersimétrica. Usando argumentos fenomenológicos nos restringiremos ao es-

tudo de teorias supersimétricas em quatro dimensões e com N = 1 (ver Seção 2.3). Após o

estudo da álgebra supersimétrica e de suas representações apresentaremos os principais

conceitos (superespaço e supecampos) utilizados na construção de uma lagrangeana super-

simétrica. Em seguida discutiremos o conceito de invariância de gauge em supersimetria

e como estas são generalizadas para o superespaço. Finalmente, apresentaremos a lagra-

geana supersimétrica, invariante de gauge e renormalizável mais geral possível. A partir

desta discutiremos a quebra espontânea de supersimetria e suas dificuldades teóricas.

Com os conceitos discutidos na primeira parte, construiremos a extensão supersimétrica

mínima do Modelo Padrão (MSSM), onde introduziremos seus supercampos fundamentais,

suas simetrias de gauge e o conceito de Paridade R. Em seguida discutiremos a quebra

de supersimetria no MSSM, onde apresentaremos os termos de quebra soft. Com base na

lagrangeana do MSSM e nos termos soft construiremos as matrizes de massa da teoria e

algumas de suas principais interações. A partir destas discutiremos algumas propriedades

do MSSM, como a unificação das constantes de acoplamento e o problema de violação de

sabor.

Na terceira parte discutiremos dois dos principais modelos para estudos fenomenológi-

cos do MSSM, o mSUGRA e o mGMSB. Apresentaremos algumas de suas propriedades e

calcularemos o espectro de massa destes dois modelos. Em seguida mostraremos alguns

dos vínculos experimentais para o mSUGRA e uma breve análise da região do espaço de pa-

râmetros favorecida por alguns dados experimentais. Devido à extensão e complexidade do

assunto, alguns importantes tópicos foram omitidos, sobretudo com relação aos processos

utilizados para buscas diretas e indiretas de superpartículas.

Finalmente, no Apêndice estão algumas informações complementares, assim como uma

breve discussão de modelos com quebra de Paridade R. Neste contexto apresentamos um

trabalho desenvolvido em paralelo com o projeto de Mestrado relativo a acoplamentos

neutrino-Majoron. Exceto quando citado explicitamente, todos os gráficos apresentados

neste trabalho foram realizados por nós.

Antes de discutirmos o conceito de supersimetria, apresentaremos brevemente o Mo-

delo Padrão, onde introduziremos alguns conceitos que serão utilizados posteriormente,

sobretudo na definição do MSSM.
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Capítulo 1

Revisão do Modelo Padrão

Todo modelo aceitável em física de partículas deve reproduzir com precisão os dados expe-

rimentais acumulados nas últimas décadas. Como citado anteriormente, estes dados são

extremamente bem descritos pelo Modelo Padrão. Logo, qualquer modelo de física além

do Modelo Padrão deve, no limite de baixas energias, se reduzir ao SM. Desta forma, o

modelo supersimétrico mais simples nada mais é do que a generalização mínima do Mo-

delo Padrão, de tal forma que este se torne invariante por transformações supersimétricas

(ver Capítulo 3). Portanto, apresentaremos aqui algumas características básicas do Modelo

Padrão, que posteriormente serão generalizadas no MSSM. Serão discutidos apenas algu-

mas das hipóteses do modelo e como estas nos fornecem as interações de gauge do SM.

Consequentemente diversos tópicos importantes não serão discutidos.

1.1 Aspectos Gerais

O Modelo Padrão é construído sobre três pilares fundamentais: invariância pelo Grupo

de Poincaré (discutido na Seção 2.1.1), invariância de gauge e renormalizabilidade. Além

disso, devemos determinar qual o conteúdo de campos da teoria.

As invariâncias de Lorentz e gauge limitam os tipos de acoplamento possíveis entre os

campos. A derivada covariante define o acoplamento entre os campos de gauge e os demais

campos, enquanto a invariância de Lorentz exige que ψ e φ tenham acoplamentos do tipo

aψ̄ψφ. Em geral, temos:

L = Lψ + LA + Lφ + V (φ, ψ)

onde1:

Lψ = iψ̄aγµDab
µ ψb + ψ̄aMabψb

LA = −1

4
F aµνF a

µν

1 Sendo ψ̄ = ψ†γ0.
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Lφ = (Dac
µ φc)

†Dab
µ φb + P (φ)

e

V (φ, ψ) = ψ̄aΓi
abψ

bφi

sendo Dab
µ a derivada covariante, ψa e φa os diferentes campos fermiônicos e escalares da

teoria, P (φ) um polinômio quártico nos campos φ, M e Γi matrizes de acoplamento entre os

campos ψ e entre os campos ψ e φ e F aµν o tensor de força para os bósons de gauge.

Para que L seja invariante de gauge, os campos ψ e φ devem se transformar como

multipletos (de gauge), de tal forma que os acoplamentos respeitem a invariância de gauge.

Além disso, nenhum multipleto pode misturar campos fermiônicos e escalares, já que isto

resultaria em relações de comutação não triviais entre o grupo de gauge e o grupo de

Lorentz (ver Seção 2.1.2). Como exigido pela invariância de gauge, os campos de gauge se

tranformam de acordo com a representação adjunta.

1.2 Termos de Massa

Os campos fermiônicos2 (diferentemente dos escalares e vetorias) ψa não se transformam

por representações irredutíveis do grupo de Lorentz (novamente, ver Seção 2.1.1). Usando

a representação de Weyl-Quiral, pode-se mostrar que as componentes de mão esquerda e

direita de ψa pertencem à representações distintas. Logo, tais componentes podem perten-

cer a diferentes multipletos de gauge. As componentes de mão esquerda (left-handed) e de

mão direita (right-handed) são definidas como3:

ψa
L =

1 − γ5

2
ψa (mão esquerda)

ψa
R =

1 + γ5

2
ψa (mão direita)

Logo, pode-se definir:

TA
L =

1 − γ5

2
TA

TA
R =

1 + γ5

2
TA

onde TA são os geradores das transformações de gauge (não necessariamente irredutíveis)

no espaço dos campos ψ. Desta forma, para uma transformação de gauge infinitesimal

(parametrizada por εA(x)):

δψa = iεA(x)(TA)abψ
b

⇒ δψa
L,R = iεA(x)(TA

L,R)abψ
b
L,R

2Em todo o Capítulo 1 utilizaremos a notação usual de espinores de quatro componentes (4-espinores).
3A matriz γ5, assim como as demais matrizes γ estão definidas no Apêndice A.1.
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Note que o projetor 1±γ5

2 opera nas componentes de um campo ψa, enquanto as matrizes

TA operam no espaço de multipletos







ψ1

ψ2

...






e portanto comutam.

No entanto o termo de massa acopla as componentes de mão esquerda e direita de ψ [2].

De fato, temos:

Mabψ̄aψb = Mab(ψa†
L ψb

R + ψa†
R ψb

L) (1.1)

Aplicando uma transformação de gauge infinitesimal para este termo, obtém-se:

δ(ψ̄Mψ) = iεA(x)ψ†
L(MTA

R − TA
L M)ψR + iεA(x)ψ†

R(MTA
L − TA

R M)ψL

Portanto este termo só será invariante de gauge se:

MTA
R = TA

L M, ∀A (1.2)

Se as representações tαR e tαL forem diferentes e irredutíveis, pelo segundo lema de Schur

[3], M deve ser nulo para que a Eq.(1.2) seja satisfeita. Ou seja, termos de massa são

proibidos se as componentes left e right se transformarem por representações diferentes.

1.3 Grupo de Gauge

O Modelo Padrão assume o grupo de gauge SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y , onde o subíndice C

é utilizado para explicitar que SU(3) é o grupo de cor, enquanto o subíndice L explicita a

natureza quiral do grupo SU(2) (apenas férmions left-handed se transformam de maneira

não trivial por este grupo). Já o subíndice Y representa hipercarga. Daqui para frente estes

índices serão omitidos.

A escolha do grupo de gauge determina quais são os campos vetoriais da teoria (bósons

de gauge), quais são seus termos cinéticos e de auto-interação (através do tensor de força)

e como estes se acoplam com os demais campos do Modelo Padrão (através das derivadas

covariantes). Como o grupo de gauge do SM é composto pelo produto direto de três grupos,

as derivadas covariantes são dadas por:

Dµ = ∂µ + igsT
aga

µ + igT iW i
µ + ig′Y Bµ

onde T a, T i e Y são os geradores dos grupos SU(3), SU(2) e U(1), respectivamente. En-

quanto gs, g e g′ são as constantes de acoplamento forte, fraca e de hipercarga.

Os tensores de força, que fornecem os termos cinéticos para os bósons de gauge são:

Fµν = ∂µBν − ∂νBµ, F iµν = ∂µW iν − ∂νW iµ − gεijkW jµW kν
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e

F aµν = ∂µgaν − ∂νgaµ − gsfabcg
bµgcν

onde εijk é o tensor antisimétrico de rank 3 e fabc são as constantes de estrutura do grupo

SU(3). Termos do tipo BµBµ não são invariantes de gauge, o que impede termos de massa

para os campos vetoriais se a simetria de gauge for exata.

1.4 Algumas Restrições Fenomenológicas

Apesar das severas restrições impostas à lagrangeana pela invariância de gauge e de Lo-

rentz, ainda existe a liberdade de escolha dos multipletos para os campos ψ e φ e, conse-

quentemente, de suas representações sob o grupo de gauge. Também resta a determinação

do termo P (φ) e das matrizes M e Γi.

Dados experimentais sugerem o seguinte conteúdo de partículas elementares [4]:

Léptons
e−, νe

µ−, νµ

τ−, ντ

Quarks
u, d
c, s
b, t

Bósons Vetoriais
W+

µ , W−
µ , Z0

µ

Aµ

ga
µ, a = 1, ..8

Tabela 1.1: Conteúdo de partículas elementares do Modelo Padrão.

Como observa-se que os bósons gµ e Aµ não são massivos, estes devem corresponder à

simetrias de gauge exatas. Já os bósons W e Z possuem massas da ordem de 100 GeV e,

portanto, devem corresponder à simetrias de gauge quebradas nesta escala. Além disso,

verifica-se experimentalmente que os léptons não interagem com os glúons (gµ), o que su-

gere que estes sejam singletos sobre o respectivo grupo de gauge [4].

1.4.1 Setor Eletrofraco

Medidas experimentais determinaram que processos eletrofracos envolvem violação de pa-

ridade (ou inversão espacial), ou seja, as componentes de mão esquerda e direita dos fér-

mions se acoplam com os campos de gauge com constantes de acoplamento distintas. Por-

tanto as componentes de mão esquerda e direita devem pertencer à multipletos distintos.

De fato, dados experimentais mostram que para correntes carregadas (que envolvem W+

ou W−) o acoplamento é do tipo V-A [4] (violam maximalmente a paridade).

1.5 Interações Fracas

No modelo de Glashow-Weinberg-Salam para as interações eletrofracas, assume-se a que-

bra espontânea de simetria de tal forma que apenas um dos geradores seja conservado,

correspondendo ao campo eletromagnético Aµ [4].
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1.5.1 Setor Leptônico

Como veremos adiante, basta contruir Lleptons para uma geração, pois as demais serão

idênticas. Para a primeira geração temos4:

Lépton Carga (e) Massa

e− -1 6= 0

νe 0 = 0

Como as componentes de mão esquerda e direita devem pertencer a multipletos diferen-

tes, assume-se (com relação ao grupo SU(2)) [4]:

ψL =

(

νe

e−

)

L

→ dubleto, ψe
R = e−R → singleto

Desta forma as componentes de mão esquerda possuem os números quânticos de isospin

(com relação à SU(2)) t = 1
2 e t3 = ± 1

2 , respectivamente. Já as componentes de mão direita

possuem t = t3 = 0. Assim, com relação ao grupo SU(2), temos a seguintes derivadas

covariantes:

DµψL = (∂µ + ig
σ

2
.Wµ)ψL

Dµψe
R = ∂µψe

R

onde σ são as matrizes de Pauli e Wµ os campos de gauge do SU(2).

Como as representações de mão direita e esquerda são distintas (singleto e dubleto) e

irredutíveis, o termo de massa não pode existir (ver Seção 1.2). Logo:

Mab = 0

Com relação ao grupo U(1), como suas representações são unidimensionais, resta ape-

nas determinar qual o número quântico de hipercarga (Y ) atribuído para cada férmion. Por

enquanto assumiremos apenas que as componentes de mão esquerda possuem um mesmo

Y , enquanto as de mão direita possuem hipercargas distintas. Desta forma, sendo Bµ o

campo de gauge do grupo U(1), temos5:

Llepton = iψ̄LγµDµψL + iψ̄e
Rγµ(∂µ + ig′

Y e
R

2
Bµ)ψe

R (1.3)

onde Y ν,e
R e YL são as hipercargas do neutrino e elétron de mão direita e do dubleto de mão

esquerda e onde

iψ̄LγµDµψL = iψ̄Lγµ(∂µ + ig
σ

2
.Wµ + ig′

YL

2
Bµ)ψL (1.4)

4No Modelo Padrão o neutrino não possui massa.
5 Por convenção insere-se um fator 1

2
em Y .
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Usando explicitamente as matrizes de Pauli (definidas no Apêndice A) podemos reescre-

ver a Eq.(1.4) como:

iψ̄LγµDµψL = iψ̄Lγµ∂µψL − g

2
ψ̄ν

Lγµ(W 1
µ − iW 2

µ)ψe
L

−g

2
ψ̄e

Lγµ(W 1
µ + iW 2

µ)ψν
L + −g

2
ψ̄Lγµ(

g′

g
YLBµ + σ3W 3

µ)ψL

Devido à quebra espontânea de simetria, os campos W 1 e W 2 se tornarão massivos,

enquanto os campos B e W 3 se combinarão em um campo massivo (Z0) e outro não massivo

(Aµ) de tal forma que podemos definir [4]:

W±
µ =

1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ)

Aµ = cosθwBµ + sinθwW 3
µ (1.5)

Zµ = cosθwW 3
µ − sinθwBµ (1.6)

onde tgθw = g′

g . Portanto:

iψ̄LγµDµψL = iψ̄Lγµ∂µψL − g√
2
ψ̄ν

LγµW+
µ ψe

L − g√
2
ψ̄e

LγµW−
µ ψν

L

−gsinθwψ̄LγµAµ(
YL

2
+

σ3

2
)ψL − g

2cosθw
ψ̄LγµZµ(σ3cos2θw − YLsin2θw)ψL (1.7)

Corrente Eletromagnética

Considerando apenas o termo proporcional ao campo eletromagnético Aµ na Eq.(1.7), temos

o seguinte acoplamento:

−gsinθwψ̄LγµAµ(
YL

2
+

σ3

2
)ψL (1.8)

Se interpretarmos este termo como um acoplamento proveniente de uma derivada covari-

ante, podemos associar o operador Q = YL

2 + σ3

2 ao operador que gera as transformações

de gauge do eletromagnetismo, ou seja, ao operador carga elétrica. Explicitando as compo-

nentes do elétron e do neutrino na Eq.(1.8):

−gsinθwψ̄ν
LγµAµ(

YL

2
+

1

2
)ψν

L − gsinθwψ̄e
LγµAµ(

YL

2
− 1

2
)ψe

L

Como os neutrinos não possuem carga elétrica, devemos ter YL = −1. Desta forma recu-

peramos o acoplamento de mão esquerda da QED, sendo a carga do elétron (em módulo)

dada por gsinθw:

eψ̄e
Lγµψe

LAµ
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Devido à sua estrutura de singleto, o acoplamento das componentes de mão direita são

triviais (ver Eq.(1.3)):

−g′ψ̄e
Rγµ(

Y e
R

2
Bµ)ψe

R = −g

2
sinθwψ̄e

Rγµ(Y e
RAµ)ψe

R + termos de Zµ

Como paridade não é violada em QED, as componentes de mão esquerda e direita do e−

devem possuir a mesma constante de acoplamento. Assim devemos atribuir Y e
R = −2. Desta

forma teremos:

LEM
lepton = eψ̄e

Lγµψe
LAµ + eψ̄e

Rγµψe
RAµ = eψ̄eγµψeAµ

com Jµ
EM = eψ̄eγµψe e e = gsinθw.

Corrente Neutra

Considerando apenas o termo proporcional ao campo neutro Zµ na Eq.(1.7), teremos:

− g

2cosθw
ψ̄LγµZµ(σ3cos2θw − YLsin2θw)ψL

como YL = −1:

− g

2cosθw
ψ̄LγµZµ(σ3cos2θw + sin2θw)ψL

= − e

2sinθwcosθw
(̄ψ

ν

Lγµψν
L − cos2θwψ̄e

Lγµψe
L)Zµ

Para as componentes de mão direita, usando as Eq.(1.3), Eq.(1.5) e Eq.(1.6):

−g′ψ̄e
Rγµ(

Y e
R

2
Bµ)ψe

R = − esin2θw

sinθwcosθw
ψ̄e

Rγµψe
RZµ

Então:

LNC
lepton = − e

sinθwcosθw
(
1

2
ψ̄ν

Lγµψν
L − cos2θw

2
ψ̄e

Lγµψe
L + sin2θwψ̄e

Rγµψe
R)Zµ

Correntes Carregadas

Da Eq.(1.7) temos os seguintes termos de interação:

− g√
2
(̄ψ

ν

Lγµψe
LW+

µ + ψ̄e
Lγµψν

LW−
µ )

não havendo acoplamento das componentes de mão direita.
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Resultados Gerais

Utilizando os resultados acima, podemos escrever os termos de interação do setor leptônico

com os campos W±, Z e A na forma:

Lint
leptons = Jµ

EMAµ + Jµ
NCZµ + Jµ

−W+
µ + Jµ

+W−
µ

onde

Jµ
EM = eψ̄eγµψe (1.9)

Jµ
NC = − e

sinθwcosθw
(
1

2
ψ̄ν

Lγµψν
L − cos2θw

2
ψ̄e

Lγµψe
L + sin2θwψ̄e

Rγµψe
R) (1.10)

Jµ
+ = − g√

2
ψ̄e

Lγµψν
L (1.11)

Jµ
− = − g√

2
ψ̄ν

Lγµψe
L (1.12)

Além disso, temos os seguintes números quânticos relativos aos geradores do grupo SU(2)×
U(1):

Léptons Y t3 Q = 1
2Y + t3 Acoplamentos (Aµ, Zµ, W+

µ , W−
µ )

e−L −1 − 1
2 −1 e = gsinθW , gcos2θW

2cosθW
, − g√

2
, − g√

2

νeL −1 + 1
2 0 0, −g

2cosθW
, − g√

2
, − g√

2

e−R −2 0 −1 e, −gsin2θW

cosθW
, 0, 0

Tabela 1.2: Representações e acoplamentos de gauge para os léptons do Modelo Padrão.

As correntes carregadas J±
µ acoplam apenas as componentes de mão esquerda, podendo

ser reescritas como:

Jµ
+ = − g√

2
ψe† 1

2
(1 − γ5)†γ0γµ 1

2
(1 − γ5)ψν

= − g√
2
ψe†γ0γµ 1

4
(1 − γ5)2ψν = − g√

2
ψ̄eγµ 1

2
(1 − γ5)ψν

⇒ Jµ
+ = − g√

2
ψ̄eγµ 1

2
(1 − γ5)ψν

e

Jµ
− = − g√

2
ψ̄νγµ 1

2
(1 − γ5)ψe

que são do tipo puramente V-A. Já a corrente neutra pode ser reescrita como:

Jµ
NC = − e

sinθwcosθw
[
1

2
ψ̄νγµ 1

2
(1 − γ5)ψν + ψ̄eγµ 1

2
(gV − gAγ5)ψe]

onde gV = 2sin2θw − 1
2 e gA = − 1

2 . De tal forma que Jµ
NC representa uma corrente mista (com

as componentes de mão direita e esquerda).
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Finalmente, para a corrente Jµ
EM , temos:

Jµ
EM = eψ̄eγµψe

que possui uma estrutura puramente vetorial, ou seja, que acopla igualmente as compo-

nentes de mão esquerda e direita.

Os resultados acima podem ser compreendidos diretamente da estrutura do grupo de

gauge SU(2)×U(1). Como a invariância SU(2) só se refere às componentes de mão esquerda

(já que as componentes de mão direita são singletos com isospin zero), espera-se que os

acoplamentos originados de suas derivadas covariantes sejam puramente axiais. De fato

é o que ocorre com as correntes Jµ
±. Com relação ao grupo U(1), os acoplamentos de

mão esquerda e direita seriam iguais caso YL = Y e
R, o que resultaria em uma corrente

vetorial. No entanto os dois números quânticos são distintos, o que implica que a corrente

correspondente à Bµ não é vetorial.

A quebra espontânea de simetria gera uma mistura entre os campos Bµ e W 3
µ de tal

forma que toda a estrutura puramente V-A das correntes associadas à estes campos é

absorvida pela corrente Jµ
NC . Já a componente vetorial está parcialmente divida em Jµ

EM e

Jµ
NC .

Acoplamento φ − ψ e Termos de Massa

Como discutido anteriormente, o termo de massa para os léptons não pode existir, devido à

natureza axial dos acoplamentos de gauge. No entanto, o mecanismo de quebra espontânea

de simetria permite a geração de massa para os léptons, através de uma acoplamento

do tipo Yukawa: ψ̄aΓi
abψ

bφi. Estes termos podem dar origem à termos de massa caso o

escalar φ adquira um valor esperado no vácuo (vev) não nulo. Mas como o produto ψ†
LψR se

transforma sob SU(2) por [3]:

× =

, para que ψ†
LMψRφ seja invariante, φ deve se transformar como um dubleto. Além disso,

para que a quebra espontânea de simetria gere três campos de gauge massivos, devemos

ter pelo menos quatro campos escalares (reais). Logo, assume-se que φi seja complexo e da

forma:

φ =

(

φ1

φ2

)

Assim, sob transformações de gauge teremos:

ψ̄LψRφ → ψ̄Le−iε(x). σ
2 ψReiε(x). σ

2 φ = ψ̄LψRφ
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Impondo invariância por U(1):

ψ̄a
LψRφa → e−iθ(x)

YL
2 eiθ(x)

YR
2 eiθ(x)

Yφ
2 ψ̄a

LψRφa = ψ̄a
LψRφa

Para o e−, YL = −1 e YR = −2, então devemos ter Yφ = +1. Incluindo-se as outras gerações

(muônica e tauônica) com os mesmos números quânticos, obtemos as seguintes possibili-

dades:

ψ̄L,eψ
µ,τ,e
R φ , ψ̄L,µψµ,τ,e

R φ e ψ̄L,τψµ,τ,e
R φ

onde ψ̄L,geracao representa o dubleto de mão esquerda de cada geração e ψlepton
R representa

o singleto de mão direita do lépton carregado. Estes termos podem ser reescritos na forma:

(ψ̄L,e ψ̄L,µ ψ̄L,τ )λl







ψe
R

ψµ
R

ψτ
R






φ (1.13)

onde λl é uma matriz 3 × 3 cujos elementos são as constantes de acoplamento de Yukawa.

Após a quebra espontânea de simetria:

φ →
(

0
v√
2

)

+ η(x)

e os termos de massa se tornam:
v√
2
L̄LλlLR

onde LL,R =







eL,R

µL,R

τL,R






representa a componente de mão esquerda (direita) dos léptons

carregados. Note que não existem restrições sobre a matriz λl, mas esta sempre podem ser

diagonalizada por uma transformação biunitária:

λdiag
l = S†λlT

onde S†S = T †T = 1 e λdiag
l é diagonal. Assim podemos diagonalizar a matriz de massa

escrevendo os autoestados de sabor em termos dos autoestados de massa:

LR = T L̃R, LL = SL̃L

então:
v√
2
L̄LλlLR =

v√
2

¯̃LLλdiag
l L̃R

sendo que as massas dos léptons carregados serão v√
2
(λdiag

l )i.
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Resta ainda determinar quais as alterações nas interações devido às redefinições acima.

Note que só serão alteradas as correntes que misturarem neutrinos e léptons ou compo-

nentes de mão direita e esquerda. Incluindo os demais sabores nas correntes das Eq.(1.9)-

Eq.(1.12), temos:

Jµ
EM = eL̄LγµLL + eL̄RγµLR

Jµ
NC =

e

sinθwcosθw
(
1

2
ν̄LγµνL − cos2θw

2
L̄LγµLL + sin2θwL̄RγµLR)

Jµ
+ = − g√

2
L̄LγµνL

Jµ
− = − g√

2
ν̄LγµLL

Das expressões acima vemos que apenas as correntes carregadas sofrerão modificações:

Jµ
+ = − g√

2
L̄LγµνL = − g√

2

¯̃LLγµS†νL

Jµ
− = − g√

2
ν̄LγµLL = − g√

2
ν̄LSγµL̃L

No entanto, como os neutrinos não são massivos, podemos simplesmente redefini-los como:

ν′
L = S†νL

Assim:

Jµ
+ = − g√

2

¯̃LLγµν′
L , Jµ

− = − g√
2
ν̄L

′γµL̃L

1.5.2 Setor Hadrônico

A inserção dos quarks na teoria eletrofraca é análoga ao setor leptônico, com pequenas

modificações. Assume-se que os quarks de mão esquerda formem dubletos e os de mão

direita tripletos, de tal forma que6 [4]:

Quarks Y t3 Q = 1
2Y + t3

uL, cL, tL
1
3 + 1

2 + 2
3

d′L, s′L, b′L
1
3 − 1

2 − 1
3

uR, cR, tR
4
3 0 + 2

3

d′R, s′R, b′R − 2
3 0 − 1

3

Tabela 1.3: Quarks e suas representações sob os grupos de gauge.

Os acoplamentos são idênticos ao caso leptônico, exceto pelo fato de que as componentes

de mão direita dos quarks u, c e t possuem Y 6= 0 e, portanto, participarão das correntes

6 Como as interações eletrofracas são invariantes por transformações de cor, este índice será omitido.
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neutra e eletromagnética. Para uma geração (u, d′) teremos [4]:

Jµ
EM =

2

3
eψ̄uγµψu − 1

3
eψ̄d′

γµψd′

Jµ
NC = − e

2sinθwcosθw
ψ̄uγµ 1

2
(gu

V − γ5)ψu +
e

2sinθwcosθw
ψ̄d′

γµ 1

2
(gd

V − γ5)ψd′

Jµ
+ = − g√

2
ψ̄d′

γµ 1

2
(1 − γ5)ψu

Jµ
− = − g√

2
ψ̄uγµ 1

2
(1 − γ5)ψd′

onde todos os estados acima são autoestados de sabor, gu
V = 4

3cos2θw − 1
3 e gd

V = 2
3cos2θw + 1

3 .

Termos de Massa

Como Y (uR) = 4
3 e Y (dR) = − 2

3 , pode-se mostrar que os singletos sob SU(2) × U(1) serão

dados por:

ψ̄Lψd′

R φ e ψ̄Lψu
Rφ̂

sendo φ̂ = iσ2φ∗. O segundo termo na expressão acima foi incluído devido à existência de

quarks up de mão direita. Considerando todos os sabores, de maneira análoga à Eq.(1.13):

(ψ̄L,u ψ̄L,c ψ̄L,t)λd







ψd′

R

ψs′

R

ψb′

R






φ + (ψ̄L,u ψ̄L,c ψ̄L,t)λu







ψu
R

ψc
R

ψt
R






φ̂

Porém agora, diferentemente do setor leptônico, as componentes de mão direita dos quarks

d′, s′ e b′ participam das interações neutras.

Após a quebra espontânea de simetria obtemos os seguintes termos de massa:

v√
2
D̄′

LλdD
′
R +

v√
2
ŪLλuUR

onde D′
L,R =







ψd′

L,R

ψs′

L,R

ψb′

L,R






e UL,R =







ψu
L,R

ψc
L,R

ψt
L,R






.

Novamente, para diagonalizar as matrizes λd e λu, são necessárias duas transformações

biunitárias:

λdiag
d = U†

dLλdUdR λdiag
u = U†

uLλuUuR

onde UdL,R e UuL,R são as matrizes unitárias 3× 3 que diagonalizam as matrizes de Yukawa

λd e λu, respectivamente. Reescrevendo em termos dos autoestados de massa:

D′
R = UdRDR, D′

L = UdLDL
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UR = UuRŨR, UL = UuLŨL

então:
v√
2
D̄′

LλdD
′
R +

v√
2
ŪLλuUR =

v√
2
D̄Lλdiag

d DR +
v√
2

¯̃ULλdiag
u ŨR

Incluindo as três gerações e escrevendo as correntes em termos dos autoestados de massa:

Jµ
EM =

2

3
e ¯̃UγµŨ − 1

3
eD̄γµD

Jµ
NC = − e

2sinθwcosθw

¯̃Uγµ 1

2
(gu

V − γ5)Ũ +
e

2sinθwcosθw
D̄γµ 1

2
(gd

V − γ5)D

Jµ
+ = − g√

2
D̄U†

dLUuLγµ 1

2
(1 − γ5)Ũ

Jµ
− = − g√

2

¯̃Uγµ 1

2
(1 − γ5)U†

uLUdLD

Como nas correntes acima só aparece a combinação de matrizes U†
dLUuL (e sua conjugada),

podemos considerar que há mistura de sabor apenas nos autoestados de massa D. Desta

forma a rotação UuL do vetor UL pode ser absorvida em D:

D′ = U†
uLUdLD e ŨL,R = UL,R

Ou seja, podemos considerar os autoestados de sabor dos quarks u, c e t como autoes-

tados de massa, enquanto os autoestados de sabor e de massa para os quarks d, s e b se

relacionam por uma matriz de mistura (matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa) [4]:







d′

s′

b′






= V †

CKM







d

s

b







De maneira semelhante ao setor leptônico, todas as massas dos quarks são parâmetros

livres e, portanto, devem ser determinados experimentalmente. No entanto, devido à não

diagonalidade de VCKM , pode-se mostrar que temos mais 4 parâmetros livres (três ângulos

de mistura e uma fase). Esta última é responsável pela violação de CP nas correntes

carregadas.

1.6 Cromodinâmica Quântica

Como a QCD é uma teoria que possui uma simetria exata (SU(3)C ), seus acoplamentos são

dados diretamente pelas derivadas covariantes. Logo, sua lagrangeana será

L = ψ̄f (iγµDµ − m)ψf − 1

4
F a

µνF aµν (1.14)
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onde Dµ = ∂µ + ig λa

2 ga
µ e os quarks pertencem à um tripleto de cor:

ψf =







ψf
R

ψf
B

ψf
G







sendo f o índice de sabor. Como L é idêntica para os 6 sabores, este índice pode ser omitido

(QCD não diferencia sabor).

As matrizes λa são chamadas de matrizes de Gell-Mann e os campos de gauge ga
µ de

glúons. Estes se transformam de acordo com a representação adjunta (8-dimensional),

dada por:

(T a)bc = −ifabc

onde fabc são as constantes de estrutura do grupo SU(3).

Após esta brevíssima revisão do Modelo Padrão, retomaremos o tema principal deste

trabalho: supersimetria. Para isso será necessário investigar mais a fundo um dos pilares

do SM: a invariância de Lorentz.
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Capítulo 2

Supersimetria

Aqui introduziremos todos os conceitos necessários para a construção de uma teoria su-

persimétrica. A partir do grupo de Poincaré, que compreende as transformações de Lorentz

e translações no espaço-tempo, discutiremos como é possível estender este grupo de sime-

tria em quatro dimensões. Para tal apresentaremos o Teorema de Coleman-Mandula e a

partir deste deduziremos o Teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius. Após a construção da

álgebra supersimétrica serão obtidas suas representações fundamentais e algumas de suas

propriedades. Finalmente discutiremos o formalismo de superespaço e supercampos e a

generalização da simetria de gauge para teorias supersimétricas.

2.1 Álgebras Físicas

Após o sucesso do uso de simetrias na construção do Modelo Padrão, especulou-se quais

os tipos de geradores de simetrias um sistema físico poderia possuir. Os geradores conhe-

cidos até então eram quadrivetores (Pµ, o quadrimomento), tensores antisimétricos (Jµν ,

o tensor momento angular), operadores discretos (paridade, inversão temporal e conjuga-

ção de carga) e escalares (geradores de simetrias internas) [2]. As translações (geradas por

Pµ), rotações e boosts (gerados por Jµν ) no espaço-tempo quadridimensional constituem o

Grupo de Poincaré, que também inclui as simetrias discretas de inversão temporal e espa-

cial. Assumindo que o grupo de Poincaré seja um subgrupo da simetria (total) da matriz S,

qualquer operador T que comute com S (ou seja, que também seja um operador de simetria)

deve pertencer a uma representação do grupo de Poincaré:

[U(Λ), S] = [T, S] = 0

⇒ [S, U(Λ)TaU−1(Λ)] = 0 ⇒ U(Λ)TaU−1(Λ) =
∑

b

D(Λ)abTb
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onde {Ta} é o conjunto de todos os operadores de simetria da matriz S, U(Λ) são as trans-

formações do grupo de Poincaré e D(Λ) é uma representação do grupo de Poincaré. Logo

qualquer operador de simetria deve se transformar como um escalar, um espinor, um 4-

vetor, etc, já que estas são as representações irredutíveis do grupo de Poincaré.

2.1.1 Representações do Grupo de Lorentz

O subgrupo formado apenas pelas rotações e boosts é chamado de Grupo de Lorentz (ou

Grupo Próprio de Lorentz). A maneira mais conveniente de classificar suas representações

é através da redefinição dos operadores de rotação ( ~J ) e de boosts ( ~K) [2]:

~A =
1

2
( ~J + i ~K) e ~B =

1

2
( ~J − i ~K)

Usando as conhecidas relações de comutação entre ~J e ~K [2], obtém-se:

[Ai, Aj ] = iεijkAk e [Bi, Bj ] = iεijkBk

[Ai, Bj ] = 0

Das relações acima pode-se supor que o grupo de Lorentz seja localmente isomórfico ao

produto direto SU(2) × SU(2), no entanto, os operadores A e B não são hermitianos, de

tal forma que o isomorfismo não é válido. Pode-se mostrar que o grupo de Lorentz é na

verdade isomórfico ao grupo SL(2, C) [2]. Porém todas as suas representações podem ser

classificadas por (jA, jB) (de dimensões (2jA + 1)(2jB + 1)), onde jA,B são os valores dos

operadores de Casimir nas representações de A e B . Isto só é possível pois os operadores

de Casimir do grupo de Lorentz são:

P 2 = M2 e W 2

onde Wµ = 1
2εµνσρP

νJσρ é o operador de Pauli-Lubanski, sendo W 2 = J2 para estados

massivos e W 2 = 0 para estados sem massa [5]. Para estes últimos o operador de Casimir

será J3 ou mais especificamente
~J. ~P

|~P | , ou seja, o operador helicidade.

A identificação das representações usuais com as representações (jA, jB) é facilmente

obtida usando as relações de comutação entre os operadores ~J e ~K para determinar as

relações entre A e B. A seguir demonstraremos alguns exemplos.

Sabe-se que um operador espinorial ψ (na representação de Weyl) se transforma de

acordo com a seguinte representação [6]:

[ ~J, ψ] =
1

2

(

~σ 0

0 ~σ

)

ψ e [ ~K, ψ] = − i

2

(

~σ 0

0 −~σ

)

ψ
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onde ψ =

(

ψL

ψR

)

e ~σ são as matrizes de Pauli. Em termos de ~A e ~B:

[ ~A, ψL] =
1

2
~σψL , [ ~B, ψL] = 0

[ ~B, ψR] =
1

2
~σψR , [ ~A, ψR] = 0

Portanto ψL e ψR se transformam de acordo com as representações ( 1
2 , 0) e (0, 1

2 ), respec-

tivamente. Logo ψ se transforma pela representação ( 1
2 , 0) ⊕ (0, 1

2 ). Note que em outras

representações as transformações de Lorentz de ψ não seriam diagonais e, portanto, seria

necessário diagonalizá-las para obter as bases das representações (jA, jB).

Para o quadrivetor Pµ temos as seguintes relações de comutação [2]:

[Ji, Pj ] = iεijkPk, [Ki, Pj ] = iP0δij

[Ji, P0] = 0, [Ki, P0] = iPi

⇒ [Ak, Pµ] =
1

2
(iδµiεkijPj − P0δµk − Pkδµ0)

⇒ [Bk, Pµ] =
1

2
(iδµiεkijPj + P0δµk + Pkδµ0)

Como visto acima, as relações de comutação entre Pµ e ~A, ~B não exibem claramente uma

representação de SU(2)×SU(2). Como Pµ se transforma de acordo com uma representação

4-dimensional, espera-se que possua jA = jB = 1
2 , pois assim dim[(jA, jB)] = 4. Com base

nisso define-se1:

Paa′ = σµ
aa′Pµ, com a, a′ = ±1

2

⇒ P =

(

P0 + P3 P1 − iP2

P1 + iP2 P0 − P3

)

Em termos destas componentes, temos:

[ ~A, Pab] = −1

2
~σaa′Pa′b e [ ~B, Pab] = −1

2
~σbb′Pab′

Ou seja, Pab se transforma pela representação ( 1
2 , 1

2 ), como esperado.

Finalmente, para o tensor antisimétrico Jµν temos as seguintes relações de comutação

triviais [2]:

[Ji, Jj ] = iεijkJk, [Ki, Jj ] = iεijkKk e [Ki,Kj ] = −iεijkJk

1A definição de σµ, assim como explicações sobre a notação utilizada pode ser encontrada nos Apêndices A.1 e
A.2.
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onde Ki = Ji0 e Ji = 1
2εijkJjk. Em termos de ~A e ~B:

[Ak, Ji] =
i

2
εkij(Jj + iKj), [Bk, Ji] =

i

2
εkij(Jj − iKj)

[Ak,Ki] =
i

2
εkij(Kj − iJj), [Bk, Ki] =

i

2
εkij(Kj + iJj)

Logo, se definirmos J+
j = (Jj + iKj) e J−

j = (Jj − iKj), teremos:

[Ak, J+
i ] = iεkijJ

+
j , [Bk, J+

i ] = 0

[Bk, J−
i ] = iεkijJ

−
j , [Ak, J−

i ] = 0

Portanto as componentes ~J+e ~J− do tensor Jµν se transformam de acordo com a represen-

tação (1, 0) ⊕ (0, 1).

Considere agora o produto de dois operadores quaisquer Qab e Pcd, que se transformam

de acordo com as representações (j
(1)
A , j

(1)
B ) e (j

(2)
A , j

(2)
B ), respectivamente. Os índices a e c se

referem à representação j
(1,2)
A e os índices b e d à j

(1,2)
B . Então, considerando transformações

infinitesimais:

Qab → (1 + ~θ. ~A
(1)
aa′δbb′ + ~β. ~B

(1)
bb′ δaa′)Qa′b′

e

Pcd → (1 + ~θ. ~A
(2)
cc′ δdd′ + ~β. ~B

(2)
dd′δcc′)Pc′d′

onde ~A(i), ~B(i) são as representações dos geradores ~A e ~B para os operadores Qab e Pcd .

Seja Rabcd = QabPcd. Usando as expressões acima, podemos escrever a transformação de R

como:

Rabcd → [1 + ~θ.( ~A
(1)
aa′δbb′ + ~A

(2)
cc′ δdd′) + ~β.( ~B

(1)
bb′ δaa′ + ~B

(2)
dd′δcc′)]Ra′b′c′d′

Ou seja, R se transforma como o produto tensorial dos espaços (1) e (2). Esta representação

pode ser reduzida em termos dos coeficientes de Clebsch-Gordan, de tal forma que R pode

ser escrito em termos de uma combinação linear de operadores que se transformam pelas

representações (jC , jD), onde jC = |j(1)
A −j

(2)
A |, ..., j(1)

A +j
(2)
A e jD = |j(1)

B −j
(2)
B |, ..., j(1)

B +j
(2)
B . Logo,

qualquer operador ou produto de operadores de simetria da matriz S pode ser classificado

em termos das representações do tipo (jA, jB).

A classificação em termos de representações de momento angular obtida acima nem

sempre é válida. Como citado anteriormente, o operador de Casimir W 2 do grupo de Poin-

caré só é igual à J2 para P 2 = M2 6= 0. Ou seja, para estados massivos podemos definir

um referencial de repouso com quadrimomento pµ = (m, 0, 0, 0), onde m é a massa da par-

tícula. Este referencial é claramente invariante por rotações nas coordenadas espaciais.

Logo, partículas de spin s possuirão 2s + 1 graus de polarização possíveis [2], o que torna

apropriada a classificação das representações em termos de ~JA,B. Já para estados sem

massa, o operador de Casimir será J3 e teremos quadrimomentos do tipo pµ = (p, 0, 0, p). Ou
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seja, estados sem massa não são mais invariantes por rotações arbitrárias nas coordenadas

espaciais, mas apenas por rotações em torno do eixo z (para nossa escolha particular de

pµ). Logo, pode-se mostrar [2] que neste caso uma partícula de spin s possuirá apenas um

grau de polarização (chamado de helicidade)2. Portanto, sob transformações do Grupo de

Poincaré, estados com e sem massa são intrinsecamente distintos.

2.1.2 Teorema de Coleman-Mandula

O Teorema de Coleman-Mandula [7] prova que para uma matriz S não trivial (ou seja,

Sαβ 6= δαβ) existir, o grupo de simetria da matriz S deve ser o produto direto do grupo de

Poincaré e de um grupo de simetrias internas:

G = P × I

onde G é o grupo de simetria total de S, P é o grupo de Poincaré e I é o grupo de simetrias

internas (escalares). Ou seja, exceto pelo quadrivetor Pµ e pelo tensor Jµν , todos os demais

operadores de simetria devem ser escalares.

O teorema acima pode ser parcialmente compreendido utilizando-se o seguinte exemplo

[8]. Suponha que além do quadrivetor Pµ e do tensor Jµν também exista uma carga tensorial

conservada (Qµν ) e que esta seja aditiva. Então, por covariância:

Qµν |p1〉 = apµ
1pν

1 +
b

2
gµν

⇒ Qµν |p1, p2〉 = [a(pµ
1pν

1 + pµ
2pν

2) + bgµν ]|p1, p2〉

onde |p1, p2〉 é um estado de duas partículas escalares com momentos p1 e p2 e gµν é a

métrica. Então, em um espalhamento elástico, teremos:

|p1, p2〉 → |p3, p4〉

usando a conservação de Qµν :

⇒ a(pµ
1pν

1 + pµ
2pν

2) + bgµν = a(pµ
3pν

3 + pµ
4pν

4) + bgµν

⇒ pµ
1pν

1 + pµ
2pν

2 = pµ
3pν

3 + pµ
4pν

4

Mas, por conservação do quadrimomento Pµ:

pµ
1 + pµ

2 = pµ
3 + pµ

4

A única forma das duas condições sobre os quadrimomentos serem simultaneamente sa-

2Se impusermos invariância por transformações de Paridade, teremos dois graus de polarização possíveis para
estados sem massa (helicidade negativa ou positiva).
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tisfeitas é a solução trivial:

pµ
1 = pµ

3 e pµ
2 = pµ

4

ou

pµ
1 = pµ

4 e pµ
2 = pµ

3

Logo, só é possível o espalhamento frontal. Ou seja, o Teorema de Coleman-Mandula

demonstra que a existência de novos operadores vetoriais ou tensoriais implica em vínculos

muito severos ao espaço de fase.

2.1.3 Pseudo-Álgebras

O Teorema de Coleman-Mandula (C-M) limita todas as extensões do Modelo Padrão à mo-

dificações no grupo de gauge e à introdução de novas partículas e representações. Porém

algumas das hipóteses do Teorema podem ser violadas se introduzirmos operadores fermi-

ônicos, por exemplo.

No entanto, todas as simetrias físicas fundamentais encontradas até hoje possuem ge-

radores que satisfazem álgebras de Lie do tipo:

[Ta, Tb] = iCc
abTc

onde T são os geradores e Cc
ab as constantes de estrutura, que definem localmente o grupo

de simetria. A introdução de geradores fermiônicos é possível se estendermos as álgebras

de Lie para pseudo-álgebras (ou graded algebras), onde os geradores satisfazem relações

do tipo [9]:

[Ta, Tb} ≡ TaTb − (−1)ηaηbTbTa = iCc
abTc

onde ηa = 0 ou 1 é o grau do gerador Ta. Para ηa = 1 chama-se Ta de fermiônico e para ηa = 0

chama-se de bosônico. Esta definição deve-se ao fato de que dois operadores fermiônicos

satisfarão relações de anticomutação e dois operadores bosônicos (ou um fermiônico e um

bosônico) satisfarão relações de comutação.

As pseudo-álgebras de Lie possuem algumas propriedades análogas às álgebras de Lie,

mas com modificações que levam em consideração a existência de operadores fermiônicos

[9]:

Cc
ab = −(−1)ηaηbCc

ba (antisimetria)

(−1)ηaηc [[Ta, Tb}, Tc} + (−1)ηaηb [[Tb, Tc}, Ta} + (−1)ηbηc [[Tc, Ta}, Tb} = 0 (Identidade de Jacobi)

Como o produto de dois operadores fermiônicos (ou bosônicos) é um operador bosônico

e como o produto de um bosônico com um fermiônico é um fermiônico, define-se [9]:

Tc = TaTb ⇒ ηc = (ηa + ηb)(mod2)
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sendo a generalização óbvia para um produto de n operadores. Desta forma, das relações

de comutação, temos:

Cc
ab = 0, se ηc 6= (ηa + ηb)(mod2)

As transformações representadas pela pseudo-álgebra possuirão parâmetros (βa) que

comutam (c-números) ou anticomutam (números de Grassmann) entre si, portanto:

βaβb = (−1)ηaηbβbβa (2.1)

sendo η o grau do parâmetro. Assim pode-se definir consistentemente uma transformação

do tipo:

U(θ) = 1 + θaTa

Para que U(θ) seja um operador bosônico, impõe-se:

θbTa = (−1)ηaηbTaθb

ou seja, operadores comutam ou anticomutam com os parâmetros da mesma forma que

com os demais operadores. Além disso, também define-se [9]:

(αT )† = T †α∗ = (−1)ηαηT T †α∗

(αβ)∗ = β∗α∗ = (−1)ηαηβ α∗β∗

onde T é um operador qualquer e α e β são números (que comutam ou anticomutam).

2.1.4 Teorema Haag-Lopuszanski-Sohnius

Em 1975 o teorema de Coleman-Mandula foi estendido para o caso de uma pseudo-álgebra

de Lie [10]. Esta extensão ficou conhecida como o Teorema de Haag, Lopuszanski e Soh-

nius. A seguir, partindo do Teorema C-M, demonstraremos o Teorema de Haag, Lopus-

zanski e Sohnius.

Devido à limitação imposta pelo Teorema de Coleman-Mandula aos operadores bosô-

nicos, o estudo destes está limitado às simetrias internas e aos operadores do grupo de

Poincaré. No entanto, o Teorema C-M também nos permite impor restrições aos operadores

fermiônicos. Suponha uma pseudo-álgebra não trivial para os operadores fermiônicos [9]:

{

Qab, Q
†
a′b′

}

= frTr (2.2)

onde Qab se transforma por (jA, jB), fr são constantes de estrutura e Tr são operadores

que se transformam por (jCr
, jDr

). Como ( ~A)† = ~B, pois ~J e ~K são hermitianos, Q†
ab se
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transforma por (jB , jA)3:

Q†
ab → (1 + ~θ. ~JA

bb′δaa′ + ~β. ~JB
aa′δbb′)Q

†
a′b′

Usando os resultados da Seção 2.1.1, podemos aplicar a decomposição de Clebsch-Gordan

para o anticomutador da Eq.(2.2):

jCr
= |jA − jB |, ..., jA + jB e jDr

= |jA − jB |, ..., jA + jB

considerando apenas a representação máxima (jA + jB , jA + jB), temos:

jA + jB ≤ 1

2

Pois, pelo Teorema C-M, os únicos operadores bosônicos permitidos são Jµν , Pµ ou escala-

res (o anticomutador, por ser um produto de operadores fermiônicos é, necessariamente,

bosônico). Logo as únicas possibilidades são:

(jA, jB) = (
1

2
, 0) ou (0,

1

2
)

Ou seja, os únicos tipos de operadores fermiônicos que podem existir são operadores es-

pinoriais. Além disso temos que os operadores Tr se transformam por ( 1
2 , 1

2 ). Novamente,

pelo Teorema C-M, temos que o único operador de simetria possível é o quadrimomento Pµ,

mais especificamente4 Pab = 2σµ
abPµ, que pertence à representação ( 1

2 , 1
2 ).

Portanto, para um conjunto Qr de operadores fermiônicos (todos se transformando por

(1
2 , 0) ou (0, 1

2 )), onde r = 1, ..N para N operadores Q:

{Qr
a, Qs†

b } = frsσ
µ
abPµ

onde a, b = ± 1
2 . Pode-se mostrar que a matriz frs sempre pode ser diagonalizada redefinindo-

se os operadores fermiônicos, de tal forma que [9]

{Qr
a, Qs†

b } = 2σµ
abPµδrs

é a álgebra física mais geral para o setor fermiônico. Resta ainda calcular os comutadores

e anticomutadores com os elementos do grupo de Lorentz e entre Qr e Qs.

Pode-se mostrar que o comutador de Pab com Q deve ser nulo:

[Pab, Q
r
c ] = [Pab, Q

r†
c ] = 0

3Pode-se mostrar [11] que o operador que se transforma por (jB , jA) é −iσ2Q
†
ab

e não Q
†
ab

. No entanto esta
diferença não altera os resultados obtidos nesta Seção e, por simplicidade, será ignorada aqui.

4 A redefinição de Pab, onde incluiu-se o fator 2 visa simplificações futuras.
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Como Q pertence à representação ( 1
2 , 0), temos:

[ ~J, Qr
a] =

1

2
~σabQ

r
b , [ ~K, Qr

a] = − i

2
~σabQ

r
b

⇒ [ ~J, Qr†
a ] = −1

2
~σbaQr†

b , [ ~K, Qr†
a ] = − i

2
~σbaQr†

b

Portanto todos os comutadores com o grupo próprio de Lorentz estão unicamente determi-

nados [9].

Os anticomutadores de Qr com Qs resultarão em operadores que se transformam por

(1, 0) e (0, 0). Logo

{Qr
a, Qs

b} = CabZrs + αi
abJ

+
i (2.3)

onde Z é um conjunto de operadores escalares. A expressão acima não admite outros

operadores devido às restrições do teorema C-M. Porém:

[J+
i , Pab] = [Ji + iKi, Pab] = 2[Ai, Pab] = −σi

aa′Pa′b (2.4)

Para um Pµ arbitrário a expressão acima é diferente de zero. Mas, como Pab comuta com Q,

usando a Eq.(2.3) e (2.4):

0 = [Pcd, {Qr
a, Qs

b}] = Cab[Pcd, Zrs] + αi
abσ

i
cc′Pc′d

Como Zrs deve ser global (assim como os operadores Qr
a):

[Pcd, Zrs] = 0 ⇒ αi
ab = 0

Portanto:

{Qr
a, Qs

b} = CabZrs

Como os operadores Z são escalares e são formados pelo produto de dois espinores, eles

correspondem à representação de singleto (0, 0) (antisimétrica), ou seja:

{Qr
1
2

, Qs
1
2

} = C 1
2

1
2
Zrs = 0 , {Qr

1
2

, Qs
− 1

2

} = C 1
2
− 1

2
Zrs = Zrs

{Qr
− 1

2

, Qs
− 1

2

} = C− 1
2
− 1

2
Zrs = 0 , {Qr

− 1
2

, Qs
1
2

} = C− 1
2

1
2
Zrs = −Zrs

Além disso:

{Qr
1
2

, Qs
− 1

2

} = Zrs = {Qs
− 1

2

, Qr
1
2

} = −Zsr

Logo Zrs = −Zsr, ou seja, os escalares Z devem ser antisimétricos. Para Q†:

{Qr†
a , Qs†

b } = CabZ
†
rs
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Pode-se mostrar que os Zrs comutam entre si e com todos os demais geradores do grupo

de Lorentz, ou seja, que Zrs representam simetrias internas abelianas. De fato, cada gera-

dor Zrs pertence à um grupo U(1) [9].

2.2 Álgebra Supersimétrica

Os resultados obtidos na última Seção são um resumo do Teorema de Haag-Lopuszanski-

Sohnius e estabelecem que a álgebra supersimétrica mais geral é da forma5:

{Qr
a, Qs†

b } = δrsPab (2.5)

{Qr
a, Qs

b} = CabZrs , {Qr†
a , Qs†

b } = CabZ
†
rs (2.6)

[Qr
a, Pab] = [Qr†

a , Pab] = 0 (2.7)

[ ~J, Qr
a] =

1

2
~σabQ

r
b , [ ~K, Qr

a] = − i

2
~σabQ

r
b (2.8)

[ ~J, Qr†
a ] = −1

2
~σbaQr†

b , [ ~K,Qr†
a ] = − i

2
~σbaQr†

b (2.9)

[Zrs, X] = [Z†
rs, X] = 0 (2.10)

onde X representa qualquer operador. Por completeza deve-se acrescentar a álgebra do

grupo de Lorentz:

[Ji, Jj ] = iεijkJk , [Ji, Kj ] = iεijkKk

[Ki,Kj ] = −iεijkJk

[Ji, Pj ] = iεijkPk , [Ki, Pj ] = iP0δij

[Ji, P0] = 0 , [Ki, P0] = iPi

Obviamente o grupo de simetria de S também deve possuir um grupo de simetrias internas

que obedecem à uma álgebra de Lie:

[Tn, Tm] = Cmn
l T l

Como os geradores T são escalares, estes devem comutar com o grupo de Poincaré:

[Tn, Pµ] = [Tn, Jµν ] = 0

No entanto, o comutador de Tn ((0, 0)) com Qr (( 1
2 , 0)) deve resultar em um operador ( 1

2 , 0),

ou seja:

[Tn, Qr
b ] = DrsQ

s
b (2.11)

5 Algumas modificações são possíveis para teorias sem partículas massivas.
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de tal forma que Drs fornece uma representação dos geradores de simetrias internas.

Usando a Eq.(2.11), obtém-se:

[Tn, Zrs] = Drr′Zr′s + Dss′Zrs′

de tal forma que as cargas centrais (que comutam com todos os operadores) Z formam uma

álgebra abeliana e invariante sob o grupo de simetrias internas.

2.2.1 Simetria R

Para teorias com N = 1, ou seja, com apenas um tipo de operador Q (Qr
a = Qa) (ver comen-

tário na próxima seção). Temos (ver Eq.(2.11)):

Drs = δrs ⇒ [T,Qa] = Qa

Ou seja, a única representação não trivial para transformações sob T é uma fase:

Qa → eiφQa (2.12)

Logo, T deve gerar uma simetria abeliana. Usualmente este gerador é chamado de R e a

simetria abeliana de simetria R.

Note que das Eq.(2.5)-(2.10), as únicas que serão modificadas pela Eq.(2.12) são:

{Q′r
a, Q′s

b} = UrpUsq{Qp
a, Qq

b}

{Q′r†
a , Q′s†

b } = U†
rpU

†
sq{Qp†

a , Qq†
b }

mas pode-se mostrar (ver próxima seção) que para N = 1 não existem cargas centrais:

{Qp
a, Qq

b} = {Qp†
a , Qq†

b } = 0. Logo a álgebra supersimétrica é invariante por transformações

sob a simetria R.

2.3 Representações

Diferentemente do grupo de Lorentz, o grupo estendido (ou supersimétrico) não possui o

operador de Pauli-Lubanski como um operador de Casimir. Para o supergrupo, os opera-

dores de Casimir serão [5]:

P 2 = M2 e Y 2P 2 − (Y.P )2 (2.13)

sendo

Yµ = Wµ − 1

8
σ̄ab

µ [Qr
b , Q

r†
a ] (2.14)

que generaliza o operador de Pauli-Lubanski.
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Se assumirmos que os operadores fermiônicos Q se transformam trivialmente sob o

grupo de gauge, ou seja, se

[Tn, Qr
b ] = 0 (2.15)

então todas as partículas em um mesmo supermultipleto deverão se transformar pela

mesma representação do grupo de gauge. A seguir veremos que os supermultipletos fun-

damentais contém partículas de spin inteiro e semi-inteiro.

Para supersimetrias estendidas6 (N ≥ 2), os supermultipletos contém, em geral, mais de

duas partículas, com spins (ou helicidades) diferentes. Para N = 2, por exemplo, os super-

multipletos mais simples conterão partículas com spin (ou helicidade) 1 e 1
2 ou partículas de

helicidade ± 1
2 e 0. Como todos os bósons vetoriais devem se transformar pela representação

adjunta do Grupo de Gauge, temos:

|1,
1

2
, 0〉 → Representação Adjunta

Logo, para que existam férmions que pertençam a dubletos:

|1
2
,−1

2
, 0〉 → Dubletos

O resultado acima demonstra claramente que para N = 2 não pode existir quebra de pari-

dade, já que (no limite m = 0) os estados de helicidade ± 1
2 (de mão esquerda e direita) devem

pertencer à mesma representação do grupo de gauge. Este resultado também é válido para

N ≥ 2, o que dificulta a extensão do Modelo Padrão utilizando-se supersimetrias estendidas

[9].

Como a álgebra supersimétrica (não estendida) só possui dois operadores fermiônicos

(Q e Q†), a relação da Eq.(2.6) se torna:

{Qa, Qb} = {Q†
a, Q†

b} = 0 (2.16)

já que da antisimetria de Z:

Z = −Z ⇒ Z = 0

Portanto modelos supersimétricos com N = 1 sempre permitem uma simetria R, que se

torna simplesmente:

Q′
a = eiφQa

A não ser que seja afirmado explicitamente, todas as considerações posteriores se refe-

rem à modelos supersimétricos com N = 1 (não estendidos).

A seguir construiremos as representações fundamentais do supergrupo de Poincaré.

Para tal aplicaremos os operadores Q e Q†em um estado inicial arbitrário e então calcula-

remos qual o número mínimo de estados necessários para a construção de um supermul-

6 Onde N é o número de operadores Qr.
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tipleto.

2.3.1 Estados Sem Massa

Para supermultipletos não massivos pode-se escolher Pµ = (E, 0, 0, E), de tal forma que a

Eq.(2.5) se torna:

{Qa, Q†
b} = Pab = 4E

(

0 0

0 1

)

ab

⇒ {Qa, Q†
b} = 0 , se a ou b 6= −1

2

Mas como o espaço de Hilbert é não negativo:

〈ψ|{Q†
a, Qa}|ψ〉 = ||Qa|ψ〉||2 + ||Q†

a|ψ〉||2 ≥ 0

sendo a igualdade válida somente para Qa = Q†
a = 0, (no espaço de estados sem massa), já

que o estado ψ é arbitrário. Logo, para a = 1
2 :

{Q†
1
2

, Q 1
2
} = 0 ⇒ Q 1

2
= Q†

1
2

= 0

ou seja, dos quatro operadores fermiônicos originais (Qa, Q†
b) só restam dois, que satisfazem:

{Q− 1
2
, Q†

− 1
2

} = 4E (2.17)

Da Eq.(2.8) e (2.9):

[J i, Q− 1
2
] =

1

2
σi
− 1

2
− 1

2

Q− 1
2

= −1

2
δi3Q− 1

2

[J i, Q†
− 1

2

] =
1

2
δi3Q

†
− 1

2

Logo, Q− 1
2

diminui a helicidade em 1
2 e Q†

− 1
2

aumenta em 1
2 .

Seja um estado não massivo |j〉 com helicidade j. A partir dele formam-se (a menos de

normalizações):

Q†
− 1

2

|j〉 = |j +
1

2
〉

Q− 1
2
|j +

1

2
〉 = |j〉

Mas, usando a Eq.(2.16), temos:

|j − 1

2
〉 = Q− 1

2
|j〉 = Q− 1

2
Q− 1

2
|j +

1

2
〉 = 0

|j + 1〉 = Q†
− 1

2

Q†
− 1

2

|j〉 = 0

Portanto, partindo de um estado |j〉 e aplicando os operadores Q e Q† só é possível criar
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um novo estado (não nulo) |j + 1
2 >, já que o produto de dois Q’s ou Q†’s é nulo. Logo os

supermultipletos só possuirão dois estados:

{|j〉, |j +
1

2
〉}

Para o caso de supersimetria estendida, haveriam outros operadores Q, que permitiriam

aumentar o número de estados (com helicidades mais altas) em um supermultipleto.

Resta determinar a normalização dos estados. Como Q− 1
2

e Q†
− 1

2

diminuem e aumentam

a helicidade em 1
2 , temos:

Q− 1
2
Q†

− 1
2

|j〉 = α2|j〉

Mas, como {Q− 1
2
, Q†

− 1
2

} = 4E:

Q− 1
2
Q†

− 1
2

|j〉 = 4E|j〉 − Q†
− 1

2

Q− 1
2
|j〉 = 4E|j〉

já que Q 1
2
|j〉 = 0. Portanto α2 = 4E:

|j +
1

2
〉 =

1√
4E

Q†
− 1

2

|j〉 e |j〉 =
1√
4E

Q− 1
2
|j +

1

2
〉

2.3.2 Estados Massivos

Para estados massivos podemos sempre ir para o referencial de repouso, onde Pµ = (M, 0, 0, 0).

Desta forma:

{Qa, Q†
b} = Pab = 2M

(

1 0

0 1

)

ab

= 2Mδab (2.18)

Mas, da Eq.(2.8) e (2.9):

[ ~J, Qa] =
1

2
~σabQb , [ ~J, Q†

a] = −1

2
~σbaQ†

b

⇒ [J3, Q 1
2
] =

1

2
Q 1

2
, [J3, Q− 1

2
] = −1

2
Q 1

2

⇒ [J3, Q
†
1
2

] = −1

2
Q†

1
2

, [J3, Q
†
− 1

2

] =
1

2
Q†

1
2

ou seja, Q 1
2

e Q†
− 1

2

aumentam de 1
2 a componente z do spin, enquanto Q− 1

2
e Q†

1
2

diminuem

de 1
2 . Para construir os supermultipletos devemos obter estados de spin total mínimo e

máximo, aplicando-se sucessivamente os operadores acima à um dado estado. Pode-se

mostrar (ver Apêndice B) que a partir de um estado |j〉 com autovalores q†a = 0, obtemos os

seguintes estados:

|j〉 → Q → |j ± 1

2
〉 → Q → |j〉′
→ Q† → |j〉
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|j〉 → Q2 → |j〉′ → Q → 0

→ Q† → |j ± 1
2 〉

|j〉 → Q† → 0

onde |j〉′ é um estado com autovalores qa = 0. Das expressões acima nota-se claramente

que os supermultipletos massivos serão dados por:

{|j〉, |j〉′, |j +
1

2
〉, |j − 1

2
〉}

Para j = 0, j = 1
2 e j = 1 temos os menores supermultipletos:

{|0〉, |0〉′, |1
2
〉} , {|1

2
〉, |1

2
〉′, |1〉, |0〉} e {|1〉, |1〉′, |1

2
〉, |3

2
〉}

2.3.3 Graus de Liberdade Bosônicos e Fermiônicos

Os resultados obtidos nas duas últimas seções confirmam um teorema mais geral, válido

para qualquer tipo de supermultipleto: o número de graus de liberdade (de spin) bosônicos

e fermiônicos são sempre iguais dentro de um supermultipleto.

Seja {|j, σ〉} o conjunto de estados de um supermultipleto e seja (−1)2J um operador que

tem autovalores +1 para bósons e −1 para férmions. Considere o traço:

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2JPab|j, σ〉 =

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2J{Qa, Q†

b}|j, σ〉 (2.19)

=
∑

{|j,σ〉}
(〈j, σ|(−1)2JQaQ†

b|j, σ〉 + 〈j, σ|(−1)2JQ†
bQa|j, σ〉)

O segundo termo pode ser reescrito usando o fato de que {|j, σ〉} forma um base completa

para os operadores Qa e Q†
a:

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2JQ†

bQa|j, σ〉 =
∑

{|j′,σ′〉}

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2JQ†

b|j′, σ′〉〈j′, σ′|Qa|j, σ〉

=
∑

{|j′,σ′〉}

∑

{|j,σ〉}
〈j′, σ′|Qa|j, σ〉〈j, σ|(−1)2JQ†

b|j′, σ′〉

=
∑

{|j′,σ′〉}
〈j′, σ′|Qa(−1)2JQ†

b|j′, σ′〉

Mas:

Qa|j, σ〉 ∝ |j ± 1

2
, σ′〉

⇒ (−1)2JQa|j, σ〉 ∝ (−1)2J±1|j ± 1

2
, σ′〉 e Qa(−1)2J |j, σ〉 ∝ (−1)2J |j ± 1

2
, σ′〉
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⇒
{

Qa, (−1)2J
}

= 0

Portanto:
∑

{|j′,σ′〉}
〈j′, σ′|Qa(−1)2JQ†

b|j′, σ′〉 = −
∑

{|j′,σ′〉}
〈j′, σ′|(−1)2JQaQ†

b|j′, σ′〉

Inserindo este resultado na Eq.(2.19):

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2JPab|j, σ〉 =

∑

{|j,σ〉}
(〈j, σ|(−1)2JQaQ†

b|j, σ〉 − 〈j, σ|(−1)2JQaQ†
b|j, σ〉) = 0

Mas como para todos os estados Pab|j, σ〉 = pab|j, σ〉 6= 0, então:

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2JPab|j, σ〉 = pab

∑

{|j,σ〉}
〈j, σ|(−1)2J |j, σ〉 = pab

∑

{|j,σ〉}
〈(−1)2J 〉 = 0

⇒
∑

{|j,σ〉}
〈(−1)2J 〉 = 0

Ou seja, o número de estados |j, σ〉 com autovalor +1 e com autovalor −1 são iguais. Logo o

número de graus de liberdade bosônico e fermiônico são idênticos.

2.4 Superespaço

Devido à existência dos operadores fermiônicos Q†
a e Qa, as transformações do grupo su-

persimétrico exigem novos parâmetros (fermiônicos):

eiP µxµ → ei(P µxµ+θaQa+θ∗
b Q†b), com a, b = ±1

2
(2.20)

Tais transformações implicam que os campos devem ser definidos em um espaço de (3+1)+4

dimensões, sendo estas parametrizadas pelas quatro coordenadas usuais (xµ) mais quatro

coordenadas de Grassmann (θa, θ∗a) (conforme definido na Eq.(2.1)).

2.4.1 Operadores no Superespaço7

De maneira análoga à representação do operador Pµ como uma derivada espacial, podemos

obter representações dos operadores Q, Q† em termos de derivadas das coordenadas do

superespaço (xµ, θa, θ̄ȧ).

7 A partir desta seção uma notação mais concisa será adotada (ver A.1 e A.2).
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As transformações finitas com os operadores supersimétricos serão definidas como [12]:

U(θ, θ̄) = ei(θQ+θ̄Q̄) (2.21)

enquanto outras opções também são possíveis [8]:

eiθ̄Q̄eiθQ ou eiθQeiθ̄Q̄

As diferentes definições de U(θ, θ̄) resultam em diferentes representações dos operadores

Q e Q†. No entanto todas as representações podem ser facilmente relacionadas.

Considere duas transformações consecutivas:

U(ξ, ξ̄)U(θ, θ̄) = ei(ξQ+ξ̄Q̄)ei(θQ+θ̄Q̄)

usando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff [8], temos:

ei(ξQ+ξ̄Q̄)ei(θQ+θ̄Q̄) = exp{i(ξ + θ)Q + i(ξ̄ + θ̄)Q̄ − 1

2
[(ξQ + ξ̄Q̄), (θQ + θ̄Q̄)]

− i

6
[[(ξQ + ξ̄Q̄), (θQ + θ̄Q̄)], (θQ + θ̄Q̄)] + ...}

Mas:

[ξQ, θ̄Q̄] = ξaQaθ̄ḃQ̄
ḃ − θ̄ḃQ̄

ḃξaQa = −ξaθ̄ḃ(QaQ̄ḃ + Q̄ḃQa) = −ξaθ̄ḃ{Qa, Q̄ḃ}

onde:

{Qa, Q̄ḃ} = {Qa, eḃċQ̄ċ} = eḃċPaċ

⇒ [ξQ, θ̄Q̄] = ξa(−θ̄ḃe
ḃċ)Paċ = ξaPaċθ̄

ċ = 2ξσµθ̄Pµ

Como [Paḃ, Q] = [Paḃ, Q̄] = {Qa, Qb} = {Q̄ȧ, Q̄ḃ} = 0, todos os outros termos da expansão são

nulos, restando:

ei(ξQ+ξ̄Q̄)ei(θQ+θ̄Q̄) = exp{i[(ξ + θ)Q + (ξ̄ + θ̄)Q̄ + (iξσµθ̄ − iθσµξ̄)Pµ]} (2.22)

Comparando a expressão acima com a Eq.(2.20) temos que a transformação U(ξ, ξ̄) resulta

nas seguintes transformações de coordenadas:

θ → θ + ξ, θ̄ → θ̄ + ξ̄, xµ → xµ − iθσµξ̄ + iξσµθ̄

Dado um supercampo definido em termos das variáveis do superespaço, teremos:

Φ′ = U(ξ, ξ̄)Φ(x, θ, θ∗)U−1(ξ, ξ̄) = Φ(xµ − iθσµξ̄ + iξσµθ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄)

⇒ δΦ = δxµ ∂

∂xµ
Φ + δθa ∂

∂θa
Φ + δθ̄ȧ

∂

∂θ̄ȧ
Φ
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= ξa[
∂

∂θa
Φ + iσµ

aḃ
θ̄ḃ∂µΦ] + ξ̄ȧ[

∂

∂θ̄ȧ
Φ + iθaσµ

aḃ
eḃȧ∂µΦ] (2.23)

Desta forma podemos definir os operadores diferenciais:

δΦ ≡ i(ξQ̂ + ξ̄ ˆ̄Q)Φ

⇒ Q̂a = −i
∂

∂θa
+ σµ

aḃ
θ̄ḃ∂µ (2.24)

e

⇒ ˆ̄Qȧ = −i
∂

∂θ̄ȧ
+ θaσµ

aḃ
eḃȧ∂µ (2.25)

Usando as expressões acima pode-se mostrar que:

{Q̂a, ˆ̄Qḃ} = 2i(σµ)aḃ∂µ = P̂aḃ

{Q̂†
a, Q̂†

b} = {Q̂a, Q̂b} = 0

Logo as definições dos operadores diferenciais acima são consistentes com as relações de

(anti)comutação definidas anteriormente.

2.5 Supercampos

Na Teoria Quântica de Campos usual (não supersimétrica) buscamos operadores que se

transformem de maneira bem definida pelo grupo de Poincaré, tais como campos espino-

riais e vetoriais. Desta forma se torna trivial construir uma ação escalar (S). Como as

transformações do grupo de Poincaré se referem ao espaço-tempo (xµ), os campos esca-

lares, espinoriais e vetoriais são funções de xµ. De maneira análoga, para a construção

de lagrangeanas supersimétricas é conveniente encontrar campos que se transformem de

maneira bem definida sob transformações supersimétricas. Como estas transformações se

referem ao superespaço (xµ,θ,θ̄), os campos de interesse também devem depender das novas

coordenadas (fermiônicas). Estes campos são chamados de supercampos.

Por serem variáveis que anticomutam, θ e θ̄ só podem aparecer até a quarta potência, já

que:

θaθbθc = −θaθcθb = 0

Portanto podemos expandir qualquer supercampo da seguinte forma:

F (x, θ, θ̄) = a1(x) + θa2(x) + θ̄a3(x) + θθa4(x) + θ̄θ̄a5(x) (2.26)

+θθ̄a6(x) + θθθ̄a7(x) + θ̄θ̄θa8(x) + θθθ̄θ̄a9(x)

onde ai são campos arbitrários. Usando a Eq.(2.26) pode-se mostrar que o produto de dois

supercampos satisfaz a forma acima e, portanto, também é um supercampo [9]. Como a la-
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grangeana (L) deve ser um escalar, ela deverá ser construída com produtos de supercampos

escalares8. Impondo esta condição à F , a natureza dos campos ai está automaticamente

determinada:

F (x, θ, θ̄) = f(x) + θψ(x) + θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + θσµθ̄Vµ(x) (2.27)

+θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θρ(x) + θθθ̄θ̄D(x)

onde f , m, n e D são escalares, ψ e ρ são espinores de mão esquerda, χ̄ e ρ̄ são espinores

de mão direita e Vµ é um campo vetorial.

A transformação de F será dada por:

δF = [iαQ + iᾱQ̄, F ] = i(αaQ̂a + ᾱȧ
ˆ̄Qȧ)F

Aplicando-se as expressões das Eq.(2.24) e (2.25) para Q̂ e ˆ̄Q obtemos as transformações

para os campos:

δF (x, θ, θ̄) = δf(x) + θδψ(x) + θ̄δχ̄(x) + θθδm(x) + θ̄θ̄δn(x)

+θσµθ̄δVµ(x) + θθθ̄δλ̄(x) + θ̄θ̄θδρ(x) + θθθ̄θ̄δd(x)

= αψ + ᾱχ̄ + (2αθm + θσµᾱVµ − iθσµᾱ∂µf) + (2ᾱθ̄n + ασµθ̄Vµ + iασµθ̄∂µf)

+θθλ̄ᾱ − iθσµᾱθ∂µψ + iθθασµθ̄θ̄∂µλ̄ − iθ̄θ̄θσµᾱθ∂µρ...

De tal forma que9:

δf = αψ + ᾱχ̄

δψa = 2αam + σµ

aḃ
ᾱḃVµ − iσµ

aḃ
ᾱḃ∂µf

δχ̄ȧ = 2ᾱȧn + αbσµ
bȧVµ + iαbσµ

bȧ∂µf

δm = ᾱλ̄ +
i

2
∂µψσµᾱ

δD = − i

2
ασµ∂µλ̄ − i

2
∂µρσµᾱ (2.28)

onde foram omitidas as tranformações de n, Vµ, λ̄ e ρ.

Logo F fornece uma representação do grupo supersimétrico. No entanto, como produtos

de supercampos continuam sendo supercampos, a lagrangeana formada por produtos do

tipo FnGm será um supercampo escalar, que claramente não é invariante por transforma-

8 L também poderia ser formada por termos do tipo Ψ̄Ψ, onde Ψ é um supercampo que possui índices espinori-
ais. No entanto o produto Ψ̄Ψ é um supercampo escalar. Logo basta que este caso seja examinado. Posteriormente
pode-se construir as componentes ai a partir do produto de outros supercampos (escalares ou não).

9 Para obter os resultados abaixo foram utilizadas as identidades do Apêndice A.2.
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ções supersimétricas. A invariância pelo grupo supersimétrico exige que:

δS = 0

Portanto basta que:

δL = ∂µMµ

onde Mµ é um campo qualquer.

Das transformações da Eq.(2.28), temos que a componente D de um supercampo só se

transforma por uma derivada parcial:

δD = − i

2
∂µ(αaσµ

aḃ
λ̄ḃ + ρaσµ

aḃ
ᾱḃ)

Logo uma ação supersimétrica será da forma:

S =

∫

d4x[F ]D

onde [F ]D é a componente D de um supercampo escalar.

Como dito anteriormente, o supercampo F possui 4 escalares, 4 espinores e 1 campo

vetorial. No entanto os supermultipletos fundamentais possuem apenas duas partículas

(caso não massivo) ou três partículas (caso massivo). Portanto as componentes da Eq.(2.27)

fornecem uma representação redutível do grupo supersimétrico. Logo devemos impor vín-

culos sobre as componentes de F para obtermos representações irredutíveis que gerem os

supermultipletos fundamentais [9].

2.5.1 Supercampos Quirais

As restrições sobre F devem ser invariantes sob transformações supersimétricas e, por-

tanto, é necessário encontrar operadores que anticomutem com os operadores da Eq.(2.24)

e (2.25). Para tal são definidas as seguintes derivadas covariantes [11]:

Da =
∂

∂θa
− iσµ

aḃ
θ̄ḃ∂µ (2.29)

D†
a = D̄ȧ = − ∂

∂θ̄ȧ
+ iθbσµ

bȧ∂µ (2.30)

Logo, usando a Eq.(2.24) e a Eq.(2.29):

{iQ̂a, Db} = { ∂

∂θa
,

∂

∂θb
} − iσν

bċ∂ν{
∂

∂θa
, θ̄ċ} + iσµ

aḋ
∂µ{θ̄ḋ,

∂

∂θb
} + σµ

aḋ
σν

bċ∂µ∂ν{θ̄ḋ, θ̄ċ}

Mas:

{ ∂

∂θa
, θ̄ċ}F =

∂

∂θa
(θ̄ċF ) + θ̄ċ ∂

∂θa
F = −θ̄ċ ∂

∂θa
F + θ̄ċ ∂

∂θa
F = 0
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Como os demais comutadores também são nulos:

{iQ̂a, Db} = 0

⇒ [iαaQ̂a, Db] = iαaQ̂aDb − iDbα
aQ̂a = iαa(Q̂aDb + DbQ̂a) = iαa{Q̂a, Db} = 0

De maneira análoga mostra-se:

[iαQ̂ + iᾱ ˆ̄Q,Db] = [iαQ̂ + iᾱ ˆ̄Q, D̄ḃ] = 0

{Da, Da} = {D̄ȧ, D̄ȧ} = 0

{Da, D̄ḃ} = 2i(σµ)aḃ∂µ = P̂aḃ

Assim podemos definir vínculos que são invariantes supersimétricos:

D̄ȧΦ = 0 (2.31)

DaΦ† = 0 (2.32)

Onde Φ é chamado de supercampo quiral de mão esquerda (ou left-handed) e Φ† de su-

percampo quiral de mão direita (right-handed). A condição da Eq.(2.31) pode ser reescrita

através de uma mudança de variáveis:

xµ → yµ = xµ − iθσµθ̄

Desta forma:
∂Φ

∂θ̄ȧ
=

∂yν

∂θ̄ȧ

∂Φ

∂yν
+

∂Φ

∂θ̄ȧ
= iθbσν

bȧ

∂Φ

∂yν
+

∂Φ

∂θ̄ȧ

∂µΦ =
∂Φ

∂xµ
=

∂Φ

∂yµ

⇒ D̄ȧΦ(y, θ, θ̄) = −iθbσν
bȧ

∂Φ

∂yν
− ∂Φ

∂θ̄ȧ
+ iθbσµ

bȧ

∂Φ

∂yµ
= − ∂Φ

∂θ̄ȧ

Então:

D̄ȧΦ(y, θ, θ̄) = 0 ⇒ ∂Φ

∂θ̄ȧ
= 0

Portanto podemos expandir Φ = Φ(y, θ) da seguinte forma:

Φ(y, θ) = φ(y) + θχ(y) + θθf(y) (2.33)

onde φ e f são escalares e χa é um espinor de mão esquerda. Expandindo φ em torno de

y0 = x:

φ(y) = φ(y0) + ∂µφ(y0)(y
µ − yµ

0 ) +
1

2
∂ν∂µφ(y0)(y

µ − yµ
0 )(yν − yν

0 ) + ...
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= φ(x) − iθσµθ̄∂µφ(x) +
1

2
iθσµθ̄iθσν θ̄∂ν∂µφ(x)

já que os próximos termos envolvem (θ)3. Fazendo o mesmo para χ e f , substituindo na

Eq.(2.33) e mantendo apenas os termos até ordem (θ)2, (θ̄)2:

Φ(x, θ, θ̄) = φ(x) + θχ(x) + θθf(x) − iθσµθ̄∂µφ(x) (2.34)

−iθσµθ̄θ∂µχ(x) − 1

2
θσµθ̄θσν θ̄∂ν∂µφ(x)

Mas [12]:

θaθc = −1

2
eacθθ

⇒ θσµθ̄θ∂µχ = −1

2
θθσµ

aḃ
θ̄ḃeac∂µχc = −1

2
θθ∂µχσµθ̄

Analogamente, usando Tr(σ̄µσν) = 2gµν [12]:

θσµθ̄θσν θ̄ =
1

2
θθθ̄θ̄gµν

Portanto:

Φ(x, θ, θ̄) = φ(x) + θχ(x) + θθf(x) − iθσµθ̄∂µφ(x)

+
i

2
θθ∂µχσµθ̄ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂µφ(x)

e

Φ†(x, θ, θ̄) = φ†(x) + θ̄χ̄(x) + θ̄θ̄f†(x) + iθσµθ̄∂µφ†(x)

− i

2
θ̄θ̄θσµ∂µχ̄ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂µφ†(x)

onde Φ satisfaz a Eq.(2.31) e Φ† satisfaz a Eq.(2.32).

Usando as transformações obtidas na Eq.(2.28) para o supercampo F e fazendo

f = φ, ψ = χ, m = f , Vµ = −i∂µφ, λ̄ȧ =
i

2
∂µχbσµ

bȧ, D = −1

4
∂µ∂µφ

e χ̄ = n = ρ = 0, temos:

δφ = αχ

δχa = 2αaf − 2i∂µφσµ

aḃ
ᾱḃ

δf = i∂µχσµᾱ

Os demais termos resultam apenas em relações de consistência entre as derivadas dos

campos:

δ(∂µφ) = α∂µχ ...

Considere agora um supercampo Φk formado pelo produto de dois supercampos quirais
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de mão esquerda. Então, usando a Eq.(2.31) e a Eq.(2.34):

D̄ȧΦk = D̄ȧ(ΦiΦj) = (D̄ȧΦi)Φj + Φi(D̄ȧΦj) = 0

sendo:

Φk ≡ ΦiΦj = φiφj + θ(χiφj + χjφi) + θθ(fiφj + fjφi −
1

2
χiχj) − iθσµθ̄∂µ(φiφj)

+
i

2
θθ∂µ(χiφj + χjφi)σ

µθ̄ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ[∂µ(φiφj)]

onde

φk ≡ φiφj, χk ≡ χiφj + χjφi e fk ≡ fiφj + fjφi −
1

2
χiχj

Portanto o produto de dois supercampos quirais de mão esquerda também é um su-

percampo quiral de mão esquerda. De maneira geral qualquer potência de supercampos

quirais de mão esquerda (direita) é um supercampo quiral de mão esquerda (direita). No

entanto, derivadas de supercampos quirais não são necessariamente quirais, assim como

produtos de supercampos quirais e seus complexos conjugados.

2.5.2 Ações Supersimétricas

Como visto anteriormente, a invariância por transformações supersimétricas exige que a

lagrangeana seja a componente D de um supercampo geral. No entanto, se impusermos

que L seja composta por produtos de supercampos quirais, teremos:

[δL]f = i∂µχσµᾱ = i∂µ(χσµᾱ)

ou seja, L muda apenas por uma derivada total, assim como o termo D para um super-

campo geral. Portanto a ação mais geral possível é da forma:

S =

∫

d4x[F ]f +

∫

d4x[K]D

onde F é um supercampo quiral, K um supercampo geral e [A]f,D representa a componente

f (D) do supercampo A.

Sabemos que se F for um produto de supercampos quirais, F será quiral. Porém tam-

bém é possível construir supercampos quirais utilizando-se as derivadas covariantes. Por

exemplo, dado um supercampo (escalar) G qualquer, temos:

D̄ȧD̄ḃD̄ċG = 0

já que {D̄ȧ, D̄ḃ} = 0. Logo o campo D̄ḃD̄ċG = − 1
2eḃċD̄D̄G é um supercampo quiral de mão
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esquerda. Usando a Eq.(2.27) e as definições das derivadas covariantes:

D̄D̄G = −D̄ȧD̄ȧG = −(2n + 2θρ + 2θθD) + iθaσµ
aȧ∂µ

∂G

∂θ̄ȧ
− ieȧḃθbσµ

bḃ
∂µ(D̄ȧG)

Portanto:
∫

d4x[D̄D̄G]f = −2

∫

d4xD = −2

∫

d4x[G]D

já que as derivadas totais ∂µ não contribuem para a ação. Da expressão acima temos que

termos do tipo [D̄D̄G]f em [F ]f podem ser desprezados, já que eles podem ser incluídos em

[K]D. Portanto, em geral, F será um polinômio nos supercampos quirais.

Com relação ao supercampo K podemos desprezar qualquer termo que seja um campo

quiral, já que sua componente D é da forma:

∂µ∂µφ ou ∂µ∂µφ†

que são derivadas totais e portanto não contribuem para a ação. O mesmo é válido para

termos do tipo

[D̄ȧG]D ou [DaG]D

já que seus únicos termos não nulos são derivadas totais. Logo K só deve conter termos

não-quirais e nenhum termo derivativo. Restrições extras sobre K e F são obtidas impondo-

se que a teoria seja renormalizável.

Dá-se o nome de superpotencial ao termo F quando este é construído apenas com su-

percampos quirais. Já para K dá-se o nome de potencial de Kähler.

2.5.3 Renormalizabilidade

Como discutido na última seção, para que a ação seja invariante por transformações su-

persimétricas, devemos ter:

S =

∫

d4x[F ]f +

∫

d4x[K]D

Em princípio S pode conter qualquer potência de supercampos ou derivadas covariantes.

No entanto, se considerarmos apenas os termos renormalizáveis:

[L] ≡ dim(L) = 4 (2.35)

As dimensões dos campos escalares, fermiônicos e vetoriais são usualmente definidas

pelos seus termos cinéticos:

L = ∂µφ∂µφ† + iψ̄γµ∂µψ − 1

4
FµνFµν + ...

⇒ dim(φ) = 1, dim(ψ) =
3

2
e dim(Vµ) = 1
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A condição da Eq.(2.35) impõe restrições para o superpotencial e o potencial de Kähler.

Usando a Eq.(2.34) e as dimensões dos campos quirais (3
2 ) e escalares (1), temos10:

[Φ] = 1 ⇒ [θ] = [θ̄] = −1

2

Assumindo uma lagrangeana renormalizável:

L = [F ]f + [K]D e [L] = 4

então:

[D] = 4 e [f ] = 4

onde [K]D = D e [F ]f = f . Porém

[K] = [θθθ̄θ̄D] ⇒ [K] = [D] − 2 ⇒ [K] = 2

e

[F ] = [θθf ] ⇒ [F ] = [f ] − 1 ⇒ [F ] = 3

Logo F só pode ser um polinômio de ordem 3 nos supercampos quirais:

F (Φ) = ciΦi + mijΦiΦj + λijkΦiΦjΦk + hc

onde mij e λijk devem ser totalmente simétricos. Como discutido na seção anterior, K

não pode depender de derivadas dos supercampos. Restringindo-se apenas a supercampos

quirais, como K em si não pode ser quiral, a única possibilidade é11:

K(Φ) = gijΦ
†
iΦj

onde gij deve ser hermitiana. Os termos acima fornecerão os termos cinéticos da teoria,

mas para tal g deve ser positiva definida. Logo podemos redefinir os supercampos por uma

transformação unitária de tal forma a diagonalizar g:

Φ′ = UΦ

⇒ K(Φ) = Φ′†U†gUΦ′ = Φ′†Φ′

ou seja, sempre pode-se considerar os termos cinéticos como sendo diagonais.

As expressões para [ΦiΦj ]f , [ΦiΦjΦk]f e [Φ†
iΦj ]D são [11]:

[ΦiΦj ]f = fiφj + fjφi −
1

2
χiχj

10Onde [A] representa a dimensão do termo A em unidades naturais (c = ~ = 1).
11 Apesar de Φ† e Φ serem quirais, seu produto não o é.
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[ΦiΦjΦk]f = fiφjφk + fjφiφk + fkφiφj −
1

2
χiχkφj −

1

2
χjχkφi −

1

2
χiχjφk

[Φ†
iΦj ]D = fif

†
j − 1

4
φ†

i∂µ∂µφj −
1

4
φj∂µ∂µφ†

i +
1

2
∂µφ†

i∂
µφj (2.36)

− i

4
∂µχjσ

µχ̄i +
i

4
χjσ

µ∂µχ̄i

Desprezando derivadas totais e termos lineares obtemos [13]:

L = (fif
†
i + ∂µφ†

i∂
µφi +

i

2
χiσ

µ∂µχ̄i) (2.37)

+(2mijfiφj −
1

2
mijχiχj + 3λijkfiφjφk − 3

2
λijkχiχjφk + hc)

Redefinindo χ, λ e m:

χ →
√

2χ λijk → 1

3!
λijk mij → 1

2
mij

temos:

L = (fif
†
i + ∂µφ†

i∂
µφi + iχiσ

µ∂µχ̄i)

+(mijfiφj −
1

2
mijχiχj +

1

2
λijkfiφjφk − 1

2
λijkχiχjφk + hc) (2.38)

Da expressão acima nota-se que L não possui nenhum termo derivativo em f , ou seja:

∂L
∂(∂µf)

= 0 ⇒ ∂L
∂f

= 0

Logo f pode ser considerado como um campo auxiliar e pode ser eliminado de L através

das equações do movimento:

∂L
∂fi

= f†
i + mijφj +

1

2
λijkφjφk = 0

⇒ f†
i = −mijφj −

1

2
λijkφjφk (2.39)

o lado direito da expressão acima é idêntico à

− ∂

∂φi
F (φ) = − ∂

∂φi
(
1

2
mijφiφj +

1

3!
λijkφiφjφk)

onde F (φ) é o superpotencial avaliado no campo escalar. Note que

mijfiφj +
1

2
λijkfiφjφk = fi(mijφj +

1

2
λijkφjφk) = −fif

†
i

Como em L aparece o termo acima e seu hermitiano conjugado, temos:

L = (fif
†
i − 2fif

†
i + ∂µφ†

i∂
µφi + iχiσ

µ∂µχ̄i) − (
1

2
mijχiχj +

1

2
λijkχiχjφk + hc)
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= (∂µφ†
i∂

µφi + iχiσ
µ∂µχ̄i) − (

1

2
mijχiχj +

1

2
λijkχiχjφk + hc) − V (φ)

onde V = fif
†
i = |∂F (φ)

∂φ |2 é o potencial escalar. Da lagrangeana acima obtemos as seguintes

equações do movimento:

−i∂µχiσ
µ = mijχ̄j + λijkχ̄jφ

†
k

∂µ∂µφ†
i = −1

2
λijkχjχk − (mijmjlφ

†
l +

1

2
mijλjlmφ†

l φ
†
m + φkλikjmjlφ

†
l +

1

2
φkλikjλjlmφ†

l φ
†
m)

Em termos de espinores de Majorana, temos [12]:

Ψ =

(

χa

χ̄ȧ

)

e Ψ̄ = (χa χ̄ȧ)

Assim

Ψ̄iΨj = χiχj + χ̄iχ̄j, Ψ̄iγ
5Ψj = Ψ̄i

(

−1 0

0 1

)

Ψj = −χiχj + χ̄iχ̄j

γµΨ =

(

0 σµ

σ̄µ 0

)

Ψ =

(

σµ
aȧχ̄ȧ

σ̄µȧaχa

)

Reescrevendo L:

L = ∂µφ†
i∂

µφi +
i

2
Ψ̄iγ

µ∂µΨi −
1

2
mijΨ̄iΨj

−1

2
λijkΨ̄i

1

2
(1 − γ5)Ψjφk − 1

2
λijkΨ̄i

1

2
(1 + γ5)Ψjφ

†
k − V (φ)

onde

V (φ) = |mijφi +
1

2
λijkφjφk|2

2.5.4 Supercampos Vetoriais

Até agora usando apenas supercampos escalares quirais foi possível construir uma ¨su-

perlagrangeana¨ de Yukawa, composta apenas por espinores e escalares. No entanto os

supercampos quirais não contém campos vetoriais e portanto não permitem a construção

de teorias de gauge. Para tal é necessário introduzir uma nova classe de supercampos,

chamados de supercampos vetoriais (ou reais), definidos por [9]:

V † = V

Usando a Eq.(2.27), temos:

f = f†, ψ = χ, m = n†, Vµ = V †
µ , λ = ρ e D† = D
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Portanto:

V (x, θ, θ̄) = f + θχ + θ̄χ̄ + θθn† + θ̄θ̄n + θσµθ̄Vµ + θθθ̄λ̄ + θ̄θ̄θλ + θθθ̄θ̄D

O supercampo acima pode ser convenientemente reescrito apenas em termos de campos

reais [12]:

V (x, θ, θ̄) = C + iθχ − iθ̄χ̄ +
i

2
θθ(m + in) − i

2
θ̄θ̄(m − in) + θσµθ̄Vµ + iθθθ̄(λ̄ − i

2
σ̄µ∂µχ)

−iθ̄θ̄θ(λ − i

2
σµ∂µχ̄) +

1

2
θθθ̄θ̄(D − 1

2
∂µ∂µC)

Para obter a transformação de V podemos usar as seguintes identidades [12]:

V (x, θ = θ̄ = 0) = V (0) = C

(DaV )(0) = iχa, (D̄ȧV )(0) = −iχ̄ȧ

(D2D̄ȧV )(0) = −4iλ̄ȧ, (D̄2DaV )(0) = 4iλa

([Da, D̄ȧ]V )(0) = 2σµ
aȧVµ

(DbD̄2DaV )(0) = 4δb
aD − 2i(σµσ̄ν) b

a Vµν

onde Vµν = ∂µVν − ∂νVµ. Usando as identidades acima:

δC = [i(αQ + ᾱQ̄)V ](0) = [(αD + ᾱD̄)V ](0) = iαχ − iᾱχ̄

já que

[(αQ + ᾱQ̄)V ](0) = [(α
∂

∂θ
− ᾱ

∂

∂θ̄
)V ](0) = [(αD + ᾱD̄)V ](0)

Analogamente, temos:

δχa = −αa(m + in) + σµ

aḃ
ᾱḃ(Vµ + ∂µC)

δλa = −iDαa +
1

2
(σµσ̄ν) b

a αbVµν

δV νµ = −iασµ∂ν λ̄ + i∂νλσµᾱ − iασν∂µλ̄ + i∂µλσν ᾱ

δD = −∂µ(λσµᾱ − ασµλ̄)

δm = ᾱλ̄ + αλ − iασµ∂µχ̄ + i∂µχσµᾱ

δn = iαλ − iᾱλ̄ + ασµ∂µχ̄ + ∂µχσµᾱ

Das transformações acima vemos que Vµν , D e λ formam uma representação irredutível.
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2.6 Invariância de Gauge

Por serem operadores escalares (em geral não abelianos), os geradores do grupo de gauge

devem comutar com os geradores do grupo supersimétrico. Desta forma todas as partículas

em um supermultipleto se transformarão pela mesma representação do grupo de gauge.

Para supercampos quirais (da Eq.(2.34)):

Φ(x, θ, θ̄) = φ + θχ + θθf − iθσµθ̄∂µφ +
i

2
θθ∂µχσµθ̄ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂µφ

⇒ φ(x) → eiα(x)T φ(x), χ(x) → eiα(x)T χ(x) e f(x) → eiα(x)T f(x)

onde α(x) é o parâmetro da transformação e T é seu gerador. Como Φ envolve derivadas

dos campos, o supercampo quiral não se transforma de forma linear. No entanto podemos

generalizar as transformações de gauge para o superespaço, fazendo com que α = α(y, θ),

onde yµ = xµ−iθσµθ̄. Desta forma α e Φ são supercampos quirais e podem ser escritos como

(ver Eq.(2.33)):

α(y, θ) = Λ(y) + θψ(y) + θθF (y)

Φ(y, θ) = φ(y) + θχ(y) + θθf(y)

Assim, temos:

φ(y) → eiα(y,θ)T φ(y), χ(y) → eiα(y,θ)T χ(y) e f(y) → eiα(y,θ)T f(y)

⇒ Φ(y, θ) → eiα(y,θ)T Φ(y, θ)

sendo αT = αATA para grupos não abelianos.

Para que os termos cinéticos sejam invariantes, devemos ter:

Φ†Φ → Φ†Φ

Porém:

Φ†Φ → Φ†e−iα†T eiαT Φ 6= Φ†Φ

Portanto, para construir termos cinéticos invariantes, define-se um novo supercampo G(x, θ, θ̄)

de tal forma que:

G(x, θ, θ̄) = e−2V T e G(x, θ, θ̄) → eiα†T Ge−iαT (2.40)

assim:

Φ†GΦ → Φ†GΦ

Como G = G†, V é um supercampo vetorial:

V (x, θ, θ̄) = C + iθχ − iθ̄χ̄ +
i

2
θθ(m + in) − i

2
θ̄θ̄(m − in) + θσµθ̄Vµ + iθθθ̄(λ̄ − i

2
σ̄µ∂µχ)
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−iθ̄θ̄θ(λ − i

2
σµ∂µχ̄) +

1

2
θθθ̄θ̄(D − 1

2
∂µ∂µC)

Usando a Eq.(2.40) em primeira ordem em α, temos:

(1 − V T ) → (1 + iα†T )(1 − V T )(1 − iαT )

⇒ V T → V T + i(α − α†)T + ...

Ou seja:

V A → V A + i(αA − αA†) + ...

Como V A e i(αA−αA†) são reais, a transformação definida acima para G é consistente, já que

campos vetoriais continuam sendo vetoriais após transformações de gauge generalizadas.

Como α é um supercampo quiral:

α − α† = (Λ − Λ†) + (θψ − θ̄ψ̄) + (θθF − θ̄θ̄F †) − iθσµθ̄∂µ(Λ + Λ†)

+
i

2
(θθ∂µψσµθ̄ + θ̄θ̄θσµ∂µψ̄) − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂µ(Λ − Λ†)

Assim podemos determinar como se transformam as componentes de V 12:

C → C + i(Λ − Λ†)

χ → χ + ψ

m → m + 2Re(F ) n → n + 2Im(F )

Vµ → Vµ + 2∂µRe(Λ)

λ → λ e D → D

Das transformações acima vemos que os campos C, χ, m e n podem ser eliminados atra-

vés de transformações de gauge generalizadas. Neste gauge (chamado de gauge de Wess-

Zumino) [12]:

V (x, θ, θ̄) = θσµθ̄Vµ + iθθθ̄λ̄ − iθ̄θ̄θλ +
1

2
θθθ̄θ̄D

Porém das transformações supersimétricas para V nota-se que o gauge de Wess-Zumino

(WZ) não é um invariante supersimétrico. No entanto sempre é possível combinar trans-

formações supersimétricas e transformações de gauge generalizadas de tal forma que V

sempre esteja no gauge WZ [9].

Apesar de o gauge WZ não ser um invariante supersimétrico, nem um invariante por

transformações de gauge generalizadas, ele ainda é invariante por transformações de gauge

12Como citado acima, estas transformações incluem apenas termos em primeira ordem em α. Os demais termos
podem ser obtidos através da Eq.(2.40), usando a fórmula de Baker-Hausdorff [8, 9].
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ordinárias:

ψ(y) = 0 e F (y) = 0

⇒ α(y, θ) = α(x, θ, θ̄) = Λ − iθσµθ̄∂µΛ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂µΛ

sendo Λ real. Sob estas transformações, temos:

e−2V T → eiα†T e−2V T e−iαT

usando a fórmula de Baker-Hausdorff :

eiα†T e−2V T e−iαT = exp(−2V T + i[V T, αT + α†T ] − i(αT − α†T ))

Logo:

V ′ATA = V ATA − iV BΛC [TB , TC ] + θσµθ̄∂µΛATA

mas [TB , TC ] = ifABCTA, então:

V A → V A + fABCV BΛC + θσµθ̄∂µΛA

De tal forma que (sempre assumindo o gauge WZ):

V A(x, θ, θ̄) = θσµθ̄V A
µ + iθθθ̄λ̄A − iθ̄θ̄θλA +

1

2
θθθ̄θ̄DA

⇒ δV A
µ = fABCV BΛC + ∂µΛA

δλA = fABCλBΛC

δDA = fABCDBΛC

ou seja, V A
µ se transforma como um campo de gauge não-abeliano e λA e DA como campos

espinoriais e escalares que pertencem à mesma representação adjunta de V A
µ .

As expressões acima permitem calcular o termo invariante Φ†e−2V T Φ. Se V estiver no

gauge WZ, Φ†e−2V T Φ será invariante apenas por transformações de gauge ordinárias. Como

neste gauge V não possui termos independentes de θ e θ̄:

Φ†e−2V T Φ = Φ†(1 − 2V ATA + 2V AV BTATB)Φ

onde TA são os geradores da representação de Φ. Para

Φ(x, θ, θ̄) = φ +
√

2θχ + θθf − iθσµθ̄∂µφ +
i√
2
θθ∂µχσµθ̄ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂µφ

e

V (x, θ, θ̄) = θσµθ̄Vµ + iθθθ̄λ̄ − iθ̄θ̄θλ +
1

2
θθθ̄θ̄D (2.41)
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temos:

−2Φ†TAV AΦ|D = (−i∂µφ†TAV A
µ φ + hc) + (i

√
2χ̄λ̄ATAφ + hc) − φ†TADAφ + χ̄TAV A

µ σ̄µχ

2Φ†TAV ATBV BΦ|D = φ†TAV A
µ TBV Bµφ

onde A|D (f) indica a componente D (f ) do supercampo A. Então, usando a Eq.(2.38) e

desprezando derivadas totais :

L = Φ†e2gV T Φ|D = ff† + (Dµφ)†Dµφ + iχ̄σ̄µDµχ + gφ†TADAφ (2.42)

−i
√

2gχ̄λ̄ATAφ + i
√

2gφ†TAλAχ

onde Dµ é a derivada covariante:

Dµ = ∂µ + igTAV A
µ

Os termos acima incluem as interações entre os supercampos quirais e os campos de gauge.

Além dos termos habituais para as interações de gauges com escalares e férmions, obtemos

uma interação adicional entre os gauginos λA e os férmions e escalares da teoria.

2.6.1 Tensor de Força

Na Eq.(2.42) não estão incluídos os termos cinéticos para os bósons de gauge e seus gaugi-

nos. Estes termos devem vir de um tensor de força supersimétrico, que generalize o tensor

Fµν usual para teorias de gauge.

Caso Abeliano

O supercampo vetorial não inclui termos derivativos em Vµ. Logo, para construirmos o

tensor Fµν = ∂µVν − ∂νVµ precisamos aplicar derivadas aos supercampo V . Porém, como

queremos um tensor de força supersimétrico é conveniente aplicarmos derivadas covari-

antes à V . Usando o sistema de coordenadas (yµ, θ, θ̄), onde yµ = xµ − iθσµθ̄ e o gauge de

Wess-Zumino:

V (y, θ, θ̄) = θσµθ̄Vµ(y) + iθθθ̄λ̄(y) − iθ̄θ̄θλ(y) +
1

2
θθθ̄θ̄[D(y) + i∂µVµ(y)] (2.43)

Da =
∂

∂θa
− 2iσµ

aḃ
θ̄ḃ∂µ (2.44)

D̄ȧ = − ∂

∂θ̄ȧ
(2.45)
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Aplicando Da à V :

DaV (y) = σµ

aḃ
θ̄ḃVµ + 2iθaθ̄λ̄ − iθ̄θ̄λa + θaθ̄θ̄(D + i∂µVµ)

−iθ̄θ̄eḋḃθcσµ

cḋ
σν

aḃ
∂νVµ − θθθ̄θ̄σµ

aḃ
∂µλ̄ḃ (2.46)

Como desejado, obtivemos um termo do tipo ∂νVµ. Mas como este termo está multiplicado

por θ̄θ̄θ, não podemos definir o tensor de força como DaV , pois neste caso não seria possível

construir um termo FµνFµν (já que este viria multiplicado por (θ̄θ̄)2 = 0). Para nos livrarmos

do fator multiplicativo θ̄θ̄, basta aplicar D̄ȧD̄ȧ = D̄2, pois:

D̄2(θ̄θ̄) = −4

Logo, define-se [12]:

Wa = −D̄ḃD̄
ḃDaV = −D̄2DaV (2.47)

Obviamente:

D̄ḃWa = 0

ou seja, Wa é um supercampo quiral13. Das expressões acima, obtemos:

D̄2DaV (y) = 4iλa − 4θa(D + i∂µVµ) + 4iθcσµ

cḋ
eḋȧσν

aȧ∂νVµ + 4θθσµ
aȧ∂µλ̄ȧ

usando as identidades do Apêndice A.2, obtemos:

Wa(y, θ) = −4iλa(y) + 4θaD(y) − 2i(σµσ̄ν) b
a θbVµν(y) − 4θθσµ

aȧ∂µλ̄ȧ(y) (2.48)

Como W é um supercampo quiral, o produto W aWa será um supercampo quiral e escalar.

Portanto o termo f do produto W aWa será um invariante supersimétrico. Resta verificar se

este termo também será invariante por transformações de gauge generalizadas. Mas para

o caso abeliano:

V → V + i(α − α†)

⇒ Wa → Wa − iD̄2Da(α − α†)

Como α é um supercampo quiral:

Daα† = 0 e D̄ȧα = 0

⇒ D̄2Da(α − α†) = −2iσµ

aḃ
∂µD̄ḃα = 0

13Note que o subíndice a o distingue dos supercampos escalares quirais (Φ) definidos anteriormente.
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onde foi usada a relação de anticomutação {Da, D̄ḃ} = 2iσµ

aḃ
∂µ. Portanto:

⇒ W a → W a ⇒ W aWa → W aWa

Usando a expressão acima pode-se mostrar que:

W a(y)Wa(y)|f = W a(x)Wa(x)|f

Portanto, da Eq.(2.48):

W aWa|f = 16D2 + 32iλσµ∂µλ̄ − 8VµνV µν − 4iεµνσρV
µνV σρ + 16iDTr(σµσ̄ν)Vµν (2.49)

Os últimos dois termos podem ser desprezados usando as identidades do Apêndice A.2:

Tr(σµσ̄ν)Vµν = 2gµνVµν = 0

εµνσρV
µνV σρ = 4εµνσρ∂

µV ν∂σV ρ = 4εµνσρ∂
µ(V ν∂σV ρ)

já que V µν = ∂µV ν − ∂νV µ e εµνσρV
ν∂µ∂σV ρ = 0. Desprezando a divergência total e normali-

zando o termo VµνV µν , obtemos:

1

32
W aWa|f =

1

2
D2 + iλσµ∂µλ̄ − 1

4
VµνV µν

Como a lagrangeana deve ser real faz-se:

L =
1

64
(W aWa + W a†W †

a )|f =
1

2
D2 +

i

2
λσµ∂µλ̄ − i

2
∂µλσµλ̄ − 1

4
VµνV µν

mas

−i∂µλσµλ̄ = −i∂µ(λσµλ̄) + iλσµ∂µλ̄

Então, desprezando a divergência total:

L =
1

2
D2 + iλσµ∂µλ̄ − 1

4
VµνV µν (2.50)

Da expressão acima vemos que, além de fornecer os termos cinético para Vµ, o super-

campo W também gera os termos cinéticos invariantes de gauge para o gaugino λ. O campo

D não possui termos cinéticos e, assim como o campo f , é um campo auxiliar que pode

ser eliminado utilizando-se as equações do movimento. Da Eq.(2.50) também pode-se no-

tar que no caso abeliano os gauginos λ não se acoplam com os campos de gauge (λ se

transforma pela representação adjunta do grupo de gauge).
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Caso Não-Abeliano

Da Eq.(2.50) podemos assumir a seguinte generalização para o caso não-abeliano:

1

32
Tr(W aWa) =

1

32
W aAWA

a |f =
1

2
DADA + iλAσµDµλ̄A − 1

4
V A

µνV Aµν

onde:

V Aµν = ∂µV Aν − ∂νV Aµ − gfABCV BµV Cν

Dµλ̄A = ∂µλ̄A − gfABCV B
µ λ̄A

sendo fABC as constantes de estrutura (antisimétricas) do grupo de gauge.

Para que os termos cinéticos acima sejam invariantes de gauge, devemos ter:

Wa → e−igαT WaeigαT (2.51)

de tal forma que Tr(W aWa) seja invariante:

Tr(W aWa) → Tr(e−igαT WAaeigαT e−igαT WB
a eigαT ) = Tr(W aWa)

Para tal generaliza-se a definição da Eq.(2.47) [12]:

Wa = −D̄2(e−2gV T Dae2gV T )

Da Eq.(2.40)14:

e2gV ′T = e−igα†T e2gV T eigαT

⇒ e−igαT e−2gV T eigα†T = e−2gV ′T

então:

Wa → −D̄2[e−igαT e−2gV T eigα†T Da(e−igα†T e2gV T eigαT )]

= −D̄2[e−igαT e−2gV T eigα†T e−igα†T Da(e2gV T eigαT )]

já que Daα† = 0. Logo:

Wa → −D̄2[e−igαT DaeigαT + e−igαT e−2gV T (Dae2gV T )eigαT ]

Novamente, usando que D̄ȧα = 0, pode-se mostrar que:

D̄2(e−igαT DaeigαT ) = 0

⇒ Wa → −e−igαT D̄2[e−2gV T (Dae2gV T )]eigαT = e−igαT WaeigαT

14Aqui está sendo usada a seguinte notação: V T = V ATA e αT = αATA.
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como exigido pela Eq.(2.51).

Para obter as componentes de Wa, podemos utilizar o gauge de Wess-Zumino, já que a

lagrangeana é invariante de gauge. Neste gauge:

V A(x, θ, θ̄) = θσµθ̄V A
µ (x) + iθθθ̄λ̄A(x) − iθ̄θ̄θλA(x) +

1

2
θθθ̄θ̄DA(x)

⇒ e−2gV T = 1 − 2gV ATA + 2g2V AV BTATB

Então:

eV T Dae−V T = [1 + V T +
1

2
(V T )2]Da[1 − V T +

1

2
(V T )2]

Usando a Eq.(2.43), (2.44) e (2.45) para V , D e D̄ nas coordenadas (y, θ, θ̄), temos:

V A(y, θ, θ̄) = θσµθ̄V A
µ (y) + O(θ3)

DaV T = (σµθ̄)aVµT + O(θ2) e Da(V T )2 = θaθ̄θ̄(VµT )2

onde O(θn) são os termos com mais de n variáveis θ ou θ̄. Considerando apenas os termos

não nulos (até O(θ4)):

eV T Dae−V T = −DaV T − V TDaV T +
1

2
Da(V T )2

= −DaV T +
1

2
(DaV T )V T − 1

2
V T (DaV T )

⇒ e−2gV T Dae2gV T = 2gDaV T + 2g2[(DaV T ), V T ] = 2gDaV T + 2ig2V BDaV AfABCTC

onde

[TA, TB ] = ifABCTC

Usando a Eq.(2.46) e a Eq.(2.43) e as identidades do Apêndice A.2:

V BDaV A =
1

2
θ̄θ̄(σν σ̄µ) c

a θcV
B
µ V A

ν +
i

2
θθθ̄θ̄σµ

aȧ(λ̄A)ȧV B
µ − i

2
θθθ̄θ̄σµ

aȧ(λ̄B)ȧV A
µ

⇒ fABCTCV BDaV A = [
1

2
θ̄θ̄(σν σ̄µ) c

a θcV
B
µ V A

ν − iθθθ̄θ̄σµ
aȧ(λ̄B)ȧV A

µ ]fABCTC

Mas

Wa = −D̄2(e−2gV T Dae2gV T ) = −2gD̄2DaV T − 2ig2fABCTCD̄2(V BDaV A)

então:

Wa = −2gD̄2DaV T + 4g2fABCTC [i(σµσ̄ν) b
a θbV

B
ν V A

µ + 2θθσµ
aȧ(λ̄B)ȧV A

µ ]

Usando a expressão acima define-se WA
a :

Wa ≡ 2gWA
a TA
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⇒ WA
a = −D̄2DaV A + 2gfBCA[i(σµσ̄ν) b

b θbV
C
ν V B

µ + 2θθσµ
aȧ(λ̄C)ȧV B

µ ]

Note que no caso abeliano (fABC = 0) recupera-se a definição anterior para o tensor de força

(Eq.(2.47)). Portanto podemos utilizar o resultado da Eq.(2.48) para o cálculo do primeiro

termo de WA
a :

WA
a = −4iλA

a + 4θaDA − 2i(σµσ̄ν) b
a θb(V

A
µν − gfABCV B

µ V C
ν )

−4θθσµ
aȧ[∂µ(λ̄A)ȧ − gfABCV B

µ (λ̄C)ȧ]

⇒ WA
a (y) = −4iλA

a + 4θaDA − 2i(σµσ̄ν) b
a θbF

A
µν − 4θθσµ

aȧDµ(λ̄A)ȧ (2.52)

onde Dµ é a derivada covariante para o gaugino λ e FA
µν = V A

µν − gfABCV B
µ V C

ν é o tensor de

força usual. Como a única diferença entre a Eq.(2.52) e a Eq.(2.48) é a substituição da

derivada comum pela derivada covariante e de Vµν por Fµν , podemos determinar os termos

cinéticos diretamente da Eq.(2.50) 15:

L =
1

2
D2 + iλσµ∂µλ̄ − 1

4
VµνV µν (Caso Abeliano)

⇒ L =
1

2
(DA)2 + iλAσµDµλ̄A − 1

4
FA

µνFAµν (Caso Não-Abeliano) (2.53)

A lagrangeana obtida acima possui apenas o termo quadrático (WA)aWA
a , enquanto

qualquer polinômio em (WA)aWA
a é invariante de gauge e supersimétrico. Porém, por aná-

lise dimensional temos que [WA
a ] = [λA

a ] = 3
2 . Como mostrado na Seção 2.5.3, a lagrangeana

só pode possuir supercampos quirais com dimensão ≤ 3, então, para que a lagrangeana

resultante seja renormalizável, só são permitidos termos lineares e quadráticos em WA
a .

Mas como termos lineares não são invariantes de Lorentz (pois o supercampo possui um

índice fermiônico), o único termo cinético possível é o utilizado anteriormente (WAWA +hc).

2.6.2 Teoria de Gauge Supersimétrica

Com os resultados acima para os termos cinéticos dos campos de gauge supersimétricos,

pode-se construir a lagrangeana (renormalizável) mais geral possível que seja tanto invari-

ante de gauge como supersimétrica:

L = [Φ†
ie

2gV T Φi]D + [F (Φ) + hc]f + [WAWA + hc]|f (2.54)

onde

F (Φ) = ciΦi +
1

2
mijΦiΦj +

1

3!
λijkΦiΦjΦk

15As simplificações realizadas no caso abeliano, onde foi possível descartar os dois últimos termos da Eq.(2.49),
também são válidas para o caso não-abeliano.
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é o superpotencial. Para que este preserve a invariância de gauge todos os seus termos

devem ser invariantes. Em particular os termos lineares só serão permitidos para super-

campos singletos sobre todo o grupo de gauge.

Além dos termos presentes na Eq.(2.54), existe ainda um tipo de termo que só é permi-

tido caso a simetria de gauge possua algum grupo abeliano:

[ξAV A]|D

onde V A são apenas os supercampos de gauge referentes ao grupo abeliano. Note que, neste

caso, o termo acima é invariante de gauge e supersimétrico. Este tipo de termo é chamado

de termo de Fayet-Iliopoulos [9] e é importante para a quebra espontânea de supersimetria

(discutida na próxima seção).

Usando os resultados anteriores e desprezando possíveis termos do tipo ciΦi e ξAV A16,

podemos escrever L em termos das componentes dos supercampos:

L = (Dµφi)
†Dµφi + iχ̄iσ̄

µDµχi + iλAσµDµλ̄A − 1

4
FA

µνFAµν

+(mijfiφj −
1

2
mijχiχj +

1

2
λijkfiφjφk − 1

2
λijkχiχjφk + hc)

+gφ†
i (TA)ijD

Aφj + (i
√

2gφ†
i (TA)ijλ

Aχj + hc)

+fif
†
i +

1

2
(DA)2

De maneira análoga ao que foi feito anteriormente, podemos utilizar as equações de movi-

mento para os campos auxiliares D e f e eliminá-los da lagrangeana:

f†
i = −mijφj −

1

2
λijkφjφk (2.55)

DA = −gφ†
i (TA)ijφj (2.56)

substituindo as expressões acima em L, obtemos17:

L = (Dµφi)
†Dµφi + iχ̄iσ̄

µDµχi + iλAσµDµλ̄A − 1

4
FA

µνFAµν

−1

2
(mijχiχj + λijkχiχjφk + hc) − (

√
2gφ†

i (TA)ijλ
Aχj + hc) − V (φ) (2.57)

onde

V (φ) = fif
†
i +

1

2
(DA)2 = |mijφj +

1

2
λijkφjφk|2 +

1

2
[gφ†

i (TA)ijφj ]
2 (2.58)

16Tais termos lineares serão discutidos em detalhe na próxima seção.
17Por conveniência foi feita a redefinição λA → iλA.
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2.7 Quebra Espontânea de Supersimetria

Como em todo caso de quebra espontânea de simetria, as condições para que ocorra a

quebra de supersimetria são:

1.

Qa|0〉 6= 0 ou Q̄ȧ|0〉 6= 0 (2.59)

2.

〈0|[αQ + ᾱQ̄,Φ]|0〉 6= 0 (2.60)

onde Φ é um supercampo qualquer.

A primeira condição pode ser reescrita como uma condição sobre a hamiltoniana (H), se

usarmos a seguinte relação de comutação e a identidade:

{Qa, Q̄ḃ} = 2σµ

aḃ
Pµ e Tr(σµσ̄ν) = 2gµν

⇒ Pµ =
1

4
(σ̄µ)ḃa{Qa, Q̄ḃ}

⇒ P 0 = H =
1

4
(Q1Q

†
1 + Q2Q

†
2 + Q†

1Q1 + Q†
2Q2)

onde foi usado que Q̄ȧ = Q†
a. Então:

〈Ψ|H|Ψ〉 =
1

4
(‖Q†

1|Ψ〉‖2 + ‖Q†
2|Ψ〉‖2 + ‖Q1|Ψ〉‖2 + ‖Q2|Ψ〉‖2) ≥ 0

Portanto18:

Qa|0〉 6= 0 ⇔ 〈0|H|0〉 > 0

Ou seja, para que haja quebra espontânea de supersimetria a energia do vácuo deve ser

positiva definida. Além disso, não pode existir nenhum estado supersimétrico que minimize

H, já que este será, necessariamente, um mínimo global. Portanto, uma das condições para

a quebra de supersimetria é que não exista nenhum vácuo supersimétrico. Ou seja, para

que a supersimetria seja quebrada espontaneamente não podem existir soluções para

〈0|H|0〉 = 0

18Rigorosamente, temos:

‖Qa|0〉‖
2 = 〈0|Q†

aQa|0〉 =

Z

d3x〈0|Q†
aj0(x)|0〉 =

Z

d3x〈0|Q†
aj0(0)|0〉

= 〈0|Q†
aj0(0)|0〉

Z

d3x → ∞

onde foi usado
R

d3xj0(x) = Qa, P µ|0〉 = 0 e [Q, P µ] = 0. Ou seja, 〈0|H|0〉 não está bem definido se Q|0〉 6= 0,
apenas 〈0|H|0〉, onde H é a densidade de hamiltoniana.
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A segunda condição para a quebra espontânea resulta em:

〈0|δΦ|0〉 6= 0

No entanto, como a transformação supersimétrica de um campo fermiônico é um campo

bosônico, o campo Φ deve ser um campo fermiônico, para que δΦ seja escalar19. Para

supercampos quirais, temos:

Φ = χ ⇒ 〈0|δχa|0〉 = 2αa〈0|f |0〉 6= 0

já que

δχa = 2αaf + 2i∂µφσµ

aḃ
ᾱḃ

e 〈0|∂µφ|0〉 = 0. Já para supercampos vetoriais:

Φ = λA
a ⇒ 〈0|δλA

a |0〉 = −i〈0|DA|0〉αa 6= 0

pois

δλA
a = −iDAαa − 1

2
(σµσ̄ν) b

a αbV
A
µν

Logo as condições para que haja quebra espontânea de supersimetria são:

〈0|H|0〉 > 0 , 〈0|f |0〉 6= 0 ou 〈0|DA|0〉 6= 0 (2.61)

Das Eq.(2.57) e (2.58) podemos reescrever os termos de Yukawa e de massa para os

férmions como:
1

2
(mijχiχj + λijkχiχjφk) =

1

2

∂2F (φ)

∂φi∂φj
χiχj

Portanto:

LSUSY = (Dµφi)
†Dµφi + iχ̄iσ̄

µDµχi + iλAσµDµλ̄A − 1

4
FA

µνFAµν

−(
1

2

∂2F (φ)

∂φi∂φj
χiχj +

√
2gφ†

i (TA)ijλ
Aχj + hc) − V (φ) (2.62)

e

V (φ) = |mijφj +
1

2
λijkφjφk|2 +

1

2
(φ†

i (TA)ijφj)
2

Da Eq.(2.55) e da Eq.(2.56) vemos que as condições para a quebra espontânea da supersi-

metria (Eq.(2.63)) não são satisfeitas, já que existe uma solução supersimétrica trivial que

minimiza H:

〈0|φi|0〉 = φi0 = 0

19Já que a existência de campos fermiônicos com valores esperados no vácuo (vevs) não nulos quebra a invari-
ância de Lorentz.
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Portanto, para que haja quebra espontânea de supersimetria devemos acrescentar novos

termos à L. Os únicos termos possíveis são um termo linear em F (que exige um super-

campo invariante de gauge) e um termo linear em DA. Como discutido anteriormente, o

termo linear em DA (termo de Fayet-Iliopoulos) só é possível se o grupo de gauge possui um

fator U(1). Com essas modificações temos a seguinte lagrangeana:

L = LSUSY + ξADA + ci(fi + f†
i )

que resultam nas novas equações para os campos auxiliares:

f†
i = −∂F (φ)

∂φi
= −ci − mijφi −

1

2
λijkφjφk

DA = −ξA − gφ†
i (TA)ijφj

Neste caso o potencial escalar se torna:

V (φ) = |∂F (φ)

∂φ
|2 +

1

2
(ξA + φ†

iTAφi)
2

onde

F (φ) = ciφi +
1

2
mijφiφj +

1

3!
λijkφiφjφk

Então, para que haja quebra de supersimetria, não podem existir soluções para as equa-

ções:
∂F (φ)

∂φi
= 0

ξA + gφ†
i (TA)ijφj = 0

pois caso contrário temos 〈0|H|0〉 = 0.

A existência de solução dependerá das relações entre os parâmetros do superpotencial

e de ξA. Uma maneira de impedir tais soluções é impor mais condições do que variáveis

livres. Um exemplo são superpotenciais do tipo O’Raifeartaigh [9, 14]:

F (Φ) = ΦiGi(Ψ)

onde Φi e Ψn são dois conjuntos de supercampos quirais. Desta forma:

∂F (φ, ψ)

∂φi
= 0 ⇒ Gi(ψ) = 0 (2.63)

e
∂F (φ, ψ)

∂ψn
= 0 ⇒ φi

∂Gi(ψ)

∂ψn
= 0
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onde φ e ψ são as componentes escalares de Φ e Ψ, respectivamente. Se o número de

campos φ for superior ao de campos ψ, então a Eq.(2.63) representa um número maior de

condições do que de variáveis e, em geral, não possuirá solução, resultando na quebra de

supersimetria.

2.7.1 Modelo de O’Raifeartaigh

O exemplo mais simples do tipo de superpotencial descrito acima admite três supercampos

quirais, onde [14]:

F (Φ) = Φ1(λΦ2
3 − λM2) + Φ2(µΦ3)

e por simplicidade, assumiremos λ, µ e M como reais e µ2 > 2λ2M2. Desta forma a Eq.(2.63)

se torna20:

λφ2
3 − λM2 = 0 e µφ3 = 0

Obviamente não há solução possível para o sistema de equações acima. Logo espera-se

que ocorra quebra de supersimetria. Neste modelo temos as seguintes identidades para os

campos f :

f†
1 = −(λφ2

3 − λM2), f†
2 = −µφ3 e f†

3 = −(µφ2 + 2λφ1φ3)

Portanto o potencial escalar será:

V (φ) = fif
†
i = λ2|φ2

3 − M2|2 + µ2|φ3|2 + |µφ2 + 2λφ1φ3|2

Devido à forma do potencial escalar, sempre é possível escolher 〈φ2〉 de tal forma que o

último termo seja nulo no mínimo de V (φ). Então basta minimizar os dois primeiros termos

que só dependem de φ3. Desta forma pode-se mostrar [15] que, para µ2 > 2λ2M2, V possuirá

um mínimo em:

〈φ3〉 = 0, 〈φ2〉 = 0

independente do valor de 〈φ1〉, onde 〈φ〉 = 〈0|φ|0〉. Ou seja, o plano Re(φ1) − Im(φ1) contém

todos os vácuos deste modelo.

Assumindo 〈φ1〉 = 0, pode-se calcular facilmente os termos de massa para os escalares:

V (φ) = −λ2M2(φ2
3 + φ†2

3 ) + µ2|φ3|2 + µ|φ2|2 + ...

resultando nas seguintes massas:

m2
η1

= m2
ρ1

= 0

m2
η2

= m2
ρ2

= µ2

m2
η3

= µ2 − 2λ2M2, m2
ρ3

= µ2 + 2λ2M2 (2.64)

20Aqui Φi representa o supercampo quiral e φi sua componente escalar.
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onde ηi e ρi são as componentes real e complexa do escalar i.

Da Eq.(2.62) vemos que a matriz de massa dos férmions será dada por:

mij =
∂2F (φ)

∂φi∂φj
|φ=0

Portanto (novamente, fazendo 〈φ1〉 = 0):

m =







0 0 0

0 0 µ

0 µ 0







o que sugere a definição do seguinte espinor de Dirac:

ΨD =

(

χ2

χ̄3

)

Desta forma obtemos o termo de massa:

−1

2
mijχiχj + hc = −µ(χ2χ3 + χ̄2χ̄3) = −µΨ̄DΨD (2.65)

Ou seja, os campos fermiônicos χi resultam em um espinor de Dirac massivo e um espinor

de Majorana sem massa. Este último nada mais é do que o férmion de Goldstone (goldstino)

associado à quebra da supersimetria (global).

Portanto, neste modelo temos um escalar complexo (η1 + iρ1) sem massa, assim como o

seu superparceiro fermiônico (χ1), como esperado de modelos supersimétricos. No entanto,

os férmions χ2 e χ3 se combinam em um único campo de Dirac, enquanto seus superpar-

ceiros escalares apresentam massas distintas entre si. A escala da quebra de supersimetria

é da ordem de λ2M2 e o mínimo do potencial será

〈V 〉 = λ2M4

que, como esperado, é estritamente positivo .

2.7.2 Termo de Fayet-Iliopoulos

Como discutido anteriormente, a quebra de supersimetria através da componente D do

supercampo vetorial necessita, em geral, do termo (ξD)21. Um exemplo simples deste me-

canismo será discutido a seguir.

Para que o termo de Fayet-Iliopoulos possa existir, o grupo de gauge deve possuir um

fator U(1). Por simplicidade assumiremos a existência de dois supercampos quirais com

21Podem existir casos em que a quebra espontânea através do campo f também resulte em um vev não nulo
para o campo D, mesmo que ξ = 0.

61



cargas opostas (Φ+ e Φ−) e o grupo de gauge U(1), com o seguinte superpotencial [9]:

F (Φ) = mΦ+Φ−

já que os demais termos não são invariantes de gauge. Neste caso:

f†
± = −mφ∓

D = ξ + e|φ+|2 − e|φ−|2

onde e é a carga do campo φ+. Então:

V (φ) = m2(|φ+|2 + |φ−|2) +
1

2
(ξ + e|φ+|2 − e|φ−|2)2 (2.66)

Da expressão acima temos que V = 0 não possui solução, ou seja, a supersimetria é es-

pontaneamente quebrada. Caso os vevs dos campos escalares não sejam nulos, ocorrerá

uma quebra de supersimetria juntamente com a quebra do grupo de gauge. Caso contrá-

rio, apenas a supersimetria será quebrada. Os vevs dos campos escalares dependerão dos

parâmetros m, ξ e e.

O potencial escalar fornece a seguinte matriz de massa:

M2 =

(

m2 + eξ + e2(3|φ+|2 − |φ−|2) −2e2|φ−||φ+|
−2e2|φ−||φ+| m2 − eξ + e2(3|φ−|2 − |φ+|2)

)

Assumindo m2 > |eξ|, temos que V possuirá um mínimo em 〈φ+〉 = 〈φ−〉 = 0. Logo os

campos escalares possuirão massas m2
+ = m2 + eξ e m2

− = m2 − eξ. Neste caso, para o setor

fermiônico temos:

mf
ij =

∂2F (φ)

∂φi∂φj
|φ=0 = mδi+δj− (2.67)

onde δi± é o delta de Kronecker para os supercampos Φ±. Portanto a degenerescência de

massa entre os escalares e férmions da teoria foi quebrada por um termo da ordem de eξ.

Além disso, da Eq.(2.66), vemos que o mínimo do potencial será:

〈V 〉 =
1

2
ξ2 > 0

Note que todos os campos escalares possuem vevs nulos e, portanto, a simetria de gauge

original não é quebrada. Portanto, o bóson de gauge e o gaugino continuam sem massa,

sendo este último o goldstino resultante da quebra de supersimetria.
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2.7.3 Supertraço das Massas

Os resultados obtidos na Eq.(2.64) e na Eq.(2.65), demonstram uma importante relação

entre as massas fermiônicas e bosônicas, após a quebra de supersimetria:

3
∑

i=1

(m2
ηi

+ m2
ρi

) = 4µ2

e

m2
χ1

+ m2
χ2

+ m2
χ3

= 2µ2

onde χi são os auto-estados de massa para os férmions quirais. Então:

∑

escalares

m2
j=0 = 2

∑

fermions

m2
j= 1

2

Relações deste tipo são frequentemente obtidas no caso de quebra espontânea de su-

persimetria. Usando a lagrangeana da Eq.(2.62) podemos obter uma expressão mais geral,

válida para qualquer caso de quebra espontânea.

Assumindo quebra espontânea de supersimetria, ou seja V (φ0) > 0, a matriz de massa

para os bósons de gauge será:

g2φ∗
io(TA)ij(TB)jlφloV

A
µ V µB =

∂DA

∂φj

∂DB

∂φ†
j

V A
µ V µB |φ0

⇒ (m2
V )AB = [

∂DA

∂φj

∂DB

∂φ†
j

+
∂DA

∂φ†
j

∂DB

∂φj
] |φo

já que a matriz de massa deve ser simétrica. Já para os férmions, temos:

−(
1

2

∂2F (φ)

∂φi∂φj
χiχj +

√
2gφ†

i (TA)ijλ
Aχj + hc) = −(

1

2

∂2F (φ)

∂φi∂φj
χiχj −

√
2
∂DA

∂φj
λAχj + hc)

Portanto podemos escrever [11]:

(mF )A
ij =

(

∂2F (φ)
∂φi∂φj

−
√

2∂DA

∂φi

−
√

2∂DA

∂φj
0

)

|φo
=





−∂f†
j

∂φi
−
√

2∂DA

∂φi

−
√

2∂DA

∂φj
0



 |φo

onde os termos não diagonais se referem à mistura entre os gauginos (λA) e os férmions

quirais (χ). Finalmente, para os escalares:

(m2
S)ij =





∂2V (φ)

∂φi∂φ†
j

∂2V (φ)
∂φi∂φj

∂2V (φ)

∂φ†
i ∂φ†

j

∂2V (φ)

∂φj∂φ†
i



 |φo
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Usando a Eq.(2.58):
∂2V (φ)

∂φi∂φ†
j

=
∂f†

l

∂φi

∂fl

∂φ†
j

+ DA ∂2DA

∂φi∂φ†
j

+
∂DA

∂φi

∂DA

∂φ†
j

e
∂2V (φ)

∂φi∂φj
= fl

∂2f†
l

∂φi∂φj
+

∂DA

∂φi

∂DA

∂φj

Portanto:

(m2
S)ij =







∂f†

l

∂φi

∂fl

∂φ†
j

+ DA ∂2DA

∂φi∂φ†
j

+ ∂DA

∂φi

∂DA

∂φ†
j

fl
∂2f†

l

∂φi∂φj
+ ∂DA

∂φi

∂DA

∂φj

f†
l

∂2fl

∂φ†
i ∂φ†

j

+ ∂DA

∂φ†
i

∂DA

∂φ†
j

∂f†

l

∂φj

∂fl

∂φ†
i

+ DA ∂2DA

∂φj∂φ†
i

+ ∂DA

∂φj

∂DA

∂φ†
i






|φo

Das matrizes m2
S, mF e m2

V podemos calcular o seguintes traços:

Tr(m2
S)ii = 2(

∂f†
l

∂φi

∂fl

∂φ†
i

+ DA ∂2DA

∂φi∂φ†
i

+
∂DA

∂φi

∂DA

∂φ†
i

) |φo

Tr(m†
F mF )ii = (

∂f†
l

∂φi

∂fl

∂φ†
i

+ 4
∂DA

∂φi

∂DA

∂φ†
i

) |φo

Tr(m2
V )AA = 2

∂DA

∂φi

∂DA

∂φ†
i

|φo

Acima todos os índices repetidos implicam em soma sobre os índices. Logo:

STr(m2) ≡ Tr(m2
S)ii − 2Tr(m†

F mF )ii + 3Tr(m2
V )AA = 2(DA ∂2DA

∂φi∂φ†
i

) |φo
= −2gTr(TA)〈DA〉 (2.68)

A definição de STr(m2) acima é conhecida como supertraço das massas e pode ser reescrita

em termos dos spins dos campos:

STr(m2) =
∑

J

(−1)2J(2J + 1)m2
J

A Eq.(2.68) impõe um vínculo entre as massas dos férmions e bósons da teoria de tal

forma que a diferença de massas entre estes não pode ser arbitrariamente grande (deve ser

da orden de g〈D〉). Para o caso de quebra espontânea através do termo de Fayet-Iliopoulos,

no lado direito da Eq.(2.68) só aparecerá o campo D referente ao grupo abeliano. No entanto

para que a teoria seja livre de anomalias é comum impor Tr(TA) = 0, onde TA é a matriz de

carga dos campos. Neste caso:

STr(m2) = 0 (2.69)

Note que no modelo apresentado na Seção 2.7.2, temos 〈D〉 = ξ 6= 0. No entanto:

Tr(TA) = e − e = 0
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Calculando o supertraço das massas neste modelo22

2(m2
+ + m2

−) − 2(m2
χ+ + m2

χ−) = 2(m2 + eξ + m2 − eξ) − 2(m2 + m2) = 0

de acordo com a Eq.(2.68).

22O fator 2 presente no primeiro termo é devido aos dois graus de liberdade (componente real e complexa) dos
campos φ, enquanto no segundo termo é devido à definição do supertraço.
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Capítulo 3

MSSM

3.1 Problema de Hierarquia

Como discutido no fim da Seção 2.1.1, as representações do Grupo de Poincaré são dife-

rentes para partículas com e sem massa. Em geral, o número de polarizações possíveis

para uma partícula de spin s é 2s + 1 se esta tem massa, s (2s, se impusermos a simetria

de Paridade) para partículas sem massa de spin inteiro e s + 1
2 (2s + 1, impondo Paridade)

para partículas sem massa de spin semi-inteiro. Ou seja, termos de massa acoplam todos

os possíveis estados de polarização de uma partícula. Obviamente esta diferenciação não é

válida para escalares, já que estes possuem spin nulo.

Conseqüentemente, se a imposição de simetrias extras impede acoplamentos entre os

estados de polarização de uma mesma partícula, a invariância de Lorentz exige que esta

permaneça sem massa em todas as ordens de teoria de perturbação. Para os bósons veto-

riais, a invariância por transformações de gauge implica que a polarização longitudinal não

é física [16]. Já para os férmions, a simetria quiral distingue as componentes left-handed e

right-handed:

ψ → eiφγ5

ψ =

(

e−iφ 0

0 eiφ

)(

ψL

ψR

)

⇒ ψL → e−iφψL

ψR → eiφψR

Portanto, se impusermos a invariância de gauge e a simetria quiral, termos de massa para

os férmions e bósons de gauge não são permitidos:

mAAµAµ → mAAµAµ + 2mAAµ∂µα + mA∂µα∂µα

mf ψ̄ψ → mf ψ̄e2iφγ5

ψ

Conseqüentemente, se a invariância de gauge e a simetria quiral são quebradas por um

parâmetro v, as massas dos bósons de gauge e dos férmions deverão necessariamente ser
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proporcionais à v (em todas as ordens de teoria de perturbação). Pois desta forma:

v → 0 ⇒ mA = mf = 0

Como o Modelo Padrão é uma teoria de gauge e quiral (no limite em que os acoplamentos

de Yukawa e que o vev do Higgs são nulos), as massas dos férmions e dos bósons de gauge

são protegidas pela combinação da invariância de Lorentz com as simetrias de gauge e as

transformações quirais. No entanto, o mesmo não é válido para o setor escalar, pois este

não possui nenhuma simetria que proteja sua massa.

No SM, a quebra da invariância de gauge (SU(2)×U(1)/U(1)) e das simetrias quirais são

proporcionais ao vev do dubleto escalar (〈φ〉 =

(

0

v

)

) e aos acoplamentos de Yukawa (λi).

Logo as correções quânticas para as massas dos férmions e bósons vetoriais do Modelo

Padrão devem ser proporcionais à v. Em geral estas correções podem depender quadratica-

mente, linearmente ou logaritmicamente do cut-off Λ:

δm2 = aΛ2 + bΛ + clnΛ + d

No entanto, como mA, f ∝ v em todas as ordens, por análise dimensional:

δm2
A, f = v2(clnΛ + d) (3.1)

Ou seja, as correções dependem apenas logaritmicamente do cut-off. Como o escalar de

Higgs não possui nenhuma simetria que proteja sua massa, teremos:

δm2
φ = aΛ2 + bΛ + clnΛ + d

⇒ m2
φ = m

2(0)
φ + aΛ2 + ...

onde m
(0)
φ é a massa do Higgs em nível de árvore. A dependência quadrática no cut-off

(ao invés de logarítmica) faz com que uma massa da ordem de Λ seja o valor natural para

a massa do Higgs. No entanto argumentos teóricos (como unitariedade) e uma enorme

quantidade de dados experimentais indicam um Higgs com massa inferior a 1 TeV. Se

assumirmos que o Modelo Padrão é válido para energias muito acima da escala eletrofraca

(ou seja Λ À v), será necessário um grande ajuste fino para que a massa do Higgs seja

da ordem de v. Este problema teórico do Modelo Padrão é conhecido como Problema da

Hierarquia.

Teorias supersimétricas resolvem de maneira natural o Problema de Hierarquia, já que a

supersimetria relaciona escalares e férmions. Desta forma, a simetria quiral e a invariância

de gauge que protegem as massas dos férmions e dos bósons vetoriais é automaticamente

estendida para os sférmions e gauginos, resultando em um cancelamento das divergências

quadráticas presentes no Modelo Padrão. O método do potencial efetivo [17] é extrema-
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mente útil para a análise das divergências do potencial escalar. Em 1-loop temos [11, 17]:

V
(1)
ef = V0 +

1

32π2
[Λ2STrM̃2 + STr(M̃4ln

M̃2

Λ2
− 1

2
)] (3.2)

onde V0 é o potencial escalar em nível de árvore, Λ é o cut-off e M̃ são as matrizes de massa

para todas as partículas da teoria considerando a possibilidade de vevs não nulos para os

escalares. Como visto na Seção 2.7.3, em teorias supersimétricas ou com quebra espontâ-

nea de supersimetria do tipo F (com 〈F 〉 6= 0), o supertraço de M̃2 será nulo, resultando em

uma teoria livre de divergências quadráticas.

Mas o mesmo não ocorre caso a supersimetria seja quebrada explicitamente. Porém, se

esta quebra for soft, ou seja, só contiver parâmetros de dimensão positiva (msoft), as úni-

cas contribuições quadraticamente divergentes para V
(1)
ef devem ser proporcionais à msoft.

Então, por análise dimensional:

V
(1)
ef = V0 + Λ2msoftφ + ...

Como veremos a seguir, o MSSM não possui campos estéreis (singleto sob todas as sime-

trias), conseqüentemente tais operadores lineares em φ não são permitidos.

No entanto, assumindo a quebra soft e utilizando o método do potencial efetivo, pode-se

mostrar que V
(1)
ef possuirá termos do tipo [18]:

V
(1)
ef = V0 +

λ2

4π2
(m2

soft − m2)φ2 + ...

Ou seja, teremos correções para a massa do Higgs proporcionais à diferença de massa entre

as partículas e superpartículas da teoria. Portanto, para que o problema de hierarquia seja

resolvido, as superpartículas não podem ter massas arbitrariamente grandes. Análises de

ajuste fino sugerem que as diferenças de massa devam ser inferiores à 1 TeV [19]. Logo,

para estabilizar o potencial escalar frente às correções radiativas, o conteúdo de partículas

do SM deve ser duplicado, de tal forma a incluir os superparceiros dos quarks, léptons,

bósons de gauge e escalares de Higgs. Além disso, a escala de massa das superpartículas

deve ser . 1 TeV.

Apesar desta duplicação dos graus de liberdade muitas vezes ser encarada como uma

desvantagem das teorias supersimétricas, um mecanismo semelhante é responsável pela

proteção das massas dos elétrons na eletrodinâmica quântica [20]. Como vimos, a simetria

quiral é a responsável pelo cancelamento das divergências quadráticas nas massas dos

férmions. Mas esta simetria só pode ser definida se o elétron for um férmion de Dirac,

ou seja, se assumirmos a existência do pósitron. Isto não ocorre no eletromagnetismo

clássico, onde o elétron possui uma auto-energia dada por (utilizando o sistema de unidades
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internacionais):

Eself =
e2

4πε0re

sendo re o raio clássico do elétron. Por ser uma energia intrínseca do elétron, podemos

associá-la com sua massa:

mexp
e = mnua

e +
e2

4πε0re

No entanto, o limite experimental para o raio clássico do elétron é re < 10−17 cm [20], o que

implica Eself ≈ 10 GeV. Portanto, para que a massa do elétron seja ∼ 0.5 MeV precisamos

de um enorme ajuste fino entre a massa nua e a auto-energia:

mnua
e = −9999.5 MeV

Este argumento pode ser usado no sentido oposto para impor um limite de validade para a

teoria clássica. Se assumirmos um ajuste fino da ordem de 10 %:

Eself ≈ 1 MeV ⇒ re ≈ 10−13 cm

Ou seja, espera-se que o eletromagnetismo clássico só seja válido até a escala de 10−13

cm. De fato, efeitos quânticos se tornam relevantes na escala ~

2mec2 ≈ 200 × 10−13 cm. Ao

incluirmos efeitos quânticos, a simetria CPT da eletrodinâmica quântica exige a inclusão

do pósitron, o que resulta em novas contribuições para a auto-energia do elétron [20]:

Ēself = − e2

4πε0re

Desta forma, em primeira ordem, a auto-energia do elétron é exatamente nula. Este re-

sultado é esperado, já que toda a argumentação acima é válida para elétrons sem massa

e, como vimos anteriormente, eles devem permanecer sem massa no limite me → 0. Da

Eq.(3.1) temos que as primeiras correções não nulas para me serão:

δme =
3e2

(4π)2ε0~c
mnua

e ln
~

mecre

Assim, mesmo que re seja da ordem do comprimento de Planck ( ∼ 10−33 cm), teremos

correções de apenas 10 % de me.

O problema de hierarquia no eletromagnetismo clássico é muito semelhante ao problema

de hierarquia do Modelo Padrão e em ambos os casos podemos interpretá-lo como um

indício do limite de validade da teoria. Além disso, a solução nos dois casos também é

idêntica: devemos duplicar o conteúdo de partículas da teoria para cancelar as divergências

quadráticas. Note que para que este cancelamento ocorra a carga do pósitron deve ser

idêntica à do elétron (em módulo), o que, neste caso, é uma conseqüência da invariância

por CPT. Analogamente, para resolver o problema de hierarquia do SM, os acoplamentos de
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gauge e de Yukawa das superpartículas têm que estar relacionados aos das partículas do

Modelo Padrão. Neste caso estas relações são resultado da invariância por transformações

supersimétricas.

3.2 Lagrangeana

O Modelo Padrão Supersimétrico Mínimo (ou MSSM) é definido como a extensão supersimé-

trica mínima do Modelo Padrão, ou seja, a extensão com o menor número de novos campos

e novas interações1.

Como discutido anteriormente, uma lagrangeana supersimétrica e invariante de gauge

assume a seguinte forma:

L = F |f + K|D + W |f

onde

F = ciΦi +
mij

2
ΦiΦj +

λijk

3!
ΦiΦjΦk + hc

K = Φ†
ie

2gVAT A

Φi + ξAV A e W = WAaWA
a

sendo F o superpotencial, K o potencial de Kähler (incluindo o termo de Fayet-Iliopoulos) e

hc denota hermitiano conjugado.

Assim como no Modelo Padrão, o MSSM possui o grupo de gauge SU(3) × SU(2) × U(1) e

o conteúdo (mínimo) de supercampos2[15] mostrados na Tabela 3.1:

Supercampos SU(3) SU(2) U(1)

L = L(l̃, l, fL) 1 2 -1 Dubleto Leptônico
EC = EC(ẽC , eC

L , fE) 1 1 2 Anti-singleto Leptônico
Q = Q(q̃, q, fQ) 3 2 1/3 Dubleto de Quarks

UC = UC(ũC , uC
L , fU ) 3* 1 - 4/3 Anti-singleto Quark Up

DC = DC(d̃C , dC
L , fD) 3* 1 2/3 Anti-singleto Quark Down

Hu = Hu(h̃u, hu, fHu
) 1 2 1 Dubleto Escalar Up

Hd = Hd(h̃d, hd, fHd
) 1 2 -1 Dubleto Escalar Down

G = G(g̃, g, DG) 8 1 0 Bósons de Gauge do SU(3)

V a = V a(W̃ a,W a, DW ) 1 3 0 Bósons de Gauge do SU(2)

V ′ = V ′(B̃, B, DV ′) 1 1 0 Bóson de Gauge do U(1)

Tabela 3.1: Supercampos do MSSM, suas componentes escalares, fermiônicas e vetoriais e
suas representações.

A notação usada na Tabela 3.1 define todos os supercampos como supercampos quirais

de mão esquerda. Desta forma o supercampo L contém um dubleto de 2-espinores left (l),

1Em muitos casos outras simplificações também são assumidas, como a universalidade dos termos soft e
parâmetros soft reais (ver Seção 3.2.3)

2Na Tabela 3.1 está sendo considerada apenas a primeira geração e os índices de gauge estão sendo omitidos.
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um dubleto de escalares ou sléptons (l̃) e um dubleto de campos auxiliares (fL). As compo-

nentes escalares dos supercampos de quarks e léptons são chamadas de squarks e slép-

tons, enquanto as componentes fermiônicas dos supercampos de Higgs e dos supercampos

vetoriais G, V a e V ′ são chamadas de higgsinos, gluinos, winos e binos, respectivamente.

A principal diferença entre o conteúdo de campos do SM e o do MSSM (além da duplica-

ção de graus de liberdade) é a existência de dois dubletos escalares de Higgs. Como discu-

tido anteriormente, o superpotencial F não pode possuir termos do tipo Φ†
iΦjΦk = H†

dUUC ,

que geram massa para o quark u, assim como é feito no SM. Portanto, adiciona-se um novo

dubleto de Higgs com hipercarga oposta. Além disso, pode-se mostrar que o modelo só está

livre de anomalias para um número par de dubletos escalares [9].

Como nenhum supercampo é um singleto sob todos os grupos de gauge, nenhum termo

linear é permitido no superpotencial F . Impondo-se apenas invariância de gauge e renor-

malizabilidade, temos o seguinte superpotencial:

F = µεαβHα
u Hβ

d + εαβ [Hα
d Lβ

i (λl)ijE
C
j − Hα

u Qβ
i (λu)ijU

C
j + Hα

d Qβ
i (λd)ijD

C
j ]

+εαβ [(cl)ijkLα
i Lβ

j EC
k + (cd)ijkLα

i Qβ
j DC

k + ciH
α
u Lβ

i ] + (cu)ijkUC
i DC

j DC
k (3.3)

onde α, β são índices do SU(2), i, j e k são os índices de geração, eαβ = −eβα e ε12 = −ε21 = 1.

Os índices referentes ao grupo SU(3) não estão mostrados, mas são contraídos de maneira

trivial.

3.2.1 Paridade R

Como discutido na Seção 2.2.1, para N = 1, a superálgebra admite uma simetria abeliana

(simetria R) que transforma os geradores Qa da seguinte forma:

Qa → eiφQa e Q̄ȧ → e−iφQ̄ȧ

Por não comutar com os operadores supersimétricos, esta simetria permite que as compo-

nentes de um mesmo supercampo se transformem de maneira diferente sob R. Podemos

utilizar as representações dos operadores Q e Q̄ no superespaço para determinar como se

transformam as coordenadas θ sob o operador R. Da Eq.(2.24) e da Eq.(2.25):

Qa → eiφQa ⇒ θ̄ȧ → eiφθ̄ȧ e θa → e−iφθa

Logo, se um supercampo quiral possui carga RΦ:

Φ → e−iφRΦΦ
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suas componentes deverão se transformar como (ver Eq.(2.34))

φ → e−iφRφφ, χ → e−iφ(Rφ−1)χ e f → e−iφ(RΦ−2)f

Ou seja, as componentes escalar, fermiônica e auxiliar deverão ter cargas Rφ, Rφ−1 e RΦ−2,

respectivamente. Já para um supercampo vetorial (usando a Eq.(2.41)):

V = V † ⇒ RV = 0

⇒ Vµ → Vµ, λ → e−iφλ e D → D

Logo, a invariância por uma simetria R impede termos de massa de Majorana para os

gauginos, pois

M(λλ + λ̄λ̄) → M(e−2iφλλ + e2iφλ̄λ̄)

No MSSM a possibilidade de gauginos sem massa já foi completamente descartada. Por-

tanto a simetria R não pode ser uma simetria a baixas energias. Por outro lado, a imposição

de uma simetria R impede os termos da segunda linha da Eq.(3.3). Isto é desejável, já que

tais termos resultam em um rápido decaimento do próton e em outros processos com vi-

olação de número leptônico e bariônico muito superiores aos limites experimentais [9, 21]

(ver Apêndice C).

No entanto, existe uma outra maneira de impedir os termos indesejáveis do superpo-

tencial e ao mesmo tempo permitir termos de massa para os gauginos: basta restringir a

simetria R para uma simetria discreta com φ = π, chamada de Paridade R [15]. Assim:

M(λλ + λ̄λ̄) → M(e−2iπλλ + e2iπλ̄λ̄) = M(λλ + λ̄λ̄),

eiφRΦ → (−1)RΦ ,

(Qa, Q̄ȧ) → −(Qa, Q̄ȧ) e (θ, θ̄) → −(θ, θ̄)

Para os supercampos do MSSM defini-se:

Q, UC , DC , L, EC → RΦ = −1 (3.4)

Hu, Hd → RΦ = +1

Se usarmos as definições acima para calcular a paridade das componentes dos supercam-

pos, veremos que podemos definir a Paridade R para estas componentes como:

R = (−1)3(B−L)+2s

onde B e L são os números bariônico e leptônico (definidos de maneira análoga ao SM) e s é

o spin do campo. Note que a paridade R diferencia campos escalares e fermiônicos perten-
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centes à um mesmo supercampo: as componentes escalares possuem a mesma paridade do

supercampo e as componentes fermiônicas possuem paridade oposta. Com esta definição

todas as partículas do SM possuem paridade +1 e todas as superpartículas paridade −1.

Impondo-se paridade R quaisquer termos cúbicos nos supercampos da Eq.(3.4) são proi-

bidos no superpotencial, assim como o termo HuL. Portanto:

F = µεαβHα
u Hβ

d + εαβ [Hα
d Lβ

i (λl)ijE
C
j − Hα

u Qβ
i (λu)ijU

C
j + Hα

d Qβ
i (λd)ijD

C
j ] (3.5)

Note que o único parâmetro de massa em L é o termo µ, que gera uma massa em nível de

árvore para os Higgs e os higgsinos. Outra importante conseqüência da imposição de Pari-

dade R é a produção de superpartículas em pares, já que qualquer processo que contenha

apenas partículas no estado inicial terá paridade +1. Além disso, a superpartícula mais

leve não poderá decair na partículas do Modelo Padrão, o que a torna estável.

Por completeza, listamos aqui o potencial de Kähler (ver Seção 2.5.2) e o tensor de força

para o MSSM (omitindo os índices de geração) [11]:

K = L†e2(gV a σa

2
+g′V ′ Y

2
)L + EC†e2g′V ′ Y

2 EC

+Q†e2(gsGa λa

2
+gV a σa

2
+g′V ′ Y

2
)Q + UC†e2(−gsGa λa∗

2
+g′V ′ Y

2
)UC + DC†e2(−gsGa λa∗

2
+g′V ′ Y

2
)DC (3.6)

+H†
ue2(gV a σa

2
+g′V ′ Y

2
)Hu + H†

de2(gV a σa

2
+g′V ′ Y

2
)Hd

e

W |f =
1

2
[(Da

W )2 + (Dc
G)2 + D2

V ′ ] + ig̃cσµDµ
¯̃gc + iW̃ aσµDµ

¯̃W a + iB̃σµDµ
¯̃B (3.7)

−1

4
F c

gµνF cµν
g − 1

4
F a

WµνF aµν
W − 1

4
FBµνFµν

B

3.2.2 Quebra Espontânea de Simetria no MSSM

Como nenhum termo linear é permitido no superpotencial, o único mecanismo possível

para a quebra espontânea de supersimetria é um termo ξD′ com ξ 6= 0, onde D′ é o campo

auxiliar D associado ao grupo de gauge U(1). Como discutido anteriormente, este termo

permite que os campos D adquiram vevs não nulos, resultando na seguinte relação entre

as massas dos férmions e bósons:

STr(m2) ≡ Tr(m2
S)ii − 2Tr(m†

F mF )ii + 3Tr(m2
V )AA = −2g

∑

A

Tr(TA)〈DA〉

Para que carga elétrica e cor sejam conservados, os únicos campos D que podem ter 〈D〉 6= 0

são campos neutros (sem carga elétrica ou de cor). Portanto apenas os geradores 1
2σ3 e 1

2Y

podem contribuir para o lado direito da Eq.(2.68). Pode-se mostrar que a Eq.(2.68) é válida
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separadamente para todas as partículas de mesma carga, cor e geração [15]. Portanto:

STr(m2
e) = −2g〈D3〉[(−1

2
)] − 2g′〈D′〉[(−1

2
+

2

2
)] = g〈D3〉 − g′〈D′〉

onde me é a matriz de massa para os supercampos E e EC . Analogamente para os quarks

do tipo u, d e para os léptons neutros:

STr(m2
ν) = −g〈D3〉 + g′〈D′〉

STr(m2
u) = −g〈D3〉 + g′〈D′〉

STr(m2
d) = g〈D3〉 − g′〈D′〉

Logo

STr(m2
u) + STr(m2

d) = 0

⇒ Tr(m2
ũ)ii + Tr(m2

d̃
)ii − 2Tr(m†

umu)ii − 2Tr(m†
dmd)ii = 0 (3.8)

⇒ Tr(m2
ũ)ii + Tr(m2

d̃
)ii ≃ 120 MeV2

já que os glúons não são massivos. Obviamente a equação acima resulta em massas

muito pequenas para os squarks, que, neste caso, já teriam sido detectados experimental-

mente. Portanto a quebra espontânea de supersimetria não é fenomenologicamente viável

no MSSM.

3.2.3 Quebra Soft de Simetria

Os argumentos acima mostram que para que ocorra a quebra espontânea precisamos in-

cluir novos supercampos de tal forma a evitar o vínculo da Eq.(3.8). Assim a quebra de

supersimetria pode ser realizada com o auxílio dos novos campos, sendo transmitida para

os campos do MSSM através de novas interações. Uma grande variedade de modelos possi-

bilitam este tipo de quebra indireta de simetria, dentre os quais podemos destacar modelos

com Supergravidade (SUGRA) e os de quebra mediada por interações de gauge (GMSB). No

entanto, independentemente do modelo adotado, sua lagrangeana efetiva (a baixas ener-

gias) pode ser parametrizada pelos termos supersimétricos da lagrangeana do MSSM e por

termos que quebram explicitamente o grupo supersimétrico. Como estes últimos surgem

de uma quebra espontânea em outro setor da teoria (ver Seção 4), eles devem ser proporci-

onais à vevs não nulos de supercampos. Portanto os termos de quebra explícita serão soft

(de dimensão positiva).

Apesar de os termos soft serem gerados em teorias além do MSSM, o principal motivo

para se utilizar tais termos na lagrangeana efetiva é evitar divergências quadráticas, como

discutido na Seção 3.1. Pode-se mostrar [22] que os únicos termos de quebra explícita que
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não introduzem divergências quadráticas são3:

m2|φi|2, b(φiφj + hc), MAλAλA e Aijk(φiφjφk + hc)

onde φi é a componente escalar de um supercampo quiral e λ é a componente espinorial de

um supercampo vetorial. Já termos do tipo

mχχ e B(φ + φ†)3

onde χ é a componente espinorial de um supercampo quiral, reintroduzem divergências

quadráticas. Portanto, para o MSSM, os únicos termos de massa que podem ser introduzi-

dos na lagrangeana efetiva são para os bósons de Higgs, os sférmions e para os gauginos.

Desta forma a quebra soft permite gerar massas para sférmions e gauginos muito acima

das massas de seus parceiros. Caso os termos soft também permitissem termos de massas

para os férmions e bósons de gauge do SM, seria muito pouco natural que o setor escalar e

os gauginos fossem as partículas mais pesadas do modelo.

Como acima da escala eletrofraca a lagrangeana deve ser invariante por SU(3)×SU(2)×
U(1), os únicos termos possíveis serão:

Lsoft = −1

2
(M3g̃g̃ + M2W̃ .W̃ + M1B̃B̃ + hc) − m2

Hd
|hd|2 − m2

Hu
|hu|2 − m2

L|l̃|2 − m2
Q|q̃|2

−m2
E |ẽC |2 − m2

D|d̃C |2 − m2
U |ũC |2 − bεαβ(hα

uhβ
d + hc)

−εαβ(q̃αÃuũChβ
u − q̃αÃdd̃

Chβ
d − l̃αÃlẽ

Chα
d + hc) (3.9)

−(q̃†C̃uũChd − q̃†C̃dd̃
Chu − l̃†C̃lẽ

Chu + hc)

onde m2
L, m2

Q, m2
E, m2

D, m2
U , Ãu, Ãd, Ãl, C̃u, C̃d e C̃l são matrizes 3× 3 nas gerações. Na mai-

oria dos modelos que possibilitam a quebra espontânea de supersimetria (como mSUGRA),

os termos C̃ são extremamente suprimidos e, portanto, são descartados na grande maioria

das análises do MSSM. Aqui também assumiremos C̃u = C̃d = C̃l = 0.

3.2.4 Parâmetros do MSSM

Como visto acima, os termos soft introduzem uma grande quantidade de novos parâmetros,

sobretudo as matrizes Ã. Porém, uma parte destes parâmetros não são físicos e podem ser

eliminados através de redefinições dos campos.

O superpotencial e as interações de gauge introduzem os seguintes parâmetros:

g, g′, gs → 3

3Na verdade estes termos contribuem apenas com uma constante quadraticamente divergente para o potencial
efetivo.
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µ, λl, λu, λd → 2 + 3 × 18 = 56

já que o parâmetro µ e as matrizes de Yukawa podem ser complexas. Como as massas soft

para os escalares de Higgs devem ser reais e as matrizes de massa soft para os demais

escalares devem ser hermitianas, temos:

m2
Hd

, m2
Hu

, b → 2 + 2 = 4

m2
Q, m2

U , m2
D, m2

E, m2
L → 5 × 9 = 45

Ãu, Ãd, Ãl → 3 × 18 = 54

M1, M2, M3 → 6

pois podemos ter massas complexas para os gauginos. Logo, temos um total de 168 parâ-

metros, sendo 59 supersimétricos e 109 soft.

No limite em que as matrizes soft (Ã e m2
i ) e as matrizes de Yukawa (λi) são nulas, a

lagrangeana do MSSM é diagonal nas gerações e portanto possui uma simetria global U(3)

para cada supercampo de matéria:

G = U(3)Q × U(3)U × U(3)D × U(3)L × U(3)E

Logo, redefinições dos campos que sejam equivalentes às transformações do grupo G não

afetam os termos cinéticos ou os acoplamentos de gauge e podem ser utilizados para ab-

sorver parâmetros não físicos das matrizes de mistura.

Cada fator do grupo G possui 3 parâmetros reais e 6 fases. No entanto, apesar desta

simetria global ser quebrada pelas matrizes de mistura, a imposição de paridade R conser-

vada resulta em uma simetria residual:

G → G′ = U(1)B × U(1)L

onde B e L são os números bariônico e leptônico, respectivamente. Ou seja, quaisquer

transformações de G pertencentes ao subgrupo G′ não alteram a lagrangeana e não podem

ser utilizadas para eliminar parâmetros. Desta forma temos um total de 9 × 5 − 2 = 43

parâmetros que podem ser absorvidos utilizando-se transformações do grupo G.

Além disso, uma das fases das massas dos gluinos e uma das fases de b (ou µ) podem ser

eliminadas redefinindo-se os campos de Higgs e dos gluinos. Portanto, após a exclusão de

todas as fases não físicas, o MSSM possuirá 168−45+1 = 124 parâmetros (onde acrescentou-

se o parâmetro θQCD). Enquanto o Modelo Padrão possui 19 parâmetros livres.

Por convenção os parâmetros não físicos eliminados da lagrangeana são:

9 componentes reais e 17 fases de λu, λd
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6 componentes reais e 9 fases de λl

1 fase de b e 1 fase de M3

2 fases de m2
L

Assim, as matrizes de Yukawa podem ser parametrizadas pelas massas dos férmions do

Modelo Padrão e por uma fase (da matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa) [4].

3.3 Massas

Nesta seção obteremos as matrizes de massa do MSSM a partir da lagrangeana super-

simétrica e dos termos soft. Como aparecerão tanto termos de massa de Dirac como de

Majorana, é conveniente utilizar a notação de 4-espinores. No entanto a notação usada até

aqui utiliza campos quirais (de 2 componentes). A seguir mostraremos como se relacionam

os termos de massa de 4-espinores com os de 2-espinores.

3.3.1 Férmions de Majorana e de Dirac

Usando a notação adotada, um 4-espinor pode ser escrito em termos de campos quirais da

seguinte forma:

Ψ =

(

χa

ψ̄ȧ

)

onde Ψ será um espinor de Majorana se ψ̄ȧ = (χa)†, caso contrário será um espinor de Dirac.

As componentes χa e ψ̄ȧ são identificadas como as componentes de mão esquerda e de mão

direita, respectivamente.

Os termos de massa para os 4-espinores podem ser reescritos como:

mΨ̄Ψ = mχψ + mχ̄ψ̄

Note que o termo de massa para os espinores χ e ψ̄ são iguais. Porém, quando m não é

diagonal, podemos ter:

mijχiψj + Mijψ̄iχ̄j

onde m = M† para que a lagrangeana seja real. Mas m e M sempre podem ser diagonaliza-

das por transformações biunitárias [15]:

md = U†mV ⇒ Md = V †MU

Logo devemos redefinir χ e ψ:

⇒ (χ′a)T = (χa)T U e ψ′
a = V †ψa (3.10)
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Note que:

χ̄′ȧ = U†χ̄ȧ e (ψ̄′
ȧ)T = (ψ̄ȧ)T V ⇒ ψ̄Mχ̄ = ψ̄′V †MUχ̄′ = ψ̄′Mdχ̄

′

Caso o 4-espinor seja de Majorana, teremos χa = ψa e as transformações da Eq.(3.10)

são inconsistentes (já que em geral V 6= U ). Porém, neste caso m e M devem ser simétricas,

então U = V ∗. Assim:

(χ′a)T = (χa)T V ∗ ⇒ χ′
a = V †χa

de tal forma que:

χ̄′ȧ = V T χ̄ȧ e (χ̄′
ȧ)T = (χ̄ȧ)T V

Após a diagonalização das matrizes de massa, obtemos:

(md)iχiψi + (Md)iψ̄
′
iχ̄i

′

que ainda não pode ser comparado com o termo de massa usual miΨ̄iΨi. No entanto, como

m = M†, temos md = M†
d . Assim, definindo (md)l = mle

iφl (ml real):

(md)iχiψi + (Md)iψ̄
′
iχ̄i

′ = mlχlψle
iφl + mlψ̄

′
iχ̄i

′e−iφl

Finalmente, as fases φl podem ser absorvidas fazendo-se uma última redefinição dos cam-

pos, resultando em um termo de massa real, que pode ser reescrito em termos de um

4-espinor:

mlχlψle
iφl + mlψ̄

′
iχ̄i

′e−iφl → mlΨ̄lΨl

Note que a possibilidade de matrizes de massas arbitrárias para os férmions foi levada em

conta na Seção 3.2.4, quando consideramos matrizes arbitrárias para os acoplamentos de

Yukawa e massas soft complexas para os gauginos. A existência de fases físicas (que não

foram eliminadas através do procedimento da Seção 3.2.4) nas matrizes de massa resulta

na maioria das vezes em termos com violação CP, já que a redefinição dos campos introduz

fases nos termos de interação.

Em alguns casos é comum encontrar termos de massa negativos para os férmions. No

entanto este é um caso particular do discutido acima (com φl = π) e, conseqüentemente,

pode ser tratado da mesma forma. Pelos argumentos acima temos que os valores físicos

das massas dos férmions serão dados pelos autovalores da matriz de massa M†M (ou m†m)

e não pelos autovalores de M (ou m).

3.3.2 Potencial Escalar Neutro

Como discutido anteriormente, os termos soft não geram massa para os quarks e léptons,

apenas para seus superparceiros. Portanto, de maneira análoga ao Modelo Padrão, o po-

tencial escalar deve permitir a quebra espontânea de simetria do grupo SU(2) × U(1). Para

que isto ocorra as componentes neutras dos dubletos escalares devem possuir vevs não
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nulos:

hu =

(

h
+

u

h
0

u

)

, hd =

(

h
0

d

h
−

d

)

⇒ 〈hu〉 =

(

0

vu

)

e 〈hd〉 =

(

vd

0

)

Para obter a quebra eletrofraca precisamos minimizar o potencial escalar. Porém, devido

à existência de diversos novos termos no potencial escalar (provenientes dos termos F e

D), faz-se necessária uma análise cuidadosa das condições para que se ocorra a quebra

eletrofraca. A necessidade de um potencial que gere a quebra espontânea SU(2)×U(1)/U(1)

impõe fortes vínculos à região de parâmetros do MSSM.

O potencial para os escalares hu e hd é dado por [21]:

V (h) = |µ|2(|hu|2 + |hd|2) +
g2

8
(h†

uσihu + h†
dσ

ihd)
2 +

g′2

8
(|hu|2 − |hd|2)2

+m2
Hu

|hu|2 + m2
Hd

|hd|2 + εαβb(hα
uhβ

d + hc)

Usando as identidades do Apêndice A.2, temos:

V (h) = (|µ|2 + m2
Hu

)|hu|2 + (|µ|2 + m2
Hd

)|hd|2 + (
g2 + g′2

8
)(|hu|2 − |hd|2)2 (3.11)

+
g2

2
|h†

uhd|2 + b(h+
u h−

d − h0
uh0

d + hc)

Para que ocorra a quebra SU(2) × U(1)/U(1), devemos ter:

〈h+
u 〉 = 〈h−

d 〉 = 0 e 〈h0
d〉 = vd, 〈h0

u〉 = vu

Portanto, no mínimo:

Vmin = (|µ|2 + m2
Hu

)v2
u + (|µ|2 + m2

Hd
)v2

d + (
g2 + g′2

8
)(v2

u − v2
d)2 − 2bvuvd

já que vu e vd sempre podem ser considerados reais.

O potencial Vmin deve satisfazer algumas condições básicas para que ocorra a quebra

eletrofraca. Porém em geral também assume-se que V seja limitado inferiormente4. Para

vu = vd → ∞ temos:

Vmin → (2|µ|2 + m2
Hu

+ m2
Hd

− 2b)v2
d

Assumindo b positivo e real (ver Seção 3.2.4), para que V seja limitado inferiormente, o

seguinte vínculo deve ser satisfeito:

2|µ|2 + m2
Hu

+ m2
Hd

≥ 2b

4Esta condição pode ser relaxada no caso de um mínimo local separado do mínimo global (em ±∞) por uma
barreira de potencial, de tal forma que o tempo de decaimento para o mínimo global seja À a idade do universo
[21].
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Os mínimos de V serão soluções das seguintes equações:

(|µ|2 + m2
Hu

)vu + (
g2 + g′2

4
)(v2

u − v2
d)vu − bvd = 0 (3.12)

(|µ|2 + m2
Hd

)vd − (
g2 + g′2

4
)(v2

u − v2
d)vd − bvu = 0 (3.13)

Para que a solução vu = vd = 0 seja uma solução instável, a Hessiana de V neste ponto deve

ser negativa, ou seja:

(|µ|2 + m2
Hu

)(|µ|2 + m2
Hd

) < b2

As condições de mínimo (Eq.(3.12) e Eq.(3.13)) podem ser reescritas como relações entre os

parâmetros da teoria:

m2
Asin2β = 2b (3.14)

m2
Hd

− m2
Hu

= −(m2
z + m2

A)cos2β (3.15)

onde m2
A = 2|µ|2 + m2

Hu
+ m2

Hd
, tanβ = vu

vd
e m2

z = g2+g′2

2 (v2
u + v2

d) é a massa do bóson Z (como

mostrado a seguir). Da Eq. (3.15) e da Eq.(3.14), temos:

m2
z

2
=

m2
Hd

− m2
Hu

tan2β

tan2β − 1
− µ2 (3.16)

m2
z =

m2
Hu

− m2
Hd

cos2β
− 2b

sin2β
(3.17)

Como µ é um parâmetro supersimétrico, espera-se que este reflita a escala supersimé-

trica ou escalas superiores, sendo portanto muito maior do que os parâmetros soft mHd
e

mHu
, que devem ser da ordem de alguns TeV, como visto na Seção 3.1. Logo, da Eq.(3.16),

temos mz ∼ µ. Ou seja, a existência de um parâmetro de massa supersimétrico resulta em

um novo problema de hierarquia (também conhecido como problema µ). A solução mais co-

mum para este problema é assumir que µ seja gerado pela quebra de supersimetria, assim

como os parâmetros soft.

Outra maneira conveniente de escrever a Eq.(3.14) e a Eq.(3.15) é:

m2
Hu

+ |µ|2 = 1
2m2

A + 1
2 (m2

z + m2
A)cos2β

m2
Hd

+ |µ|2 = 1
2m2

A − 1
2 (m2

z + m2
A)cos2β

(3.18)

O lado esquerdo da equações acima são parâmetros da teoria, enquanto o lado direito pode

ser facilmente medido experimentalmente5, exceto pelo valor de β.

Apesar de a quebra SU(2)×U(1)/U(1) ocorrer em apenas um subespaço do espaço de pa-

râmetros do MSSM, geralmente a quebra eletrofraca é imposta, reduzindo assim o número

de parâmetros da teoria. Posteriormente verifica-se se a imposição é consistente e se não

5A seguir será mostrado que m2

A é a massa de um dos escalares.
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necessita de um grande ajuste fino. Portanto, assumindo a quebra espontânea de simetria

SU(2) × U(1)/U(1) e deslocando os campos escalares neutros

h0
u → h0

u + vu e h0
d → h0

d + vd

obtemos o seguinte potencial escalar:

V (h) = (|µ|2 + m2
Hu

)|hu|2 + (|µ|2 + m2
Hd

)|hd|2 + (
g2 + g′2

8
)(|hu|2 − |hd|2)2

+(
g2 + g′2

2
)v2

d(Re(h0
d))

2+(
g2 + g′2

2
)v2

u(Re(h0
u))2+(

g2 + g′2

4
)(|hu|2−|hd|2)(v2

u−v2
d+2vuRe(h0

u)−2vdRe(h0
d))

−(g2 + g′2)Re(h0
u)Re(h0

d) +
g2

2
[|h+

u |2v2
d + |h+

u |2|h0
d|2 + 2vd|h+

u |2Re(h0
d) + |h−

d |2v2
u + |h−

d |2|h0
u|2

+2vu|h−
d |2Re(h0

u) + 2Re(h+
u h0†

d h0†
u h−

d ) + 2vuRe(h+
u h0†

d h−
d ) + 2vdRe(h+

u h0†
u h−

d )

+2vdvuRe(h+
u h−

d )] + 2bRe(h+
u h−

d ) − 2bRe(h0
uh0

d)

Do potencial acima obtém-se as seguintes matrizes de massas para os escalares neutros e

carregados:

(Re(h0
u), Re(h0

d))

(

m2
A

2 (1 + cos2β) +
m2

z

2 (1 − cos2β) − 1
2 (m2

A + m2
z)sin2β

− 1
2 (m2

A + m2
z)sin2β

m2
A

2 (1 − cos2β) +
m2

z

2 (1 + cos2β)

)(

Re(h0
u)

Re(h0
d)

)

(Im(h0
u), Im(h0

d))

(

m2
A

2 (1 + cos2β) 1
2m2

Asin2β
1
2m2

Asin2β
m2

A

2 (1 − cos2β)

)(

Im(h0
u)

Im(h0
d)

)

1

2
(m2

A + m2
w)(h+†

u , h−
d )

(

1 + cos2β sin2β

sin2β 1 − cos2β

)(

h+
u

h−†
d

)

Note que, devido à conservação de carga elétrica, não ocorre mistura entre os escalares

carregados e neutros, como de fato mostram as matrizes acima. Além disso, devido à inva-

riância CP do setor escalar neutro, também não pode ocorrer mistura entre as componentes

reais e imaginárias dos campos neutros. A diagonalização da matrizes acima resulta nas

seguintes massas:

(Re(h0
u), Re(h0

d)) →
m2

H = 1
2 [m2

A + m2
z +

√

(m2
A + m2

z)
2 − 4m2

Am2
zcos

22β]

m2
h = 1

2 [m2
A + m2

z −
√

(m2
A + m2

z)
2 − 4m2

Am2
zcos

22β]
(3.19)

(Im(h0
u), Im(h0

d)) →
m2

H′ = m2
A

m2
h′ = 0

(h+†
u , h−

d ) → m2
C = m2

A + m2
w (escalar complexo)

m2
C′ = 0 (escalar complexo)

82



Os escalares não massivos h′ e C ′ são bósons de Goldstone e através do mecanismo de

Higgs são absorvidos pelos bósons Z e W±, respectivamente. No gauge unitário (omitindo

os bósons de Goldstone) podemos definir os auto-estados de massa como:

h+
u = cosγH+, h−

d = −sinγH− (3.20)

h0
u = hcosα − Hsinα + iAcosγ e h0

d = Hcosα + hsinα − iAsinγ (3.21)

onde H+ representa o auto-estado de massa carregado e os ângulos α e γ são dados em

termos dos parâmetros da matriz de massa dos escalares [15, 11].

Caso um dos escalares físicos acima fosse não massivo, este já teria sido facilmente

observado em diversos experimentos em aceleradores. Logo devemos ter (ver Eq.(3.14)):

mA 6= 0 ⇒ b > 0

Além disso, para que vu e vd sejam realmente um ponto de mínimo do potencial escalar,

devemos ter m2
A > 0. Mas, como b > 0, da Eq.(3.14) temos:

0 ≤ β ≤ π

2

Note que sobre estas restrições a condição para um potencial limitado inferiormente é au-

tomaticamente satisfeita:

m2
A ≥ m2

Asin2β

Da Eq.(3.19) e assumindo mz = 91 GeV podemos obter os valores (em nível de árvore)

para as massas dos escalares neutros, tomando valores arbitrários de mA e β. As regiões

de parâmetros permitidas para as massas mH e mh estão mostradas na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Valores permitidos para as massas mh e mH em função da massa mA e de tanβ.

A Figura 3.1 demonstra claramente as seguintes desigualdades:

mH ≥ Max[mA,mz] e mh ≤ Min[mA,mz]

Como espera-se mA > mz, o escalar neutro h deve possuir uma massa inferior à do bóson

Z, pelo menos em nível de árvore. Cálculos em 1-loop demonstram que correções radiativas

para mh serão da forma [9]6:

m2
h ≈ m2

z(1 + cos22β) ⇒ mh ≈ mz

√

1 + cos22β

No entanto, medidas experimentais impõe mh ≥ 90 GeV 7 [24]. Portanto é desejável termos

cos2β ≈ −1 ⇒ β ≈ π/2. Porém, como demonstrado anteriormente, as massas dos quark top

e bottom serão da ordem de λtvu e λbvd, de tal forma que:

mt

mb
≈ λt

λb
tanβ ≈ 40

Como não podemos ter λt À λb ou λt ¿ λb, para que o regime perturbativo ainda seja válido,

podemos estimar que tanβ estará no intervalo:

1 . tanβ . 60

6Cálculos mais precisos resultam em mh ≤ 152 GeV [23].
7O limite mais comumente usado para análiges fenomenológicas é mh > 114 GeV. No entanto este limite assume

que o Higgs do MSSM e o do Modelo Padrão possuem os mesmos acoplamentos com o bóson Z, o que é válido
para mA À mz, já que neste limite os Higgs pesados do MSSM desacoplam a baixas energias. Já para valores
arbitrários de mA, em particular se mA ∼ mh, o limite mh > 90 GeV deve ser usado.
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Logo, um valor grande de tanβ (ou equivalentemente de mt) é normalmente preferido, já que

resulta em um Higgs mais pesado.

3.3.3 Quarks e Léptons

Assumindo a quebra espontânea do setor eletrofraco, os termos que geram massa para os

quarks e léptons serão idênticos aos do Modelo Padrão:

εαβHα
d LβλlE

C + hc → h
0

dei(λl)ije
C
j + hc → vdeλle

C + vdē
Cλ†

l ē

εαβHβ
u QαλuUC + hc → h

0

uui(λu)iju
C
j + hc → vuuλuuC + vuūCλuū

εαβHα
d QβλdD

C + hc → h
0

ddi(λd)ijd
C
j + hc → vddλdd

C + vdd̄
Cλdd̄

Considerando uma base em que as matrizes de Yukawa são diagonais e eliminando todas

as fase não físicas (ver Seção 3.2.4) podemos definir o 4-espinor:

ψei
=

(

ei

ēC
i

)

de tal forma que

vdeλle
C + vdē

Cλ†
l ē = vd(λl)i(eie

C
i + ēC

i ēi) = vd(λl)iψ̄ei
ψei

= (Ml)iψ̄ei
ψei

já que λl é real. No caso dos quarks as matrizes diagonais λd e λu possuem uma fase física

(assim como no SM), que pode ser eliminada redefinindo os campos. Portanto, de maneira

análoga aos léptons:

vuuλuuC + vuūCλuū = (Mu)iψ̄ui
ψui

vddλdd
C + vdd̄

Cλdd̄ = (Md)iψ̄di
ψdi

Então:

Ml = vdλl, Mu = vuλu e Md = vdλd

3.3.4 Bósons de Gauge

Os termos de massa para os bósons de gauge não são alterados pelos termos soft e, por-

tanto, são dados por:
g2

2
(|h0

d|2 + |h0
u|2)[W−W+ +

1

2
(
g′

g
B − W 3)2]

onde W± = 1√
2
(W 1 ∓ iW 2). Definindo Z = 1√

2

g√
g′2+g2

( g′

g B − W 3), temos:

g2

2

v2
u

sin2β
W−W+ +

g2

2

v2
d

cos2βcos2θw
Z2 = m2

wW−W+ + m2
zZ

2
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sendo

tanθw =
g′

g
, m2

w =
g2

2
(v2

u + v2
d) e m2

z =
g2 + g′2

2
(v2

u + v2
d)

3.3.5 Higgsinos e Gauginos

Em geral os férmions de mesma cor e carga serão misturados pelas matrizes de massa.

Como o único férmion neutro colorido é o gluino, seu único termo de massa será proveni-

ente dos termos soft (por convenção fez-se M3 real):

M3

2
g̃g̃ + hc ⇒ Mgluinos = M3

Os demais gauginos possuem matrizes de massa que os misturam com os férmions dos

dubletos Hu e Hd. Considerando apenas os gauginos e higgsinos carregados (já que campos

carregados e neutros não se misturam), temos os seguintes termos de massa:

M2

2
(W̃1W̃1 + W̃2W̃2) + hc → Termos Soft

g(W̃−h̃+
u )h0†

u + g(W̃+h̃−
d )h0†

d + hc → Termos D

µh̃+
u h̃−

d + hc → Termo do Superpotencial

onde W̃± = 1√
2
(W̃1 ∓ iW̃2) . Então8:

1

2
(W̃+, h̃+

u , ¯̃W−,
¯̃
h−

d )













0 0 M2 gvd

0 0 gvu µ

M∗
2 gvu 0 0

gvd µ∗ 0 0

























¯̃W+

¯̃
h+

u

W̃−

h̃−
d













a matriz de massa pode ser simplificada através das definições:

χ
+ ≡ (W̃

+

, h̃
+

u ) e χ− ≡ (W̃
−

, h̃
−

d )

⇒ 1

2
(χ+Xχ− + χ̄−X†χ̄+)

onde X é a matriz de mistura:

X =

(

M2

√
2sinβmw√

2cosβmw µ

)

sendo mw = gvu√
2sinβ

. Note que X não é simétrica ou real e, portanto, deve ser diagonalizada

8Considerando os vevs reais, já que as fases sempre podem ser absorvidas por transformações de gauge.
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por uma transformação biunitária de acordo com o procedimento da Seção 3.2.4:

V T
C XU∗

C = Xd ⇒ χ′+ = V †
Cχ+ e χ′−T = χ−T UC (3.22)

Após estas transformações:

1

2
(χ+Xχ− + χ̄−X†χ̄+) =

1

2
χ′+

i (Xd)iχ
′−
i +

1

2
χ̄′−

i (Xd)
∗
i χ̄

′+
i

As duas fases físicas da matriz Xd devem ser absorvidas pelos campos e são possíveis fontes

de violação CP. Após esta última transformação podemos definir os 4-espinores de Dirac:

χ̃+
1 =

(

χ′+
1

χ̄′−
1

)

e χ̃+
2 =

(

χ′+
2

χ̄′−
2

)

Devido às matrizes UC e VC , os auto-estados de massa χ̃+
i serão uma combinação linear

dos gauginos e higgsinos carregados, sendo chamados de charginos.

Para os higgsinos e gauginos neutros temos os seguintes termos de massa:

M1

2
B̃B̃ +

M2

2
W̃3W̃3 + hc → Termos Soft

g(W̃3h̃
0
u)h

0†

u + g(W̃3h̃
0
d)h

0†

d − g′(B̃h̃0
u)h

0†

u + g′(B̃h̃0
d)h

0†

d + hc → Termos D

µh̃0
uh̃0

d + hc → Termo do Superpotencial

Novamente, definindo (χ
0

)T ≡ (B̃, W̃ 3, h̃0
d, h̃

0
u), temos:

1

2
(χ

0

)T













M1 0 −mzcosβsinθw mzsinβsinθw

0 M2 mzcosβcosθw −mzsinβcosθw

−mzcosβsinθw mzcosβcosθw 0 −µ

mzsinβsinθw −mzcosβsinθw −µ 0













χ
0

+ hc

Note que, como esperado, a mistura entre higgsinos e gauginos só ocorre com a quebra

do SU(2)×U(1), ou seja, para vu e vd 6= 0. Além disso, como a matriz acima é simétrica (mas

complexa), ela pode ser diagonalizada por uma única matriz unitária Z [11]:

Z∗MZ† = Md ⇒ χ′0 = Zχ0 e χ̄′0 = χ̄0Z† (3.23)

Assim:
1

2
χ0T Mχ0 + hc =

1

2
χ′0

i (Md)iχ
′0
i +

1

2
χ̄′0

i (Md)
∗
i χ̄

′0
i

Em muitos casos as duas possíveis fases de M (já que M1,2 podem ser complexos) são

ignoradas. No entanto, assim como no caso dos charginos, estas fases podem resultar em

interações com violação CP. Então (após a eliminação das fases físicas), podemos definir os

87



seguintes 4-espinores de Majorana:

χ̃0
i =

(

χ′0
i

χ̄′0
i

)

, i = 1, 2, 3, 4

Os estados acima são os auto-estados de massa, com autovalores de massa dados por M†M

e são chamados de neutralinos.

3.3.6 Squarks

Em uma base arbitrária (sem diagonalizar as matrizes de Yukawa), temos os seguintes

termos de massa para os squarks (omitindo o índice de geração):

v2
u(ũλ†

uλuũ† + ũcλ†
uλuũc†) − vd(µ

∗ũλuũc) → Termos f

(v2
u − v2

d)

4
(
1

3
g′2 − g2)|ũ|2 − (v2

u − v2
d)

1

3
g′2|ũc|2 → Termos D

ũm2
Qũ† + ũc†m2

U ũc + vuũÃuũc → Termos Soft

e os termos análogos para os squarks d̃. Definindo ŨT = (ũ, c̃, t̃) e D̃T = (d̃, s̃, b̃), obtemos as

seguintes matrizes de massa:

(ŨT , ŨC†)

(

v2
u|λu|2 + m2

Q + 1DŨ −µ∗cotβvuλu + vuÃu

−µcotβvuλu + vuÃ†
u v2

u|λu|2 + m2
U + 1DŨC

)(

Ũ∗

ŨC

)

(3.24)

e

(D̃T , D̃C†)

(

v2
d|λd|2 + m2

Q + 1DD̃ −µ∗tanβvdλd + vdÃd

−µtanβvdλd + vdÃ
†
d v2

d|λd|2 + m2
D + 1DD̃C

) (

D̃∗

D̃C

)

onde λu,d , m2
Q,U,D e Ãu,d são matrizes de mistura entre as gerações e:

DŨ =
1

6
cos2β(4m2

w − m2
z), DŨC =

2

3
sin2θwcos2βm2

z,

DD̃ = −1

6
cos2β(2m2

w + m2
z) e DD̃C = −1

3
sin2θwcos2βm2

z

são provenientes dos termos D do potencial escalar e, portanto, são diagonais nas gerações.

Note que as matrizes que diagonalizam a matriz de massa para os quarks (ou seja, as

matrizes λu,d) não necessariamente diagonalizam as matrizes de massa para os squarks,

devido à presença dos termos soft. Como os termos de massa são reais podemos reescrever

os termos acima como:

(ŨT , ŨC†)M̃2
U

(

Ũ∗

ŨC

)

= (Ũ†, ŨC T )(M̃2
U )∗

(

Ũ

ŨC∗

)

= (Ũ†
L, ŨC†

R )(M̃2
U )∗

(

ŨL

ŨC
R

)
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onde M̃2
U é a matriz de massa, ŨL = Ũ e ŨR = ŨC∗. Desta forma, como a matriz de massa é

hermitiana, podemos diagonalizá-la utilizando uma única transformação unitária:

(

ũL

ũR

)

α

=

(

VuL

VuR

)

αi

(

ũ1

ũ2

)

i

sendo VuL,R matrizes 3×6, α o índice de sabor e i o de massa. As matrizes VdL,R são definidas

de maneira análoga. Portanto os auto-estados de massa serão (em geral) misturas entre as

gerações e os squarks (ũL, ũR)

3.3.7 Sléptons

De maneira semelhante aos squarks do tipo d, temos:

(ẼT , ẼC†)

(

v2
d|λl|2 + m2

L + 1DẼ −µ∗tanβvdλl + vdÃl

−µtanβvdλl + vdÃ
†
l v2

d|λl|2 + m2
E + 1DẼC

)(

Ẽ∗

ẼC

)

já para os sneutrinos não temos contribuições do superpotencial, apenas dos termos soft e

D:

ÑT (m2
L + DÑ )Ñ∗

sendo ẼT = (ẽ, µ̃, τ̃), Ñ = (ν̃e, ν̃µ, ν̃τ ), DẼ = 1
2cos2β(m2

z − 2m2
w), DẼC = −sin2θwcos2βm2

z e

DÑ = 1
2cos2βm2

z.

3.3.8 Limite Supersimétrico

Considerando o limite supersimétrico (termos soft→ 0) para as matrizes de massa acima,

vemos que na maioria dos casos não há degenerescência entre as massas das partículas e

das superpartículas. Para o caso dos neutrinos, por exemplo:

ÑT (m2
L + DÑ )Ñ∗ → 1

2
cos2βm2

zÑ
T Ñ∗

Enquanto o neutrino não possui massa no MSSM. Ou seja, o resultado acima aparenta

uma violação do limite supersimétrico já que neste caso mν̃ 6= mν. Esta violação resulta

de vevs não nulos para os campos D e de termos proporcionais à µ (no caso dos escalares

carregados), gerados da quebra espontânea de simetria SU(2) × U(1)/U(1). No entanto, no

limite supersimétrico, a Eq.(3.12) e a Eq.(3.13) se tornam:

|µ|2vu + (
g2 + g′2

4
)(v2

u − v2
d)vu = 0

|µ|2vd − (
g2 + g′2

4
)(v2

u − v2
d)vd = 0
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Das equações acima vemos que a solução vu, vd 6= 0 só é possível se:

µ = 0 e vu = vd ⇒ tanβ = 1 ⇒ sinβ = cosβ

Portanto obtemos cos2β = 0 e µ = 0, o que restaura o limite supersimétrico, já que todos

os termos D nas matrizes de massa são proporcionais à cos2β. Ou seja, apesar de aparen-

temente a quebra eletrofraca quebrar a supersimetria, isso só ocorre devido à presença de

termos soft no potencial escalar.

3.4 Interações do MSSM

Como mostrado anteriormente, uma lagrangeana supersimétrica possuirá os seguintes ter-

mos de interação:

L = (Dµφi)
†Dµφi + iχ̄iσ̄

µDµχi + iλAσµDµλ̄A − 1

4
FA

µνFAµν − (
√

2gφ†
i (TA)ijλ

Aχj + hc)

−1

2
(mijχiχj + λijkχiχjφk + hc) − V (φ) + termos soft (3.25)

onde

V (φ) = fif
†
i +

1

2
(DA)2 = |mijφj +

1

2
λijkφjφk|2 +

1

2
[gφ†

i (TA)ijφj ]
2

Para o MSSM temos:

mij = µ e λijk = λl, λu, e λd

Para se obter as interações em termos dos auto-estados de massa é necessário diagona-

lizar as matrizes obtidas na Seção 3.3 e reescrever todos os termos de interação incluindo

as matrizes de rotação. Como mostrado nas Figuras 4.3 e 4.13, na maioria dos casos a

primeira e segunda gerações de sléptons e squarks são praticamente degeneradas. Por-

tanto em muitos casos é uma boa aproximação supor que os efeitos da diagonalização das

matrizes soft só sejam relevantes para a terceira geração (obviamente esta suposição não é

válida para parâmetros soft arbitrários).

A seguir apresentaremos alguns dos principais termos de interação na base de auto-

estados de massa. As interações serão apresentadas de acordo com sua origem na lagran-

geana supersimétrica (potencial de Kähler, superpotencial, tensor de força ou potencial

escalar). Uma lista completa dos acoplamentos e as respectivas regras de Feynman pode

ser encontrada em [11, 15, 21].

3.4.1 Potencial de Kähler

Usando a Eq.(3.6) e a Eq.(3.25) podemos obter as interações entre os bósons de gauge, os

gauginos e as demais partículas do MSSM.
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Para as interações de gauge entre os quarks e os glúons, por exemplo:

igsūσ̄µ λa

2
uga

µ − iūC σ̄µ λa∗

2
uCga

µ

onde λa são as matrizes de Gell-Mann, u e uC são os espinores de mão esquerda dos su-

percampos Q (componente up) e UC e ga
µ é o gluon. Note que, como UC se transforma pela

representação conjugada (ver Tabela 3.1) temos −iλ∗ no segundo termo. Explicitando os

índices de cor, podemos reescrever o segundo termo como

(ūC)ασ̄µ (λa∗)αβ

2
(uC)β = −(uC)βσµ (λa∗)αβ

2
(ūC)α = −(uC)βσµ (λa)βα

2
(ūC)α

onde foi usada a hermiticidade das matrizes λ e a identidade χ̄σ̄µξ = −ξσµχ̄. Portanto,

definido-se o espinor de Dirac e as matrizes γµ como

ψu =

(

ua

(ūC)ȧ

)

e γµ =

(

0 σµ

σ̄µ 0

)

temos

igsūσ̄µ λa

2
uga

µ − igsū
C σ̄µ λa∗

2
uCga

µ = igsūσ̄µ λa

2
uga

µ + igsu
Cσµ λa

2
ūCga

µ

= igsψ̄uγµ λa

2
ψuga

µ

de maneira análoga ao Modelo Padrão. Todas as demais interações entre os léptons e

quarks e os bósons de gauge também são idênticas às do SM. Logo os efeitos da matriz de

mistura dos quarks só serão relevantes para as correntes carregadas.

Para os sférmions e sléptons temos as seguintes interações com os bósons de gauge:

(Dµf̃)†Dµf̃ → [(∂µ + igsgµ
λ

2
+ ig~Vµ.

~σ

2
+ ig′V ′

µ

Y

2
)f̃ ]†[(∂µ + igsg

µ λ

2
+ ig~V µ.

~σ

2
+ ig′V ′µ Y

2
)f̃ ] (3.26)

Portanto, teremos acoplamentos do tipo f̃ f̃V e f̃ f̃V V :

gf̃†~Vµ.
~σ

2
∂µf̃ e gf̃†(~Vµ.

~σ

2
)2f̃

Além dos termos acima, também temos acoplamentos que misturam os bósons de gauge:

ggsf̃
†(gµ λ

2
)(~Vµ.

~σ

2
)f̃

Todas as interações acima estão escritas em termos dos auto-estados de sabor (e por-

tanto são diagonais nas gerações). Após transformar para os auto-estados de massa, todas

as interações que misturem sférmions diferentes sentirão os efeitos das matrizes de mis-
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tura. A partir da Eq.(3.26), temos por exemplo que, na base de massa [15, 21]:

Lf̃ f̃W =
−ig√

2
(W+

µ ũ†V †
uLVdL

←→
∂µ d̃ + hc)

onde
(

ũ

ũC∗

)

α

=

(

ũL

ũR

)

α

=

(

VuL

VuR

)

αi

(

ũ1

ũ2

)

i

e ũ†←→∂ µd̃ = ũ†∂µd̃ − (∂µũ†)d̃

sendo VuL,R matrizes 3 × 6 de rotação da base de massa para a base de sabor . As matrizes

VdL,R são definidas de maneira análoga. Para os acoplamentos com o bóson Z também

teremos efeitos de mistura, já que o Z se acopla diferentemente com as componentes ũL e

ũR e estas se misturam nas matrizes de massa. Logo:

Lf̃ f̃Z = − ie

2
(cotθw − 1

3
tanθw)(Zµũ†V †

uLVuL
←→
∂ µũ) − 2ie

3
tanθw(Zµũ†V †

uRVuR
←→
∂ µũ)

já que V †
uLVuL 6= 1. Como o fóton (glúon) se acopla da mesma forma com os squarks ũ† e ũC ,

estes acoplamentos não serão alterados após a rotação para a base de massa:

Lf̃ f̃A = −i
2e

3
Aµũ†←→∂ µũ e Lf̃ f̃g = −igsg

b
µũ†λb

2

←→
∂ µũ

Acoplamentos análogos são obtidos para os demais squarks e sléptons.

Os acoplamentos com dois fótons ou dois glúons também serão diagonais:

Lf̃ f̃AA = e2q2
fAµAµf̃†

i f̃i e Lf̃ f̃gg =
g2

s

4
f̃†

i λaλbf̃ig
a
µgµb

onde f̃i representam sférmions nos auto-estados de massa e qf suas respectivas cargas.

Todos os outros acoplamentos incluem matrizes de rotação. A seguir mostraremos alguns

dos acoplamentos mistos que envolvem as matrizes de mistura. Uma relação completa dos

acoplamentos pode ser encontrada em [11, 15, 21]. Para os acoplamentos do tipo f̃ f̃V V

proveniente dos acoplamentos com squarks left (ũL):

Lf̃ f̃V g = gsg
b
µ[

2e

3
Aµ +

e

2
(
tanθw

3
− cotθw)Zµ]ũ†λbV †

uLVuLũ

Lf̃ f̃V W =
g√
2
W+

µ [
2e

3
Aµ +

e

2
(
tanθw

3
− cotθw)Zµ]ũ†V †

uLVdLd̃ + hc

+
ggs

2
√

2
W+

µ gbµũ†λbV †
uLVdLd̃ + hc

Lf̃ f̃WW =
g2

2
W+

µ W−µũ†V †
uLVuLũ

Já para as componentes right (ũR) temos acoplamentos análogos, exceto pelos termos en-

92



volvendo W±:

Lf̃ f̃ZA =
−4e2

9
tanθwAµZµũ†V †

uRVuRũ

Lf̃ f̃V g =
egs

3
(tanθwZµ − Aµ)gb

µũ†λbV †
uRVuRũ

As componentes escalares dos supercampos Hu e Hd também se acoplarão com os bó-

sons de gauge através das derivadas covariantes geradas pelo potencial de Kähler. Para

acoplamentos hhWW , por exemplo:

g2

4
h†

u

(

0 W+
µ

W−
µ 0

)2

hu +
g2

4
h†

d

(

0 W+
µ

W−
µ 0

)2

hd =
g2

4
W+

µ W−µ(|h+
u |2 + |h0

u|2 + |h−
d |2 + |h0

d|2)

Reescrevendo os escalares em termos dos auto-estados de massa (ver Eq.(3.20) e Eq.(3.21)):

=
g2

4
W+

µ W−µ(H+H− + A2 + h2 + H2)

Assim como no caso dos squarks, também teremos acoplamentos cúbicos e acoplamentos

mistos (que misturam bósons de gauge carregados e neutros).

Além das interações citadas acima, o potencial de Kähler também fornece as interações

entre gauginos, férmions e sférmions. Como os primeiros se misturam com os higgsinos

para formar neutralinos e charginos, é necessário decompor os auto-estados de massa em

termos dos gauginos. Da Eq.(3.25), temos que os acoplamentos gaugino-férmion-sférmion

são do tipo: √
2gf̃†(TA)ijλ

Af (3.27)

Para o supercampo de quarks left, por exemplo:

i
√

2(ũ†, d̃†)[gs
λa

2
g̃a +

1

2
g

(

W̃3

√
2W̃+

√
2W̃− −W̃3

)

+
1

6
g′B̃]

(

u

d

)

(3.28)

Logo temos as seguintes interações com os gluinos:

i
√

2gsũ
†λa

2
g̃au → i

√
2gsũ

†V †
uLUuL

λa

2
g̃au (3.29)

onde o segundo termo está na base de massa e UuL (dL) é a matriz que diagonaliza a matriz

de massa dos quarks up (down). Para as interações envolvendo charginos temos termos do

tipo:

igũ†W̃+d + ...

Para reescrever o termo acima na base de massa temos que transformar tanto o wino (W̃+)

como os quarks e squarks:

igũ†V †
uLUdL(VC)1i

1 − γ5

2
χ̃+

i d
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onde, conforme definido na Eq.(3.22), VC e UC são as matrizes que diagonalizam a matriz

de massa dos gauginos e higgsinos carregados e χ̃+
1,2 são os 4-espinores dos charginos.

Da Eq.(3.28) temos os seguintes acoplamentos com neutralinos:

i
√

2ũ†(
1

6
g′B̃ +

1

2
gW̃3)u → i

1√
2
ũ†V †

uLUuL[
1

6
g′(Z†)1iχ

′0
i + g(Z†)2iχ

′0
i ]u

onde Z é a matriz de rotação definida pela Eq.(3.23) e χ′0
i são os quatro neutralinos.

Além dos acoplamentos com quarks, squarks e sléptons, a Eq.(3.27) também resulta em

acoplamentos do tipo hλAh̃, onde h e h̃ representam higgs e higgsinos. Para o dubleto up,

por exemplo:

i
√

2h†
u(ig

~σ

2
. ~̃W + ig′

1

2
B̃)h̃u

Considerando apenas os termos com gauginos carregados:

− g√
2
(h0†

u W̃−h̃+
u + h+†

u W̃+h̃0
u)

Usando a Eq.(3.22), a Eq.(3.23) e as definições da Eq.(3.20) e da Eq.(3.21), podemos escrever

a expressão acima na base de massa:

− g√
2
[(hcosα − Hsinα − iAcosγ)(U†

C)1i(VC)2j(χ̃
+
i )CPLχ̃+

j ]

− g√
2
[H−cosγ(VC)2i(Z

†)4jχ̃
+
i PLχ̃0

j ]

onde PL,R = 1∓γ5

2 . Portanto os charginos possuirão acoplamentos com os escalares neutros

e com o escalar carregado e neutralinos. Como termos cúbicos nos supercampos Hu e

Hd não são permitidos no superpotencial, o potencial de Kähler é a única fonte destes

acoplamentos.

Os únicos termos provenientes do potencial K que ainda não foram citados são os aco-

plamentos entre os bósons de gauge e os higgsinos. No entanto como os higgsinos se com-

binam com os gauginos para formar neutralinos e charginos, existem duas possíveis fontes

para o acoplamento entre neutralinos (ou charginos) e os bósons de gauge: o potencial de

Kähler (com acoplamentos higgsino-bóson de gauge) e o tensor de força (gaugino-bóson de

gauge). A contribuição dos higgsinos (proveniente do potencial de Kähler) é da forma:

i
¯̃
huσ̄µ(ig

~σ

2
. ~Wµ + i

g′

2
Bµ)h̃u + i

¯̃
hdσ̄

µ(ig
~σ

2
. ~Wµ − i

g′

2
Bµ)h̃d

Considerando apenas a corrente carregada:

− g√
2
W−

µ (
¯̃
h0

uσ̄µh̃+
u +

¯̃
hdσ̄

µh̃0
d) + hc (3.30)
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Já para a contribuição proveniente do tensor de força9:

iλaσµ(−gfabcV
b)λ̄c → −giεijkW̃ iσµW j

µ
¯̃W k

Novamente, agrupando apenas os termos que envolvem W±
µ :

−giεijkW̃ iσµW j
µ

¯̃W k → −gW−
µ (W̃ 3σµ ¯̃W− + ¯̃W 3σ̄µW̃+) + hc (3.31)

Juntando as contribuições da Eq.(3.30) e da Eq.(3.31):

LWχ̃χ̃ = −gW−
µ (W̃ 3σµ ¯̃W− + ¯̃W 3σ̄µW̃+ +

1√
2

¯̃
h0

uσ̄µh̃+
u +

1√
2

¯̃
h−

d σ̄µh̃0
d) + hc

Usando a Eq.(3.22) e a Eq.(3.23), podemos reescrever os acoplamentos acima na base de

massa:

LWχ̃χ̃ = gW−
µ

¯̃χ0
jγ

µ[Zj2(VC)1i −
1√
2
(Z)j4(VC)2i]PLχ̃+

i

+gW−
µ

¯̃χ0
jγ

µ[(Z∗)j2(U
T
C )1i +

1√
2
(Z∗)j3(U

T
C )2i]PRχ̃+

i

onde χ̃0 e χ̃+ são os 4-espinores dos neutralinos e charginos definidos na Seção 3.3.5. De

maneira análoga, os bósons Zµ e Aµ se acoplarão com os neutralinos e charginos, porém

sem que haja mistura entre estes, devido à conservação de carga elétrica. Por exemplo,

para acoplamentos com o campo do fóton:

LAχ̃χ̃ = −eAµ
¯̃χ+

j γµ[(V †
C)j2(VC)2i + (V †

C)j1(VC)1i]PLχ̃+
i

−eAµ
¯̃χ+

j γµ[(U∗
C)j2(U

T
C )2i + (U∗

C)j1(U
T
C )1i]PRχ̃+

i

Usando a unitariedade das matrizes UC e VC :

LAχ̃χ̃ = −eAµ
¯̃χ+

j (PL + PR)χ̃+
i = −eAµ

¯̃χ+
i γµχ̃+

i

como esperado, já que os acoplamentos com Aµ devem ser diagonais na base de massa.

Como mostrado aqui o potencial de Kähler define praticamente todos os acoplamentos

que envolvem as constantes de acoplamento de gauge. Além dos termos discutidos aqui,

o potencial de Kähler também contribui com termos f e D para o potencial escalar (ver

Eq.(2.42)). Estes acoplamentos serão discutidos na Seção 3.4.4.

3.4.2 Tensor de Força

Conforme mostrado na Seção 2.6.1, os acoplamentos entre gauginos e bósons de gauge,

assim como os vértices triplos e quárticos entre os bósons de gauge são gerados através do

9Como o bino pertence à um grupo abeliano, ele não se acopla com os bósons de gauge.
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tensor de força não abeliano. Da Eq.(2.53):

L = iλAσµDµλ̄A − 1

4
FA

µνFAµν

Os tensores Fµν são iguais aos tensores de força do Modelo Padrão. Logo acoplamentos en-

volvendo apenas bósons de gauge são idênticos aos do SM. Já para os termos que envolvem

gauginos e bósons de gauge temos:

−igfABCλAσµV B
µ λ̄A

Os termos envolvendo binos e winos já foram discutidos no final da Seção 3.4.1. Para

os gluinos as interações podem ser diretamente escritas na base de massa (já que pelas

nossas convenções M3 é real):

−igsfabcg̃
aσµgb

µ
¯̃gc

3.4.3 Superpotencial

O superpotencial do MSSM é dado pela Eq.(3.5):

F = µεαβHα
u Hβ

d + εαβ [Hα
d Lβ

i (λl)ijE
C
j − Hα

u Qβ
i (λu)ijU

C
j + Hα

d Qβ
i (λd)ijD

C
j ]

e resulta em acoplamentos cúbicos do tipo

−1

2
λijkχiχjφk + hc

Para φk = hu,d, temos os acoplamentos de Yukawa usuais:

h0
deλle

C + h0
uuλuuC + h0

ddλdd
C

Além dos acoplamentos com as componentes carregadas (h+
u e h−

d ). Como exemplo podemos

considerar apenas os acoplamentos entre os quarks up e os escalares hu:

Lhqq = −h+
u dλuuC + h0

uuλuuC

Reescrevendo os quarks em termos dos auto-estados de massa, assim como os escalares:

Lhqq = −cosγH+dUdLλuUdRuC + (icosγA + cosαh − sinαH)uUuLλuUuRuC

sendo UuL,R as matrizes que diagonalizam os acoplamentos de Yukawa dos quarks up.

Portanto:

uUuLλuUuRuC =
1

vu
uMuuC =

g√
2mwsinβ

uMuuC

96



e

dUdLλuUuRuC = dUdLU†
uLUuLλuUuRuC =

g√
2mwsinβ

dUdLU†
uLMuuC

onde Mu é a matriz de massa (diagonal) dos quarks up e UdLU†
uL = VCKM é a matriz de

Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. Então:

Lhqq =
g√

2mwsinβ
[−cosγH+dVCKMMuuC + (icosγAu + cosαh − sinαH)uMuuC ]

Logo temos acoplamentos entre quarks e todos os escalares de Higgs. Além disso, os ter-

mos de acoplamento com o escalar carregado H+ resultarão em interações não diagonais,

que misturam gerações de maneira análoga às correntes carregadas no SM. Acoplamentos

semelhantes também são obtidos para os léptons.

Além de acoplamentos do tipo hqq (φk = hu,d), o superpotencial também resulta em

acoplamentos entre squarks (ou sléptons) e higgsinos (φk = q̃, l̃). Portanto teremos termos

do tipo

Lχ̃qq̃ = h̃0
uuλuũC + h̃0

uũλuuC + h̃+
u dλuũC + h̃+

u d̃λuuC

Escrevendo os higgsinos em termos de seus auto-estados de massa (neutralinos e chargi-

nos), assim como os quarks e squarks:

Lχ̃qq̃ = (Z†)4iPLχ̃0
i uUuLλuV ∗

uRũ + (Z†)4iPLχ̃0
i ũVuLλuUuRuC

+(VC)2iPLχ̃+
i dUdLλuV ∗

uRũ + (VC)2iPLχ̃+
i d̃VdLλuUuRuC

3.4.4 Potencial Escalar

Os termos f e D do superpotencial e do potencial de Kähler formam o potencial escalar,

dado por:

V (φ) = fif
†
i +

1

2
(DA)2 = |mijφj +

1

2
λijkφjφk|2 +

1

2
[gφ†

i (TA)ijφj ]
2 (3.32)

onde φ são todos os escalares do MSSM. Da Eq.(3.32) vemos que além dos termos de massa,

V (φ) também contém termos cúbicos e quárticos nos escalares. Os termos envolvendo

apenas os escalares neutros h0
u,d já foram discutidos na Seção 3.3.2. A seguir discutiremos

alguns dos outros possíveis termos de interação.

Devido ao pequeno valor das constantes de acoplamento de Yukawa (se comparadas com

a constante de acoplamento forte), os termos quárticos predominantes para os squarks

serão aqueles gerados pelo termo D do potencial escalar:

L(q̃q̃)2 = −1

2
g2

s [q̃†
λa

2
q̃]2 + ...

onde λa são as matrizes de Gell-Mann. Como os termos acima são diagonais nas gerações,

eles não sofrem efeitos das matrizes de mistura. Isto ocorrerá em todos os acoplamentos
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provenientes de termos D. No entanto, para os termos provenientes do superpotencial:

L(ũũ)2 =
1

4
|ũλuũC |2 → 1

4
|ũVuLλuVuRũC |2

onde o último termo está escrito na base de massa. Da Eq.(3.32) vemos que os squarks

(e sléptons) também possuirão acoplamentos com os escalares de Higgs provenientes dos

termos f do potencial escalar:

L(ũh)2 = | − h+
u ũi(λu)ij + h0

ud̃i(λu)ij |2 + ...

Reescrevendo o termo acima na base de massa:

L(ũh)2 = cos2γH+H−ũ†V †
uL|λu|2VuLũ

+(cos2γA2 + cos2αh2 + sin2αH2 − sin2αhH)d̃†V †
dL|λu|2VdLd̃

−cosγH+d̃†V †
dL|λu|2VuLũ[(−icosγA + cosαh − sinαH) + hc]

Finalmente, podemos obter os termos quárticos envolvendo apenas os escalares de Higgs.

Para isto basta transformar para a base de massa a Eq.(3.11):

V (h) = (
g2 + g′2

8
)(|hu|2 − |hd|2)2 +

g2

2
|h†

uhd|2 + ...

Considerando apenas o segundo termo:

V (h) =
g2

2
H+H−[h2sin2(α − γ) + H2cos2(α − γ) + hHsin2(α − γ)] + ...

Apesar de não terem sido discutidos aqui, os termos cúbicos também estarão presentes.

Estes são gerados pelos termos cruzados que envolvem o parâmetro µ:

|µh+
u − 1

2
ẽλlẽ

C − 1

2
ũλdd̃

C |2 → −1

2
µ∗h+†

u ẽλlẽ
C + ... (3.33)

e após o deslocamento dos escalares neutros h0
u,d:

g2

2
|h†

uhd|2 → g2

2
|h+†

u (vd + h0
d) + (vu + h0†

u )h−
d |2 =

g2

2
vuh+

u h0†
d h−

d + ...

Existe ainda uma terceira fonte de acoplamentos cúbicos entre os escalares, que são os

termos soft trilineares (ver Eq.(3.9)):

Lsoft = −εαβ(q̃αÃuũChβ
u − q̃αÃdd̃

Chβ
d − l̃αÃlẽ

Chβ
d + hc) + ...

Estes termos são semelhantes aos da Eq.(3.33), pois acoplam os sférmions com os escalares
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de higgs.

3.4.5 Violação de Sabor

Como vimos cima, diversos acoplamentos do MSSM envolvem mistura entre sabores, so-

bretudo no setor escalar. Estes termos contribuem para novos processos com violação de

sabor e para processos já existentes no Modelo Padrão. Neste, em nível de árvore, so-

mente as correntes carregadas violam sabor. No entanto, em diagramas de ordem superior,

é possível gerar processos com violação de sabor em correntes neutras. Em geral estes

diagramas envolvem caixas ou loops como os da Figura 3.2.

Figura 3.2: Contribuições do Modelo Padrão (esquerda) e do MSSM (direita) para a oscilação
K0 − K̄0.

Para o cálculo das contribuições dos diagramas tipo caixa existe uma maneira de rela-

cionar diretamente a contribuição do diagrama aos elementos não diagonais da matriz de

massa. Se considerarmos diagramas semelhantes aos da Figura 3.2, podemos escrever a

amplitude resultante como:

M = C(VαiV
†
jγVδjV

†
iβ)I(m2

i ,m
2
j ,m

2
V )

onde C é uma constante numérica, V é a matriz de mistura e mi, mj e mV são as massas

das partículas que participam do loop. Uma expressão geral para a função I pode ser

encontrada em [25]. No entanto esta pode ser expandida em torno de uma massa média

m̄ =
√

mimj:

I(m2
i ,m

2
j ,m

2
V ) =

∑

m,n

Cm,n(x)

m̄2(1+m+n)
(∆m2

i )
m(∆m2

j )
n

onde ∆m2
i,j = m2

i,j − m̄2 e x = m2
V /m̄2. Portanto, podemos reescrever a amplitude acima

como:

M = C
∑

m,n

Cm,n(x)

m̄2(1+m+n)
[Vαi(∆m2

i )
mV †

iβ ][Vδj(∆m2
j )

nV †
jγ ] (3.34)

Se as massas mi e mj forem aproximadamente degeneradas, ou seja, se m2
i,j ≈ m̄2, então

podemos manter apenas os primeiros termos da expansão acima. Porém, assumindo uma

matriz de mistura V unitária, todos os termos com m = 0 ou n = 0 serão nulos exceto para
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α = β ou δ = γ. Supondo α 6= β e δ 6= γ, o primeiro termo não nulo será:

M = C
C1,1(x)

m6
[Vαi(∆m2

i )V
†
iβ ][Vδj(∆m2

j )V
†
jγ ]

Mas, devido à unitariedade de V :

Vαi(∆m2
i )V

†
iβ = Vαi(m

2 + ∆m2
i )V

†
iβ = Vαi(m

2
i )V

†
iβ = (M2)αβ

onde M2 é a matriz de massa (não diagonal) na base de sabor. Portanto, nesta aproximação,

a matriz de amplitude será proporcional aos elementos não diagonais da matriz de massa

(já que assumimos α 6= β ou δ 6= γ):

M = C
C1,1(x)

m6
(M2)αβ(M2)δγ

Logo, vínculos experimentais para processos representados por M podem ser diretamente

transformados em vínculos para os elementos de matriz não diagonais da matriz de massa.

Um exemplo bem conhecido do tipo de processo calculado acima é a oscilação K0 − K̄0.

No Modelo Padrão, este processo ocorre através de diagramas como os mostrados na Figura

3.2. A diferença de massa entre os estados KL e KS é dada por [26, 24]:

∆mK = 2Re〈K0|H|K̄0〉 < 3.5 × 10−12 MeV (valor experimental)

Usando o acoplamento da Eq.(3.29) e aplicando a Eq.(3.34) para a contribuição do MSSM,

temos [25]:

∆mK ∝ Re[C
∑

m,n

Cm,n(x)

m̃2(1+m+n)
[(U†

uLVuL)1i(∆m̃2
i )

m(V †
uLUuL)i2][(U

†
uLVuL)1j(∆m̃2

j )
n(V †

uLUuL)j2]]

Assumindo que a matriz VuL é unitária (ou seja, não existe mistura entre os squarks left

e right), o que em geral é uma boa aproximação para a primeira e segunda geração de

squarks, podemos utilizar os resultados acima:

∆mK ∝ 1

m̃6
Re[(M̃2

U )12(M̃
2
U )12] (3.35)

Note que a matriz M̃2
U é a matriz de massa dos squarks ŨL, na base em que a matriz de

massa dos quarks é diagonal, já que:

M̃2
U = U†

uLVuLm̃2V †
uLUuL

Para m̃ = 500 GeV e usando o limite experimental para ∆mK , o resultado acima implica em
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[26]:
Re[(M̃2

U )212]

m̃4
. 10−2

Logo, uma das formas de suprimir as contribuições do MSSM é assumir squarks pe-

sados, de tal forma que (M̃2
U )12/m̃2 ¿ 1. Algumas análises mostram que para evitar os

vínculos experimentais deveríamos ter m̃ & 40 TeV [27]. Como esta escala de massas só é

necessária para os squarks da primeira e segunda geração e estes se acoplam fracamente

com o Higgs, é possível que estes tenham massas acima de 1 TeV sem desestabilizar o

potencial escalar.

Outra possibilidade, conhecida como universalidade, é assumir squarks degenerados

(m̃i = m̃0 para todo i), de tal forma que:

(M̃2
U )ij = m̃2

0(U
†
uLVuLV †

uLUuL)ij = m̃2
0δij

excluindo, assim, qualquer contribuição de termos fora da diagonal. Porém, se a matriz de

massa dos squarks for proporcional à matriz de massa dos quarks:

VuLm̃2V †
uL = αM2

U

⇒ (M̃2
U )ij = α(U†

uLM2
UUuL)ij = αm2

i δij

onde MU é a matriz de massa dos quarks (não diagonal) e mi são as massas dos quarks.

Logo, o alinhamento entre as matrizes dos quarks e squarks anula as contribuições dos

termos não diagonais.

Figura 3.3: Contribuição do MSSM para o momento de dipolo elétrico do elétron.

Uma grande variedade de processos também permite vincular os elementos não diago-

nais tanto das matrizes de massa dos squarks e sléptons quanto das matrizes soft Ã. Em

particular, processos envolvendo violação CP e contribuições para o momento de dipolo

elétrico (ver Figura 3.3) impõe vínculos para as fases destas matrizes [26]. A alternativa

mais comum para evitar tais vínculos é simplesmente assumir que os parâmetros soft se-

jam reais e universais. Apesar desta suposição restringir consideravelmente o espaço de

parâmetros do MSSM, alguns modelos de quebra de supersimetria geram parâmetros soft

reais e aproximadamente universais (ver Seção 4).
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3.4.6 Unificação das Constantes de Acoplamento

Com as novas interações entre os bósons de gauge e os sférmions e gauginos do MSSM,

podemos indagar como estas interações modificarão a evolução das constantes de acopla-

mento de gauge para altas energias. Como todas as novas superpartículas do MSSM devem

possuir massas da ordem ou acima da escala GeV, as constantes gs, g e g′ se comportarão

de maneira idêntica ao Modelo Padrão para energias inferiores à 1 GeV.

Em uma teoria de gauge não abeliana, a constante de acoplamento de gauge (g) evoluirá

de acordo com a expressão [6, 11]:
dg2

dt
= β(g(t)) (3.36)

onde β é a função beta, t = ln(Q/Q0) e Q0 é uma escala de referência. Para o grupo SU(N),

com férmions e escalares na representação fundamental, temos (em 1-loop) [11, 15]:

β(g(t)) =
1

8π2
g4bg

bg = −11

3
N +

1

3
nf +

1

6
ns (3.37)

sendo nf o número de férmions (onde as componentes left e right são contadas indepen-

dentemente) e ns o número de escalares complexos. Já para o grupo abeliano U(1):

bg′ =
2

3

∑

i

(
Yi

2
)2 +

1

3

∑

α

(
Yα

2
)2 (3.38)

onde a soma em i é sobre todos os férmions e em α sobre todos os escalares. Logo, para o

Modelo Padrão:

bgs
= −11 + 4 = −7

bg = −22

3
+

12

3
+

1

6
= −19

6

bg′ =
2

3
× 3 × 10

3
+

1

3
× (

1

4
+

1

4
) =

41

6

Para o MSSM devemos adicionar as contribuições dos gauginos que pertencem à represen-

tação adjunta e dos sléptons, squarks e higgsinos, além de duplicar o número de dubletos

escalares de Higgs. Portanto a Eq.(3.37) e a Eq.(3.38) se tornam [11]

bg = −3N +
1

2
nΦ e bg′ =

∑

Φ

(
YΦ

2
)2

onde Φ indica soma nos supercampos quirais e nΦ é o número destes. Então:

bgs
= −9 +

1

2
× 4 × 3 = −3
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bg = −6 +
1

2
× 4 × 3 +

1

2
× 2 = 1

bg′ = 3 × 20

6
+

1

2
× 2 = 11

Resolvendo a Eq.(3.36) nos dois casos (SM e MSSM), podemos calcular como as cons-

tantes de acoplamento evoluem para altas energias. A Figura 3.4 mostra claramente que a

convergência das constantes de acoplamento é muito mais satisfatória no MSSM do que no

SM. Isto poderia indicar que para altas energias ocorre a unificação do grupo de gauge do

MSSM. Usando os valores das constantes de acoplamento a baixas energias é possível cal-

cular qual a escala de grande unificação (MGUT ). Da Figura 3.4 temos MGUT ≈ 2.6×1016 GeV.

No entanto, este resultado pode ser radicalmente alterado caso existam novas partículas

com massa inferior à MGUT e que se acoplem ao grupo de gauge do Modelo Padrão.
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g
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g
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Figura 3.4: Evolução das constantes de acoplamento de gauge no Modelo Padrão e no
MSSM, calculada utilizando-se a Eq.(3.36) em 1-loop. No gráfico g1 = g′
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5/3 (ver comentá-
rio na Seção 4.2).
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Capítulo 4

Quebra de Supersimetria

Na Seção 3.4 vimos que para calcular os acoplamentos do MSSM é necessário conhecer

(na maioria dos casos) as matrizes de mistura dos squarks, charginos, neutralinos, etc.

Portanto, sem nenhuma hipótese sobre os parâmetros soft, análises fenomenológicas se

tornam praticamente inviáveis. Muitos modelos tentam explicar a origem dos termos soft

através da quebra espontânea de supersimetria, o que, em princípio, permite reduzir con-

sideravelmente o número de parâmetros.

No entanto, os argumentos apresentados na Seção 3.2.2 mostram a dificuldade de

uma quebra espontânea de supersimetria utilizando apenas os supercampos presentes

no MSSM. Logo, diversos modelos propostos visam obter os termos soft através de uma

extensão do MSSM com novos supercampos e interações. Estes permitiriam quebrar a su-

persimetria e obter os termos soft, evitando que a identidade STr(m2) = 0 (ver Eq.(2.68))

implique, necessariamente, em superpartículas leves.

Mas para que isto seja possível, o setor onde ocorre a quebra espontânea de supersime-

tria deve possuir massas em uma escala muito superior à escala TeV, de tal forma que este

setor desacople do MSSM. Por este motivo, o setor de quebra é chamado de setor escon-

dido. Obviamente, em alguma escala de energia, o setor escondido deve se acoplar (direta

ou indiretamente) com os supercampos do MSSM (setor visível), permitindo que a quebra

de supersimetria seja sentida pelas partículas do setor visível. Além disso, como os termos

soft devem estar na escala TeV, estes não podem refletir diretamente a escala do setor es-

condido. Portanto, o setor escondido e o setor visível devem interagir através de um terceiro

setor, chamado de setor mensageiro. Estas interações devem ser relativamente fracas, de

tal forma a gerar termos soft na escala TeV.

O mecanismo descrito acima é muito semelhante à quebra espontânea de simetria do

Modelo Padrão, onde as partículas mais leves (elétron, quark up, etc) possuem massas

muito inferiores à escala da quebra eletrofraca. Isto é possível devido às constantes de

acoplamento de Yukawa, que suprimem a escala eletrofraca. Neste caso, o setor escalar

(bóson de Higgs) faz o papel do setor escondido, enquanto os férmions leves representariam
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o setor visível. No entanto, diferentemente do MSSM, estes dois setores podem se acoplar

diretamente, já que não existe um análogo à Eq.(2.68) para o SM.

Da discussão acima, podemos afirmar que os termos soft serão tipicamente [9]:

msoft ∝ gm
1

Mm
Λ2

s (4.1)

onde Λs reflete a escala do setor invisível, Mm a escala do setor mensageiro e gm é uma

constante de acoplamento típica entre o setor mensageiro e o visível. Portanto, da Eq.(4.1)

vemos que as interações do setor mensageiro com o setor visível constituem o fator mais

importante para a determinação dos parâmetros soft. Teorias com quebra mediada por

interações de gauge (GMSB) são exemplos típicos dos modelos citados acima.

Uma outra possibilidade é o uso de teorias com invariância por transformações super-

simétricas locais (supergravidade ou SUGRA), que invalidam a Eq.(2.68) e possuem inte-

rações não renormalizáveis entre o setor visível e o escondido. Nestes modelos, os termos

soft serão naturalmente pequenos (quando comparados à escala de quebra), já que são

proporcionais à constante de acoplamento gravitacional (ou ao inverso da massa de Planck)

[9]:

msoft ∝
√

GΛ2
s =

Λ2
s

MP
ou msoft ∝ GΛ3

s =
Λ3

s

M2
P

onde MP é a massa de Planck.

A necessidade de um setor escondido e de um setor mensageiro1 para a obtenção de

uma teoria realista é um importante aspecto de modelos supersimétricos, que os distingue

radicalmente do Modelo Padrão. Este, apesar de ser considerado uma teoria efetiva, foi

extremamente bem sucedido na explicação dos dados experimentais das últimas décadas,

sem a necessidade de nenhuma suposição sobre escalas superiores de energia. Esta carac-

terística de modelos supersimétricos realistas, apesar de introduzir novos parâmetros de

difícil acesso experimental, permite uma conexão mais direta entre a física atual (de baixas

energias) e a física próxima da escala de Planck (ou da escala de Grande Unificação).

4.1 Quebra via SUGRA

Apesar de o setor escondido interagir fracamente com o setor visível, espera-se que a in-

teração gravitacional acople diretamente os dois setores. Portanto, independentemente de

como seja a quebra de supersimetria no setor escondido, espera-se que esta seja transmi-

tida pelo setor visível através de interações gravitacionais. No entanto, devido à natureza da

gravidade, tal interação é suprimida (pelo menos em uma teoria efetiva, não renormalizável)

pela massa de Planck (MP ∼ 1019 GeV) e, em geral, espera-se que não influa na física de

baixas energias. Porém, se a escala da quebra de supersimetria estiver próxima da escala

1Alguns modelos recentes (de quebra mediada por interações de gauge) conseguiram eliminar a necessidade de
um setor mensageiro [28].

106



de Planck, as interações gravitacionais podem ser as principais mensageiras da quebra de

supersimetria.

Se as simetrias do espaço-tempo forem representadas pelo supergrupo de Poincaré, as

interações gravitacionais também devem ser supersimétricas e são chamadas de super-

gravidade (ou SUGRA). A lagrangeana da supergravidade pode ser obtida impondo-se a

invariância por transformações supersimétricas locais. No entanto precisamos abrir mão

da renormalizabilidade da teoria, já que a Relatividade Geral por si só não é renormalizável.

Por se tratar de uma teoria não renormalizável, a lagrangeana da supergravidade será

da forma [15]:

L = −1

4
[K(Φ†e2gV T , Φ)]|D − 1

2
[F (Φ) + hc]|f − 1

4
[fAB(Φ)WAWA]|f

onde K, F e fAB são funções arbitrárias dos supercampos. Obviamente estas funções

devem manter a invariância de gauge da teoria. A função fAB é chamada de função cinética

de gauge e, no caso usual é dada por:

fAB(Φ) = δAB

Já as funções K e F são a generalização do potencial de Kähler e do superpotencial para

teorias não renormalizáveis. Em geral a lagrangeana dependerá destas duas funções e da

função fAB. Porém, pode-se mostrar [11] que a invariância por transformações supersimé-

tricas locais reduz esta dependência à função fAB e à combinação:

G =
1

M2
P

K + ln[
|F (Φ)|2

M6
P

] (Função de Kähler)

Além de todos os termos cinéticos e de interações de uma teoria supersimétrica global, a

lagrangeana LSUGRA também envolve termos de interações com o supercampo gravitacional

e novos termos de interação (não renormalizáveis) entre os supercampos quirais. O super-

campo gravitacional compreende o gráviton e o gravitino, sendo este último um campo de

spin 3/2. O supercampo gravitacional pode ser interpretado como a versão supersimétrica

do bóson de gauge, que surge quando impomos a invariância por transformações supersi-

métricas locais. A construção de uma teoria com supersimetria local será omitida aqui, já

que apenas um esboço do mecanismo de quebra mediada por supergravidade será apresen-

tado. A lagrangeana geral da supergravidade pode ser encontrada em diversas referências

[15, 21, 11].

O termo de LSUGRA mais relevante para a discussão da quebra mediada por supergravi-

dade é a parte do potencial escalar que no limite MP → ∞ e fAB → δAB resulta no potencial

escalar usual. Este termo é dado por:

VSUGRA = eM4
P eG[Gi(G

−1)i
jG

j − 3] + e
g2

2
Re(f−1

AB)[(Gi(TA)ijφj)(G
k(TB)klφl)] (4.2)
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onde gµν é a métrica de Minkowski, e =
√

−det(gµν), TA são os geradores do grupo de gauge

e

Gi =
∂G(φ)

∂φ†
i

, Gj =
∂G(φ)

∂φj
e (G−1)i

j = (
∂2G(φ)

∂φi∂φ†
j

)−1

Note que este termo permite (dependendo da função G) acoplamentos entre todos os campos

escalares, inclusive entre campos do setor visível e do escondido.

Outra importante característica da Eq.(4.2) é que o potencial não é necessariamente

positivo, já que temos pelo menos um termo negativo (−3eM4
P eG). Logo, diferentemente do

caso global, podemos ter quebra espontânea de supersimetria com V > 0, V < 0 ou V = 0

(em geral este último caso requer grande ajuste fino). Além disso, podem existir mínimos

supersimétricos que não sejam mínimos globais.

De maneira análoga ao caso global, para que a supersimetria local seja quebrada espon-

taneamente, devemos ter:

〈0|δχ|0〉 6= 0 ou 〈0|δλ|0〉 6= 0

onde χ e λ são as componentes fermiônicas dos supercampos quirais e dos supercampos

vetoriais, respectivamente. No entanto, as transformações locais dos campos χ e λ diferem

do caso global. As condições acima podem ser reescritas como [15]:

〈0|eG/2(G−1)i
jGi|0〉 6= 0 ou 〈0|Re(f−1

AB)Gi(TB)ijφj |0〉 6= 0 (4.3)

que são os análogos locais para as condições 〈f〉 6= 0 ou 〈D〉 6= 0. Na maioria dos casos

as condições acima implicam 〈G〉 6= 0, de tal forma que o gravitino (ψµ) adquire massa mg,

através do acoplamento:

i

2
MP eG/2ψ̄µσµνψν → i

2
MP e〈G〉/2ψ̄µσµνψν

⇒ mg = MP e〈G〉/2 (4.4)

Como citado anteriormente, o gravitino é o análogo supersimétrico dos bósons de gauge.

Portanto o resultado acima nada mais é do que o análogo supersimétrico do mecanismo

de Higgs, que neste caso gera massa para uma partícula de spin 3/2. Ou seja, o goldstino

resultante da quebra espontânea de supersimetria é absorvido pelo gravitino, que se torna

massivo.

Uma importante propriedade da quebra de supersimetria local é que a Eq.(2.68) não é

mais válida, sendo modificada da seguinte forma [15]:

STr(m2) =
∑

A

[−2gTr(TA)〈DA〉 + 2(N − 1)(2m2
g − 〈DA〉2

M2
P

)] (4.5)

onde N é o número de supermultipletos quirais da teoria. A Eq.(4.5) não mais resulta nos

fortes vínculos impostos no caso de quebra de supersimetria global, permitindo diferenças
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da ordem de mg entre os férmions e seus superparceiros.

4.1.1 mSUGRA

Como discutido na seção anterior, por se tratar de uma teoria não renormalizável, a lagran-

geana da supergravidade permite um número arbitrário de interações, que são definidas

pelas escolhas das funções G e fAB. O caso mais simples e que resulta em teorias realistas

é conhecido como Minimal Supergravity (ou mSUGRA). Neste modelo assume-se a seguinte

função de Kähler:

G =
1

M2
P

∑

i

(|Φi|2 + |Φ̃i|2) + ln[
|F (Φ)|2

M6
P

]

onde

F = F0(Φ) + Fh(Φ̃)

e Φ e Φ̃ são os supercampos do setor visível e escondido, respectivamente. Note que o

potencial de Kähler (K) não possui nenhum termo de mistura entre os dois setores. Isto

pode ser justificado impondo-se uma simetria U(1) e atribuindo-se cargas opostas para os

campos Φ e Φ̃. Da Eq.(4.2), temos que o potencial escalar resultante desta escolha será

[15, 29]:

V (φ, φ̃) = e
1

M2
P

(|φ|2+|φ̃|2)
[|∂F0(φ)

∂φ
+

1

M2
P

φ†F (φ, φ̃)|2 + |∂Fh(φ̃)

∂φ̃
+

1

M2
P

φ̃†F (φ, φ̃)|2

− 3

M2
P

|F (φ, φ̃)|2] +
g2

2
Re(f−1

AB)[(φ†TAφ)(φ†TBφ)] +
g̃2

2
Re(f−1

AB)[(φ̃†TAφ̃)(φ̃†TBφ̃)

onde foram omitidos os índices dos campos e assumiu-se que os campos do setor escondido

são singletos sob o grupo de gauge do setor visível. Para a obtenção da equação acima foi

utilizada a invariância de gauge do superpotencial:

δF =
∂F

∂φi
δφi =

∂F

∂φi
(TA)ijφj = 0

Do potencial acima vemos que no limite MP → ∞ e fAB → δAB temos:

V0(φ, φ̃) = |∂F0(φ)

∂φ
|2 + |∂Fh(φ̃)

∂φ̃
|2 +

1

2
(DA)2 +

1

2
(D̃A)2

que representa o potencial do setores visível e escondido desacoplados2. Logo todos os

termos de interação entre os campos φ e φ̃ são transmitidos via interação gravitacional e,

portanto, são suprimidos por um fator da ordem da massa de Planck (∼ 1019 GeV).

Assume-se que o potencial para os campos φ̃ possua um mínimo local de tal forma que

2Onde D̃A são os termos D para o setor escondido. A separação dos termos D em DA e D̃A é válida, já que Φ̃i

são singletos sob SU(3) × SU(2) × U(1).
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a supersimetria local seja espontaneamente quebrada. Além disso, para que os efeitos da

quebra espontânea sejam significativos, devemos ter vevs comparáveis à MP , ou seja, a

quebra espontânea deve ocorrer próximo à escala de Planck. Assim:

〈φ̃〉 = aMP , 〈∂Fh(φ̃)

∂φ̃
〉 = m2 e 〈Fh(φ̃)〉 = bm2MP

⇒ 〈G〉 = a2 + ln[
b2m4

M4
P

]

onde a e b são constantes da ordem de 1 e m representa outra escala de massa. Portanto,

da Eq.(4.4):

mg = ea2/2(
bm2

MP
)

Substituindo os campos do setor escondido por seus vevs e considerando apenas os

campos do setor visível, teremos:

Vef (φ) = |∂F0(φ)

∂φi
|2 +

1

2
(DA)2

m2
g|φi|2 + mg[φi

∂F0(φ)

∂φi
+ F0(φ)(a2 − 3 +

a

b
) + hc] (4.6)

onde o superpotencial F0 foi reescalonado (F0 → e−
1
2
a2

F0), fez-se MP → ∞ com mg mantido

constante e fAB → δAB. Para que o limite a baixas energias coincida com o MSSM, devemos

fazer:

F0(φ) = FMSSM (φ)

onde FMSSM é o superpotencial do MSSM. Portanto, da Eq.(4.6), temos os seguintes termos

soft:

m2
soft = m2

g

Ãi = mg(a
2 +

a

b
)λi

b = µmg(a
2 +

a

b
− 1)

sendo λi os acoplamentos de Yukawa e msoft as massas escalares soft. Portanto, compa-

rando com a lagrangeana soft da Eq.(3.9):

m2
Hu

= m2
Hd

= m2
L = m2

Q = m2
E = m2

D = m2
U ≡ m2

g (4.7)

Ãu = λuA0, Ãd = λdA0, Ãl = λlA0 e b = µ(A0 − mg)

onde A0 = mg(a
2 + a

b ) é da ordem da massa do gravitino. As propriedades acima são usual-

mente conhecidas como universalidade3 dos parâmetros soft e é uma das conseqüências

3Um dos argumentos essenciais para a obtenção da universalidade é a suposição de um potencial de Kähler
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favoráveis do mSUGRA. Como discutido anteriormente, a universalidade dos parâmetros

soft inibe processos com violação de sabor. Como a relação entre os parâmetros b e A0

não é válida para casos mais gerais (sobretudo em GUTs supersimétricas), costuma-se

considerá-los como parâmetros independentes.

Até agora as modificações resultantes da imposição de uma supersimetria local só foram

analisadas para o setor escalar. Porém, pode-se mostrar [15, 11] que a lagrangeana da

supergravidade também possuirá termos do tipo:

LSUGRA =
1

4
eG/2 ∂f†

AB

∂φ†
i

(G−1)i
jG

jλAλB + ...

onde λA são gauginos. Logo, após a quebra espontânea (com MP → ∞ e mg constante):

1

4
eG/2 ∂f†

AB

∂φ†
i

(G−1)i
jG

jλAλB → 1

4
amg

∑

i

∂f†
AB

∂φ̃†
i

λAλB

Desta forma a quebra mediada por supergravidade gera todos os termos soft da lagrangeana

do MSSM4. Portanto, assim como os demais termos soft, a massa dos gauginos é da ordem

de mg ∼ m2/MP .

Como a e b são da ordem de 1, para que os termos soft estejam na escala TeV devemos

ter:
m

MP
∼ 10−9

o que pode ser visto como um enorme ajuste fino. Porém, como m depende do superpo-

tencial do setor escondido, não temos como estimar o que seria um valor natural neste

caso.

Em muitas análises fenomenológicas simplificações adicionais são impostas, como a

universalidade das massas dos gauginos:

(Mλ)AB = δABM1/2

Portanto, juntamente com os resultados anteriores, obtemos o seguinte espaço de parâme-

tros:

{mg, A0, b0,M1/2}

Resta ainda adicionar à lista acima o parâmetro µ da lagrangeana supersimétrica. Po-

rém, a imposição da quebra eletrofraca permite reduzir este espaço de parâmetros. Usando

a Eq.(3.14), a Eq.(3.15) e a Eq.(3.18), temos:

2b = (m2
Hu

− m2
Hd

)tan2β − m2
zsin2β (4.8)

diagonal nos supercampos Φ e Φ̃.
4Note que a função cinética de gauge (fAB ) não pode ser trivial (fAB = δAB ), pois neste caso teríamos gauginos

sem massa.
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|µ|2 =
1

cos2β
(m2

Hu
sin2β − m2

Hd
cos2β) − 1

2
m2

z (4.9)

Logo é possível determinar |µ| e b0 em termos de tanβ e mz. Desta forma o conjunto de

parâmetros livres serão:

{sinal de µ, mg, A0, tanβ, M1/2} (4.10)

No entanto os parâmetros soft resultantes da quebra de supersimetria são válidos em

uma escala próxima à escala de quebra (Ms=MP ou m), muito acima da escala eletrofraca.

Logo, para realizar previsões para as energias acessíveis experimentalmente, é necessário

evoluir todos os parâmetros da escala de quebra (Ms) até a escala eletrofraca, utilizando

como condição de contorno a universalidade dos parâmetros (Eq.(4.7)). Esta evolução é

realizada pelas equações do grupo de renormalização (RGEs) [30, 31]. No entanto, se exis-

tirem novos campos e interações (além do MSSM) entre a escala eletrofraca e a escala de

quebra, as RGEs devem ser modificadas na escala dos novos campos. Como mostrado na

Seção 3.4.6, a unificação das constantes de acoplamento de gauge sugere a existência de

novas partículas na escala MGUT . Então, entre a escalas MGUT e MP , as RGEs dependerão

especificamente do modelo de Grande Unificação. Mas, devido à proximidade destas esca-

las, é razoável supor que as RGEs não sofram alterações significativas entre MGUT e Ms.

Portanto podemos impor as seguintes condições de contorno:

(m2
L)ij = (m2

Q)ij = (m2
E)ij = (m2

D)ij = (m2
U )ij ≡ m2

0δij |MGUT

m2
Hu

= m2
Hd

≡ m2
0|MGUT

Ãu = λuA0|MGUT
, Ãd = λdA0|MGUT

, Ãl = λlA0|MGUT

M1 = M2 = M3 = M1/2|MGUT

b = b0|MGUT

onde |MGUT
indica que estas condições de contorno são válidas na escala de Grande Unifi-

cação. Esta relativa simplicidade justifica o nome desta classe de modelos (Minimal Super-

gravity).

A evolução de alguns dos parâmetros acima está representada nas Figuras 4.1 e 4.2.

O resultado apresentado corresponde à um cálculo aproximado, onde todas as RGEs são

calculadas em 1-loop, foram desprezados efeitos de limiar e foi utilizado o potencial escalar

em nível de árvore para o cálculo dos parâmetros µ e b.
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Figura 4.1: Evolução de alguns parâmetros soft (plotados como sinal[m2
soft]

√

|m2
soft|) para
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A0 = b0 = 0, µ > 0 e mt = 178 GeV. A região mostrada representa energias de MGUT até mz.
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Figura 4.2: Evolução de alguns parâmetros soft (plotados como sinal[m2
soft]

√

|m2
soft|) para

o modelo mSUGRA com tanβ = 3, MGUT = 2.9 × 1016 GeV, M1/2 = 400 GeV, m0 = 200 GeV,
A0 = b0 = 0, µ > 0 e mt = 178 GeV. A região mostrada representa energias de MGUT até mz.

Da Figura 4.1 vemos que a massa soft m2
Hu

se torna negativa para energias próximas à
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1011 GeV, possibilitando assim a quebra eletrofraca (ver Eq.(3.16)). Já as massas soft dos

gauginos (em geral os gauginos não são auto-estados de massa) obedecem à mesma evo-

lução das constantes de acoplamento de gauge, mantendo assim a hierarquia de massas:

M3 > M2 & M1. De fato pode-se mostrar que

d (Mi/g2
i )

d ln[ Q
Q0

]
= 0

onde Q e Q0 são diferentes escalas de energia.

Para as massas dos sférmions vemos que apesar de a condição inicial impor universa-

lidade, esta degenerescência é perdida após a evolução para baixas energias. Isto se deve

principalmente às diferenças entre as constantes de acoplamento de gauge e Yukawa. Em

1-loop, as constantes de Yukawa contribuem positivamente para a evolução das massas,

enquanto as constantes de gauge contribuem negativamente [30, 11]:

dm2

dt
= A(t)λ(t)2 − Bg2

i |M2
i | + ...

onde t = ln(Q/Q0) e A e B dependem dos demais parâmetros soft. Para os squarks, a

contribuição proveniente dos acoplamentos de gauge é dominante e resulta em um aumento

das massas soft quando estas são evoluídas para baixas energias. Como o acoplamento de

Yukawa é maior para a terceira geração, temos que as massas das gerações terão uma

hierarquia invertida, ou seja, a massa soft para o squark ũ será superior à do squark t̃,

como pode ser visto na Figura 4.2.

Já para os sléptons a contribuição dos acoplamentos de gauge é proporcional apenas

às constantes g e g′ e apesar de ainda serem dominantes resultam em massas inferiores

às dos squarks. Esta contribuição é ainda mais desprezível para o parâmetro m2
E que só

recebe correções proporcionais às g′.

Após a evolução de todos os parâmetros até baixas energias (escala eletrofraca), devemos

diagonalizar as matrizes de massa (calculadas anteriormente) para obter os auto-estados

de massa da teoria. Assumindo um ponto no espaço de parâmetros (Eq.(4.10)) obtemos o

seguinte espectro de massas para o modelo mSUGRA:
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Figura 4.3: Espectro de massas para o modelo mSUGRA (desprezando o gravitino e a se-
gunda geração) com {sinal de µ,m0, A0, tanβ, M1/2} = {> 0, 300 GeV, 0, 30, 400 GeV} e com
mtop = 178 GeV. Os valores foram obtidos utilizando o programa SuSpect [32].

Como visto acima após o Higgs mais leve, temos o neutralino como a superpartícula

mais leve do modelo. Após o primeiro neutralino, temos os sléptons e alguns charginos

e neutralinos com massas semelhantes. Os sléptons da primeira e segunda geração são

degenerados em massa, já que seus acoplamentos de Yukawa são desprezíveis. Em seguida

temos outros neutralinos e charginos, além dos escalares de Higgs pesados (A, H e H+).

Mantendo a hierarquia entre sléptons e squarks, estes últimos estão entre os escalares

mais pesados da teoria. Como citado acima isto se deve às contribuições dos acoplamentos

de gauge para a evolução dos parâmetros soft. Portanto, sempre pode-se esperar que esta

hierarquia seja mantida.

Um dos principais vínculos sobre o MSSM é a massa do escalar de Higgs mais leve (h).

Como já discutido na Seção 3.3.2, os valores em nível de árvore para mh são inaceitáveis

experimentalmente, já que teríamos mh < mz. Nas Figuras 4.4 e 4.5 temos os valores de

mh e da superpartícula mais leve (χ0
1) para diferentes valores de m0 e tanβ. Como já citado,

os valores de mh obtidos são sempre superiores à mz quando são incluídas as correções

radiativas, tanto para os parâmetros soft quanto para o potencial escalar neutro (que induz

correções nas matrizes de massa). Desta forma, evita-se que o MSSM seja completamente

eliminado pelos dados experimentais atuais.
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Figura 4.4: Valores para mh e mχ0
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em função de m0 . Os resultados foram obtidos
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Figura 4.5: Valores para mh e mχ0
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em função de tanβ . Os resultados foram obtidos
utilizando-se o programa SuSpect [32].

Para os parâmetros da Figura 4.3, podemos calcular o valor de |µ| através da imposição

da quebra eletrofraca. Neste caso temos |µ| = 526.9 GeV, valor próximo de m0. Como pode-se

ver nas Figuras 4.6 e 4.7, µ é aproximadamente constante para todo o espaço de parâmetros

(impondo-se a quebra eletrofraca). Porém, por ser um parâmetro supersimétrico, espera-se
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que µ reflita a escala supersimétrica. Ou seja, é natural supor que µ ∼ MGUT À 500 GeV.

Mas, como discutido na Seção 3.3.2 e mostrado nas Figuras 4.6 e 4.7, é essencial que o

parâmetro µ seja ordem dos demais parâmetros soft (neste caso ∼ 500 GeV) para que ocorra

a quebra eletrofraca com valores aceitáveis de mz.
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Figura 4.6: Valor do parâmetro µ e da massa do escalar de Higgs pesado (H) em função do
parâmetro m0 . Os valores foram obtidos utilizando o programa SuSpect [32].
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Figura 4.7: Valor do parâmetro µ e da massa do escalar de Higgs pesado (H) em função do
parâmetro tanβ. Os valores foram obtidos utilizando o programa SuSpect [32].

Como o parâmetro µ é praticamente constante quando evoluído pelas RGEs, a única

maneira de gerar µ ∼ m0 na escala eletrofraca é ter µ ∼ m0 na escala GUT. Para tal é
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comum impor que µ também seja gerado através da quebra espontânea de supersimetria.

No mSUGRA, isto pode ser resolvido facilmente se incluirmos acoplamentos do tipo:

K|f =
1

MP
ρ[Φ̃HuHd]|f → 1

MP
ρ〈fΦ̃〉huhd

resultando em µ = m2

MP
ρ ∼ mg, já que 〈fΦ̃〉 = 〈∂Fh(φ̃)

∂φ̃
〉 ∼ m2.

4.2 Quebra Mediada por Interações de Gauge

Nos modelos do tipo SUGRA, apesar de haver quebra espontânea de supersimetria, os vín-

culos entre as massas escalares provenientes de STr(m2) = 0 são evitados abrindo-se mão

da renormalizabilidade. Como estes vínculos são derivados da lagrangeana supersimétrica

(renormalizável) em nível de árvore, eles também podem ser evitados se a quebra espontâ-

nea no MSSM só ocorrer através de correções quânticas. Isto pode ser realizado se incluir-

mos novos supercampos (Φ̃, ¯̃Φ) que não sejam singletos sob o grupo SU(3) × SU(2) × U(1).

Desta forma a quebra no setor escondido pode ser transmitida através das interações de

gauge, compartilhadas pelo setor mensageiro e os campos do MSSM. Em geral assume-se

que Φ̃ e ¯̃Φ pertençam à uma representação vetorial (e sua adjunta), de tal forma que estes

campos possuam termos de massa muito acima da escala eletrofraca e ao mesmo tempo

não alterem a unificação das constantes de acoplamento a altas energias. Além disso,

assumiremos o seguinte termo de interação entre o setor escondido (S) e o mensageiro:

Fms = λnSΦ̃n
¯̃Φn

Após a quebra espontânea de simetria, temos:

〈fS〉 = f0 e 〈φS〉 = φ0, com f0, φ0 6= 0

onde fS e φS são as componentes f e escalar do supercampo S. Neste caso, as compo-

nentes escalares (φ̃n, ¯̃φn) e espinoriais (χ̃n, ¯̃χn) dos supercampos Φ̃, ¯̃Φ possuirão as seguintes

matrizes de massa:

(mχ̃)nm =
∂2Fms(φ0, f0)

∂φ̃n∂
¯̃
φm

= λnφ0δmn (4.11)

(m2
φ̃
) =

(

|λnφ0|2 f0λn

f∗
0 λ∗

n |λnφ0|2

)

A diagonalização da matriz de massa para os escalares resulta em dois auto-estados com

as massas:

M2
1,2 = |λnφ0|2 ± |f0λn| (4.12)
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Para que as massas acima sejam positivas, φ0 e f0 devem satisfazer:

|λnφ0|2 ≥ |f0| (4.13)

Note que para os campos mensageiros o supertraço das massas deve ser nulo, já que não

há quebra de supersimetria por termos de Fayet-Iliopoulos e que a quebra espontânea de

simetria ocorre em nível de árvore. De fato, termos:

M2
1 + M2

2 − 2m2
χ̃ = 0

Devido à falta de um termo de interação direta entre o setor escondido e o visível, este úl-

timo não sente os efeitos da quebra espontânea de simetria em nível de árvore. No entanto

correções quânticas permitem que os efeitos da quebra no setor escondido sejam trans-

mitidos para o setor visível através do setor mensageiro. Esta transmissão só é possível

através dos bósons de gauge e gauginos, já que estes são os únicos campos comuns entre

o setor mensageiro e os supercampos do MSSM. As interações entre o setor mensageiro e

os gauginos ocorrem através de termos do tipo:

φ̃†
n(gsg̃

cT
(n)
3c + gW̃ aT2a + g′B̃T

(n)
1 )χ̃n

onde g̃, W̃ e B̃ são os gluinos, winos e bino do MSSM e T
(n)
k é a representação do grupo de

gauge (k = 1, 2, 3, para U(1), SU(2), SU(3), respectivamente) à qual pertence os supercampos

Φ̃n. Estas interações geram as seguintes correções para a massa dos gauginos (ver Figura

4.8) [9]:

M
(k)
A =

∑

n

g2
k(T

(n)
kA )ij(T

(n)
kA )ji

∫

d4q

(2π)4
Σn(q) =

g2
k

16π2

∑

n

Tr[T
(n)2
kA ]

|f0|
|φ0|

g(
|f0|

|λn||φ0|2
)

onde

g(x) =
1

2x2
[(1 + x)ln(1 + x) + (1 − x)ln(1 − x)] (4.14)

e M
(k)
A é a massa do gaugino A pertencente ao grupo k. Assumindo que os geradores de

cada grupo estão normalizados, ou seja, Tr[T
(n)
kA T

(n)
kB ] = N

(n)
k δAB, temos:

M
(k)
A =

g2
k

16π2

∑

n

N
(n)
k

|f0|
|φ0|

g(
|f0|

|λn||φ0|2
)

Ou seja, as massas dos gauginos são degeneradas entre gauginos do mesmo grupo (o que

é esperado devido à simetria de gauge).

119



Figura 4.8: Alguns dos diagramas de 1-loop e 2-loop que geram massas para os gauginos e
sférmions no mecanismo de GMSB.

De maneira análoga, as massas dos sférmions do setor visível sofrem correções devido à

suas interações com os gauginos, através de diagramas de 2-loop5 (ver Figura 4.8). Como

estas correções devem ser proporcionais às massas dos gauginos (pois, no limite supersi-

métrico, MA = 0):

m2
a =

∑

k,l

g2
k(T 2

kl)aa

∫

d4q

(2π)4
Π(q)M (k) =

∑

n,k,l

(
g2

k

16π2
)2(T 2

kl)aaN
(n)
k

∫

d4qΠ̂n(q)

onde Tkl são os geradores das representações dos sférmions e todos os fatores não triviais

do loop foram absorvidos em Π̂n. Para as representações do MSSM temos [9]:

SU(2) →
∑

l

(T 2
2l)aa = (

~σ

2
.
~σ

2
)aa =

3

4

SU(3) →
∑

l

(T 2
3l)aa =

8
∑

c=1

(
λc

2

λc

2
)aa =

4

3

U(1) →
∑

l

(T 2
1l)aa = (

Y 2

4
)aa

e
∫

d4qΠ̂n(q) =
2|f0|2
|φ0|2

f(
|f0|

|λn||φ0|2
)

onde

f(x) =
1 + x

x2
[ln(1 + x) − 2Li2(

x

1 + x
) +

1

2
Li2(

2x

1 + x
)] + x ↔ −x (4.15)

e

Li2(y) = −
∫ y

0

ln(1 − t)

t
dt

5Note que as massas quadradas dos sférmions são geradas em 2-loop, de tal forma que os gauginos e sférmions
têm massas da mesma ordem.
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Figura 4.9: Gráfico das funções f(x), g(x) e g(x)/
√

f(x), conforme definidas nas Eq.(4.15) e
(4.14).

As funções f e g estão mostradas na Figura 4.9, onde pode-se ver que f e g só se

distanciam de 1 para x & 0.8, ou seja, para f0 ≃ φ2
0. Por conveniência define-se:

Mk =
∑

n

N
(n)
k

|f0|
|φ0|

g(
|f0|

|λn||φ0|2
)

e

m2
k =

|f0|2
|φ0|2

∑

n

N
(n)
k f(

|f0|
|λn||φ0|2

)

Assim:

M
(k)
A =

g2
k

16π2
Mk e m2

a = 2
∑

k,l

(
g2

k

16π2
)2(T 2

kl)aam2
k

Ou seja, os parâmetros ( g
4π )2Mk e ( g

4π )2mk fornecem as escalas típicas para as massas dos

gauginos e dos sférmions. Comparando estas escalas, obtemos:

Mk

mk
=

√

∑

n

N
(n)
k

g√
f

Mas, da Figura 4.9:

1 ≤ g√
f
≤ 1.65

⇒
√

∑

n

N
(n)
k ≤ Mk

mk
≤ 1.65

√

∑

n

N
(n)
k

Logo o efeito do aumento da razão |f0|
|λn||φ0|2 é simplesmente aumentar as massas dos gluinos
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e reduzir a dos sférmions. Assumindo f = g = 1 (ou f0 < φ2
0) e definindo M = |f0|

|φ0| , obtemos

os seguintes termos soft:

m2
Q = 2M2

∑

n

[(
g2

s

16π2
)2

4

3
N

(n)
3 + (

g2

16π2
)2

3

4
N

(n)
2 + (

g′2

16π2
)2(

1

6
)2N

(n)
1 ]

m2
U = 2M2

∑

n

[(
g2

s

16π2
)2

4

3
N

(n)
3 + (

g′2

16π2
)2(

2

3
)2N

(n)
1 ]

m2
D = 2M2

∑

n

[(
g2

s

16π2
)2

4

3
N

(n)
3 + (

g′2

16π2
)2(

1

3
)2N

(n)
1 ]

m2
L = 2M2

∑

n

[(
g2

16π2
)2

3

4
N

(n)
2 + (

g′2

16π2
)2(

1

2
)2N

(n)
1 ]

m2
E = 2M2

∑

n

[(
g′2

16π2
)2(1)2N

(n)
1 ]

e

M1 =
g′2

16π2
M

∑

n

N
(n)
1

M2 =
g2

16π2
M

∑

n

N
(n)
2

M3 =
g2

s

16π2
M

∑

n

N
(n)
3

onde a soma é sobre as representações do setor mensageiro (Φ̃n) e os termos soft seguem a

notação da Eq.(3.9).

Em geral, a introdução de campos mediadores em representações quaisquer do grupo

de gauge do MSSM influi na evolução das constantes de acoplamento para altas energias.

Como resultado, a unificação das mesmas na escala de Grande Unificação é perdida. Por-

tanto é comum impor que o multipleto dos campos mediadores forme uma representação

completa de um único grupo de gauge G, que é o grupo da GUT. Desta forma, mantém-se

a unificação das constantes de acoplamento para altas energias e, conseqüentemente:

∑

n

3

5
N

(n)
1 =

∑

n

N
(n)
2 =

∑

n

N
(n)
3 = N

já que todos os geradores pertencem à G. O fator multiplicativo na frente de N
(n)
1 se deve

ao fato de que a definição usual de hipercarga do Modelo Padrão possui uma normalização

diferente da dos geradores do SU(3) e SU(2). Portanto, para que todos os geradores do

SU(3) × SU(2) × U(1) se unifiquem em um único grupo de gauge, é necessário redefinir a

hipercarga, o que equivale a redefinir a constante de acoplamento g′.

Uma das grandes vantagens da quebra mediada por interações de gauge é que as massas
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só dependem dos números quânticos das partículas, ou seja, não há distinção de geração.

Obviamente este resultado ainda é válido após a evolução das constantes de acoplamento

de gauge para a escala eletrofraca. No entanto correções radiativas também possuirão

contribuições proporcionais à matrizes de Yukawa λu, λd e λl, que são responsáveis pela

distinção entre gerações.

As massas dos dubletos de Higgs são geradas de maneira análoga às massas dos sférmi-

ons. Como os supercampos Hu e Hd possuem os mesmos números quânticos (exceto pelo

sinal da hipercarga) do dubleto leptônico L, temos:

m2
Hu

= m2
Hd

= 2M2
∑

n

[(
g2

16π2
)2

3

4
N

(n)
2 + (

g′2

16π2
)2(

1

2
)2N

(n)
1 ]

Finalmente, como os acoplamentos trilineares só são gerados em diagramas com 3 loops

e como têm dimensão de massa, estes representam correções de ordem superior para os

termos soft, portanto é comum assumir Ã = 0. Desta forma todos os termos soft são dados

pelos parâmetros:

{M , mM , N , tanβ e sinal de µ}

já que, assim como na quebra via SUGRA, os parâmetros µ e b podem ser eliminados

impondo-se a Eq.(4.8) e a Eq.(4.9). A inclusão da escala do setor mensageiro (mM ) é ne-

cessária, já que é nesta escala que são válidas as relações de massa obtidas acima. Este

número reduzido de parâmetros é resultado do modelo simples adotado para o setor men-

sageiro e o escondido.

Apesar de a escala do setor mensageiro ser um dos parâmetros livres do GMSB, é simples

obter alguns limites sobre a escala mM . Das Eq.(4.11), Eq.(4.12) e Eq.(4.13) vemos que

mM ∼ |λnφ0| e M =
|f0|
|φ0|

< |λnφ0|

⇒ M < mM

Portanto, se mM for pequeno temos necessariamente superpartículas leves. A Figura 4.10

mostra que devemos ter mM > 50 TeV para evitar um neutralino e um bóson de Higgs muito

leves. Por outro lado, para escalas muito elevadas de energia, efeitos gravitacionais se tor-

nam relevantes. Como estes efeitos aumentam a mistura entre gerações e a probabilidade

de processos com violação de sabor, é desejável impor que as contribuições provenientes

das interações com o gravitino sejam pequenas. Supondo que estes efeitos sejam proporci-

onais à |f0|
MP

e impondo contribuições inferiores a 0.1%, temos [11]:

|f0|
MP

< 10−5M ⇒ |φ0| < 10−5MP ≈ 1014 GeV
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Figura 4.10: Valores das massas do Higgs (h) do neutralino e do selétron mais leve (ẽ) em
função da escala do setor mensageiro (mM ), com N5 = 1, tanβ = 15, µ > 0 e M = mM/2. Os
resultados foram obtidos através do programa SuSpect [32].

⇒ mM = λφ0 < 1014 GeV

Portanto, de maneira aproximada:

5 × 104 GeV < mM < 1014 GeV (4.16)

Justamente por permitir uma escala de quebra muito inferior à massa de Planck, mo-

delos com GMSB implicam em um gravitino leve. Como discutido na Seção 4.1, a massa do

gravitino dependerá dos vevs responsáveis pela quebra da supersimetria. Portanto, para

quebra mediada por interações de gauge:

mg ∼ f0

MP
¿ M

Ou seja, em modelos com GMSB o gravitino é a superpartícula mais leve. Porém, como

o gravitino só interage através de interações gravitacionais, pode-se supor que decaimen-

tos do tipo neutralino→gravitino são fortemente suprimidos. No entanto, pode-se mostrar

[11, 15] que as interações entre o gravitino e as outras partículas são proporcionais à

1/(mgMP ) ∼ 1/f0 e, portanto, podem se tornar relevantes se a escala de quebra supersimé-

trica for pequena.
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4.2.1 mGMSB

O modelo realista mais simples com quebra mediada por interações de gauge é conhecido

como mGMSB e consiste nas simplificações descritas anteriormente, assim como a supo-

sição de que os campos mensageiros formam uma representação vetorial do grupo SU(5).

Desta forma preserva-se a unificação das constantes de acoplamento e tem-se N = N5.

Logo o espaço de parâmetros do mGMSB é dado por:

{M , mM , N5, tanβ e sinal de µ}

Na escala do setor mensageiro (mM ) temos as seguintes condições de contorno:

m2
f̃

= 2M2N [(
g2

s

16π2
)2

4

3
T3 + (

g2

16π2
)2

3

4
T2 + (

g′2

16π2
)2(

Y

2
)2

5

3
]

Mk =
g2

k

16π2
MNk e Ã = 0 (4.17)

onde, na Eq.(4.17), mf̃ são as massas dos sférmions, Mk dos gauginos, Ti = 0(1) para

singletos (não singletos) sob o grupo i, Nk = N5 para os grupos SU(3) e SU(2) e Nk = 5
3N5

para U(1).

O valor de N5, que é basicamente o número de pares (Φ̃n, ¯̃Φn) no setor mensageiro, está

limitado pela imposição de que o regime perturbativo seja mantido até a escala GUT. Como

o aumento de N5 resulta em um aumento do valor de g e g′ para altas energias, obtém-se

[9, 11]:
g2

k(MGUT )

4π
< 1 ⇒ N5 ≤ 5

Desta forma podemos ter no máximo cinco pares (Φ̃, ¯̃Φ) na representação fundamental (5 ×
[5 + 5̄]) ou um par de decupletos e dois pares na representação fundamental ([10 + 1̄0] + 2 ×
[5 + 5̄]).

Como discutido anteriormente, as condições de contorno da Eq.(4.17) devem ser evoluí-

das da escala mM até a escala eletrofraca para que seja possível uma análise fenomenoló-

gica. No entanto, como mM pode estar apenas algumas ordens de grandeza acima da escala

eletrofraca, os efeitos da evolução serão muito menores do que no modelo mSUGRA. Como

mostrado na Figura 4.11, apesar de termos mHu
= mHd

na escala do setor mensageiro e esta

ser muito menor do que a escala GUT, ainda é possível obter a quebra eletrofraca radiativa.

Isto se deve ao acoplamento com os stops, pois [11]:

dm2
Hu

dt
=

3

8π2
λ2

t (m
2
Q3

+ m2
tR

) + ...

Como os stops já são muito mais pesados que os Higgs na escala mM , temos que mHu
se

torna rapidamente negativa.
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Figura 4.11: Evolução de alguns parâmetros soft (plotados como sinal[m2
soft] ×

√

|m2
soft|)

para o modelo mGMSB com tanβ = 3, mM = 5 × 105 GeV, M = 4 × 104 GeV, N5 = 1, µ > 0 e
mt = 178 GeV. A região mostrada representa energias de mM até mz.
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Figura 4.12: Evolução de alguns parâmetros soft (plotados como sinal[m2
soft] ×

√

|m2
soft|)

para o modelo mGMSB com tanβ = 3, mM = 5 × 105 GeV, M = 4 × 104 GeV, N5 = 1, µ > 0 e
mt = 178 GeV. A região mostrada representa energias de mM até mz.
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Figura 4.13: Espectro de massas para o modelo mGMSB (em preto, desprezando o gravitino
e a segunda geração) com {sinal de µ, mM , M , tanβ, N5} = {> 0, 500 TeV, 120 TeV, 30, 1} e
com mtop = 178 GeV. Para comparação também estão mostrados (em cinza) as massas da
Figura 4.3. Todos os valores foram obtidos através do programa SuSpect [32].

Das Figuras 4.11, 4.12, 4.1 e 4.2 vemos que os parâmetros soft obedecem aproximada-

mente a mesma hierarquia tanto no modelo mSUGRA como no mGMSB. Portanto é possível

gerar espectros semelhantes para os dois modelos. A Figura 4.13 mostra um possível es-

pectro para o mGMSB, onde os parâmetros foram ajustados de tal forma a gerar massas

para os sléptons semelhantes às da Figura 4.3. Apesar de os sléptons, neutralinos, chargi-

nos e escalares carregados possuírem praticamente a mesma massa nos dois modelos, no

mGMSB a diferença entre as massas dos squarks e sléptons é bem maior do que no mSU-

GRA. Portanto, se fixarmos as massas dos squarks nos dois modelos, teremos sléptons

mais leves no mGMSB.

Até agora o termo soft b (ver Eq.(3.9)) foi ignorado. Por ser gerado em diagramas de

2-loop, o termo b pode ser considerado nulo na escala mM . Com relação ao parâmetro µ,

por ser um parâmetro supersimétrico, é natural assumir µ ≃ mM . Em modelos GMSB, esta

diferença de escalas entre b, µ e os demais parâmetros soft está diretamente relacionado

com o Problema µ discutido anteriormente (ver seções 3.3.2 e 4.1.1). De maneira análoga

ao que foi discutido na Seção 4.1.1, para que a quebra eletrofraca ocorra na escala GeV, é

necessário que µ e b sejam da ordem dos demais parâmetros soft (ver Figuras 4.6 e 4.7). A

imposição da quebra eletrofraca permite calcular os valores de µ e b através da Eq.(4.8) e

da Eq.(4.9). Para realizar uma comparação entre os valores ¨naturais¨ (µ ≃ mM e b = 0) e

os exigidos pela Eq.(4.8) e Eq.(4.9), é necessário evoluir todos os parâmetros para a escala
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eletrofraca, onde esta comparação deve ser feita. A Figura 4.14 mostra a discrepância entre

os valores ¨naturais¨ e aqueles calculados pela Eq.(4.8) e Eq.(4.9). Como esperado, eles

diferem de algumas ordens de grandeza.
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Figura 4.14: Valores dos parâmetros µ e b (linha cheia) na escala eletrofraca impondo
µ = mM e b = 0 (em mM ) e dos mesmos parâmetros impondo-se a quebra eletrofraca na
escala GeV (linha tracejada) em função de mM . As curvas foram calculadas para dois
diferentes valores de M (M = 0.1mM e M = 0.01mM ). Assumiu-se tanβ = 30, N5 = 1 e µ > 0.

Assim como no mSUGRA, podemos tentar obter um valor de µ razoável supondo que o

termo µεαβHα
u Hβ

d seja gerado através da quebra de supersimetria no setor escondido, assim

como o termo soft b. Isto pode ser feito supondo o seguinte acoplamento no superpotencial:

W |f = εαβλµ(SHα
u Hβ

d )|f

este termo pode ser reesctrito como:

W |f = εαβλµfShα
uhβ

d + εαβλµφS(Hα
u Hβ

d )|f

onde fS e φS são as componentes f e escalar do supercampo S, respectivamente. Como

〈φS〉 = φ0 e 〈fS〉 = f0, comparando os termos acima com os termos µ e b, temos:

µ = λµφ0 e b = λµf0
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Portanto, se impusermos µ na escala dos demais parâmetros soft:

µ ∼ g2
k

16π2
M =

g2
k

16π2

|f0|
|φ0|

⇒ λµ =
g2

k

16π2

|f0|
|φ0|2

¿ 1

⇒ b

µ
=

|f0|
|φ0|

= M À 1

Ou seja, não é possível gerar termos µ e b da mesma ordem. Logo, das Eq.(3.16) e Eq.(3.17),

obtemos uma massa para o bóson Z em grande desacordo com os dados experimentais.

Outro problema é a necessidade de uma constante de acoplamento λµ extremamente pe-

quena, o que não é natural. Portanto a solução para o problema µ em modelos com GMSB

não é facilmente implementada, como no mSUGRA. Algumas extensões do mGMSB assu-

mem um superpotencial com mais supercampos S e novos acoplamentos, visando reduzir

o valor de b. Em geral, isto é possível se b só for gerado em ordens superiores. No entanto,

para que isto ocorra novas simetrias discretas ad hoc devem ser impostas.

4.3 Vínculos Experimentais

Como discutido anteriormente, para que o Problema de Hierarquia seja resolvido pela su-

persimetria, as superpatículas devem possuir massas inferiores à ∼ 10 TeV. Portanto, nos

últimos anos diversos grupos têm buscado sinais de superpartículas em aceleradores. Até

agora nenhum sinal positivo foi encontrado e os principais vínculos foram obtidos pelos

experimentos ALEPH, DELPHI, L3 e OPAL [33, 34, 35], no LEP 2 e pelas colaborações CDF

e DØ do Tevatron [36, 37].

A busca por superpartículas envolve análises dos novos processos permitidos pelo MSSM

e dos respectivos backgrounds do Modelo Padrão. Em geral, estas análises assumem a con-

servação de Paridade R, que implica a produção de pares de superpartículas e a estabilidade

da superpartícula mais leve (LSP). Logo, a principal assinatura de supersimetria é a falta de

uma grande quantidade de momento transversal, carregado pela superpartícula mais leve,

que normalmente não é detectada (já que na maioria dos casos a LSP é o neutralino ou o

gravitino).

Como citado na Seção 3.4.5, além dos vínculos obtidos de buscas diretas, o espaço de

parâmetros do MSSM também pode ser vinculado através de processos presentes no Modelo

Padrão, mas que recebem contribuições significativas das novas interações presentes no

MSSM. A seguir apresentaremos alguns dos vínculos sobre o espaço de parâmetros do

MSSM, baseado no modelo mSUGRA. Os resultados apresentados aqui foram extraídos das

referências [38, 39, 33, 40].

De acordo com a Seção 4.1.1, se assumirmos o modelo mSUGRA com µ > 0, temos um
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espaço de parâmetros 4-dimensional:

{m0, A0, tanβ, M1/2}

Porém, pequenas mudanças nos parâmetros do Modelo Padrão podem alterar de maneira

significativa os resultados. Logo, em muitas análises fenomenológicas é comum permitir

que alguns parâmetros do SM variem em torno do valor experimental. Normalmente o parâ-

metro mais relevante é a massa do quark top (mt), já que este afeta de maneira significativa

a evolução dos parâmetros soft e as correções radiativas do Modelo Padrão. No entanto, em

alguns casos também são relevantes os seguintes parâmetros [39]:

{mb(mb), α(mz), αs(mz)} (4.18)

onde mb(mb), α(mz) e αs(mz) são a massa do quark bottom, as constantes de acoplamento

eletromagnética e a constante de acoplamento forte calculados nas escalas de energia in-

dicadas através do esquema de renormalização MS (modified minimal subtraction [6]). A

Tabela 4.1 mostra os valores destes parâmetros e seu erro experimental.

Parâmetros do SM Valor Médio Desvio

mt 172.7 GeV 2.9 GeV
mb(mb) 4.24 GeV 0.11 GeV
αs(mz) 0.1186 0.002
1/α(mz) 127.958 0.048

Tabela 4.1: Valores experimentais de alguns dos parâmetros do Modelo Padrão e suas
incertezas [38].

A Tabela 4.2 exibe os principais limites para as massas das superpartículas, proveni-

entes dos experimentos do LEP 2 e do Tevatron. Como visto na Figura 4.15, estes limites

podem ser relaxados para algumas regiões do espaço de fase. A massa do selétron, por

exemplo, pode ser inferior à 100 GeV caso o neutralino e o selétron tenham praticamente a

mesma massa. No entanto, assumiremos aqui que os vínculos da Tabela 4.2 são válidos.

Como esperado, os vínculos mais restritivos são sobre as superpartículas que interagem

fortemente (gluinos e squarks), enquanto os vínculos mais fracos são sobre as partículas

neutras, que só interagem fracamente (neutralinos).
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Superpartícula Limite Inferior

χ̃0 50 GeV
χ̃+

1 103.5 GeV
ẽ1 100 GeV
µ̃1 95 GeV
τ̃1 87 GeV
ν̃ 94 GeV
t̃1 95 GeV
b̃1 95 GeV

ũ1, c̃1, d̃1 e s̃1 318 GeV
g̃ 233 GeV

Tabela 4.2: Limites inferiores para algumas das massas das superpartículas, com 95% de
C.L., obtidos pelos experimentos LEP 2 e Tevatron [38].

Figura 4.15: À esquerda, curvas de exclusão (com 95% C.L.) no plano mẽR
−mχ̃0 para buscas

diretas no LEP. A linha tracejada vertical mostra a região acessível ao LEP 2 (
√

s = 209 GeV),
enquanto a linha tracejada diagonal delimita a região na qual o neutralino é a LSP [33]. À
direita, curvas de exclusão (com 95% C.L.) no plano mq̃−mg̃ para buscas diretas de squarks
no LEP e no Tevatron [40].

Os vínculos da Tabela 4.2 podem ser reescritos para os parâmetros do mSUGRA. A

Figura 4.16 mostra a região permitida no plano m0 − M1/2 para dois valores de tanβ.
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Figura 4.16: Região excluída no plano m0 = M1/2 para tanβ = 10 e 30. As linhas tracejadas
indicam as regiões excluídas para A0 = 0 e A0 = −1 TeV [40].

Os limites mostrados na Figura 4.16 podem ser melhorados se considerarmos as contri-

buições do MSSM para outros observáveis, como o momento magnético anômalo do múon

(aµ = (gµ − 2)/2). A precisão experimental para aµ é de cerca de 10 dígitos e portanto é ex-

tremamente sensível à correções radiativas que possam incluir partículas supersimétricas.

O valor medido experimentalmente é [24]:

aexp
µ = (11659208 ± 6) × 10−10 e/2mµ

Já a previsão teórica do Modelo Padrão é [41]:

aSM
µ = (11659184 ± 8) × 10−10 e/2mµ

Portanto:

aexp
µ − aSM

µ = ∆aµ = (24 ± 9) × 10−10 e/2mµ

Ou seja, as contribuições do MSSM devem ser:

δaMSSM
µ . 20 × 10−10 e/2mµ

o que pode ser usado para limitar o espaço de parâmetros do mSUGRA.

Também é possível vincular o mSUGRA utilizando medidas de precisão para massa do

bóson W . Esta pode ser calculada teoricamente usando os valores experimentais para a

constante de Fermi (GF ) e a massa do Z [42]:

GF√
2

=
e2

8m2
w(1 − m2

w

m2
z
)
(1 + δr)
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onde δr representa correções radiativas. O valor experimental possui uma precisão de

aproximadamente 0.04% (mw = 80.403±0.029 GeV [24]), ou seja, de 29 MeV. Já as incertezas

teóricas são dominadas pelo erro experimental da massa do quark top e são estimadas em

∼ 13 MeV, o que ainda nos possibilita excluir contribuições do mSUGRA acima de 40 MeV.

Além dos observáveis citados acima, análises fenomenológicas normalmente incluem

ainda a massa do Higgs (mh), o seno de Weinberg efetivo (sin2θeff ) e os braching ratios

BR(B̄s → Xsγ) e BR(Bs → µ+µ−) [43, 44, 45, 46, 42]. Nos últimos anos todos estes vínculos

têm sido utilizados para calcular quais pontos do espaço de parâmetros do mSUGRA são

favorecidos pelos dados experimentais. Usualmente as análises são feitas fixando-se dois

ou três parâmetros e variando os demais. No entanto, trabalhos recentes [39, 38] utilizam

algoritmos MCMC (Markov Chain Monte Carlo) para varrer simultaneamente todo o espaço

de parâmetros. Desta forma, os resultados podem ser apresentados marginalizando-se

todos os parâmetros, exceto os de interesse.

Seguindo a referência [38], apresentaremos alguns mapas de likelihood para o espaço

de parâmetros do mSUGRA através de uma varredura realizada com o algoritmo MCMC.

Além dos parâmetros do mSUGRA também foram consideradas variações nos parâmetros

do Modelo Padrão listados na Eq.(4.18). Para tal assumiu-se uma likelihood gaussiana sem

correlação entre os parâmetros. Os parâmetros do mSUGRA e do Modelo Padrão foram

variados nos seguintes intervalos:

{50 GeV, − 7 TeV, 2, 50 GeV} < {m0, A0, tanβ, M1/2} < {4 TeV, 7 TeV, 62, 4 TeV} (4.19)

{127.5, 0.10} < {1/α(mz), αs(mz)} < {128.5, 0.13}

{160 GeV, 4 GeV} < {mt, mb(mb)} < {190 TeV, 5 TeV} (4.20)

A Figura 4.17 mostra os mapas de likelihood para o mSUGRA, onde foram levados em

consideração os dados experimentais de todos os observáveis citados acima e os vínculos

proveniente de medidas cosmológicas para a densidade de matéria escura6. A análise pode

ser transformada diretamente em um mapa de probabilidades relativas para os parâmetros

do mSUGRA, se assumirmos uma probabilidade a priori constante para os intervalos da

Eq.(4.19) e da Eq.(4.20). Todos os parâmetros que não aparecem nos eixos (incluindo as

incertezas nos parâmetros do SM) foram marginalizados.

6Aqui assume-se que o neutralino seja o responsável por toda a densidade de energia associada à matéria
escura. Os resultados apresentados podem ser alterados se esta hipótese for modificada.
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Figura 4.17: Mapas de likelihood para os parâmetros do mSUGRA construídos utilizando-
se o algoritmo MCMC. As curvas interna e externa representam as regiões com 68% e
95% de probabilidade total, respectivamente. A escala de probabilidades relativas está
representada a baixo, onde assumiu-se probabilidades a priori constantes para todos os
parâmetros [38].

Como visto na Figura 4.17, o ponto de maior probabilidade para os parâmetros m0 e

M1/2 (marginalizando os demais parâmetros) é:

{m0, M1/2} = {0.8 TeV, 0.7 TeV}

Além disso, vemos que valores de M1/2 maiores que 1.5 TeV são fortemente desfavorecidos.

Já a região de 95% C.L. (na primeira figura) se estende até m0 = 4 TeV, que é o limite

superior imposto pelo a priori. Ou seja, os dados experimentais não são suficientemente

precisos para restringir significativamente m0 e o limite superior obtido é simplesmente o

resultado da escolha do a priori.

Por outro lado, o parâmetro A0 demonstra claramente um máximo concentrado em torno

de 0.8 TeV, que é praticamente independente dos demais parâmetros. Isto mostra como

neste caso os resultados experimentais são suficientes para restringir o valor de A0, inde-

pendentemente da escolha do a priori. As duas últimas figuras demonstram claramente

que os dados experimentais preferem um valor de tanβ próximo de 60 (como discutido na
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Seção 3.3.2), já que neste caso temos um Higgs mais pesado.

Os vínculos experimentais apresentados até aqui correspondem aos resultados do LEP e

do Tevatron, além de medidas de precisão e de processos com violação de sabor. As energias

máximas alcançadas foram
√

s = 0.209 e 2 TeV para o LEP 2 e o Tevatron, respectivamente.

Como visto, com estas energias foi possível excluir superpartículas com massas inferiores

à ∼ 100 GeV. No entanto, como discutido na Seção 3.1, análises de ajuste fino sugerem

um limite superior de alguns TeV para as massas das superpartículas. A partir de 2008

o Large Hadron Collider (LHC) entrará em funcionamento com uma energia máxima no

centro de massa de 14 TeV, o que possibilitará investigar uma região bem mais ampla de

massas [47]. A Figura 4.18 mostra a região do plano m0 −M1/2 coberta pelo LHC após uma

luminosidade total de 100 fb−1. A região excluída para m0 ∼ 0 corresponde à um stau como

a superpartícula mais leve, o que está excluído pelas observações cosmológicas. Já a região

à direita está excluída por ser inconsistente com a quebra eletrofraca. Os limites de busca

direta mostrados na Figura 4.16 estão representados pela região cinza.

Figura 4.18: Região do mSUGRA investigada pelo LHC após uma luminosidade integrada
total de 100 fb−1, o que equivale a alguns anos de funcionamento. Na figura da esquerda
assumiu-se tanβ = 10, A0 = 0 e µ > 0, enquanto na figura da direita tanβ = 52, A0 = 0 e µ > 0
[48].

A comparação entre as Figuras 4.16 e 4.18 nos permite ver como o LHC ampliará de ma-

neira muito significativa a região de parâmetros verificada experimentalmente. No entanto,

até que ponto podemos afirmar que o LHC pode excluir o mSUGRA? O único argumento

para o MSSM na escala eletrofraca é o Problema de Hierarquia, que se baseia em uma

análise de ajuste fino. Portanto, mesmo que nenhuma superpartícula seja detectada no

LHC, isto obviamente não exclui o mSUGRA, mas este pode deixar de ser uma solução para

o Problema de Hierarquia. A Figura 4.19 mostra a relação entre o plano m0 − M1/2 e o

ajuste fino necessário para estabilizar a escala eletrofraca. Para o cálculo do ajuste fino foi
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utilizada a expressão [19]:

ca = |∂lnm2
z

∂lna
|

onde a são os parâmetros do mSUGRA. Os valores mostrados na Figura 4.19 se referem

à c = max{ca}. Apesar de não existir um consenso sobre qual a quantidade máxima de

ajuste fino aceitável, alguns autores utilizam c < 50 para impor limites às massas das

superpartículas [49, 19]. Portanto, como mostrado pela curva tracejada, se nos primeiros

anos de funcionamento não houver nenhum sinal positivo para o mSUGRA, o ajuste fino

necessário para que a escala eletrofraca seja da ordem de 100 GeV excederá em muito o

limite c = 50. Por este motivo muitos consideram o LHC como o experimento decisivo para

o MSSM, se este pretende resolver o Problema de Hierarquia.

Figura 4.19: Análise de ajuste fino no LHC para tanβ = 10, A0 = 0 e µ > 0. As linhas brancas
mostram isocurvas de ajuste fino, enquanto a linha tracejada mostra a região coberta pelo
LHC após uma luminosidade total de 10 fb−1, o que equivale a um ano de tomada de dados
com uma luminosidade de 1033 cm−2s−1 [49].

136



Conclusão

Assim como todas as teorias de sucesso, o Modelo Padrão deve ser encarado como uma

teoria efetiva válida em uma determinada escala de energia. Conforme discutido na Seção

3.1, argumentos de ajuste fino sugerem que este limite de validade seja a escala multi-TeV.

Pela primeira vez desde a proposta do Modelo Padrão, estamos próximos de atingir esta

escala com a próxima geração de aceleradores. No entanto, qual será a teoria fundamental

da escala multi-TeV? Como vimos, modificar o SM é extremamente difícil, devido ao seu

enorme sucesso experimental e aos poucos indícios experimentais para a física além do

Modelo Padrão.

Nas últimas décadas (e em especial nos últimos anos) surgiu uma grande quantidade

de possíveis extensões do SM. A abordagem apresentada aqui se baseou em revisar os

fundamentos do SM, buscando possíveis generalizações. Como mostrado nas Seções 2.1.2

e 2.1.4, a supersimetria é a simetria espacial mais geral possível em quatro dimensões,

o que a torna uma das mais importantes possibilidades de física além do Modelo Padrão.

No entanto, uma análise superficial sugere que esta é uma possibilidade remota. O MSSM

possui mais que o dobro de partículas do SM, incluindo uma enorme quantidade de campos

escalares. Não existe nenhuma evidência da existência destas novas partículas ou mesmo

da existência de uma partícula escalar. Além disso, a possibilidade de supersimetria ser

uma simetria exata da natureza implicaria selétrons na escala MeV e está completamente

excluída. Portanto, à primeira vista, o MSSM aparenta ser uma teoria pouco provável.

Porém, como vimos na Seção 3.2.3 e nos modelos das seções 4.1 e 4.2, a própria quebra

de supersimetria permite gerar massas para sférmions e gauginos muito acima das massas

de seus parceiros. Esta hierarquia de massas é gerada naturalmente, como mostramos

explicitamente nos modelos mSUGRA e mGMSB. Além disso, estes mesmos modelos forne-

cem mecanismos para suprimir efeitos de violação de sabor e violaçãode CP, que em geral

superariam em muitas ordens de grandeza os dados experimentais.

Apesar de ser fortemente vinculado pelos dados experimentais e por argumentos de na-

turalidade, o MSSM nos permite abordar uma série de questões que não eram possíveis no

Modelo Padrão. Vimos que o potencial escalar do SM é naturalmente estabilizado em teorias

supersimétricas, desde que as superpartículas estejam na escala TeV. Como consequência

direta da introdução destas superpartículas obtivemos a unificação das constantes de aco-
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plamento de gauge com grande precisão, permitindo-nos estimar qual a escala de grande

unificação. Além disso, a evolução dos parâmetros soft nos modelos mSUGRA e mGMSB

explica de maneira mais satisfatória a quebra eletrofraca, já que esta é gerada radiativa-

mente. Finalmente, a existência de um neutralino estável (ou quase estável) em modelos

com conservação de Paridade R fornece um forte candidato para a matéria escura.

Porém, assim como o SM, o MSSM também está longe de ser uma teoria definitiva e

deixa uma série de questões em aberto: um novo problema de hierarquia é introduzido

com o parâmetro µ. Por quê a violação de CP e sabor são tão suprimidas? Até que ponto

a Paridade R pode ser considerada uma simetria exata? Como devem ser introduzidos os

termos de massa para os neutrinos? A maioria destas questões exige um conhecimento

detalhado dos parâmetros soft, ou seja, do mecanismo de quebra de supersimetria.

Como mostrado na Seção 3.2.3, a parametrização mais geral desta quebra, introduz

cerca de 109 novos parâmetros. Apesar de existirem algumas exceções (como o limite

superior para a massa do Higgs), o grande número de parâmetros torna o MSSM pouco

preditivo. O mesmo não ocorre com o Modelo Padrão, onde, mesmo sem nenhum conhe-

cimento sobre a origem das matrizes de Yukawa, é possível parametrizá-las e manter a

preditividade do modelo. Logo, para reduzir o número de parâmetros do MSSM, temos que

realizar suposições sobre escalas de energia muito acima da escala TeV, através da introdu-

ção de um setor escondido e mensageiro ou de supergravidade. Esta conexão entre a física

da escala TeV e a física de altíssimas energias (que é invisível no SM), pode ser vista como

uma grande vantagem do MSSM, pois nos permite ter acesso indireto a energias muito

além daquelas alcançadas em laboratório. Portanto, com esta extensão do Modelo Padrão

na escala eletrofraca, adquirimos também informações indiretas sobre escalas de energias

próximas à escala GUT ou à escala de Planck.

Além de todas estas vantagens, talvez a característica mais relevante do MSSM seja a

sua testabilidade na próxima geração de aceleradores. Como vimos na Seção 3.1, apesar

de ser possível gerar sférmions e gauginos com massas muito além de 1 TeV, para que a

supersimetria resolva o problema de hierarquia é necessário que as partículas do Modelo

Padrão e suas superparceiras possuam diferenças de massa menores ou da ordem de 1

TeV. De acordo com os resultados apresentados na Seção 4.3, em apenas alguns anos o

LHC já poderá nos fornecer dados suficientes para verificarmos se o MSSM é a solução para

o Problema de Hierarquia.

Como discutido acima, se o MSSM for de fato testado e confirmado na próxima década,

uma série de novas questões serão abertas. Com o ILC será possível ter um conhecimento

parcial sobre o setor de quebra de supersimetria, o que permitirá investigar indiretamente

escalas de energia muito além da escala TeV. Além disso, se os modelos do tipo SUGRA

forem confirmados experimentalmente, estaríamos pela primeira vez obtendo evidências

indiretas de uma teoria efetiva para a gravitação quântica.
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Apêndice A

Notação e Convenções

A seguir apresentaremos algumas das conveções utilizadas neste trabalho, assim como a

relação entre espinores de 2 e 4 componentes.

Matrizes de Pauli e Matrizes Gama:

Utilizaremos a representação quiral, onde temos as seguintes expressões para as matrizes

σµ, γµ e γ5:

σµ = (σµ)aḃ = (1, ~σ) e σ̄µ = (σ̄µ)ȧb = (1,−~σ) = σµ

γµ =

(

0 σµ

σ̄µ 0

)

e γ5 =

(

−1 0

0 1

)

sendo

σ1 =

(

0 1

1 0

)

, σ2 =

(

0 −i

i 0

)

e σ3 =

(

1 0

0 −1

)

Além disso, adotamos a seguinte métrica:

gµν = gµν =













1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1













A.1 Espinores

Como em modelos supersimétricos os espinores fundamentais (presentes nos supermul-

tipletos) são 2-espinores (com apenas duas componentes), é conveniente trocar a notação

usual (em termos de 4-espinores) para uma notação baseada em 2-espinores. A seguir
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listaremos algumas das propriedades destes 2-espinores e como estas se relacionam com a

notação usual, em termos de espinores de quatro componentes. Assumiremos a represen-

tação quiral das matrizes γµ, já que esta é a representação mais natural para a definição

dos 2-espinores.

As transformações (infinitesimais) de Lorentz dos espinores com duas componentes é

dada de acordo com a seguinte convenção de índices:

Índice Inferior: χa → Espinor left-handed ⇒ χ′
a = (1 + i

−→
θ .

−→σ
2 +

−→
β .

−→σ
2 )χa

Índice Superior: χa → Espinor right-handed Conjugado ⇒ χ′a = (1 − i
−→
θ .

−→σ ∗

2 −−→
β .

−→σ ∗

2 )χa

Índice Superior: χ̄ȧ → Espinor right-handed ⇒ χ̄′ȧ = (1 + i
−→
θ .

−→σ
2 −−→

β .
−→σ
2 )χ̄ȧ

Índice Inferior: χ̄ȧ → Espinor left-handed Conjugado ⇒ χ̄′
ȧ = (1 − i

−→
θ .

−→σ ∗

2 +
−→
β .

−→σ ∗

2 )χ̄ȧ

Os diferentes tipos de espinores acima se relacionam pelas seguintes transformações1:

χa = eabχb , χa = eabχ
b

χ̄ȧ = eȧḃχ̄
ḃ , χ̄ȧ = eȧḃχ̄ḃ

e

χ̄ȧ = χ∗
a , χ̄ȧ = χa∗

onde

eab = eȧḃ = iσ2 =

(

0 1

−1 0

)

eab = eȧḃ = −iσ2 =

(

0 −1

1 0

)

Usando os 2-espinores left-handed e right-handed e seus conjugados podemos construir

os seguintes 4-espinores:

ΨD =

(

χa

ψ̄ȧ

)

(Dirac)

ΨM =

(

χa

χ̄ȧ

)

=

(

χa

χa∗

)

(Majorana)

já que nesta representação a conjugação de carga é definida como:

ΨC
D = −i(γ2)T Ψ∗

D =

(

0 −iσ2

iσ2 0

)

Ψ∗
D =

(

ψa

χ̄ȧ

)

⇒ ΨC
M = ΨM e ΨC

D 6= ΨD

1A notação introduzida aqui para 2-espinores também é usada para os parâmetros das transformações super-
simétricas (θa, θ∗a).
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Produtos Invariantes

Usando as transformações dos 2-espinores, vemos que os seguintes produtos são invarian-

tes de Lorentz:

χξ = χaξa = eabχbξa = χ2ξ1 − χ1ξ2

ψ̄ξ̄ = ψȧξȧ = eȧḃψ
ḃξȧ = ψ1̇ξ2̇ − ψ2̇ξ1̇

Com todas estas definições é fácil reescrever qualquer quantidade em termos de 4-

espinores ou 2-espinores. Para os termos de massa de Dirac, por exemplo:

mΨ̄DΨD = m
(

ψa χ̄ȧ

)

(

χa

ψ̄ȧ

)

= m(ψχ + χ̄ψ̄)

enquanto, para termos de massa de Majorana:

mΨ̄MΨM = m
(

χa χ̄ȧ

)

(

χa

χ̄ȧ

)

= m(χχ + χ̄χ̄)

A.2 Identidades

A seguir apresentaremos algumas identidades úteis para a manipulação de 2-espinores e

de variáveis de Grassmann:

θα = αθ, θ̄ᾱ = ᾱθ̄

θaθb = −1

2
eabθθ, θaθb =

1

2
eabθθ

θ̄ȧθ̄ḃ =
1

2
eȧḃθ̄θ̄, θ̄ȧθ̄ḃ = −1

2
eȧḃθ̄θ̄

∂(θθ)

∂θa
= 2θa,

∂(θ̄θ̄)

∂θ̄ȧ
= −2θ̄ȧ,

∂(θ̄θ̄)

∂θ̄ȧ
= 2θ̄ȧ

ᾱσ̄µθ = −θσµᾱ

σ2σ
µσ2 = −eabσµ

bḃ
eḃȧ = (σ̄µT )aȧ

Tr(σµσ̄ν) = 2gµν

θσµθ̄θσν θ̄ =
1

2
θθθ̄θ̄gµν

(θα)(θσµξ̄) = −1

2
θθασµξ̄
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Apêndice B

Supermultipletos Massivos

A seguir, a partir da álgebra supersimétrica serão construídas os supermultipletos funda-

mentais para estados com massa.

Como mostrado na Seção 2.3.2, para partículas massivas temos que Q 1
2

e Q†
− 1

2

aumen-

tam de 1
2 a componente z do spin, enquanto Q− 1

2
e Q†

1
2

diminuem de 1
2 . Para construir os

supermultipletos devemos obter estados de spin total mínimo e máximo, aplicando suces-

sivamente os operadores acima à um dado estado.

Para tal escolhe-se um conjunto de estados |j, σ〉 (para σ = −j, ...j) de tal forma que

Q†
1
2

|j, σ〉 = Q†
− 1

2

|j, σ〉 = 0 (B.1)

Isto é sempre possível, pois para um estado qualquer |ψ〉:

|ψ′〉 = Q†
1
2

Q†
− 1

2

|ψ〉

⇒ Q†
1
2

|ψ′〉 = Q†
− 1

2

|ψ′〉 = 0

já que {Q†
a, Q†

b} = 0. Além disso, se a Eq.(B.1) é satisfeita, então, da Eq.(2.9):

Q†
a
~J |j, σ〉 =

1

2
~σbaQ†

b|j, σ〉 = 0

portanto os estados |j, σ〉 (σ = −j, ...j) são um conjunto que satisfazem a Eq.(B.1).

Sob rotações infinitesimais, temos:

(1 + i~θ. ~J) Qa|j, σ〉 = (1 + i~θ. ~J) Qa(1 − i~θ. ~J)(1 + i~θ. ~J)|j, σ〉

= (Qa + i~θ.[ ~J, Qa]) (1 + i~θ. ~J)|j, σ〉 = (1 +
1

2
i~θ.~σ)Qa (1 + i~θ. ~Dj)|j, σ〉

= [1 + i~θ.(
1

2
~σ + ~Dj)] Qa|j, σ〉 (B.2)
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onde ~Dj é a representação dos geradores ~J na representação 2j + 1. Da Eq.(B.2) percebe-se

que Qa|j, σ〉 se transforma de acordo com a representação produto j ± 1
2 , ou seja [9]:

Qa|j, σ〉 = Cj 1
2
(j +

1

2
, σ + a; a, σ)|j +

1

2
, σ + a〉 + Cj 1

2
(j − 1

2
, σ + a; a, σ)|j − 1

2
, σ + a〉 (B.3)

onde Cj 1
2
(j′, σ′; a, σ) é o coeficiente de Clebsch-Gordan para o acoplamento de duas partícu-

las com spin j e 1
2 , em termos dos estados com spins j′ = j ± 1

2 e σ′ = σ + a. Portanto, a

partir de |j, σ〉 satisfazendo a Eq.(B.1), obtém-se os estados |j ± 1
2 , σ′〉:

|j ± 1

2
, σ〉 =

∑

a

Cj 1
2
(j ± 1

2
, σ; a, σ − a)Qa|j, σ − a〉

Os estados acima não estão normalizados, já que:

〈j ± 1

2
, σ|j ± 1

2
, σ〉 = 〈j, σ − a|Q†

aQa|j, σ − a〉 = 2M

Portanto redefini-se:

|j ± 1

2
, σ〉 =

1√
2M

∑

a

Cj 1
2
(j ± 1

2
, σ; a, σ − a)Qa|j, σ − a〉

Aplicando-se novamente Qa:

QaQb|j, σ〉 = eabQ 1
2
Q− 1

2
|j, σ〉

onde e =

(

0 1

−1 0

)

, já que {Qa, Qb} = 0. Como eabQ 1
2
Q− 1

2
representa um operador an-

tisimétrico e como este produto só pode resultar em duas representações: (0, 0) (singleto)

ou (1, 0) (tripleto), eabQ 1
2
Q− 1

2
é um escalar (momento angular total nulo), já que somente

a representação singleto é antisimétrica. Logo o produto QaQb|j, σ〉 terá momento angular

total J = 0 + j:

(1 + i~θ. ~J) eabQ 1
2
Q− 1

2
|j, σ〉 = (1 + i~θ. ~Dj) eabQ 1

2
Q− 1

2
|j, σ〉

Ou seja:
1

2M
eabQ 1

2
Q− 1

2
|j, σ〉 = |j, σ〉′

No entanto

Qa|j, σ〉′ = 0 (B.4)

enquanto para o conjunto |j, σ〉, satisfazendo a Eq.(B.1), temos a Eq.(B.3), que em geral é

diferente de zero. Logo |j, σ〉′ 6= |j, σ〉. Portanto as relações de comutação exigem a existência

de dois estados |j, σ〉 de mesmo spin.

143



A partir do estado |j, σ〉′ repete-se o procedimento para Q†
a sob a condição da Eq.(B.4):

Q†
a|j, σ〉′ =

1

2M
ecbQ

†
aQ 1

2
Q− 1

2
|j, σ〉

Mas da Eq.(2.18):

[Q†
a, Q 1

2
Q− 1

2
] = 2M(δa 1

2
Q− 1

2
− δa− 1

2
Q 1

2
) = 2M

∑

b

eabQb

⇒ Q†
a|j, σ〉′ =

∑

b

eabQb|j, σ〉

já que Q†
a|j, σ〉 = 0. Usando a Eq.(B.3) normalizada:

Q†
a|j, σ〉′ =

∑

b

eabQb|j, σ〉 =
√

2M
∑

b

eabCj 1
2
(j +

1

2
, σ + b; b, σ)|j +

1

2
, σ + b〉

+
√

2M
∑

b

eabCj 1
2
(j − 1

2
, σ + b; b, σ)|j − 1

2
, σ + b〉]

Aplicando Q†
a novamente:

Q†
aQ†

b|j, σ〉′ =
∑

c

ebcQ
†
aQc|j, σ〉 = 2Meba|j, σ〉

retornando, assim, para o estado inicial. Portanto, a partir de um estado |j〉 com autovalo-

res q†a = 0 e |j〉′ com autovalores qa = 0, obtém-se os seguintes estados:

|j〉 → Q → |j ± 1

2
〉 → Q → |j〉′
→ Q† → |j〉

|j〉 → Q2 → |j〉′ → Q → 0

→ Q† → |j ± 1
2 〉

|j〉 → Q† → 0

Usando os resultados anteriores temos que as relações corretas são:

Qa|j, σ〉 =
√

2M [Cj 1
2
(j +

1

2
, σ + a; a, σ)|j +

1

2
, σ + a〉 + Cj 1

2
(j − 1

2
, σ + a; a, σ)|j − 1

2
, σ + a〉]

Qa|j ±
1

2
, σ〉 =

√
2M

∑

b

eabCj 1
2
(j ± 1

2
, σ; b, σ − b)|j, σ − b〉′

Q†
a|j ±

1

2
, σ〉 =

√
2MCj 1

2
(j ± 1

2
, σ; a, σ − a)|j, σ − b〉

Q†
a|j〉′ =

√
2M

∑

b

eab[Cj 1
2
(j +

1

2
, σ + b; b, σ)|j +

1

2
, σ + b〉 + Cj 1

2
(j − 1

2
, σ + b; b, σ)|j − 1

2
, σ + b〉]
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Apêndice C

Quebra Espontânea de Paridade R

Como discutido na Seção 3.2.1, o MSSM assume a existência de uma simetria R discreta

(Paridade R). O principal motivo por trás desta hipótese é a inibição de processos que

levem ao rápido decaimento do próton. Caso a Paridade R não fosse imposta, teríamos os

seguintes termos adicionais no superpotencial do MSSM (ver Eq.(3.3)):

FR = εαβ [(cl)ijkLα
i Lβ

j EC
k + (cd)ijkLα

i Qβ
j DC

k + ciH
α
u Lβ

i ] + (cu)ijkUC
i DC

j DC
k (C.1)

Por violarem número bariônico e leptônico, estes termos permitem processos tais como

p → e+ + π0 . Da Figura C.1 temos que este processo seria tipicamente proporcional à

(cd)i1k(cu)11k. Pode-se mostrar [11] que para squarks na escala TeV e acoplamentos da

ordem de 10−1, teríamos um tempo de decaimento do próton de ∼ 10−9 s. Portanto o

presente limite experimental (1033 anos [24]) indica que os acoplamentos cd ou cu devem ser

fortemente suprimidos.

Figura C.1: Um dos processos que leva ao rápido decaimento do próton em modelos com
violação de Paridade R.

A maneira mais simples de evitar tais processos é simplesmente supor que os termos

da Eq.(C.1) são nulos, através da imposição de Paridade R. Porém, se apenas B (número
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bariônico) ou L (número leptônico) forem conservados pelo superpotencial, temos cd = cu = 0

ou cl = cd = ci = 0, o que já seria suficiente para impedir o rápido decaimento do próton1.

Portanto a Paridade R não é necessária para satisfazer todos os vínculos experimentais.

Outro motivo para assumir quebra de Paridade R é a introdução de massa para os

neutrinos. Caso estes sejam férmions de Majorana, teremos violação de número leptônico.

Modelos com quebra de Paridade R apresentam diversas alternativas para a geração de

neutrinos leves.

Como a hipótese de conservação de Paridade R é muito importante para a fenomenologia

de produção e decaimento de superpartículas, a possibilidade de violação de R tem sido in-

vestigada em diversos modelos. No entanto, os novos acoplamentos da Eq.(C.1) introduzem

cerca de 96 parâmetros reais no superpotencial (além dos novos termos soft). Além disso,

como vimos acima, alguns destes parâmetros devem ser arbitrariamente pequenos. Devido

a isto, na maioria dos casos, análises fenomenológicas assumem que os parâmetros são

reais e que somente alguns deles são diferentes de zero. Uma outra maneira de motivar

estas hipóteses é assumir que a Paridade R seja quebrada espontaneamente. Desta forma

apenas alguns dos termos de FR seriam gerados.

Um dos modelos mais simples que possibilita a quebra espontânea de Paridade R ne-

cessita da introdução de um supercampo singleto Φ (RΦ = +1) e de três pares de singletos

(NC
i , Si) com números leptônicos (−1, 1) e Paridade R −1. Com estes novos campos, temos

os seguintes termos no superpotencial [50]:

FBR = εαβ [(h0H
α
u Hβ

d − ε2)Φ + Hα
u LβhνNC ] + ΦNChS + MNCS + MΦΦ2 + AΦΦ3

onde hv e h são matrizes 3×3. A quebra espontânea de R ocorrerá se, no mínimo do potencial

escalar, os campos ν̃, ν̃C , s ou φ possuírem vevs não nulos. Comparando o superpotencial

acima com o da Eq.(C.1), seria gerado o termo:

F = ciH
α
u Lβ

i = Hα
u Lβ

i (hν)ij〈NC
j 〉

Enquanto os termos que violam número bariônico são nulos. Note que o superpotencial

FBR introduz ”apenas” 46 novos parâmetros supersimétricos e destes somente hv, 〈ν̃C
i 〉 e

〈ν̃i〉 comunicam a quebra espontânea para os campos do MSSM. Além destes parâmetros

temos ainda novos termos soft possíveis:

Lsoft = Ãφhuhd + Bφ − ν̃CCν̃hu − φν̃CDs

−m2
R|ν̃C |2 − m2

S |s|2 − m2
Φ|φ|2

onde C, D, mR e mS são matrizes 3×3 e s, φ são as componentes escalares dos supercampos

1 Apesar de outros processos onde ocorre violação de número bariônico ou violação de número leptônico tam-
bém vincularem os acoplamentos da Eq.(C.1), em geral estes limites são bem mais fracos.

146



S e Φ, respectivamente.

Devido ao grande número de parâmetros, faremos algumas hipóteses sobre os acopla-

mentos e os termos soft, mantendo, porém, as principais características do modelo. Pri-

meiramente assumiremos que todos os parâmetros são reais e consideraremos apenas uma

geração de supercampos ν̃, ν̃C e s e de léptons. Os termos de massa MNCS e MΦΦ2M , e

o termo AΦ3 não são relevantes para a discussão da quebra de Paridade R e serão despre-

zados. Com relação aos parâmetros soft, assumiremos condições de universalidade típicas

de modelos SUGRA (ver Seção 4.1.1), de tal forma que

Ã = amgh0, B = bmgε
2, C = amghν, D = amgh

e m2
R = m2

S = m2
Φ = m2

g

Apesar destas condições só serem válidas na escala de Planck, assumiremos que em baixas

energias apenas as massas soft diferirão de mg.

Adotando as simplificações acima, teremos o seguinte potencial escalar neutro:

V = |hφs + hν ν̃h0
u|2 + |h0φh0

u|2 + |hφν̃C |2 + |hν ν̃Ch0
u|2

+|h0φh0
d + µh0

d − hν ν̃ν̃C |2 + |h0φh0
u + µh0

u|2 + |h0h
0
uh0

d − hν̃Cs + ε2|2

+2mg[a(hφν̃Cs − h0φh0
uh0

d + hv ν̃ν̃Ch0
u) + (1 − a)µh0

uh0
d + (2 − a)ε2φ]

+
∑

i

m2
i |φ̃0

i |2 +
(g2 + g′2)

8
(|h0

u|2 − |h0
d|2 − |ν̃|2)2

onde mi são as massas soft e φ̃i
0

são todos os campos escalares neutros. A minimização do

potencial acima permite soluções onde os escalares ν̃, ν̃C , φ e s adquirem vevs não nulos:

〈ν̃〉 = vL, 〈ν̃C〉 = vR, 〈φ〉 = vf e 〈s〉 = vs

Além disso, para algumas destas soluções, os escalares de Higgs também adquirem vevs

possibilitando a quebra eletrofraca. Pode-se mostrar [50] que estas soluções minimizam o

potencial. Além disso, das equações de minimização, temos

∂V

∂ν̃
= αvL + amghνvuvR + hνhvuvfvs = 0

sendo α um fator constante. Portanto, no limite hν → 0, teremos vL = 0. Ou seja, vL pode

ser feito arbitrariamente pequeno se escolhermos hv ¿ 1 no superpotencial.

Como neste modelo a quebra de Paridade R ocorre simultaneamente com a quebra de

número leptônico (já que vL,R,s 6= 0) e esta é uma simetria global, um dos auto-estados de

massa será um bóson de Goldstone, usualmente chamado de Majoron [51, 52]. Por ser

um estado sem massa, este escalar deve se acoplar fracamente com os bósons de gauge do
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Modelo Padrão, caso contrário já teria sido detectado. Para encontrar a combinação linear

dos escalares neutros que forma o Majoron (J ), basta impor

M2J = 0 (C.2)

onde M2 é a matriz de massa. Como o potencial escalar só possui termos reais (devido às

nossas simplificações), as partes imaginárias e reais dos escalares não se misturam, pois

CP é conservado. Logo podemos reescrever os termos de massa como:

Vm =
1

2
Re(φ̃i)M

2
ijRe(φ̃j) +

1

2
Im(φ̃i)N

2
ijIm(φ̃j)

Impondo a Eq.(C.2), encontra-se uma única solução com:

J =
1

V
Im[

v2
L

v2
(vuh0

u − vdh
0
d) + vLν̃ − vRν̃C + vss]

onde V =
√

v2
s + v2

R e v =
√

v2
u + v2

d + v2
L. Como discutido acima, pode-se escolher hν de tal

forma que vL ¿ vu, vd, vR e vs, de tal forma que

J ≈ 1

V
Im[−vRν̃C + vss]

Ou seja, o Majoron é praticamente um singleto. Desta forma diversos limites experimentais

são evitados, tais como o do decaimento invisível do Z0 [53, 54, 55].

Além da presença de um bóson de Goldstone, outra importante característica deste

modelo é a violação de número leptônico, que implica matrizes de massa que misturam os

léptons carregados com os charginos do MSSM e os neutrinos com os neutralinos. A matriz

para os férmions carregados na base (e−,h̃−
d ,−iW̃−) será [56, 57, 58]

Me =







λlvd −hvvR 0

0 µ
√

2gvd

0
√

2gvu M2







onde foram desprezadas as contribuições de vL e M2 é a massa soft para os winos. A diago-

nalização da matriz acima resulta em um férmion leve com massa λlvd, que é justamente a

massa do elétron. Os outros dois auto-estados de massa serão os charginos do MSSM. Já

para os férmions neutros:

Mν =

















0 hνvR 0 0 0

hνvR 0 −µ −gvu g′vu

0 −µ 0 gvd −g′vd

0 −gvu gvd M2 0

0 g′vu −g′vd 0 M1
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Novamente, o férmion mais leve será o neutrino, cuja massa será dada por (novamente

assumimos vL = 0) [58]:

mν =
g2h2

νM0v
2
Rv2

d

µ(2g2vuvdM0 − µM1M2)

onde M0 = tan2θwM2 + M1. Como assumiu-se hν ¿ 1, é possível gerar neutrinos suficiente-

mente leves.

O modelo apresentado aqui possui outras características importantes, relacionadas à

violação de Paridade R. Em particular, o neutralino, que continua sendo a superpartícula

mais leve, pode decair em léptons e nos bósons W e Z, ou em neutrinos e Majorons. Além

disso, temos a possibilidade de criar neutralinos e charginos desacompanhados de outras

superpartículas, como nos decaimentos Z → χ̃± + τ± e Z → χ̃0 + ντ [56, 50]. Já para

baixas energias temos possíveis decaimentos envolvendo o Majoron. Como este é composto

basicamente de ν̃C e s, seus principais acoplamentos serão do tipo:

L = igν̄γ5νJ

já que o Majoron é um pseudo-escalar. Para o modelo apresentado acima temos:

g ≈ vR

V
hν (C.3)

Note que o acoplamento acima é proporcional à massa do neutrino (mν ). A seguir apresen-

taremos alguns dos possíveis efeitos que estes acoplamentos podem ter nos decaimentos

dos mésons e léptons do Modelo Padrão.

C.1 Novos Limites para Acoplamentos Neutrino-Majoron

No modelo discutido na seção anterior diversas simplificações foram feitas com relação ao

modelo de quebra espontânea de Paridade R e assumiu-se apenas uma geração de lép-

tons. Em geral, os acoplamentos entre Majorons e neutrinos podem ser parametrizados da

seguinte forma:

L = igαβ ν̄αγ5νβJ, α, β = e, µ, τ

onde gαβ é uma matriz de acoplamento complexa na base de sabor. Como visto acima, J

é basicamente um singleto (evitando assim os limites impostos pelos resultados do LEP),

sendo os acoplamentos acima os mais relevantes para análises fenomenológicas (pelo me-

nos a baixas energias). Na maioria dos modelos também devemos incluir acoplamentos

entre neutrinos e um novo escalar massivo (χ) com os mesmos acoplamentos:

L = gαβ ν̄ανβχ, α, β = e, µ, τ
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Normalmente a matriz de massa e mistura dos neutrinos dependerão dos vevs associados

à quebra espontânea de L e da matriz g (ver Eq.(C.3)). Neste contexto, o conhecimento dos

acoplamentos entre neutrinos e Majorons pode ajudar a compreender a escala de massa dos

neutrinos. No entanto, esta relação depende fortemente do modelo e pode ser muito difícil

de se obter na prática. Para tornar nossos resultados tão independentes de modelo quanto

possível, não faremos nenhuma suposição sobre gαβ e apresentaremos nossos resultados

com e sem a existência de um escalar massivo χ.

Modelos com Majorons podem ser interessantes do ponto de vista cosmológico, pois po-

dem afetar os limites nas massas dos neutrinos provenientes da formação de estruturas

de larga escala [59]. Neutrinos vindos de fontes astrofísicas também podem ser significati-

vamente afetados se estes decaírem rapidamente. O único mecanismo de decaimento que

ainda não foi eliminado se deve à acoplamentos entre neutrinos e Majorons.

Atualmente sabemos que o papel dos acoplamentos entre neutrinos e Majorons é pouco

significativo em fenômenos envolvendo neutrinos solares e atmosféricos, portanto é possível

impor limites para tais acoplamentos [60]

|g21|2 < |gαβU∗
α2Uβ1|2 < 4 × 10−6

(

7 × 10−5 2

∆m2
¯

)

(C.4)

A observação da explosão da supernova 1987A nos garante que uma grande parcela da

energia da supernova é liberada na forma de neutrinos, o que implica no limite [61]

|gee|2 < (1 − 20) × 10−5, 1.5 × 10−11 < |geµ|2|gµµ|2 < 2.5 × 10−10 (C.5)

Além disso, limites de espalhamentos e decaimentos de Majorons dentro de uma supernova

resultam nos limites [61]

3.0 × 10−7 < |gαβ | < 2.0 × 10−5 (C.6)

Enquanto decaimentos ββ0ν [62] nos fornece

|gee| < 2.0 × 10−4(1.5) (C.7)

para Majorons com número leptônico igual a L=0 e L=2, respectivamente. Como nenhuma

evidência da produção de Majorons foi vista em decaimentos de káons e píons temos [63,

64, 65]

∑

l=e,µ,τ

|gel|2 < 3.0 × 10−5,
∑

l=e,µ,τ

|gµl|2 < 2.4 × 10−4 (C.8)

Neste trabalho tentaremos melhorar estes limites ou torná-los mais independentes de mo-

delos através da análise de decaimentos tanto de mésons quanto de léptons. Discutiremos
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os limites obtidos dos decaimentos dos píons, káons, D, Ds e B, incluindo os decaimentos

de mésons em taus; em seguida incluiremos pela primeira vez limites obtidos dos decai-

mentos de léptons (tanto da taxa total de decaimento, quanto de distorções no espectro).

Finalmente, transformaremos os limites obtidos para a base de massa.

C.1.1 Resultados

Aqui tentaremos melhorar os limites para os acoplamentos neutrino-Majoron através da

análise dos possíveis efeitos nos decaimentos de mésons e léptons, assim como no espectro

do decaimento do múon. Também reescreveremos nossos resultados na base de massa,

que em muitos casos é mais relevante para análises de modelos. Os resultados obtidos aqui

foram calculados com o auxílio dos programas FeynArt, FeynCalc e FormCalc [66, 67, 68].

Taxa de Decaimento dos Mésons

O processo M → l + νl já foi extensamente estudado na literatura e possui a seguinte taxa

de decaimento total [24]:

ΓSM =
G2

F |Vqq′ |2
8π

f2
mm2

l M

(

1 − m2
l

M2

)2

frad, (C.9)

onde frad representa correções radiativas. Na Eq.(C.9), GF é a constante de Fermi, fm é a

constante de decaimento do méson e Vqq′ é o respectivo elemento da matriz de CKM. Exceto

quando afirmado o contrário, usaremos os valores experimentais listados no Particle Data

Group [24]. Também utilizaremos esta mesma fonte para o cálculo das correções radiativas

para as taxas de decaimentos dos mésons. Uma importante propriedade da Eq.(C.9) é

que, por ser um decaimento em dois corpos, Γ é proporcional à m2
l , como esperado pela

conservação de momento angular.

Nos últimos anos, diversas constantes de decaimentos dos mésons foram calculadas

utilizando-se QCD na Rede (lattice QCD) [69], que podem ser usadas para obter previsões

teóricas mais significativas. Nós usaremos tanto os valores experimentais [24] como os

teóricos [70, 71, 72, 73] de fm em nossos cálculos. Mostraremos os dois resultados, onde

aqueles obtidos com os valores de lattice serão mostrados em parênteses.

Devido aos acoplamentos entre neutrinos e Majorons, o seguinte processo também con-

tribui para as taxas de decaimento dos mésons:

M → l + ν̄l′ + J (C.10)

onde J representa o Majoron e νl′ pode ser um neutrino de qualquer sabor. Uma complexa

expressão analítica para a taxa total deste decaimento pode ser encontrada em [64]. Aqui
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mostraremos um resultado simples para o limite ml = mν = 0:

ΓJ =
G2

F |Vqq′ |2
768π3

f2
mM3

∑

α=e,µτ

|glα|2

Este resultado mostra que quando incluímos Majorons, a taxa total de decaimento não

é mais proporcional à massa do lépton (pois agora temos um decaimento em três corpos).

Portanto a contribuição do Majoron pode facilmente superar as predições do Modelo Padrão

se g ∼ 1. Assumindo que a taxa total de decaimento seja

Γtotal = ΓSM + ΓJ ,

o decaimento em J será o canal dominante, exceto para g pequeno. Como apenas pequenos

desvios do SM são permitidos pelos dados experimentais, devemos ter g ¿ 1. A Tabela C.1

mostra os limites obtidos usando-se esta análise.

Mesons |geα|2 |gµα|2 |gτα|2
π 1.6 × 10−4 (1.7 × 10−3) 2.1 × 10−1 (2.2)
K 9.5 × 10−4 (9.6 × 10−4) 9.3 (9.3)
D 1.6 × 10−1 (1.4 × 10−1) 2.3 (2.3) 23 (19)
Ds 1 (8.8 × 10−1) 6.3 (8.1)
B 0.85 (0.65) 1.5 (1) 19 (17)

Tabela C.1: Limites para
∑

α=e,µ,τ |gαβ |2 (incluindo apenas a emissão de J ) obtidos a partir
de decaimentos de mésons. Em parênteses estão os resultados obtidos utilizando-se as
constantes de decaimento de lattice QCD.

Como esperado dos argumentos acima e dos resultados da Tabela C.1, os elementos de

matriz gαβ mais vinculados serão aqueles relativos ao νe, já que a aproximação ml = 0 é

razoável neste caso. Este limite pode ser melhorado se utilizarmos medidas recentes [74]

para a razão:

Γ(K+ → e+ + νe)

Γ(K+ → µ+ + νµ)
= (2.416 ± 0.043) × 10−5

onde o erro exibido é a quadratura dos erros estatístico e sistemático. Usando este resultado

obtemos, com 90% C.L:

∑

α

|geα|2 < 1.1 × 10−5

Com relação aos elementos de matriz gµα, os melhores limites são obtidos do limite experi-

mental superior para o decaimento leptônico do káon em três neutrinos e um lépton [24]:

BR(K+ → µ+ + νµ + ν + ν̄) < 6 × 10−6
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Como a contribuição do SM para este decaimento é desprezível, podemos assumir que:

BR(K+ → µ+ + νl′ + J) < 6 × 10−6

resultando em (em parênteses está o resultado utilizando-se a constante de decaimento

teórica fK = 156.6 ± 4 MeV [71]):

∑

α

|gµα|2 < 9 × 10−5 (9 × 10−5)

Finalmente, novas medidas experimentais para taxas de decaimento leptônicas dos mésons

pesados D+, D
+

s e B
+

[24, 75, 76, 77, 78] nos permite impor limites para os elementos de

matriz gτα, como mostrados na Tabela C.1. O melhor limite resulta do decaimento leptônico

do D+
s em τ+ + ντ (novamente, em parênteses está o resultado calculado com a constante

de decaimento teórica fDs
= 278 ± 21 MeV [72, 73]):

∑

α

|gτα|2 < 6.3 (8.1)

Devido à grande incerteza experimental, o limite obtido é insignificante, como pode ser visto

acima.

Ressaltamos ainda que, diferentemente de [63, 65], os resultados mostrados até agora

não incluem possíveis decaimentos em um escalar leve (chamado de χ) e portanto são

praticamente independentes de modelo. Se incluirmos as contribuições deste novo escalar

com uma massa de 1 KeV, os resultados anteriores são basicamente melhorados por um

fator 2:

∑

α

|geα|2 < 5.5 × 10−6 ,
∑

α

|gµα|2 < 4.5 × 10−5 (5 × 10−5) e
∑

α

|gτα|2 < 3.2 (4.1)

Taxa de Decaimento dos Léptons

Por causa de sua grande precisão experimental, decaimentos de léptons são bons candida-

tos para se obter vínculos para os acoplamentos entre neutrinos e Majorons. Além disso,

neste caso não existem incertezas tais como as constantes de decaimento dos mésons ou

os elementos da matriz CKM. Porém o termo dominante em Γ(li → lj + ν̄j + νi) não é mais

proporcional à massa do lépton final (como era o caso nos decaimentos dos mésons), pois

o decaimento do SM é um decaimento em 3 corpos. Isto resulta em uma redução da taxa

de decaimento quando incluímos Majorons, ao invés de um aumento como no caso dos

mésons. Mas ainda é possível obter bons limites para certos decaimentos.

Usando os valores experimentais para as taxas de decaimento do µ e do τ [24], os se-
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guintes limites foram obtidos, respectivamente sem e com as contribuições do escalar χ:

∑

α

|gµα|2 < 4 × 10−4 (2.7 × 10−4) ,
∑

α

|gτα|2 < 10 × 10−2 (5.5 × 10−2).

Espectro do Decaimento de Léptons

Outro método que pode ser utilizado para melhorar os vínculos obtidos acima é a análise do

espectro do elétron emitido no decaimento do múon, que pode ser alterado pela inclusão de

Majorons. O espectro normalizado para o SM e para decaimentos com emissão de Majorons

estão mostrados na Figura C.2.

0 10 20 30 40 50 60
Electron Energy (MeV)

0

0.01

0.02

0.03

0.04

d
Γ

(E
)/

Γ
to

ta
l

SM
Majoron

Figura C.2: Espectros normalizados do elétron para o decaimento do múon no SM (linha
cheia) e apenas com emissão de Majoron (linha tracejada).

Medidas precisas do espectro do elétron (utilizadas para vincular outros tipos de intera-

ções) podem vincular g se considerarmos as alterações no espectro do SM após a inclusão

de Majorons. A análise padrão parametriza o espectro do elétron com dois parâmetros (ρ e

η) [24]:

dΓ(x)

dx
=

G2
F m5

µ

96π3
x2[3(1 − x) +

2

3
ρ(4x − 3) + 3η

me

Emax

1 − x

x
]

onde x =
E

Emax
e Emax =

m2
µ + m2

e

2mµ
. Para o Modelo Padrão, os valores preditos são ρ = 0.75 e

η = 0:

dΓSM (x)

dx
=

G2
F m5

µ

96π3
[
3

2
x2 − x3]
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Os valores experimentais atuais são [24] ρ = 0.7509 ± 0.001 e η = 0.001 ± 0.024.

Como o espectro com Majorons é naturalmente suprimido (mesmo com g = 1), quando

consideramos o espectro total (SM mais Majoron), encontramos apenas pequenos desvios

do espectro do Modelo Padrão:

dΓtotal(x)

dx
=

G2
F m5

µ

96π3
[0.0066g2 − 0.09g2x + (

3

2
+ 0.35g2)x2 − (1 + 0.25g2)x3]

Da expressão acima e da Figura C.2 vemos que a região mais sensível do espectro é a de

altas energias (x ∼ 1), que pode ser usada para limitar g. A Figura C.3 mostra a região

permitida pelos dados experimentais (região entre linhas cinzas) e a forma do espectro total

(incluindo as contribuições do SM e dos Majorons) para diferentes valores de
∑

α |gµα|2.
Uma análise mais cuidadosa de todo o espectro resulta em (com 90% CL):

∑

α

|gµα|2 < 9 × 10−3

50.5 51 51.5 52 52.5 53
Electron Energy HMeVL

0.0384

0.0385

0.0386

0.0387

0.0388

1
��������������
GSM

dGtotal
������������������

dE

g2
= 0.03

g2
= 0.06

g2
= 0 HSML

Figura C.3: Região experimental permitida (entre linhas cheis) para o espectro do elétron e
o espectro total predito (SM mais Majorons) para três valores de g2 =

∑

α |gµα|2.

Como pode ser visto na Figura C.4, a principais modificações causadas pela inclusão do

Majoron ocorrem no espectro do neutrino, que foi recentemente medido pelo experimento

Karmen [79]. Porém, devido às incertezas experimentais, os limites para g obtidos neste

caso não são significativos.
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Figura C.4: À esquerda (direta) está o espectro normalizado do neutrino do elétron (múon)
para o decaimento do múon no Modelo Padrão (curva cheia) e apenas com emissão do
Majoron (linha tracejada). Em ambos os casos assumimos uma matriz gαβ diagonal.

Base de Massa

Todos os resultados obtidos até então estão expressos na base de sabor. No entanto, em

muitos casos, análises fenomenológicas são mais fáceis na base de massa. Nesta seção

assumiremos neutrinos de Majorana para transformar nossos limites para a base de massa.

Podemos traduzir nossos resultados anteriores para a base de massa utilizando a matriz

de transformação U [24]:

U =







c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12c23s13e

iδ c23c13






× diag(eiα1/2, eiα2/2, 1)

onde cij = cos(θij) e sij = sin(θij). Para calcular os limites na base de massa, assumimos

que a matriz de acoplamentos é proporcional à matriz de massa [80]:

G = diag(g1, g2, g3) ∝ diag(m1,m2,m3) (C.11)

onde G é a matriz de acoplamentos na base de massa:

G = UT gU (C.12)
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Figura C.5: Curvas de exclusão no plano m1 − g1. Estão exibidas as curvas para g1, g2 e g3.
Estas curvas foram obtidas para θ13 = 0, valores não-nulos de θ13 são mais restritivos.

Apesar desta suposição não ser válida em geral, muitos modelos têm estas propriedades

(pelo menos em algum limite). Usando a Eq.(C.11) e a Eq.(C.12), podemos escrever todos

os elementos de G em termos de g1, m1 e das diferenças de massa [80]:

∆m2
12 ≡ m2

2 − m2
1 = ∆m2

¯ e ∆m2
23 ≡ m2

3 − m2
2 = ∆m2

atm

Usando o limite conservativo

∑

α

|glα|2 < L2
lα ⇒ |glα| < Llα

e impondo

gαβ = (U∗GU†)αβ < Lαβ

podemos vincular o plano m1 − g1. Apesar de as diferenças de massa e dos ângulos de

mistura terem sido medidos experimentalmente [24], não temos nenhuma informação sobre
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as fases de Majorana δ, α1 e α2. Seguindo o que foi feito em [80], nós calculamos a região

permitida para diferentes valores de δ, α1 e α2 e então escolhemos a união destas regiões

como o resultado final, como pode ser visto na Figura C.5.

C.1.2 Conclusões

Usando três técnicas diferentes nós conseguimos obter os seguintes vínculos para a matriz

de acoplamentos neutrino-Majoron gαβ (incluindo a contribuição do escalar χ):

∑

α

|geα|2 < 5.5 × 10−6 ( decaimento do K )
∑

α

|gµα|2 < 4.5 × 10−5 ( decaimento do K )

∑

α

|gτα|2 < 5.5 × 10−2 ( decaimento do τ )

Considerando apenas os limites provenientes dos decaimentos de mésons, nós melhoramos

os limites anteriores para
∑

α |geα|2 e
∑

α |gµα|2 [63, 64, 65] em uma ordem de magnitude .

Apesar dos melhores limites terem sido obtidos dos decaimentos dos mésons, nós mostra-

mos que limites independentes também podem ser obtidos do decaimento do µ e do τ . Este

último sendo o melhor para vincular os elementos gτα.

A terceira alternativa utilizada foi a análise do espectro do decaimento do múon. Apesar

de seu potencial para vincular os elementos gµα, os valores experimentais não são suficien-

temente precisos para tornar esta análise útil.

Como os modelos citados aqui visam explicar a escala de massa dos neutrinos, é conve-

niente analisar os limites para os acoplamentos neutrino-Majoron na base de massa. Com

isso em mente, nós transformamos todos os nossos resultados da base de sabor para a

base de massa, usando os valores atuais para os ângulos da matriz de mistura dos neutri-

nos. Como mostrado acima, os limites na base de massa são em geral mais fracos do que

na base de sabor.
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