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Resumo

Revisamos a Mecanica Quantica das Oscilagoes de neutrinos sob o ponto de vista da
primeira quantizagao com o uso de pacotes de onda. Formalizamos o problema, assumindo
como boa aproximacao a propagacao livre do neutrino depois da criacao e antes de ser de-
tectada. Desse modo, nenhuma consideracao concreta é feita sobre os processos de criacao
e deteccao, nem sua influéncia sobre o formalismo é considerada. Mesmo assim, como con-
seqiiéncia direta, o formalismo permite resolver alguns problemas de normalizacao presentes
em algumas abordagens usando pacotes de onda. Além disso, algumas caracteristicas gerais
do comportamento das formulas de oscilacao podem ser inferidas, entre elas, o limite inco-
erete. Nao ha necessidade de distingao entre processos relativisticos e nao relativisticos no
formalismo, a nao ser nas aproximacoes em calculos explicitos. Do mesmo modo, nao ha
efeitos de amplificacao da oscilagao em casos nao relativisticos, apesar de tais efeitos serem
advogados por alguns trabalhos.

O uso explicito de pacotes de onda gaussianos permite-nos, nesse caso, classificar os
regimes de oscilacao. Nela estao presentes os fenémenos: de oscilacao de sabor, de separacao
de pacotes e de alargamento do pacote; estes ultimos sao desprezados em outros trabalhos.
O principal ganho de se incluir o efeito de alargamento é a melhora da aproximagao analitica
da féormula de oscilagao, ja que isso inclui termos de ordem superior. Do mesmo modo,
parametros caracteristicos desses fenomenos podem ser quantificados.

Alguns problemas referentes a integracoes no tempo e médias sao esclarecidas, e uma
forma coerente de tomar médias mostra que esse procedimento so é relevante se a taxa de
criacao do neutrino variar muito rapidamente em relacao a incerteza no tempo de deteccao
causado pela incerteza na posicao.

Mesmo assim, alguns problemas fundamentais restaram. A solug¢ao completa do problema,
da indefinicao de sabor inicial nao foi possivel mas, mostramos que sob certas condicoes o
formalismo é plenamente aplicavel.

Por fim, sob a luz do formalismo de pacotes de onda, as férmulas de oscilagao deduzidas
a partir de ondas planas sao analisadas e, constata-se que as férmulas com fatores adicionais
nao correspondem a limites do formalismo com pacotes de onda. Algumas explicagoes sao
expostas a esse respeito.
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Abstract

We review the Quantum Mechanics of Neutrino Oscillations focused on the first quantiza-
tion point of view, with the use of wave packets (WP). We formalize the problem, assuming
as a good approximation the free propagation of the neutrinos after production and before
detection. Therefore, no real consideration is made about the production and detection pro-
cesses nor is its influence on the formalism considered. Even so, as a direct consequence, the
formalism allows us to solve some problems of normalization appearing in some approaches
using WP.

Moreover, some general features of the behavior of the oscillation formulas can be inferred,
among them, the incoherent limit. There is no need to distinguish between relativistic
and non relativistic processes in the formalism, except in the approximations in explicit
calculations. There is no effects of enhancement of oscillation in the non relativistic limit as
well.

The explicit use of gaussian WP allow us to classify the oscillation regimes in this case.
They are characterized by the phenomena of flavor oscillations, wave packet slippage and
spreading effects. The last is usually not taken into account. The main gain to include
spreading effects is the better analytic approximation we get in the oscillation formulas,
since it includes higher order terms. Characterictic parameters for these phenomena can be
inferred as well.

Some problems concerning time integrations and time averages are cleared up, and a cor-
rect way of taking averages shows that this procedure is only important when the production
rate varies more rapidly than time uncertainty caused by position uncertainty in detection.

Even though, some fundamental problems rest. The complete solution of the initial flavor
definition was not yet found, but we show that under certain conditions the formalism is
well aplicable.

At last, under the light of the WP approach, the oscillation formulas deduced with the use
of plain waves are analyzed. We verify that the formulas with extra factors in the oscillation
phase do not correspond to limits of the wave packet formalism. Some explanations are given
about that.
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Capitulo 1

Introducao

A fisica de neutrinos é atualmente um campo de pesquisa expressivamente ativo e reconheci-
damente desafiador dentro da fisica de altas energias ou, igualmente, dentro da fisica das
particulas elementares e campos, tanto do ponto de vista teérico [1, 2, e referéncias| como
experimental [3, 4, 5]. Haja vista os enormes detectores de neutrinos que estao em fun-
cionamento, dos quais pode se citar o SUPERKAMIOKANDE [6] como melhor exemplo do uso
massivo de recursos, tecnologia e do envolvimento de um grande ntimero de pesquisadores,
para se desvendar os mistérios do comportamento do neutrino. O SuperKamiokande con-
siste de um grande tanque contendo 50.000 toneladas de agua ultra-pura situado a 1 km
da superficie terrestre dentro da mina Mozumi, na cidade de Kamioka, no Japao [6]. Para-
lelamente, do ponto de vista tedrico, um grande nimero de mecanismos e modelos [2, 7]
estao sendo propostos para explicar o fenomeno. Alguns desses mecanismos baseiam-se em
modelos de grande unificagao, prevendo uma grande gama de possibilidades de geragao das
matrizes de mixing.

Fortes evidéncias experimentais apontam para a existéncia de “conversoes” entre neutri-
nos de diferentes sabores em dois dos principais cendrios: neutrinos atmosféricos (para uma
revisao veja [7]) e neutrinos solares [8]. Neutrinos atmosféricos sao neutrinos produzidos pelo
decaimento de subprodutos de reacoes entre raios cosmicos primarios e a atmosfera terrestre,
principalmente advindo de pions e kdons. Uma das primeiras evidéncias diretas de oscilacao
para neutrinos atmosféricos surgiu em 1998, advindo da colaboragao SuperKamiokande [9],
através da medicao da dependéncia do fluxo de neutrinos muonicos com o angulo zenital,
o que indicava fortemente a oscilacao de sabor com a distancia. As evidéncias anteriores
apresentavam um déficit de neutrinos muodnicos atmosféricos (veja [7] e referéncias), (con-
tradizendo as predicoes tedricas feitas a partir de simulagoes de Monte Carlo), e um fluxo
de neutrinos eletronicos de acordo com as mesmas simulacoes. A verificacao mais robusta
desse déficit, baseou-se na medi¢ao da razao entre neutrinos (e antineutrinos) muénicos e
eletronicos que podia ser calculado com maior precisao. A partir dai, o experimento de
Kamiokande concluiu em 1988 ([7, 10] e referéncias) que os dados obtidos nao podiam ser
explicados por erros estatisticos ou incertezas no fluxo de raios césmicos iniciais e que uma
nova fisica, favoravelmente as oscilacoes de neutrinos, poderia explica-los. A verificacao de
que o desaparecimento do neutrino muonico realmente ocorre para os parametros carac-
teristicos dos neutrinos atmosféricos, esta sendo feita, com precisao cada vez maior, pelo
experimento K2K [11], que estd em funcionamento desde 1999. Este experimento detecta



neutrinos muonicos produzidos por um acelerador sincrotron de protons, situado na High
Energy Accelerator Research Organization (KEK!), na cidade de Tsukuba no Japdo, u-
sando o detector Super-Kamiokande que dista 250 Km da KEK. Pela colaboracao K2K, foi
reportada recentemente o mesmo déficit de neutrinos muonicos observada para os neutrinos
atmosféricos [12].

A segunda grande evidéncia de conversao foi reportada recentemente pela colaboracao
SNO [13] no Canad4, apontando evidéncias, aparentemente claras, de que ha conversao de
neutrinos solares eletronicos em outros sabores [14]. Neste experimento, pela primeira vez
foi possivel comparar diretamente fluxos de neutrinos de diferentes sabores. Até entao,
experimentos via decaimento beta inverso indicavam que os neutrinos eletronicos produzidos
no sol estavam chegando a Terra em nimero bem menor que o esperado pelas previsoes
do modelo padrao solar [15]. Este problema ficou conhecido como o “problema do neutrino
solar”.

Reforcando o fato de que a natureza oscilante responsavel pelo déficit é intrinseca aos neu-
trinos, o mesmo déficit também foi confirmado no experimento de KamLAND [16], preparado
para detectar neutrinos terrestres produzidos nos varios reatores nucleares ao redor do de-
tector, situado na mesma mina do detector SuperKamiokande.

Historicamente, a existéncia do neutrino foi inicialmente sugerida por Pauli [17], por volta
de 1930, para explicar o espectro continuo da emissao do decaimento beta, embora tivesse
sido denominado de “neutron”, até a descoberta do atual neutron por Chadwick. Foi Fermi
(responsavel pelo desenvolvimento do seu modelo via interagao de contato, valido para o
decaimento beta e, em geral, para a interagao fraca a baixas energias), quem atribuiu a essa
particula neutra, de spin 1/2 e de massa nula, ou quase nula, o nome de neutrino. Devido
ao seu carater pouco interagente e, conseqiientemente, de dificil detec¢ao, o neutrino é, sem
duvida, uma das particulas elementares mais misteriosas existentes. Aproximadamente 100
neutrinos induzidos por raios cosmicos passam através de cada um de noés a cada segundo;
somente uma interagdo por corpo humano é esperada em cada mil anos [18]. Dentro do
Modelo Padrao das Particulas Elementares (MPPE), ele interage apenas via intergao fraca
(uma das quatro forcas fundamentais da natureza, excetuando-se, obviamente, a gravidade
que age sobre o neutrino massivo, mas que esta fora do MPPE). Por isso, foi detectada
apenas em 1956 [19], quase 25 anos depois da sugestao original de Pauli.

Sua dificil deteccao, no entanto, pode ser de grande importancia em aplicacoes astrofisicas
como, por exemplo, para obter informacoes acerca das atividades de estrelas [20, secVI],
visto que neutrinos sdo produtos comuns das reagoes internas estelares e nao sao (ou sao
muito pouco) interagentes com fortes campos magnéticos e elétricos como acontece com
fétons; do mesmo modo, o neutrino pode ser importante para inferir sobre a dinamica de
outros corpos celestes como supernovas, nos quais os neutrinos sao participantes ativos e
fundamentais das reacoes que norteiam a sua evolucao e criagao. Historicamente, porém,
um dos maiores interesses acerca dos neutrinos (no que se refere a problemas astrofisicos)
residia na possibilidade de que a existéncia de massa para os neutrinos, por mais mintscula
que seja, poderia influenciar na evolugao cosmoldgica do Universo. Assim como os fétons,
eles permeiam permanentemente o meio csmico, possuindo uma radiacao de fundo de 1.94 K
de temperatura, e seriam parte integrante da chamada “matéria escura”, que, apesar de nao

'KEK abrevia seu nome japonés Kou Enerugii Kasokuki Kenkyukikou



ser visivel, contribui para a densidade de massa e energia do Universo [18]. Infelizmente,
recentes observacoes da Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [21] indicam que
a contribuicao dos neutrinos nao é relevante para a constituicao e evolucao do Universo.
Apesar de ter sido uma das condigoes norteadoras na formulagao da forma V-A da forca
fraca, inica for¢a nuclear atuante sobre o neutrino (obviamente desprezamos a pequena con-
tribuicao da forga gravitacional), e também fundamental na criacao do modelo eletrofraco
Glashow-Weiberg-Salam (GWS) [20, 22], que agora compoe um dos pilares do tao bem suce-
dido modelo padrao, sua descricao, a priori, desprovida de massa, nao inclui nenhum mecan-
ismo capaz de explicar a conversao de sabor. Entao, do ponto de vista tedrico, as chamadas
“oscilagoes de neutrinos” sao um grande indicio de fisica nova e constitui um importante
material para se estudar conseqiiéncias de modelos além do modelo padrao e sua fisica [2].

1.1 Problematica Geral

A possibilidade de oscilagdo dos neutrinos foi inicialmente proposta por Pontercorvo [23]
em 1957, quando previa-se uma oscilacao entre neutrino—anti-neutrino, visto que apenas
um tipo de neutrino era conhecido na época. A primeira aparicao na literatura de uma
férmula de oscilagao, ocorre somente em 1969, com Gribov e Pontecorvo [24]. Inicialmente,
a possibilidade de oscilagao era fortemente especulada em analogia com o sistema neutro
mesonico K%K, que evidenciava oscilacdo particula—anti-particula no setor de quarks. Com
kaons, o modelo de oscilacao obteve um incrivel sucesso e concordava enormemente com os
experimentos.

Desde entao, enquanto o fenomeno de oscilacao no vacuo foi se estabelecendo como um
dos provaveis mecanismos responsaveis pela conversao de sabor dos neutrinos, a deducao de
sua férmula de oscilacao foi se consolidando na literatura, usando-se, majoritariamente, on-
das planas (OP) (veja por exemplo a dedugao feita por Kayser [4]). Contudo, tais dedug¢oes
sao feitas utilizando-se varias hipoteses e aproximagoes, aparentemente, nao rigorasas. Den-
tre elas, a mais utilizada é a aproximacao ultra-relativistica, na qual aproxima-se z ~ t, tendo
em vista que a velocidade do neutrino é préxima da velocidade da luz (¢ = 1). Dentro do
contexto de Mecanica Quantica (MQ), em primeira quantizagao, x é uma varidvel correspon-
dente a um observavel, enquanto o tempo (¢) é apenas um parametro. E necessario averiguar
se o uso dessa aproximacao é imprescindivel para a deducao ou seria mera condigao simpli-
ficadora. Outra inconsisténcia inerente ao formalismo de OP ¢ a descricao deslocalizada das
particulas: sem localizagao nao faz sentido falar em posicao, mesmo que média, da particula
viajando num certo tempo t. De outra forma, isso implica que a relagao semi-classica x = vt,
comumente utilizada, também nao faz sentido, se nos restringimos estritamente a uma de-
scricao usando OP.

Outras questoes remetem a heterogeneidade existente na literatura [25, 26] a respeito
das condic¢oes cinemdticas impostas entre os auto-estados de massa, como AFE = 0, Ap =
0, Av = 0 (cendrios de energias [27, 36], momentos [4], velocidades [25, 26] iguais). Cinemati-
camente, vé-se que nenhuma das condigoes é rigorosamente valida (veja [28, 29], sec.4.2.1 e
sec.IV cap.5). Por fim, relacionado & questao anterior, existem exemplos na literatura nos
quais o uso de diferentes condicoes levam, no formalismo de OP, a diferentes féormulas de
oscilacao [26, sec.5.11][27, 30].



O uso de pacotes de onda (PsO) [29, 31, 32, 33, 34] teve como motivagao a elucidacao
dos problemas supra-citados, baseando-se na idéia de que as féormulas corretas obtidas com
ondas planas deveriam corresponder a casos limites do formalismo com pacotes de onda.
O primeiro trabalho a tratar de pacotes de onda, dentro da fisica de neutrinos, foi feito
por Kayser [31] que considerou incertezas nao nulas nos momentos e mostrou que existem
condicoes para que a oscilacao ocorra. Um cdlculo mais concreto usando-se pacotes gaus-
sianos foi feito por Giunti et al [32]. Apenas com o uso de PsO foi possivel introduzir a nocao
de comprimento de coeréncia, em analogia ao conceito usado em o6tica, embora isso tenha
sido qualitativamente introduzido por Nussinov [35]. Contudo, mesmo com a introdugao de
PsO, permanece o problema quanto a definicao de auto-estados de sabor ou equivalentemente
quanto as condigoes “iniciais” que devem ser impostas sobre os PsO. Uma delas define como
condigao, a inexisténcia de qualquer sabor errado no ponto de criagao para todo o tempo [36].
Outra abordagem interessante consiste em encontrar a corrente de probabilidade ao invés
da densidade de probabilidade [37], possibilitando a integracdo no tempo para encontrar o
fluxo, observavel que realmente é medido em experimentos.

Apesar de todo o progresso alcancado com PsO, é consenso geral entre os pesquisadores
que o formalismo mais adequado para a descrigao dos neutrinos [38], desde a sua criagao até
a sua deteccao, seria o da teoria quantica de campos (TQC), com o uso do modelo padrao
(MPPE) e mecanismos adicionais para geragdo de massa para os neutrinos [39, para uma
revisao]. No entanto, através de um cdlculo simples, pode-se mostrar que auto-estados fracos
nao podem ser bem definidos em TQC como combinacao linear de auto-estados de massa com
massas definidas e distintas [40] (sem mencionar que o uso do formalimo completo da TQC
aumenta sensivelmente as dificuldades técnicas para o cédlculo da amplitude de oscilacao,
com perda significativa no que concerne a interpretacao dos seus resultados). Mesmo diante
dessas dificuldades, varias abordagens usando parcialmente TQC sao desenvolvidas na lite-
ratura, como, por exemplo, a abordagem de Giunti [41, 42] e a mais recente abordagem de
Beuthe [38, 43], denominada de “abordagem de Pacote de Onda Externo” (External Wave
Packet Approach). Outros modelos usando TQC sao muito bem revisados no trabalho de
Beuthe [38].

Finalmente, dentro do formalismo de PsO internos, no qual explicitamente associa-se PsO
aos neutrinos em propagacao livre, alguns efeitos de amplificagao do fenomeno oscilatorio sao
previstos para neutrinos nao relativisticos [32, 34]. Como apontado por Kiers e Weiss [30],
esses efeitos sao desprovidos de sentido e sao conseqiiéncia direta de integracoes tempo-
rais, feitas sobre as féormulas de oscilacao ou sobre as amplitudes de transicao, consideradas
necessarias pelos autores para eliminar a dependéncia temporal das férmulas de oscilacao.
A necessidade desse procedimento é justificado, pelos mesmos, como uma média temporal,
considerada imprescindivel devido ao desconhecimento do tempo de criacao do neutrino. Tal
procedimento seria similar as médias em energia, dimensao da fonte e regiao de deteccgao,
que sao feitas sobre as férmulas de oscilagao e levam em conta a impossibilidade do inferi-
mento de certas quantidades e do controle ou preparacao de eventos. Assim, a questao da
legitimidade desses procedimentos e sua equivaléncia a procedimentos de média merecem ser
analisadas.



1.2 Objetivos

Atualmente, a férmula de oscilacao padrao, na fisica de neutrinos, parece descrever adequada
e coerentemente os dados da maioria dos experimentos que tém sido realizados, e, por isso,
¢ cada vez mais bem aceita na comunidade cientifica da area. Apesar disso, as diversas
dedugoes dessa formula (e suas extensoes em contextos mais gerais como TQC), existentes na
literatura, parecem inequivalentes entre si, devido ao uso de diferentes condigoes e hipdteses
que podem nao ser compativeis. Esse trabalho, entao, tem como principal objetivo, esclarecer
e melhorar o entendimento do fenémeno de oscilacao usando uma abordagem com pacotes
de onda, cujas interpretacoes fisicas sao claras e diretas. Para isso, é necessario modelar
corretamente o fenémeno dentro de um formalismo da mecanica quantica (MQ), restrito a
primeira quantizac¢ao [54, 55], o que permite o uso irrestrito de pacotes de onda. A suficiéncia
desse formalismo pode ser justificada pelo fato de que os neutrinos, uma vez criados pela
interacao fraca, percorrem livremente o vacuo, e podem ser aproximadamente descritos pelo
uso da MQ em primeira quantizagao sem interagao (desconsiderando-se influéncias do vécuo e
interagoes). A incégnita do modelo, entdo, fica restrita as condigoes iniciais, nas quais a forma
do pacote de onda que esta sendo criado é desconhecida. Utilizaremos pacotes gaussianos
para célculos explicitos (cap.3). Obviamente, podem ser feitas objegdes quanto a influéncia
dos processos de deteccao na interpretacao do fendémeno e construgao do modelo [33, 38,
30]. Alguns trabalhos, como [30], afirmam que o processo de deteccao pode influenciar na
oscilacao e até mesmo reviver a oscilagao no regime incoerente. Nao obstante, sera tratada
aqui apenas a “probabilidade de a particula estar em certa posicao” quando descrita por
determinado “pacote de onda”. A extensao para todo o espago, assegura a interpretacao
probabilistica, uma vez que a normalizacao tenha sido efetuada. Além disso, no caso de
neutrinos, essa abordagem permite calcular coerentemente a “presenca” de determinado
sabor independentemente da posicao e garantir que a soma das probabilidades de presenca
de todos os sabores seja 100%. Essa normalizacao automatica nao é garantida em modelos
que usam integracao no tempo [29, 32, 34], sem uma normalizagao adicional. Como notado
por Kiers e Weiss [30], e também exposto neste trabalho (sec.4.1.1), a integragao no tempo
introduz fatores 1/v que podem nao fazer sentido em casos nao relativisticos.

A necessidade do uso da Teoria Quantica de Campos (TQC) fica restrita, entao, a criacao
e detecgao, o que equivale a especificar condigoes iniciais impostas pela interagao (responsavel
pela criacdo), sobre o pacote inicial e considerar a influéncia da mesma interagao sobre o
processo de deteccao. Embora algumas abordagens como [33, 34] incluam esse efeito usando
pacotes de onda de criacao e deteccao, isso nao sera considerado aqui. Assim, abordagens
usando TQC e abordagens mistas (que incluem TQC e PsO) nao serao tratadas (veja [43]).
Desprezamos assim, a influéncia de neutrinos off-shell sobre a propagacao.

Portanto, o uso desse formalismo, associado as hipdteses apresentadas no capitulo 2,
mostrara que o fenomeno de oscilacao pode ser modelado sem problemas, com férmulas
de oscilacao devidamente normalizadas. Na sec.2.8, esclareceremos a inevitavel discussao
do procedimento de substituicao do tempo pela distancia, imprescindivel para conectar o
observavel de posicao ao parametro tempo, nao observavel em MQ. Outras questoes refe-
rentes a média ou integracao no tempo serao tratadas no cap.4, juntamente com questoes
interconexas como as condi¢oes cinemdticas impostas na criagao (sec.4.2) e comparagao do



efeito de interferéncia de PsO com o fenomeno de oscilagao de sabor (sec.4.4). Nao é preciso
recorrer as sutilezas dos processos de criacao e deteccao para esclarecer os problemas citados
acima. Embora o problema da indefinicao de sabor inicial nao possa ser rigorosamente
resolvido dentro desse formalimo (sec.2.7), mostra-se que esse efeito é desprezivel, desde que
0s pacotes associados aos auto-estados de massa sejam suficientemente semelhantes.

Uma vez coerentemente formalizada a descricao do fenomeno, encontraremos as férmulas
de oscilagao para um caso particular, a gaussiana, por razoes ébvias de tratabilidade analitica.
Como conseqiiéncia do uso de PsO, vérios fendmenos além da oscilacao podem ser quantita-
tivamente modelados, como a separagao (perda de coeréncia éptica) e o spreading (alarga-
mento do PO). Condi¢oes mais claras sobre oscilagdo podem ser extraidas quantitativamente
e comparadas com o enfoque qualitativo de Kayser [31]. A maioria dos resultados é seme-
lhante aos encontrados em literatura [32, 34|, exceto pelo fato de considerarmos também o
fenomeno de spreading, que pode ser nao desprezivel em certos casos. A ilustracao numérica
é feita para casos particulares de pacotes gaussianos com parametros diversos.

Por fim, revisaremos as abordagens usando ondas planas (sec.4.3 e cap.5), e sob a luz do
formalismo de pacotes de onda (PsO), mostraremos que férmulas de oscilacgdo com fatores
adicionais nao correspondem a limites do formalismo de PsO. Assim como, reforcaremos a
origem desses fatores adicionais e mostraremos como sua inexisténcia pode ser entendida e
interpretada.



Capitulo 2

Formalismo e Modelamento

As chamadas “oscilagoes de neutrino” correspondem a um tipo de oscilacao de sabor induzida
por diferengas de massa (OIDM), entre auto-estados superpostos, que se propagam no vacuo
ou na matéria. Efetivamente, é o modelo que mais facilmente descreve oscilacao de sabor.
Sua implementacao no Modelo Padrao pode ser feita economicamente, se os neutrinos forem
de Majorana, com a insercao de termos de massa puramente de Majorana sem a necessidade
de neutrinos de quiralidade “right” (right handed) [34, 39].

O mecanismo que estd por trds do comportamento oscilatério estd intimamente ligado
a natureza quantica do fenomeno, visto que o principio de superposicao é estritamente
necessario. Uma grande semelhanca pode ser reconhecida entre esta e oscilacoes que ocor-
rem na Mecanica Quantica nao relativistica (veja [54]), nos quais a superposi¢ao de dois
auto-estados correspondentes a duas energias diferentes da Hamiltoniana oscila no tempo
com uma frequencia de Bohr que depende da diferenca de energia envolvida; ou igualmente
relembra o fenomeno de interferéncia em dupla fenda [44], como no experimento de Young.

No caso de OIDM para neutrinos, o nimero quantico que dita as condigoes iniciais é o
sabor, da qual depende a interagao (nesse caso, interacao fraca) responsavel pela criacao e
deteccao. A evolucao a partir da criacao é considerada livre e depende exclusivamente da
Hamiltoniana total que contém as massas como parametros efetivos. Seus auto-estados de
massa evidentemente nao devem coincidir com auto-estados de sabor (existéncia de mixing),
que podem ser escritos como combinacao linear dos auto-estados de massa.

Portanto, as hipoteses necessarias para um modelamento efetivo da OIDM sao:

(7) existéncia de mais de um estado que evolua diferentemente no tempo. No caso do
movimento livre, isso implica em massas nao degeneradas (conforme ¢é ilustrado na
sec.4.4).

(77) estados de criagao (iniciais) e estados de detec¢ao nao coincidentes com os auto-estados
de massa (existéncia de mixing).

(7ii) possibilidade de superposi¢ao dos auto-estados de evolu¢do (por exemplo, isso pode
nao ser possivel quando existem regras de super-sele¢ao).

Com a inclusao desses elementos essenciais listados acima, formalizaremos o fendomeno
de OIDM nas secoes subsequentes. Contudo, mostraremos também que essas hipoteses



diretamente incluidas levam a dificuldades, tais como o problema da indefinicao inicial de
sabor (sec.2.6).

Além disso, deve ser mencionado que, ao contrario do sistema de kdons (no qual auto-
estados de massa possuem canais de decaimento distintos) nao é possivel distinguir di-
retamente auto-estados de massa no caso de neutrinos. Somente auto-estados de sabor
sao fisicamente observaveis. Outra caracteristica é que a oscilacao deve ocorrer entre dife-
rentes auto-estados de sabor violando o “nimero leptonico de sabor”, ao invés de oscilacao
do carater particula—anti-particula que esta ligado ao nimero quantico de estranheza para
kaons. Entao, para neutrinos, os estados observaveis nao correspondem aos chamados “auto-
estados fisicos” de massa, e sao definidos pela tinica interacao atuante, a interacao fraca.
Possivelmente algum tipo de mecanismo nao padrao deve atuar de modo a violar o niimero
leptonico de sabor [2].

Adianto aqui que esse formalismo possibilita reconhecer e esclarecer alguns problemas de
normalizacao, além de possibilitar o calculo de alguns observaveis a la Mecanica Quantica
nao relativistica, tais como a posigao média (sec.2.4).

2.1 Particula Unica?

Primeiramente, devemos abordar a questao da definicao coerente de uma particula simples
(ndo composta) e tinica. A descricao de uma tnica particula livre relativistica em Mecéanica
Quantica depende exclusivamente de suas caracteristicas cinéticas, que estao intimamente
ligadas as propriedades do espago-tempo e suas simetrias [50]. As propriedades cinéticas em
questao referem-se as propriedades sob tranfomagoes de Lorentz. Desse modo, uma particula
livre deve ser descrita por um vetor complexo (spinor), que transforme de acordo com uma
representacao do grupo de Lorentz nao homogéneo (ou grupo de Poincare), formado pelo
grupo das transformacoes de Lorentz homogéneas e translacoes no espaco-tempo. Neste caso,
pode ser mostrado [50, 51] que uma representacao do grupo homogéneo restrito de Lorentz
(o grupo SO(1,3) [53], que atua sobre quadrivetores no espaco-tempo de Minkowsky) pode
ser construida mediante o isomorfismo existente entre este e as matrizes complexas 2 x 2
de determinante unitario SI(2,C). O que emerge dessa andlise é que existe um subgrupo
invariante de tranformacoes nao triviais que mantém fixo o quadrimomento. No repouso
(p = 0), para uma particula de massa nao nula, esse grupo é similar ao grupo de rotacoes
(“little group” de Wigner). Ela corresponde a propriedade intrinseca do spin.

Formalmente, o estado fisico que descreve uma particula livre deve ser uma representacao
irredutivel do grupo de Poincaré [50, 51]. A irredutibilidade da representagao indica que o
sistema descrito ¢ elementar dentro da mesma descri¢ao [52]. A massa deve ser unicamente
definida como um auto-valor invariante de Lorentz do operador de Casimir de massa (mais
precisamente, massa ao quadrado ou M?). O outro operador invariante de Casimir carac-
teriza o médulo do spin (S?). Além disso, a superposi¢ao de estados de diferentes spins ¢
suprimida por conhecidas regras de superselegao [51].

As tranformacgoes nao homogéneas de Lorentz incluem transformagoes restritas homogeé-
neas de Lorentz (boosts e rotagoes), simetrias discretas e translagoes no espago-tempo [53].
Isso implica [51] que o espago de estados pode ser gerado pelos estados de quadrimomento
e spin definidos. No limite da Mecanica Quantica nao relativistica, o espaco de estados



que descreve uma particula se desacopla na forma € = €1, ® Egpin [54], que é um produto
tensorial do espaco de estados orbitais definido sobre o espaco tridimensional de coordenadas
espaciais (rigged Hilbert space [54] definido sobre R*: €,1, = Hj3), e do espago interno
de estados correspondentes ao spin (Egpin = SU(2)). Esse é o formalismo de Pauli, se
consideramos a representacgao de spin 1/2.

Obviamente, no caso interagente, pode haver simetrias dinamicas associadas as carac-
teristicas das interacoes envolvidas. Isso foi levado em conta de maneira espetacular no
Modelo Padrao, que levou a grande simplificacao e entendimento da fisica de particulas
através de conceitos como isospin, sabor e cor. Como os neutrinos nao sao totalmente livres
de interagdo (uma vez que interagem via interacao fraca), na realidade, os auto-estados de
massa e sabor dos neutrinos devem ser pensados como uma consequéncia das propriedades
dinamicas da interagao eletrofraca padrao, e talvez de interagoes além do Modelo Padrao.
As interagoes modificam o vacuo da teoria (em TQC), que pode estar intimamente liga-
do ao comportamento oscilatério do neutrino. E interessante notar que até o advento dos
fenomenos de oscilagao com kdons nao havia nenhuma necessidade de se superpor auto-
estados de massas diferentes.

Contudo, temos boas razoes para considerar como boa aproximacao a auséncia de in-
teracao sobre os neutrinos, visto que a interagao fraca é de pequena intensidade comparada
com outras forcas fundamentais e, a grosso modo, sua influéncia sobre a estrutura do vacuo
deve ser pequena. Entao, a excecao de tempos muito préximos da criacao e detecgao,
nos quais a interacao é obviamente nao desprezivel, podemos considerar os neutrinos como
particulas livres.

Se estendermos o formalismo para sistemas compostos, no caso de um sistema de n
particulas, devemos considerar um espaco de estados total da forma &€ = €, €, R ---RE,,
onde cada €; representa o espaco de estados para uma particula. Uma base geral pode ser
construida através do produto tensorial de bases de uma particula. Obviamente, se as n
particulas sdo idénticas (mesma massa, spin, e carga etc), o espaco efetivo é somente um
subespago no qual os estados obedecem as regras de simetrizacao/anti-simetrizacao carac-
teristicas, de acordo com as estatisticas de Bose-Einstein/Fermi-Dirac.

Diferentemente, dentro da aproximacao livre, pode-se notar que, para se tratar ade-
quadamente a OIMD com n diferentes massas, precisamos de um espago redutivel [51]
E=E, DE,D---DE,, onde E;, = E(m;) (mp # myp; kK = 1,..,n) é o espaco de
estados de uma particula caracterizados por massas diferentes. Isso difere tanto da descricao
de uma particula como de n particulas. Naturalmente, depois que incluirmos a relacao de
mixing ou equivalentemente os auto-estados de sabor em termos dos auto-estados de massa,
o espaco de estados total deixa de ser redutivel. E importante notar que essa formalizacao
é efetiva e nao leva em conta nenhuma informacao das matrizes de massa ou da influéncia
de interacoes. Provavelmente essas informacgoes devem ser incluidas para que o espacgo de
estados seja irredutivel e menos ad hoc.

Um dos problemas formais em usar soma direta de espacos € = €, @ €, (para duas
massas) é que nao podemos desacoplar o espaco total em € = E,p, ® € massa/sabor, O qU€
garantiria uma boa defini¢ao de auto-estados de sabor e uma nocao coerente de particula.



2.2 Formalismo de duplo bra-ket

Nesta secao descrevemos o formalismo e a notacao partindo das idéias citadas na segao
anterior e, adicionalmente, nos restringiremos ao contexto de primeira quantizagao (Mecanica
Quantica relativistica [55, 56]). Ao longo deste trabalho serao utilizadas unidades naturais
h=1,c=1.

Para ilustrar o formalismo de maneira simples e clarificar interpretacoes, restringiremo-
nos ao caso de duas massas e sabores, e ao caso em que nao haja graus intrinsecos de liberdade
(spin 0). Além disso, usaremos aqui uma notacao nao covariante [49], na qual as fungoes de
onda adquirem o significado usual de densidade de probabilidade (em posi¢ao ou momento),
e os operadores de posicao podem ser definidos facilmente. Devido as fortes evidéncias de
que o mixing deva ser quase maximo em ambos os casos (oscila¢do de neutrinos atmosféricos
e solares), a simplificagdo de duas familias pode ser ainda bem aplicdvel.

Neste caso, o espaco efetivo de estados se reduz a € = €, & €, = Egrpy D Eorpe. Cada
espaco €, = €(m,), (k = 1,2), pode ser gerado pelos respectivos auto-estados de momento
independentes do tempo {|p),,|p),}, auto-estados dos operadores de momento {P, P},
associados, respectivamente, as particulas de massa {m,, m,}. Os subindices a direita dos
kets denotam o espaco ao qual estes pertecem. Eles obedecem a normalizagao usual nao
covariante da Mecanica Quantica nao relativistica:

{plp"), = (p-p).

Assim, dado um estado [1)), € €y, este pode ser escrito em termos da base {|p),}, como,

), = / b g(0)|D)s (2.1)

cuja normalizacao é dada por

W), = / Pplgp)? = 1.

Visto que esses dois espagos sao idénticos (com excecao da diferenca de massa), podemos
escolher P; 2 P, = P como tendo representacdes idénticas dentro de cada €}, suprimindo
sua dependéncia em massa, que classicamente poderia ser dada por p = myv. Com essa
escolha, passamos a dependéncia explicita em massa unicamente para a energia, em termos
do operador hamiltoniano e operadores que dependem do mesmo. O mais importante entre
eles, e o inico que serd abordado, é o operador de evolucao temporal. Evidentemente, outros
tipos de escolha poderiam ter sido feitas e, de fato, uma andlise mais detalhada deveria ser
devotada a essa questao, principalmente no que concerne a nao covariancia do formalismo.
Entao, somente com a evolugao temporal (na picture de Schrodinger), surgird a dependéncia
explicita das massas nos estados e serd necessario marcar os espacos respectivos; conforme
ilustrado na sec.2.8, o operador de posi¢ao, embora mantenha a mesma representacao no
espago de momentos para ambos os espacos, age de maneira diferente devido a diferenca em
energia. Isso deve ser levado em conta ao fazermos calculos com auto-estados de sabor que
misturam auto-estados de massa.
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A distincao entre espacos diferentes é feita ad hoc, considerando como base os auto-
estados ortogonais de masssa {|m,), |m.)}! no qual

(my|my) = O - (2.2)

Assim, o operador de massa M nessa base de massa

mi= o] ma=]1] 2.3)

é diagonal e da forma M = m,|m,)(m,| + m,|m,)(m,| = diag(m,, m,) .
Entao um estado genérico de “duplo ket”, |¥), em € = € ® €, pode ser escrito como
uma soma direta de um estado em &€ e outro em €,. Usando a notacao de Dirac lé-se,

(U) = 1) © lthy) = aufthy;ma) + aslthy;ms) (2.4)

onde

[V ) = [ @ i) 5 by € € () = (alth) = 1.

Usando (2.3) podemos escrever o estado acima como

o) = [Ziz” . onde || + o = 1. (2.4)

A notagao “duplo” ket mostra certa semelhanca com a teoria de spin 1/2 de Pauli, mas ao
mesmo tempo e diferentemente do spin, ela expressa a impossibilidade de escrever um estado
geral em € como um unico ket. Nesta notacao simplificada |¢) = |¢,),, subentende-se dois
marcadores (segundo membro da equagdo): os subescritos nas fungoes de onda 1 seriam
apenas marcadores para fins de distincao e poderiam ser substiuidos pela distingcao entre v
e ¢, por exemplo; o subescrito fora dos kets denotam, como anteriormente mencionado, a
distin¢ao entre os espagos €. Como nao ha necessidade de usarmos o mesmo marcador k
duas vezes, suprimimos um deles, o externo, sem perda de distincao. Eventualmente, quando
formos tratar de PO iguais, restauraremos os marcadores externos.

Com essa notacao, definimos naturalmente o produto escalar com a introducao do “duplo”
bra,

(U] = af (v mu| + oG (ayma| = [ of (] af (] | (2.5)

Portanto, o produto escalar pode ser calculado de maneira simples através da algebra ma-
tricial:

ey = L8O ST o) | o o) + el . (29

!Na verdade, esta relacdo de ortogonalidade deve ser baseada em algum nimero quintico advindo de
modelos em TQC, que aqui é representado efetivamente pela massa. Repare que no limite de massas
degeneradas nao faz sentido falar em mixing e ortogonalidade.
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Se nos restringirmos a um dos espacgos de estados k, o operador de momento P ou o
operador de posicio X, serdo bem definidos e idénticos; seus auto-estados |p) ou |x) gerardo
o respectivo espaco. Por outro lado, o operador hamiltoniano depende do momento P e da
massa m, na forma de

H, = HP;m,) . (2.7)

O requerimento [Hy, f’] = 0, necessario para o movimento livre (invariancia por translagoes
gerados por f’), é satisfeito diretamente.

Agora devemos analisar os operadores gerais que atuam sobre um estado geral (2.4a) no
espaco extendido €, e denotaremos esse espago de operadores lineares de F(&).

Em particular, tomando um estado |p) € € como soma direta dos estados |px) € €
com o mesmo auto-valor de momento p, = p, = p

p) = | Bl | onde o+l =1, avec, (28)
2 2

constatamos que a soma define um conjunto de auto-estados de um operador generalizado
de momento, definido em € por

P:P@PE<P f)>:f>®rl+f>®r2, (2.9)

onde

L,

Ime)(mi| = 11+ €04] , € = £1, (2.10)

é o projetor do espaco €. Podemos observar, que para um dado momento p, auto-valor do
operador P, temos dois estados generalizados independentes, correspondentes, por exemplo,
aos estados (a, = 1, a, = 0) e (o, =0, a, = 1) acima. Esses estados sdo, em particular,

auto-estados do operador generalizado P, P, definido apropriadamente em € como

P, = PT, r, = Ty
- " ond ; ’ 2.11
P2:PF2,0ne{F1F2:F2F1:O. (2.11)

Note que um estado tem um momento bem definido associado a P somente se ambos auto-
estados de massa tiverem momentos definidos. Para distinguir entre essses dois estados
independentes, temos de considerar o operador M e rotular os estados como

pmy = | ]
) = | ] (212)

p),

Agora podemos expandir qualquer estado (2.4) através dos auto-estados de momento acima:

W) =0, [ dpg@lpim) +a. [ Ppae)pim). (2.13)
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A passagem para a notacao matricial é direta.

Note que {M,P} (143 operadores) forma um conjunto completo de observaveis que
comutam [54] (CSCO) em €, embora inicialmente o conjunto {P,, P,} € € @ €, (3+3
operadores) fosse necessirio para gerar todos os estados. Isso é reflexo da soma direta de
espacos, no qual é baseada a construcao do espaco total &€. P, pode ser pensado como o
operador de momento P projetado sobre um dos espacos de massa definida k.

Analogamente, a acao de qualquer operador A em €, dependente ou nao da massa, pode
ser definida a partir da acao dos respectivos operadores A,, A,, bem definidos em &€,, €,.
Isso nos leva a

A,

E claramente reconhecido que qualquer operador definido dessa forma tem, no minimo, uma
dupla degenerescéncia devido as massas.
Depois de termos definido P e M, podemos generalizar a Hamiltoniana Hy em (2.7) como

H= H(P,M) = ( H(Py;m) Py ) . (2.15)

Das definigoes (2.15) e (2.9) podemos notar que a relacao
[H,P]|=0
é satisfeita, como esperado por construcao. Trivialmente, também temos
P,M]=0, e [HM]=0.

Contudo, s6 podemos construir uma base comum a {H,P} se nos restringirmos a um dos
espagcos, visto que os auto-estados correspondentes somente a {P} (2.8) nao possuem, em
geral, o mesmo auto-valor de energia. Veja que

alom = (" n ) [k ] o
onde
Ey, = E(p,mu)

¢ uma funcao fixa das variaveis indicadas. No caso relativistico livre, a energia tem a forma
usual,

E(p,m;) = \/p*> +m2 . (2.17)

Portanto, nao podemos construir uma base comum de auto-vetores de H e de P, exceto
quando o = 0 ou # = 0. Isso também serd responsavel pela impossibilidade de criacao de
estados com sabores bem definidos, a menos que os estados correspondentes as duas massas
sejam exatamente iguais.
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Ao invés disso, se tentarmos construir auto-estados simultaneos de massa e energia,
{|E\;my), |Ey;m,) ), da mesma forma que construimos auto-estados simultaneos de mo-
mento e massa, encontraremos outra dificuldade devido a diferega entre as energias minimas
possiveis para cada estado (considerando somente estados “on-shell”, a energia minima é
dada pela massa, que nao é degenerada por hipdtese). Entao, o espectro de energia nao pode
ser bem definido para qualquer superposicao de massas diferentes. Claro que poderiamos
usar uma representacao aproximada (veja apéndice A), mas essa aproximacao é vélida so-
mente para particulas relativisticas.

Assim, utilizaremos, daqui em diante, a base gerada por {M,P} para fazer os célculos
coerentemente e construir o formalismo.

2.3 Evolucao Temporal

Até o momento o tempo nao foi mencionado e portanto, a evolucao temporal também nao
foi apresentada. Mostraremos aqui como a evolucao temporal pode ser efetuada.

Assume-se, agora, uma evolucao hamiltoniana, dada pela equacao de evolugao temporal
tipo Schrodinger:

d
i |U() = H|¥(2)) . (2.18)

Dessa equacao, o operador de evoluc¢ao temporal generalizado U(t) é dada por

U(t) = exp{—iH(P, M)t} = < U.(#) ) | (2.19)
Us(t)
Esta tltima, dada em termos dos operadores de evolucao individuais
Uy(t) = et (2.20)

que atuam em cada espaco €. Aqui, considera-se que a Hamiltoniana nao dependa explici-
tamente do tempo.

De acordo com a picture de Schrodinger, um estado geral em um tempo ¢ é relacionado
a um estado inicial em ¢ = 0, por

(@) = U@)]w(0)) - (2.21)

Visto que esta evolucao temporal introduz uma dependencia explicita das massas nos estados
evoluidos através de (2.19) e (2.20), os subindices destes operadores devem ser propagados
para os estados evoluidos; os calculos serao efetuados segundo a picture de Schrodinger
usando o operador de evolucao:

[T(1)) = U®)T(0)) = ( P Us(t) ) [ ZW ] B {ng } )} [ Zizggi ](zfm)
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onde a evolugao temporal pode ser efetuada a partir da expansao (2.1)

Uk(t)|¢}k> = Uk(t) /dgp 9. (p)|p>k = /d3p Y. (p) exp{—iE(p,mk)t} |p>k ’ (222)

visto que {|p)} sdo auto-estados da Hamiltoniana livre com energias,

E(p) = /P> + m? .

Do mesmo modo, ¥}, (x,t) = (x|¢, (¢)) pode ser facilmente calculado a partir da expansao em
Fourier:

et = Ly [ v atpetx-timn. (2.23)

2.4 QObservaveis e Probabilidade

Mostramos na secao 2.2 que um observavel A em F(€) pode ser construido a partir dos
seus respectivos observaveis {A,, A,}, bem definidos em cada subespago €;. Denotamos
por {a,d’...} os possiveis auto-valores contidos no espectro de cada A,, supondo que esta nao
dependa da massa explicitamente.

Dado um estado geral |[¥)) (2.4a), a amplitude de probabilidade de um dado auto-valor
a ser medido é dada pela soma do produto escalar com os dois estados (se o espectro de A,
nao for degenerado)

{{a;mil, {a;mal}

definidos no formalismo acima. A probabilidade independente da massa deve ser somada
sobre os dois auto-estados de massa:

B = [(amle)P + (o mafo)
= la"alt)” + |aal*[(alty) "
= (T2 Kalg)” + (T2) Kal) ] - (2.24)

Isso é analogo ao postulado de soma sobre degenerescéncias em Mecanica Quantica Nao
Relativistica [54]. No nosso caso a degenerescéncia é dada pela massa.
O valor médio de A que denotaremos de {A) é facilmente calculado por:

[l (] oi (el ] (Al N ) [%IW]

a2|1/)2>
| [” (A), + || (4),
= (i) (A), + (T2} (A), (2.25)

(A)

onde

(A), = (Y| Ay,) =

(2.26)
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é o valor médio normalizado de cada operador A projetado sobre €. A tultima expressao é
definida em termos dos operdores generalizados em F(€); note que essa defini¢io é consis-
tente com os casos limites (o, =1, @, =0) or (o, =0, o, = 1).

Por fim, cabe discutir o valor médio de certos operadores explicitamente. Observa-se que
certas possibilidades sao abertas; por exemplo, consideremos o operador de posicao X. Seu
valor esperado T é, de acordo com (2.25), dado por

7= (X)) = || (X), + |aa]* (X), - (2.27)

E quanto a sua variancia Az?? Podemos ter, de fato, duas definicoes distintas para a
variancia:

Azz, = ((X—{X))) = (X)) - (XN ;

Az; o ((AX)), + o[ ((AX,)7),

int

(2.28)

Il
==
/N

>
la
vl\J
>
el
[V
vl\?
N~
v
Il

onde
AX, = X — (X>,c )

Elas denotam, respectivamente, a variancia total e a variancia intrinseca. Isso reflete o fato
de que a incerteza efetiva na posigao (Az},,) tem duas contribui¢oes: uma incerteza intrinseca
(Ax? ), relativa a largura de cada PO de massa, e outra incerteza dada pela separagio entre
esses pacotes. Podemos ter uma idéia dessa separacao: se subtrairmos as duas expressoes de
incerteza acima,

Az}, — Az, = o Plasf ((X), — (X)), (2.29)
encontramos uma distancia proporcional ao quadrado da distancia entre as posi¢coes médias
dos pacotes, com a qual podemos definir

Azx? — Az 2
Axy, = —=—2 = ((X), — (X),)" . (2.30)
‘ (T (L) () )

2.5 Auto-Estados de Sabor

Conforme mencionado na introdugao (capitulo 2, hipétese i), em OIDM é necessério que o
estado inicial nao tenha massa definida, ja que a dinamica é tal que a particula continuaria
no mesmo subespaco de massa sem efeitos oscilatérios (M é uma constante de movimento).

Em geral, auto-estados de sabor {|fx)}, (k= 1,2) s@o relacionados com auto-estados de
massa, {|my)} , (k= 1,2), por uma transformacao unitaria que pode ser redefinida como
ortogonal (e real, o que implica em conservagao CP) no caso de mixing de duas familias no
vacuo. Chamaremos essa matriz de mixing de Uy, definida por

H?i] = Uw qu ’ (2.31)
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parametrizada pelo angulo de mixing # na forma

cosf _sinf
Un = ( sinf cos@ ) ’ (2.32)

Na verdade, os auto-estados de sabor devem ser distinguidos de uma simples combinacao
linear de auto-estados de massa (2.2). Diferentes auto-estados de massa estao envolvidos, o
que ¢é definido somente em &€ com a adicao da parte orbital, dependente das coordenadas.
Nao ha um espaco de estados de sabor, independente do espaco de estados orbitais, no qual
podemos restringir a relagao (2.31). Isso é apropriadamente denotado por

i f) = cosdlbam) —sinloim) = | gl | .
s f2) = sing |gymy) + cos |dyims) = [ si)l;glﬁﬁ] | |
onde
(Vo) =1, k=1,2.
Isso implica
(1, a5 Filthn, ¥3 fir) = O - (2.34)

A evolugao temporal pode ser calculada aplicando-se o operador de evolugao generalizado
(2.19) j4 mencionado, no qual os estados (2.33) em um dado tempo ¢ sdo dados por

|7/)1;7/)2§fk§t>> = U(t)|w17wz§fk>> = |¢1(t),1/)2(t);fk>> . (2'35)

A evolugao temporal de cada |¢,) é dada por (2.22).

Introduzimos, agora, os operadores (projetores) Iy, que projetam estados em auto-estados
de sabor. A definicao mais fiel que pode ser conseguida, mantendo-se maxima independéncia
do espaco orbital, é dada, no caso de f,, por

_ 7 s D cos’0 1, _sinfcosf T,
L, = /wdp p; f)(ps fil = ( sinfeosfT, 601, : (2.36)
onde

T12 :/ dap |p>1 2<p| ) (237)

/ d’p |p), {p| =1, identidade em Ej.

Deixamos aqui explicito que os auto-estados |p), pertencem ao espago k, para mostrar que
T, esta conectando espacos de massas diferentes. A introducao explicita do operador T},
serd necessaria quando tratarmos de operados que possuem representacoes ou aplicacoes
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diferentes para estados com massas diferentes; por exemplo, quando se usa o operador de
posicao X = 0, na represetacao de momento, deve ser explicitamente indicado em que
espaco ¢ a aplicacdo (sec.2.8). Para o cédlculo da probabilidade de transigao, a distingao é
irrelevante e omitiremos os operadores 1, e T},. O operador Ff2 pode ser facilmente obtido
fazendo-se, em (2.36), a substituicao

cosf T2 sinf |
sinf — —cosf .

Essa defenicao dos projetores de sabor leva em conta qualquer valor de momento homoge-
neamente. O mesmo pode ser feito usando-se estados |x; f,) de posicao, embora o uso de
auto-estados de momento torne o calculo mais simples. Essa definicao é tal que

[, +T,=1em €. (2.38)
Aplicando a identidade acima, podemos reescrever (2.33) como
i f) = [ (B £l £ 163 £+ B3 ol £) I3 £
Bt f) = [Pl £) 193 £ + (s ol £) [0 £)]

(2.39)
onde
<<p§ f1|7/)1; s; f1>> = cos’f <p|7/)1> + sin’¢ <P|¢2> )
(B flth s £) = sindcosd [(plir) — ()] 210
(p; filthi, s o)) = sinblcost [{p|y) — (plwa)] ,
) -

<<p§ f2|7/)17 y; f2>> = sin’f <P|¢1> + cos®0 <P|¢2

Analogamente, na representacao de coordenadas, os estados acima podem ser escritos
como

Bt f) = [ [ (0856) b £ + 0. 60) Ixi £)]
i) = [@r U0 bf) + vnnle s k)] (24D

onde

Y (e, t;0) = cos’0y(x,t) +sin’0 ) (x, 1) ,
Y (x,t;0) = sinfcosh [1) (x,t) — 1 (x, )],
Ypp(x,t;0) = sinfcosh [1) (x, 1) — 1 (x,1)] ,
Vg (2, t;0) = sin’04 (z,t) + cos’0 i, (x,1) .

Essas amplitudes de probabilidade de sabor serao graficados na secao 3.3 para o caso de
fungdes de onda (auto-estados de massa) gaussianas, com alguns parametros caracteristicos.

(2.42)
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2.6 Probabilidade de Mudanca de Sabor

Podemos agora calcular, de maneira simples, a probabilidade de um estado de sabor f, mudar
para um estado de sabor f, depois de um tempo ¢:

Q) = (W, s fist]T, [, 3 fist)
- / Px (0 folth s i D)

= %sin229/ d*x [1h, (%, 1) — s (x, 1) 2

= Lsin®20(1 — R{A,}) , (2.43)
onde
A= IO = [ Exuxoux
= / d’p g (p)g’ (p)e~ 2720 (2.44)
e

AEIQ(p) = E\(p) — Ex(p) (p = |p|) ) g;(p) = <1/)2|p> , g(p) = <p|1/)1> .

Podemos ver que AFE,,(p) # 0 é o responsavel pela dependéncia temporal da probabilidade
de transicao; se nao existisse distingdo de massa (veja sec.4.4), nao haveria oscilagio.
Com o uso de tais definicoes, (2.38) assegura que

pjtl_;fl = <<1/}1a1/)2;fk;t|rfl|1/)1a¢2;fk;t>> =1- pfﬁfz .

Esta definicao garante a conservacao da probabilidade total de sabor em qualquer tempo t:

todos os sabores

S B L w=1, vk=12. (2.45)

i

Também,

— P =P (2.46)

fo—f1 fi1—=Ff2 troca
pfl_’fl - pr—*fQ = pSob!re ’ (247)

onde “sobre” denota sobrevivéencia do sabor inicial.
Uma conseqiiéncia das equagoes (2.40) e (2.43) é o fato de que, inicialmente, ambos os
PO relacionados a m, e m, devem ser iguais para que nenhum outro sabor esteja incluso em

t=0 (p = 0). Portanto, a notacao

troca

|¢1,%;f1>>
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nao corresponde corretamente a um “estado de sabor”, mas deve ser entendida pela forma
como foi construida em (2.33) e (2.34). Evidentemente, uma analise baseada em TQC é
requerida para uma construcao mais rigorosa da relagao de mixing.

Uma maneira alternativa para definir estados (nao mais auto-estados) de sabor ao invés
daquele definido por (2.31) ou (2.36), consiste em redefinir os estados (2.33) com determina-
dos 1,1, como sendo os estados de sabor “fisicos” criados nas reagoes. A pobabilidade de
encontrar determinado sabor (sobrevivéncia ou troca) é dada pelo quadrado da amplitude
de correlagao [58],

(rs s LU @) [0, o5 1} 5 (1, Yo; L|U () |90, 005 f1) (2.48)

que quantifica a “similaridade” a diferentes tempos entre o estado evoluido e um dos estados
de sabor iniciais. Tal probabilidade pode ser usada para modelar processos de criacao e
deteccao [33] definindo estados de sabor, de criagao e de deteccao, ligeiramente diferentes
daqueles iniciais, o que implica na introducao de ineficiéncias e gera uma féormula de oscilacao
dependente dos parametros dos estados de sabor definidos. Contudo, a escolha desses es-
tados é sobremaneira arbitraria e, nao dispondo de informacoes acerca desses parametros,
preferimos utilizar os auto-estados de sabor independentes da parte orbital definidos ante-
riormente, e calcular uma probabilidade de transicao ideal caracterizada simplesmente pela
probabilidade de “encontrar” determinado sabor, independente da posicao ou do momento.
Informacoes acerca do pacote de onda que estd sendo criado, podem ser inferidas se sou-
bermos as caracteristicas da interagao responsavel e do meio criador; no caso do sol, por
exemplo, certos limites sao impostos para a localizacao dos neutrinos devido a densidade e
pressao do meio e do livre caminho médio das particulas criadoras entre colisoes no meio [47].

2.7 Analise da féormula de Oscilacao

Antes de entrar em célculos explicitos, analiticos ou numéricos, é interessante analisar as
caracteristicas gerais da férmula de oscilagao obtida em (2.43). Para tal, é suficiente analisar
o comportamento do termo oscilante A,,(t) de (2.44).

Primeiramente, notamos que a probabilidade de mudanca de sabor somente é zero se

%{AIZ} =1 y

i.e., quando o termo de oscilacao tem a parte real maxima. Assim, é vélido escrever A,, na
forma

Awn(t) = |A12(t)|ei®(t) )

que separa a amplitude de oscilacao, dada por |A,,(t)|, e a fase oscilatéria, dada por ©(t).
Desse modo, é importante investigar A, no tempo inicial ¢ = 0. A partir de (2.44),
podemos ver que, quando t = 0,

|AL0)] = Khle)]
= || &pg(p)g(p)]
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d*p 3llg.()” + 14,(P)I"]
, (2.49)

< / @*p1g.(p), ()|
/

=1

visto que [¢) e |1,) estdo normalizados. A igualdade vale somente quando esses dois kets
sao iguais (|¢)) = |1h)). Essa condicao implica uma forte restrigao sobre a condi¢ao na qual
a probabilidade inicial de troca de sabor é nula. Embora a interagao fraca (responsével pela
criagdo) conserve sabor, neste formalismo, que nao leva em conta a interagao explicitamente,
o estado inicial nao possui necessariamente um sabor puro; essa condicao deve ser imposta
adicionalmente de maneira coerente. A imposicao estrita de tal condicao implica que a parte
orbital dos estados de massa iniciais é idéntica, inclusive seu momento médio. Tal condicao
entra em contradicao com os requerimentos cinematicos nos quais constata-se que nenhum
cenario de quantidades cinematicas iguais é favorecido a priori. Na secao 4.2.1 faremos uma
discussao a respeito, e ilustraremos porque tais requerimentos nao devem ser interpretados
estritamente. Mostraremos também que, pelo menos no caso do decaimento do pion, a
componente nao pura de sabor é desprezivel.

Sendo assim, podemos analisar o comportamento subsequente para a probabilidade de
conversao de sabor:

A = ([0 )
— | [ @pae)g @)

|/d3pg(p)ei[A¢(p)AE(p)t}|

/ d’p G(p)
< 1, (2.50)

7z'AE'(p)t|

IN

G(p)=1a(P)g®)| . 4)=lg(p)e*® .

A diferenca entre os valores de A,, e

/ d’pG(p)

depende da variagao 2 da funcao Ad(p) — AE(p)t no expoente, responsavel pela oscilagao do
integrando e, conseqiiente reducao do seu valor. A variacao dessa funcao pode ser quantifi-
cada pela sua primeira derivada, supondo que esta funcao possui um comportamento suave.
De fato, pode-se averiguar que a funcio |[AF(p)| é uma fun¢ao suave e monotonicamente
decrescente (veja fig.2.1). Além disso, para energias relativisticas (p > m), todos os médulos
de suas derivadas sdo monotonicamente decrescentes (fig.2.1). Logo, se as fungoes g, tiverem
valores aprecidveis em apenas uma pequena regiao ao redor de energias relativisticas, nao
haverd mudancas bruscas na funcao AF, e as aproximagoes sobre a mesma serao boas.

2a notacdo para diferencas (A) e médias (7) consta no apéndice D.
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Figura 2.1: Graficamos a funcao AE(p) e suas derivadas Av(p) e AB(p)
(veja equagao (3.3)) para Am/m = 0.1. Todas as fungoes
sao suaves na regiao relativistica p > m, e sdo aproximada-
mente funcoes de poténcias p~™ com n = 1,2, 3 respectiva-
mente.

A derivada resultante é

f(p,t) = V(A¢)(p) — Av(p)t .

Se as fungoes g, sao reais (ou simplesmente se suas fungoes de fase ¢ sao iguais), deduz-se
que

A (t)] = |/d3p|91(p)92(p)|6ZAE(””I < /d3p|91(p)92(p)| = A,L(0)] . (2.51)

Nesse caso, a amplitude de oscilacao apenas decresce com o tempo, ji que a variacao de
AFE(p)t aumenta, fazendo com que o integrando oscile muito rapidamente, anulando a inte-
gral. Se, além disso, a amplitude de oscilagao inicial é pequena (]A,,| ~ 0), entao a oscilacao
nao serd observavel em nehum momento desde a criacao. Esse caso é ilustrado na fig.3.3 da
sec.3.3.

No caso geral em que A¢ # 0, pode haver um aumento da amplitude, enquanto f(p,t)
diminui em moédulo em relacao ao tempo.

H&4 mais um caso em que podemos saber o comportamento da amplitude de oscilacao
independentemente da forma dos pacotes. Este caso corresponde ao limite incoerente (¢ —
o0). Podemos escrever (2.50) efetivamente como

Ap(t) = /d3pg(p)ei[A¢(p)AE(p)t]

— / dp p2efiAE'(p)t / dQ G(p)equﬁ(p)
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_ / " dp G (p) oS0 -20)] (2.52)
0

onde as funcoes efetivas G e qz sao definidas em termos da média sobre todos os angulos
sélidos Q) possiveis, dos quais depende o vetor p = p(Q):

G(p) i) — p? / 40 G(p) 'S9P

Sabendo-se que G tende a zero & medida que p — 0 e p — (condicao para que a
fungao seja quadrado integravel), nota-se que a integral da dltima expressao em (2.52) pode
ser calculada sobre um intervalo limitado em que G contribui efetivamente. Dentro desse
intervalo, se t — 00, 0 expoente AFE(p)t faz o integrando oscilar muito rapidamente, fazendo
com que

tlgglo A,(t)=0. (2.53)
Esse resultado deixa a probabilidade de conversao de sabor constante:
8 roea = L sin?20 . (2.54)

O tempo t no qual a oscilagao da probabilidade de conversao comeca a cessar pode ser
estimado quantitativamente a partir de max |f(p,?)|I g 27, onde I é o tamanho do intervalo
no qual G(p) é aprecidvel e p é o centro do intervalo. Para A¢ = 0, temos t £ 27/Avl, o
que é aproximadamente o tempo de separacao Ty (3.15). Contudo, alguns trabalhos como
[30, 38] reportam a possibilidade de retorno ao regime oscilatério devido a uma detecgao
coerente. Dado que efeitos dos processos de deteccao e criagao nao foram incluidos, nao ha
como reproduzi-los neste enfoque.

Apesar disso, podemos extrair das consideragoes acima (sem considerar efeitos de de-
teccao) que qualquer férmula de oscilagao derivada de (2.43) e (2.44) pode ser escrita na
forma

= Lsin®20[1 — A(t) cos O(t)] (2.55)

troca

onde A(t) = |A,(t)| é uma funcao real positiva sempre menor que a unidade, e tende a
zero assintoticamente com o tempo. © é o termo responsdvel pela oscilacao. A férmula
acima pode ser 1til para modelar processos em que nao ha informagoes acerca dos processos
microscopicos que produzem os neutrinos e que caracterizam seu PO. Pode-se escolher as
fungoes A(t) e O(t) com as restrigdes acima.

2.8 Relacoes de Substituicao do Tempo pela Posicao

A partir da integracao no espaco de uma densidade de probabilidade, chegamos a uma
probabilidade de transicao (2.43) dependente do tempo ¢, um paradmetro interno da Mecanica
Quantica. No entanto, é desejavel escrever todas as formulas passiveis de serem comparadas
com o experimento em termos de observaveis.
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De acordo com [32, 38], com o uso de PO, é necessario uma média no tempo inicial, do
qual nao se tem controle. Essa média, porém, é feita sobre todo o tempo, o que elimina o
parametro ¢ da férmula de oscilacao. Assim, resta apenas uma densidade de probabilidade
média que depende da variavel de posicao x; essa quantidade deve ser normalizada para ser
interpretada como uma probabilidade. Esse tipo de integracao sera discutido na sec.4.1.1.

Usaremos aqui uma outra estratégia que se mostrard efetivamente equivalente ao for-
malismo de OP. A fim de conectar o parametro de tempo nao observavel com a posicao
observavel, faremos uso das caracteristicas estatisticas da Mecéanica Quéantica (uma relacao
somente pode ser estabelecida em termos da média, de acordo com a distribuicao de pro-
babilidade dada pelo médulo quadrado da fungao de onda). Uma tentativa consistente é
calcular,

(X) ==z, (2.56)

e inverter a relagao para obter ¢t = #((X)), em que (X)) representa a distancia média per-
corrida pelo neutrino. Devemos assegurar que a incerteza para tal relagao, dada pelo desvio
quadratico médio AX?, seja menor que a incerteza na fonte de emissao e regiao de deteccao.

Além disso, deve ser ressaltado que a deteccao se baseia nas propriedades de sabor do
neutrino, via forca fraca, observando-se seus produtos de reagao carregados; nem o sabor nem
a distancia percorrida podem ser medidas diretamente. A distancia s6 pode ser conhecida em
média considerando-se a dinamica de deteccao e a posicao de criagao, conhecida a localizacao
da fonte.

Essa média na posicao da fonte e detector é imprescindivel no confronto de dados expe-
rimentais. Outro observavel do qual conhecemos apenas sua distribuicao é a energia, sobre
a qual também deve ser tomada uma média. Essa andlise é feita na sec.4.1.

Portanto, a quantidade de real interesse, é, ao invés de (2.56), a posi¢cdo média de sabor:

z, (t) = (2.57)
L (Tr)
dada pelo valor esperado (normalizado) do operador de posi¢ao de sabor:

onde levamos em conta a simetrizacao na definicao acima, devido a nao-comutabilidade dos
observaveis. Explicitamente,

X5 = < sinsgncogs?}l(21 Slnci;ogggm ) ’ (2.59)

onde
X, = (X1 + T X,) = (X0)' . (2.60)

Logo,
(X, ) () = sin? @ cos® O[(X), (t) + (X), (t) + 2R{x. () }] , (2.61)
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onde

a1 (1) = (4 (1) [ Xar |44 (1)) - (2.62)

Se aplicarmos T,, (2.37) explicitamente, chegamos a

T (t) = 5 (L (DI T Xt (1)) + (0 (1) X Toalts (1)]

_ / d3p{( ~ils(p t) ( —z‘E1<p>t)} . (2.63)

= / d’p {% (g;‘ G — 8,,92*91) +1 [’vl(p) + vZ(p)]t}e_iAE(p)t ,

em que E) denota a operagao

A(p) 8 B(6) = 4[A) 5 (0) — 5o (0)BP)]

Podemos identificar duas contribuicoes na integral acima: o primeiro termo contribui com
um deslocamento médio constante; o segundo termo é responsavel pelo movimento médio
uniforme linear com o tempo na forma x = vt, cuja velocidade é dada pela média sobre os
momentos da funcao velocidade média:

o(p) = [v.(p) + v.(p)] , w(p)zz—f’“(p). (2.64)

Note que se AE(p) = 0 nao haveria oscilagdo e o movimento seria puramente uniforme com
um deslocamento inicial.

A igualdade
X, +X;, =X (2.65)

nos permite computar (Xy, )(t), sabendo-se (X} e (X; )(t). (X) pode ser facilmente
obtido sabendo-se que

(X = (V)it = vt ,

k
no caso em que ambos os pacotes sao centrados em x =0 e em ¢t = 0.

Podemos calcular também a incerteza nestas posicoes usando ((AXy, )*) para estimar o
erro que cometemos quando associamos x;, a t. Mas devido a complexidade daas expressoes,
esses calculos se tornam demasiado extensas e inviaveis. Podemos simplesmente estimd-los
por meio de ((AX,)?), que nos dd os tamanhos dos pacotes, e por Az3. em (2.30), que
fornece a separacao entre os mesmos. A inclusao dessas incertezas na associacao é ilustrada
no apéndice E tomando-se uma média a nivel cldssico.
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Capitulo 3

Aplicacao em Pacotes Gaussianos

Aplicaremos nesse capitulo o formalismo e as notagoes descritos anteriormente em pacotes
de onda (PsO) gaussianos. Inicialmente, calculamos a probabilidade de mudanga de sabor
e, a seguir, a posicao média de “sabor”. Esta iltima grandeza sera ttil na substituicao do
tempo pelo observavel de posicao. Por meio de graficos numéricos, ilustramos os principais
fenomenos que emergem, tais como a oscilacao propriamente dita, a separacao dos pacotes,
o alargamento e os mecanismos que suprimem a oscilagao e a defin¢ao de sabor.

3.1 Calculo Explicito da Amplitude de Oscilacao

De posse do formalismo descrito até agora, podemos calcular explicitamente a probabili-
dade de transicao, definindo estados orbitais para ambos os auto-estados de massa. Por
simplicidade, restringiremo-nos a um problema unidimencional. Essa restricao implica que
nao devemos obter nenhum efeito de dispersao resultante do nao paralelismo dos momentos
ou do alargamento dos PsO nas direcoes perpendiculares ao movimento, assim como nao
deverao aparecer efeitos resultantes da diminuicao do fluxo com a distancia. Uma descricao
detalhada desses efeitos encontra-se em [38].

Devido a facilidade algébrica, usaremos pacotes de formas gaussianas. Estas sao ade-
quadas para a descricao aproximada de qualquer pacote bem localizado (pequena largura)
em torno de um maximo dominante (aproximadamente dado pelo valor médio). Na repre-
sentacao dos momentos, temos

(plth) = g.(p) = Qp — pi;a'/2) (3.1)
que descreve, como no Apéndice B, uma funcao gaussina caracterizada por

P), =pi . (AP)) = — = m |

4qa

=N

Na representacao das coordenadas, o PO é dado por

0 (1) = / dpQp — pu; az' /2)eirr=E@) (3.2)
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A probabilidade de transigao é calculada usando-se (2.43) e (2.44). A amplitude A,,
pode ser explicitamente calculada a partir do produto de dois pacotes gaussianos

Qp — pi; ﬁ)Q(p = Dq; ﬁ) oc Qp — p; %)

(ai+a3)
que é também (proporcional a) uma gaussiana centrada em !

2 2
pla’l +p2a’2
2 2 :
a; + a;

P = <pk; ai>12

Visto que a gaussina é uma funcao que decresce rapidamente a medida que se distancia do
maximo, podemos expandir:

AE(p) ~ AE(p) + Av(p)(p — p) + ABB)(p — D)* ; (3.3)
onde
. _dEx() P __1d’E(p) _ my S 2
ve(p) = i ) Br(p) = 2 dp 2Ep) Ei(p) = /P> +m; |

sendo (k = 1,2). A diferenca Af = f, — f, é assim definida para qualquer quantidade f
associada & massa m, e m.,.
Dentro dessas aproximagoes, a integral (2.44) resulta em

A, = /dp91 (p)g;(p)e—iAEm(p)t ,

1o72 2 2 »)t)> . —1 p
~ atS T exp{—[0*)(Ap)"} exp{—(THRE (- k) e AP (3.4)
onde
2a,a a’a?
AE(p) = Am — I
() 2E(p) ’ a2+ a2’ o] a2+ a2’

Na expressao acima, « representa uma fator de assimetria, cujo maximo o = 1 é alcancado
quando a, = a,. O fator S representa o termo de “alargamento” 2, responsdvel pelo alarga-
mento do PO (efeito de “spreading”); note que inicialmente S(t =0) = 1 e posteriormente
seu modulo apenas decresce com o tempo, contribuindo para que a altura do pacote diminua
e sua largura aumente. O tempo T é o tempo caracteristico para que efeitos de alarga-
mento sejam importantes na probabilidade de conversao; note que uma estimativa para que
a aproximagao (3.3) na integral acima seja vélida ¢ ;AE(p)t/6 < m (veja apéndie C).
Usando (2.43) e (2.46), temos a probabilidade de mudanga de sabor

62, = Lsin20(1 — R{A,(D)}) . (3.5)

lvide Apéndice B.
Znote que os responsiveis pelo alargamento sdo coeficientes de p* com expoente n par na expansio.
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3.1.1 Calculo na Representacao de Posicao

Embora tenhamos, por simplicidade, feito os calculos na representacao de momento na secao
3.1, podemos refazé-los na representacao de posicao usando as aproximacoes do apéndice C
para pacotes de onda gaussianos. Mostraremos que existem diferencas sutis entre a férmula
de oscilacao assim calculada e a férmula de oscilacao calculada na secao 3.1.

Para computar a férmula de oscilacao, é suficiente calcular o termo de oscilacao A, (%)
na representacao de posicao:

Au(t) = / " dwn (@, )05 (2, 1) - (3.6)

Usando a aproximagao gaussiana (C.7), com gaussianas de larguras iniciais iguais (a, = a, =
a), temos, para cada fungao de onda,

U, 1) ~ P B (g — vt a; Bt /a?) . (3.7)

Incluindo essas fungoes de onda em (3.6), temos

AL(t) =~ ei[Ap”_AE}t/ dx 2P0 (1 — ot — —AQﬂt; a; bit/a®)Q(z — vt + %ﬂt; a; —[Fat/a’)
—1 —iA® —M ApAvtﬂt aAp -AB B1 B>
= S %e e 8a°S exp{—— o —texp{—m5-(1+izst+ =)}, (3.8)
onde
— -1 T 2d° — 5o
S—1+z§, 3:—2%, A@—AE—Apv—(ﬁ—Av )

A diferenca AP, é a fase de oscilacao padrao, com correcoes de segunda ordem em Am e
Ap. Desprezando essas corregoes, esta fase é equivalente a AFE(p)t em (3.4).

Se desprezarmos os efeitos de alargamento (£, — 0), obteremos, no lugar de (3.8), a
amplitude

. (a,Ap)2 (A’Ut)2
Ap(t) e ™% 72 ¢ 8a® . (3.9)

Esta amplitude corresponde a um fator de oscilagao equivalente ao encontrado na secao
3.1, com as mesmas aproximacoes, exceto pelo fato de que o termo de amortecimento da
oscilagao (decorrente da separagdo Avt entre os pacotes), depende corretamente das veloci-
dades, ao invés de Av(p), encontrado em (3.8). A diferenca entre os dois fatores pode ser
vista explicitamente a seguir:

Av = o) + o) = R+
Av(p) = §[v.(p) +v:(p)] =5F-E—+-L—" (3.10)

22 +mi 2y +m3

O mesmo vale para o tempo de alargamento, em que AJ em (3.8) difere de Aj,, = AB(p)
m (3.4). O apéndice D ilustra que a diferenga esta na contribuicao da diferenga de momento
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Ap nessas funcoes; esta diferenca pode ser da mesma ordem de Am em determinados casos.
A principal diferenca decorrente da contribuicao de Ap esta na existéncia ou nao de zeros de
fungao; a figura 2.1 mostra que a funcao diferenca AE(p) e suas derivadas ndo possuem raizes
para p > 0 enquanto as diferengas Av e A podem assumir valores nulos (veja apéndice D).
Essa diferenca pode se manifestar no tempo de separagao ou no efeito de alargamento (como
acontece na fig.3.5, na qual o tempo de separagao é infinito).

Essas sao as principais diferencas entre as duas férmulas; o restante dos termos sao equiv-
alentes se os efeitos de alargamento sao despreziveis ou mesmo pequenos. Assim, usaremos
a férmula (3.4), com as substitui¢des Av(p) — Av e AB(p) — AS, para andlises posteriores
do modelo gaussiano.

Para efeito de ilustracao, calculamos o termo de oscilacao no caso mais geral em que
a, # a,, que, ao invés de (3.8), resulta em

lo—1 —iA® Loty ApAvt 2
An(t) = a287z2e72% 8a’S exp{i 4%2§ (Aa® + 2i/5t)}
_[e’](Ap)® A(LD BBt
X exp{ 5 (1 +iA(5)t + 4;%23)}, (3.11)
onde
2a,a, a’a’ ot = og2 -
o=t W= Seivik, To% L @@ a2,

3.2 Regimes de Oscilagcao para o caso gaussiano

Com o calculo explicito feito nas secao 3.1, podemos observar a estrutura fina da férmula de
oscilagao referente a oscilagao e ao amortecimento (diminui¢ao da amplitude).

E ilustrado explicitamente em (3.4) que o médulo de A,, apenas decresce com o tempo;
o uso de (2.51) ja poderia antecipar tal resultado, visto que as amplitudes de momento g,
sao fungoes gaussianas reais (3.1). Nesse caso, o valor inicial de A,, determina a ocorréncia
do fenomeno de oscilacao de sabor. Avaliamos entao,

2a,a,

A(0) = a2 —U APy <1, a= ,
12(0) = a exp{=*a(Ap)’} < @ a’ + a?

(3.12)

um resultado exato devido a integrabilidade quando ¢ = 0. Em (3.12) [a®],, foi reescrito
em termos de «. Esse fator de assimetria, quantifica a semelhanca entre a, e a,, ja que
seu valor varia de 0 (a1 = 0 ou ag = 0) a 1 (a, = a, # 0). Observamos, entao, que o
valor de A,, depende decisivamente dos valores de Ap e a,; quando Ap = 0 e a, = a,
(correspondente a g, = ¢,), entao A,, = 1, o valor maximo. Do contrdrio quanto maior
Va,a,Ap e a diferenga entre a,,a,, menor o valor da amplitude; essa relacao equivale a
uma menor sobreposi¢ao (“overlap”) entre os PsO, o que leva a supressdo do fenomeno de
oscilacao, independentemente do tempo, mas dependente das condigoes iniciais de criacao.
No caso de larguras iguais a, = a, = a (veja sec.3.3) a condigao para que tenhamos defini¢ao
(aproximada) de sabor é

alApl < 1. (3.13)
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Fisicamente, a caracteristica de supressao poderia ser explicada pela proposicao de Kayser
[31], de que a possibilidade de distin¢ao entre os auto-estados de massa implicaria em perda
de oscilagao. Dito em outras palavras, a literatura atesta a necessidade de haver um processo
coerente de criagao para que haja oscilagao [30].

Dada a definicao inicial de sabor, podemos classificar os regimes de ocilacao para tempos
subseqiientes. O termo predominantemente oscilante depende do expoente

AR = Ay —or L (3.14)

osc

enquanto o termo que predominantemente amortece a oscilacao é dado pela exponencial real
cujo expoente, em modulo, é

t 2
—1
=1(__) . 3.15
82 2 (T) (3.15)

Este expoente provém do efeito da separacao entre os PsO devido a diferenca de velocidade.
O tempo de separacao Ty, que estd relacionado a um comprimento de separcao (ou compri-
mento de coeréncia, devido a analogia com a perda de coeréncia em 6ptica) foi primeiramente
proposto dentro da fisica de neutrinos por Nussinov [35] em 1976, mas sua dedugao com o
uso de PsO (a saber, gaussianos) fora feito por Giunti [32] em 1991.

O fenomeno de mudanca de sabor pode ser classificado quantitativamente com o uso do
parametro

T... AvE v

orT,, Am?2a  2aE’

@ = Y(a? +a3) (3.16)

U

em dois tipos:

e 1 > 1 (oscilatério); que resulta em comportamente oscilatério, e

e 1 < 1 (amortecido); onde o amortecimento é mais rapido que a oscilacao.

A segunda aproximagao em (3.16) vale se Ap/p < Am/m; em caso de oscilagao, podemos
dividir a conversao de sabor em dois regimes:

o é Tgep: resultando em regime oscilatoério, e

o t 2 Typ: regime incoerente.

O regime de transi¢ao ou de separagao (em que ocorre a separagao dos PsO) acontece durante
o intervalo intermedidrio ¢ ~ T,

Note que dentro do regime oscilatério® Avt < a, com defini¢ido aproximada de sabor
alAp| < 1 (a, = a,), o termo de oscilagao (3.4) recai, como esperado, no termo padrao

Am?t
%{Alz}meKﬂ,Mt@ = cos <—2E ) , (3.17)
que leva a formula de oscilagao padrao:
P(fr = frt) = sin?2sin?( AL ) (3.18)
AP
2

30 regime oscilatério foi chamado de “minimal slippage” no artigo em anexo no cap.5.
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3.3 Resultados e Ilustracao Numérica

[lustraremos aqui, para o caso de funcoes de onda gaussianas, alguns dos fenomenos analisa-
dos anteriormente. Tomamos o caso em que o dngulo de mistura é maximo: 0 = 45° = /4.
Adotamos um estado de sabor “f,” (aproximado) como condigao inicial,

U(w,t) = Bl (@ 8)lm) = (@ 0)ma)] = ¥p (2,6 IA) + Up (2,5 DL

onde ¢, e v, referem-se as amplitudes:

Uzt ) = glh(z,1) + d(z,1)]
prz(l‘at; %) = [1/)1(35,15) - @/)2(55,15)] .

Tais amplitudes sao equivalentes a ¢y, f, € ¥y, em (2.42), em que o segundo subindice que
denota o sabor inicial f; foi omitido, uma vez que também trataremos de um caso em que a
defini¢do de sabor é invalida (fig.3.3).

Os PsO no espago dos momentos sao gaussianas centradas em p;, com a mesma largura

(3.19)

D= D=

1.
2a°
ge(p) = QUp — pri 55) -

A probabilidade de mudanga de sabor nesse caso (a, = a, = a, § = 7/4) assume a forma

P 1) = L1-R{A.(1)}), onde

Avt)? . —i
exp{—800: (1 b)) e

2
V5)
s
S

A (1)
A,0) = e 2

Note que, nesse caso, o valor de aAp é determinante para criacdo ou nao de um sabor
aproximadamente bem definido.

A seguir, serao graficadas as densidades de probabilidade de sabor [y, (z,t)|* acima do
eixo das abscissas e as densidades de probabilidade de massa |, |*/2 abaixo do mesmo eixo,
em cores diferentes. A normalizacao é tal que as probabilidades de presenca de sabor ou
massa sao dadas pelas areas entre a curva e o eixo das abcissas, de forma que a soma das
areas acima ou abaixo seja unitdria.

O procedimento nimerico é o seguinte: (i) as amplitudes de massa 1), (z,t) sao obtidas
por integracao numérica da expansao em momentos (2.23); (i) as amplitudes de sabor ¢,
sao calculadas a partir de (3.19); (i) o médulo quadrado das amplitudes é calculado e, (iv)
essas probabilidades sdo ilustradas em fungao da coordenada relativa x/a, a um dado tempo
fixo t.

O procedimento de tomar coordenadas relativas é 1util aqui porque evita precisar o
parametro desconhecido a = dx (largura inicial dos pacotes de onda ¢, e ). Com a
associacao de valores numéricos a {p, Ap, m, Am}/a (procedimento equivalente a defini¢ao
de p,, p,, m; e m,), todos os parametros estao determinados.
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Primeiramente ilustraremos na fig.3.1 uma particula no regime de oscilacao. A fig.3.2
mostra a mesma particula no regime de separacao.

A partir da modificagdo do parametro Ap, a fig.3.3 ilustra um caso em que nao ha pre-
dominancia de sabor no primeiro momento, nem ha oscilagao para todo o tempo subseqiiente
(resultado de (2.51)). Isso se deve a grande diferenca entre os PsO de massa, resultando aqui
em uma grande diferenca de momento Ap. Em funcao dessa diferenca, os PsO formam um
padrao similar as franjas de interferéncia éptica, na qual pode-se observar um fenomeno
periédico ap6s meio periodo de oscilagao (T,sc/2), sem a oscilagdo de drea. Ja a fig.3.4
ilustra um caso oposto ao ilustrado na fig.3.4, com um valor de Ap menor em uma ordem
de grandeza. Vé-se que, inicialmente, existe (praticamente) apenas o sabor f,. A pequena
presenca do sabor f, pode ser verificada com o aumento da escala.

Por fim, a fig.3.5 ilustra o caso em que nao ha separacao dos PsO (Av = 0). O efeito de
alargamento é visivel, se compararmos com a fig.3.2(a), que apresenta aproximadamente os
mesmos tempos caracteristicos de alargamento.

3.4 Posicao de Sabor

Utilizando o modelo gaussiano analisado até agora, podemos calcular explicitamente a posi¢ao
média de sabor. A equagao (2.63) nos leva a

w o O,  OF L
T (t) = / dp{ —iAla;(p—po)),, + 3 [ﬁ + Wf]t} gugie IAE!L (3.20)

(oo}

onde subentende-se que na diferenga (denotada por A) os indices mudos k variam de 1,2
(veja apéndice B). Podemos identificar os dois termos acima como, respecitivamente: (i)
uma parte sem translagdo, somente oscilatéria e, (77) um termo oscilatério em torno da
posicao média linear em t. Note que ambos deveriam resultar em uma média nao oscilatoria
se Am = 0, em particular o ultimo termo seria a posicao média dependente da velocidade
média v (2.64).

Definimos agora, um funcional integral Z, em termos de uma funcgao geral A:

I(A) = / dp A(p)g.gse "2PP" . (3.21)

Novamente, expandimos a dependéncia da energia no momento até a ordem de [ em torno
de p (centro da distribui¢ao ¢,¢g,), como em (3.3). Da mesma forma, para o, temos, em uma
dimensao,

v(p) = v(p) +2B(p)(p —p) # v +28(p — p) .

A integral (3.20), entdo, resulta em?

-T21(t) = I( - i[A(az)p - A(pk GZ)IZ + vt + 26(19 - ﬁ)t) .

4veja apéndice B para esclarecer a notacio e apéndice D para verificar diferencas e médias.
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Agora, basta calcular
i 0

I(l) = A12 ) I(p_ﬁ) - Z%AIZ )

usando o “truque” da derivada. Com isso,

A(CL?) i%{/{m} )

t O0Aw
(3.22)

R{z,,(t)} =~ 0tR{A,} — 25%%{,412} + [A(a®)p — A(pray) ) S{ AL} +

A expressao em (3.22) pode ser calculada usando-se (2.44).
A partir desse calculo vemos que o termo predominante é aquele que contém @t. Ao
substitui-lo em (2.61) obtemos

(Xy,)(t) = 2sin®6cos® O[vt — vt|A,,| cos O]

3.23
= ,l_)t ptroca (t) ) ( )
o que nos leva a posicao média do sabor fs:
X Wt
Typ = (X)) ~ Ut . (3.24)
(T ()
A probabilidade de transicao pode ser escrita em termos de xy,
Aueg) ~ arS ¥ exp{—[w]Ap} exp{ - AP 2 (1 - E)he AT (3.25)
Se (2.65) for utilizada para calcular x,,
Ty = (Xﬁ) — <<X> - (Xf2>
1- troca 1- troca
= 0t + cos2082 1 — 60,0 (3.26)

onde
(X) = cos’@v,t + sin®Ov,t = vt + cos20Avt/2 .

No regime oscilatério, o segundo termo é desprezivel e o pacote tem velocidade média v.

Os outros termos de (3.22) sdo pequenos se comparados ao primeiro, mas eles ainda
podem exercer alguma influéncia no movimento dos PsO de sabor, como ilustrado pelo
movimento oscilatério dos picos na fig.3.1. Para analisa-los melhor, tomemos o caso mais
simples, no qual a, = a, = a. Nesse caso a equagao (3.22) torna-se

R{w,, (1)} ~ 0tR{A,,} — 25%%{%112} + a’ApS{A,,} .

Dos dois tltimos termos, o primeiro possui o fator multiplicativo ZA%(Avt/a)z (muito pe-
queno no regime oscilatério); o segundo, por outro lado, depende apenas de a’Ap; este pode
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ser grande (da ordem da unidade) como o é, no caso da fig.3.1. No regime oscilatério,
obteremos

_ 2 ./412(0) Sln(—@)

como fator adicional a (3.24). Por exemplo, para as figuras (b) e (c) da fig.3.1 teremos
(b) ®=7%, Azy, = —0.7a

@ 6—7.A X onde A,(0) =0.6 e aAp = 1.
c) ©=F, Axy, = —la

Esses valores estao na mesma ordem de grandeza dos desvios mostrados na fig.3.1; o erro
se deve, provavelmente, a outras contribuicoes ou a média estd significativamente deslocada
devido ao pico secundario.
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Figura 3.1: Oscilacao de sabor: Densidades de probabilidades de sabor (médulo quadrado dos
PsO de sabor) |4y, (z,t; )” (acima) e de massa |4y (x,t)]” (abaixo) em quatro tempos distintos:
(a) t =0, (b) t = Tos/8, (d) t = Tosc/4 e (d) t = Tos /2. A “presenca” de cada auto-estado é medida
pela drea abaixo de cada curva. O eixo horizontal em z/a acompanha a particula com velocidade
média v & 1. Em (a) hd predominancia do sabor f,. Em (b) a probabilidade de encontrar o sabor
f> cresce. Em (c) a probabilidade de encontrar os dois sabores sdo equivalentes ap6s um quarto
de periodo. Em (d) a presenga do sabor f, é maxima e igual aquela de f, em (a). Os PsO dos
auto-estados de massa 1 e 2 possuem formas gaussianas idénticas (as fases sao diferentes) e sao
mostradas sobrepostas. Observa-se que os picos dos PsO de sabor seguem um movimento periédico
em torno de vt. Esse movimento é explicado na sec.3.4.
Dados: p=100/a, Ap=1/a,v=1-5x 1073 m =1/a, Am/m = 0.1, n =102,

0 1202(0) = 31— 0.61) = 20%,
Tempos caracteristicos: Tps./a =21 x 10*, Tip/a =10 ¢ T/a =2 x 10°
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Figura 3.2: Separagao: Densidades de probabilidade de sabor (médulo quadrado dos PsO de
sabor) |4y, (z,t; 7)|* (acima) e de massa |4, (z, )| (abaixo) em dois tempos distintos: (a) ¢ = 50 Tosc
e (b) t/a =105. A “presenca” de cada auto-estado é medida pela drea abaixo de cada curva; o eixo
horizontal em x/a acompanha a particula com velocidade média o. Em (a), observa-se claramente a
iminente separagao entre os pacotes |1, (z,t)|* e [, (z, t)|*; a predominancia de sabor “f,” em relacao
a “f,” é consideravelmente menor do que em ¢ = 0, devido & diminuicao da regido de interferéncia.
Em (b), caso em que os PsO estdo completamente no regime incoerente, a interferéncia é desprezivel
entre os PsO de massa. Neste grafico, as probabilidades de sabor, correspondentes as areas sob
os PsO, sao constantes; |1y, (x,t; %:r)|2 e Y, (z,t; %:r)|2 se encontram sobrepostos, pois possuem a,
mesma forma funcional (composto por dois picos), resultante da escolha particular do angulo de
mistura maxima.

Dados: vide fig.3.1; Tempos caracteristicos: vide fig.3.1.

36



(1K T
L Lo =10 - ba = w10P = T, /a
iLit [ |
I 5 I| :II:IJ'||:II_ ": ,:I I'|II.|II|:l|
IlJi' it NN
Mt HIRIN
nat 51 I|'| ",||:||f
| I f o8 Il
'”i' Al U I.Il :.=' (LYRIRINY I-."'
- . et WX T ey g NN WM ]
ﬂh- ¥ |.|| : “"\.-‘1' |': r: |1 |,I .ILI:‘] -"';.-'l S I'q"-"'-llhlll"l |'|I ..-Jll |'= ¥ :hi Iiﬂluf i |
| id I I i I|I | I
it v i ||!|'||_ TARIRIRET,
l Hi. IR
Tkl Ii: | | | I|||I | [ L]
I|.1| |! I || (R
| Ihl I,I Iﬁl' :'J s ' II! ' |.~:..|I F =——
L+ ki y
||_'.I
] | -1 ] 2 i -0 1 2 n k| i 1
rja (2 —thfa

Figura 3.3: Indefinicao de sabor e supressao da oscilacao: Densidades de probabilidade
de sabor (médulo quadrado dos PsO de sabor) |y, (z,t; F)[* (acima) e |4, (x,)]” (abaixo), em dois
tempos distintos: (a) t =0 e (b) t = Tosc/2. A “presenca” de cada auto-estado é medida pela area
abaixo de cada curva. O eixo horizontal em z/a acompanha a particula com velocidade média v.
Observa-se um padrao semalhante as franjas de interferéncia observadas em experimentos dpicos,

21

o ~

com largura dx =

sofrem um delocamento periddico com o mesmo periodo de oscilacao.

Dados: p=100/a,Ap=10/a,v =1 -5 x 1073, m = 1/a, Am/m = 0.1,

0 (0) = 31— 2.10722)
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Figura 3.4: Sabor definido: (a) Densidades de probabilidade de sabor (médulo quadrado dos
PsO de sabor) |4y, (z,t; 7)|* (acima) e de massa |4, (z,t)|* (abaixo), no tempo inicial. Devido ao
pequeno valor de Ap, o sabor f; é predominante e aparentemente Unico; existe, na verdade, uma
pequena fragao do sabor f,, visivel em (b), com o aumento da escala.
Dados: p=100/a,Ap=0.1/a,5 =1—5x 1072, m = 1/a, Am/m = 0.1,

820 (0) = 1 x 1072 = 0.25%
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Figura 3.5: Coeréncia: Densidades de probabilidade de sabor (médulo quadrado dos PsO de
sabor) |y, (z,t; T)|* (acima) e de massa [¢,(z,t)]* (abaixo) em um tempo da mesma ordem de
grandeza do tempo de spreading. Nao ha separagao entre os pacotes porque ambos possuem a
mesma velocidade (Av o Tp — Aﬁm ~ 0). Nota-se o efeito de alargamento pela diminui¢ao do PO

de massa (se comparado a fig.3.1).

Dados: p=100/a,Ap=1/a,v =1—5.10"3 m = 1/a, Am/m = 0.01

Tempos caracteristicos: T,./a = 27 x 10* (n—0)
Tiep/a — o0
T/a = 2x10°
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Capitulo 4

Revisao e Discussao

Neste capitulo, faremos uma revisao de topicos bem conhecidos na literatura e um estudo
mais detalhado sobre alguns tépicos, que embora pouco discutidos na literatura, sao impor-
tantes para justificar e complementar a utilizacao de pacotes de onda.

Inicialmente, na secao 4.1, revisaremos o procedimento de tomar médias sobre observaveis
desconhecidos ou irrelevantes, e sua necessidade na andlise das oscilagoes de sabor dos neu-
trinos. A seguir, na sec.4.1.1, discutiremos as relacoes entre a integragdo no tempo, média
no tempo e a integracao no espaco. Na mesma se¢cao, mostraremos que, a altas energias, a
integracao no tempo é equivalente a integracao no espaco, diferindo por um fator de nor-
malizacao. Na sec.4.1.2, veremos que a difereca entre integracao no espaco e integracao no
tempo se traduz no espaco de momento-energia na conservacao do momento ou da energia.
Na sec.4.1.3, analisaremos, de forma coerente, o procedimento de média sobre o tempo inicial
e veremos que tal procedimento nao é relevante para processos de produgao constante.

Em seguida, na secao 4.2, discutiremos a influéncia das condig¢oes cinematicas na criacao
sobre a oscilagao de sabor, e o caso particular do decaimento do pion (sec.4.2.1).

Na secao 4.3, faremos uma breve discussao do uso de ondas planas na literatura, es-
clarecendo alguns pontos sob a luz do formalismo de pacotes de onda desenvolvido. Uma
discussao mais detalhada pode ser encontrada no artigo em anexo (capitulo 5).

Finalmente, na secao 4.4, ilustraremos a oscilagao da densidade de probabilidade devido
a interferéncia de dois PsO, para o caso de uma particula de massa tinica. Matematicamente,
esse fenomeno oscilatério é muito similar a oscilacao de sabor, mas conceitualmente muito
diferente.

4.1 Meédia sobre Observaveis Desconhecidos ou Irrele-
vantes

Na fisica de altas energias, a preparacao e selecao de eventos sao de fundamental importancia
para a extracao de dados experimentais confidveis e de boa qualidade. O reconhecimento
de eventos por si nao é uma tarefa facil, dificultado principalmente pela enorme quantidade
de eventos “ruido” (ou de “background”) que, por exemplo, acompanham colisoes de altas
energias de hadrons ou que bombardeiam os detectores constantemente (raios césmicos,
fontes terrestres naturais e artificiais de radiagao). No caso de neutrinos, o reconhecimento
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de eventos que foram ocasionados por colisao de neutrinos é uma tarefa bastante ardua
devido a infima secao de choque do neutrino e conseqiiente escassez de eventos. Ainda
assim, muitas vezes, é necessario restringir ainda mais os escassos eventos em funcao da
fonte de produgao de neutrinos ou do intervalo de energia (em geral, essas duas caractristicas
estao relacionadas, pois cada fonte possui um espectro de emissao caracteristico). Por outro
lado, tais restricoes podem inviabilizar a analise dos dados por escassez de eventos; entao, é
necessario aumentar o espaco amostral e tratar estatisticamente os observéaveis que nao sao
diretamente relevantes para o experimento, ou mesmo, que sao desconhecidos. Por exemplo,
sabendo-se o espectro de emissao de neutrinos da fonte, podemos tratar estatisticamente os
dados, tomando médias sobre a energia de acordo com o espectro, de forma que necessitamos
apenas do nimero de neutrinos detectados vindos da fonte, independentemente da energia.
Esse problema se agrava quando tratamos de neutrinos por nao termos controle sobre as
principais fontes de grande fluxo de neutrinos (que sdo naturais): o sol e a atmosfera.

Tal célculo pode ser feito utilizando-se o formalismo de matriz densidade [59]. Dentro da
aproximacao de que nao ha correlagao entre os estados (sem interacao), podemos descrever
uma mistura estatistica de estados |1); n) caracterizados por um conjunto de parametros que
denotaremos como 7; esta pode representar a energia média do estado e/ou posicao de cri¢ao,
etc. Sabendo-se a distribuigao D(n) que esses estados devem satisfazer, podemos escrever a
mistura estatistica total pr como

Wz/mmwwmwm. (4.1)

A probabilidade média (média sobre n) de uma mistura estatistica de estados, inicial-

mente de sabor aproximado f,, mudar de sabor para f, é dada pelo valor esperado do projetor
de sabor f,:

& 0N = o {T pr(t £}
- /an(n)|<f2|¢;f1;n>|2

— /dn D(n)g‘)fwh (t;m); (4.2)

esta tltima é a forma usual e pratica na qual a média é efetuada. Por exemplo, o pro-
cesso de média sobre o espectro de energia da fonte é muito bem conhecido nesta forma na
literatura [34, pag.145] e amplamente utilizado no confronto experimento—modelo. Devemos
apenas substituir 1 pela energia e D(n) por D(FE) (o espectro de emissao de neutrinos depen-
dente da energia). Nesse caso, devido a peculiaridade da dependéncia energética na férmula

padrao, proporcional a 1 — COS(%), é interessante notar que a média pode ser substituida por
uma transformada de Fourier, usando-se
k o0 k .
<COS(E)>E = dE D(E) COS(E) =R{F{D}}, (4.3)
0

onde § representa a transfomada de Fourier usual:

$UHM=/¢wmﬂ@, (4.4)
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e D denota a funcao:

D(1/E) = E*’D(E) . (4.5)
Assim, a férmula padrao média, sobre o espectro energético:

(. (0 = bsin’ 01 - R{F{D}Amt/2)}], (4.6)

pode ser obtida facilmente com a transformada de Fourier de uma funcao que depende do
espectro de energia.

Apesar da simplicidade, em principio, do procedimento de tomar a média sobre ob-
servaveis, esta introducao serd til para a discussao do procedimento de média sobre o tempo
inicial (que trataremos na subsecao 4.1.3), visto que o uso de PsO justifica a associac¢do do
tempo transcorrido com a distancia, mas aparentemente nao leva em conta a incerteza do
tempo inicial, ou seja, o momento em que a particula foi criada. Este procedimento de média
é as vezes utilizado indevidamente como método de eliminacao do tempo nas amplitudes de
sabor para chegar a férmula de oscilagdo dependente da distancia [32].

4.1.1 Integracao no Espaco e Integracao no Tempo

Analisaremos nesta secao as questoes de integracao no espago ou no tempo. Na secao 2.5,
utilizamos a integragao sobre todo o espaco para encontrar a probabilidade de transicao
de sabor (2.43) dependente do tempo. A integragdo é necesséaria, do ponto de vista da
Mecanica Quantica, para levar em conta a probabilidade de encontrar determinado sabor
sobre todo o espaco, haja vista que o médulo quadrado da funcao de onda representa uma
densidade de probabilidade. A posicao representava uma degenerescéncia, cuja integracao,
devido a completeza do espaco de estados e a normalizagao, levava a uma formula de oscilacao
dependente do tempo e devidamente normalizada. A partir da férmula dependente do tempo,
usamos o procedimento de associacao do tempo com o observavel posicao, feita na sec.2.8.

Contudo, é preciso notar que o tempo t, utilizado até aqui, corresponde ao tempo
transcorrido desde a criacao. Em principio, o tempo de deteccao tp poderia ser mensuravel,
permitindo a associacao do tempo transcorrido ¢t a tp — t¢, no qual tc é o tempo de criacao.
A principal justificativa encontrada na literatura [32, 38| para se introduzir uma integracao
no tempo refere-se ao nao conhecimento de tc, o que deveria ser levado em conta na forma
de uma média homogeénea. Contudo, surge a necessidade de fatores adicionais para norma-
lizagao quando integramos no tempo ao invés de integrar no espago [32, 34, 29].

Veremos, a seguir, (i) como integragoes no tempo sao introduzidas na dedugao de férmulas
de oscilagao, (77) como a utilizacdo de uma média temporal coerentemente definida, sobre a
densidade de probabilidade, leva a incongruéncias e (4ii) como uma integra¢ao devidamente
normalizada (uma normalizacao adicional) pode ser equivalente & integracao no espago em
determinados casos. Na sec.4.1.3, procuramos tratar corretamente a média sobre o tempo
inicial utilizando os conceitos discutidos no comeco da secao 4.1; veremos que o procedimento
de troca de posicao pelo tempo ja leva esse efeito em conta nos casos em que a funcao de
emissao varia muito lentamente em relacao a escala de tempo de deteccgao.

42



Primeiramente, para analisar a integracao no tempo, comecamos reescrevendo (2.42), que
corresponde a amplitude de probabilidade de mudanca de sabor (dependente do tempo e do
espaco), de um particula de sabor f; se tornar fo:

Uyp, (0,8:0) = (@5 foldh; fist) = sin cost [t (, 1) — (2, 1)] . (4.6)

A probabilidade de transi¢cdo é obtida na secdo 2.6 integrando-se na posi¢do x (em uma
dimensao):

Q= / dr |, (x,t:0)] (4.7)

Ao invés disso, alguns trabalhos [32, 34] utilizam

pflﬂh - N/dth/)fzfl (l"t’ 9)|2 ) (48)

onde N é um fator de normalizacao, adicional a normalizacao das funcoes de onda, que
depende das velocidades (como serd visto a seguir). A normalizagao é fixada pela conservacao
de probabilidade total (2.45).

Para ilustrar o fato de que a integracao no tempo pode ser equivalente a integracao no
espaco, recorremos a aproximacao ilustrada no apéndice C. Nesta aproximacao, uma funcao
de onda, cuja distribuicao em momento seja bem centrada em torno de um valor p,, com uma
pequena incerteza dp, pode ser escrita da forma (C.4) [60], desde que efeitos de alargamento
sejam despreziveis:

(z,t) :\/QL_F/ dpg(p)ei[pw’E(p)t] ~ ei[”ow’Eot]X(x — vot) , (4.9)

onde vy = 0,E(p,) = po/E, corresponde a velocidade de grupo. Devemos ressaltar que

a aproximacao acima é valida a tempos curtos e, portanto, a utilizacao da mesma nao é

justificada na integral temporal (4.8), cuja integragao abrange todo o tempo de [0, 00) ou

(00, 00). Mesmo assim, continuaremos esta discussao assumindo que a aproximacao seja

vélida para todo o tempo, visto que este tipo de integracao é utilizada na literatura [32, 34].
Nesse caso, se a funcao v estd normalizada

/ T el P =1,

podemos ver que a integracao no tempo

/Oo dt|p(z, t)|* ~ /Oo dx|x(z — vet)|*/vo = 1/v,

(oo}

é aproximadamene constante e deve ser multiplicada pela velocidade para que seja norma-
lizada.

No caso da oscilacao de neutrinos, se integrarmos no tempo ao invés de integrarmos
no espaco, precisamos de um termo dependente das velocidades para a normalizacao [32].
Reescrevendo (2.42a)

Uy, s, (x,t;0) ~ sinf cosd [eiPre=Brtly (g — p,t) — P2 E2lly (1 — )] (4.10)

43



e escrevendo
vy =0+ Av/2

podemos ver que a integral no tempo (4.8) nos leva a

!

flﬁfz(

r) = sin90059/dt|1/)1(x,75) — Py (2, 1)

sin20[ 1 + 1% — 2% /dt ei[AmeAEt]Xl(x — ¥t — éQQt) X;(:L_ — ot + éQQt)]

Q

vy

Q

i iAp—2L1y [dy —i=Y *
R{SO[L 4 L geilar—S] /Tye Ty — 5L (e—y) Xy + 52 (@—y)]}

i i[Ap—2E|y
R{MP(T + g — 2618 0]

U1 U2
SP[T + 5 — p2eos(GE0)] (4.11)

se Av/? < 1 e Avt < 0z = a. Evidentemente, esta formula ndo estd normalizada (a soma
das probabilidades de f, — f, e f, — f, ndo é unitaria); o fator de nomarlizagdo N devera
depender das velocidades [32, 29]. Giunti [32] exibe a integral no tempo exata para o caso
gaussiano, dentro da aproximacao de alargamento desprezivel. Naturalmente, se impormos
a aproximacao ultra-relativistica v, ~ v, &~ 1, obteremos efetivamente a férmula padrao.

Por fim, visto que a integral (4.8) é finita e efetivamente equivalente no caso ultra-
relativistico, uma média temporal propriamente dita seria

1T
Jim o [ dtl, (o) =0, (112

que tenderia a zero, sem a obtencao de formula alguma. Analogamente, temos o anulamento
da média

1 0
nm—/(m@kmw4@:m (4.13)
-T

T—o0

4.1.2 Conservacao de Momento x Energia

Outra discussao que emerge da controvérsia integracao no espaco ou no tempo é a implicacao
de que a integracao no espaco leva a conservacao de momento e a integracao no tempo leva
a conservacao de energia.

Se as distribuicoes de momento g, possuem apenas contribuicao apreciavel de momentos
positivos e muito maiores do que o valor da massa, podemos contornar o fato de que nao existe
espectro bem definido de energia para superposicoes de auto-estados de massa, definindo
distribuigoes de energia em termos de distribuicoes de momento (veja apéndice A). Para tal,
utilizamos as expansoes (A.1) e (A.3) para as amplitudes de massa 1,

— 00

/oo JE gn(E) ei[p(E):v—E't} ,

— 00

wn(% t) =

|
3 S



com §n(E) = -5 9n(pa(B)).
Procedendo assim, podemos escrever a integral no tempo de ¢4 para uma integral nas
energias [29]. Essa integral implica na conservagao de energia

db i -py

/ ity (2, )5 (2,1) = / dEdE' (E)g; (EB)e'n =)ol / o
™
- / AEg (E)g (B)en =l (4.14)

se integrarmos no tempo, ao invés da conservagao de momento

dx

/ daiy (z, ) (z,1) = / dpdp'g,(p) g’ (p)e 1Fr )Lt / e
T

_ / dpg’ (p)g, (p)e 1P @) Bl (4.15)

se integrarmos na posicao (sec.2.6). O termo “conservacao” se aplica no sentido de que as
integrais acima representam termos de interferéncia a energias iguais (ou momentos iguais),
o que implica que a oscilacao é conseqiiéncia da soma (integral) das contribui¢oes das am-
plitudes de mesma energia (ou momento). Além disso, em x = 0 (¢ = 0) a interferéncia deve
ser maxima e aproximadamente unitaria para garantir definicao de sabor. Isso acontece
nas integrais acima quando as distribui¢oes de energia (momento) sdo idénticas, portanto
conservadas no sentido de distribuigao.

4.1.3 Meédia sobre o Tempo Inicial

O tempo t considerado até aqui corresponde ao tempo de percurso do neutrino. Formalmente
esse tempo é um parametro nao observavel da Mecanica Quantica. Idealmente, ¢t pode ser
conectado com o tempo de criacao t¢ e de deteccao tp através darelacaot = tp—te. O tempo
de deteccao pode ser estimado através da andlise dos processos de deteccao e reconstituicao
de eventos (nos casos de experimentos que usam métodos de detecgdo em “tempo real”,
como experimentos de espalhamento eldstico). A principio, o tempo de criagdo poderia ser
controlavel em experimentos terrestres com a preparacao e selecao do feixe de neutrinos em
fontes artificiais; contudo, devido a secao de choque do neutrino ser baixissima, um alto
fluxo de neutrino é necessario para detectar pouquissimos eventos em grandes detectores.
Geralmente, uma quantidade apreciavel de eventos é conseguida com a exposicao do detector
durante um longo periodo de tempo sob uma fonte continua como o sol ou a atmosfera. A
emissao continua, porém, implica que nao temos nenhum controle sobre to, forcando um
tratamento estatistico.

Supomos, como sendo uma boa aproximacao, que os neutrinos criados em cada instante
tc possam ser representados por um tnico estado inicial |1),) (caracteristico da reacao e
das condigoes de criacao). Estd implicito nesta suposigdo a condi¢do de que ndo haja in-
teracao entre os neutrinos produzidos a tempos diferentes. Satisfeita essas condigoes, pode-
mos descrever esse feixe de neutrinos através de uma mistura estatistica de estados idénticos
produzidos a tempos diferentes.
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Analisamos isoladamente um desses estados produzido num tempo tc = —t, (t, > 0). O
estado de Schrodinger a um dado tempo ¢ é dado pelo operador de evolucao temporal

W(t); _t0> = U(t; _t0)|7/)0> = U(t)U(t0)|7/}0> = U(t)|w0§ _t0> , 12 =1y, (4'16)
sendo que, para o nosso caso, U(t;t,) = exp{—iH(t —t,)} = U(t — t,); a simplificacao de
notagao |(0)) = |¢) é usada. Definimos também a matriz de densidade p(t) para esse

estado puro:

p(t) = [V (W) = UB)[vo) (| U () = U(t)p(0)U' (1) - (4.17)

Com isso, se o espectro de emissao cessa a tc = 0 e se a diferenca entre o tempo de
emissao de uma particula e a seguinte se aproxima de zero, podemos descrever a emissao em
termos de uma distribuicao continua we(—t,) e a mistura estatistica para ¢ > 0 em termos
da matriz de densidade total sera

pr(t) = /0 dtote(te) |9 (); to) (U(8); to| = U(8) pr(0)U(2) - (4.18)

—o0

Em (4.18), w(t,) pode ser interpretado como a probabilidade por unidade de tempo de uma
particula (estado) ser criado a um tempo ,.

No caso geral, se a emissao se estende até além do tempo de interesse ¢, devemos consid-
erar

t

pr(t) = / dtotirc ()| (1); o) (1 (); o] = / dtyive(t)p(t — to) . (4.18)

—00 —00

A normalizagdo em (4.18a) nao tem, contudo, uma normalizagao fixa:

Trpn(t) = / "t ()Tt — 1)) (5(E — 1)
== /_t dtowc(to)/dx|w(xat_t0)|2
= /t dtowC(to)
= w;?t) . (4.19)

A ultima igualdade define a funcao we em termos de we, que é, de fato, a derivada temporal
da funcao we assim definida. A variacao da normalizacao com o tempo é, explicitamente,

CTrpr(t) = e (r). (4.20)

Isso mostra que a taxa de emissao we(t) corresponde a taxa de mudanga do “nimero” de
particulas, mudanca que se manifesta na normalizacao.
Podemos ter uma idéia mais concreta dessa correspondéncia com

%mt) — e (1) o) (| — i[H, pr(t)] . (4.21)
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O primeiro termo do lado direito da igualdade representa o aumento de estados usados na
mistura estatistica provocado pela criacao de particulas enquanto o segundo termo corre-
sponde a evolucao unitaria normal da Mecanica Quantica.

Devemos, entao, impor algumas condigoes fisicas sobre as fungoes we e we: primeira-
mente, devemos ter

o0

1tlirn Trpr(t) = / dtowe(t,) =1, (4.22)
—00

—o0

o que implica que a funcao de emissao deve ser apreciavel somente num certo intervalo
de tempo finito e desprezivel fora desse intervalo (para que o nimero total de particulas
emitidas seja finita). Em especial, podemos normalizar esse valor a unidade. Com essa
normalizacao, a funcao w¢ possui valor assintoticamente 1 depois do intervalo de tempo de
emissao apreciavel. Por questoes de simplicidade, assumiremos um intervalo finito explicito
[T, T,] dentro do qual a probabilidade de emissao é diferente de zero. Podemos ver a partir
de (4.21) que, depois de um tempo 75, a evolugao unitdria é restaurada ja que ndo hd mais
criacao de estados.

Muitas vezes, porém, a taxa de emissao da fonte nao pode ser definida para todo o tempo.
De fato, se a escala de tempo em que a fonte fica “ligada” for muito maior que a escala de
tempo em que os processos ocorrem, nao ¢ possivel nem necessario saber a taxa de emissao
a longos tempos, ja que os eventos que interferem no fendomeno num dado momento sao
conseqiiéncia de estados criados em um determinado periodo de tempo anterior. No caso de
particulas livres (por exemplo neutrinos vindos do sol) esse tempo é precisamente o tempo
de percurso que o neutrino demora para vir (do sol ao detector na Terra).

Vamos agora estabelecer matematicamente essa relacao, notando que podemos escrever
a densidade (4.18a) na forma:

or(t) = /0 " dri(t — P)p(r) (4.22)

A partir dessa férmula, observamos que a probabilidade de um certo auto-valor a de um
observavel A ser medido é dada por

E0(A = ast) = Tr{Pupr(t)} = /OOO drivo(t — )84 = a;7), Po=la)a|, (4.23)

onde p(A — a;7) = Tr{P,p(7)} é a probabilidade de medigao do auto-valor a para o estado
puro [¢)(7)) e P, o projetor sobre o subespaco de auto-valor a. Desse modo, a probabilidade
de medigao do auto-valor a na mistura estatistica pr(t) é dada pela probabilidade individual
do estado puro p(7), ponderada pela taxa de criagao we(t — 7) no momento inicial.

No caso de particulas livres, caso em que o detector estd a uma distancia L da fonte,
somente contribuirao para a medida as particulas cujo tempo de percurso 7 ~ L/, ja que
plz,x',7) = p(x, )" (a',T) é aprecidvel somente se x ~ z' ~ ¥t (desde que efeitos de
alargamento e deformagao dos pacotes sejam despreziveis). O intervalo de tempo relevante
para o processo é 07 = o/0. Nesse caso, podemos reescrever a mistura estatistica (4.18b)
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utilizando-se somente as contribuicoes relevantes

L/v+67
/ drie(t — 1) p(T)
L/o—ét

L/v+6T ’
/ drie(t — 7)
L/o—6T

pr(L,t) = (4.24)

onde o é a meia largura do pacote!. Note que estamos assumindo aqui que a precisao
de deteccao nao é menor que o tamanho do pacote; com isso, se esse intervalo de tempo
caracteristico para deteccao for muito menor que o tempo caracteristico em que a funcao de
emissdo e (WedT < 1) muda apreciavelmente, podemos aproximar (4.24) em

’U]C(t . L/’l_)) 1 /L/U+5T 1 /L/U+5T
L,t)~ d = — d 4.25
pT( ) ) ’U]C(t . L/’l_)) 257 Ly Tp(T) 2987 L5 s Tp(T) ) ( )

a depender somente do comportamento individual de p(7). Entdo, a probabilidade de con-
versao de sabor resulta em

1 L/’l_1+57'

(L)), = a8 n(r) . (4.26)

- E L/v—dt

Contudo, essa é uma média no tempo que leva em conta a imprecisao da associacao 7 <
L/v, cuja incerteza 67 = 0/0 é causada pela incerteza na posi¢do. Adicionalmente, esse
tipo de média pode ser irrelevante se a probabilidade de conversao de sabor nao muda
apreciavelmente no intervalo d7. Essa condicao pode ser quantificada por

8 ()

0 _
0 fi—=f2 (T) oT dr

<1. (4.27)

A expressao a direita contém fatores como %57’ e 07 /Tose (0 que pode ser inferido usando-se
o modelo gaussiano), multiplicando termos ocilatérios com médulos menores que a unidade.
A condigao (4.27) acima engloba as condigoes de nao separagio (Avt < dz) e de possibilidade
de observagao da oscilacio (07 < Tose 0u 0x < Log). A probabilidade (4.26) sob estas
condicoes pode ser aproximada simplesmente por,

(L))o ~ 85 (L)

o lado direito é exatamente a probabilidade de conversao usando o procedimento de troca
(sec.2.8).

Portanto, a média no tempo inicial nao é necessaria se a taxa de emissao nao muda
apreciavemente no intervalo em que a deteccao ocorre, embora a média no tempo em torno
da incerteza do tempo de detecgao possa ser relavante (apéndice E). A influéncia da taxa de
emissao poderia ser relevante em eventos de curta duragao como a emissao de neutrinos em
supernovas.

!da mesma ordem de grandeza da incerteza em posi¢io o ~ dx = /(A X?2).
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Devemos ressaltar a hip6tese implicita em todo o trabalho de que pfl—m (r =~ L/v)
seja a probabilidade de conversao de sabor quando a particula é detectada idealmente a uma
distancia média L. Nao ha informacao acerca da probabilidade de deteccao que dependeria da
posicao e precisao de deteccao; isso evidentemente introduziria ineficiéncias na probabilidade
de conversao.

4.2 Condicoes Cinematicas na Criacao

Como consta na sec.IV do artigo em anexo no cap.5, o cdlculo semiclagsico direto (no re-
ferencial de repouso da particula mae) mostra que a imposicao exata das conservagoes de
momento e energia num processo de produgao de neutrinos (cujas particulas envolvidas
possuem massas bem definidas) nao levam & nenhuma das condigoes cinemadticas particulares
(AE = 0, Ap = 0, Av = 0), muitas vezes empregadas (veja [4, 27, 26]). Esses cendrios
de energias, momentos e velocidades iguais entre os auto-estados de massa do neutrino
foram foco de muitos debates na literatura [27, 26, 48, 36, 25, 30] . Adicionalmente, com
uma mudanca de referencial, mostra-se que somente AFE = 0 é possivel em um referencial
particular, mas nao especial, do ponto de vista fisico.

Evidentemente, o fato de estarmos atribuindo massas exatas as particulas participantes, e
o fato de supormos dois canais de producao distintos para os dois auto-estados de massa que
constituem o auto-estado de sabor criado devem ser mais detalhadamente discutidos, embora
tais condicoes sejam citadas para o caso do pion em alguns trabalhos [28, 29]. Em geral, os
calculos semiclassicos de conservacao de momento e energia sao validos, pois tratamos apenas
os auto-estados de massa; a conservacao ¢é valida em média para cada distribuicao de energia
e momento. No entanto, surge um problema ao tratarmos de superposicoes de auto-estados
de massas diferentes.

Esse problema pode ser amenizado notando-se que particulas que decaem nao possuem
massas bem definidas. Grosso modo, deve ser levado em conta uma incerteza na massa, ou
energia de repouso, devido as interacoes responsaveis pelo decaimento. A incerteza pode
ser estimada pela taxa de decaimento I' da particula. Para que o neutrino seja criado
coerentemente, com grandezas cineméticas (médias) como energia, momento e massa média
bem definidas, ao mesmo tempo em que a distin¢ao entre os auto-estados de massa nao

seja possivel (o que impediria a oscilacao [31]), devemos ter M, @g' < 1. ¢ denota a

incerteza quantica de Heisenberg. Note que a primeira condicao é exatamente o requerimento
necessario no modelo gaussiano para que tenhamos defini¢ao inial de sabor a|Ap| < 1, (3.13).

De posse dessas condi¢ao, mostraremos, na se¢ao seguinte, que, para o caso de neutrinos
produzidos no decaimento do pion, as quantidades cinematicas sao tais que possibilitam
uma criacao de sabor aproximado e a oscilacao é possivel, podendo ser descrita pelo modelo
gaussiano.

4.2.1 Decaimento do Pion

Usando os resutados da sec.IV do artigo no cap.5, que resume-se ao uso da conservacao do
momento e da energia, podemos calcular, de maneira simples, o momento e a energia do
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neutrino num decaimento a dois corpos, como no caso do decaimento do pion no repouso
T—=v,+pu (M —pn, P).

Os valores cinemédticos do neutrino p, = (E,,Pn), |Pn| = DPn, nesse caso, podem ser
calculados; resultando em:

— mp K Mr—M,

E, = E+qpf AE = §m

Pn = JE:—mi = Ap ~ —$P +AE~-37AE . (4.28)
v, = %"n Av = —3%”5

Eoz%{\rﬁ (=~ 30MeV)

Nenhum dos valores coincide com zero. Apesar disso, deve-se questionar se algum desses
valores pode ser nulo em algum outro referencial. Uma vez que nao podemos efetuar trans-
formacoes de boost para duas velocidades diferentes, a diferenca de velocidade serd sempre
nao nula. Sabemos que momento e energia formam um quadrivetor; apenas um deles pode
ser nulo em algum referéncial dependendo-se

“tipo tempo” < 3 Ap' =0
i
APt = { “tipo espaco” < 3 AE =0. (4.29)
Calculando
Am?\2 /M, \2
AE) — (A 2%—( )(—”)<0, 4.30
@By - e~ (57 ) (57 (1.30)

vemos que Ap* é to tipo espaco e somente a diferenca de energia pode ser nula. Adicional-
mente, vemos que p* é do tipo tempo.

Como pode ser visto na sec.IV do artigo em anexo cap.5, podemos ver que esse resultado
é geral para qualquer decaimento, se mantivermos todas as massas “on-shell”.

A partir dessses dados podemos, nesse caso, o tamanho do PO do neutrino criado. A
energia média do neutrino criado pode ser estimado por

M2 — M}

EmEO:i?Mﬁ

~ 30MeV .
Estimando a incerteza das massas do pion e do mion pelas suas respectivas taxas de decai-

mento 0M,; ~ 'y e 6M, ~ I',, e sabendo-se que I'; > I',,, podemos estimar a incerteza na
energia do neutrino produzido por

Estima-se
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utilizando Ty = Lose ~ 10'm[34, pag.138] ou Tose ~ 107°s, Am?> ~ 107%eV? e £ ~
30MeV; 7, é o tempo de decaimento do pion. A razao acima nos mostra que o tempo de
decaimento do pion é muito menor que o periodo de oscilacdo (condigdo necessiria para
observarmos oscilacao de sabor). Como observado anteriormente, |Ap| ~ |AE| e, para
neutrinos relativisticos, E ~ dp. Assim, se as incertezas de Heiseberg no momento e na
posicao nao sao muito grandes,

~ |Ap|  |AE|
(a]Ap| < 1 em nosso modelo gaussiano), essa condi¢ao garante uma definigao aproximada de
sabor (sec.3.1). Obviamente, a condi¢do de energias reltivisticas é satisfeita, jd que E/m > 1.
Assim, a outra condi¢ao para que a oscilagao possa ser observada (3.16):

U
:—,>>1,
= %k

é garantida para neutrinos relativisticos, ja que
r_ B . E

também é satisfeita. Tal condicao implica que a oscilacao de sabor pode ser descrita co-
erentemente pelo modelo gaussiano para o caso de neutrinos produzidos no decaimento do
pion, oscilando enquanto ¢t < Tgep,.

4.3 Discussao do uso de Ondas Planas

Faremos aqui uma pequena discussao acerca do uso de ondas planas: os fatores adicionais
que aparecem em deducoes da féormula de oscilagao sob determinadas condicoes e como a
conexao com o conceito de PO resolve esse problema. Discussoes mais gerais sao formalizadas
no artigo em anexo (cap.5).

A oscilacao de neutrinos no vacuo é geralmente tratada do ponto de vista de ondas planas
(OP), cuja férmula de oscilagao [4]

p(a — f3; L) = sin®26 sin2( AZLnEzL> (4.31)

—_——

ADg
2

é deduzida a partir de vdrias hipdteses e aproximagoes (muitas vezes nao rigorasamente
analisadas). A fase de oscilagdo padrao acima, ®g, é dada pela diferenga de fase das ondas
planas

e, = (Bt —px), , (4.32)

que, em geral, depende da posigao e do tempo [25, 45]. Uma das dependéncias, em = ou
t, pode ser removida com o uso das condicoes cinematicas AE = 0 ou Ap = 0, respec-
tivamente [4, 27, 30]. Mas, em geral, como no cenério de velocidade iguais [25, 26], surge

ol



a necessidade de conectar a posicao ao tempo. Esta substituicao do tempo pelo espaco
é efetuada usando-se a relacao semi-classica x ~ wvt, onde v é tomado como a velocidade
média. Como, em geral, o neutrino tem velocidades relativisticas, usa-se frequentemente a
aproximacao ultra-relativistica v ~ ¢ (¢ = 1).

Para ilustrar as consideragoes acima podemos aproximar a fase de oscilacao (4.32), por
exemplo, na forma

T~L
®=FET-PL ~ (E-P)L
(E-P) (E+P)L

(4.33)
(E+ P)
UR 2
o que resulta na fase padrao (4.31).
Por outro lado, se utilizarmos outra condicao e aproximacao, obteremos:
A® = A(ET — PL) = A[E2EP2]T
2
= A(¥)r AT =0
- AM°L - 4.34
ML AE =0 (4.34)
3 P
— A%/f L, (L=%T)n
[_’IVR AMZ_

que é uma fase de oscilagdo duas vezes maior que a usual (4.31). Este fator multiplicativo
adicional 2 pode assumir diversos valores em outros casos, a depender das condig¢oes impostas
e das aproximacoes usadas. O caso geral esta descrito na sec.II do cap.5. Podem-se encontrar
discrepancias entre o caso relativistico e o ndo-relativistico. Além disso, pode-se mostrar [26]
que no caso de velocidade iguais, a fase é aquela padrao (4.31).

Devemos notar aqui que, ao usarmos ondas planas, tratamos de estados de momentos
bem definidos e posicoes nao definidas. Esse é o caso extremo em que nao se pode associar
(x = vt), uma vez que os dois auto-estados de massa podem estar em qualquer lugar com
diferentes velocidades. No entanto, podemos tratar OP como casos limite de pacotes de
onda, i.e., quando a distribuicao nos momentos é suficientemente bem localizada para que
possamos associar um momento bem definido a cada auto-estado de massa, e ao mesmo
tempo, quando a incerteza na posicao é menor do que a incerteza ou precisao de detecao, e
menor que a distancia de oscilacao, para que se possa observaa-la.

No segundo calculo, a relagao semiclassica z, = v,t foi utilizada para cada auto-estado
de massa. Esse uso equivale, na abordagem de PsO, a tomar a contribuicao em fase de dois
pontos deslocados. Contudo, a sec.III do cap.5 mostra que, com PsO, essa andlise também
leva a um fator de fase inicial nao nulo que cancela exatamente o fator adicional, restando
apenas a fase padrao.

Uma explicacao simplista e correta, a posteriori, para o fato de que com o uso de PsO
o fator de oscilagao é aproximadamente o fator standard de fase (4.31), consiste no fato de
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que a interferéncia ponto a ponto entre os PsO é local; nao ha necessidade de considerar
efeitos de diferengas de velocidades de propagacao pois estes ja estao no formalismo. Se
compararmos com a dedugao usando ondas planas, teremos Azx = 0 e At = 0. Os parametros
de distancia e tempo percorrido que aparecem da deducao usual com ondas planas devem
ser pensados como valores médios dos observaveis de posicao e tempo descritos de acordo
com as distribuicoes dadas pelos PsO. Assim, a maneira correta de se calcular o fator de fase
é (compare com (3.8)),

A¢p = Aptz, . (4.35)
X—<x>=Vl
Note que, escrita dessa forma, a fase é covariante até o momento em que se escolhe o
referencial, para o qual é valida a relacao < x >= vt.

4.4 Oscilagoes Am =0

[lustramos aqui um fenomeno de interferéncia quantica para uma particula de massa bem
definida m, que resulta da sobreposicao de dois pacotes de onda com velocidades médias
diferentes. Esta ilustracao tem como objetivo mostrar que fenomenos oscilatérios de inter-
feréncia podem ocorrer na densidade de probabilidade mas a probabilidade de detectar a
particula independente da posicao deve ser constante para uma particula de massa definida.
No caso de oscilagoes de sabor, a integracao no espaco possibilita dissociar esse tipo de
fenomeno da oscilacao de sabor em si.

Primeiramente, definimos dois pacotes gaussianos se movendo com velocidade de grupo
vn, Mmomento p,, e energia F, (n = 1,2); respectivamente:

Yoz, 1) = / dpQp — pn; @, [2)e P EON 5 @t EOQ (& — vt /a2 +iBat) 5 n=1,2,

(4.36)
onde
dE 1d°F
P) = AP?) = (2a,)™*, E,= E(p,), = —(pn), = _——(p,
(P)=p., (AP*) =(2a,)”, E,=EPp.), vn dp(p) Bn 2de(p)
Podemos citar dois exemplos relevantes onde essa aproximagcao é valida:
— p127, . E = /m2 2 .
. N En = o expansio em " P 10,5
ndo relativistico: D ¢ de b _ Pn . 437
(P << M) Un = m, oMo dePn:q e = E, (4.37)
2
Bn = 27%71 3 5n = QTnEf;s .
desde que p, seja suficientemente relativistico (veja apéndice C e fig.2.1).
Podemos, entao, combinar esses dois pacotes sob a forma
bl ) = 2 (@, 0) + (@, 0)] (4.38)
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onde N é um fator de normalizacao real. Calculando a densidade de probabilidade [54],

temos 2
2

N
) = 5 {QQ(x—Ult; i) + Qz — vyt;a,)
L (Avrt)?

vat e SO Oz — vyt /2[@]h) COS @} , (4.39)

onde

2 — . ~2 nt
o = [a%a_:_aég] y U = <’Un,ai>12 ) a; - a?z + (/8_) )

O = Aput — ABt+ Ady , Ady, = —5Ap,, + A[ﬁg@] (0 = (v Lo )ty — Cmatad
nen g n'n 12

O PO de onda acima é composto de dois pacotes gaussianos se movendo com suas respec-
tivas velocidades de grupo, e uma parte mista, causada pela interferéncia entre as mesmas.
Esse tltimo termo exibe um comportamento oscilatério, andlogo ao experimento de dupla
fenda. A primeira vista, esse comportamento se assemelha a descricao de uma particula
oscilando no tempo e no espaco (veja a dependéncia em x,t de © dentro da fungao cosseno).
Assim, perguntamos como distinguir entre essa oscilacao e o fenomeno de oscilagao cau-
sada pela diferenca de massas; a resposta é simples: basta integrar sobre todos as possiveis
posigoes x, j& que |1)|? representa a densidade de probabilidade no espago, que consiste em
uma degenerecéncia da “probabilidade de encontrar” a particula. A probabilidade total é
dada entao por:

Py = / e (o)

oo

N:z —o0 ) )
- / dp ‘Q(p — P1; a1/2)6_lE(p)t + Q(p — P2; az/Q)e_ZE(p)t

2

2 —oo
= NYLER{AY]

= constante — 1  (ajustando-se N apropriadamente) ,

onde

A = / dp Qp — py; a,/2)e P! (Qp — py; a,/2)e” PP

—o0o

— / oodp Qp—pia,/2)Qp — Py a./2) .

—o0o

Nesta equacao, A é independente do tempo porque a relagao de dispersao E,(p) = F,(p) =
E(p;m) é idéntica quando aplicada a uma particula de massa definida. Embora seja um
resultado trivial, esse resultado é o que, de fato, possibilita a normalizacao de um PO inde-
pendente do tempo na Mecanica Quantica padrao, devido a evolucao unitaria.

Note que, se nao houver integracao em x, oscilacoes similares a esse tipo de interferéncia
podem ocorrer adicionalmente a oscilagao de sabor no caso de superposicao de massas difer-
entes. Dentro do formalismo desenvolvido, a integracao no espaco é fundamental para dis-
sociarmos essas formas de oscilagao das oscilacoes de sabor propriamente ditas.

2 Algumas propriedades listadas no apéndice B foram usadas.
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Capitulo 5

Fenomeno de Oscilacao Quantica
(artigo em anexo)

Este artigo consta no banco de dados pre-print de Los Alamos (hep-ph/0208086) e foi sub-
metido a revista Journal of Experimental and Theoretical Physics (JETP).

Alguns topicos abordados no artigo, a saber: os fatores adicionais nas formulas de os-
cilagdo (II-sec.4.3) e as condigoes cinemdticas na produgdo (IV-sec.4.2), ja foram tratados
de maneira simples nos capitulos anteriores, enquanto que a deducgao da férmula de oscilacao
usando o modelo gaussiano (III-cap.3) é tratada com mais detalhe neste artigo. Os outros
topicos abordados no artigo sao:

e Criacao nao Instantanea

Todo o formalismo desenvolvido no cap.2 e usado no cap.3 foi baseado na suposicao
implicita de que a particula descrita pelo seu PO é criada instantaneamente em t = 0.
Sob estas condigoes, o PO tem sabor inicial exatamente definido, somente se ¢, (x,0) =
1,(x,0). Podemos afrouxar essa condigao de instantaneidade de forma a efetuar uma
criacao ponto a ponto, na qual cada ponto tem sabor definido. Essa analise é feita
particularmente para a fase, sem que haja mudanca na fase padrao de oscilagao.

e Pacote de Onda imaginario

Como uma ilustracao drastica de que a forma do pacote de onda pode influenciar
de maneira muito significativa no comportamento de oscil¢ao de sabor, propomos, na
sec.VI do artigo em anexo no cap.(5), um “gedanken wave packet”, com uma con-
tribuicao adicional na fase de oscilacao; essa contribuicao possibilita grandes modi-
ficacoes na fase de oscilacao. O pacote consiste da superposicao de dois PsO gaus-
sianos separados espacialmente, com uma diferenca de fase constante, adequadamente
ajustada.
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Abstract. We give a detailed analysis of the oscillation formula within the context of the
wave packet formalism. Particular attention is made to insure flavor eigenstate creation
in the physical cases (Ap # 0). This requirement imposes non instantaneous particle
creation in all frames. It is shown that the standard formula is not only exact when the
mass wave packets have the same velocity, but it is a good approximation when minimal
slippage occurs. For more general situations the oscillation formula contains additional
arbitrary parameters, which allows for the unknown form of the wave packet envelope.

PACS. 12.15.F - 14.60.Pq

. INTRODUCTION

In the last few years, the great interest in neutrino physics, and in particular in neutrino masses,
has stirred up an increasing number of theoretical works upon the quantum mechanics of oscillation
phenomena [1-3]. Notwithstanding the exceptional ferment in this field, the situation is still confused,
and the conceptual difficulties hidden in the oscillation formulas represent an intriguing, and some-
times embarrassing, challenge for physicists. The most controversial point in discussing the quantum
mechanics of particle oscillations is represented by the derivation of formulas containing extra factors
in the oscillation length [4-12]. In this paper, we review the source of these factors and show why
in the wave packet formalism with minimal slippage one finds, independently from the kinematical
assumptions, the standard oscillation probability. However, in more general situations one does indeed
find different oscillation formulas. This question is of course essential if one wants to derive consistent
mass differences from oscillation phenomena. It may well be that different experiments, or even sets of
measurements within a given experiment (e.g. atmospheric neutrino data), involve different oscillation
formulas, and this must be taken into account.

One of the basic assumptions in neutrino physics is that only flavor eigenstates are destroyed or
created. Now, in the wave function formalism this is a problem which, in our opinion, has not yet
been satisfactorily solved. The most common approach is to assume instantaneous creation within
the context of an equal momentum hypothesis [13]. Unfortunately, there is no physical Lorentz frame
in which this occurs. Some authors have even tried to bypass the problem by re-defining the flavor
eigenstates according to convenience [14]. In this paper we shall describe how to achieve this obligatory
condition within the wave packet formalism. It will automatically imply non instantaneous creation
of the wave packet for any physical production process.

In our analysis, we shall for simplicity work within a two flavor /mass mixing model. The structure
of the paper is as follows:
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2 Stefano De Leo et al.: QUANTUM OSCILLATION PHENOMENA

- In Section II, we recall the arguments in favor of extra factors in the oscillation formula. We shall
in particular note that an essential assumption in these derivations is that the flavor eigenstate is
identical, including the phase, at each point of creation.

- In Section III, we recall the equal momentum wave packet derivation of the standard oscillation
formula.

- We discuss the physical kinematics for particle creation in Section IV.

- The extension from the equal momentum case to an arbitrary case is tackled, and solved, in Section
V. In this Section, we also show that, while physically essential, this generalization does not in itself
invalidate the standard oscillation formula.

- In Section VI, we return to the question of non-standard oscillation formulas by showing the results
of a multiple peak (specifically a two-peak) model with substantial slippage.

- We draw our conclusions in Section VII.

I1. EXTRA FACTORS IN THE OSCILLATION FORMULAS

In the quantum mechanics of particle oscillation, substantial mathematical simplification results from
the assumption that the space dependence of the wave functions is one-dimensional, hence, in what
follows, we shall use this simplification. Flavor oscillations are observed when a source creates a particle
which is a mixture of two or more mass eigenstates. The main aspects of oscillation phenomena can
be understood by studying the two flavor problem

v.,\ [ cos@ siné 7
v, /]~ \ -siné cosf v, |’
where v, and vg are flavor eigenstates and v, and v, are mass eigenstates.
Suppose we have a physical system whose initial state is represented by the flavor state v. At

later times, the probability to find the flavor state v, is conventionally expressed in terms of the
mixing angle 6 and of the relative phase A® by

1— cos AP
P (v, — vg; t) =sin® 26 % .

It is to be noted that the above formula ignores any possible effects involving the shape of the wave
functions. The Lorentz invariant phase factor A® is usually given in terms of the distance L (travelled
in the time T'), of the mass difference Am?, and of the energies mean value E. Due to the relativistic
nature of neutrinos, this phase is evaluated by considering 7' ~ L and p, , = E, ,, i.e.

A®=TAE—LApw~ L (AE — Ap) ~ L Am?/2E . (1)

By using this phase difference, one gets the well-known expression [15-19]

Am? L
P (v. = vg; L) ~ sin® 26 sin® (% L) = sin® 20 sin® (n —) : 2)
where eV
ArE E[GeV
L. = ~ 248 — g
O Am? 5 Am?2[eV?] o ®)

is the distance at which A® becomes 27. In this paper, we shall refer to Eq.(2) as the standard
oscillation probability and to Eq.(3) as the standard oscillation length. As an aside, we note that the
assumptions in Eq.(1) have formally cost us the Lorentz invariance of the standard oscillation formula.
As written, it is no longer valid in all Lorentz frames.

The historical development of the calculation of the phase factor A® is interesting and a lit-
tle mysterious. The first prediction of the oscillation probability was given in 1969 by Gribov and

Pontecorvo [20]
sin® 26 sin® 26 Am?
2 1- 2
(O [( 2 >+ 2 COS( 25 t)]

o7

v.(O)" =
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The important point to note here is a factor two difference with respect to the relative phase which
appears in Eq.(1). Only some years later, to be more precise in 1976, was the standard oscillation
probability obtained by Fritsch and Minkowsky [21].

For a long time thereafter, the oscillation probability (2) stood as the fundamental starting point
in neutrino physics and no comment was ever made on the additional factor two which appeared
in the Gribov and Pontecorvo work (for further details see ref. [10]). In 1995, Lipkin re-discussed
the derivation of the oscillation probability and pointed out that, by assuming the equal momentum
scenario, an extra factor of two appears in the oscillation phase [4]. The hypothesis of equal energies
was then suggested to re-obtain and justify the standard result [5]. However, simply by following
the reasoning of Lipkin [4], the authors of ref. [8] showed that, contrary to Lipkin’s assertion, the
only case in which the standard oscillation phase can be reproduced is in the equal velocity scenario.
This condition also distinguishes itself from the others (equal energy or equal momentum) by being
Lorentz invariant. This does not mean that this scenario, which yields the maximum simplicity and
recovers the standard oscillation probability, coincides with the real situation in neutrino production.
As observed in refs. [7,8] common velocities imply E, /F, = p, /p, = m, /m, and since this may be very
far from unity it would contradict the estimates of the neutrino energies for the known production
mechanisms. A discussion of the kinematical constraints derived from energy-momentum conservation
in neutrino production will be given in Section IV.

In order to understand how extra factors appear in the oscillation formula, let us analyze the
difference of phase responsible for the oscillation phenomenon. In the plane wave formalism the ap-
propriate plane wave phase is associated with each mass eigenstate. Since the four-momentum of
different masses cannot coincide, the phase of each mass eigenstate will change with time and dis-
tance. Thus an initially pure flavor-eigenstate will be modified with time. The mass-eigenstate phase
difference is

AD=A(ET-plL) . (4)

In the standard treatment, one evaluates this by setting AT = AL = 0 [22,23]. Nevertheless, if the
two mass eigenstates have different speeds, by assuming instantaneous creation, we should experience,
at the common time T, the interference between wave function points which have travelled different
distances, i.e.

Li=uv,T and L,=v,T [:> AL=TAv and T:E/@].

The interference between wave function points which have travelled different distances is the source
of an extra multiplicative factor,

€= (5)

AB(AL # 0) { _ A®(Av #£0) }
AT(AL = 0) AB(Av=0) |’

in the oscillation phase (length). In order to quantify this effect, we explicitly calculate the difference
of phase given in Eq.(4). By simple algebraic manipulations, we obtain

A@z(lAE—Ap—BAv)L. (6)
v v

As particular cases, we can immediately compute the Lorentz invariant factor A® in the common
velocity and common energy scenario,

Am? - Am? -

AP[Av=0]= 2’; L~ 2;% L [standard result] ,
Am? - Am? -

AB[AE =0]= ;n L~ gz L [extra factor two] .

In order to get a more general expression for the extra factor, we rewrite € in terms of p, E, Ap and
AFE as follows
PAv

G(ﬁ,E;Ap,AE):l-f—m.

(7)
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Considering Ap < E and AE < E, we obtain

_ _ _ p (EAp — PAE AEAp (AEYN’
(5. E; Ap< B, AE< E) = 1+g((pA5—§AE>) {1 0[ EP<F>H
p (EAp — PAE)
~ 1+ = —
B (php— EAE) (®)

1 when Ap=0 and p,, < E, ,,

X

2 when Ap=0 and p,, = E,, .

There are difference in the value of ¢ between the scenarios of common momentum and common
energy but they are only significant in the non-relativistic limit. Such a situation could in principle be
tested, for example, in the neutral kaon system. In neutrino physics, where non-relativistic neutrinos
are unobservable, when Av # 0, we practically always find an extra factor two in the oscillation length.
In conclusion, to recover the standard formula for neutrinos in this formalism (where the energy of
production is approximately known and is orders of magnitude greater than the postulated masses),
in addition to the exact common velocity scenario we would also need to impose almost equal masses
to guarantee E, /E, ~ 1 [8].

Now it is important to observe that, in all the above, one has implicitly assumed that the flavor
eigenstate is always given by the mixing matrix (chosen real by convention) with which we started
this Section. That is, the flavor eigenstate has been assumed identical at all points and/or times of
creation. However, we can of course multiply a flavor (mass) eigenstate by a phase factor without
modifying its flavor (mass). Perhaps less obvious, this phase may even be space-time dependent. A
significant example of this occurs in the next Section and is generalized in Section V. An alternative
wave packet example, specifically devised to approximate at a given time the above non standard
oscillating phase, is presented in Section VI.

I1l. WAVE PACKET FORMALISM WITH INSTANTANEOUS CREATION

In the preceding section, we introduced the fundamental arguments leading to extra factors in the
oscillation probability. In this section, we are going to show why these factors do not appear in the
usual wave packet formalism. We begin by trying to understand qualitatively the problem in a very
simple case, that is Ap = 0 [24, 25], and deduce from it several important conclusions.

So far, we have only considered a single plane wave. Rigorously, such an energy-momentum eigen-
state cannot represent a physical state - it is not normalizable. It would also pose us with the problem
of defining L and T in the oscillation phase. To avoid these problems, we must employ a normalized
superposition of plane waves

exp {—i [E(p, m..)t — px]}

and describe the time evolution of flavor states by the wave packet

W(z,t) = ¢, (x,t) cosf vy + ¥,(z,t) sinb v,
= [¢1(z,t) cos® 8 + 1, (x,t) sin® 0] v, + [.(x,t) — (2, 1) ] cosf sinb v,
:¢a(mvt;0) Va—l_wﬁ(mat;e) Vg, (9)

where
+oo

wn(w,t)zx/.%—,,/_ ¢.(p) exp{—i[E(p,m.)t — pz]} dp .

5]

As a model assumption, we suppose that the momentum distributions ¢, (p) are given by Gaussian
functions peaked around the mass eigenstate momenta p,, i.e.

27

on(p) = () exp [~z (0 —p)* /4] (10)
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To instantaneously create at t = 0, in a localized region centered around the spatial coordinate z = 0,
a flavor state v, , we have to impose the following constraint

1 (2,0) =1 (2,0) [ = Aa=Ap=0]. (11)
Consequently, from Eq.(9) we get

1
4

) exp [—%} exp [i po] v = 1(,0) . | (12)

W(z,0) = ( 2

wa?

where p, = p; = p,. The probability P(v., — vg; t) of observing a flavor state v4 at the instant ¢ is
equal to the integrated squared modulus of the v coefficient in Eq.(9),

+oo
Pa = veit)= [ [Ys(z,t;0) do .

— sin® 20 [I—Re @ @t dz | /2. (13)

Actually, this result with a unique time assumes that the detector is not localized in a region smaller
or comparable to the size of the wave packet. Otherwise for ¢ we would have to use the average time
of measurement. In order to calculate the oscillation probability, let us change the z-integration into
p-integration

+oo

(a0 03 (2, 1) da = | #0) esw (=i 18m,m) — B, ma)) ) dp

- — oo

and use the following approximation

E(p7m1) - E(p, m2) =

Q

~ |:1_ (p_})o) po:| AE
~AE+ (p—po)Av .

This approximation is justified if we assume ép < E and AE < E. The oscillation term is then given
by

oo 2\ ¥ +oo
Ui (z,t) o (z,t) dz = <2a_> exp [—i AFEt] / exp [—a’0® /2] exp [—io Avt] do
oo ™ —

oo

— e [-iAE ] exp |- (A_ﬂf” .

By observing that AE = Am?/2E and using the approximation T = L/v ~ L (where T stands for
the observation time), Eq.(13) reduces to

P (v. — vg; L) ~sin®26 {1 — exp {— (ji’;;)] cos (AZ"; E)} /2. (14)

Thus, when minimal slippage occurs (AvT < a) the standard oscillation probability (2) is a good
approximation and no extra factor appears in the oscillation term . This contradicts the result given
in the previous Section, where, in the equal momentum scenario by using the plane wave derivation,
an extra factor of two was obtained, see Eq.(8). To explain this apparent paradox, we observe that,
at time T and at a fixed position x; in the overlapping region, we experience the interference between
space points whose separation at creation is given (see Fig. 1) by

Az, = —AvT .
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This implies that an additional initial phase,
A®,, = —p, Az, =p, AvT (15)

is automatically included in the wave packet formalism. Consequently, the final result contains both
the phase difference calculated in the previous Section, i.e.

A® =T AE - p, AL |
and the additional term given in Eq.(15). Thus, the standard result,
Ad, =Ad,, + AP =TAF (16)

is obtained. Hence, the difference in this scenario with that of the previous Section is that here the
flavor eigenstate is not unique at all points of creation. Fach point is associated with an appropriate
x-dependent phase.

Before proceeding further, we must ask whether the above equal momentum scenario is physically
possible, and if not, how it is to be modified while maintaining the creation of only a flavor eigenstate.
These modification could well change the oscillation phase. To respond to these questions we must
first review the kinematics of particle creation.

IV. KINEMATIC CONSTRAINTS IN PRODUCTION

We start by observing that any production process of a particle (be it an oscillating particle or not)
can be considered, for kinematic purposes, as an effective two-body decay such as

M
My ¢— & — My »

where we recall that the subscript in m, , refers to the oscillating mass eigenvalues. If the production
process is a decay into more than two particles, then m, represents the effective mass of all the accom-
panying particles and is of course greater than or equal to the sum of their masses. For production
processes other than decays M is simply the center of mass energy and not the mass of a resonance.
In this “rest” frame, energy and momentum conservation imply

M=\p2+m2+/p2+m2=/p2+m2+E,, n=12.
By simple algebraic manipulations, we find [26,27]

Ay B M g ae= 2 @/B) — (I/E) [1—(¥>2r AE. (17)

AE =

2M D |7 2F

The next step is to observ that by assumption

Am #0 and thus 2(M —E)=/p>+m2+/p2+m2#0.

Consequently, in the rest frame of the decaying particle of mass M (or, in general, in the center of
mass frame) we have

AE#0, Ap#0 and Av#0. (18)

This implies that there does not exist any frame in which Av = 0 since this is a Lorentz invariant
condition. We can also show that there does not exist any frame in which Ap = 0. In fact, by
performing a Lorentz transformation with velocity 8 from the rest frame of the decaying particle M
(or center of mass), we find

AE' =~ (AE - BAp) ,
Ap' =y (Ap - BAE) .

To satisfy Ap’ = 0, we have to impose the following unphysical condition on 3

18] = |Ap/AE| = |(E = M)/p| = (/p? +mi + V/p3 +m3) /25 > 1.
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This shows that (AE, Ap) is space-like. Therefore, there will, on the contrary, always be frames in
which AE' = 0.

It is now important to realize that the condition Ap # 0 automatically implies for z # 0 that the
mass eigenstates defined in the previous Section are no-longer equal at ¢t = 0,

Pi(,0) # a(x,0) .

This inevitably leads, within the context of instantaneous creation, to a non zero probability to find
(see Fig. 2) a flavor state v, at time t = 0 [9,19]. Indeed, for Ap # 0 and with instantaneous creation,
we obtain the following oscillation probability

P (o = vai 0 msint 29 {1 - exp |- (Q_jg)_ (%)] os (S o)}z o

Thus, there does not exist any time for which the state is a pure flavor eigenstate. In the next Section,
we shall describe how by generalizing to non instantaneous creation we can eliminate the initial
difference of phase between the mass eigenstates and hence achieve pure flavor creation event-wise .

V. NON INSTANTANEOUS CREATION

We have identified the initial difference of phases in the mass eigenstates
_Ap Z.,

where z. is a generic space point in the creation wave packet, as the cause for having at the time of
creation a state which is not a pure flavor eigenstate. This undesired effect can be removed either by
the unphysical assumption of equal momenta or by introducing for each space point z. a corresponding
creation time ¢, which satisfies the following relation

AEt, — Apx,. =0 . (20)

This condition guarantees
dP (v, > vg; x.,t.)=0

and consequently allows for pure flavor creation event-wise.

Somewhat surprisingly this substantial modification does not invalidate the standard oscillation
formula. In fact, by following the plane wave phase calculation of Section II, we find at the interference
space-time point (z,,T) the following mass eigenstate phases

®, =F, (T — t1,c) — D1V (T - tl,c) y
b, = F, (T - t2,c) — P2V (T - t2,c) .
The last two terms in the difference of phase
A® =T [AE — A(pv)] — A (Et.) + A (put,) (21)
represent the generalization of Eq. (6) in the case of non instantaneous creation. However, as explained
in the previous Section, in the wave packet formalism additional initial phases are automatically
included in the expression of the oscillation phase. Thus, for non instantaneous creation, we still have

to take into account the contributions of the initial phases

(I’1,in = Eltl,c — D [l'f — U (T - tl,c)] »
(bz,in = E2t2,c e 2 [-%'f — U2 (T - t2,c)] :

The final result contains both the difference of phase (21) and the additional term

A®,, = —Apz; + T A(pv) + A (Et.) — A(put.) . (22)
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Finally, after integration (z, — L) the standard result
A®, =TAE-LAp (23)

is once more obtained.

The above procedure has eliminated flavor contamination at creation. Nevertheless, since creation
no longer occurs at a unique time and the partially formed wave packets naturally evolve, there will
still not be a pure flavor eigenstate at any fixed time, with the trivial exception of the very first
instant in the creation process. We also observe that any search for the particle during this time
(creation) will not necessarily yield a positive result since the wave function is not fully normalized.
The measurement will still produce a collapse of the wave function in the appropriate percentage of
cases to zero.

VI. GEDANKEN WAVE PACKETS

We have seen that the implementation of pure flavor creation, while non trivial, does not modify the
standard oscillation formula. However, the wave packet assumed was by no means the most general.
Now we shall study the possible consequences of a two-peak wave packet. This is the simplest which
allows for the insertion of additional constant initial phase factors.

To simplify the following calculation, we return to the unphysical (in any frame) Ap = 0 scenario
with instantaneous creation at ¢ = 0. We consider a wave packet obtained by a sum of generalized
Gaussians with peaks at z = +z, (see Fig.3),

Y(z,0) =N {exp [P po(x + )] exp [—w} + exp [i po(x — x,)] exp {—@] } , (24)

where N is the normalization constant. We also assume that the peaks are well separated. In this case

1
1 1
Nz( > .
2ma?

Note that each gaussian has its own extra constant phase factor.

We now allow the wave packets to evolve and consider the situation (measurement) in which the
first peak of one mass eigenstate overlaps with the second peak of the other (see Fig.4). In this region
of overlap, oscillation occurs but it is to be noted that there are non-overlapping parts of the wave
packet which correspond to pure mass eigenvalues (see Fig. 5). The contribution of these parts yields a
non oscillating term. Indeed this is exactly what happens when the mass wave packets have completely
separated (decoherence). The oscillating term is modified by the presence of the difference between
the phase factors exp[ip,z,] and exp[—ip,x,]. Thus, the oscillation formula at or around these times

Avt — 2z, ) 2

reads
20=20) ] [(3) 2]} 2.

where the sign in the constant term F 2p,x, depends on v, 2 v,. In this picture,

P(v, — vg; t) zsin220{1— 1 exp [— (

m?
— 1 .
2FE

2poo & EpAvt =~ F

Thus, we obtain the extra factor two of Section II for the oscillating phase. It is true that since
F 2pox, is a constant term the oscillation period is still be the standard one (see Fig.5). However,
with multiple peaks, each with independent initial constant phases, the effective extra phase term
could become L or T dependent. We see no good physical reasons for excluding such a contribution
a priori.

In the case of minimal slippage when the interference occurs within each separate peak, the constant
phases play no role. In these cases, we can also ignore (by definition) the non-overlapping parts of the
wave function. Thus, the standard result is obtained as a good approximation. This is now consistent
with the fact that for no slippage (Av = 0) the standard formula is ezact.
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It is also useful to observe that, in the incoherent limit, one has a clean method for determining
experimentally the mixing angle, whatever the wave packet form is,

P(v, = vg; T > af|Av|) =sin®20 /2 .

Nevertheless, the time for the onset of complete incoherence depends upon the wave packet dimensions
and upon the different mass velocities.

VIl. CONCLUSIONS

The aim of this work was to shed some new light on the quantum mechanics of particle oscillations.
The primary objective was to search for the conditions under which the standard oscillation formula
is valid. In the process we have understood the origin of the extra factors in the plane wave oscillation
calculations. It is the implicit assumption that at creation (whether instantaneous or not) the flavor
eigenstate is unique even up to the phase at all points and times of creation. To the best of our
knowledge this has not been pointed out previously. The often quoted plane wave derivations of the
standard formula have generally been based upon invalid approximations or formalisms chosen so as
to compensate for the neglect of the initial phase contributions.

Other authors have previously pointed out that the assumptions of equal velocity, momentum
and energy are “unphysical” in the sense that they are not compatible with the known production
processes in the laboratory frame. We have pointed out here that the first two are rigourously non
physical in the sense that there is no Lorentz frame in which they occur. Only the equal energy case
is theoretically possible. Consequently, since the assumption of instantaneous creation together with
flavor eigenstate production imposes equal momentum, it is non physical. We can correct for this by
assuming an event-wise production mechanism. Event-wise production is perfectly natural. It is even
predicted for the equal momentum case (had it existed) when seen by another observer in a Lorentz
frame in which the momenta are not equal. Somewhat surprisingly the standard oscillation phase, as
calculated in the wave packet formalism, is not affected by this modification, at least not for the cases
with minimal slippage. Thus, we have concluded that within the wave packet formalism the standard
result is not only exact in the case of equal velocities (no slippage) but also a good approximation in
all cases in which minimal slippage occurs between the mass wave packets.

Now the standard oscillation formula contains no dependence upon the form of the wave packets
involved. This clearly cannot be valid in general. Indeed, as a simple and well known counter example
we have recalled in the previous Section the incoherence limit, who’s onset is dependent upon the
size of the wave packets and the differences in the mass eigenstate velocities. One must expect the
dimensions and explicit form of the wave packets, including all relative phases, to play a role in the
oscillation formula. We have exhibited a simple two-gaussian model to demonstrate not only this
but also how a result that simulates the extra-factors calculations (for the oscillating part) can be
obtained.

Allowing for completely arbitrary modulations of the plane waves, we must introduce additional
parameters into our generalized formula

Am?

P (v. = vp; t) = sin? 29{1—R(t) cos{ - t+cp(t)]} /2, (26)

where R(t) and ¢(t) depend upon the details of the wave packet envelope. This formula contains two
extra parameters when compared to the standard formula, four in all. It may well prove necessary to
employ our generalized expression in order to reconcile diverse experimental results. The alternative
could lead to inconsistencies in the determination of mass differences and/or mixing angles. Use of this
formula may also avoid the need to introduce one or more sterile neutrinos. This equation, as it stands,
is probably too vague for practical phenomenological fits. However, it is always possible, without
returning to the standard formula, to add simplifying assumptions such as the time independence of
the extra phase term.

Apart from the question posed in this paper of what is the most practical oscillation formula
to be used in phenomenological fits, there is an aspect of this work which is of great interest, at
least to the authors. The details of the creation and annihilation of wave packets is to a large degree
unknown territory. Oscillation phenomena may indeed be useful as a source of information upon this
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subject. It should also be possible to investigate this aspect for photon wave packets with the help of
very precise measurements in interference phenomena. In the case of photons the effect of slippage is
substituted by the occurrence of different path lengths. For example, in optics it is well known that
interference effects cease if the difference of path lengths exceeds the wave packet dimension, and this
should permit the determination of these dimensions. This technique may, of course, also be extended
to any elementary particle that lives long enough. This particular subject matter recalls transitory
phenomena in various sectors of classical physics. Its study, both theoretical and experimental, at the
quantum mechanical level is surely a great challenge.
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e tP1,in A‘ e 1
. u, T
A N |

|42

AD;, = —z; Ap + TA(pv)
AD = TAE — TA(pv)

Fig. 1. The square modulus of the mass eigenstate coefficients, |1 (z,#)|* (upper-half) and |¢:(z,t)]® (lower-
half), is plotted as a fucntion of z for two times: ¢ = 0 (left-side) and ¢t = T (right-side). As a model assumption,
the wave packets are supposed to be Gaussian functions (with the same width a) peaked around =z = 0. At
observation time 7', the mass eigenstate wave packets are centered around different space-points, L, = v;T
and L, = v.T (spreading effects are neglected). Since L; and L. are assumed very large compared to a, the
plots of the mass eigenstate wave packets at creation and observation are separated by dots in the z-axis. At
observation time T, z; is a fixed point in the overllaping region. At this point, the mass eigenstate phases are
given by @ (z;,T) = E:T—pio: T and ®»(xs, T) = ExT —pov-T. The interfering wave packet points at (z,T)
correspond to different initial wave packet points. Thus, the initial phases @4 ;,, (z; — v:17,0) = —piz; + proi T
and @, i, (x;—0:T,0) = —pox;+p2v.T are automatically included in the wave packet formalism. Consequently,
the standard result TAE — x;Ap is obtained.
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Fig. 2.1

|Pal”

s
AP, = TAE

Fig. 2.2

|[a|?

K
AP, = TAE — LAp

Fig. 2. The square modulus of the flavor eigenstate coefficients, |1 (z,t; T)|* (upper-half) and [¢s(z,¢; 5)|°
(lower-half), is plotted as a function of « for two times: ¢t = 0 (left-side) and ¢ = T (right-side). The observation
time T was chosen as an integer number of standard oscillation periods, Ts,. = 47E/Am>. In the case Ap = 0,
a pure falvor state v, is created at time ¢ = 0 (upper plot). Slippage (see Fig. 1) leads to a non zero probability
to find a flavor state vg at time T. However, in the case Ap # 0, within the context of instantaneous creation,
there does not exist any time for which the state is a pure flavor eigenstate (lower plot)
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Fig. 3 t—0
LeTin
|91 ]2 AD,, =0
i i
%
%
[1po]? 3 -
i %’6/—1‘@2,1-”
T ;_xo z=0 g : Lo

Fig. 8. The square modulus of the mass eigenstate coefficients, |41 (,t)|* (upper-half) and |- (x,t)|* (lower-
half), is plotted as a function of z for the initial time ¢ = 0. As a model assumption, the wave packets are
supposed to be generalized Gaussian functions peaked around = = tz,.
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Fig.4.1

= TAFE —2pgoxo

Fig. 4.2

4117

672<I>1

e—z<I>2

Tr = E+lLosc

2

VAN
<

A® = (T+3iT,,.)AE —2poxo

Fig. 4. The square modulus of the mass eigenstate coefficients, |11 (z,t)|* (upper-half) and |¢»(z,t)|* (lower-
half), is plotted as a function of x for two times: ¢ = T and ¢t = T + 1 T,... The choice of T = 2z,/Av

guarantees that the first peak (from the left) of the v, mass eigenstate wave packet overlaps with the second

peak of the v, mass eigenstate wave packet. By observing that T/T,.. = xz,E > 1 and using Eq. (25), it

can be immediately understood why the plots of the mass eigenstate wave packets at the times { = T and

t=T+ %TMC practically coincide.
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Fig.5.1 Pa—
[bal® ;
[Ysl” ‘
z =L — 2x, r =1L r =L+ 2x,
Fig. 5.2 t=T1T+1iT,,,

Kl

Tr = E+%Losc

Fig. 5. The square modulus of the flavor eigenstate coefficients, |1 (2,t; T)|* (upper-half) and [¢s(z,t; 5)|°
(lower-half), is plotted as a function of « for two times: t =T and ¢t =T +  To... The choice of T = 2z,/Av
(which does not necessarily coincides with an integer number of standard oscillation period T%,.) corresponds
to a (local) maximum probability to find the flavor state v, (upper plot). This would not agree with the
prediction of the standard formula, because of the presence of the extra constant phase term. Nevertheless,
the standard oscillation period is maintained. Indeed, at the later time T+ 1 T.,.., we have a (local) maximum

probability to find the flavor state vg (lower plot).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho desenvolvemos um formalismo coerente para tratar oscilagoes de neutrinos
com o uso de pacotes de onda num espaco de Hilbert redutivel composto por uma soma
direta de dois espacos de massa definida € = €, @ €5. O modelo gaussiano se mostrou
adequado dentro das aproximacoes usadas e condigoes necessarias de definicao de sabor.
As aproximagoes usadas também incluem o efeito de alargamento do PO (“spreading”),
até agora nao incluso na literatura. Com ela podemos classificar os regimes de oscilacao e
parametros caracteristicos, assim como quantificar condigoes necessarias para a ocorréncia
das oscilagoes dentro de uma aproximacao de ordem superior e, logo, com menor erro. Como a
probabilidade de transicao encontrada é dependente do tempo, um processo de substituicao
do tempo pela posicao foi devidamente legitimado usando-se a propriedade de média da
Mecanica Quantica.

Ao longo da formalizagao, revisamos alguns dos principais problemas envolvidos na os-
cilacao de neutrinos dentro da abordagem de pacotes de onda. Um deles, o problema de
normalizacao das formulas de oscilacao, é esclarecido juntamente com a controvérsia de in-
tegracao no tempo ou espaco. Vimos também que o efeito da média sobre o tempo inicial
desconhecido ¢ irrelevante se a taxa de emissao nao variar muito rapidamente com o tempo.
[lustramos (para o modelo gaussiano) os varios fendmenos encontrados utilizando integracao
numérica e graficando as densidades de probabilidade para os dois sabores e massas.

Um dos principais problemas restantes envolvendo PsO concerne a nao definicao inicial
de sabor, se quisermos impor grandezas cinematicas diferentes para os dois auto-estados de
massa, o que é favorecida pela cinematica de decaimento real. Embora o efeito possa ser
pequeno, sem problemas para o modelamento, ela viola, formalmente, a implicacao de que a
interacao fraca conserva o sabor e o neutrino que sofre apenas essa interacao deve ser criado
como auto-estado de sabor.

Outra sutileza para o qual deve ser chamada a atencao neste formalismo é a sua nao
covariancia. O uso de pacotes de onda explicitos necessariamente implica que tal PO é
caracteristica de um dado referencial. A condicao requerida aqui para a criagao de um
auto-estado de sabor definido, que inicialmente ndao exista contribuicao de sabor errada na
superposicao inicial de PO, vale somente para um referencial em particular. Mesmo que
isso aconteca nesse referencial, em qualquer outro, a mesma afirmacao nao é véalida. Nesse
espirito, a criagdo nao instantanea (sec.V—cap.5) analisa a criagdo somente no aspecto da
fase. Assim, uma defini¢ao covariante e coerente com uma criacao pura, € necessaria para os
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auto-estados de sabor.

Para esse fim, parece necessaria a inclusao completa da interacao fraca envolvida na
criacao dentro de um formalismo de TQC. Embora, a inclusao direta, em TQC, do fato de
que auto-estados de sabor sao superposicoes de auto-estados de massa com massas definidas
leve, também, a nao criacao de sabor definido. Existem abordagens que incluem a interacao
fraca como feita por Beuthe [43, 38], que também revisa muito bem a maioria das abordagens
usando pacotes de onda e ondas planas. Ele classifica as abordagens usando PO em duas
categorias gerais: Modelos de Pacotes de Onda Intermediarios (Intermediate Wave Packet
Appoach - IWP) e Modelos de Pacotes de Onda Externos (External Wave Packet Approach
- EWP). De acordo com essa classificagao, este trabalho e [32, 33] se enquadram na primeira
classe. Seria interessante averiguar como os formalismo em TQC e os modelos de Grande
Unificacao resolvem o problema de definicao de auto-estados de sabor.
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Apéndice A
Expansoes em Mecanica Quantica

Fazemos, aqui, um paralelo entre o espago de coordenadas e o espago de momento-energia, no
caso de uma particula livre relativistica de massa m e spin nulo. Expandimos as funcoes de
onda dependentes das coordenadas em termos da distribuicao em momento e em energia. As
respectivas inversas sao calculadas utilizando-se transformadas de Fourier. Restringimo-nos
a uma dimensao no espaco de coordenadas x e momentos p e, as expansoes sobre as energias
positivas somente.

vle.t) =gk [ dpglp) et (A1)

o) =7k [ ditatye (A2

Wla 1) = / : dE §(E, z) e—P (A.3)

§(E,z) = \/2% / : dt o (x, t) P (A.4)

3B @) = O(F — m) =g (p(E)e™ + g(—p(ENe ™7 (45
I(E,7) ~ e g(p ()7 (A6)

quando ¢(p) =~ 0 para p < p,, para algum p, > m > 0.
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T VE2Z-m?2

desde que E > m e p > 0.
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Apéndice B
Propriedades da Gaussiana

Pacotes de onda gaussianos podem ser calculados de maneira simples utilizando algumas
propriedades tteis da fungao gaussiana. Denotamos a func¢ao de onda gaussina (real) pela
letra grega Q(z;a). A funcao de onda gaussiana usual é obtida quadrando-se essa funcao
Q*(z;a), onde x é a varidvel e a® é a variancia. A mesma letra () serd usada para sua extensao
complexa (funcdo de onda normalizada) com o acréscimo de um parametro b.

Propriedades Algébricas:

2

O(z;0) = [2ra?] * e 30
Q*(z;a) = [2ma?] ® 6_% = fungé(; gaussiana
Q(x;a;b) = [2ma(1 +ib)?] 1 e_m = (1 +1b)"1Q(z; av/1 + ib)
Q(z;0;0) ] = Q°(x;al1 +ib])
Qz;a:0) = Qz;all +ib|)e? ; ¢ = Qx—;ﬁ — %gp , @ =arctan(b)  (B.1)

Transformada de Fourier:
1 - .1y jipr .
\/_E/Oodp Q(p; 2a)e Qz;a),

1 [T 1 Lilpr—E@t) ~ i(por—F o
\/T_w/_mdp Qp-po; 5g) €77 FOD x0T EOO (1 — ot a; fot/a®)
quando E(p) ~ E, + v,(p-po) + Bo(p-po)?,
A ke = Lol (5.2)

Normalizagao e médias:

( /:de2(a:; a) =1
{ (z) = /Oodxe2(x;a) =0 (B.3)

— 00
(oo}

(2?) = / dz 2’ (x;0) = o

— 00

I
8
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Regra do Produto:

Qp — pi; 95-)Up —

Qzx — z,;0,)Qx

T = (r;a7%),

(p;a*)1s

W=

prig) = 4% exp(10'la(Ap))0 (0~ B 5 L)
% A 2 2 — —2 7%
—as) = |24 | exp{— QIO @ — i (7))

2 2
pla‘l +p2a‘2 — «

= média ponderada”
aj + a;
2 2
xT,a; + Tya .
, = ———21 = “média ponderada com (a, <> a,)”
a2 + a?

Notagao para médias e diferencgas: A notacao a seguir serd utilizada ao longo da
tese, objetivando a simplificacao. Essas operacoes sao definidas quando existem apenas dois

parametros distintos.

Aa = a, — a,
A(ap)m = G;P; — QP>
_a,tay,
<a/>12 = 2 =aQa
a, + a, 1
a 'y, = =
(™ e 2a§a2 22[@]12
L2 — pla‘l +p2a2
(p;a®),, = T a
a,a
= —1_|_ —1\-1 _ 1402
[a]12 (all a’l ) a1_|_a2
a'l,, = =
™ ]se a, +a, 2{a),

2 2

2<a>12(p - <pn; a2>12) - (Apu) [a2]12

76



Apeéndice C

Integracao e Aproximacao de Funcoes
de Onda

Seja uma funcao de onda escalar, de uma particula livre relativistica de spin nulo, com uma
massa bem definida m e, somente contribuicoes de energias positivas. Neste caso podemos
expandir a func¢do de onda v (z,t) da particula em termos das autofun¢oes de momento e
energia,

Vlo,t) = 7= / dp g(p — po)e’P*= )

_ ilorBot] 1 [ g5 o5y il AB(Gpo)]
e Nor / dp g(p)e

—dp .
~ pilpox—Eot] 1 i[pz—AE(p;po)t]
~oe \/%/5,, dp g(p)e , (C.1)

onde AE(p;p,) = E(p + p,) — E(po) € Ey = E(p,). Denotamos por p, e dp a média e a
incerteza no momento da distribuicdo |g(p — po)|?,

Po=(P), op*=((P—po)°) -

Na aproximacao acima, assumimos que a distribuicao seja suave e bem centrada em um tnico
pico em torno de p,, i.e., com um tnico maximo absoluto na regiao. Com isso, a integral
pode ser aproximada pela integral dentro da regidao em torno de p,, com raio ép '. Além
disso podemos expandir a dependéncia da energia no momento em torno desse ponto,

AE(p;po) = 0E(po)p + 392E(py)p” + O(3) = v(po)p + B(po)p* + O(3) , (C.2)
onde 0, = 8%‘
Agora, utilizando

g9(p) = lg(p)|e*®

lefetivamente algum fator A deve ser multiplicado mas ela serve como uma estimativa da ordem de
grandeza.
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e, assumindo que a fungao ¢(p) seja suave e nao tenha variagoes bruscas dentro da regiao
entre p, = dp, podemos, novamente, aproxima-lo até a segunda ordem,

¢(p) = ¢(0) + ¢'(0)p + ¢"(0)p* + O(3) - (C.3)

Usando as expansoes acima, a integral (C.1) fica,

wlat) ~ e B L [ gy lg)er O expli(o(0) - 5,0p)

~ ei[pomE(pO)tJrqﬁ(O)]\/QL—W/dp|g(0)|€ip(mU0t+¢'(0))
= eilPor=Ewo)ly (1 — 1) | (C.4)

onde y denota uma funcao efetiva da variavel indicada. A primeira aproximagcao acima so é
valida se os erros de terceira ordem das expansoes (C.2) e (C.3) s@o despreziveis. Na segunda
aproximacao, desprezamos o termo de segunda ordem para chegar na ultima relacao muito
simplificadora. O erro que cometemos ao desprezarmos o termo de segunda ordem na fase
pode ser estimado por ¢"(0)0p* e B(p,)top*. Se esses erros sao

¢"(0)[6p* < 7, [B(po)t|op” < 7, (C.5)

entao, a oscilagao do integrando causado pelo erro na fase é desprezivel e a tltima relacao em
(C.4) é garantida. A primeira condi¢do acima é necessaria para a validade da aproximagao na
integral. Como a segunda condi¢ao depende do tempo, ela define um tempo de alargamento
(tempo caracteristico no qual os efeitos de alargamento se tornam importantes),

SZW@M@“ (C.6)

Se 0 tempo é muito menor que o mesmo, o efeito de alargamento é inexistente. Isso equivale
a validade da relacao (C.4).

Para extrair relacoes iteis além da expansao de segunda ordem, ou saber o efeito de
spreading, precisamos saber a forma explicita de g(p). Um caso interessante em que a
integral pode ser resolvida analiticamente é o caso do PO gaussiano.

Nesse caso g(p) = Q(p;1/2a) é real e ¢ = 0. A primeira integral de (C.4) pode ser
efetuada facilmente utilizando as propriedades da gaussiana (apéndice B). A integral resulta
em

P(x,t) ~ ei[pox_E(pO)t%/ dp Qp; 1/2a)ePE=v00) =ibot” — cilbor=Fol)() (1 _ 1 a: Bt /a?)
™
(C.7)

que esta definida no apéndice B. A condicao para aproximacao é que o erro de terceira
ordem seja desprezivel:

t HOLE (po)op® < 7 . (C.8)

Isso impde uma condi¢do mais amena para o tempo, comparada a (C.5).
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Apéndice D

Grandezas Relevantes (médias e
diferencas)

Neste apéndice, listamos algumas relacoes tteis para calcular médias e diferencas de valores.
Por simplicidade, todas as grandezas sao unidimencionais. A notagao que denota médias e
diferencas serd a seguinte:

(a, +a,), Aa=a, —a,, (D.1)

D=

a =

onde a denota qualquer variavel bem definido em um dos espacos €. As varidveis dinamicas
de interesse sdo: momento, energia e massa (p, £, m). Tentaremos escrever todas as grandezas
em termos das mesmas. A relacao que conecta essas grandeza é dada pela relacao de Einstein,
que indica que trataremos aqui somente de particulas “on-shell”, com massas:

E:—pl=m}, E.—pi=m. (D.2)
A média e a diferenca do produto de duas quantidades satisfaz:

A(AB) = AAB + AAB
AB = AB+ AAAB/4 . (D.3)

Entao,

AE* —p*—m?) =0, (B> —p*—m?)=0. (D.4)
Por conveniéncia, definimos
=L (£0), ¥=£ #7), Phu-m =-3Ap"Ap, — (Am)’|= 4. (D)
Usando (D.3) e (D.2), obtemos
2EAE = 2pAp + Am? = % — (2)2AP +(

Assim,
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2% 2m
Av=AR)=5(52 — AE)By = 577[52 — A By + BphP L,

Note que % < 1, sempre! se a,,a, >0 .
p? denota quanto o quadrivetor p* e Ap# sao “off-shell” em relagao a m e |[Am].

Repare que, se ApNAﬁT — Avx0, i*~0

Caso Ap = 0:

_ Am2 _ _m
Ao(p) = ~o(p)

)
208(p) = A(F)H{1 - 7B+ (5

Dj\‘l>

21}

Derivadas de E(p):
0E(p) = v(p) = 535

aZE(p) = ET&)?,
GE(p) = 35
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Apéndice E
Erro da Associacao distancia < tempo

Fora visto na sec.4.1.3 que o procedimento de associar o tempo de percurso do neutrino ¢t a
distancia percorrida L a partir de L = ot (sec.2.8) é uma aproximacao boa na probabilidade
de conversao de sabor, se a mesma varia pouco dentro do erro cometido na associacao
dt = dx/v. Se isso nao acontece, temos que tomar uma média sobre esse intervalo de tempo.
Contudo, ao invés de tomar uma média homogénea como em (4.26), uma estratégia mais
correta seria tomar uma média sobre uma distribui¢ao localizada em ¢ centrada em L/v
e erro dado pela incerteza na posicdo 0x/v, devido ao erro estatistico a nivel cldssico na
associacao L ~ ©t. Na realidade, formalmente o erro se deve a distribuicao na posicao
|t(x,t)|* dependente do parametro t. A incerteza na posi¢ao dx é quantificada pelo desvio
quadratico médio dz%(t) = ((X — (X))?), que em geral depende nao trivialmente do tempo.
Mas como essa depedéncia é, em geral, suave, podemos aproxima-la por L/3. Desse modo,
a distribuicao estatistica de associacao do tempo pela distancia pode ser descrita por uma
gaussiana

D(t) = Ot — L/B;0)) , o = Lou(t = L)),

Aplicaremos essas duas relacoes ao cdlculo da probabilidade de conversao de sabor. Antes
disso, porém, calculamos, para um estado que inicialmente tem sabor aproximado f;, o valor
médio da posicao de sabor fs:

L:.'L'f2%’f)t

(calculado na sec.3.4). O erro poderia ser dado por {(AXy,)/{'s,), mas ela ela possui termos
oscilatérios, além de ser de cdlculo dificil. Ao invés disso, usaremos o desvio quadratico médio
total, que independe do sabor (2.28):

02 = (X — (X)?) = @® + 1A(a?) cos20 + sin20(2pt)? . (E.1)

x

O aparecimento do angulo de mistura é natural devido a influéncia das amplitudes na su-
perposicao. Por exemplo, a posicao média independente do sabor é dada por

(X) = vt + cos20Avt/2 . (E.2)

Naturalmente, se # — 0, entao (X) — v,t, ja que apenas o autoestado |m;) contribui para
a sobreposicao nesse limite.
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A probabilidade média de conversao de sabor é dada, entao, por
@ pnt/o) = [ arD@) P50 r). (£

Podemos efetuar analiticamente esse cdlculo para o modelo gaussiano, com larguras ini-
ciais iguais (Aa = 0) entre os PO de massa e angulo de mixing méximo (6 = 7/4), dentro
da aproximacao de alargamento desprezivel.

O termo de oscilagao, o unico que dependente do tempo, é dado, nesse caso, por

Apn(t) = o (6AP)? /2 p—iAD(1) exp{_%(%ﬂy} .

a

O termo de oscilagao médio sera

1

(Aw(L/0)) = [L+ €] 2o 2o e 2mb o exp{—f (L)) | (E.4)

onde

e=2U[1+ (RULy)h 0 Ll = 0Tosc[l + €] % 0Tosc s Leop = 0Taep[l + €2, k= 2F

0sc

Esse é um resultado similar ao encontrado por Giunti [33]. Nessa formula de oscilagao temos
todos os efeitos possiveis dentro das aproximacoes usadas. Os efeitos de oscilagao de sabor
e perda de coeréncia devido a separacao do PO ja eram previstos e, adicionalmente, temos
o requerimento explicito de que o comprimento de oscilacao L.s. nao deve ser menor que a
incerteza na posi¢ao o,; o expoente (ko,)? nao estava presente na probabilidade dependente

somente do tempo.
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