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�A minha fam��lia

\... eu estava ali, vivia entre aqueles livros 
heios de 
onhe
imentos, alguns dos
quais des
reviam as formas imut�aveis das esp�e
ies animais, outros expli
avam que
a quantidade de energia se 
onserva integralmente no universo; estava ali, de p�e
em frente a uma janela 
ujas vidra�
as tinha um ��ndi
e de refra�
~ao determinado.
Mas que barreiras fr�ageis! Creio que �e por pregui�
a que o mundo pare
e o mesmo
de um dia para o outro. "

Jean-Paul Sartre, A N�ausea

The most ex
iting phrase to hear in s
ien
e, the one that heralds new dis
overies,
is not `Eureka!' (I found it!) but `That's funny ...'

Isaa
 Asimov (1920 - 1992)
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Resumo

Revisamos a Me
âni
a Quânti
a das Os
ila�
~oes de neutrinos sob o ponto de vista da
primeira quantiza�
~ao 
om o uso de pa
otes de onda. Formalizamos o problema, assumindo

omo boa aproxima�
~ao a propaga�
~ao livre do neutrino depois da 
ria�
~ao e antes de ser de-
te
tada. Desse modo, nenhuma 
onsidera�
~ao 
on
reta �e feita sobre os pro
essos de 
ria�
~ao
e dete
�
~ao, nem sua in
uên
ia sobre o formalismo �e 
onsiderada. Mesmo assim, 
omo 
on-
seq�uên
ia direta, o formalismo permite resolver alguns problemas de normaliza�
~ao presentes
em algumas abordagens usando pa
otes de onda. Al�em disso, algumas 
ara
ter��sti
as gerais
do 
omportamento das f�ormulas de os
ila�
~ao podem ser inferidas, entre elas, o limite in
o-
erete. N~ao h�a ne
essidade de distin�
~ao entre pro
essos relativ��sti
os e n~ao relativ��sti
os no
formalismo, a n~ao ser nas aproxima�
~oes em 
�al
ulos expl��
itos. Do mesmo modo, n~ao h�a
efeitos de ampli�
a�
~ao da os
ila�
~ao em 
asos n~ao relativ��sti
os, apesar de tais efeitos serem
advogados por alguns trabalhos.

O uso expl��
ito de pa
otes de onda gaussianos permite-nos, nesse 
aso, 
lassi�
ar os
regimes de os
ila�
~ao. Nela est~ao presentes os fenômenos: de os
ila�
~ao de sabor, de separa�
~ao
de pa
otes e de alargamento do pa
ote; estes �ultimos s~ao desprezados em outros trabalhos.
O prin
ipal ganho de se in
luir o efeito de alargamento �e a melhora da aproxima�
~ao anal��ti
a
da f�ormula de os
ila�
~ao, j�a que isso in
lui termos de ordem superior. Do mesmo modo,
parâmetros 
ara
ter��sti
os desses fenômenos podem ser quanti�
ados.

Alguns problemas referentes a integra�
~oes no tempo e m�edias s~ao es
lare
idas, e uma
forma 
oerente de tomar m�edias mostra que esse pro
edimento s�o �e relevante se a taxa de

ria�
~ao do neutrino variar muito rapidamente em rela�
~ao �a in
erteza no tempo de dete
�
~ao

ausado pela in
erteza na posi�
~ao.

Mesmo assim, alguns problemas fundamentais restaram. A solu�
~ao 
ompleta do problema
da inde�ni�
~ao de sabor ini
ial n~ao foi poss��vel mas, mostramos que sob 
ertas 
ondi�
~oes o
formalismo �e plenamente apli
�avel.

Por �m, sob a luz do formalismo de pa
otes de onda, as f�ormulas de os
ila�
~ao deduzidas
a partir de ondas planas s~ao analisadas e, 
onstata-se que as f�ormulas 
om fatores adi
ionais
n~ao 
orrespondem a limites do formalismo 
om pa
otes de onda. Algumas expli
a�
~oes s~ao
expostas a esse respeito.
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Abstra
t

We review the Quantum Me
hani
s of Neutrino Os
illations fo
used on the �rst quantiza-
tion point of view, with the use of wave pa
kets (WP). We formalize the problem, assuming
as a good approximation the free propagation of the neutrinos after produ
tion and before
dete
tion. Therefore, no real 
onsideration is made about the produ
tion and dete
tion pro-

esses nor is its in
uen
e on the formalism 
onsidered. Even so, as a dire
t 
onsequen
e, the
formalism allows us to solve some problems of normalization appearing in some approa
hes
using WP.

Moreover, some general features of the behavior of the os
illation formulas 
an be inferred,
among them, the in
oherent limit. There is no need to distinguish between relativisti

and non relativisti
 pro
esses in the formalism, ex
ept in the approximations in expli
it

al
ulations. There is no e�e
ts of enhan
ement of os
illation in the non relativisti
 limit as
well.

The expli
it use of gaussian WP allow us to 
lassify the os
illation regimes in this 
ase.
They are 
hara
terized by the phenomena of 
avor os
illations, wave pa
ket slippage and
spreading e�e
ts. The last is usually not taken into a

ount. The main gain to in
lude
spreading e�e
ts is the better analyti
 approximation we get in the os
illation formulas,
sin
e it in
ludes higher order terms. Chara
teri
ti
 parameters for these phenomena 
an be
inferred as well.

Some problems 
on
erning time integrations and time averages are 
leared up, and a 
or-
re
t way of taking averages shows that this pro
edure is only important when the produ
tion
rate varies more rapidly than time un
ertainty 
aused by position un
ertainty in dete
tion.

Even though, some fundamental problems rest. The 
omplete solution of the initial 
avor
de�nition was not yet found, but we show that under 
ertain 
onditions the formalism is
well apli
able.

At last, under the light of the WP approa
h, the os
illation formulas dedu
ed with the use
of plain waves are analyzed. We verify that the formulas with extra fa
tors in the os
illation
phase do not 
orrespond to limits of the wave pa
ket formalism. Some explanations are given
about that.
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Cap��tulo 1

Introdu�
~ao

A f��si
a de neutrinos �e atualmente um 
ampo de pesquisa expressivamente ativo e re
onhe
i-
damente desa�ador dentro da f��si
a de altas energias ou, igualmente, dentro da f��si
a das
part��
ulas elementares e 
ampos, tanto do ponto de vista te�ori
o [1, 2, e referên
ias℄ 
omo
experimental [3, 4, 5℄. Haja vista os enormes dete
tores de neutrinos que est~ao em fun-

ionamento, dos quais pode se 
itar o SuperKamiokande [6℄ 
omo melhor exemplo do uso
massivo de re
ursos, te
nologia e do envolvimento de um grande n�umero de pesquisadores,
para se desvendar os mist�erios do 
omportamento do neutrino. O SuperKamiokande 
on-
siste de um grande tanque 
ontendo 50.000 toneladas de �agua ultra-pura situado a 1 km
da superf��
ie terrestre dentro da mina Mozumi, na 
idade de Kamioka, no Jap~ao [6℄. Para-
lelamente, do ponto de vista te�ori
o, um grande n�umero de me
anismos e modelos [2, 7℄
est~ao sendo propostos para expli
ar o fenômeno. Alguns desses me
anismos baseiam-se em
modelos de grande uni�
a�
~ao, prevendo uma grande gama de possibilidades de gera�
~ao das
matrizes de mixing.

Fortes evidên
ias experimentais apontam para a existên
ia de \
onvers~oes" entre neutri-
nos de diferentes sabores em dois dos prin
ipais 
en�arios: neutrinos atmosf�eri
os (para uma
revis~ao veja [7℄) e neutrinos solares [8℄. Neutrinos atmosf�eri
os s~ao neutrinos produzidos pelo
de
aimento de subprodutos de rea�
~oes entre raios 
�osmi
os prim�arios e a atmosfera terrestre,
prin
ipalmente advindo de p��ons e k�aons. Uma das primeiras evidên
ias diretas de os
ila�
~ao
para neutrinos atmosf�eri
os surgiu em 1998, advindo da 
olabora�
~ao SuperKamiokande [9℄,
atrav�es da medi�
~ao da dependên
ia do 
uxo de neutrinos muôni
os 
om o ângulo zenital,
o que indi
ava fortemente a os
ila�
~ao de sabor 
om a distân
ia. As evidên
ias anteriores
apresentavam um d�e�
it de neutrinos muôni
os atmosf�eri
os (veja [7℄ e referên
ias), (
on-
tradizendo as predi�
~oes te�ori
as feitas a partir de simula�
~oes de Monte Carlo), e um 
uxo
de neutrinos eletrôni
os de a
ordo 
om as mesmas simula�
~oes. A veri�
a�
~ao mais robusta
desse d�e�
it, baseou-se na medi�
~ao da raz~ao entre neutrinos (e antineutrinos) muôni
os e
eletrôni
os que podia ser 
al
ulado 
om maior pre
is~ao. A partir da��, o experimento de
Kamiokande 
on
luiu em 1988 ([7, 10℄ e referên
ias) que os dados obtidos n~ao podiam ser
expli
ados por erros estat��sti
os ou in
ertezas no 
uxo de raios 
�osmi
os ini
iais e que uma
nova f��si
a, favoravelmente �as os
ila�
~oes de neutrinos, poderia expli
�a-los. A veri�
a�
~ao de
que o desapare
imento do neutrino muôni
o realmente o
orre para os parâmetros 
ara
-
ter��sti
os dos neutrinos atmosf�eri
os, est�a sendo feita, 
om pre
is~ao 
ada vez maior, pelo
experimento K2K [11℄, que est�a em fun
ionamento desde 1999. Este experimento dete
ta
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neutrinos muôni
os produzidos por um a
elerador s��n
rotron de protons, situado na High
Energy A

elerator Resear
h Organization (KEK1), na 
idade de Tsukuba no Jap~ao, u-
sando o dete
tor Super-Kamiokande que dista 250Km da KEK. Pela 
olabora�
~ao K2K, foi
reportada re
entemente o mesmo d�e�
it de neutrinos muôni
os observada para os neutrinos
atmosf�eri
os [12℄.

A segunda grande evidên
ia de 
onvers~ao foi reportada re
entemente pela 
olabora�
~ao
SNO [13℄ no Canad�a, apontando evidên
ias, aparentemente 
laras, de que h�a 
onvers~ao de
neutrinos solares eletrôni
os em outros sabores [14℄. Neste experimento, pela primeira vez
foi poss��vel 
omparar diretamente 
uxos de neutrinos de diferentes sabores. At�e ent~ao,
experimentos via de
aimento beta inverso indi
avam que os neutrinos eletrôni
os produzidos
no sol estavam 
hegando �a Terra em n�umero bem menor que o esperado pelas previs~oes
do modelo padr~ao solar [15℄. Este problema �
ou 
onhe
ido 
omo o \problema do neutrino
solar".

Refor�
ando o fato de que a natureza os
ilante respons�avel pelo d�e�
it �e intr��nse
a aos neu-
trinos, o mesmo d�e�
it tamb�em foi 
on�rmado no experimento de KamLAND [16℄, preparado
para dete
tar neutrinos terrestres produzidos nos v�arios reatores nu
leares ao redor do de-
te
tor, situado na mesma mina do dete
tor SuperKamiokande.

Histori
amente, a existên
ia do neutrino foi ini
ialmente sugerida por Pauli [17℄, por volta
de 1930, para expli
ar o espe
tro 
ont��nuo da emiss~ao do de
aimento beta, embora tivesse
sido denominado de \neutron", at�e a des
oberta do atual neutron por Chadwi
k. Foi Fermi
(respons�avel pelo desenvolvimento do seu modelo via intera�
~ao de 
ontato, v�alido para o
de
aimento beta e, em geral, para a intera�
~ao fra
a �a baixas energias), quem atribuiu a essa
part��
ula neutra, de spin 1/2 e de massa nula, ou quase nula, o nome de neutrino. Devido
ao seu 
ar�ater pou
o interagente e, 
onseq�uentemente, de dif��
il dete
�
~ao, o neutrino �e, sem
d�uvida, uma das part��
ulas elementares mais misteriosas existentes. Aproximadamente 100
neutrinos induzidos por raios 
�osmi
os passam atrav�es de 
ada um de n�os a 
ada segundo;
somente uma intera�
~ao por 
orpo humano �e esperada em 
ada mil anos [18℄. Dentro do
Modelo Padr~ao das Part��
ulas Elementares (MPPE), ele interage apenas via inter�
~ao fra
a
(uma das quatro for�
as fundamentais da natureza, ex
etuando-se, obviamente, a gravidade
que age sobre o neutrino massivo, mas que est�a fora do MPPE). Por isso, foi dete
tada
apenas em 1956 [19℄, quase 25 anos depois da sugest~ao original de Pauli.

Sua dif��
il dete
�
~ao, no entanto, pode ser de grande importân
ia em apli
a�
~oes astrof��si
as

omo, por exemplo, para obter informa�
~oes a
er
a das atividades de estrelas [20, se
VI℄,
visto que neutrinos s~ao produtos 
omuns das rea�
~oes internas estelares e n~ao s~ao (ou s~ao
muito pou
o) interagentes 
om fortes 
ampos magn�eti
os e el�etri
os 
omo a
onte
e 
om
f�otons; do mesmo modo, o neutrino pode ser importante para inferir sobre a dinâmi
a de
outros 
orpos 
elestes 
omo supernovas, nos quais os neutrinos s~ao parti
ipantes ativos e
fundamentais das rea�
~oes que norteiam a sua evolu�
~ao e 
ria�
~ao. Histori
amente, por�em,
um dos maiores interesses a
er
a dos neutrinos (no que se refere a problemas astrof��si
os)
residia na possibilidade de que a existên
ia de massa para os neutrinos, por mais min�us
ula
que seja, poderia in
uen
iar na evolu�
~ao 
osmol�ogi
a do Universo. Assim 
omo os f�otons,
eles permeiam permanentemente o meio 
�osmi
o, possuindo uma radia�
~ao de fundo de 1:94K
de temperatura, e seriam parte integrante da 
hamada \mat�eria es
ura", que, apesar de n~ao

1KEK abrevia seu nome japonês Kou Enerugii Kasokuki Kenkyukikou
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ser vis��vel, 
ontribui para a densidade de massa e energia do Universo [18℄. Infelizmente,
re
entes observa�
~oes da Wilkinson Mi
rowave Anisotropy Probe (WMAP) [21℄ indi
am que
a 
ontribui�
~ao dos neutrinos n~ao �e relevante para a 
onstitui�
~ao e evolu�
~ao do Universo.

Apesar de ter sido uma das 
ondi�
~oes norteadoras na formula�
~ao da forma V-A da for�
a
fra
a, �uni
a for�
a nu
lear atuante sobre o neutrino (obviamente desprezamos a pequena 
on-
tribui�
~ao da for�
a gravita
ional), e tamb�em fundamental na 
ria�
~ao do modelo eletrofra
o
Glashow-Weiberg-Salam (GWS) [20, 22℄, que agora 
omp~oe um dos pilares do t~ao bem su
e-
dido modelo padr~ao, sua des
ri�
~ao, a priori, desprovida de massa, n~ao in
lui nenhum me
an-
ismo 
apaz de expli
ar a 
onvers~ao de sabor. Ent~ao, do ponto de vista te�ori
o, as 
hamadas
\os
ila�
~oes de neutrinos" s~ao um grande ind��
io de f��si
a nova e 
onstitui um importante
material para se estudar 
onseq�uên
ias de modelos al�em do modelo padr~ao e sua f��si
a [2℄.

1.1 Problem�ati
a Geral

A possibilidade de os
ila�
~ao dos neutrinos foi ini
ialmente proposta por Ponter
orvo [23℄
em 1957, quando previa-se uma os
ila�
~ao entre neutrino{anti-neutrino, visto que apenas
um tipo de neutrino era 
onhe
ido na �epo
a. A primeira apari�
~ao na literatura de uma
f�ormula de os
ila�
~ao, o
orre somente em 1969, 
om Gribov e Ponte
orvo [24℄. Ini
ialmente,
a possibilidade de os
ila�
~ao era fortemente espe
ulada em analogia 
om o sistema neutro
mesôni
oK0{ �K0, que eviden
iava os
ila�
~ao part��
ula{anti-part��
ula no setor de quarks. Com
k�aons, o modelo de os
ila�
~ao obteve um in
r��vel su
esso e 
on
ordava enormemente 
om os
experimentos.

Desde ent~ao, enquanto o fenômeno de os
ila�
~ao no v�a
uo foi se estabele
endo 
omo um
dos prov�aveis me
anismos respons�aveis pela 
onvers~ao de sabor dos neutrinos, a dedu�
~ao de
sua f�ormula de os
ila�
~ao foi se 
onsolidando na literatura, usando-se, majoritariamente, on-
das planas (OP) (veja por exemplo a dedu�
~ao feita por Kayser [4℄). Contudo, tais dedu�
~oes
s~ao feitas utilizando-se v�arias hip�oteses e aproxima�
~oes, aparentemente, n~ao rigorasas. Den-
tre elas, a mais utilizada �e a aproxima�
~ao ultra-relativ��sti
a, na qual aproxima-se x � t, tendo
em vista que a velo
idade do neutrino �e pr�oxima da velo
idade da luz (
 = 1). Dentro do

ontexto de Me
âni
a Quânti
a (MQ), em primeira quantiza�
~ao, x �e uma vari�avel 
orrespon-
dente a um observ�avel, enquanto o tempo (t) �e apenas um parâmetro. �E ne
ess�ario averiguar
se o uso dessa aproxima�
~ao �e impres
ind��vel para a dedu�
~ao ou seria mera 
ondi�
~ao simpli-
�
adora. Outra in
onsistên
ia inerente ao formalismo de OP �e a des
ri�
~ao deslo
alizada das
part��
ulas: sem lo
aliza�
~ao n~ao faz sentido falar em posi�
~ao, mesmo que m�edia, da part��
ula
viajando num 
erto tempo t. De outra forma, isso impli
a que a rela�
~ao semi-
l�assi
a x = vt,

omumente utilizada, tamb�em n~ao faz sentido, se nos restringimos estritamente a uma de-
s
ri�
~ao usando OP.

Outras quest~oes remetem �a heterogeneidade existente na literatura [25, 26℄ a respeito
das 
ondi�
~oes 
inem�ati
as impostas entre os auto-estados de massa, 
omo �E = 0; �p =
0; �v = 0 (
en�arios de energias [27, 36℄, momentos [4℄, velo
idades [25, 26℄ iguais). Cinemati-

amente, vê-se que nenhuma das 
ondi�
~oes �e rigorosamente v�alida (veja [28, 29℄, se
.4.2.1 e
se
.IV 
ap.5). Por �m, rela
ionado �a quest~ao anterior, existem exemplos na literatura nos
quais o uso de diferentes 
ondi�
~oes levam, no formalismo de OP, a diferentes f�ormulas de
os
ila�
~ao [26, se
.5.II℄[27, 30℄.
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O uso de pa
otes de onda (PsO) [29, 31, 32, 33, 34℄ teve 
omo motiva�
~ao a elu
ida�
~ao
dos problemas supra-
itados, baseando-se na id�eia de que as f�ormulas 
orretas obtidas 
om
ondas planas deveriam 
orresponder a 
asos limites do formalismo 
om pa
otes de onda.
O primeiro trabalho a tratar de pa
otes de onda, dentro da f��si
a de neutrinos, foi feito
por Kayser [31℄ que 
onsiderou in
ertezas n~ao nulas nos momentos e mostrou que existem

ondi�
~oes para que a os
ila�
~ao o
orra. Um 
�al
ulo mais 
on
reto usando-se pa
otes gaus-
sianos foi feito por Giunti et al [32℄. Apenas 
om o uso de PsO foi poss��vel introduzir a no�
~ao
de 
omprimento de 
oerên
ia, em analogia ao 
on
eito usado em �oti
a, embora isso tenha
sido qualitativamente introduzido por Nussinov [35℄. Contudo, mesmo 
om a introdu�
~ao de
PsO, permane
e o problema quanto �a de�ni�
~ao de auto-estados de sabor ou equivalentemente
quanto �as 
ondi�
~oes \ini
iais" que devem ser impostas sobre os PsO. Uma delas de�ne 
omo

ondi�
~ao, a inexistên
ia de qualquer sabor errado no ponto de 
ria�
~ao para todo o tempo [36℄.
Outra abordagem interessante 
onsiste em en
ontrar a 
orrente de probabilidade ao inv�es
da densidade de probabilidade [37℄, possibilitando a integra�
~ao no tempo para en
ontrar o

uxo, observ�avel que realmente �e medido em experimentos.

Apesar de todo o progresso al
an�
ado 
om PsO, �e 
onsenso geral entre os pesquisadores
que o formalismo mais adequado para a des
ri�
~ao dos neutrinos [38℄, desde a sua 
ria�
~ao at�e
a sua dete
�
~ao, seria o da teoria quânti
a de 
ampos (TQC), 
om o uso do modelo padr~ao
(MPPE) e me
anismos adi
ionais para gera�
~ao de massa para os neutrinos [39, para uma

revis~ao℄. No entanto, atrav�es de um 
�al
ulo simples, pode-se mostrar que auto-estados fra
os
n~ao podem ser bem de�nidos em TQC 
omo 
ombina�
~ao linear de auto-estados de massa 
om
massas de�nidas e distintas [40℄ (sem men
ionar que o uso do formalimo 
ompleto da TQC
aumenta sensivelmente as di�
uldades t�e
ni
as para o 
�al
ulo da amplitude de os
ila�
~ao,

om perda signi�
ativa no que 
on
erne �a interpreta�
~ao dos seus resultados). Mesmo diante
dessas di�
uldades, v�arias abordagens usando par
ialmente TQC s~ao desenvolvidas na lite-
ratura, 
omo, por exemplo, a abordagem de Giunti [41, 42℄ e a mais re
ente abordagem de
Beuthe [38, 43℄, denominada de \abordagem de Pa
ote de Onda Externo" (External Wave
Pa
ket Approa
h). Outros modelos usando TQC s~ao muito bem revisados no trabalho de
Beuthe [38℄.

Finalmente, dentro do formalismo de PsO internos, no qual expli
itamente asso
ia-se PsO
aos neutrinos em propaga�
~ao livre, alguns efeitos de ampli�
a�
~ao do fenômeno os
ilat�orio s~ao
previstos para neutrinos n~ao relativ��sti
os [32, 34℄. Como apontado por Kiers e Weiss [30℄,
esses efeitos s~ao desprovidos de sentido e s~ao 
onseq�uên
ia direta de integra�
~oes tempo-
rais, feitas sobre as f�ormulas de os
ila�
~ao ou sobre as amplitudes de transi�
~ao, 
onsideradas
ne
ess�arias pelos autores para eliminar a dependên
ia temporal das f�ormulas de os
ila�
~ao.
A ne
essidade desse pro
edimento �e justi�
ado, pelos mesmos, 
omo uma m�edia temporal,

onsiderada impres
ind��vel devido ao des
onhe
imento do tempo de 
ria�
~ao do neutrino. Tal
pro
edimento seria similar �as m�edias em energia, dimens~ao da fonte e regi~ao de dete
�
~ao,
que s~ao feitas sobre as f�ormulas de os
ila�
~ao e levam em 
onta a impossibilidade do inferi-
mento de 
ertas quantidades e do 
ontrole ou prepara�
~ao de eventos. Assim, a quest~ao da
legitimidade desses pro
edimentos e sua equivalên
ia a pro
edimentos de m�edia mere
em ser
analisadas.
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1.2 Objetivos

Atualmente, a f�ormula de os
ila�
~ao padr~ao, na f��si
a de neutrinos, pare
e des
rever adequada
e 
oerentemente os dados da maioria dos experimentos que têm sido realizados, e, por isso,
�e 
ada vez mais bem a
eita na 
omunidade 
ient���
a da �area. Apesar disso, as diversas
dedu�
~oes dessa f�ormula (e suas extens~oes em 
ontextos mais gerais 
omo TQC), existentes na
literatura, pare
em inequivalentes entre si, devido ao uso de diferentes 
ondi�
~oes e hip�oteses
que podem n~ao ser 
ompat��veis. Esse trabalho, ent~ao, tem 
omo prin
ipal objetivo, es
lare
er
e melhorar o entendimento do fenômeno de os
ila�
~ao usando uma abordagem 
om pa
otes
de onda, 
ujas interpreta�
~oes f��si
as s~ao 
laras e diretas. Para isso, �e ne
ess�ario modelar

orretamente o fenômeno dentro de um formalismo da me
âni
a quânti
a (MQ), restrito �a
primeira quantiza�
~ao [54, 55℄, o que permite o uso irrestrito de pa
otes de onda. A su�
iên
ia
desse formalismo pode ser justi�
ada pelo fato de que os neutrinos, uma vez 
riados pela
intera�
~ao fra
a, per
orrem livremente o v�a
uo, e podem ser aproximadamente des
ritos pelo
uso da MQ em primeira quantiza�
~ao sem intera�
~ao (des
onsiderando-se in
uên
ias do v�a
uo e
intera�
~oes). A in
�ognita do modelo, ent~ao, �
a restrita �as 
ondi�
~oes ini
iais, nas quais a forma
do pa
ote de onda que est�a sendo 
riado �e des
onhe
ida. Utilizaremos pa
otes gaussianos
para 
�al
ulos expl��
itos (
ap.3). Obviamente, podem ser feitas obje�
~oes quanto �a in
uên
ia
dos pro
essos de dete
�
~ao na interpreta�
~ao do fenômeno e 
onstru�
~ao do modelo [33, 38,
30℄. Alguns trabalhos, 
omo [30℄, a�rmam que o pro
esso de dete
�
~ao pode in
uen
iar na
os
ila�
~ao e at�e mesmo reviver a os
ila�
~ao no regime in
oerente. N~ao obstante, ser�a tratada
aqui apenas a \probabilidade de a part��
ula estar em 
erta posi�
~ao" quando des
rita por
determinado \pa
ote de onda". A extens~ao para todo o espa�
o, assegura a interpreta�
~ao
probabil��sti
a, uma vez que a normaliza�
~ao tenha sido efetuada. Al�em disso, no 
aso de
neutrinos, essa abordagem permite 
al
ular 
oerentemente a \presen�
a" de determinado
sabor independentemente da posi�
~ao e garantir que a soma das probabilidades de presen�
a
de todos os sabores seja 100%. Essa normaliza�
~ao autom�ati
a n~ao �e garantida em modelos
que usam integra�
~ao no tempo [29, 32, 34℄, sem uma normaliza�
~ao adi
ional. Como notado
por Kiers e Weiss [30℄, e tamb�em exposto neste trabalho (se
.4.1.1), a integra�
~ao no tempo
introduz fatores 1=v que podem n~ao fazer sentido em 
asos n~ao relativ��sti
os.

A ne
essidade do uso da Teoria Quânti
a de Campos (TQC) �
a restrita, ent~ao, �a 
ria�
~ao
e dete
�
~ao, o que equivale a espe
i�
ar 
ondi�
~oes ini
iais impostas pela intera�
~ao (respons�avel
pela 
ria�
~ao), sobre o pa
ote ini
ial e 
onsiderar a in
uên
ia da mesma intera�
~ao sobre o
pro
esso de dete
�
~ao. Embora algumas abordagens 
omo [33, 34℄ in
luam esse efeito usando
pa
otes de onda de 
ria�
~ao e dete
�
~ao, isso n~ao ser�a 
onsiderado aqui. Assim, abordagens
usando TQC e abordagens mistas (que in
luem TQC e PsO) n~ao ser~ao tratadas (veja [43℄).
Desprezamos assim, a in
uên
ia de neutrinos o�-shell sobre a propaga�
~ao.

Portanto, o uso desse formalismo, asso
iado �as hip�oteses apresentadas no 
ap��tulo 2,
mostrar�a que o fenômeno de os
ila�
~ao pode ser modelado sem problemas, 
om f�ormulas
de os
ila�
~ao devidamente normalizadas. Na se
.2.8, es
lare
eremos a inevit�avel dis
uss~ao
do pro
edimento de substitui�
~ao do tempo pela distân
ia, impres
ind��vel para 
one
tar o
observ�avel de posi�
~ao ao parâmetro tempo, n~ao observ�avel em MQ. Outras quest~oes refe-
rentes �a m�edia ou integra�
~ao no tempo ser~ao tratadas no 
ap.4, juntamente 
om quest~oes
inter
onexas 
omo as 
ondi�
~oes 
inem�ati
as impostas na 
ria�
~ao (se
.4.2) e 
ompara�
~ao do
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efeito de interferên
ia de PsO 
om o fenômeno de os
ila�
~ao de sabor (se
.4.4). N~ao �e pre
iso
re
orrer �as sutilezas dos pro
essos de 
ria�
~ao e dete
�
~ao para es
lare
er os problemas 
itados
a
ima. Embora o problema da inde�ni�
~ao de sabor ini
ial n~ao possa ser rigorosamente
resolvido dentro desse formalimo (se
.2.7), mostra-se que esse efeito �e desprez��vel, desde que
os pa
otes asso
iados aos auto-estados de massa sejam su�
ientemente semelhantes.

Uma vez 
oerentemente formalizada a des
ri�
~ao do fenômeno, en
ontraremos as f�ormulas
de os
ila�
~ao para um 
aso parti
ular, a gaussiana, por raz~oes �obvias de tratabilidade anal��ti
a.
Como 
onseq�uên
ia do uso de PsO, v�arios fenômenos al�em da os
ila�
~ao podem ser quantita-
tivamente modelados, 
omo a separa�
~ao (perda de 
oerên
ia �opti
a) e o spreading (alarga-
mento do PO). Condi�
~oes mais 
laras sobre os
ila�
~ao podem ser extra��das quantitativamente
e 
omparadas 
om o enfoque qualitativo de Kayser [31℄. A maioria dos resultados �e seme-
lhante aos en
ontrados em literatura [32, 34℄, ex
eto pelo fato de 
onsiderarmos tamb�em o
fenômeno de spreading, que pode ser n~ao desprez��vel em 
ertos 
asos. A ilustra�
~ao num�eri
a
�e feita para 
asos parti
ulares de pa
otes gaussianos 
om parâmetros diversos.

Por �m, revisaremos as abordagens usando ondas planas (se
.4.3 e 
ap.5), e sob a luz do
formalismo de pa
otes de onda (PsO), mostraremos que f�ormulas de os
ila�
~ao 
om fatores
adi
ionais n~ao 
orrespondem �a limites do formalismo de PsO. Assim 
omo, refor�
aremos a
origem desses fatores adi
ionais e mostraremos 
omo sua inexistên
ia pode ser entendida e
interpretada.
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Cap��tulo 2

Formalismo e Modelamento

As 
hamadas \os
ila�
~oes de neutrino" 
orrespondem a um tipo de os
ila�
~ao de sabor induzida
por diferen�
as de massa (OIDM), entre auto-estados superpostos, que se propagam no v�a
uo
ou na mat�eria. Efetivamente, �e o modelo que mais fa
ilmente des
reve os
ila�
~ao de sabor.
Sua implementa�
~ao no Modelo Padr~ao pode ser feita e
onomi
amente, se os neutrinos forem
de Majorana, 
om a inser�
~ao de termos de massa puramente de Majorana sem a ne
essidade
de neutrinos de quiralidade \right" (right handed) [34, 39℄.

O me
anismo que est�a por tr�as do 
omportamento os
ilat�orio est�a intimamente ligado
�a natureza quânti
a do fenômeno, visto que o prin
��pio de superposi�
~ao �e estritamente
ne
ess�ario. Uma grande semelhan�
a pode ser re
onhe
ida entre esta e os
ila�
~oes que o
or-
rem na Me
âni
a Quânti
a n~ao relativ��sti
a (veja [54℄), nos quais a superposi�
~ao de dois
auto-estados 
orrespondentes a duas energias diferentes da Hamiltoniana os
ila no tempo

om uma frequên
ia de Bohr que depende da diferen�
a de energia envolvida; ou igualmente
relembra o fenômeno de interferên
ia em dupla fenda [44℄, 
omo no experimento de Young.

No 
aso de OIDM para neutrinos, o n�umero quânti
o que dita as 
ondi�
~oes ini
iais �e o
sabor, da qual depende a intera�
~ao (nesse 
aso, intera�
~ao fra
a) respons�avel pela 
ria�
~ao e
dete
�
~ao. A evolu�
~ao a partir da 
ria�
~ao �e 
onsiderada livre e depende ex
lusivamente da
Hamiltoniana total que 
ont�em as massas 
omo parâmetros efetivos. Seus auto-estados de
massa evidentemente n~ao devem 
oin
idir 
om auto-estados de sabor (existên
ia de mixing),
que podem ser es
ritos 
omo 
ombina�
~ao linear dos auto-estados de massa.

Portanto, as hip�oteses ne
ess�arias para um modelamento efetivo da OIDM s~ao:

(i) existên
ia de mais de um estado que evolua diferentemente no tempo. No 
aso do
movimento livre, isso impli
a em massas n~ao degeneradas (
onforme �e ilustrado na
se
.4.4).

(ii) estados de 
ria�
~ao (ini
iais) e estados de dete
�
~ao n~ao 
oin
identes 
om os auto-estados
de massa (existên
ia de mixing).

(iii) possibilidade de superposi�
~ao dos auto-estados de evolu�
~ao (por exemplo, isso pode
n~ao ser poss��vel quando existem regras de super-sele�
~ao).

Com a in
lus~ao desses elementos essen
iais listados a
ima, formalizaremos o fenômeno
de OIDM nas se�
~oes subsequentes. Contudo, mostraremos tamb�em que essas hip�oteses
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diretamente in
lu��das levam a di�
uldades, tais 
omo o problema da inde�ni�
~ao ini
ial de
sabor (se
.2.6).

Al�em disso, deve ser men
ionado que, ao 
ontr�ario do sistema de k�aons (no qual auto-
estados de massa possuem 
anais de de
aimento distintos) n~ao �e poss��vel distinguir di-
retamente auto-estados de massa no 
aso de neutrinos. Somente auto-estados de sabor
s~ao �si
amente observ�aveis. Outra 
ara
ter��sti
a �e que a os
ila�
~ao deve o
orrer entre dife-
rentes auto-estados de sabor violando o \n�umero leptôni
o de sabor", ao inv�es de os
ila�
~ao
do 
ar�ater part��
ula{anti-part��
ula que est�a ligado ao n�umero quânti
o de estranheza para
k�aons. Ent~ao, para neutrinos, os estados observ�aveis n~ao 
orrespondem aos 
hamados \auto-
estados f��si
os" de massa, e s~ao de�nidos pela �uni
a intera�
~ao atuante, a intera�
~ao fra
a.
Possivelmente algum tipo de me
anismo n~ao padr~ao deve atuar de modo a violar o n�umero
leptôni
o de sabor [2℄.

Adianto aqui que esse formalismo possibilita re
onhe
er e es
lare
er alguns problemas de
normaliza�
~ao, al�em de possibilitar o 
�al
ulo de alguns observ�aveis a la Me
âni
a Quânti
a
n~ao relativ��sti
a, tais 
omo a posi�
~ao m�edia (se
.2.4).

2.1 Part��
ula �Uni
a?

Primeiramente, devemos abordar a quest~ao da de�ni�
~ao 
oerente de uma part��
ula simples
(n~ao 
omposta) e �uni
a. A des
ri�
~ao de uma �uni
a part��
ula livre relativ��sti
a em Me
âni
a
Quânti
a depende ex
lusivamente de suas 
ara
ter��sti
as 
in�eti
as, que est~ao intimamente
ligadas �as propriedades do espa�
o-tempo e suas simetrias [50℄. As propriedades 
in�eti
as em
quest~ao referem-se �as propriedades sob tranfoma�
~oes de Lorentz. Desse modo, uma part��
ula
livre deve ser des
rita por um vetor 
omplexo (spinor), que transforme de a
ordo 
om uma
representa�
~ao do grupo de Lorentz n~ao homogêneo (ou grupo de Poin
ar�e), formado pelo
grupo das transforma�
~oes de Lorentz homogêneas e transla�
~oes no espa�
o-tempo. Neste 
aso,
pode ser mostrado [50, 51℄ que uma representa�
~ao do grupo homogêneo restrito de Lorentz
(o grupo SO(1; 3) [53℄, que atua sobre quadrivetores no espa�
o-tempo de Minkowsky) pode
ser 
onstru��da mediante o isomor�smo existente entre este e as matrizes 
omplexas 2 � 2
de determinante unit�ario Sl(2; C ). O que emerge dessa an�alise �e que existe um subgrupo
invariante de tranforma�
~oes n~ao triviais que mant�em �xo o quadrimomento. No repouso
(p = 0), para uma part��
ula de massa n~ao nula, esse grupo �e similar ao grupo de rota�
~oes
(\little group" de Wigner). Ela 
orresponde �a propriedade intr��nse
a do spin.

Formalmente, o estado f��si
o que des
reve uma part��
ula livre deve ser uma representa�
~ao
irredut��vel do grupo de Poin
ar�e [50, 51℄. A irredutibilidade da representa�
~ao indi
a que o
sistema des
rito �e elementar dentro da mesma des
ri�
~ao [52℄. A massa deve ser uni
amente
de�nida 
omo um auto-valor invariante de Lorentz do operador de Casimir de massa (mais
pre
isamente, massa ao quadrado ou M2). O outro operador invariante de Casimir 
ara
-
teriza o m�odulo do spin (S2). Al�em disso, a superposi�
~ao de estados de diferentes spins �e
suprimida por 
onhe
idas regras de supersele�
~ao [51℄.

As tranforma�
~oes n~ao homogêneas de Lorentz in
luem transforma�
~oes restritas homogê-
neas de Lorentz (boosts e rota�
~oes), simetrias dis
retas e transla�
~oes no espa�
o-tempo [53℄.
Isso impli
a [51℄ que o espa�
o de estados pode ser gerado pelos estados de quadrimomento
e spin de�nidos. No limite da Me
âni
a Quânti
a n~ao relativ��sti
a, o espa�
o de estados
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que des
reve uma part��
ula se desa
opla na forma " = "orb 
 "spin [54℄, que �e um produto
tensorial do espa�
o de estados orbitais de�nido sobre o espa�
o tridimensional de 
oordenadas
espa
iais (rigged Hilbert spa
e [54℄ de�nido sobre R

3 : "orb
�= H3), e do espa�
o interno

de estados 
orrespondentes ao spin ("spin
�= SU(2)). Esse �e o formalismo de Pauli, se


onsideramos a representa�
~ao de spin 1=2.
Obviamente, no 
aso interagente, pode haver simetrias dinâmi
as asso
iadas �as 
ara
-

ter��sti
as das intera�
~oes envolvidas. Isso foi levado em 
onta de maneira espeta
ular no
Modelo Padr~ao, que levou �a grande simpli�
a�
~ao e entendimento da f��si
a de part��
ulas
atrav�es de 
on
eitos 
omo isospin, sabor e 
or. Como os neutrinos n~ao s~ao totalmente livres
de intera�
~ao (uma vez que interagem via intera�
~ao fra
a), na realidade, os auto-estados de
massa e sabor dos neutrinos devem ser pensados 
omo uma 
onseq�uên
ia das propriedades
dinâmi
as da intera�
~ao eletrofra
a padr~ao, e talvez de intera�
~oes al�em do Modelo Padr~ao.
As intera�
~oes modi�
am o v�a
uo da teoria (em TQC), que pode estar intimamente liga-
do ao 
omportamento os
ilat�orio do neutrino. �E interessante notar que at�e o advento dos
fenômenos de os
ila�
~ao 
om k�aons n~ao havia nenhuma ne
essidade de se superpor auto-
estados de massas diferentes.

Contudo, temos boas raz~oes para 
onsiderar 
omo boa aproxima�
~ao a ausên
ia de in-
tera�
~ao sobre os neutrinos, visto que a intera�
~ao fra
a �e de pequena intensidade 
omparada

om outras for�
as fundamentais e, a grosso modo, sua in
uên
ia sobre a estrutura do v�a
uo
deve ser pequena. Ent~ao, �a ex
e�
~ao de tempos muito pr�oximos da 
ria�
~ao e dete
�
~ao,
nos quais a intera�
~ao �e obviamente n~ao desprez��vel, podemos 
onsiderar os neutrinos 
omo
part��
ulas livres.

Se estendermos o formalismo para sistemas 
ompostos, no 
aso de um sistema de n
part��
ulas, devemos 
onsiderar um espa�
o de estados total da forma " = "1
"2
� � �
"n

,
onde 
ada "i representa o espa�
o de estados para uma part��
ula. Uma base geral pode ser

onstru��da atrav�es do produto tensorial de bases de uma part��
ula. Obviamente, se as n
part��
ulas s~ao idênti
as (mesma massa, spin, e 
arga et
), o espa�
o efetivo �e somente um
subespa�
o no qual os estados obede
em �as regras de simetriza�
~ao/anti-simetriza�
~ao 
ara
-
ter��sti
as, de a
ordo 
om as estat��sti
as de Bose-Einstein/Fermi-Dira
.

Diferentemente, dentro da aproxima�
~ao livre, pode-se notar que, para se tratar ade-
quadamente a OIMD 
om n diferentes massas, pre
isamos de um espa�
o redut��vel [51℄
" = "1 � "2 � � � � � "

n
, onde "k � "(mk) (mk 6= mk0 ; k; k0 = 1; ::; n) �e o espa�
o de

estados de uma part��
ula 
ara
terizados por massas diferentes. Isso difere tanto da des
ri�
~ao
de uma part��
ula 
omo de n part��
ulas. Naturalmente, depois que in
luirmos a rela�
~ao de
mixing ou equivalentemente os auto-estados de sabor em termos dos auto-estados de massa,
o espa�
o de estados total deixa de ser redut��vel. �E importante notar que essa formaliza�
~ao
�e efetiva e n~ao leva em 
onta nenhuma informa�
~ao das matrizes de massa ou da in
uên
ia
de intera�
~oes. Provavelmente essas informa�
~oes devem ser in
lu��das para que o espa�
o de
estados seja irredut��vel e menos ad ho
.

Um dos problemas formais em usar soma direta de espa�
os " = "1 � "2 (para duas
massas) �e que n~ao podemos desa
oplar o espa�
o total em " = "orb 
 "massa=sabor, o que
garantiria uma boa de�ni�
~ao de auto-estados de sabor e uma no�
~ao 
oerente de part��
ula.
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2.2 Formalismo de duplo bra-ket

Nesta se�
~ao des
revemos o formalismo e a nota�
~ao partindo das id�eias 
itadas na se�
~ao
anterior e, adi
ionalmente, nos restringiremos ao 
ontexto de primeira quantiza�
~ao (Me
âni
a
Quânti
a relativ��sti
a [55, 56℄). Ao longo deste trabalho ser~ao utilizadas unidades naturais
~ = 1; 
 = 1.

Para ilustrar o formalismo de maneira simples e 
lari�
ar interpreta�
~oes, restringiremo-
nos ao 
aso de duas massas e sabores, e ao 
aso em que n~ao haja graus intr��nse
os de liberdade
(spin 0). Al�em disso, usaremos aqui uma nota�
~ao n~ao 
ovariante [49℄, na qual as fun�
~oes de
onda adquirem o signi�
ado usual de densidade de probabilidade (em posi�
~ao ou momento),
e os operadores de posi�
~ao podem ser de�nidos fa
ilmente. Devido �as fortes evidên
ias de
que o mixing deva ser quase m�aximo em ambos os 
asos (os
ila�
~ao de neutrinos atmosf�eri
os
e solares), a simpli�
a�
~ao de duas fam��lias pode ser ainda bem apli
�avel.

Neste 
aso, o espa�
o efetivo de estados se reduz a " = "1 � "2 = "orb1 � "orb2. Cada
espa�
o "k = "(mk), (k = 1; 2), pode ser gerado pelos respe
tivos auto-estados de momento
independentes do tempo fjpi1; jpi2g, auto-estados dos operadores de momento fP1;P2g,
asso
iados, respe
tivamente, �as part��
ulas de massa fm1; m2g. Os sub��ndi
es �a direita dos
kets denotam o espa�
o ao qual estes perte
em. Eles obede
em a normaliza�
~ao usual n~ao

ovariante da Me
âni
a Quânti
a n~ao relativ��sti
a:

k
hpjp0i

k
= Æ3(p� p0) :

Assim, dado um estado j ik 2 "k, este pode ser es
rito em termos da base fjpikg, 
omo,

j ik =
Z
d3p g(p)jpik ; (2.1)


uja normaliza�
~ao �e dada por

k
h j i

k
=

Z
d3p jg(p)j2 = 1 :

Visto que esses dois espa�
os s~ao idênti
os (
om ex
e�
~ao da diferen�
a de massa), podemos
es
olher P1

�= P2
�= ~P 
omo tendo representa�
~oes idênti
as dentro de 
ada "k, suprimindo

sua dependên
ia em massa, que 
lassi
amente poderia ser dada por p = m
v. Com essa
es
olha, passamos a dependên
ia expl��
ita em massa uni
amente para a energia, em termos
do operador hamiltoniano e operadores que dependem do mesmo. O mais importante entre
eles, e o �uni
o que ser�a abordado, �e o operador de evolu�
~ao temporal. Evidentemente, outros
tipos de es
olha poderiam ter sido feitas e, de fato, uma an�alise mais detalhada deveria ser
devotada a essa quest~ao, prin
ipalmente no que 
on
erne �a n~ao 
ovariân
ia do formalismo.
Ent~ao, somente 
om a evolu�
~ao temporal (na pi
ture de S
hr�odinger), surgir�a a dependên
ia
expl��
ita das massas nos estados e ser�a ne
ess�ario mar
ar os espa�
os respe
tivos; 
onforme
ilustrado na se
.2.8, o operador de posi�
~ao, embora mantenha a mesma representa�
~ao no
espa�
o de momentos para ambos os espa�
os, age de maneira diferente devido �a diferen�
a em
energia. Isso deve ser levado em 
onta ao fazermos 
�al
ulos 
om auto-estados de sabor que
misturam auto-estados de massa.
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A distin�
~ao entre espa�
os diferentes �e feita ad ho
, 
onsiderando 
omo base os auto-
estados ortogonais de masssa fjm1i; jm2ig 1 no qual

hmkjmk0i = Ækk0 : (2.2)

Assim, o operador de massa M nessa base de massa

jm1i �
�
1
0

�
; jm2i �

�
0
1

�
(2.3)

�e diagonal e da forma M = m1jm1ihm1j+m2jm2ihm2j � diag(m1; m2) :
Ent~ao um estado gen�eri
o de \duplo ket", j	ii, em " = "1 � "2 pode ser es
rito 
omo

uma soma direta de um estado em "1 e outro em "2. Usando a nota�
~ao de Dira
 lê-se,

j	ii = �1j 1i � �2j 2i � �1j 1;m1ii+ �2j 2;m2ii ; (2.4)

onde

j k;mkii � j ki 
 jmki ; j ki 2 "k ; h 1j 1i = h 2j 2i = 1 :

Usando (2.3) podemos es
rever o estado a
ima 
omo

j	ii �
�
�1j 1i
�2j 2i

�
; onde j�1j2 + j�2j2 = 1 : (2.4)

A nota�
~ao \duplo" ket mostra 
erta semelhan�
a 
om a teoria de spin 1=2 de Pauli, mas ao
mesmo tempo e diferentemente do spin, ela expressa a impossibilidade de es
rever um estado
geral em " 
omo um �uni
o ket. Nesta nota�
~ao simpli�
ada j 1i � j 1i1, subentende-se dois
mar
adores (segundo membro da equa�
~ao): os subes
ritos nas fun�
~oes de onda  seriam
apenas mar
adores para �ns de distin�
~ao e poderiam ser substiu��dos pela distin�
~ao entre  
e �, por exemplo; o subes
rito fora dos kets denotam, 
omo anteriormente men
ionado, a
distin�
~ao entre os espa�
os "k. Como n~ao h�a ne
essidade de usarmos o mesmo mar
ador k
duas vezes, suprimimos um deles, o externo, sem perda de distin�
~ao. Eventualmente, quando
formos tratar de PO iguais, restauraremos os mar
adores externos.

Com essa nota�
~ao, de�nimos naturalmente o produto es
alar 
om a introdu�
~ao do \duplo"
bra,

hh	j = ��
1
hh 1;m1j+ ��

2
hh 2;m2j �

�
��

1
h 1j ��

2
h 2j

�
: (2.5)

Portanto, o produto es
alar pode ser 
al
ulado de maneira simples atrav�es da �algebra ma-
tri
ial:

hh~	j	ii �
�
~��
1
h ~ 1j ~��

2
h ~ 2j

� �
�1j 1i
�2j 2i

�
= ~��

1�1 h ~ 1j 1i+ ~��
2�2 h ~ 2j 2i : (2.6)

1Na verdade, esta rela�
~ao de ortogonalidade deve ser baseada em algum n�umero quânti
o advindo de
modelos em TQC, que aqui �e representado efetivamente pela massa. Repare que no limite de massas
degeneradas n~ao faz sentido falar em mixing e ortogonalidade.
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Se nos restringirmos a um dos espa�
os de estados k, o operador de momento ~P ou o
operador de posi�
~ao ~X, ser~ao bem de�nidos e idênti
os; seus auto-estados jpi ou jxi gerar~ao
o respe
tivo espa�
o. Por outro lado, o operador hamiltoniano depende do momento ~P e da
massa mk na forma de

Hk = ~H( ~P;mk) : (2.7)

O requerimento [Hk; ~P℄ = 0, ne
ess�ario para o movimento livre (invariân
ia por transla�
~oes
gerados por ~P), �e satisfeito diretamente.

Agora devemos analisar os operadores gerais que atuam sobre um estado geral (2.4a) no
espa�
o extendido ", e denotaremos esse espa�
o de operadores lineares de F(").

Em parti
ular, tomando um estado jpii 2 " 
omo soma direta dos estados jpki 2 "k


om o mesmo auto-valor de momento p1 = p2 = p

jpii =
�
�1jpi1
�2jpi2

�
; onde j�1j2 + j�2j2 = 1 ; �k 2 C ; (2.8)


onstatamos que a soma de�ne um 
onjunto de auto-estados de um operador generalizado
de momento, de�nido em " por

P = ~P� ~P �
�

~P
~P

�
= ~P
 �1 + ~P
 �2 ; (2.9)

onde

�k � jmkihmkj � 1
2 [1+ �k�3℄ ; �k = �1 ; (2.10)

�e o projetor do espa�
o "k. Podemos observar, que para um dado momento p, auto-valor do
operador P, temos dois estados generalizados independentes, 
orrespondentes, por exemplo,
aos estados (�1 = 1; �2 = 0) e (�1 = 0; �2 = 1) a
ima. Esses estados s~ao, em parti
ular,
auto-estados do operador generalizado ~P1; ~P2 de�nido apropriadamente em " 
omo

~P1 = P�1 ;
~P2 = P�2 ;

onde

�
�

2

k = �k ;
�1�2 = �2�1 = 0 :

(2.11)

Note que um estado tem um momento bem de�nido asso
iado �a P somente se ambos auto-
estados de massa tiverem momentos de�nidos. Para distinguir entre essses dois estados
independentes, temos de 
onsiderar o operador M e rotular os estados 
omo

jp;m1ii �
� jpi

1

0

�
;

jp;m2ii �
�

0
jpi2

�
: (2.12)

Agora podemos expandir qualquer estado (2.4) atrav�es dos auto-estados de momento a
ima:

j	ii � �1

Z
d3p g1(p)jp;m1ii+ �2

Z
d3p g2(p)jp;m2ii : (2.13)
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A passagem para a nota�
~ao matri
ial �e direta.
Note que fM;Pg (1+3 operadores) forma um 
onjunto 
ompleto de observ�aveis que


omutam [54℄ (CSCO) em ", embora ini
ialmente o 
onjunto f~P1; ~P2g 2 "1 � "2 (3+3
operadores) fosse ne
ess�ario para gerar todos os estados. Isso �e re
exo da soma direta de
espa�
os, no qual �e baseada a 
onstru�
~ao do espa�
o total ". ~Pk pode ser pensado 
omo o
operador de momento P projetado sobre um dos espa�
os de massa de�nida k.

Analogamente, a a�
~ao de qualquer operador A em ", dependente ou n~ao da massa, pode
ser de�nida a partir da a�
~ao dos respe
tivos operadores A1; A2, bem de�nidos em "1; "2.
Isso nos leva a

A �
�
A1

A2

�
= A1 
 �1 + A2 
 �2 : (2.14)

�E 
laramente re
onhe
ido que qualquer operador de�nido dessa forma tem, no m��nimo, uma
dupla degeneres
ên
ia devido �as massas.

Depois de termos de�nido P eM , podemos generalizar a HamiltonianaHk em (2.7) 
omo

H = H(P;M) �
�

~H(P1;m1)
~H(P2;m2)

�
: (2.15)

Das de�ni�
~oes (2.15) e (2.9) podemos notar que a rela�
~ao

[H;P℄ = 0

�e satisfeita, 
omo esperado por 
onstru�
~ao. Trivialmente, tamb�em temos

[P;M ℄ = 0 ; e [H;M ℄ = 0 :

Contudo, s�o podemos 
onstruir uma base 
omum a fH;Pg se nos restringirmos a um dos
espa�
os, visto que os auto-estados 
orrespondentes somente a fPg (2.8) n~ao possuem, em
geral, o mesmo auto-valor de energia. Veja que

H

�
�jpi1
�jpi

2

�
=

�
E1

E2

��
�jpi1
�jpi

2

�
; (2.16)

onde

Ek � E(p;mk) ;

�e uma fun�
~ao �xa das vari�aveis indi
adas. No 
aso relativ��sti
o livre, a energia tem a forma
usual,

E(p;mk) =
p
p2 +m2

k
: (2.17)

Portanto, n~ao podemos 
onstruir uma base 
omum de auto-vetores de H e de P, ex
eto
quando � = 0 ou � = 0. Isso tamb�em ser�a respons�avel pela impossibilidade de 
ria�
~ao de
estados 
om sabores bem de�nidos, a menos que os estados 
orrespondentes �as duas massas
sejam exatamente iguais.
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Ao inv�es disso, se tentarmos 
onstruir auto-estados simultâneos de massa e energia,
fjE1;m1i; jE2;m2ig, da mesma forma que 
onstru��mos auto-estados simultâneos de mo-
mento e massa, en
ontraremos outra di�
uldade devido �a difere�
a entre as energias m��nimas
poss��veis para 
ada estado (
onsiderando somente estados \on-shell", a energia m��nima �e
dada pela massa, que n~ao �e degenerada por hip�otese). Ent~ao, o espe
tro de energia n~ao pode
ser bem de�nido para qualquer superposi�
~ao de massas diferentes. Claro que poder��amos
usar uma representa�
~ao aproximada (veja apêndi
e A), mas essa aproxima�
~ao �e v�alida so-
mente para part��
ulas relativ��sti
as.

Assim, utilizaremos, daqui em diante, a base gerada por fM;Pg para fazer os 
�al
ulos

oerentemente e 
onstruir o formalismo.

2.3 Evolu�
~ao Temporal

At�e o momento o tempo n~ao foi men
ionado e portanto, a evolu�
~ao temporal tamb�em n~ao
foi apresentada. Mostraremos aqui 
omo a evolu�
~ao temporal pode ser efetuada.

Assume-se, agora, uma evolu�
~ao hamiltoniana, dada pela equa�
~ao de evolu�
~ao temporal
tipo S
hr�odinger:

i
d

dt
j	(t)ii = Hj	(t)ii : (2.18)

Dessa equa�
~ao, o operador de evolu�
~ao temporal generalizado U(t) �e dada por

U(t) � expf�iH(P;M)tg �
�
U1(t)

U2(t)

�
: (2.19)

Esta �ultima, dada em termos dos operadores de evolu�
~ao individuais

Uk(t) = e
�iHkt ; (2.20)

que atuam em 
ada espa�
o "k. Aqui, 
onsidera-se que a Hamiltoniana n~ao dependa expli
i-
tamente do tempo.

De a
ordo 
om a pi
ture de S
hr�odinger, um estado geral em um tempo t �e rela
ionado
a um estado ini
ial em t = 0, por

j	(t)ii = U(t)j	(0)ii : (2.21)

Visto que esta evolu�
~ao temporal introduz uma dependên
ia expl��
ita das massas nos estados
evolu��dos atrav�es de (2.19) e (2.20), os sub��ndi
es destes operadores devem ser propagados
para os estados evolu��dos; os 
�al
ulos ser~ao efetuados segundo a pi
ture de S
hr�odinger
usando o operador de evolu�
~ao:

j	(t)ii = U(t)j	(0)ii =
�
U1(t)

U2(t)

��
�1j 1i
�2j 2i

�
=

�
�1U1j 1i
�2U2j 2i

�
�
�
�1j 1(t)i
�2j 2(t)i

�
;

(2.21)
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onde a evolu�
~ao temporal pode ser efetuada a partir da expans~ao (2.1)

Uk(t)j ki = Uk(t)

Z
d3p g

k
(p)jpi

k
=

Z
d3p g

k
(p) expf�iE(p; mk)tg jpik ; (2.22)

visto que fjpig s~ao auto-estados da Hamiltoniana livre 
om energias,

Ek(p) =
p
p2 +m2

k
:

Do mesmo modo,  
k
(x; t) = hxj 

k
(t)i pode ser fa
ilmente 
al
ulado a partir da expans~ao em

Fourier:

 
k
(x; t) = 1

(2�)
3=2

Z
d3p g

k
(p)ei(p:x�Ek(p)t) : (2.23)

2.4 Observ�aveis e Probabilidade

Mostramos na se�
~ao 2.2 que um observ�avel A em F(") pode ser 
onstru��do a partir dos
seus respe
tivos observ�aveis fA1; A2g, bem de�nidos em 
ada subespa�
o "k. Denotamos
por fa; a0:::g os poss��veis auto-valores 
ontidos no espe
tro de 
ada Ak, supondo que esta n~ao
dependa da massa expli
itamente.

Dado um estado geral j	ii (2.4a), a amplitude de probabilidade de um dado auto-valor
a ser medido �e dada pela soma do produto es
alar 
om os dois estados (se o espe
tro de Ak

n~ao for degenerado)

fhha;m1j; hha;m2jg ;

de�nidos no formalismo a
ima. A probabilidade independente da massa deve ser somada
sobre os dois auto-estados de massa:

}(a) = jhha;m1j iij2 + jhha;m2j iij2
= j�1j2jhaj 1ij2 + j�2j2jhaj 2ij2
= hh�1ii jhaj 1ij2 + hh�2ii jhaj 2ij2 : (2.24)

Isso �e an�alogo ao postulado de soma sobre degeneres
ên
ias em Me
âni
a Quânti
a N~ao
Relativ��sti
a [54℄. No nosso 
aso a degeneres
ên
ia �e dada pela massa.

O valor m�edio de A que denotaremos de hhAii �e fa
ilmente 
al
ulado por:

hhAii �
�
��

1
h 1j ��

2
h 2j

� �
A1

A2

��
�1j 1i
�2j 2i

�
= j�1j2 hAi1 + j�2j2 hAi2
= hh�1ii hAi1 + hh�2ii hAi2 ; (2.25)

onde

hAi
k
� h 

k
j ~Aj 

k
i � hhA�kii

hh�kii (2.26)
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�e o valor m�edio normalizado de 
ada operador A projetado sobre "k. A �ultima express~ao �e
de�nida em termos dos operdores generalizados em F("); note que essa de�ni�
~ao �e 
onsis-
tente 
om os 
asos limites (�1 = 1; �2 = 0) or (�1 = 0; �2 = 1).

Por �m, 
abe dis
utir o valor m�edio de 
ertos operadores expli
itamente. Observa-se que

ertas possibilidades s~ao abertas; por exemplo, 
onsideremos o operador de posi�
~ao X. Seu
valor esperado �x �e, de a
ordo 
om (2.25), dado por

�x = hhXii = j�1j2 hXi1 + j�2j2 hXi2 : (2.27)

E quanto �a sua variân
ia �x2? Podemos ter, de fato, duas de�ni�
~oes distintas para a
variân
ia:8<

:
�x2

tot
� hh(X� hhXii)2ii = hhX2ii � (hhXii)2 ;

�x2
int �

** 
(�X1)

2

(�X2)
2

!++
= j�1j2h(�X1)

2i1 + j�2j2h(�X2)
2i2 ; (2.28)

onde

�Xk = Xk � hXi
k
:

Elas denotam, respe
tivamente, a variân
ia total e a variân
ia intr��nse
a. Isso re
ete o fato
de que a in
erteza efetiva na posi�
~ao (�x2

tot
) tem duas 
ontribui�
~oes: uma in
erteza intr��nse
a

(�x2
int
), relativa �a largura de 
ada PO de massa, e outra in
erteza dada pela separa�
~ao entre

esses pa
otes. Podemos ter uma id�eia dessa separa�
~ao: se subtra��rmos as duas express~oes de
in
erteza a
ima,

�x2

tot
��x2

int
= j�1j2j�1j2

�hXi1 � hXi2
�2
; (2.29)

en
ontramos uma distân
ia propor
ional ao quadrado da distân
ia entre as posi�
~oes m�edias
dos pa
otes, 
om a qual podemos de�nir

�x2

dis
� �x2

tot ��x2
int

hh�1iihh�2ii
=
�hXi1 � hXi2

�2
: (2.30)

2.5 Auto-Estados de Sabor

Conforme men
ionado na introdu�
~ao (
ap��tulo 2, hip�otese ii), em OIDM �e ne
ess�ario que o
estado ini
ial n~ao tenha massa de�nida, j�a que a dinâmi
a �e tal que a part��
ula 
ontinuaria
no mesmo subespa�
o de massa sem efeitos os
ilat�orios (M �e uma 
onstante de movimento).

Em geral, auto-estados de sabor fjfkig ; (k = 1; 2) s~ao rela
ionados 
om auto-estados de
massa, fjmkig ; (k = 1; 2), por uma transforma�
~ao unit�aria que pode ser rede�nida 
omo
ortogonal (e real, o que impli
a em 
onserva�
~ao CP) no 
aso de mixing de duas fam��lias no
v�a
uo. Chamaremos essa matriz de mixing de UM , de�nida por�jf 1i

jf 2i
�
= UM

�jm1i
jm2i

�
; (2.31)
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parametrizada pelo ângulo de mixing � na forma

UM =

�

os � � sin �
sin � 
os �

�
: (2.32)

Na verdade, os auto-estados de sabor devem ser distinguidos de uma simples 
ombina�
~ao
linear de auto-estados de massa (2.2). Diferentes auto-estados de massa est~ao envolvidos, o
que �e de�nido somente em " 
om a adi�
~ao da parte orbital, dependente das 
oordenadas.
N~ao h�a um espa�
o de estados de sabor, independente do espa�
o de estados orbitais, no qual
podemos restringir a rela�
~ao (2.31). Isso �e apropriadamente denotado por

j 1;  2; f1ii = 
os � j 1;m1i � sin � j 2;m2i �
�


os � j 1i
� sin � j 2i

�
;

j 1;  2; f2ii = sin � j 1;m1i+ 
os � j 2;m2i �
�

sin � j 1i

os � j 2i

�
;

(2.33)

onde

h kj ki = 1 ; k = 1; 2 :

Isso impli
a

hh 1;  2; fkj 1;  2; fk0ii = Ækk0 : (2.34)

A evolu�
~ao temporal pode ser 
al
ulada apli
ando-se o operador de evolu�
~ao generalizado
(2.19) j�a men
ionado, no qual os estados (2.33) em um dado tempo t s~ao dados por

j 1;  2; fk; tii = U(t)j 1;  2; fkii = j 1(t);  2(t); fkii : (2.35)

A evolu�
~ao temporal de 
ada j 
k
i �e dada por (2.22).

Introduzimos, agora, os operadores (projetores) �fk que projetam estados em auto-estados
de sabor. A de�ni�
~ao mais �el que pode ser 
onseguida, mantendo-se m�axima independên
ia
do espa�
o orbital, �e dada, no 
aso de f1, por

�
f1
�
Z

1

�1

d3p jp; f1iihhp; f1j =
�


os2� 11 � sin � 
os � T12

� sin � 
os � T21 sin2� 12

�
; (2.36)

onde

T12 =

Z
1

�1

d3p jpi1 2hpj ; (2.37)

Z
1

�1

d3p jpi
k k
hpj = 1k identidade em "k:

Deixamos aqui expl��
ito que os auto-estados jpi
k
perten
em ao espa�
o k, para mostrar que

T12 est�a 
one
tando espa�
os de massas diferentes. A introdu�
~ao expl��
ita do operador T12

ser�a ne
ess�aria quando tratarmos de operados que possuem representa�
~oes ou apli
a�
~oes
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diferentes para estados 
om massas diferentes; por exemplo, quando se usa o operador de
posi�
~ao X � i�p na represeta�
~ao de momento, deve ser expli
itamente indi
ado em que
espa�
o �e a apli
a�
~ao (se
.2.8). Para o 
�al
ulo da probabilidade de transi�
~ao, a distin�
~ao �e
irrelevante e omitiremos os operadores 1k e T12. O operador �

f2
pode ser fa
ilmente obtido

fazendo-se, em (2.36), a substitui�
~ao(

os�

f1! f2�! sin� ;
sin� �! � 
os� :

Essa defeni�
~ao dos projetores de sabor leva em 
onta qualquer valor de momento homoge-
neamente. O mesmo pode ser feito usando-se estados jx; fkii de posi�
~ao, embora o uso de
auto-estados de momento torne o 
�al
ulo mais simples. Essa de�ni�
~ao �e tal que

�
f1

+ �
f2

= 1 em " : (2.38)

Apli
ando a identidade a
ima, podemos rees
rever (2.33) 
omo

j 1;  2; f1ii �
Z
d3p

�hhp; f1j 1;  2; f1ii jp; f1ii+ hhp; f2j 1;  2; f1ii jp; f2ii
�
;

j 1;  2; f2ii �
Z
d3p

�hhp; f1j 1;  2; f2ii jp; f1ii+ hhp; f2j 1;  2; f2ii jp; f2ii
�
;

(2.39)

onde

hhp; f1j 1;  2; f1ii = 
os2� hpj 1i+ sin2� hpj 2i ;
hhp; f2j 1;  2; f1ii = sin� 
os� [hpj 1i � hpj 2i℄ ;
hhp; f1j 1;  2; f2ii = sin� 
os� [hpj 1i � hpj 2i℄ ;
hhp; f2j 1;  2; f2ii = sin2� hpj 1i+ 
os2� hpj 2i :

(2.40)

Analogamente, na representa�
~ao de 
oordenadas, os estados a
ima podem ser es
ritos

omo

j 1;  2; f1ii �
Z
d3x

�
 f1f1(x; t; �) jx; f1ii+  f2f1(x; t; �) jx; f2ii

�
;

j 1;  2; f2ii �
Z
d3x

�
 f1f2(x; t; �) jx; f1ii+  f2f2(x; t; �) jx; f2ii

�
; (2.41)

onde

 f1f1(x; t; �) = 
os2�  1(x; t) + sin2�  2(x; t) ;

 f2f1(x; t; �) = sin� 
os� [ 1(x; t)�  2(x; t)℄ ;

 f1f2(x; t; �) = sin� 
os� [ 1(x; t)�  2(x; t)℄ ;

 f2f2(x; t; �) = sin2�  1(x; t) + 
os2�  2(x; t) :

(2.42)

Essas amplitudes de probabilidade de sabor ser~ao gra�
ados na se�
~ao 3.3 para o 
aso de
fun�
~oes de onda (auto-estados de massa) gaussianas, 
om alguns parâmetros 
ara
ter��sti
os.
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2.6 Probabilidade de Mudan�
a de Sabor

Podemos agora 
al
ular, de maneira simples, a probabilidade de um estado de sabor f1 mudar
para um estado de sabor f2 depois de um tempo t:

}
f1!f2

(t) � hh 1;  2; f1; tj�f2 j 1;  2; f1; tii
=

Z
1

�1

d3x jhhx; f2j 1;  2; f1; tiij2

= 1
2 sin

22�

Z
1

�1

d3x j 1(x; t)�  2(x; t)j2

= 1
2 sin

22�(1� <fA12g) ; (2.43)

onde

A12 � h 2 jU y
2
T21U1j 1i =

Z
d3x 1(x; t) 

�
2
(x; t)

=

Z
d3p g1(p)g

�
2
(p)e�i�E12(p)t ; (2.44)

e

�E12(p) = E1(p)� E2(p) (p = jpj) ; g�
2
(p) = h 2 jpi ; g1(p) = hpj 1i :

Podemos ver que �E12(p) 6= 0 �e o respons�avel pela dependên
ia temporal da probabilidade
de transi�
~ao; se n~ao existisse distin�
~ao de massa (veja se
.4.4), n~ao haveria os
ila�
~ao.

Com o uso de tais de�ni�
~oes, (2.38) assegura que

}
f1!f1

� hh 1;  2; fk; tj�f1 j 1;  2; fk; tii = 1�}
f1!f2

:

Esta de�ni�
~ao garante a 
onserva�
~ao da probabilidade total de sabor em qualquer tempo t:

todos os saboresX
i

}
fk!fi

(t) = 1 ; 8 k = 1; 2 : (2.45)

Tamb�em,

}
f2!f1

=}
f1!f2

�}tro
a ; (2.46)

}
f1!f1

=}
f2!f2

�}
sobre

; (2.47)

onde \sobre" denota sobrevivên
ia do sabor ini
ial.
Uma 
onseq�uên
ia das equa�
~oes (2.40) e (2.43) �e o fato de que, ini
ialmente, ambos os

PO rela
ionados a m1 e m2 devem ser iguais para que nenhum outro sabor esteja in
luso em

t = 0 (}tro
a = 0). Portanto, a nota�
~ao

j 1;  2; f1ii
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n~ao 
orresponde 
orretamente a um \estado de sabor", mas deve ser entendida pela forma

omo foi 
onstru��da em (2.33) e (2.34). Evidentemente, uma an�alise baseada em TQC �e
requerida para uma 
onstru�
~ao mais rigorosa da rela�
~ao de mixing.

Uma maneira alternativa para de�nir estados (n~ao mais auto-estados) de sabor ao inv�es
daquele de�nido por (2.31) ou (2.36), 
onsiste em rede�nir os estados (2.33) 
om determina-
dos  1 ;  2 
omo sendo os estados de sabor \f��si
os" 
riados nas rea�
~oes. A pobabilidade de
en
ontrar determinado sabor (sobrevivên
ia ou tro
a) �e dada pelo quadrado da amplitude
de 
orrela�
~ao [58℄,

hh 1;  2; f1jU(t)j 1;  2; f1ii ; hh 1;  2; f2jU(t)j 1;  2; f1ii ; (2.48)

que quanti�
a a \similaridade" a diferentes tempos entre o estado evolu��do e um dos estados
de sabor ini
iais. Tal probabilidade pode ser usada para modelar pro
essos de 
ria�
~ao e
dete
�
~ao [33℄ de�nindo estados de sabor, de 
ria�
~ao e de dete
�
~ao, ligeiramente diferentes
daqueles ini
iais, o que impli
a na introdu�
~ao de ine�
iên
ias e gera uma f�ormula de os
ila�
~ao
dependente dos parâmetros dos estados de sabor de�nidos. Contudo, a es
olha desses es-
tados �e sobremaneira arbitr�aria e, n~ao dispondo de informa�
~oes a
er
a desses parâmetros,
preferimos utilizar os auto-estados de sabor independentes da parte orbital de�nidos ante-
riormente, e 
al
ular uma probabilidade de transi�
~ao ideal 
ara
terizada simplesmente pela
probabilidade de \en
ontrar" determinado sabor, independente da posi�
~ao ou do momento.
Informa�
~oes a
er
a do pa
ote de onda que est�a sendo 
riado, podem ser inferidas se sou-
bermos as 
ara
ter��sti
as da intera�
~ao respons�avel e do meio 
riador; no 
aso do sol, por
exemplo, 
ertos limites s~ao impostos para a lo
aliza�
~ao dos neutrinos devido a densidade e
press~ao do meio e do livre 
aminho m�edio das part��
ulas 
riadoras entre 
olis~oes no meio [47℄.

2.7 An�alise da f�ormula de Os
ila�
~ao

Antes de entrar em 
�al
ulos expl��
itos, anal��ti
os ou num�eri
os, �e interessante analisar as

ara
ter��sti
as gerais da f�ormula de os
ila�
~ao obtida em (2.43). Para tal, �e su�
iente analisar
o 
omportamento do termo os
ilante A12(t) de (2.44).

Primeiramente, notamos que a probabilidade de mudan�
a de sabor somente �e zero se

<fA12g = 1 ;

i.e., quando o termo de os
ila�
~ao tem a parte real m�axima. Assim, �e v�alido es
rever A12 na
forma

A12(t) = jA12(t)jei�(t) ;

que separa a amplitude de os
ila�
~ao, dada por jA12(t)j, e a fase os
ilat�oria, dada por �(t).
Desse modo, �e importante investigar A12 no tempo ini
ial t = 0. A partir de (2.44),

podemos ver que, quando t = 0,

jA12(0)j = jh 2j 1ij
= j

Z
d3p g1(p)g

�
2
(p)j
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�
Z
d3p jg1(p)g2(p)j

�
Z
d3p 1

2 [jg1(p)j2 + jg2(p)j2℄
= 1 ; (2.49)

visto que j 
1
i e j 

2
i est~ao normalizados. A igualdade vale somente quando esses dois kets

s~ao iguais (j 1i � j 2i). Essa 
ondi�
~ao impli
a uma forte restri�
~ao sobre a 
ondi�
~ao na qual
a probabilidade ini
ial de tro
a de sabor �e nula. Embora a intera�
~ao fra
a (respons�avel pela

ria�
~ao) 
onserve sabor, neste formalismo, que n~ao leva em 
onta a intera�
~ao expli
itamente,
o estado ini
ial n~ao possui ne
essariamente um sabor puro; essa 
ondi�
~ao deve ser imposta
adi
ionalmente de maneira 
oerente. A imposi�
~ao estrita de tal 
ondi�
~ao impli
a que a parte
orbital dos estados de massa ini
iais �e idênti
a, in
lusive seu momento m�edio. Tal 
ondi�
~ao
entra em 
ontradi�
~ao 
om os requerimentos 
inem�ati
os nos quais 
onstata-se que nenhum

en�ario de quantidades 
inem�ati
as iguais �e favore
ido a priori. Na se�
~ao 4.2.1 faremos uma
dis
uss~ao a respeito, e ilustraremos porque tais requerimentos n~ao devem ser interpretados
estritamente. Mostraremos tamb�em que, pelo menos no 
aso do de
aimento do p��on, a

omponente n~ao pura de sabor �e desprez��vel.

Sendo assim, podemos analisar o 
omportamento subsequente para a probabilidade de

onvers~ao de sabor:

jA12(t)j = jh 2jU y

2U1j 1ij
= j

Z
d3p g

1
(p)g�

2
(p)e�i�E(p)tj

= j
Z
d3pG(p)ei[��(p)��E(p)t℄j

�
Z
d3pG(p)

� 1 ; (2.50)

G(p) = jg1(p)g2(p)j ; g
k
(p) = jg

k
(p)jei�k(p) :

A diferen�
a entre os valores de A12 eZ
d3pG(p)

depende da varia�
~ao 2 da fun�
~ao ��(p)��E(p)t no expoente, respons�avel pela os
ila�
~ao do
integrando e, 
onseq�uente redu�
~ao do seu valor. A varia�
~ao dessa fun�
~ao pode ser quanti�-

ada pela sua primeira derivada, supondo que esta fun�
~ao possui um 
omportamento suave.
De fato, pode-se averiguar que a fun�
~ao j�E(p)j �e uma fun�
~ao suave e monotoni
amente
de
res
ente (veja �g.2.1). Al�em disso, para energias relativ��sti
as (�p� �m), todos os m�odulos
de suas derivadas s~ao monotoni
amente de
res
entes (�g.2.1). Logo, se as fun�
~oes gn tiverem
valores apre
i�aveis em apenas uma pequena regi~ao ao redor de energias relativ��sti
as, n~ao
haver�a mudan�
as brus
as na fun�
~ao �E, e as aproxima�
~oes sobre a mesma ser~ao boas.

2a nota�
~ao para diferen�
as (�) e m�edias ( ) 
onsta no apêndi
e D.
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Figura 2.1: Gra�
amos a fun�
~ao �E(p) e suas derivadas �v(p) e ��(p)
(veja equa�
~ao (3.3)) para �m= �m = 0:1. Todas as fun�
~oes
s~ao suaves na regi~ao relativ��sti
a p� �m, e s~ao aproximada-
mente fun�
~oes de potên
ias p�n 
om n = 1; 2; 3 respe
tiva-
mente.

A derivada resultante �e

f(p; t) =r(��)(p)��v(p)t :

Se as fun�
~oes g
k
s~ao reais (ou simplesmente se suas fun�
~oes de fase � s~ao iguais), deduz-se

que

jA12(t)j = j
Z

d3p jg1(p)g2(p)je�i�E(p)tj �
Z

d3p jg1(p)g2(p)j = jA12(0)j : (2.51)

Nesse 
aso, a amplitude de os
ila�
~ao apenas de
res
e 
om o tempo, j�a que a varia�
~ao de
�E(p)t aumenta, fazendo 
om que o integrando os
ile muito rapidamente, anulando a inte-
gral. Se, al�em disso, a amplitude de os
ila�
~ao ini
ial �e pequena (jA12j � 0), ent~ao a os
ila�
~ao
n~ao ser�a observ�avel em nehum momento desde a 
ria�
~ao. Esse 
aso �e ilustrado na �g.3.3 da
se
.3.3.

No 
aso geral em que �� 6= 0, pode haver um aumento da amplitude, enquanto f(p; t)
diminui em m�odulo em rela�
~ao ao tempo.

H�a mais um 
aso em que podemos saber o 
omportamento da amplitude de os
ila�
~ao
independentemente da forma dos pa
otes. Este 
aso 
orresponde ao limite in
oerente (t !
1). Podemos es
rever (2.50) efetivamente 
omo

A12(t) =

Z
d3pG(p)ei[��(p)��E(p)t℄

=

Z
dp p2e�i�E(p)t

Z
d
G(p)ei��(p)

22



=

Z
1

0

dp ~G(p)ei[�
~�(p)��E(p)t℄ ; (2.52)

onde as fun�
~oes efetivas ~G e ~� s~ao de�nidas em termos da m�edia sobre todos os ângulos
s�olidos 
 poss��veis, dos quais depende o vetor p = p(
):

~G(p)ei�
~�(p) = p2

Z
d
G(p)ei��(p) :

Sabendo-se que ~G tende a zero �a medida que p ! 0 e p ! 1 (
ondi�
~ao para que a
fun�
~ao seja quadrado integr�avel), nota-se que a integral da �ultima express~ao em (2.52) pode
ser 
al
ulada sobre um intervalo limitado em que ~G 
ontribui efetivamente. Dentro desse
intervalo, se t!1, o expoente �E(p)t faz o integrando os
ilar muito rapidamente, fazendo

om que

lim
t!1

A12(t) = 0 : (2.53)

Esse resultado deixa a probabilidade de 
onvers~ao de sabor 
onstante:

}
tro
a =

1
2 sin

22� : (2.54)

O tempo t no qual a os
ila�
~ao da probabilidade de 
onvers~ao 
ome�
a a 
essar pode ser
estimado quantitativamente a partir de max jf(�p; t)jI ' 2�, onde I �e o tamanho do intervalo
no qual G(p) �e apre
i�avel e �p �e o 
entro do intervalo. Para �� = 0, temos t ' 2�=�vI, o
que �e aproximadamente o tempo de separa�
~ao Tsep (3.15). Contudo, alguns trabalhos 
omo
[30, 38℄ reportam a possibilidade de retorno ao regime os
ilat�orio devido a uma dete
�
~ao

oerente. Dado que efeitos dos pro
essos de dete
�
~ao e 
ria�
~ao n~ao foram in
lu��dos, n~ao h�a

omo reproduzi-los neste enfoque.

Apesar disso, podemos extrair das 
onsidera�
~oes a
ima (sem 
onsiderar efeitos de de-
te
�
~ao) que qualquer f�ormula de os
ila�
~ao derivada de (2.43) e (2.44) pode ser es
rita na
forma

}
tro
a =

1
2 sin

22�[1� A(t) 
os�(t)℄ ; (2.55)

onde A(t) = jA12(t)j �e uma fun�
~ao real positiva sempre menor que a unidade, e tende a
zero assintoti
amente 
om o tempo. � �e o termo respons�avel pela os
ila�
~ao. A f�ormula
a
ima pode ser �util para modelar pro
essos em que n~ao h�a informa�
~oes a
er
a dos pro
essos
mi
ros
�opi
os que produzem os neutrinos e que 
ara
terizam seu PO. Pode-se es
olher as
fun�
~oes A(t) e �(t) 
om as restri�
~oes a
ima.

2.8 Rela�
~oes de Substitui�
~ao do Tempo pela Posi�
~ao

A partir da integra�
~ao no espa�
o de uma densidade de probabilidade, 
hegamos a uma
probabilidade de transi�
~ao (2.43) dependente do tempo t, um parâmetro interno da Me
âni
a
Quânti
a. No entanto, �e desej�avel es
rever todas as f�ormulas pass��veis de serem 
omparadas

om o experimento em termos de observ�aveis.
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De a
ordo 
om [32, 38℄, 
om o uso de PO, �e ne
ess�ario uma m�edia no tempo ini
ial, do
qual n~ao se tem 
ontrole. Essa m�edia, por�em, �e feita sobre todo o tempo, o que elimina o
parâmetro t da f�ormula de os
ila�
~ao. Assim, resta apenas uma densidade de probabilidade
m�edia que depende da vari�avel de posi�
~ao x; essa quantidade deve ser normalizada para ser
interpretada 
omo uma probabilidade. Esse tipo de integra�
~ao ser�a dis
utido na se
. 4.1.1.

Usaremos aqui uma outra estrat�egia que se mostrar�a efetivamente equivalente ao for-
malismo de OP. A �m de 
one
tar o parâmetro de tempo n~ao observ�avel 
om a posi�
~ao
observ�avel, faremos uso das 
ara
ter��sti
as estat��sti
as da Me
âni
a Quânti
a (uma rela�
~ao
somente pode ser estabele
ida em termos da m�edia, de a
ordo 
om a distribui�
~ao de pro-
babilidade dada pelo m�odulo quadrado da fun�
~ao de onda). Uma tentativa 
onsistente �e

al
ular,

hhXii = x(t) ; (2.56)

e inverter a rela�
~ao para obter t = t(hhXii), em que hhXii representa a distân
ia m�edia per-

orrida pelo neutrino. Devemos assegurar que a in
erteza para tal rela�
~ao, dada pelo desvio
quadr�ati
o m�edio �X2, seja menor que a in
erteza na fonte de emiss~ao e regi~ao de dete
�
~ao.

Al�em disso, deve ser ressaltado que a dete
�
~ao se baseia nas propriedades de sabor do
neutrino, via for�
a fra
a, observando-se seus produtos de rea�
~ao 
arregados; nem o sabor nem
a distân
ia per
orrida podem ser medidas diretamente. A distân
ia s�o pode ser 
onhe
ida em
m�edia 
onsiderando-se a dinâmi
a de dete
�
~ao e a posi�
~ao de 
ria�
~ao, 
onhe
ida a lo
aliza�
~ao
da fonte.

Essa m�edia na posi�
~ao da fonte e dete
tor �e impres
��ndivel no 
onfronto de dados expe-
rimentais. Outro observ�avel do qual 
onhe
emos apenas sua distribui�
~ao �e a energia, sobre
a qual tamb�em deve ser tomada uma m�edia. Essa an�alise �e feita na se
.4.1.

Portanto, a quantidade de real interesse, �e, ao inv�es de (2.56), a posi�
~ao m�edia de sabor:

x
fk
(t) =

hhXfkii
hh�fkii

(2.57)

dada pelo valor esperado (normalizado) do operador de posi�
~ao de sabor:

Xfk � 1
2(X�fk + �fkX) ; (2.58)

onde levamos em 
onta a simetriza�
~ao na de�ni�
~ao a
ima, devido �a n~ao-
omutabilidade dos
observ�aveis. Expli
itamente,

Xf2 �
�

sin2 �X1 sin � 
os �X12

sin � 
os �X21 
os2 �X2

�
; (2.59)

onde

X21 =
1
2(X2T21 + T21X1) = (X12)

y : (2.60)

Logo,

hhXf2ii(t) = sin2 � 
os2 �[hXi1(t) + hXi2(t) + 2<fx21(t)g℄ ; (2.61)
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onde

x21(t) � h 2(t)jX21j 1(t)i : (2.62)

Se apli
armos T21 (2.37) expli
itamente, 
hegamos a

x21(t) = 1
2

�h 2(t)jT21X1j 1(t)i+ h 2(t)jX2T21j 1(t)i
�

=

Z
d3p

n�
g2(p)e

�iE2(p)t
��
i
 !
�p

�
g1(p)e

�iE1(p)t
�o

=

Z
d3p

n
i
2

�
g�
2
�pg1 � �pg

�
2
g1

�
+ 1

2

h
v1(p) + v2(p)

i
t
o
e�i�E(p)t ;

; (2.63)

em que
 !
�p denota a opera�
~ao

A(p)
 !
�pB(p) = 1

2

h
A(p)

�B

�p
(p)� �A

�p
(p)B(p)

i
:

Podemos identi�
ar duas 
ontribui�
~oes na integral a
ima: o primeiro termo 
ontribui 
om
um deslo
amento m�edio 
onstante; o segundo termo �e respons�avel pelo movimento m�edio
uniforme linear 
om o tempo na forma x = vt, 
uja velo
idade �e dada pela m�edia sobre os
momentos da fun�
~ao velo
idade m�edia:

�v(p) = 1
2

h
v1(p) + v2(p)

i
; vk(p) =

�Ek

�p
(p) : (2.64)

Note que se �E(p) = 0 n~ao haveria os
ila�
~ao e o movimento seria puramente uniforme 
om
um deslo
amento ini
ial.

A igualdade

Xf1 +Xf2 = X (2.65)

nos permite 
omputar hhXf2ii(t), sabendo-se hhXii e hhXf1ii(t). hhXii pode ser fa
ilmente
obtido sabendo-se que

hXi
k
= hVi

k
t = vkt ;

no 
aso em que ambos os pa
otes s~ao 
entrados em x = 0 e em t = 0.
Podemos 
al
ular tamb�em a in
erteza nestas posi�
~oes usando hh(�Xfk)

2ii para estimar o
erro que 
ometemos quando asso
iamos xf2 a t. Mas devido a 
omplexidade daas express~oes,
esses 
�al
ulos se tornam demasiado extensas e invi�aveis. Podemos simplesmente estim�a-los
por meio de h(�Xk)

2i
k
que nos d�a os tamanhos dos pa
otes, e por �x2

dis em (2.30), que
forne
e a separa�
~ao entre os mesmos. A in
lus~ao dessas in
ertezas na asso
ia�
~ao �e ilustrada
no apêndi
e E tomando-se uma m�edia a n��vel 
l�assi
o.
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Cap��tulo 3

Apli
a�
~ao em Pa
otes Gaussianos

Apli
aremos nesse 
ap��tulo o formalismo e as nota�
~oes des
ritos anteriormente em pa
otes
de onda (PsO) gaussianos. Ini
ialmente, 
al
ulamos a probabilidade de mudan�
a de sabor
e, a seguir, a posi�
~ao m�edia de \sabor". Esta �ultima grandeza ser�a �util na substitui�
~ao do
tempo pelo observ�avel de posi�
~ao. Por meio de gr�a�
os num�eri
os, ilustramos os prin
ipais
fenômenos que emergem, tais 
omo a os
ila�
~ao propriamente dita, a separa�
~ao dos pa
otes,
o alargamento e os me
anismos que suprimem a os
ila�
~ao e a de�n�
~ao de sabor.

3.1 C�al
ulo Expl��
ito da Amplitude de Os
ila�
~ao

De posse do formalismo des
rito at�e agora, podemos 
al
ular expli
itamente a probabili-
dade de transi�
~ao, de�nindo estados orbitais para ambos os auto-estados de massa. Por
simpli
idade, restringiremo-nos a um problema unidimen
ional. Essa restri�
~ao impli
a que
n~ao devemos obter nenhum efeito de dispers~ao resultante do n~ao paralelismo dos momentos
ou do alargamento dos PsO nas dire�
~oes perpendi
ulares ao movimento, assim 
omo n~ao
dever~ao apare
er efeitos resultantes da diminui�
~ao do 
uxo 
om a distân
ia. Uma des
ri�
~ao
detalhada desses efeitos en
ontra-se em [38℄.

Devido �a fa
ilidade alg�ebri
a, usaremos pa
otes de formas gaussianas. Estas s~ao ade-
quadas para a des
ri�
~ao aproximada de qualquer pa
ote bem lo
alizado (pequena largura)
em torno de um m�aximo dominante (aproximadamente dado pelo valor m�edio). Na repre-
senta�
~ao dos momentos, temos

hpj 
k
i = g

k
(p) = 
(p� pk; a

�1

k
=2) ; (3.1)

que des
reve, 
omo no Apêndi
e B, uma fun�
~ao gaussina 
ara
terizada por

hPi
k
= pk ; h(�P)2kik =

1

4a2
k

=
1

4h(�X)2
k
i
k

:

Na representa�
~ao das 
oordenadas, o PO �e dado por

 
k
(x; t) =

Z
dp
(p� pk; a

�1

k
=2)ei(px�E(p)t) : (3.2)
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A probabilidade de transi�
~ao �e 
al
ulada usando-se (2.43) e (2.44). A amplitude A12

pode ser expli
itamente 
al
ulada a partir do produto de dois pa
otes gaussianos


(p� p1;
1

2a1
)
(p� p2;

1
2a2

) / 
(p� �p; 1p
2(a21+a

2
2)
)

que �e tamb�em (propor
ional a) uma gaussiana 
entrada em 1

�p = hpk; a2

k
i12 �

p1a
2
1
+ p2a

2
2

a2
1 + a2

2

:

Visto que a gaussina �e uma fun�
~ao que de
res
e rapidamente �a medida que se distan
ia do
m�aximo, podemos expandir:

�E(p) � �E(�p) +�v(�p)(p� �p) + ��(�p)(p� �p)2 ; (3.3)

onde

vk(�p) � dEk(�p)

dp
=

�p

Ek(�p)
; �k(�p) � 1

2

d2E(�p)

dp2
=

m2

k

2E
3

k(�p)
; Ek(�p) =

p
�p2 +m2

k
;

sendo (k = 1; 2). A diferen�
a �f = f1 � f2 �e assim de�nida para qualquer quantidade f
asso
iada �a massa m1 e m2.

Dentro dessas aproxima�
~oes, a integral (2.44) resulta em

A12 =

Z
dp g1(p)g

�
2
(p)e�i�E12 (p)t ;

� �
1

2S�
1

2

expf�[a2℄(�p)2g expf� (�v(�p)t)2

8~a2jSj2 (1� i
t
~T
)ge�i�E(�p)t ; (3.4)

onde

�E(�p) = �m2

2 �E(�p)
; � =

2a1a2

a2
1
+ a2

2

; [a2℄ =
a2
1a

2
2

a2
1
+ a2

2

;

S = 1 + i t~T
; ~T = 2~a2

��(�p) ; ~a2 = (a2

1
+ a2

2
)=2 :

Na express~ao a
ima, � representa uma fator de assimetria, 
ujo m�aximo � = 1 �e al
an�
ado
quando a1 = a2. O fator S representa o termo de \alargamento" 2, respons�avel pelo alarga-
mento do PO (efeito de \spreading"); note que ini
ialmente S(t = 0) = 1 e posteriormente
seu m�odulo apenas de
res
e 
om o tempo, 
ontribuindo para que a altura do pa
ote diminua
e sua largura aumente. O tempo ~T �e o tempo 
ara
ter��sti
o para que efeitos de alarga-
mento sejam importantes na probabilidade de 
onvers~ao; note que uma estimativa para que
a aproxima�
~ao (3.3) na integral a
ima seja v�alida �e �3

p�E(�p)t=6� � (veja apêndie C).
Usando (2.43) e (2.46), temos a probabilidade de mudan�
a de sabor

}
tro
a(t) =

1
2 sin

22�(1� <fA12(t)g) : (3.5)

1vide Apêndi
e B.
2note que os respons�aveis pelo alargamento s~ao 
oe�
ientes de pn 
om expoente n par na expans~ao.
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3.1.1 C�al
ulo na Representa�
~ao de Posi�
~ao

Embora tenhamos, por simpli
idade, feito os 
�al
ulos na representa�
~ao de momento na se�
~ao
3.1, podemos refazê-los na representa�
~ao de posi�
~ao usando as aproxima�
~oes do apêndi
e C
para pa
otes de onda gaussianos. Mostraremos que existem diferen�
as sutis entre a f�ormula
de os
ila�
~ao assim 
al
ulada e a f�ormula de os
ila�
~ao 
al
ulada na se�
~ao 3.1.

Para 
omputar a f�ormula de os
ila�
~ao, �e su�
iente 
al
ular o termo de os
ila�
~ao A12(t)
na representa�
~ao de posi�
~ao:

A12(t) =

Z
1

�1

dx 1(x; t) 
�
2 (x; t) : (3.6)

Usando a aproxima�
~ao gaussiana (C.7), 
om gaussianas de larguras ini
iais iguais (a1 = a2 =
a), temos, para 
ada fun�
~ao de onda,

 n(x; t) � ei(pnx�Ent)
(x� vnt; a; �nt=a
2) : (3.7)

In
luindo essas fun�
~oes de onda em (3.6), temos

A12(t) � ei[�p�v��E℄t

Z
1

�1

dx ei�p(x��vt)
(x� �vt� �v
2 t; a; �1t=a

2)
(x� �vt+ �v
2 t; a;��2t=a

2)

= S� 1

2 e�i��e
� (�vt)

2

8a2S expf��p�vt��t
2a2S g expf� (a�p)2

2S (1 + i��
2a2

t+ �1�2t
2

4a4
)g ; (3.8)

onde

S = 1 + i t
~T
; ~T = 2a2

�� ; �� = �E ��p�v =
�
�m2

2 �E
��v�E

2 �E

�
t :

A diferen�
a ��, �e a fase de os
ila�
~ao padr~ao, 
om 
orre�
~oes de segunda ordem em �m e
�p. Desprezando essas 
orre�
~oes, esta fase �e equivalente a �E(�p)t em (3.4).

Se desprezarmos os efeitos de alargamento (�n ! 0), obteremos, no lugar de (3.8), a
amplitude

A12(t) � e�i��e�
(a�p)2

2 e
� (�vt)

2

8a2 : (3.9)

Esta amplitude 
orresponde a um fator de os
ila�
~ao equivalente ao en
ontrado na se�
~ao
3.1, 
om as mesmas aproxima�
~oes, ex
eto pelo fato de que o termo de amorte
imento da
os
ila�
~ao (de
orrente da separa�
~ao �vt entre os pa
otes), depende 
orretamente das velo
i-
dades, ao inv�es de �v(�p), en
ontrado em (3.8). A diferen�
a entre os dois fatores pode ser
vista expli
itamente a seguir:

�v = 1
2 [v1(p1) + v2(p2)℄ =

p1
2
p
p21 +m2

1

+ p2
2
p
p22 +m2

2

�v(�p) = 1
2 [v1(�p) + v2(�p)℄ = �p

2
p
�p2 +m2

1

+ �p

2
p
�p2 +m2

2

: (3.10)

O mesmo vale para o tempo de alargamento, em que �� em (3.8) difere de ��12 = ��(�p)
em (3.4). O apêndi
e D ilustra que a diferen�
a est�a na 
ontribui�
~ao da diferen�
a de momento
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�p nessas fun�
~oes; esta diferen�
a pode ser da mesma ordem de �m em determinados 
asos.
A prin
ipal diferen�
a de
orrente da 
ontribui�
~ao de �p est�a na existên
ia ou n~ao de zeros de
fun�
~ao; a �gura 2.1 mostra que a fun�
~ao diferen�
a �E(p) e suas derivadas n~ao possuem ra��zes
para p > 0 enquanto as diferen�
as �v e �� podem assumir valores nulos (veja apêndi
e D).
Essa diferen�
a pode se manifestar no tempo de separa�
~ao ou no efeito de alargamento (
omo
a
onte
e na �g.3.5, na qual o tempo de separa�
~ao �e in�nito).

Essas s~ao as prin
ipais diferen�
as entre as duas f�ormulas; o restante dos termos s~ao equiv-
alentes se os efeitos de alargamento s~ao desprez��veis ou mesmo pequenos. Assim, usaremos
a f�ormula (3.4), 
om as substitui�
~oes �v(�p)! �v e ��(�p)! ��, para an�alises posteriores
do modelo gaussiano.

Para efeito de ilustra�
~ao, 
al
ulamos o termo de os
ila�
~ao no 
aso mais geral em que
a1 6= a2, que, ao inv�es de (3.8), resulta em

A12(t) = �
1

2S� 1

2 e�i��e�
(�vt)2

8~a2S expfi�p�vt
4~a2S (�a2 + 2i��t)g

� expf� [a2℄(�p)2

S (1 + i�( �
2a2

)t+ �1�2t
2

4a21a
2
2

)g ; (3.11)

onde

� =
2a1a2

a2
1
+ a2

2

; [a2℄ =
a2
1a

2
2

a2
1
+ a2

2

; S = 1 + i t~T
; ~T = 2~a2

�� ; ~a2 = (a2

1
+ a2

2
)=2 :

3.2 Regimes de Os
ila�
~ao para o 
aso gaussiano

Com o 
�al
ulo expl��
ito feito nas se�
~ao 3.1, podemos observar a estrutura �na da f�ormula de
os
ila�
~ao referente �a os
ila�
~ao e ao amorte
imento (diminui�
~ao da amplitude).

�E ilustrado expli
itamente em (3.4) que o m�odulo de A12 apenas de
res
e 
om o tempo;
o uso de (2.51) j�a poderia ante
ipar tal resultado, visto que as amplitudes de momento gn
s~ao fun�
~oes gaussianas reais (3.1). Nesse 
aso, o valor ini
ial de A12 determina a o
orrên
ia
do fenômeno de os
ila�
~ao de sabor. Avaliamos ent~ao,

A12(0) = �
1

2 expf�a1a2
2 �(�p)2g � 1 ; � =

2a1a2

a2
1
+ a2

2

; (3.12)

um resultado exato devido a integrabilidade quando t = 0. Em (3.12) [a2℄12 foi rees
rito
em termos de �. Esse fator de assimetria, quanti�
a a semelhan�
a entre a1 e a2, j�a que
seu valor varia de 0 (a1 = 0 ou a2 = 0) a 1 (a1 = a2 6= 0). Observamos, ent~ao, que o
valor de A12 depende de
isivamente dos valores de �p e an; quando �p = 0 e a1 = a2

(
orrespondente a g1 = g2), ent~ao A12 = 1, o valor m�aximo. Do 
ontr�ario quanto maiorp
a1a2�p e a diferen�
a entre a1; a2, menor o valor da amplitude; essa rela�
~ao equivale a

uma menor sobreposi�
~ao (\overlap") entre os PsO, o que leva �a supress~ao do fenômeno de
os
ila�
~ao, independentemente do tempo, mas dependente das 
ondi�
~oes ini
iais de 
ria�
~ao.
No 
aso de larguras iguais a1 = a2 = a (veja se
.3.3) a 
ondi�
~ao para que tenhamos de�ni�
~ao
(aproximada) de sabor �e

aj�pj � 1 : (3.13)
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Fisi
amente, a 
ara
ter��sti
a de supress~ao poderia ser expli
ada pela proposi�
~ao de Kayser
[31℄, de que a possibilidade de distin�
~ao entre os auto-estados de massa impli
aria em perda
de os
ila�
~ao. Dito em outras palavras, a literatura atesta a ne
essidade de haver um pro
esso

oerente de 
ria�
~ao para que haja os
ila�
~ao [30℄.

Dada a de�ni�
~ao ini
ial de sabor, podemos 
lassi�
ar os regimes de o
ila�
~ao para tempos
subseq�uentes. O termo predominantemente os
ilante depende do expoente

�� = �m2

2 �E
t = 2� t

Tos

; (3.14)

enquanto o termo que predominantemente amorte
e a os
ila�
~ao �e dado pela exponen
ial real

ujo expoente, em m�odulo, �e

(�vt)2

8~a2
� 1

2

�
t

Tsep

�2

: (3.15)

Este expoente prov�em do efeito da separa�
~ao entre os PsO devido �a diferen�
a de velo
idade.
O tempo de separa�
~ao Tsep que est�a rela
ionado a um 
omprimento de separ�
~ao (ou 
ompri-
mento de 
oerên
ia, devido �a analogia 
om a perda de 
oerên
ia em �opti
a) foi primeiramente
proposto dentro da f��si
a de neutrinos por Nussinov [35℄ em 1976, mas sua dedu�
~ao 
om o
uso de PsO (a saber, gaussianos) fora feito por Giunti [32℄ em 1991.

O fenômeno de mudan�
a de sabor pode ser 
lassi�
ado quantitativamente 
om o uso do
parâmetro

� � Tos


2�Tsep

=
�v �E

�m22~a
� �v

2~a �E
; ~a2 = 1

2(a
2

1
+ a2

2
) ; (3.16)

em dois tipos:

� � > 1 (os
ilat�orio); que resulta em 
omportamente os
ilat�orio, e

� � < 1 (amorte
ido); onde o amorte
imento �e mais r�apido que a os
ila�
~ao.

A segunda aproxima�
~ao em (3.16) vale se �p=�p � �m= �m; em 
aso de os
ila�
~ao, podemos
dividir a 
onvers~ao de sabor em dois regimes:

� t / Tsep: resultando em regime os
ilat�orio, e

� t ' Tsep: regime in
oerente.

O regime de transi�
~ao ou de separa�
~ao (em que o
orre a separa�
~ao dos PsO) a
onte
e durante
o intervalo intermedi�ario t � Tsep

Note que dentro do regime os
ilat�orio 3 �vt � a, 
om de�ni�
~ao aproximada de sabor
aj�pj � 1 (a1 = a2), o termo de os
ila�
~ao (3.4) re
ai, 
omo esperado, no termo padr~ao

<fA12gj
aj�pj�1;�vt�a

= 
os
��m2t

2 �E

�
; (3.17)

que leva �a f�ormula de os
ila�
~ao padr~ao:

}(f1 ! f2; t) = sin22� sin2
�
�m2t
4E

�
| {z }

��
2

: (3.18)

3o regime os
ilat�orio foi 
hamado de \minimal slippage" no artigo em anexo no 
ap.5.
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3.3 Resultados e Ilustra�
~ao Num�eri
a

Ilustraremos aqui, para o 
aso de fun�
~oes de onda gaussianas, alguns dos fenômenos analisa-
dos anteriormente. Tomamos o 
aso em que o ângulo de mistura �e maximo: � = 45o = �=4.
Adotamos um estado de sabor \f1" (aproximado) 
omo 
ondi�
~ao ini
ial,

	(x; t) = 1p
2
[ 

1
(x; t)jm1i �  

1
(x; t)jm2i℄ =  f1(x; t;

�
4 )jf1i+  f2(x; t;

�
4 )jf2i ;

onde  
f1

e  
f2

referem-se �as amplitudes:

 f1(x; t;
�
4 ) = 1

2 [ 1(x; t) +  2(x; t)℄ ;

 f2(x; t;
�
4 ) = 1

2 [ 1(x; t)�  2(x; t)℄ :
(3.19)

Tais amplitudes s~ao equivalentes a  f1f1 e  f2f1 em (2.42), em que o segundo sub��ndi
e que
denota o sabor ini
ial f1 foi omitido, uma vez que tamb�em trataremos de um 
aso em que a
de�ni�
~ao de sabor �e inv�alida (�g.3.3).

Os PsO no espa�
o dos momentos s~ao gaussianas 
entradas em pk, 
om a mesma largura
1
2a :

gk(p) = 
(p� pk;
1
2a) :

A probabilidade de mudan�
a de sabor nesse 
aso (a1 = a2 = a, � = �=4) assume a forma

}
f1!f2

(t) = 1
2(1� <fA12(t)g) ; onde

A12(t) � S�
1

2 A12(0) expf� (�vt)2

4a2jSj2 (1 � i
t
T
)ge�i�� ; e

A12(0) = e�
(a�p)2

2 :

Note que, nesse 
aso, o valor de a�p �e determinante para 
ria�
~ao ou n~ao de um sabor
aproximadamente bem de�nido.

A seguir, ser~ao gra�
adas as densidades de probabilidade de sabor j fn(x; t)j2 a
ima do
eixo das abs
issas e as densidades de probabilidade de massa j nj2=2 abaixo do mesmo eixo,
em 
ores diferentes. A normaliza�
~ao �e tal que as probabilidades de presen�
a de sabor ou
massa s~ao dadas pelas �areas entre a 
urva e o eixo das ab
issas, de forma que a soma das
�areas a
ima ou abaixo seja unit�aria.

O pro
edimento n�umeri
o �e o seguinte: (i) as amplitudes de massa  n(x; t) s~ao obtidas
por integra�
~ao num�eri
a da expans~ao em momentos (2.23); (ii) as amplitudes de sabor  fn

s~ao 
al
uladas a partir de (3.19); (iii) o m�odulo quadrado das amplitudes �e 
al
ulado e, (iv)
essas probabilidades s~ao ilustradas em fun�
~ao da 
oordenada relativa x=a, a um dado tempo
�xo t.

O pro
edimento de tomar 
oordenadas relativas �e �util aqui porque evita pre
isar o
parâmetro des
onhe
ido a = Æx (largura ini
ial dos pa
otes de onda  1 e  2). Com a
asso
ia�
~ao de valores num�eri
os a f�p;�p; �m;�mg=a (pro
edimento equivalente �a de�ni�
~ao
de p1, p2, m1 e m2), todos os parâmetros est~ao determinados.
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Primeiramente ilustraremos na �g.3.1 uma part��
ula no regime de os
ila�
~ao. A �g.3.2
mostra a mesma part��
ula no regime de separa�
~ao.

A partir da modi�
a�
~ao do parâmetro �p, a �g.3.3 ilustra um 
aso em que n~ao h�a pre-
dominân
ia de sabor no primeiro momento, nem h�a os
ila�
~ao para todo o tempo subseq�uente
(resultado de (2.51)). Isso se deve �a grande diferen�
a entre os PsO de massa, resultando aqui
em uma grande diferen�
a de momento �p. Em fun�
~ao dessa diferen�
a, os PsO formam um
padr~ao similar �as franjas de interferên
ia �opti
a, na qual pode-se observar um fenômeno
peri�odi
o ap�os meio per��odo de os
ila�
~ao (Tos
=2), sem a os
ila�
~ao de �area. J�a a �g.3.4
ilustra um 
aso oposto ao ilustrado na �g.3.4, 
om um valor de �p menor em uma ordem
de grandeza. Vê-se que, ini
ialmente, existe (prati
amente) apenas o sabor f1. A pequena
presen�
a do sabor f2 pode ser veri�
ada 
om o aumento da es
ala.

Por �m, a �g.3.5 ilustra o 
aso em que n~ao h�a separa�
~ao dos PsO (�v = 0). O efeito de
alargamento �e vis��vel, se 
ompararmos 
om a �g.3.2(a), que apresenta aproximadamente os
mesmos tempos 
ara
ter��sti
os de alargamento.

3.4 Posi�
~ao de Sabor

Utilizando o modelo gaussiano analisado at�e agora, podemos 
al
ular expli
itamente a posi�
~ao
m�edia de sabor. A equa�
~ao (2.63) nos leva a

x21(t) =

Z
1

�1

dp
�� i�[a2

k
(p� pk)℄12 +

1
2

h�E1

�p
+

�E2

�p

i
t
	
g1g

�
2e

�i�E(p)t ; (3.20)

onde subentende-se que na diferen�
a (denotada por �) os ��ndi
es mudos k variam de 1; 2
(veja apêndi
e B). Podemos identi�
ar os dois termos a
ima 
omo, respe
itivamente: (i)
uma parte sem transla�
~ao, somente os
ilat�oria e, (ii) um termo os
ilat�orio em torno da
posi�
~ao m�edia linear em t. Note que ambos deveriam resultar em uma m�edia n~ao os
ilat�oria
se �m = 0, em parti
ular o �ultimo termo seria a posi�
~ao m�edia dependente da velo
idade
m�edia �v (2.64).

De�nimos agora, um fun
ional integral I, em termos de uma fun�
~ao geral A:

I(A) =
Z
1

�1

dpA(p)g1g
�
2
e
�i�E(p)t : (3.21)

Novamente, expandimos a dependên
ia da energia no momento at�e a ordem de � em torno
de �p (
entro da distribui�
~ao g1g2), 
omo em (3.3). Da mesma forma, para �v, temos, em uma
dimens~ao,

�v(p) � �v(�p) + 2��(�p)(p� �p) � �v + 2��(p� �p) :

A integral (3.20), ent~ao, resulta em4

x21(t) = I�� i[�(a2)p��(pk a
2

k)12 + �vt+ 2��(p� �p)t
�
:

4veja apêndi
e B para es
lare
er a nota�
~ao e apêndi
e D para veri�
ar diferen�
as e m�edias.
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Agora, basta 
al
ular

I(1) = A12 ; I(p� �p) =
i

t

�

��v
A12 ;

usando o \truque" da derivada. Com isso,

<fx21(t)g � �vt<fA12g � 2��
�

��v
=fA12g+ [�(a2)�p��(pka

2

k)12℄=fA12g+ �(a2)

t

�

��v
<fA12g :

(3.22)

A express~ao em (3.22) pode ser 
al
ulada usando-se (2.44).
A partir desse 
�al
ulo vemos que o termo predominante �e aquele que 
ont�em �vt. Ao

substitu��-lo em (2.61) obtemos

hhXf2ii(t) = 2 sin2 � 
os2 �[�vt� �vtjA12j 
os�℄

= �vt}tro
a(t) ;
(3.23)

o que nos leva �a posi�
~ao m�edia do sabor f2:

xf2 �
hhXf2ii(t)
hh�f2ii(t)

� �vt : (3.24)

A probabilidade de transi�
~ao pode ser es
rita em termos de xf2

A12(xf2) � �
1

2S�
1

2

expf�[a2℄�p2g expf� (�v)2

�v
xf2

8~a2jSj2 (1� i
xf2
~T

)ge�i��(xf2 ) : (3.25)

Se (2.65) for utilizada para 
al
ular xf1 ,

xf1 � hhXf1 ii
1�}tro
a

=
hhXii � hhXf2 ii
1�}tro
a

= �vt + 
os2��vt
2 [1�}tro
a℄

�1 ; (3.26)

onde

hhXii = 
os2�v1t + sin2�v2t = �vt+ 
os2��vt=2 :

No regime os
ilat�orio, o segundo termo �e desprez��vel e o pa
ote tem velo
idade m�edia �v.
Os outros termos de (3.22) s~ao pequenos se 
omparados ao primeiro, mas eles ainda

podem exer
er alguma in
uên
ia no movimento dos PsO de sabor, 
omo ilustrado pelo
movimento os
ilat�orio dos pi
os na �g.3.1. Para analis�a-los melhor, tomemos o 
aso mais
simples, no qual a1 = a2 = a. Nesse 
aso a equa�
~ao (3.22) torna-se

<fx21(t)g � �vt<fA12g � 2��
�

��v
=fA12g+ a2�p=fA12g :

Dos dois �ultimos termos, o primeiro possui o fator multipli
ativo 2
��
�v (�vt=a)2 (muito pe-

queno no regime os
ilat�orio); o segundo, por outro lado, depende apenas de a2�p; este pode
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ser grande (da ordem da unidade) 
omo o �e, no 
aso da �g.3.1. No regime os
ilat�orio,
obteremos

�xf2 = a2�p A12(0) sin(��)
1�A12(0) 
os�

; (3.27)


omo fator adi
ional �a (3.24). Por exemplo, para as �guras (b) e (
) da �g.3.1 teremos

(b) � = �
4 , �xf2 = �0:7a

(
) � = �
2 , �xf2 = �1a

onde A12(0) = 0:6 e a�p = 1.

Esses valores est~ao na mesma ordem de grandeza dos desvios mostrados na �g.3.1; o erro
se deve, provavelmente, a outras 
ontribui�
~oes ou a m�edia est�a signi�
ativamente deslo
ada
devido ao pi
o se
und�ario.
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Figura 3.1: Os
ila�
~ao de sabor: Densidades de probabilidades de sabor (m�odulo quadrado dos

PsO de sabor) j fn(x; t; �4 )j2 (a
ima) e de massa j n(x; t)j2 (abaixo) em quatro tempos distintos:

(a) t = 0, (b) t = Tos
=8, (d) t = Tos
=4 e (d) t = Tos
=2. A \presen�
a" de 
ada auto-estado �e medida

pela �area abaixo de 
ada 
urva. O eixo horizontal em x=a a
ompanha a part��
ula 
om velo
idade

m�edia �v � 1. Em (a) h�a predominân
ia do sabor f1. Em (b) a probabilidade de en
ontrar o sabor

f2 
res
e. Em (
) a probabilidade de en
ontrar os dois sabores s~ao equivalentes ap�os um quarto

de per��odo. Em (d) a presen�
a do sabor f2 �e m�axima e igual �aquela de f1 em (a). Os PsO dos

auto-estados de massa 1 e 2 possuem formas gaussianas idênti
as (as fases s~ao diferentes) e s~ao

mostradas sobrepostas. Observa-se que os pi
os dos PsO de sabor seguem um movimento peri�odi
o

em torno de �vt. Esse movimento �e expli
ado na se
.3.4.

Dados: �p = 100=a; �p = 1=a; �v = 1� 5� 10�3; �m = 1=a; �m= �m = 0:1; � = 10�2;
}

f1!f2(0) =
1
2(1� 0:61) = 20%;

Tempos 
ara
ter��sti
os: Tos
=a = 2� � 103, Tsep=a = 105 e T=a = 2� 106



Figura 3.2: Separa�
~ao: Densidades de probabilidade de sabor (m�odulo quadrado dos PsO de

sabor) j fn(x; t; �4 )j2 (a
ima) e de massa j n(x; t)j2 (abaixo) em dois tempos distintos: (a) t = 50Tos

e (b) t=a = 106. A \presen�
a" de 
ada auto-estado �e medida pela �area abaixo de 
ada 
urva; o eixo

horizontal em x=a a
ompanha a part��
ula 
om velo
idade m�edia �v. Em (a), observa-se 
laramente a

iminente separa�
~ao entre os pa
otes j 1(x; t)j2 e j 2(x; t)j2; a predominân
ia de sabor \f1" em rela�
~ao

a \f2" �e 
onsideravelmente menor do que em t = 0, devido �a diminui�
~ao da regi~ao de interferên
ia.

Em (b), 
aso em que os PsO est~ao 
ompletamente no regime in
oerente, a interferên
ia �e desprez��vel

entre os PsO de massa. Neste gr�a�
o, as probabilidades de sabor, 
orrespondentes �as �areas sob

os PsO, s~ao 
onstantes; j f1(x; t; �4 )j2 e j f2(x; t; �4 )j2 se en
ontram sobrepostos, pois possuem a

mesma forma fun
ional (
omposto por dois pi
os), resultante da es
olha parti
ular do ângulo de

mistura m�axima.

Dados: vide �g.3.1; Tempos 
ara
ter��sti
os: vide �g.3.1 .
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Figura 3.3: Inde�ni�
~ao de sabor e supress~ao da os
ila�
~ao: Densidades de probabilidade

de sabor (m�odulo quadrado dos PsO de sabor) j f1(x; t; �4 )j2 (a
ima) e j n(x; t)j2 (abaixo), em dois

tempos distintos: (a) t = 0 e (b) t = Tos
=2. A \presen�
a" de 
ada auto-estado �e medida pela �area

abaixo de 
ada 
urva. O eixo horizontal em x=a a
ompanha a part��
ula 
om velo
idade m�edia �v.

Observa-se um padr~ao semalhante �as franjas de interferên
ia observadas em experimentos �opi
os,


om largura Æx = 2�
Æp

� 1
32a, 
ompat��vel 
om a presen�
a de três pi
os entre jxj < a. Essas franjas

sofrem um delo
amento peri�odi
o 
om o mesmo per��odo de os
ila�
~ao.

Dados: �p = 100=a;�p = 10=a; �v = 1� 5� 10�3; �m = 1=a;�m= �m = 0:1;
}

f1!f2(0) =
1
2(1� 2 : 10�22)
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Figura 3.4: Sabor de�nido: (a) Densidades de probabilidade de sabor (m�odulo quadrado dos

PsO de sabor) j fn(x; t; �4 )j2 (a
ima) e de massa j n(x; t)j2 (abaixo), no tempo ini
ial. Devido ao

pequeno valor de �p, o sabor f1 �e predominante e aparentemente �uni
o; existe, na verdade, uma

pequena fra�
~ao do sabor f2, vis��vel em (b), 
om o aumento da es
ala.

Dados: �p = 100=a;�p = 0:1=a; �v = 1� 5� 10�3; �m = 1=a;�m= �m = 0:1;
}

f1!f2(0) =
1
4 � 10�2 = 0:25%
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Figura 3.5: Coerên
ia: Densidades de probabilidade de sabor (m�odulo quadrado dos PsO de

sabor) j fn(x; t; �4 )j2 (a
ima) e de massa j n(x; t)j2 (abaixo) em um tempo da mesma ordem de

grandeza do tempo de spreading. N~ao h�a separa�
~ao entre os pa
otes porque ambos possuem a

mesma velo
idade (�v / �p
�p � �m

�m � 0). Nota-se o efeito de alargamento pela diminui�
~ao do PO

de massa (se 
omparado �a �g.3.1).

Dados: �p = 100=a;�p = 1=a; �v = 1� 5:10�3; �m = 1=a;�m= �m = 0:01

Tempos 
ara
ter��sti
os: Tos
=a = 2� � 104

Tsep=a ! 1
T=a = 2� 106

(� ! 0)
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Cap��tulo 4

Revis~ao e Dis
uss~ao

Neste 
ap��tulo, faremos uma revis~ao de t�opi
os bem 
onhe
idos na literatura e um estudo
mais detalhado sobre alguns t�opi
os, que embora pou
o dis
utidos na literatura, s~ao impor-
tantes para justi�
ar e 
omplementar a utiliza�
~ao de pa
otes de onda.

Ini
ialmente, na se�
~ao 4.1, revisaremos o pro
edimento de tomar m�edias sobre observ�aveis
des
onhe
idos ou irrelevantes, e sua ne
essidade na an�alise das os
ila�
~oes de sabor dos neu-
trinos. A seguir, na se
.4.1.1, dis
utiremos as rela�
~oes entre a integra�
~ao no tempo, m�edia
no tempo e a integra�
~ao no espa�
o. Na mesma se�
~ao, mostraremos que, a altas energias, a
integra�
~ao no tempo �e equivalente a integra�
~ao no espa�
o, diferindo por um fator de nor-
maliza�
~ao. Na se
.4.1.2, veremos que a difere�
a entre integra�
~ao no espa�
o e integra�
~ao no
tempo se traduz no espa�
o de momento-energia na 
onserva�
~ao do momento ou da energia.
Na se
.4.1.3, analisaremos, de forma 
oerente, o pro
edimento de m�edia sobre o tempo ini
ial
e veremos que tal pro
edimento n~ao �e relevante para pro
essos de produ�
~ao 
onstante.

Em seguida, na se�
~ao 4.2, dis
utiremos a in
uên
ia das 
ondi�
~oes 
inem�ati
as na 
ria�
~ao
sobre a os
ila�
~ao de sabor, e o 
aso parti
ular do de
aimento do p��on (se
.4.2.1).

Na se�
~ao 4.3, faremos uma breve dis
uss~ao do uso de ondas planas na literatura, es-

lare
endo alguns pontos sob a luz do formalismo de pa
otes de onda desenvolvido. Uma
dis
uss~ao mais detalhada pode ser en
ontrada no artigo em anexo (
ap��tulo 5).

Finalmente, na se�
~ao 4.4, ilustraremos a os
ila�
~ao da densidade de probabilidade devido
�a interferên
ia de dois PsO, para o 
aso de uma part��
ula de massa �uni
a. Matemati
amente,
esse fenômeno os
ilat�orio �e muito similar �a os
ila�
~ao de sabor, mas 
on
eitualmente muito
diferente.

4.1 M�edia sobre Observ�aveis Des
onhe
idos ou Irrele-

vantes

Na f��si
a de altas energias, a prepara�
~ao e sele�
~ao de eventos s~ao de fundamental importân
ia
para a extra�
~ao de dados experimentais 
on��aveis e de boa qualidade. O re
onhe
imento
de eventos por si n~ao �e uma tarefa f�a
il, di�
ultado prin
ipalmente pela enorme quantidade
de eventos \ru��do" (ou de \ba
kground") que, por exemplo, a
ompanham 
olis~oes de altas
energias de h�adrons ou que bombardeiam os dete
tores 
onstantemente (raios 
�osmi
os,
fontes terrestres naturais e arti�
iais de radia�
~ao). No 
aso de neutrinos, o re
onhe
imento
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de eventos que foram o
asionados por 
olis~ao de neutrinos �e uma tarefa bastante �ardua
devido �a ��n�ma se�
~ao de 
hoque do neutrino e 
onseq�uente es
assez de eventos. Ainda
assim, muitas vezes, �e ne
ess�ario restringir ainda mais os es
assos eventos em fun�
~ao da
fonte de produ�
~ao de neutrinos ou do intervalo de energia (em geral, essas duas 
ara
tr��sti
as
est~ao rela
ionadas, pois 
ada fonte possui um espe
tro de emiss~ao 
ara
ter��sti
o). Por outro
lado, tais restri�
~oes podem inviabilizar a an�alise dos dados por es
assez de eventos; ent~ao, �e
ne
ess�ario aumentar o espa�
o amostral e tratar estatisti
amente os observ�aveis que n~ao s~ao
diretamente relevantes para o experimento, ou mesmo, que s~ao des
onhe
idos. Por exemplo,
sabendo-se o espe
tro de emiss~ao de neutrinos da fonte, podemos tratar estatisti
amente os
dados, tomando m�edias sobre a energia de a
ordo 
om o espe
tro, de forma que ne
essitamos
apenas do n�umero de neutrinos dete
tados vindos da fonte, independentemente da energia.
Esse problema se agrava quando tratamos de neutrinos por n~ao termos 
ontrole sobre as
prin
ipais fontes de grande 
uxo de neutrinos (que s~ao naturais): o sol e a atmosfera.

Tal 
�al
ulo pode ser feito utilizando-se o formalismo de matriz densidade [59℄. Dentro da
aproxima�
~ao de que n~ao h�a 
orrela�
~ao entre os estados (sem intera�
~ao), podemos des
rever
uma mistura estat��sti
a de estados j ; �i 
ara
terizados por um 
onjunto de parâmetros que
denotaremos 
omo �; esta pode representar a energia m�edia do estado e/ou posi�
~ao de 
ri�
~ao,
et
. Sabendo-se a distribui�
~ao D(�) que esses estados devem satisfazer, podemos es
rever a
mistura estat��sti
a total �T 
omo

�T =

Z
d�D(�)j ; �ih ; �j : (4.1)

A probabilidade m�edia (m�edia sobre �) de uma mistura estat��sti
a de estados, ini
ial-
mente de sabor aproximado f1, mudar de sabor para f2 �e dada pelo valor esperado do projetor
de sabor f2:

h}
f1$f2

(t)i� = trf�f2 �T (t; f1)g
=

Z
d� D(�)jhf2j ; f1; �ij2

=

Z
d� D(�)}

f1$f2
(t; �) ; (4.2)

esta �ultima �e a forma usual e pr�ati
a na qual a m�edia �e efetuada. Por exemplo, o pro-

esso de m�edia sobre o espe
tro de energia da fonte �e muito bem 
onhe
ido nesta forma na
literatura [34, pag.145℄ e amplamente utilizado no 
onfronto experimento{modelo. Devemos
apenas substituir � pela energia e D(�) por D(E) (o espe
tro de emiss~ao de neutrinos depen-
dente da energia). Nesse 
aso, devido a pe
uliaridade da dependên
ia energ�eti
a na f�ormula
padr~ao, propor
ional a 1� 
os( k

E
), �e interessante notar que a m�edia pode ser substitu��da por

uma transformada de Fourier, usando-se

h
os( k
E
)iE =

Z 1
0

dED(E) 
os(
k

E
) = <�Ff ~Dg	 ; (4.3)

onde F representa a transfomada de Fourier usual:

Fffg(k) =
Z

dx eikxf(x) ; (4.4)
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e ~D denota a fun�
~ao:

~D(1=E) = E2D(E) : (4.5)

Assim, a f�ormula padr~ao m�edia, sobre o espe
tro energ�eti
o:

h}
f1$f2

(t)iE = 1
2 sin

2 �[1�<�Ff ~Dg(�m2t=2)
	
℄ ; (4.6)

pode ser obtida fa
ilmente 
om a transformada de Fourier de uma fun�
~ao que depende do
espe
tro de energia.

Apesar da simpli
idade, em prin
��pio, do pro
edimento de tomar a m�edia sobre ob-
serv�aveis, esta introdu�
~ao ser�a �util para a dis
uss~ao do pro
edimento de m�edia sobre o tempo
ini
ial (que trataremos na subse�
~ao 4.1.3), visto que o uso de PsO justi�
a a asso
ia�
~ao do
tempo trans
orrido 
om a distân
ia, mas aparentemente n~ao leva em 
onta a in
erteza do
tempo ini
ial, ou seja, o momento em que a part��
ula foi 
riada. Este pro
edimento de m�edia
�e �as vezes utilizado indevidamente 
omo m�etodo de elimina�
~ao do tempo nas amplitudes de
sabor para 
hegar �a f�ormula de os
ila�
~ao dependente da distân
ia [32℄.

4.1.1 Integra�
~ao no Espa�
o e Integra�
~ao no Tempo

Analisaremos nesta se�
~ao as quest~oes de integra�
~ao no espa�
o ou no tempo. Na se�
~ao 2.5,
utilizamos a integra�
~ao sobre todo o espa�
o para en
ontrar a probabilidade de transi�
~ao
de sabor (2.43) dependente do tempo. A integra�
~ao �e ne
ess�aria, do ponto de vista da
Me
âni
a Quânti
a, para levar em 
onta a probabilidade de en
ontrar determinado sabor
sobre todo o espa�
o, haja vista que o m�odulo quadrado da fun�
~ao de onda representa uma
densidade de probabilidade. A posi�
~ao representava uma degeneres
ên
ia, 
uja integra�
~ao,
devido �a 
ompleteza do espa�
o de estados e �a normaliza�
~ao, levava a uma f�ormula de os
ila�
~ao
dependente do tempo e devidamente normalizada. A partir da f�ormula dependente do tempo,
usamos o pro
edimento de asso
ia�
~ao do tempo 
om o observ�avel posi�
~ao, feita na se
.2.8.

Contudo, �e pre
iso notar que o tempo t, utilizado at�e aqui, 
orresponde ao tempo
trans
orrido desde a 
ria�
~ao. Em prin
��pio, o tempo de dete
�
~ao tD poderia ser mensur�avel,
permitindo a asso
ia�
~ao do tempo trans
orrido t a tD � tC , no qual tC �e o tempo de 
ria�
~ao.
A prin
ipal justi�
ativa en
ontrada na literatura [32, 38℄ para se introduzir uma integra�
~ao
no tempo refere-se ao n~ao 
onhe
imento de tC , o que deveria ser levado em 
onta na forma
de uma m�edia homogênea. Contudo, surge a ne
essidade de fatores adi
ionais para norma-
liza�
~ao quando integramos no tempo ao inv�es de integrar no espa�
o [32, 34, 29℄.

Veremos, a seguir, (i) 
omo integra�
~oes no tempo s~ao introduzidas na dedu�
~ao de f�ormulas
de os
ila�
~ao, (ii) 
omo a utiliza�
~ao de uma m�edia temporal 
oerentemente de�nida, sobre a
densidade de probabilidade, leva a in
ongruên
ias e (iii) 
omo uma integra�
~ao devidamente
normalizada (uma normaliza�
~ao adi
ional) pode ser equivalente �a integra�
~ao no espa�
o em
determinados 
asos. Na se
. 4.1.3, pro
uramos tratar 
orretamente a m�edia sobre o tempo
ini
ial utilizando os 
on
eitos dis
utidos no 
ome�
o da se�
~ao 4.1; veremos que o pro
edimento
de tro
a de posi�
~ao pelo tempo j�a leva esse efeito em 
onta nos 
asos em que a fun�
~ao de
emiss~ao varia muito lentamente em rela�
~ao �a es
ala de tempo de dete
�
~ao.

42



Primeiramente, para analisar a integra�
~ao no tempo, 
ome�
amos rees
revendo (2.42), que

orresponde �a amplitude de probabilidade de mudan�
a de sabor (dependente do tempo e do
espa�
o), de um part��
ula de sabor f1 se tornar f2:

 
f2f1

(x; t; �) � hhx; f2j ; f1; tii = sin� 
os� [ 1(x; t)�  2(x; t)℄ : (4.6)

A probabilidade de transi�
~ao �e obtida na se�
~ao 2.6 integrando-se na posi�
~ao x (em uma
dimens~ao):

}
f1!f2

=

Z
dx j 

f2f1
(x; t; �)j2 : (4.7)

Ao inv�es disso, alguns trabalhos [32, 34℄ utilizam

}0

f1!f2
= N

Z
dt j 

f2f1
(x; t; �)j2 ; (4.8)

onde N �e um fator de normaliza�
~ao, adi
ional �a normaliza�
~ao das fun�
~oes de onda, que
depende das velo
idades (
omo ser�a visto a seguir). A normaliza�
~ao �e �xada pela 
onserva�
~ao
de probabilidade total (2.45).

Para ilustrar o fato de que a integra�
~ao no tempo pode ser equivalente �a integra�
~ao no
espa�
o, re
orremos �a aproxima�
~ao ilustrada no apêndi
e C. Nesta aproxima�
~ao, uma fun�
~ao
de onda, 
uja distribui�
~ao em momento seja bem 
entrada em torno de um valor p0, 
om uma
pequena in
erteza Æp, pode ser es
rita da forma (C.4) [60℄, desde que efeitos de alargamento
sejam desprez��veis:

 (x; t) = 1p
2�

Z
dp g(p)ei[px�E(p)t℄ � ei[p0x�E0t℄�(x� v0t) ; (4.9)

onde v0 = �pE(p0) = p0=E0 
orresponde �a velo
idade de grupo. Devemos ressaltar que
a aproxima�
~ao a
ima �e v�alida a tempos 
urtos e, portanto, a utiliza�
~ao da mesma n~ao �e
justi�
ada na integral temporal (4.8), 
uja integra�
~ao abrange todo o tempo de [0;1) ou
(�1;1). Mesmo assim, 
ontinuaremos esta dis
uss~ao assumindo que a aproxima�
~ao seja
v�alida para todo o tempo, visto que este tipo de integra�
~ao �e utilizada na literatura [32, 34℄.

Nesse 
aso, se a fun�
~ao  est�a normalizadaZ
1

�1

dxj (x; t)j2 � 1 ;

podemos ver que a integra�
~ao no tempoZ
1

�1

dtj (x; t)j2 �
Z

1

�1

dxj�(x� v0t)j2=v0 = 1=v0

�e aproximadamene 
onstante e deve ser multipli
ada pela velo
idade para que seja norma-
lizada.

No 
aso da os
ila�
~ao de neutrinos, se integrarmos no tempo ao inv�es de integrarmos
no espa�
o, pre
isamos de um termo dependente das velo
idades para a normaliza�
~ao [32℄.
Rees
revendo (2.42a)

 
f2f1

(x; t; �) � sin� 
os� [ei[p1x�E1t℄�(x� v1t)� ei[p2x�E2t℄�(x� v2t)℄ (4.10)
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e es
revendo

vn = �v ��v=2 ;

podemos ver que a integral no tempo (4.8) nos leva a

}0

f1!f2
(x) = sin � 
os �

Z
dt j 1(x; t)�  2(x; t)j2

� sin2�
2 [ 1v1 +

1
v2
� 2<

Z
dt ei[�px��Et℄�1(x� �vt� �v

2 t)�
�
2
(x� �vt+ �v

2 t)℄

� <f sin2�2 [ 1v1 +
1
v2
� 2ei[�p��E

�v
℄x

Z
dy
�v e�i

�v
�v y�1(y � �v

2�v (x�y))��2(y + �v
2�v (x�y))℄g

� <f sin2�2 [ 1v1 +
1
v2
� 1

�v2e
i[�p��E

�v
℄x℄g

� sin2�
2 [ 1v1 +

1
v2
� 1

�v2 
os(
�m2

2 �E
x)℄ ; (4.11)

se �v=�v � 1 e �vt� Æx = a. Evidentemente, esta f�ormula n~ao est�a normalizada (a soma
das probabilidades de f1 ! f2 e f2 ! f1 n~ao �e unit�aria); o fator de nomarliza�
~ao N dever�a
depender das velo
idades [32, 29℄. Giunti [32℄ exibe a integral no tempo exata para o 
aso
gaussiano, dentro da aproxima�
~ao de alargamento desprez��vel. Naturalmente, se impormos
a aproxima�
~ao ultra-relativ��sti
a v1 � v2 � 1, obteremos efetivamente a f�ormula padr~ao.

Por �m, visto que a integral (4.8) �e �nita e efetivamente equivalente no 
aso ultra-
relativ��sti
o, uma m�edia temporal propriamente dita seria

lim
T!1

1

2T

Z T

�T
dt j 

f2f1
(x; t; �)j2 = 0 ; (4.12)

que tenderia a zero, sem a obten�
~ao de f�ormula alguma. Analogamente, temos o anulamento
da m�edia

lim
T!1

1

T

Z 0

�T
dt0
}

f1!f2(t� t0) = 0 : (4.13)

4.1.2 Conserva�
~ao de Momento � Energia

Outra dis
uss~ao que emerge da 
ontrov�ersia integra�
~ao no espa�
o ou no tempo �e a impli
a�
~ao
de que a integra�
~ao no espa�
o leva �a 
onserva�
~ao de momento e a integra�
~ao no tempo leva
�a 
onserva�
~ao de energia.

Se as distribui�
~oes de momento gn possuem apenas 
ontribui�
~ao apre
i�avel de momentos
positivos e muito maiores do que o valor da massa, podemos 
ontornar o fato de que n~ao existe
espe
tro bem de�nido de energia para superposi�
~oes de auto-estados de massa, de�nindo
distribui�
~oes de energia em termos de distribui�
~oes de momento (veja apêndi
e A). Para tal,
utilizamos as expans~oes (A.1) e (A.3) para as amplitudes de massa  n,

 n(x; t) = 1p
2�

Z
1

�1

dp gn(p) e
i[px�E(p)t℄

= 1p
2�

Z
1

�1

dE ~gn(E) ei[p(E)x�Et℄ ;
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om ~gn(E) = E
pn(E)

gn(pn(E)).

Pro
edendo assim, podemos es
rever a integral no tempo de  1 
�
2
para uma integral nas

energias [29℄. Essa integral impli
a na 
onserva�
~ao de energiaZ
dt 1(x; t) 

�
2
(x; t) =

Z
dEdE 0~g1(E

0)~g�
2
(E)ei[p1(E

0)�p2(E)℄t

Z
dt

2�
e
�i(E0�E)t

=

Z
dE~g1(E)~g�

2
(E)ei[p1(E

0)�p2(E)℄t (4.14)

se integrarmos no tempo, ao inv�es da 
onserva�
~ao de momentoZ
dx 1(x; t) 

�
2
(x; t) =

Z
dpdp0g1(p

0)g�
2
(p)e�i[E1(p0)�E2(p)℄t

Z
dx

2�
e
i(p0�p)x

=

Z
dpg�

1
(p)g2(p)e

�i[E1(p)�E2(p)℄t (4.15)

se integrarmos na posi�
~ao (se
.2.6). O termo \
onserva�
~ao" se apli
a no sentido de que as
integrais a
ima representam termos de interferên
ia a energias iguais (ou momentos iguais),
o que impli
a que a os
ila�
~ao �e 
onseq�uên
ia da soma (integral) das 
ontribui�
~oes das am-
plitudes de mesma energia (ou momento). Al�em disso, em x = 0 (t = 0) a interferên
ia deve
ser m�axima e aproximadamente unit�aria para garantir de�ni�
~ao de sabor. Isso a
onte
e
nas integrais a
ima quando as distribui�
~oes de energia (momento) s~ao idênti
as, portanto

onservadas no sentido de distribui�
~ao.

4.1.3 M�edia sobre o Tempo Ini
ial

O tempo t 
onsiderado at�e aqui 
orresponde ao tempo de per
urso do neutrino. Formalmente
esse tempo �e um parâmetro n~ao observ�avel da Me
âni
a Quânti
a. Idealmente, t pode ser

one
tado 
om o tempo de 
ria�
~ao tC e de dete
�
~ao tD atrav�es da rela�
~ao t = tD�tC . O tempo
de dete
�
~ao pode ser estimado atrav�es da an�alise dos pro
essos de dete
�
~ao e re
onstitui�
~ao
de eventos (nos 
asos de experimentos que usam m�etodos de dete
�
~ao em \tempo real",

omo experimentos de espalhamento el�asti
o). A prin
��pio, o tempo de 
ria�
~ao poderia ser

ontrol�avel em experimentos terrestres 
om a prepara�
~ao e sele�
~ao do feixe de neutrinos em
fontes arti�
iais; 
ontudo, devido �a se�
~ao de 
hoque do neutrino ser baix��ssima, um alto

uxo de neutrino �e ne
ess�ario para dete
tar pouqu��ssimos eventos em grandes dete
tores.
Geralmente, uma quantidade apre
i�avel de eventos �e 
onseguida 
om a exposi�
~ao do dete
tor
durante um longo per��odo de tempo sob uma fonte 
ont��nua 
omo o sol ou a atmosfera. A
emiss~ao 
ont��nua, por�em, impli
a que n~ao temos nenhum 
ontrole sobre tC , for�
ando um
tratamento estat��sti
o.

Supomos, 
omo sendo uma boa aproxima�
~ao, que os neutrinos 
riados em 
ada instante
tC possam ser representados por um �uni
o estado ini
ial j 0i (
ara
ter��sti
o da rea�
~ao e
das 
ondi�
~oes de 
ria�
~ao). Est�a impli
��to nesta suposi�
~ao a 
ondi�
~ao de que n~ao haja in-
tera�
~ao entre os neutrinos produzidos a tempos diferentes. Satisfeita essas 
ondi�
~oes, pode-
mos des
rever esse feixe de neutrinos atrav�es de uma mistura estat��sti
a de estados idênti
os
produzidos a tempos diferentes.
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Analisamos isoladamente um desses estados produzido num tempo tC = �t0 (t0 > 0). O
estado de S
hr�odinger a um dado tempo t �e dado pelo operador de evolu�
~ao temporal

j (t);�t0i = U(t;�t0)j 0i = U(t)U(t0)j 0i = U(t)j 0;�t0i ; t � �t0 ; (4.16)

sendo que, para o nosso 
aso, U(t; t0) = expf�iH(t � t0)g = U(t � t0); a simpli�
a�
~ao de
nota�
~ao j (0)i � j 0i �e usada. De�nimos tamb�em a matriz de densidade �(t) para esse
estado puro:

�(t) = j (t)ih (t)j = U(t)j 0ih 0jU y(t) = U(t)�(0)U y(t) : (4.17)

Com isso, se o espe
tro de emiss~ao 
essa a tC = 0 e se a diferen�
a entre o tempo de
emiss~ao de uma part��
ula e a seguinte se aproxima de zero, podemos des
rever a emiss~ao em
termos de uma distribui�
~ao 
ont��nua _wC(�t0) e a mistura estat��sti
a para t > 0 em termos
da matriz de densidade total ser�a

�T (t) =

Z
0

�1
dt0 _wC(t0)j (t); t0ih (t); t0j = U(t)�T (0)U

y(t) : (4.18)

Em (4.18), _w(t0) pode ser interpretado 
omo a probabilidade por unidade de tempo de uma
part��
ula (estado) ser 
riado a um tempo t0.

No 
aso geral, se a emiss~ao se estende at�e al�em do tempo de interesse t, devemos 
onsid-
erar

�T (t) =

Z t

�1
dt0 _wC(t0)j (t); t0ih (t); t0j =

Z t

�1
dt0 _wC(t0)�(t� t0) : (4.18)

A normaliza�
~ao em (4.18a) n~ao tem, 
ontudo, uma normaliza�
~ao �xa:

Tr�T (t) =

Z t

�1
dt0 _wC(t0)Trj (t� t0)ih (t� t0)j

=

Z t

�1
dt0 _wC(t0)

Z
dxj (x; t� t0)j2

=

Z t

�1
dt0 _wC(t0)

� wC(t) : (4.19)

A �ultima igualdade de�ne a fun�
~ao wC em termos de _wC, que �e, de fato, a derivada temporal
da fun�
~ao wC assim de�nida. A varia�
~ao da normaliza�
~ao 
om o tempo �e, expli
itamente,

d

dt
Tr�T (t) = _wC(t) : (4.20)

Isso mostra que a taxa de emiss~ao _wC(t) 
orresponde �a taxa de mudan�
a do \n�umero" de
part��
ulas, mudan�
a que se manifesta na normaliza�
~ao.

Podemos ter uma id�eia mais 
on
reta dessa 
orrespondên
ia 
om

d

dt
�T (t) = _wC(t)j 0ih 0j � i[H; �T (t)℄ : (4.21)
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O primeiro termo do lado direito da igualdade representa o aumento de estados usados na
mistura estat��sti
a provo
ado pela 
ria�
~ao de part��
ulas enquanto o segundo termo 
orre-
sponde a evolu�
~ao unit�aria normal da Me
âni
a Quânti
a.

Devemos, ent~ao, impor algumas 
ondi�
~oes f��si
as sobre as fun�
~oes wC e _wC : primeira-
mente, devemos ter

lim
t!1

Tr�T (t) =

Z 1

�1
dt0 _wC(t0) � 1 ; (4.22)

o que impli
a que a fun�
~ao de emiss~ao deve ser apre
i�avel somente num 
erto intervalo
de tempo �nito e desprez��vel fora desse intervalo (para que o n�umero total de part��
ulas
emitidas seja �nita). Em espe
ial, podemos normalizar esse valor �a unidade. Com essa
normaliza�
~ao, a fun�
~ao wC possui valor assintoti
amente 1 depois do intervalo de tempo de
emiss~ao apre
i�avel. Por quest~oes de simpli
idade, assumiremos um intervalo �nito expl��
ito
[T1; T2℄ dentro do qual a probabilidade de emiss~ao �e diferente de zero. Podemos ver a partir
de (4.21) que, depois de um tempo T2, a evolu�
~ao unit�aria �e restaurada j�a que n~ao h�a mais

ria�
~ao de estados.

Muitas vezes, por�em, a taxa de emiss~ao da fonte n~ao pode ser de�nida para todo o tempo.
De fato, se a es
ala de tempo em que a fonte �
a \ligada" for muito maior que a es
ala de
tempo em que os pro
essos o
orrem, n~ao �e poss��vel nem ne
ess�ario saber a taxa de emiss~ao
a longos tempos, j�a que os eventos que interferem no fenômeno num dado momento s~ao

onseq�uên
ia de estados 
riados em um determinado per��odo de tempo anterior. No 
aso de
part��
ulas livres (por exemplo neutrinos vindos do sol) esse tempo �e pre
isamente o tempo
de per
urso que o neutrino demora para vir (do sol ao dete
tor na Terra).

Vamos agora estabele
er matemati
amente essa rela�
~ao, notando que podemos es
rever
a densidade (4.18a) na forma:

�T (t) �
Z 1

0

d� _wC(t� �)�(�) : (4.22)

A partir dessa f�ormula, observamos que a probabilidade de um 
erto auto-valor a de um
observ�avel A ser medido �e dada por

}
T (A! a; t) = TrfPa�T (t)g =

Z 1

0

d� _wC(t� �)}(A! a; �) ; Pa = jaihaj ; (4.23)

onde}(A! a; �) = TrfPa�(�)g �e a probabilidade de medi�
~ao do auto-valor a para o estado
puro j (�)i e Pa o projetor sobre o subespa�
o de auto-valor a. Desse modo, a probabilidade
de medi�
~ao do auto-valor a na mistura estat��sti
a �T (t) �e dada pela probabilidade individual
do estado puro �(�), ponderada pela taxa de 
ria�
~ao _wC(t� �) no momento ini
ial.

No 
aso de part��
ulas livres, 
aso em que o dete
tor est�a a uma distân
ia L da fonte,
somente 
ontribuir~ao para a medida as part��
ulas 
ujo tempo de per
urso � � L=�v, j�a que
�(x; x0; �) =  (x; �) �(x0; �) �e apre
i�avel somente se x � x0 � �vt (desde que efeitos de
alargamento e deforma�
~ao dos pa
otes sejam desprez��veis). O intervalo de tempo relevante
para o pro
esso �e Æ� = �=�v. Nesse 
aso, podemos rees
rever a mistura estat��sti
a (4.18b)
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utilizando-se somente as 
ontribui�
~oes relevantes

�T (L; t) =

Z L=�v+Æ�

L=�v�Æ�
d� _wC(t� �)�(�)

Z L=�v+Æ�

L=�v�Æ�
d� _wC(t� �)

; (4.24)

onde � �e a meia largura do pa
ote 1. Note que estamos assumindo aqui que a pre
is~ao
de dete
�
~ao n~ao �e menor que o tamanho do pa
ote; 
om isso, se esse intervalo de tempo

ara
ter��sti
o para dete
�
~ao for muito menor que o tempo 
ara
ter��sti
o em que a fun�
~ao de
emiss~ao _wC ( �wCÆ� � 1) muda apre
iavelmente, podemos aproximar (4.24) em

�T (L; t) � _wC(t� L=�v)

_wC(t� L=�v)

1

2Æ�

Z L=�v+Æ�

L=�v�Æ�
d��(�) =

1

2Æ�

Z L=�v+Æ�

L=�v�Æ�
d��(�) ; (4.25)

a depender somente do 
omportamento individual de �(�). Ent~ao, a probabilidade de 
on-
vers~ao de sabor resulta em

h}f1!f2(L=�v)iC =
1

2Æ�

Z L=�v+Æ�

L=�v�Æ�
d�}f1!f2(�) : (4.26)

Contudo, essa �e uma m�edia no tempo que leva em 
onta a impre
is~ao da asso
ia�
~ao � $
L=�v, 
uja in
erteza Æ� = �=�v �e 
ausada pela in
erteza na posi�
~ao. Adi
ionalmente, esse
tipo de m�edia pode ser irrelevante se a probabilidade de 
onvers~ao de sabor n~ao muda
apre
iavelmente no intervalo Æ� . Essa 
ondi�
~ao pode ser quanti�
ada por

Æ}f1!f2(�) = Æ�
d}f1!f2(�)

d�
� 1 : (4.27)

A express~ao �a direita 
ont�em fatores 
omo �vt
Æx

Æ� e Æ�=Tos
 (o que pode ser inferido usando-se
o modelo gaussiano), multipli
ando termos o
ilat�orios 
om m�odulos menores que a unidade.
A 
ondi�
~ao (4.27) a
ima engloba as 
ondi�
~oes de n~ao separa�
~ao (�vt� Æx) e de possibilidade
de observa�
~ao da os
ila�
~ao (Æ� � Tos
 ou Æx � Los
). A probabilidade (4.26) sob estas

ondi�
~oes pode ser aproximada simplesmente por,

h}f1!f2(L=�v)iC �}f1!f2(L=�v) ;

o lado direito �e exatamente a probabilidade de 
onvers~ao usando o pro
edimento de tro
a
(se
.2.8).

Portanto, a m�edia no tempo ini
ial n~ao �e ne
ess�aria se a taxa de emiss~ao n~ao muda
apre
iavemente no intervalo em que a dete
�
~ao o
orre, embora a m�edia no tempo em torno
da in
erteza do tempo de dete
�
~ao possa ser relavante (apêndi
e E). A in
uên
ia da taxa de
emiss~ao poderia ser relevante em eventos de 
urta dura�
~ao 
omo a emiss~ao de neutrinos em
supernovas.

1da mesma ordem de grandeza da in
erteza em posi�
~ao � � Æx =
ph�X2i.
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Devemos ressaltar a hip�otese impl��
ita em todo o trabalho de que }f1!f2(� � L=�v)
seja a probabilidade de 
onvers~ao de sabor quando a part��
ula �e dete
tada idealmente a uma
distân
ia m�edia L. N~ao h�a informa�
~ao a
er
a da probabilidade de dete
�
~ao que dependeria da
posi�
~ao e pre
is~ao de dete
�
~ao; isso evidentemente introduziria ine�
iên
ias na probabilidade
de 
onvers~ao.

4.2 Condi�
~oes Cinem�ati
as na Cria�
~ao

Como 
onsta na se
.IV do artigo em anexo no 
ap.5, o 
�al
ulo semi
la�ssi
o direto (no re-
feren
ial de repouso da part��
ula m~ae) mostra que a imposi�
~ao exata das 
onserva�
~oes de
momento e energia num pro
esso de produ�
~ao de neutrinos (
ujas part��
ulas envolvidas
possuem massas bem de�nidas) n~ao levam �a nenhuma das 
ondi�
~oes 
inem�ati
as parti
ulares
(�E = 0; �p = 0; �v = 0), muitas vezes empregadas (veja [4, 27, 26℄). Esses 
en�arios
de energias, momentos e velo
idades iguais entre os auto-estados de massa do neutrino
foram fo
o de muitos debates na literatura [27, 26, 48, 36, 25, 30℄ . Adi
ionalmente, 
om
uma mudan�
a de referen
ial, mostra-se que somente �E = 0 �e poss��vel em um referen
ial
parti
ular, mas n~ao espe
ial, do ponto de vista f��si
o.

Evidentemente, o fato de estarmos atribuindo massas exatas �as part��
ulas parti
ipantes, e
o fato de supormos dois 
anais de produ�
~ao distintos para os dois auto-estados de massa que

onstituem o auto-estado de sabor 
riado devem ser mais detalhadamente dis
utidos, embora
tais 
ondi�
~oes sejam 
itadas para o 
aso do p��on em alguns trabalhos [28, 29℄. Em geral, os

�al
ulos semi
l�assi
os de 
onserva�
~ao de momento e energia s~ao v�alidos, pois tratamos apenas
os auto-estados de massa; a 
onserva�
~ao �e v�alida em m�edia para 
ada distribui�
~ao de energia
e momento. No entanto, surge um problema ao tratarmos de superposi�
~oes de auto-estados
de massas diferentes.

Esse problema pode ser amenizado notando-se que part��
ulas que de
aem n~ao possuem
massas bem de�nidas. Grosso modo, deve ser levado em 
onta uma in
erteza na massa, ou
energia de repouso, devido �as intera�
~oes respons�aveis pelo de
aimento. A in
erteza pode
ser estimada pela taxa de de
aimento � da part��
ula. Para que o neutrino seja 
riado

oerentemente, 
om grandezas 
inem�ati
as (m�edias) 
omo energia, momento e massa m�edia
bem de�nidas, ao mesmo tempo em que a distin�
~ao entre os auto-estados de massa n~ao

seja poss��vel (o que impediria a os
ila�
~ao [31℄), devemos ter j�pj
2Æp ;

j�Ej
2ÆE � 1. Æ denota a

in
erteza quânti
a de Heisenberg. Note que a primeira 
ondi�
~ao �e exatamente o requerimento
ne
ess�ario no modelo gaussiano para que tenhamos de�ni�
~ao inial de sabor aj�pj � 1, (3.13).

De posse dessas 
ondi�
~ao, mostraremos, na se�
~ao seguinte, que, para o 
aso de neutrinos
produzidos no de
aimento do p��on, as quantidades 
inem�ati
as s~ao tais que possibilitam
uma 
ria�
~ao de sabor aproximado e a os
ila�
~ao �e poss��vel, podendo ser des
rita pelo modelo
gaussiano.

4.2.1 De
aimento do P��on

Usando os resutados da se
.IV do artigo no 
ap.5, que resume-se ao uso da 
onserva�
~ao do
momento e da energia, podemos 
al
ular, de maneira simples, o momento e a energia do
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neutrino num de
aimento a dois 
orpos, 
omo no 
aso do de
aimento do p��on no repouso

� ! �� + � (M� ! pn; P�) :

Os valores 
inem�ati
os do neutrino pn = (En;pn), jpnj = pn, nesse 
aso, podem ser

al
ulados; resultando em:

8>>><
>>>:

En = E0 +
m2

n

2M �

pn =
q
E2
n �m2

n

vn =
pn
En

E0 =
M 2

��M
2
�

2M �
(� 30MeV)

=)

�! mn �M��M�8>>><
>>>:

�E = �m2

2M �

�p � ��m2

2E0
+�E � �3:7�E

�v � ��m2

2E2
0

: (4.28)

Nenhum dos valores 
oin
ide 
om zero. Apesar disso, deve-se questionar se algum desses
valores pode ser nulo em algum outro referen
ial. Uma vez que n~ao podemos efetuar trans-
forma�
~oes de boost para duas velo
idades diferentes, a diferen�
a de velo
idade ser�a sempre
n~ao nula. Sabemos que momento e energia formam um quadrivetor; apenas um deles pode
ser nulo em algum referên
ial dependendo-se

�p� !
�

\tipo tempo" , 9 �p0 = 0
\tipo espa�
o" , 9 �E 0 = 0 :

(4.29)

Cal
ulando

(�E)2 � (�p)2 � �
��m2

2E0

�2�M�

M�

�2
< 0 ; (4.30)

vemos que �p� �e to tipo espa�
o e somente a diferen�
a de energia pode ser nula. Adi
ional-
mente, vemos que �p� �e do tipo tempo.

Como pode ser visto na se
.IV do artigo em anexo 
ap.5, podemos ver que esse resultado
�e geral para qualquer de
aimento, se mantivermos todas as massas \on-shell".

A partir dessses dados podemos, nesse 
aso, o tamanho do PO do neutrino 
riado. A
energia m�edia do neutrino 
riado pode ser estimado por

�E � E0 =
M2

� �M2
�

2M�
� 30MeV :

Estimando a in
erteza das massas do p��on e do m�uon pelas suas respe
tivas taxas de de
ai-
mento ÆM� � �� e ÆM� � ��, e sabendo-se que �� � ��, podemos estimar a in
erteza na
energia do neutrino produzido por

Æ �E � Æ
�
M2

� �M2
�

2M�

�
� ��=2 :

Estima-se

�E
2Æ �E

� �m2

2M���
� � E0

M�

��
Tos


� ��
Tos


� 10�8s
10�5s

= 10�3 ;
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utilizando 
Tos
 = Los
 � 104m[34, pag.138℄ ou Tos
 � 10�5s, �m2 � 10�3eV2 e �E �
30MeV; �� �e o tempo de de
aimento do p��on. A raz~ao a
ima nos mostra que o tempo de
de
aimento do p��on �e muito menor que o per��odo de os
ila�
~ao (
ondi�
~ao ne
ess�aria para
observarmos os
ila�
~ao de sabor). Como observado anteriormente, j�pj � j�Ej e, para
neutrinos relativ��sti
os, ÆE � Æp. Assim, se as in
ertezas de Heiseberg no momento e na
posi�
~ao n~ao s~ao muito grandes,

Æxj�pj � j�pj
2�p �

j�Ej
2Æ �E

� 1

(aj�pj � 1 em nosso modelo gaussiano), essa 
ondi�
~ao garante uma de�ni�
~ao aproximada de
sabor (se
.3.1). Obviamente, a 
ondi�
~ao de energias reltiv��sti
as �e satisfeita, j�a que �E= �m� 1.
Assim, a outra 
ondi�
~ao para que a os
ila�
~ao possa ser observada (3.16):

� =
�v

2�a �E
� 1 ;

�e garantida para neutrinos relativ��sti
os, j�a que

a �E =
�E

2�p �
�E

2jÆEj � 1

tamb�em �e satisfeita. Tal 
ondi�
~ao impli
a que a os
ila�
~ao de sabor pode ser des
rita 
o-
erentemente pelo modelo gaussiano para o 
aso de neutrinos produzidos no de
aimento do
p��on, os
ilando enquanto t� Tsep.

4.3 Dis
uss~ao do uso de Ondas Planas

Faremos aqui uma pequena dis
uss~ao a
er
a do uso de ondas planas: os fatores adi
ionais
que apare
em em dedu�
~oes da f�ormula de os
ila�
~ao sob determinadas 
ondi�
~oes e 
omo a

onex~ao 
om o 
on
eito de PO resolve esse problema. Dis
uss~oes mais gerais s~ao formalizadas
no artigo em anexo (
ap.5).

A os
ila�
~ao de neutrinos no v�a
uo �e geralmente tratada do ponto de vista de ondas planas
(OP), 
uja f�ormula de os
ila�
~ao [4℄

}(�! �;L) = sin22� sin2
�
�m2L
4E

�
| {z }

��st
2

(4.31)

�e deduzida a partir de v�arias hip�oteses e aproxima�
~oes (muitas vezes n~ao rigorasamente
analisadas). A fase de os
ila�
~ao padr~ao a
ima, �st, �e dada pela diferen�
a de fase das ondas
planas

e�i�n ; �n = (Et� px)n ; (4.32)

que, em geral, depende da posi�
~ao e do tempo [25, 45℄. Uma das dependên
ias, em x ou
t, pode ser removida 
om o uso das 
ondi�
~oes 
inem�ati
as �E = 0 ou �p = 0, respe
-
tivamente [4, 27, 30℄. Mas, em geral, 
omo no 
en�ario de velo
idade iguais [25, 26℄, surge
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a ne
essidade de 
one
tar a posi�
~ao ao tempo. Esta substitui�
~ao do tempo pelo espa�
o
�e efetuada usando-se a rela�
~ao semi-
l�assi
a x � vt, onde v �e tomado 
omo a velo
idade
m�edia. Como, em geral, o neutrino tem velo
idades relativ��sti
as, usa-se frequentemente a
aproxima�
~ao ultra-relativ��sti
a x � t (
 = 1).

Para ilustrar as 
onsidera�
~oes a
ima podemos aproximar a fase de os
ila�
~ao (4.32), por
exemplo, na forma

� = ET � PL
T � L

� (E � P )L

= (E � P ) (E + P )

(E + P )

L

UR� M 2

2E
L �! �� ;

(4.33)

o que resulta na fase padr~ao (4.31).
Por outro lado, se utilizarmos outra 
ondi�
~ao e aproxima�
~ao, obteremos:

�� = �(ET � PL) = �
h
E2�P 2

E

i
T

= �
�
M 2

E

�
T

= �M 2

E
L
V

= �M 2

P
L ;

UR� �M 2

E
L

�T = 0

�E = 0

(L = P
ET )n

(4.34)

que �e uma fase de os
ila�
~ao duas vezes maior que a usual (4.31). Este fator multipli
ativo
adi
ional 2 pode assumir diversos valores em outros 
asos, a depender das 
ondi�
~oes impostas
e das aproxima�
~oes usadas. O 
aso geral est�a des
rito na se
.II do 
ap.5. Podem-se en
ontrar
dis
repân
ias entre o 
aso relativ��sti
o e o n~ao-relativ��sti
o. Al�em disso, pode-se mostrar [26℄
que no 
aso de velo
idade iguais, a fase �e aquela padr~ao (4.31).

Devemos notar aqui que, ao usarmos ondas planas, tratamos de estados de momentos
bem de�nidos e posi�
~oes n~ao de�nidas. Esse �e o 
aso extremo em que n~ao se pode asso
iar
(x = vt), uma vez que os dois auto-estados de massa podem estar em qualquer lugar 
om
diferentes velo
idades. No entanto, podemos tratar OP 
omo 
asos limite de pa
otes de
onda, i.e., quando a distribui�
~ao nos momentos �e su�
ientemente bem lo
alizada para que
possamos asso
iar um momento bem de�nido a 
ada auto-estado de massa, e ao mesmo
tempo, quando a in
erteza na posi�
~ao �e menor do que a in
erteza ou pre
is~ao de dete�
~ao, e
menor que a distân
ia de os
ila�
~ao, para que se possa observa�a-la.

No segundo 
�al
ulo, a rela�
~ao semi
l�assi
a xn = vnt foi utilizada para 
ada auto-estado
de massa. Esse uso equivale, na abordagem de PsO, a tomar a 
ontribui�
~ao em fase de dois
pontos deslo
ados. Contudo, a se
.III do 
ap.5 mostra que, 
om PsO, essa an�alise tamb�em
leva a um fator de fase ini
ial n~ao nulo que 
an
ela exatamente o fator adi
ional, restando
apenas a fase padr~ao.

Uma expli
a�
~ao simplista e 
orreta, a posteriori, para o fato de que 
om o uso de PsO
o fator de os
ila�
~ao �e aproximadamente o fator standard de fase (4.31), 
onsiste no fato de
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que a interferên
ia ponto a ponto entre os PsO �e lo
al; n~ao h�a ne
essidade de 
onsiderar
efeitos de diferen�
as de velo
idades de propaga�
~ao pois estes j�a est~ao no formalismo. Se

ompararmos 
om a dedu�
~ao usando ondas planas, teremos �x = 0 e �t = 0. Os parâmetros
de distân
ia e tempo per
orrido que apare
em da dedu�
~ao usual 
om ondas planas devem
ser pensados 
omo valores m�edios dos observ�aveis de posi�
~ao e tempo des
ritos de a
ordo

om as distribui�
~oes dadas pelos PsO. Assim, a maneira 
orreta de se 
al
ular o fator de fase
�e (
ompare 
om (3.8)),

�� = �p�x�

���
x!<x>=�vt

: (4.35)

Note que, es
rita dessa forma, a fase �e 
ovariante at�e o momento em que se es
olhe o
referen
ial, para o qual �e v�alida a rela�
~ao < x >= �vt.

4.4 Os
ila�
~oes �m = 0

Ilustramos aqui um fenômeno de interferên
ia quânti
a para uma part��
ula de massa bem
de�nida m, que resulta da sobreposi�
~ao de dois pa
otes de onda 
om velo
idades m�edias
diferentes. Esta ilustra�
~ao tem 
omo objetivo mostrar que fenômenos os
ilat�orios de inter-
ferên
ia podem o
orrer na densidade de probabilidade mas a probabilidade de dete
tar a
part��
ula independente da posi�
~ao deve ser 
onstante para uma part��
ula de massa de�nida.
No 
aso de os
ila�
~oes de sabor, a integra�
~ao no espa�
o possibilita disso
iar esse tipo de
fenômeno da os
ila�
~ao de sabor em si.

Primeiramente, de�nimos dois pa
otes gaussianos se movendo 
om velo
idade de grupo
vn, momento pn e energia En (n = 1; 2); respe
tivamente:

 n(x; t) �
Z
dp
(p� pn; an=2)e

i(px�E(p)t) � e
i(pnx�Ent)
(x� vnt;

p
a2n + i�nt) ; n = 1; 2 ;

(4.36)

onde

hPi = pn ; h�P2i = (2an)
�2 ; En � E(pn) ; vn � dE

dp
(pn) ; �n � 1

2

d2E

dp2
(pn) :

Podemos 
itar dois exemplos relevantes onde essa aproxima�
~ao �e v�alida:

n~ao relativ��sti
o:
(pn << mn)

8>>><
>>>:
En =

p2n
2m ;

vn = pn
mn

;

�n = 1
2mn

;

expans~ao em
torno de pn:

8>>><
>>>:
En =

p
p2n +m2

n ;

vn =
pn
En

;

�n = mn
2

2En
3 :

(4.37)

desde que pn seja su�
ientemente relativ��sti
o (veja apêndi
e C e �g.2.1).
Podemos, ent~ao, 
ombinar esses dois pa
otes sob a forma

 (x; t) = Np
2
[ 1(x; t) +  2(x; t)℄ ; (4.38)
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onde N �e um fator de normaliza�
~ao real. Cal
ulando a densidade de probabilidade [54℄,
temos 2

j (x; t)j2 =
N

2

2n

2(x� v1t; ~a1) + 
2(x� v2t; ~a2)

+�
1

2

e
�
(�v12t)2

8ha2i 
2(x� �v12t;
p

2[~a2℄12) 
os�
o
; (4.39)

onde

� =
h

2a1a2
a21 + a22

i
; �v12 = hvn; a2ni12 ; ~a2n = a2n + (�ntan )

2
;

� = �p12x��E12t +��12 ; ��12 = �1
2�'12 +�

h
�nt
a2n~a

2
n

i
12

(x� hvn; �n
a2n~a

2
n
it)2 � (�p12)2a21a

2
2

�a212
:

O PO de onda a
ima �e 
omposto de dois pa
otes gaussianos se movendo 
om suas respe
-
tivas velo
idades de grupo, e uma parte mista, 
ausada pela interferên
ia entre as mesmas.
Esse �ultimo termo exibe um 
omportamento os
ilat�orio, an�alogo ao experimento de dupla
fenda. �A primeira vista, esse 
omportamento se assemelha �a des
ri�
~ao de uma part��
ula
os
ilando no tempo e no espa�
o (veja a dependên
ia em x; t de � dentro da fun�
~ao 
osseno).
Assim, perguntamos 
omo distinguir entre essa os
ila�
~ao e o fenômeno de os
ila�
~ao 
au-
sada pela diferen�
a de massas; a resposta �e simples: basta integrar sobre todos as poss��veis
posi�
~oes x, j�a que j j2 representa a densidade de probabilidade no espa�
o, que 
onsiste em
uma degenere
ên
ia da \probabilidade de en
ontrar" a part��
ula. A probabilidade total �e
dada ent~ao por:

}(t) =

Z
�1

�1

dx j (x; t)j2

� N

2

2
Z
�1

�1

dp
���
(p� p1; a1=2)e

�iE(p)t + 
(p� p2; a2=2)e
�iE(p)t

���2
= N 2[1 + <fAg℄
= 
onstante ! 1 (ajustando-se N apropriadamente) ;

onde

A =

Z
�1

�1

dp 
(p� p1; a1=2)e
�iE(p)t

�

(p� p2; a2=2)e

�iE(p)t
��

=

Z
�1

�1

dp 
(p� p1; a1=2)
(p� p2; a2=2) :

Nesta equa�
~ao, A �e independente do tempo porque a rela�
~ao de dispers~ao E1(p) = E2(p) =
E(p;m) �e idênti
a quando apli
ada a uma part��
ula de massa de�nida. Embora seja um
resultado trivial, esse resultado �e o que, de fato, possibilita a normaliza�
~ao de um PO inde-
pendente do tempo na Me
âni
a Quânti
a padr~ao, devido �a evolu�
~ao unit�aria.

Note que, se n~ao houver integra�
~ao em x, os
ila�
~oes similares a esse tipo de interferên
ia
podem o
orrer adi
ionalmente �a os
ila�
~ao de sabor no 
aso de superposi�
~ao de massas difer-
entes. Dentro do formalismo desenvolvido, a integra�
~ao no espa�
o �e fundamental para dis-
so
iarmos essas formas de os
ila�
~ao das os
ila�
~oes de sabor propriamente ditas.

2Algumas propriedades listadas no apêndi
e B foram usadas.
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Cap��tulo 5

Fenômeno de Os
ila�
~ao Quânti
a
(artigo em anexo)

Este artigo 
onsta no ban
o de dados pre-print de Los Alamos (hep-ph/0208086) e foi sub-
metido �a revista Journal of Experimental and Theoreti
al Physi
s (JETP).

Alguns t�opi
os abordados no artigo, a saber: os fatores adi
ionais nas f�ormulas de os-

ila�
~ao (II{se
.4.3) e as 
ondi�
~oes 
inem�ati
as na produ�
~ao (IV{se
.4.2), j�a foram tratados
de maneira simples nos 
ap��tulos anteriores, enquanto que a dedu�
~ao da f�ormula de os
ila�
~ao
usando o modelo gaussiano (III{
ap.3) �e tratada 
om mais detalhe neste artigo. Os outros
t�opi
os abordados no artigo s~ao:

� Cria�
~ao n~ao Instantânea

Todo o formalismo desenvolvido no 
ap.2 e usado no 
ap.3 foi baseado na suposi�
~ao
impl��
ita de que a part��
ula des
rita pelo seu PO �e 
riada instantaneamente em t = 0.
Sob estas 
ondi�
~oes, o PO tem sabor ini
ial exatamente de�nido, somente se  1(x; 0) =
 2(x; 0). Podemos afrouxar essa 
ondi�
~ao de instantaneidade de forma a efetuar uma

ria�
~ao ponto a ponto, na qual 
ada ponto tem sabor de�nido. Essa an�alise �e feita
parti
ularmente para a fase, sem que haja mudan�
a na fase padr~ao de os
ila�
~ao.

� Pa
ote de Onda imagin�ario

Como uma ilustra�
~ao dr�asti
a de que a forma do pa
ote de onda pode in
uen
iar
de maneira muito signi�
ativa no 
omportamento de os
il�
~ao de sabor, propomos, na
se
.VI do artigo em anexo no 
ap.(5), um \gedanken wave pa
ket", 
om uma 
on-
tribui�
~ao adi
ional na fase de os
ila�
~ao; essa 
ontribui�
~ao possibilita grandes modi-
�
a�
~oes na fase de os
ila�
~ao. O pa
ote 
onsiste da superposi�
~ao de dois PsO gaus-
sianos separados espa
ialmente, 
om uma diferen�
a de fase 
onstante, adequadamente
ajustada.
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Abstra
t. We give a detailed analysis of the os
illation formula within the 
ontext of the
wave pa
ket formalism. Parti
ular attention is made to insure 
avor eigenstate 
reation
in the physi
al 
ases (�p 6= 0). This requirement imposes non instantaneous parti
le

reation in all frames. It is shown that the standard formula is not only exa
t when the
mass wave pa
kets have the same velo
ity, but it is a good approximation when minimal
slippage o

urs. For more general situations the os
illation formula 
ontains additional
arbitrary parameters, whi
h allows for the unknown form of the wave pa
ket envelope.

PACS. 12.15.F { 14.60.Pq

I. INTRODUCTION

In the last few years, the great interest in neutrino physi
s, and in parti
ular in neutrino masses,
has stirred up an in
reasing number of theoreti
al works upon the quantum me
hani
s of os
illation
phenomena [1{3℄. Notwithstanding the ex
eptional ferment in this �eld, the situation is still 
onfused,
and the 
on
eptual diÆ
ulties hidden in the os
illation formulas represent an intriguing, and some-
times embarrassing, 
hallenge for physi
ists. The most 
ontroversial point in dis
ussing the quantum
me
hani
s of parti
le os
illations is represented by the derivation of formulas 
ontaining extra fa
tors
in the os
illation length [4{12℄. In this paper, we review the sour
e of these fa
tors and show why
in the wave pa
ket formalism with minimal slippage one �nds, independently from the kinemati
al
assumptions, the standard os
illation probability. However, in more general situations one does indeed
�nd di�erent os
illation formulas. This question is of 
ourse essential if one wants to derive 
onsistent
mass di�eren
es from os
illation phenomena. It may well be that di�erent experiments, or even sets of
measurements within a given experiment (e.g. atmospheri
 neutrino data), involve di�erent os
illation
formulas, and this must be taken into a

ount.

One of the basi
 assumptions in neutrino physi
s is that only 
avor eigenstates are destroyed or

reated. Now, in the wave fun
tion formalism this is a problem whi
h, in our opinion, has not yet
been satisfa
torily solved. The most 
ommon approa
h is to assume instantaneous 
reation within
the 
ontext of an equal momentum hypothesis [13℄. Unfortunately, there is no physi
al Lorentz frame
in whi
h this o

urs. Some authors have even tried to bypass the problem by re-de�ning the 
avor
eigenstates a

ording to 
onvenien
e [14℄. In this paper we shall des
ribe how to a
hieve this obligatory

ondition within the wave pa
ket formalism. It will automati
ally imply non instantaneous 
reation
of the wave pa
ket for any physi
al produ
tion pro
ess.

In our analysis, we shall for simpli
ity work within a two 
avor/mass mixing model. The stru
ture
of the paper is as follows:
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� In Se
tion II, we re
all the arguments in favor of extra fa
tors in the os
illation formula. We shall
in parti
ular note that an essential assumption in these derivations is that the 
avor eigenstate is
identi
al, in
luding the phase, at ea
h point of 
reation.
� In Se
tion III, we re
all the equal momentum wave pa
ket derivation of the standard os
illation
formula.
� We dis
uss the physi
al kinemati
s for parti
le 
reation in Se
tion IV.
� The extension from the equal momentum 
ase to an arbitrary 
ase is ta
kled, and solved, in Se
tion
V. In this Se
tion, we also show that, while physi
ally essential, this generalization does not in itself
invalidate the standard os
illation formula.
� In Se
tion VI, we return to the question of non-standard os
illation formulas by showing the results
of a multiple peak (spe
i�
ally a two-peak) model with substantial slippage.
� We draw our 
on
lusions in Se
tion VII.

II. EXTRA FACTORS IN THE OSCILLATION FORMULAS

In the quantum me
hani
s of parti
le os
illation, substantial mathemati
al simpli�
ation results from
the assumption that the spa
e dependen
e of the wave fun
tions is one-dimensional, hen
e, in what
follows, we shall use this simpli�
ation. Flavor os
illations are observed when a sour
e 
reates a parti
le
whi
h is a mixture of two or more mass eigenstates. The main aspe
ts of os
illation phenomena 
an
be understood by studying the two 
avor problem

�
��

��

�
=

�

os � sin �
-sin � 
os �

� �
�1

�2

�
;

where �� and �� are 
avor eigenstates and �1 and �2 are mass eigenstates.
Suppose we have a physi
al system whose initial state is represented by the 
avor state ��. At

later times, the probability to �nd the 
avor state �� is 
onventionally expressed in terms of the
mixing angle � and of the relative phase �� by

P (�� ! ��; t) = sin2 2�
1� 
os��

2
:

It is to be noted that the above formula ignores any possible e�e
ts involving the shape of the wave
fun
tions. The Lorentz invariant phase fa
tor �� is usually given in terms of the distan
e L (travelled
in the time T ), of the mass di�eren
e �m2, and of the energies mean value �E. Due to the relativisti

nature of neutrinos, this phase is evaluated by 
onsidering T � L and p1;2 � E1;2, i.e.

�� = T �E � L�p � L (�E ��p) � L�m2=2 �E : (1)

By using this phase di�eren
e, one gets the well-known expression [15{19℄

P (�� ! ��; L) � sin2 2� sin2
�
�m2

4 �E
L

�
= sin2 2� sin2

�
�

L

L
os


�
; (2)

where

L
os


=
4� �E

�m2
� 2:48

E[GeV℄

�m2[eV2℄
Km (3)

is the distan
e at whi
h �� be
omes 2�. In this paper, we shall refer to Eq.(2) as the standard
os
illation probability and to Eq.(3) as the standard os
illation length. As an aside, we note that the
assumptions in Eq.(1) have formally 
ost us the Lorentz invarian
e of the standard os
illation formula.
As written, it is no longer valid in all Lorentz frames.

The histori
al development of the 
al
ulation of the phase fa
tor �� is interesting and a lit-
tle mysterious. The �rst predi
tion of the os
illation probability was given in 1969 by Gribov and
Ponte
orvo [20℄

j�
e
(t)j2 = j�

e
(0)j2

��
1�

sin2 2�

2

�
+

sin2 2�

2

os

�
2
�m2

2 �p
t

��
:
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The important point to note here is a fa
tor two di�eren
e with respe
t to the relative phase whi
h
appears in Eq.(1). Only some years later, to be more pre
ise in 1976, was the standard os
illation
probability obtained by Frits
h and Minkowsky [21℄.

For a long time thereafter, the os
illation probability (2) stood as the fundamental starting point
in neutrino physi
s and no 
omment was ever made on the additional fa
tor two whi
h appeared
in the Gribov and Ponte
orvo work (for further details see ref. [10℄). In 1995, Lipkin re-dis
ussed
the derivation of the os
illation probability and pointed out that, by assuming the equal momentum
s
enario, an extra fa
tor of two appears in the os
illation phase [4℄. The hypothesis of equal energies
was then suggested to re-obtain and justify the standard result [5℄. However, simply by following
the reasoning of Lipkin [4℄, the authors of ref. [8℄ showed that, 
ontrary to Lipkin's assertion, the
only 
ase in whi
h the standard os
illation phase 
an be reprodu
ed is in the equal velo
ity s
enario.
This 
ondition also distinguishes itself from the others (equal energy or equal momentum) by being
Lorentz invariant. This does not mean that this s
enario, whi
h yields the maximum simpli
ity and
re
overs the standard os
illation probability, 
oin
ides with the real situation in neutrino produ
tion.
As observed in refs. [7,8℄ 
ommon velo
ities imply E1=E2 = p1=p2 = m1=m2 and sin
e this may be very
far from unity it would 
ontradi
t the estimates of the neutrino energies for the known produ
tion
me
hanisms. A dis
ussion of the kinemati
al 
onstraints derived from energy-momentum 
onservation
in neutrino produ
tion will be given in Se
tion IV.

In order to understand how extra fa
tors appear in the os
illation formula, let us analyze the
di�eren
e of phase responsible for the os
illation phenomenon. In the plane wave formalism the ap-
propriate plane wave phase is asso
iated with ea
h mass eigenstate. Sin
e the four-momentum of
di�erent masses 
annot 
oin
ide, the phase of ea
h mass eigenstate will 
hange with time and dis-
tan
e. Thus an initially pure 
avor-eigenstate will be modi�ed with time. The mass-eigenstate phase
di�eren
e is

�� = �(E T � pL) : (4)

In the standard treatment, one evaluates this by setting �T = �L = 0 [22, 23℄. Nevertheless, if the
two mass eigenstates have di�erent speeds, by assuming instantaneous 
reation, we should experien
e,
at the 
ommon time T , the interferen
e between wave fun
tion points whi
h have travelled di�erent
distan
es, i.e.

L1 = v1 T and L2 = v2 T
�
) �L = T �v and T = �L=�v

�
:

The interferen
e between wave fun
tion points whi
h have travelled di�erent distan
es is the sour
e
of an extra multipli
ative fa
tor,

� =
��(�L 6= 0)

��(�L = 0)

�
�

��(�v 6= 0)

��(�v = 0)

�
; (5)

in the os
illation phase (length). In order to quantify this e�e
t, we expli
itly 
al
ulate the di�eren
e
of phase given in Eq.(4). By simple algebrai
 manipulations, we obtain

�� =

�
1

�v
�E ��p�

�p

�v
�v

�
�L : (6)

As parti
ular 
ases, we 
an immediately 
ompute the Lorentz invariant fa
tor �� in the 
ommon
velo
ity and 
ommon energy s
enario,

�� [ �v = 0 ℄ =
�m2

2�p
�L �

�m2

2 �E
�L [ standard result ℄ ;

�� [�E = 0 ℄ =
�m2

�p
�L �

�m2

�E
�L [ extra fa
tor two ℄ :

In order to get a more general expression for the extra fa
tor, we rewrite � in terms of �p, �E, �p and
�E as follows

�
�
�p ; �E ; �p ; �E

�
= 1 +

�p�v

�v�p��E
: (7)
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Considering �p� �E and �E � �E, we obtain

�
�
�p ; �E ; �p� �E ; �E � �E

�
= 1 +

�p
�
�E�p� �p�E

�
�E
�
�p�p� �E�E

�
�
1 + O

�
�E�p

�E2
;

�
�E
�E

�
2
��

� 1 +
�p
�
�E�p� �p�E

�
�E
�
�p�p� �E�E

� (8)

�

8<
:
1 when �p = 0 and p1;2 � E1;2 ;

2 when �p = 0 and p1;2 � E1;2 :

There are di�eren
e in the value of � between the s
enarios of 
ommon momentum and 
ommon
energy but they are only signi�
ant in the non-relativisti
 limit. Su
h a situation 
ould in prin
iple be
tested, for example, in the neutral kaon system. In neutrino physi
s, where non-relativisti
 neutrinos
are unobservable, when �v 6= 0, we pra
ti
ally always �nd an extra fa
tor two in the os
illation length.
In 
on
lusion, to re
over the standard formula for neutrinos in this formalism (where the energy of
produ
tion is approximately known and is orders of magnitude greater than the postulated masses),
in addition to the exa
t 
ommon velo
ity s
enario we would also need to impose almost equal masses
to guarantee E1=E2 � 1 [8℄.

Now it is important to observe that, in all the above, one has impli
itly assumed that the 
avor
eigenstate is always given by the mixing matrix (
hosen real by 
onvention) with whi
h we started
this Se
tion. That is, the 
avor eigenstate has been assumed identi
al at all points and/or times of

reation. However, we 
an of 
ourse multiply a 
avor (mass) eigenstate by a phase fa
tor without
modifying its 
avor (mass). Perhaps less obvious, this phase may even be spa
e-time dependent. A
signi�
ant example of this o

urs in the next Se
tion and is generalized in Se
tion V. An alternative
wave pa
ket example, spe
i�
ally devised to approximate at a given time the above non standard
os
illating phase, is presented in Se
tion VI.

III. WAVE PACKET FORMALISM WITH INSTANTANEOUS CREATION

In the pre
eding se
tion, we introdu
ed the fundamental arguments leading to extra fa
tors in the
os
illation probability. In this se
tion, we are going to show why these fa
tors do not appear in the
usual wave pa
ket formalism. We begin by trying to understand qualitatively the problem in a very
simple 
ase, that is �p = 0 [24,25℄, and dedu
e from it several important 
on
lusions.

So far, we have only 
onsidered a single plane wave. Rigorously, su
h an energy-momentum eigen-
state 
annot represent a physi
al state - it is not normalizable. It would also pose us with the problem
of de�ning L and T in the os
illation phase. To avoid these problems, we must employ a normalized
superposition of plane waves

exp f�i [E(p;mn)t� px℄g

and des
ribe the time evolution of 
avor states by the wave pa
ket

	(x; t) =  1(x; t) 
os � �1 +  2(x; t) sin � �2

= [ 1(x; t) 
os
2 � +  2(x; t) sin

2 � ℄ �� + [ 2(x; t) �  1(x; t) ℄ 
os � sin � ��

=  �(x; t; �) �� +  �(x; t; �) �� ; (9)

where

 n(x; t) =
1p
2�

Z
+1

�1

'n(p) exp f�i [E(p;mn)t� px℄g dp :

As a model assumption, we suppose that the momentum distributions 'n(p) are given by Gaussian
fun
tions peaked around the mass eigenstate momenta pn, i.e.

'n(p) =

�
a2
n

2�

� 1
4

exp
h
�a2

n
(p� pn)

2
=4
i
: (10)
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To instantaneously 
reate at t = 0, in a lo
alized region 
entered around the spatial 
oordinate x = 0,
a 
avor state ��, we have to impose the following 
onstraint

 1(x; 0) =  2(x; 0) [ ) �a = �p = 0 ℄ : (11)

Consequently, from Eq.(9) we get

	(x; 0) =

�
2

�a2

� 1
4

exp

�
� x2

a2

�
exp [i p0x℄ �� =  (x; 0)�� ; (12)

where p0 = p1 = p2. The probability P (�� ! ��; t) of observing a 
avor state �� at the instant t is
equal to the integrated squared modulus of the �� 
oeÆ
ient in Eq.(9),

P (�� ! ��; t) =

Z
+1

�1

j �(x; t; �)j2 dx :

= sin2 2�

�
1�Re

Z
+1

�1

 1(x; t) 
�

2
(x; t) dx

�
=2 : (13)

A
tually, this result with a unique time assumes that the dete
tor is not lo
alized in a region smaller
or 
omparable to the size of the wave pa
ket. Otherwise for t we would have to use the average time
of measurement. In order to 
al
ulate the os
illation probability, let us 
hange the x-integration into
p-integration Z

+1

�1

 1(x; t) 
�

2
(x; t) dx =

Z
+1

�1

'2(p) exp f�i [E(p;m1)�E(p;m2)℄ tg dp

and use the following approximation

E(p;m1)�E(p;m2) =

�
1 +

p2 � p2
0

E2

1

� 1
2

E1 �
�
1 +

p2 � p2
0

E2

2

� 1
2

E2

�
�
1� p2 � p2

0

2 �E2

�
�E

�
�
1� (p� p0) p0

�E2

�
�E

� �E + (p� p0)�v :

This approximation is justi�ed if we assume Æp� �E and �E � �E. The os
illation term is then given
by

Z
+1

�1

 �

1
(x; t) 2(x; t) dx �

�
a2

2�

� 1
2

exp [�i�E t℄
Z

+1

�1

exp [�a2�2=2℄ exp [�i ��v t℄ d�

= exp [�i�E t℄ exp
�
�
�
�v t

a
p
2

�
2
�
:

By observing that �E = �m2=2 �E and using the approximation T = �L=�v � �L (where T stands for
the observation time), Eq.(13) redu
es to

P
�
�� ! ��; �L

� � sin2 2�

�
1� exp

�
�
�
�v T

a
p
2

�2�

os

�
�m2

2 �E
�L

��
= 2 : (14)

Thus, when minimal slippage o

urs (�v T � a) the standard os
illation probability (2) is a good
approximation and no extra fa
tor appears in the os
illation term . This 
ontradi
ts the result given
in the previous Se
tion, where, in the equal momentum s
enario by using the plane wave derivation,
an extra fa
tor of two was obtained, see Eq.(8). To explain this apparent paradox, we observe that,
at time T and at a �xed position xf in the overlapping region, we experien
e the interferen
e between
spa
e points whose separation at 
reation is given (see Fig. 1) by

�xin = ��v T :
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This implies that an additional initial phase,

��in = �p0�xin = p0�v T ; (15)

is automati
ally in
luded in the wave pa
ket formalism. Consequently, the �nal result 
ontains both
the phase di�eren
e 
al
ulated in the previous Se
tion, i.e.

�� = T �E � p0 �L ;

and the additional term given in Eq.(15). Thus, the standard result,

��st = ��in +�� = T �E ; (16)

is obtained. Hen
e, the di�eren
e in this s
enario with that of the previous Se
tion is that here the

avor eigenstate is not unique at all points of 
reation. Ea
h point is asso
iated with an appropriate
x-dependent phase.

Before pro
eeding further, we must ask whether the above equal momentum s
enario is physi
ally
possible, and if not, how it is to be modi�ed while maintaining the 
reation of only a 
avor eigenstate.
These modi�
ation 
ould well 
hange the os
illation phase. To respond to these questions we must
�rst review the kinemati
s of parti
le 
reation.

IV. KINEMATIC CONSTRAINTS IN PRODUCTION

We start by observing that any produ
tion pro
ess of a parti
le (be it an os
illating parti
le or not)

an be 
onsidered, for kinemati
 purposes, as an e�e
tive two-body de
ay su
h as

m0  �
M
� �! m1;2

where we re
all that the subs
ript in m1;2 refers to the os
illating mass eigenvalues. If the produ
tion
pro
ess is a de
ay into more than two parti
les, then m0 represents the e�e
tive mass of all the a

om-
panying parti
les and is of 
ourse greater than or equal to the sum of their masses. For produ
tion
pro
esses other than de
ays M is simply the 
enter of mass energy and not the mass of a resonan
e.
In this \rest" frame, energy and momentum 
onservation imply

M =
p
p2
n
+m2

0
+
p
p2
n
+m2

n
=
p
p2
n
+m2

0
+En ; n = 1; 2 :

By simple algebrai
 manipulations, we �nd [26,27℄

�E =
�m2

2M
; �p =

�E �M

�p
�E and �v =

1� (�p= �E)
2

� (M= �E)

�p

�
1�

�
�E

2 �E

�
2
�
�1

�E : (17)

The next step is to observ that by assumption

�m 6= 0 and thus 2(M � �E) =
p
p2
1
+m2

0
+
p
p2
2
+m2

0
6= 0 :

Consequently, in the rest frame of the de
aying parti
le of mass M (or, in general, in the 
enter of
mass frame) we have

�E 6= 0 ; �p 6= 0 and �v 6= 0 : (18)

This implies that there does not exist any frame in whi
h �v = 0 sin
e this is a Lorentz invariant

ondition. We 
an also show that there does not exist any frame in whi
h �p = 0. In fa
t, by
performing a Lorentz transformation with velo
ity � from the rest frame of the de
aying parti
le M
(or 
enter of mass), we �nd

�E0 = 
 (�E � ��p) ;

�p0 = 
 (�p� ��E) :

To satisfy �p0 = 0, we have to impose the following unphysi
al 
ondition on �

j�j = j�p=�Ej = j( �E �M)=�pj =
�p

p2
1
+m2

0
+
p
p2
2
+m2

0

�
=2�p > 1 :
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This shows that (�E;�p) is spa
e-like. Therefore, there will, on the 
ontrary, always be frames in
whi
h �E0 = 0.

It is now important to realize that the 
ondition �p 6= 0 automati
ally implies for x 6= 0 that the
mass eigenstates de�ned in the previous Se
tion are no-longer equal at t = 0,

 1(x; 0) 6=  2(x; 0) :

This inevitably leads, within the 
ontext of instantaneous 
reation, to a non zero probability to �nd
(see Fig. 2) a 
avor state �� at time t = 0 [9,19℄. Indeed, for �p 6= 0 and with instantaneous 
reation,
we obtain the following os
illation probability

P (�� ! ��; t) � sin2 2�

�
1� exp

�
�
�
a�p

2
p
2

�
2

�
�
�v t

a
p
2

�
2
�

os

�
�m2

2 �E
t

��
= 2 : (19)

Thus, there does not exist any time for whi
h the state is a pure 
avor eigenstate. In the next Se
tion,
we shall des
ribe how by generalizing to non instantaneous 
reation we 
an eliminate the initial
di�eren
e of phase between the mass eigenstates and hen
e a
hieve pure 
avor 
reation event-wise .

V. NON INSTANTANEOUS CREATION

We have identi�ed the initial di�eren
e of phases in the mass eigenstates

��p x
 ;

where x
 is a generi
 spa
e point in the 
reation wave pa
ket, as the 
ause for having at the time of

reation a state whi
h is not a pure 
avor eigenstate. This undesired e�e
t 
an be removed either by
the unphysi
al assumption of equal momenta or by introdu
ing for ea
h spa
e point x
 a 
orresponding

reation time t
 whi
h satis�es the following relation

�E t
 ��p x
 = 0 : (20)

This 
ondition guarantees
dP (�� ! ��; x
; t
) = 0

and 
onsequently allows for pure 
avor 
reation event-wise.
Somewhat surprisingly this substantial modi�
ation does not invalidate the standard os
illation

formula. In fa
t, by following the plane wave phase 
al
ulation of Se
tion II, we �nd at the interferen
e
spa
e-time point (xf ; T ) the following mass eigenstate phases

�1 = E1 (T � t1;
)� p1v1 (T � t1;
) ;
�2 = E2 (T � t2;
)� p2v2 (T � t2;
) :

The last two terms in the di�eren
e of phase

�� = T [�E ��(pv)℄��(Et
) + � (pvt
) (21)

represent the generalization of Eq. (6) in the 
ase of non instantaneous 
reation. However, as explained
in the previous Se
tion, in the wave pa
ket formalism additional initial phases are automati
ally
in
luded in the expression of the os
illation phase. Thus, for non instantaneous 
reation, we still have
to take into a

ount the 
ontributions of the initial phases

�1;in = E1t1;
 � p1 [xf � v1 (T � t1;
)℄ ;
�2;in = E2t2;
 � p2 [xf � v2 (T � t2;
)℄ :

The �nal result 
ontains both the di�eren
e of phase (21) and the additional term

��in = ��p xf + T �(pv) + � (Et
)��(pvt
) : (22)
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Finally, after integration (xf ! �L) the standard result

��st = T �E � �L�p (23)

is on
e more obtained.
The above pro
edure has eliminated 
avor 
ontamination at 
reation. Nevertheless, sin
e 
reation

no longer o

urs at a unique time and the partially formed wave pa
kets naturally evolve, there will
still not be a pure 
avor eigenstate at any �xed time, with the trivial ex
eption of the very �rst
instant in the 
reation pro
ess. We also observe that any sear
h for the parti
le during this time
(
reation) will not ne
essarily yield a positive result sin
e the wave fun
tion is not fully normalized.
The measurement will still produ
e a 
ollapse of the wave fun
tion in the appropriate per
entage of

ases to zero.

VI. GEDANKEN WAVE PACKETS

We have seen that the implementation of pure 
avor 
reation, while non trivial, does not modify the
standard os
illation formula. However, the wave pa
ket assumed was by no means the most general.
Now we shall study the possible 
onsequen
es of a two-peak wave pa
ket. This is the simplest whi
h
allows for the insertion of additional 
onstant initial phase fa
tors.

To simplify the following 
al
ulation, we return to the unphysi
al (in any frame) �p = 0 s
enario
with instantaneous 
reation at t = 0. We 
onsider a wave pa
ket obtained by a sum of generalized
Gaussians with peaks at x = �x0 (see Fig. 3),

 (x; 0) = N

�
exp [i p0(x+ x0)℄ exp

�
� (x+ x0)

2

a2

�
+ exp [i p0(x� x0)℄ exp

�
� (x� x0)2

a2

��
; (24)

where N is the normalization 
onstant. We also assume that the peaks are well separated. In this 
ase

N �
�

1

2�a2

� 1

4

:

Note that ea
h gaussian has its own extra 
onstant phase fa
tor.
We now allow the wave pa
kets to evolve and 
onsider the situation (measurement) in whi
h the

�rst peak of one mass eigenstate overlaps with the se
ond peak of the other (see Fig. 4). In this region
of overlap, os
illation o

urs but it is to be noted that there are non-overlapping parts of the wave
pa
ket whi
h 
orrespond to pure mass eigenvalues (see Fig. 5). The 
ontribution of these parts yields a
non os
illating term. Indeed this is exa
tly what happens when the mass wave pa
kets have 
ompletely
separated (de
oheren
e). The os
illating term is modi�ed by the presen
e of the di�eren
e between
the phase fa
tors exp[ip0x0℄ and exp[�ip0x0℄. Thus, the os
illation formula at or around these times
reads

P (�� ! ��; t) � sin2 2�

�
1� 1

2
exp

�
�
�
�v t� 2x0

a
p
2

�
2
�

os

��
�m2

2 �E
t

�
� 2p0x0

��
= 2 ; (25)

where the sign in the 
onstant term � 2p0x0 depends on v1? v2. In this pi
ture,

2p0x0 � � p0�v t � �
�m2

2 �E
t :

Thus, we obtain the extra fa
tor two of Se
tion II for the os
illating phase. It is true that sin
e
� 2p0x0 is a 
onstant term the os
illation period is still be the standard one (see Fig. 5). However,
with multiple peaks, ea
h with independent initial 
onstant phases, the e�e
tive extra phase term

ould be
ome L or T dependent. We see no good physi
al reasons for ex
luding su
h a 
ontribution
a priori.

In the 
ase ofminimal slippage when the interferen
e o

urs within ea
h separate peak, the 
onstant
phases play no role. In these 
ases, we 
an also ignore (by de�nition) the non-overlapping parts of the
wave fun
tion. Thus, the standard result is obtained as a good approximation. This is now 
onsistent
with the fa
t that for no slippage (�v = 0) the standard formula is exa
t.
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It is also useful to observe that, in the in
oherent limit, one has a 
lean method for determining
experimentally the mixing angle, whatever the wave pa
ket form is,

P (�� ! ��; T � a=j�vj) = sin2 2� = 2 :

Nevertheless, the time for the onset of 
omplete in
oheren
e depends upon the wave pa
ket dimensions
and upon the di�erent mass velo
ities.

VII. CONCLUSIONS

The aim of this work was to shed some new light on the quantum me
hani
s of parti
le os
illations.
The primary obje
tive was to sear
h for the 
onditions under whi
h the standard os
illation formula
is valid. In the pro
ess we have understood the origin of the extra fa
tors in the plane wave os
illation

al
ulations. It is the impli
it assumption that at 
reation (whether instantaneous or not) the 
avor
eigenstate is unique even up to the phase at all points and times of 
reation. To the best of our
knowledge this has not been pointed out previously. The often quoted plane wave derivations of the
standard formula have generally been based upon invalid approximations or formalisms 
hosen so as
to 
ompensate for the negle
t of the initial phase 
ontributions.

Other authors have previously pointed out that the assumptions of equal velo
ity, momentum
and energy are \unphysi
al" in the sense that they are not 
ompatible with the known produ
tion
pro
esses in the laboratory frame. We have pointed out here that the �rst two are rigourously non

physi
al in the sense that there is no Lorentz frame in whi
h they o

ur. Only the equal energy 
ase
is theoreti
ally possible. Consequently, sin
e the assumption of instantaneous 
reation together with

avor eigenstate produ
tion imposes equal momentum, it is non physi
al. We 
an 
orre
t for this by
assuming an event-wise produ
tion me
hanism. Event-wise produ
tion is perfe
tly natural. It is even
predi
ted for the equal momentum 
ase (had it existed) when seen by another observer in a Lorentz
frame in whi
h the momenta are not equal. Somewhat surprisingly the standard os
illation phase, as

al
ulated in the wave pa
ket formalism, is not a�e
ted by this modi�
ation, at least not for the 
ases
with minimal slippage. Thus, we have 
on
luded that within the wave pa
ket formalism the standard
result is not only exa
t in the 
ase of equal velo
ities (no slippage) but also a good approximation in
all 
ases in whi
h minimal slippage o

urs between the mass wave pa
kets.

Now the standard os
illation formula 
ontains no dependen
e upon the form of the wave pa
kets
involved. This 
learly 
annot be valid in general. Indeed, as a simple and well known 
ounter example
we have re
alled in the previous Se
tion the in
oheren
e limit, who's onset is dependent upon the
size of the wave pa
kets and the di�eren
es in the mass eigenstate velo
ities. One must expe
t the
dimensions and expli
it form of the wave pa
kets, in
luding all relative phases, to play a role in the
os
illation formula. We have exhibited a simple two-gaussian model to demonstrate not only this
but also how a result that simulates the extra-fa
tors 
al
ulations (for the os
illating part) 
an be
obtained.

Allowing for 
ompletely arbitrary modulations of the plane waves, we must introdu
e additional
parameters into our generalized formula

P (�� ! ��; t) = sin2 2�

�
1�R(t) 
os

�
�m2

2 �E
t+ '(t)

��
= 2 ; (26)

where R(t) and '(t) depend upon the details of the wave pa
ket envelope. This formula 
ontains two
extra parameters when 
ompared to the standard formula, four in all. It may well prove ne
essary to
employ our generalized expression in order to re
on
ile diverse experimental results. The alternative

ould lead to in
onsisten
ies in the determination of mass di�eren
es and/or mixing angles. Use of this
formula may also avoid the need to introdu
e one or more sterile neutrinos. This equation, as it stands,
is probably too vague for pra
ti
al phenomenologi
al �ts. However, it is always possible, without
returning to the standard formula, to add simplifying assumptions su
h as the time independen
e of
the extra phase term.

Apart from the question posed in this paper of what is the most pra
ti
al os
illation formula
to be used in phenomenologi
al �ts, there is an aspe
t of this work whi
h is of great interest, at
least to the authors. The details of the 
reation and annihilation of wave pa
kets is to a large degree
unknown territory. Os
illation phenomena may indeed be useful as a sour
e of information upon this
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subje
t. It should also be possible to investigate this aspe
t for photon wave pa
kets with the help of
very pre
ise measurements in interferen
e phenomena. In the 
ase of photons the e�e
t of slippage is
substituted by the o

urren
e of di�erent path lengths. For example, in opti
s it is well known that
interferen
e e�e
ts 
ease if the di�eren
e of path lengths ex
eeds the wave pa
ket dimension, and this
should permit the determination of these dimensions. This te
hnique may, of 
ourse, also be extended
to any elementary parti
le that lives long enough. This parti
ular subje
t matter re
alls transitory
phenomena in various se
tors of 
lassi
al physi
s. Its study, both theoreti
al and experimental, at the
quantum me
hani
al level is surely a great 
hallenge.
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t = 0 t = T

x = 0 x = xf

v2T

v1T

xf �v2T

xf �v1T

e�i�2;in

e�i�1;in

e�i�2

e�i�1

j 2j
2

j 1j
2

� � �

��in �xf�p+ T�(pv)

=

=

�� T�E � T�(pv)

Fig. 1

Fig. 1. The square modulus of the mass eigenstate 
oeÆ
ients, j 1(x; t)j
2 (upper-half) and j 2(x; t)j

2 (lower-
half), is plotted as a fu
ntion of x for two times: t = 0 (left-side) and t = T (right-side). As a model assumption,
the wave pa
kets are supposed to be Gaussian fun
tions (with the same width a) peaked around x = 0. At
observation time T , the mass eigenstate wave pa
kets are 
entered around di�erent spa
e-points, L1 = v1T

and L2 = v2T (spreading e�e
ts are negle
ted). Sin
e L1 and L2 are assumed very large 
ompared to a, the
plots of the mass eigenstate wave pa
kets at 
reation and observation are separated by dots in the x-axis. At
observation time T , xf is a �xed point in the overllaping region. At this point, the mass eigenstate phases are
given by �1(xf ; T ) = E1T�p1v1T and �2(xf ; T ) = E2T�p2v2T . The interfering wave pa
ket points at (xf ; T )

orrespond to di�erent initial wave pa
ket points. Thus, the initial phases �1;in(xf � v1T; 0) = �p1xf + p1v1T
and �2;in(xf�v2T; 0) = �p2xf+p2v2T are automati
ally in
luded in the wave pa
ket formalism. Consequently,
the standard result T�E � xf�p is obtained.
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t = 0 t = T

x = 0 x = �L

j �j2

j �j2

� � �

�p = 0

=��st T�E

Fig. 2.1

t = 0 t = T

x = 0 x = �L

j �j
2

j �j
2

� � �

�p 6= 0

=��st T�E � �L�p

Fig. 2.2

Fig. 2. The square modulus of the 
avor eigenstate 
oeÆ
ients, j �(x; t;
�

4
)j2 (upper-half) and j �(x; t;

�

4
)j2

(lower-half), is plotted as a fun
tion of x for two times: t = 0 (left-side) and t = T (right-side). The observation
time T was 
hosen as an integer number of standard os
illation periods, Tos
 = 4� �E=�m2. In the 
ase �p = 0,
a pure falvor state �� is 
reated at time t = 0 (upper plot). Slippage (see Fig. 1) leads to a non zero probability
to �nd a 
avor state �� at time T . However, in the 
ase �p 6= 0, within the 
ontext of instantaneous 
reation,
there does not exist any time for whi
h the state is a pure 
avor eigenstate (lower plot)
.
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Fig. 3
t = 0

x = 0x =�x0 x = x0

��in= 0

e�i�1;in

e�i�2;in

j 1j
2

j 2j
2

Fig. 3. The square modulus of the mass eigenstate 
oeÆ
ients, j 1(x; t)j
2 (upper-half) and j 2(x; t)j

2 (lower-
half), is plotted as a fun
tion of x for the initial time t = 0. As a model assumption, the wave pa
kets are
supposed to be generalized Gaussian fun
tions peaked around x = �x0.
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Fig. 4.1
t = T

x = �Lx = �L� 2x0 x = �L+ 2x0

�� = T�E�2p0x0

e�i�2

e�i�1

j 1j
2

j 2j
2

Fig. 4.2 t = T+ 1

2
T
os


x = �L+ 1

2

�L
os


�� = (T+ 1

2
T
os

)�E�2p0x0

e�i�2

e�i�1

j 1j
2

j 2j
2

Fig. 4. The square modulus of the mass eigenstate 
oeÆ
ients, j 1(x; t)j
2 (upper-half) and j 2(x; t)j

2 (lower-
half), is plotted as a fun
tion of x for two times: t = T and t = T + 1

2
Tos
. The 
hoi
e of T = 2x0=�v

guarantees that the �rst peak (from the left) of the �1 mass eigenstate wave pa
ket overlaps with the se
ond
peak of the �2 mass eigenstate wave pa
ket. By observing that T=Tos
 � x0 �E � 1 and using Eq. (25), it

an be immediately understood why the plots of the mass eigenstate wave pa
kets at the times t = T and
t = T + 1

2
Tos
 pra
ti
ally 
oin
ide.
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Fig. 5.1
t = T

x = �Lx = �L� 2x0 x = �L+ 2x0

j �j
2

j �j
2

Fig. 5.2 t = T+ 1

2
T
os


x = �L+ 1

2

�L
os


j �j

2

j �j

2

Fig. 5. The square modulus of the 
avor eigenstate 
oeÆ
ients, j �(x; t;
�

4
)j2 (upper-half) and j �(x; t;

�

4
)j2

(lower-half), is plotted as a fun
tion of x for two times: t = T and t = T + 1

2
Tos
. The 
hoi
e of T = 2x0=�v

(whi
h does not ne
essarily 
oin
ides with an integer number of standard os
illation period Tos
) 
orresponds
to a (lo
al) maximum probability to �nd the 
avor state �� (upper plot). This would not agree with the
predi
tion of the standard formula, be
ause of the presen
e of the extra 
onstant phase term. Nevertheless,
the standard os
illation period is maintained. Indeed, at the later time T + 1

2
Tos
, we have a (lo
al) maximum

probability to �nd the 
avor state �� (lower plot).
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Cap��tulo 6

Con
lus~oes e Perspe
tivas

Neste trabalho desenvolvemos um formalismo 
oerente para tratar os
ila�
~oes de neutrinos

om o uso de pa
otes de onda num espa�
o de Hilbert redut��vel 
omposto por uma soma
direta de dois espa�
os de massa de�nida " = "1 � "2. O modelo gaussiano se mostrou
adequado dentro das aproxima�
~oes usadas e 
ondi�
~oes ne
ess�arias de de�ni�
~ao de sabor.
As aproxima�
~oes usadas tamb�em in
luem o efeito de alargamento do PO (\spreading"),
at�e agora n~ao in
luso na literatura. Com ela podemos 
lassi�
ar os regimes de os
ila�
~ao e
parâmetros 
ara
ter��sti
os, assim 
omo quanti�
ar 
ondi�
~oes ne
ess�arias para a o
orrên
ia
das os
ila�
~oes dentro de uma aproxima�
~ao de ordem superior e, logo, 
ommenor erro. Como a
probabilidade de transi�
~ao en
ontrada �e dependente do tempo, um pro
esso de substitui�
~ao
do tempo pela posi�
~ao foi devidamente legitimado usando-se a propriedade de m�edia da
Me
âni
a Quânti
a.

Ao longo da formaliza�
~ao, revisamos alguns dos prin
ipais problemas envolvidos na os-

ila�
~ao de neutrinos dentro da abordagem de pa
otes de onda. Um deles, o problema de
normaliza�
~ao das f�ormulas de os
ila�
~ao, �e es
lare
ido juntamente 
om a 
ontrov�ersia de in-
tegra�
~ao no tempo ou espa�
o. Vimos tamb�em que o efeito da m�edia sobre o tempo ini
ial
des
onhe
ido �e irrelevante se a taxa de emiss~ao n~ao variar muito rapidamente 
om o tempo.
Ilustramos (para o modelo gaussiano) os v�arios fenômenos en
ontrados utilizando integra�
~ao
num�eri
a e gra�
ando as densidades de probabilidade para os dois sabores e massas.

Um dos prin
ipais problemas restantes envolvendo PsO 
on
erne �a n~ao de�ni�
~ao ini
ial
de sabor, se quisermos impor grandezas 
inem�ati
as diferentes para os dois auto-estados de
massa, o que �e favore
ida pela 
inem�ati
a de de
aimento real. Embora o efeito possa ser
pequeno, sem problemas para o modelamento, ela viola, formalmente, a impli
a�
~ao de que a
intera�
~ao fra
a 
onserva o sabor e o neutrino que sofre apenas essa intera�
~ao deve ser 
riado

omo auto-estado de sabor.

Outra sutileza para o qual deve ser 
hamada a aten�
~ao neste formalismo �e a sua n~ao

ovariân
ia. O uso de pa
otes de onda expl��
itos ne
essariamente impli
a que tal PO �e

ara
ter��sti
a de um dado referen
ial. A 
ondi�
~ao requerida aqui para a 
ria�
~ao de um
auto-estado de sabor de�nido, que ini
ialmente n~ao exista 
ontribui�
~ao de sabor errada na
superposi�
~ao ini
ial de PO, vale somente para um referen
ial em parti
ular. Mesmo que
isso a
onte�
a nesse referen
ial, em qualquer outro, a mesma a�rma�
~ao n~ao �e v�alida. Nesse
esp��rito, a 
ria�
~ao n~ao instantânea (se
.V{
ap.5) analisa a 
ria�
~ao somente no aspe
to da
fase. Assim, uma de�ni�
~ao 
ovariante e 
oerente 
om uma 
ria�
~ao pura, �e ne
ess�aria para os
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auto-estados de sabor.
Para esse �m, pare
e ne
ess�aria a in
lus~ao 
ompleta da intera�
~ao fra
a envolvida na


ria�
~ao dentro de um formalismo de TQC. Embora, a in
lus~ao direta, em TQC, do fato de
que auto-estados de sabor s~ao superposi�
~oes de auto-estados de massa 
om massas de�nidas
leve, tamb�em, �a n~ao 
ria�
~ao de sabor de�nido. Existem abordagens que in
luem a intera�
~ao
fra
a 
omo feita por Beuthe [43, 38℄, que tamb�em revisa muito bem a maioria das abordagens
usando pa
otes de onda e ondas planas. Ele 
lassi�
a as abordagens usando PO em duas

ategorias gerais: Modelos de Pa
otes de Onda Intermedi�arios (Intermediate Wave Pa
ket
Appoa
h - IWP) e Modelos de Pa
otes de Onda Externos (External Wave Pa
ket Approa
h
- EWP). De a
ordo 
om essa 
lassi�
a�
~ao, este trabalho e [32, 33℄ se enquadram na primeira

lasse. Seria interessante averiguar 
omo os formalismo em TQC e os modelos de Grande
Uni�
a�
~ao resolvem o problema de de�ni�
~ao de auto-estados de sabor.
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Apêndi
e A

Expans~oes em Me
âni
a Quânti
a

Fazemos, aqui, um paralelo entre o espa�
o de 
oordenadas e o espa�
o de momento-energia, no

aso de uma part��
ula livre relativ��sti
a de massa m e spin nulo. Expandimos as fun�
~oes de
onda dependentes das 
oordenadas em termos da distribui�
~ao em momento e em energia. As
respe
tivas inversas s~ao 
al
uladas utilizando-se transformadas de Fourier. Restringimo-nos
a uma dimens~ao no espa�
o de 
oordenadas x e momentos p e, �as expans~oes sobre as energias
positivas somente.

 (x; t) = 1p
2�

Z
1

�1

dp g(p) ei[px�E(p)t℄ (A.1)

g(p) = 1p
2�

Z
1

�1

dx (x; t) e�ipx (A.2)

 (x; t) = 1p
2�

Z
1

�1

dE ~g(E; x) e�iEt (A.3)

~g(E; x) = 1p
2�

Z
1

�1

dt  (x; t) eiEt (A.4)

~g(E; x) = �(E �m)
Ep

E2 �m2
[g(p(E))eipx + g(�p(E))e�ip(E)x℄ (A.5)

~g(E; x) � Ep
E2 �m2

g(p(E))eip(E)x ; (A.6)

quando g(p) � 0 para p < p1, para algum p1 > m > 0.
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 (x; t) = 1p
2�

Z
1

�1

dp g(p) ei[px�E(p)t℄

= 1p
2�

Z
1

0

dp [g(p)eipx + g(�p)e�ipx℄e�iE(p)t

= 1p
2�

Z
1

�1

EdEp
E2 �m2

�(E �m)[g(p(E))eip(E)x + g(�(E))e�ip(E)x℄e�iEt

(A.7)

onde dp(E)
dE

= Ep
E2�m2 desde que E > m e p > 0.
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Apêndi
e B

Propriedades da Gaussiana

Pa
otes de onda gaussianos podem ser 
al
ulados de maneira simples utilizando algumas
propriedades �uteis da fun�
~ao gaussiana. Denotamos a fun�
~ao de onda gaussina (real) pela
letra grega 
(x; a). A fun�
~ao de onda gaussiana usual �e obtida quadrando-se essa fun�
~ao

2(x; a), onde x �e a vari�avel e a2 �e a variân
ia. A mesma letra 
 ser�a usada para sua extens~ao

omplexa (fun�
~ao de onda normalizada) 
om o a
r�es
imo de um parâmetro b.

Propriedades Alg�ebri
as:


(x; a) = [2�a2℄
1
4 e
� x2

4a2


2(x; a) = [2�a2℄
1
2 e
� x2

2a2 � fun�
~ao gaussiana


(x; a; b) = [2�a2(1 + ib)2℄
1
4 e
� x2

4a2(1 + ib) = (1 + ib)�
1
4
(x; a

p
1 + ib)

j
(x; a; b)j2 = 
2(x; aj1 + ibj)

(x; a; b) = 
(x; aj1 + ibj)ei� ; � = x2

2a2
b

j1 + ibj2 � 1
2' ; ' = ar
tan(b) (B.1)

Transformada de Fourier:

1p
2�

Z
1

�1

dp 
(p; 1
2a) e

ipx = 
(x; a) ;

1p
2�

Z
1

�1

dp 
(p�p0;
1
2a) e

i(px�E(p)t) � ei(p0x�E0t)
(x� v0t; a; �0t=a
2) ;

quando E(p) � E0 + v0(p�p0) + �0(p�p0)
2;

1p
2�

Z
1

�1

dk 
2(x; a) eikx = 1
2a
(k;

1
a) : (B.2)

Normaliza�
~ao e m�edias:8>>>>><
>>>>>:

Z
1

�1

dx
2(x; a) = 1

hxi =
Z
1

�1

dx x
2(x; a) = 0

hx2i =
Z
1

�1

dx x2
2(x; a) = a2

(B.3)
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Regra do Produto:


(p� p1;
1
2a1

)
(p� p2;
1
2a2

) =
h
2a1a2
a21 + a22

i 1

2

expf�[a2℄12(�p)2g
2(p� �p; 1
2
p

ha2i12
)


(x� x1; a1)
(x� x2; a2) =
h
2a1a2
a21 + a22

i 1

2

expf� (�x)2

8ha2i g

2(x� �x; ha�2i�

1

2

12 )

�p = hp; a2i12 � p1a
2
1
+ p2a

2
2

a2
1 + a2

2

� \m�edia ponderada"

�x = hx; a�2i12 � x1a
2
2 + x2a

2
1

a2
1 + a2

2

� \m�edia ponderada 
om (a1 $ a2)"

Nota�
~ao para m�edias e diferen�
as: A nota�
~ao a seguir ser�a utilizada ao longo da
tese, objetivando a simpli�
a�
~ao. Essas opera�
~oes s~ao de�nidas quando existem apenas dois
parâmetros distintos.

�a � a1 � a2

�(ap)12 � a1p1 � a2p2

hai12 � a1 + a2

2
� a

ha�1i12 =
a1 + a2

2a1a2

� 1

2[a℄12

hp; a2i12 � p1a
2
1 + p2a

2
2

a2
1
+ a2

2

[a℄12 � (a�1
1

+ a�1
1
)�1 =

a1a2

a1 + a2

[a�1℄12 � 1

a1 + a2

=
1

2hai12X
n=1;2

(a2

n(p� pn)
2) = 2hai12(p� hpn; a2i12)2 � (�p12)

2

[a2℄12
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Apêndi
e C

Integra�
~ao e Aproxima�
~ao de Fun�
~oes
de Onda

Seja uma fun�
~ao de onda es
alar, de uma part��
ula livre relativ��sti
a de spin nulo, 
om uma
massa bem de�nida m e, somente 
ontribui�
~oes de energias positivas. Neste 
aso podemos
expandir a fun�
~ao de onda  (x; t) da part��
ula em termos das autofun�
~oes de momento e
energia,

 (x; t) = 1p
2�

Z
dp g(p� p0)e

i[px�E(p)t℄

= ei[p0x�E0t℄ 1p
2�

Z
1

�1

d~p g(~p)ei[~px�� ~E(~p;p0)t℄

� ei[p0x�E0t℄ 1p
2�

Z �Æp

Æp

dp g(p)ei[px��~E(p;p0)t℄ ; (C.1)

onde � ~E(p; p0) = E(p + p0) � E(p0) e E0 = E(p0). Denotamos por p0 e Æp a m�edia e a
in
erteza no momento da distribui�
~ao jg(p� p0)j2,

p0 = hP i ; Æp2 = h(P � p0)
2i :

Na aproxima�
~ao a
ima, assumimos que a distribui�
~ao seja suave e bem 
entrada em um �uni
o
pi
o em torno de p0, i.e., 
om um �uni
o m�aximo absoluto na regi~ao. Com isso, a integral
pode ser aproximada pela integral dentro da regi~ao em torno de p0, 
om raio Æp 1. Al�em
disso podemos expandir a dependên
ia da energia no momento em torno desse ponto,

� ~E(p; p0) = �pE(p0)p+
1
2
�2

pE(p0)p
2 +O(3) = v(p0)p+ �(p0)p

2 +O(3) ; (C.2)

onde �p =
�
�p

.

Agora, utilizando

g(p) = jg(p)jei�(p) ;
1efetivamente algum fator � deve ser multipli
ado mas ela serve 
omo uma estimativa da ordem de

grandeza.
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e, assumindo que a fun�
~ao �(p) seja suave e n~ao tenha varia�
�s brus
as dentro da regi~ao
entre p0 � Æp, podemos, novamente, aproxima-lo at�e a segunda ordem,

�(p) = �(0) + �0(0)p+ �00(0)p2 +O(3) : (C.3)

Usando as expans~oes a
ima, a integral (C.1) �
a,

 (x; t) � e
i[p0x�E(p0)t+�(0)℄ 1p

2�

Z
dp jg(0)jeip(x�v0t+�0(0)) expfi(�00(0)� �0t)p

2g

� e
i[p0x�E(p0)t+�(0)℄ 1p

2�

Z
dp jg(0)jeip(x�v0t+�0(0))

= e
i[p0x�E(p0)t℄�(x� v0t) ; (C.4)

onde � denota uma fun�
~ao efetiva da vari�avel indi
ada. A primeira aproxima�
~ao a
ima s�o �e
v�alida se os erros de ter
eira ordem das expans~oes (C.2) e (C.3) s~ao desprez��veis. Na segunda
aproxima�
~ao, desprezamos o termo de segunda ordem para 
hegar na �ultima rela�
~ao muito
simpli�
adora. O erro que 
ometemos ao desprezarmos o termo de segunda ordem na fase
pode ser estimado por �00(0)Æp2 e �(p0)tÆp

2. Se esses erros s~ao

j�00(0)jÆp2 � � ; j�(p0)tjÆp2 � � ; (C.5)

ent~ao, a os
ila�
~ao do integrando 
ausado pelo erro na fase �e desprez��vel e a �ultima rela�
~ao em
(C.4) �e garantida. A primeira 
ondi�
~ao a
ima �e ne
ess�aria para a validade da aproxima�
~ao na
integral. Como a segunda 
ondi�
~ao depende do tempo, ela de�ne um tempo de alargamento
(tempo 
ara
ter��sti
o no qual os efeitos de alargamento se tornam importantes),

T =
�

j�(p0)jÆp2 : (C.6)

Se o tempo �e muito menor que o mesmo, o efeito de alargamento �e inexistente. Isso equivale
a validade da rela�
~ao (C.4).

Para extrair rela�
~oes �uteis al�em da expans~ao de segunda ordem, ou saber o efeito de
spreading, pre
isamos saber a forma expl��
ita de g(p). Um 
aso interessante em que a
integral pode ser resolvida analiti
amente �e o 
aso do PO gaussiano.

Nesse 
aso g(p) = 
(p; 1=2a) �e real e � = 0. A primeira integral de (C.4) pode ser
efetuada fa
ilmente utilizando as propriedades da gaussiana (apêndi
e B). A integral resulta
em

 (x; t) � e
i[p0x�E(p0)t℄ 1p

2�

Z
dp
(p; 1=2a)eip(x�v0t)e�i�0tp

2

= ei(p0x�E0t)
(x� v0t; a; �0t=a
2) ;

(C.7)

que est�a de�nida no apêndi
e B. A 
ondi�
~ao para aproxima�
~ao �e que o erro de ter
eira
ordem seja desprez��vel:

t 1
3!�

3

pE(p0)Æp
3 � � : (C.8)

Isso imp~oe uma 
ondi�
~ao mais amena para o tempo, 
omparada a (C.5).
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Apêndi
e D

Grandezas Relevantes (m�edias e
diferen�
as)

Neste apêndi
e, listamos algumas rela�
~oes �uteis para 
al
ular m�edias e diferen�
as de valores.
Por simpli
idade, todas as grandezas s~ao unidimen
ionais. A nota�
~ao que denota m�edias e
diferen�
as ser�a a seguinte:

�a � 1
2(a1 + a2) ; �a � a1 � a2 ; (D.1)

onde a denota qualquer vari�avel bem de�nido em um dos espa�
os "k. As vari�aveis dinâmi
as
de interesse s~ao: momento, energia e massa (p; E;m). Tentaremos es
rever todas as grandezas
em termos das mesmas. A rela�
~ao que 
one
ta essas grandeza �e dada pela rela�
~ao de Einstein,
que indi
a que trataremos aqui somente de part��
ulas \on-shell", 
om massas:

E2

1
� p2

1
= m2

1
; E2

2
� p2

2
= m2

2
: (D.2)

A m�edia e a diferen�
a do produto de duas quantidades satisfaz:

�(AB) = �A �B + �A�B ;
AB = �A �B +�A�B=4 : (D.3)

Ent~ao,

�(E2 � p2 �m2) = 0 ; (E2 � p2 �m2) = 0 : (D.4)

Por 
onveniên
ia, de�nimos

~v = �p
�E

(6= �v) ; ~
 =
�E
�m (6= �
) ; �p��p� � �m2 = �1

4 [�p
��p� � (�m)2℄ � �2 : (D.5)

Usando (D.3) e (D.2), obtemos

2 �E�E = 2�p�p+�m2 ) �E
�E

= ( �p�E
)2�p�p + ( �m�E

)2�m�m = ~v2�p�p + ~
�2�m�m : (D.6)

Assim,
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BE = [1� (�E
2 �E

)2℄�1 ; Bp = [1� (�p2�p )
2℄�1 ; Bm = [1� (�m2 �m )2℄�1 ;

�v = �( p
E
) = ~v(�p�p � �E

�E
)BE = ~v~
�2[�p�p � �m

�m ℄BE +BE
�p
�p
�2

�m2

2�� = �(1� v2

E
) = �( 1

E
)[1� v2 � 2�v2℄ = �( 1E )[1� 3�v2 � (�v2 )2℄

�v = ( pE ) = ~vBE[1� �p
2�p

�E
2 �E

℄

�
 = ~
Bm[1� �E
2 �E

�m
2 �m ℄

E2 = �E2 + (�E=2)2

�2

�m2 = ~v2(�m2 �m � �p
2�p )

2[1� ~
�2(�m2 �m )2 � ~v2(�p2�p )
2℄�1

~
2(1� ~v2) =
�E2

�m2 (1� �p2

�E2 ) = 1 + �2

�m2

Note que j�aj
2�a < 1 ; sempre! se a1; a2 > 0 :

�2 denota quanto o quadrivetor �p� e �p� s~ao \o�-shell" em rela�
~ao a �m e j�mj.
Repare que, se �p

�p � �m
�m =) �v � 0 ; �2 � 0

Caso �p = 0:

�E(p) = �m2

2 �E(p)
= �m

�E(p)
�m

�v(p) = ��v(p)�E(p)�E(p)

2��(p) = �( 1
E
)f1� �v2[3 + (�E

2 �E
)2℄g

Derivadas de E(p):

�pE(p) = v(p) = p
E(p)

�2
pE(p) = m2

E(p)3

�3
pE(p) = �3 m2p

E(p)5
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Apêndi
e E

Erro da Asso
ia�
~ao distân
ia $ tempo

Fora visto na se
.4.1.3 que o pro
edimento de asso
iar o tempo de per
urso do neutrino t �a
distân
ia per
orrida L a partir de L = �vt (se
.2.8) �e uma aproxima�
~ao boa na probabilidade
de 
onvers~ao de sabor, se a mesma varia pou
o dentro do erro 
ometido na asso
ia�
~ao
Æt = Æx=�v. Se isso n~ao a
onte
e, temos que tomar uma m�edia sobre esse intervalo de tempo.
Contudo, ao inv�es de tomar uma m�edia homogênea 
omo em (4.26), uma estrat�egia mais

orreta seria tomar uma m�edia sobre uma distribui�
~ao lo
alizada em t 
entrada em L=�v
e erro dado pela in
erteza na posi�
~ao Æx=�v, devido ao erro estat��sti
o a n��vel 
l�assi
o na
asso
ia�
~ao L � �vt. Na realidade, formalmente o erro se deve �a distribui�
~ao na posi�
~ao
j (x; t)j2 dependente do parâmetro t. A in
erteza na posi�
~ao Æx �e quanti�
ada pelo desvio
quadr�ati
o m�edio Æx2(t) = h(X � hXi)2i, que em geral depende n~ao trivialmente do tempo.
Mas 
omo essa depedên
ia �e, em geral, suave, podemos aproxima-la por L=�v. Desse modo,
a distribui�
~ao estat��sti
a de asso
ia�
~ao do tempo pela distân
ia pode ser des
rita por uma
gaussiana

D(t) = 
2(t� L=�v; �t) ; �t =
1
�v Æx(t = L=�v):

Apli
aremos essas duas rela�
~oes ao 
�al
ulo da probabilidade de 
onvers~ao de sabor. Antes
disso, por�em, 
al
ulamos, para um estado que ini
ialmente tem sabor aproximado f1, o valor
m�edio da posi�
~ao de sabor f2:

L = xf2 � �vt

(
al
ulado na se
.3.4). O erro poderia ser dado por hh�Xf2ii=hh�f2ii, mas ela ela possui termos
os
ilat�orios, al�em de ser de 
�al
ulo dif��
il. Ao inv�es disso, usaremos o desvio quadr�ati
o m�edio
total, que independe do sabor (2.28):

�2

x = hh(X � hhXii)2ii = a2 + 1
2�(a2) 
os2� + sin2�(�vt

2 )2 : (E.1)

O apare
imento do ângulo de mistura �e natural devido �a in
uên
ia das amplitudes na su-
perposi�
~ao. Por exemplo, a posi�
~ao m�edia independente do sabor �e dada por

hhXii = �vt+ 
os2��vt=2 : (E.2)

Naturalmente, se � ! 0, ent~ao hhXii ! v1t, j�a que apenas o autoestado jm1i 
ontribui para
a sobreposi�
~ao nesse limite.
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A probabilidade m�edia de 
onvers~ao de sabor �e dada, ent~ao, por

h}f1!f2(L=�v)i =
Z

d�D(�)}f1!f2(�) : (E.3)

Podemos efetuar analiti
amente esse 
�al
ulo para o modelo gaussiano, 
om larguras ini-

iais iguais (�a = 0) entre os PO de massa e ângulo de mixing m�aximo (� = �=4), dentro
da aproxima�
~ao de alargamento desprez��vel.

O termo de os
ila�
~ao, o �uni
o que dependente do tempo, �e dado, nesse 
aso, por

A12(t) = e�(a�p)2=2
e
�i��(t) expf�1

2(
�vt
2a )2g :

O termo de os
ila�
~ao m�edio ser�a

hA12(L=�v)i = [1 + �2℄�
1
2 e�

1
2
�2xk

2

e�i2�L=L
0
os
 expf�1

2(
L

Lsep
)2g ; (E.4)

onde

� = �v
2�v [1 + (�vL

2�va )2℄
1
2 � �v

2�v ; L0

os
 = �vTos
[1 + �2℄ � �vTos
 ; Lsep = �vTsep[1 + �2℄
1
2 ; k = 2�

L0
os


:

Esse �e um resultado similar ao en
ontrado por Giunti [33℄. Nessa f�ormula de os
ila�
~ao temos
todos os efeitos poss��veis dentro das aproxima�
~oes usadas. Os efeitos de os
ila�
~ao de sabor
e perda de 
oerên
ia devido �a separa�
~ao do PO j�a eram previstos e, adi
ionalmente, temos
o requerimento expl��
ito de que o 
omprimento de os
ila�
~ao Los
 n~ao deve ser menor que a
in
erteza na posi�
~ao �x; o expoente (k�x)

2 n~ao estava presente na probabilidade dependente
somente do tempo.
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