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Resumo

Mostramos nesse trabalho, através de métodos numéricos, algumas
estruturas relevantes presentes na bifurcagao genérica de orbitas periodicas
de Sistemas Hamiltonianos. que tem angulo de estabilidade 27. Essas estru-
turas sdo os pontos fixos. suas separatrizes e as drbitas periodicas do mapa
de Poincaré associado.

O mapa que descreve essa situagao, denominado Mapa de Meyer, foi
encontrado por K. R. Meyer em 1970 [24], e é 0 modelo adotado neste estudo.
Como o Mapa de Meyer representa uma situagao geneérica, esses re-
sultados se aplicam a qualquer Sistema Hamiltoniano, com dois graus de

liberdade, que possua esse tipo de bifurcagao.



Abstract

In this work we calculate numerically, some important structures present
in the generic bifurcation of a periodic orbits of a Hamiltonian systems with
stability angle of 27. These structures are the fixed points, the separatrices
and the periodic orbits of the associated Poincaré map.

The map which describes this situation, known as Meyer’s Map, was
found by K. R. Meyer in 1970 [23], and is the model used in this work.

Since, Meyer’s Map répresents a generic situation, the results of this

work applies to any Hamiltonian System possessing this kind of bifurcation.
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Capitulo 1

Introdugao

A Mecanica Cléssica foi construida ao longo dos ultimos séculos por pi-
oneiros ilustres como Galileu, Newton, Lagrange, Hamilton ¢ Poincaré en-
tre outros, cujo renome ultrapassa os limites da Fisica ou da Matematica,
tornando-os universalmente conhecidos. Durante esse periodo. deu-se gran-
de énfase a busca de solucoes exatas e fechadas. que seriam supostamente
encontradas mais cedo ou mais tarde para todos os problemas.

Conseqilentemente, nas primeiras décadas do século XX, difundiu-se
a idéia erronea da Mecanica (lassica como um conhecimento completo e
acabado. Aliado a esse fato. a revolucio provocada pela Mecanica Quantica
desviou em grande parte os interesses para esse novo camnpo.

Mesmo diante desse ambiente nao propicio. surgiram contribuigoes signi-
ficativas através de Birkholf ¢ posteriormente Kolgomorov, Arnold, Moser,
Meyer e outros que fizeram renascer o estudo da chamada Mecanica Classica,
porém numa nova otica em que as solugdes exatas davam lugar a busca
da compreensio qualitativa das solugoes (formas normais. estabilidade, bi-
furcagdes. orbitas periddicas, ete).

Especialmente nas trés iltimas décadas. um grande impulso foi dado no

estudo dos sistemas dinamicos nao lineares. {reqlientemente associado a uma



nova revolugio, comparado & revolugio da Mecanica Quantica.

Esse avanco tem se dado em duas frentes que se complementam, ou seja,
o avanco da matemdtica pura de um lado e as simulagdes numéricas de outro.

As aproximagdes lineares, tio largamente empregadas, passaram a ser
usadas com precaucao, pois os termos nao lineares desprezados carregam
consigo informacoes relevantes, que vao muito além de pequenas correcoes
nos resultados, podendo significar diferencas exponencias como nos sistemas
instaveis e também diferencas qualitativas, como o surgimento de bifurcagées
e caos, que nao tem similaridade nos sitemas lineares.

Por isso o estudo de sistemas nao lineares é de vital importancia pois
retrata mais realisticamente o comportamento da natureza. que é essencial-
mente nao linear.

Vale a pena transcrever do artigo de M. V. Berry 1978 [5] em versao livre

um trecho do pensamento filoséfico de Maxwell escrito em 1873.

E uma doutrina metafisica que de antecedentes iguais seguem
consequéncias iguais. Nada pode contradizer isto. Mas isto ndo
¢ muito dtil num mundo como este, no qual antecedentes iguais
jamais ocorrem novamente ¢ nada se repete duas vezes ...

O azioma fisico similar € ~ que de antecedentes semelhantes
sequem conseqtiéncias semelhantes”. Mas aqui nds passamos de
identidade para semelhanga. de precisio absoluta para aproz-
tmagdo mais ou menos grosseira. Hd certas classes de fenomenos

nos quais um pequeno erro nos elementos introduz um pequeno
erro nos resultados. () curso dos eventos nestes casos € estdvel.

Hd outras classes de fenomenos que sdo mais complicados,
nos quats a instabilidade pode ocorrer; o nimero destes casos
aumenta de maneira extremamente rdpida quando aumentam o
nimero de varidveis.

influéncias cujas magnitudes fisicas sdo muilo pequenas
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para serem consideradas, podem produzir resultados da maior im-
portincia ...

Se, portanto, esses cultivadores da ciéncia fisica, que de notd-
ria inteligéncia, deduzem suas concepgées dos fisicos ... sdo lev-
ados na persuasio da ciéncia arcana ao estudo das singular:-
dades e instabilidades, em lugar da continuidade ¢ estabilidade
das coisas, a evolugdo do conhecimento natural pode levar a re-
mover este preconceito em favor do determinismo que parece sur-
gir assumindo que a ciéncia fisica do futuro é uma mera imagem

ampliada da do passado.

Mais de um século depois, as palavras de Maxwell ainda soam como se
fossem ditas hoje.

Os sistemas nao lineares sao de dificil tratamento e de grande complexi-
dade, até mesmo para os matematicos familiarizados com a linguagem.

Por outro lado, para os fisicos a linguagem da matematica pura € pouco
familiar e freqitentemente o rigor matematico é colocado em segundo plano,
dando lugar as evidéncias numéricas que apontam na direcao do comporta-
mento procurado ou em estudo.

A evolugao do conhecimento sobre o comportamento irregular e aperiddico
depende fundamentalmente da busca de modelos matematicos que expressem
comportamentos genéricos aliados ao uso de computadores, e ¢ nesse con-
testo que se insere o presente trabalho.

Sistemas complexos possuem estruturas simples que nao desaparecem
mesmo diante de perturbacoes, essas estruturas sao as Orbitas periodicas,
que em geral formam um conjunto denso e carregam consigo grande parte
da informacgao do sistema como um todo.

O objetivo do presente trabalho ¢ mostrar numericamente alguns aspec-
tos do comportamento de 4rbitas periddicas. bifurcagoes e o emaranhado

homoclinico em um modelo conhecido como forma normal de Mever.
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Essa forma normal (Mapa de Meyer) foi escolhida porque descreve
a bifurcacio mais simples de uma orbita periédica que ocorre em Sistemas
Hamiltonianos com dois graus de liberdade. Além disso, esse mapa apresenta
um conjunto homoclinico, que ¢ o elemento gerador de Caos em sistemas
nao-lineares, controlado por apenas um parametro.

Do ponto de vista quantico, também existe interesse em se encontrar
rbitas periédicas de conjuntos homoclinicos. De acordo com a teoria de A.
M. Ozorio de Almeida [12], essas 6rbitas podem contribuir de forma con-
strutiva e gerar auto-estados semiclassicos quando somadas via férmula de
Gutzwiller [20]. Dessa forma. o conhecimento das orbitas periddicas, nessas
regides do espago de fases, torna-se crucial para uma melhor compreenséo
tanto da dinamica classica quanto dos aspectos semi-cldssicos do seu espec-
tro de energias.

Este dissertagio esta desenvolvida em trés partes. A primeira é uma
revisao tedrica de alguns elementos basicos indispensaveis a compreensao do
nosso objetivo; tais como: espago de fases, conjunto homoclinico, segoes de
Poincaré e formas normais. Esses e outros tépicos podem ser encontrados
na literatura em diversos niveis. As referéncias [9], (3], (16] e {17] tratam
o assunto de forma elementar, enquanto que abordagens mais completas e
gerais estao em livros como os de R. L. Devaney {15}, A. J. Lichtenberg e M.
A. Lieberman [22] ou J. Guckenheimer [19] entre muitos outros. A revisao
de alguns desses pontos ¢ feita nos capitulos 2 ¢ 3. A\ segunda parte ¢ uma
descricdo dos métodos numéricos empregados, especialmente o criado por
M. Baranger [4] para se cncontrar orbitas periddicas, e consta do capitulo
4. E finalmente a terceira parte se compde dos resultados obtidos, como o
tracado das separatrizes, na qual encontramos umn grande niimero de érbitas
periédicas, mostramos algumas hifurcagdes. e além dos varios exemplos faze-
mos uma classificacio ainda que parcial das drbitas periddicas do conjunto

homoclinico, que pode ser iitil em estudos {uturos envolvendo quantizagoes, -
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desenvolvidos no capitulo 5 e finalmente as conclusées e perspectivas que

estao no capitulo 6.



Capitulo 2
Sistemas Dinamicos

Sistemas Dinamicos sao todos os sistemas que se modificam com o passar
do tempo de tal forma que a nova situagio sempre depende da situagao
anterior. Essa evolucdo pode dar-se de duas formas; a primeira é de forma
continua, ou seja, sempre podemos encontrar um ponto que é a evolugio
temporal de um ponto inicial. tao préximo quanto se queira do ponto inicial,
de forma que a sua trajetoria seja continua; a segunda forma € aquela em
que um ponto salta do ponto inicial ao ponto seguinte, sem passar pelos
pontos intermedidrios. nesse caso temos wm sistema discreto. que ¢é o sistema
adequado para se estudar mapas.

Um tratamento rigoroso e detalhado pode ser encontrado em V. I. Arnold
[1) ou em A. M. Ozorio de Almeida [13] entre outros.

Os sistemas dinamicos continuos podem ser representados por n equagoes

diferenciais de primeira ordem em n variaveis.

o= flen ez asonn )
Iy = foley, 22,83, .0 Enyt)
Iy = fa(d 0 syl t) (2.1)

J','u = ./.”(,l'].d'z,.l';;‘ N .‘l'”,f)

k3



Se o sistema nao depende explicitamente do tempo ele é denominado
auténomo, e os eixos X;, Xz,... X, formam um espaco de dimensao R

denominado espago de fases.

O estado do sistema num instante ”t" é representado pelo vetor

X(y=|{ " (2.2)

enquanto o vetor

X(t) = : (2.3)

fr

define um campo vetorial.

Uma solucio do sistema 2.1 ¢ dada por um ponto inicial no espago de
fases

Lng
a partir da qual podemos encontrar uma fungéao do tipo

mlﬂat

Za0,¢
,\r( Lo, t) = . (

o
o
S’

Laos t

que satisfaz o sistema. ou seja. temos o Huxo no espaco de fases completa-
mente definido.
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Os sistemas dinamicos discretos, por outro lado, sdo definidos por e-

quagdes do tipo

‘T"}z-l—l = fl(xi7$?zs'-'v$‘2’)
:r‘l?l'*'l = f‘z(‘r‘l]'.l’ :E?l’ e ’an) (2 6)
an+1 = fN(Sl’J}“-’L‘ﬁ,---,Ig)

Novamente dada uma condigdo inicial {z}}:=1, ~, obtemos sua trajetéria

calculando {zi}iz1,..~ ,{z5}i=1..~v , etc.

2.1 Pontos fixos em Mapas que preservam
area

Uma classe importante de sistemas dinamicos sdo aqueles que preservam
drea. Mapas de Poincaré de sistemas conservativos, por exemplo, caem nessa
categoria. Como o Mapa de Meyer também ¢é desse tipo, nos restringire-
mos aqui ao estudo desses sistemas, com dois graus de liberdade.

Essa segao esta baseada em alguns tépicos do trabalho de M. V. Berry
de 1978 [5], considerado um classico na drea da Dinamica.

Os pontos fixos sdo a primeira e mais simples das estruturas estudadas
num sistema dinamico e se definem nos mapas como aqueles pontos que sao
mapeados neles mesmos. Neste trabalho vamos nos restringir apenas aos
mapas do plano nele mesmo.

Os pontos fixos, de um mapa conservativo do plano, podem ser de dois
tipos basicos, que sao definidos em funcdo do comportamento das curvas
invariantes na sua vizinhanga, e para se conhecer esse comportamento é

suficiente linearizar as equagdes do mapa, nas proximidades do ponto fixo,
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0 que nos da:

G ()

Onde T é o mapa linearizado, (go, o) 0 ponto fixo e (g, p) um ponto nas
proximidades de (qo, po)-

Os auto—valores A; e A da matriz T nos ddo o comportamento nas
vizinhangas de (go, po) e para mapas que preservam irea ainda temos A A; =

L, portanto s6 temos duas possibilidades para os auto-valores que sio:

[} — Auto-valores complexos do tipo Ay = € e Ay = e,
Nesse caso um ponto na vizinhanga do ponto fixo descreve uma curva em
forma de elipse, sem se aproximar ou se afastar do ponto fixo, por isso esse

tipo de ponto é denominado ponto fixo eliptico ou ponto fixo estavel.

= Q

Figura 2.1: Representagdo esquemdtica do comportamento de uma aplicagdo nas

vizinhangas de um ponto fixo eliptico.

II) — Auto-valores reais do tipo A} = £e* e Ay = te™".
Nesse caso um ponto na vizinhanga do ponto fixo descreve uma hipérbole,

pois AjAy = cte e nesse caso o ponto é chamado de ponto fixo hiperbélico

16



ou ponto fixo instavel. Cabe aqui uma subdivisio nos pontos hiperbélicos,
ou seja:

ponto fixo hiperbélico direto, quando A, e Ay > 0, isto significa que
um ponto tomado nas vizinhancas do ponto fixo, mapeado sucessivamente,

seguird uma hipérbole sem sair dela.

— /s
M

Figura 2.2: Representagdo esquemdtica do comportamento de uma aplicagdo nas

vizinhangas de um ponto fixo hiperbélico direto.

ponto fixo hiperbélico inverso, quando A, e A; < 0, isto significa que
um ponto tomado nas vizinhangas do ponto fixo, mapeado sucessivamente,
seguirad alternadamente um ponto numa hipérbole e o outro na hipérbole

inversa.

Figura 2.3: Representacio esquemdtica do comportamento de uma aplicagdo nas

vizinhangas de um ponto fixo hiperbdlico inverso.
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Aiém das hipérboles temos mais quatro curvas invariantes especiais: duas
tem a propriedade de a cada aplicagio os pontos periddicos se aproximarem
do ponto hiperbdlico sem jamais alcangd-lo (isso implica que a velocidade
de aproximagdo é cada vez menor) e as outras duas curvas onde os pontos se
afastam da mesma forma que nas primeiras elas se aproximam (ou seja, se
tivermos o mapa inverso, o comportamento das curvas que se afastam sera

o mesmo das que se aproximam).

WY
Figura 2.4: Variedades estdvel (w®) e instvel (w*) de um ponto hiperbdlico.

As curvas que se aproximam do ponto hiperbélico sio chamadas de
variedades esldveis (w®) ¢ as que se alastam do ponto hiperbélico sio as
chamadas de variedades instdveis (w*).

As variedades estdveis e instaveis, genericamente, se enrolam umas sobre

as outras, formando emaranhados que podem ser de dois tipos:
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Emaranhado Homoclinico, é aquele em que as variedades estivel

e 1nstivel que se enrolam, se originam e convergem num mesmo ponto

niperbalico.

Figura 2.5: Emaranhado homoclinico.

Emaranhado Heteroclinico, ¢ aquele em que as variedades estivel e

instavel que se enrolam, se originam e convergem em pontos hiperbélicos

distintos.

Figura 2.6: Emarenhado heterociinico.
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Vamos considerar aqui apenas o emaranhado homoclinico e observar al-

gumas propriedades importantes, para que possamos entender as figuras
acima. '

— Uma variedade nao pode nunca cruzar com ela mesma, ou seja:

Pigura 2.7: Esquema da impossibilidade da auto interseccdo de uma variedade.

Se mapearmos os pontos A, B e C nessa ordem, passando pela alca,
teremos C'?, B! e A! nessa ordem de proximidade do ponto hiperbélico, mas
se mapearmos a partir de B,C e A teremos A? C? e B? nessa ordem de
proximidade do ponto hiperbdlico, o que é inconsistente, ndo é possivel a
partir de pontos iguals chegarmos a pontos diferentes.

— Mas uma variedade pode cruzar com outra variedade. Os pontos
de cruzamento sdo chamados de pontos homoclinicos. Além disso, se
Lhouver um cruzamento, o seu mapeamento também serd um cruzamento e
asstn sucessivamente, infinitas vezes. Como cada cruzamento é um ponto
homoclinico, teremos infinitos pontos homoclinicos. As érbitas dos pontos
homoclinicos sdo chamadas de érbitas homoclinicas e tém a propriedade
de se proximar infinitamente do ponto fixo hiperbélico tanto sob a agio do
mapa direto quanto do inverso. O conjunto de todos os pontos homoclinicos

é chamado de conjunto homoclinico.
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— Como os mapas que estamos estudando sdo conservativos, eles preser-
vam a area, isso implica que cada alga do emaranhado, depois de mapeado
para uma alca seguinte, devera manter a drea que envolve, mas como os pon-
tos homoclinicos ficam cada vez mais préximos entre si conforme se aproxi-
mam do ponto hiperbélico, para manter constante a area envolta pela alga,
osta devers se alongar e como ela ndo pode cruzar com ela mesma, a alga ird
se curvar e enrolar cada vez mais criando uma estrutura tio complexa que

mereceu a seguinte citagio de Poincaré [25] em 1899.

Que se procure representar a figura formada por essas duas
curvas e suas intersecgoes cm numero infinito, onde cada uma
corresponde a uma solugdo duplamente assintdlica, suas inter-
secgoes formam um tipo de trelica, de tecido, de rede de mal-
has infinitamente apertadas; cada uma das duas curvas ndo deve
jamais se cruzar com ela mesma, mas deve se dobrar sobre si
mesma de uma maneira muito compleza para voltar o cruzar in-
finitas vezes todas as malhas da rede.

E tio atordoante a compleridade desta figura, que eu nem
mesmo procuro tragd-la. Nada é mais prdprio a nos dar uma
idéia da complicagdo do problema de trés corpos ¢ em geral de
todos os problemas da Dindmica onde ndo hd uma integral uni-

forme e onde as séries de Bohlin sdo divergentes.

No presente trabalho, tragamos parte do emaranhado descrito acima,
usando métodos numéricos e recursos computacionais, que serdo mostrados

nos capitulos subseqiientes.



2.2 Secoes de Poincaré

Poincaré foi o primeiro a associar o espago de fase dos Sistemas Dinamicos
a um ente geométrico, o que nos permite visualisar o comportamento (a
evolugio) de um fluxo no espac¢o de fase, no que diz respeito a diferentes
condigdes iniciais e diferentes intensidades de perturbagdes.

O método, embora geral, é especialmente util para sistemas com espago
de fase compacto e dois graus de liberdade.

A proposta de Poincaré consiste em se fazer um corte no espago de fase e
observar apenas os pontos onde o fluxo em estudo intercepta essa superficie,
em vez de tentar observar o fluxo como um todo no espago completo. (Para
sisternas que nio sao compactos a informacao obtida pelo método da secao
é muito pequena, pois as trajetorias raramente passam por essa superficie
um nimero grande de vezes.) Isso permite uma redugdo na dimensao a ser
observada, com perda nas informagdes quantitativas, mas levando consigo
as informacoes qualitativas do sistema.

Se tivermos n graus de liberdade num sistema, teremos n dimensoes
associadas aos momentos e mais n dimensdes associadas as posigoes, ou seja,
teremos um espaco de fase de dimensao 2n. Por outro lado se o nosso sistema
for conservativo, a energia serd constante para cada condigio inicial, e a
superficie de energia imersa no espago de fase de dimensao 2n terd dimensao
2n — 1.

Ou seja, para dois graus de liberdade, com espago de fase de dimensao
quatro, num sistema conservativo, a superficie de energia terd dimensao trés
e a secio de Poincaré dessa superficie terd dimensdo dois.

Na figura a seguir vemos a projecao de uma trajetoria ficticia no espago
X — Py — Py. Os pontos marcados sao aqueles em que ¥ = 0, o que define

uma superficie de corte.



Figura 2.8: Trejetdria no espago de fases, furando a superficiede Y =0, com a

projegdo dos pontos no plano X ,Py formando a se¢do de Poincaré,

O fluxo como um todo ficara ento reduzido a dois conjuntos de pontos,
dependendo do sentido em que o fluxo fura o plano; conjunto 1,2,3,4... ou
conjunto 1’,2°,3' ..., ndo importa a escolha do sentido.

A secdo de Poincaré consiste em fornecer as coordenadas X e Py de um
dos conjuntos acima, em vez de fornecer as quatro coordenadas o tempo

todo.



Se estivermos numa curva fechada no espaco de fase, isto significa que
estamos em uma érbita periddica, que ird se repetir indefinidamente e cuja
representacdo na segdo de Poincaré serd um ponto ou uma seqiiéncia de
pontos em que o ultimo ponto cali novamente no primeiro. Dessa forma
temos a informagdo sobre o tipo de 6rbita em que estamos, sem a necessidade
de se saber por que pontos do espago de fase total a érbita passou.

Por outro lado se estivermos sobre uma érbita néo periédica (aperiddica),
¢la jamals ird passar pelo mesmo ponto no espago de fase e se o sistema for
conservativo, a orbita também nunca saird da superficie de energia constante.
Isso nio significa no entanto, que os pontos da segido de Poincaré ficarao
sobre linhas suaves. Isso s6 ocorre quando o sistema é integrével (2], ou seja,

quando ha outra constante de movimento além da energia.

——orbitas nao periodicas
———=-0rbitas periddicas

Figura 2.9: Representagdo esquemdtica de toros racionais (drbitas periddicas) e

toros irracionais (drbitas aperiddicas) numa se¢do de Poincaré.

Podemos ter varias linhas para uma mesma energia, que correspondem a
diferentes condigdes iniciais, lembrando que existem mais duas coordenadas

que compoem essa energia e que ndo aparecem na segao de corte.
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Um exemplo histérico das se¢des de Poincaré encontrado fartamente na
literatura s&o os mapas de Hénon e Heiles, para diferentes energias como

podem ser observados abaixo.

1
E =57
1
E=3
_ 1
E=3%

Figura 2.10: Mapas de Hénon-Heiles para diferentes energias.



Cabe aqui chamar a atencao para o fato das orbitas periddicas serem
representadas por pontos fixos de uma se¢ao de Poincaré, e como pontos sao
mais faceis de serem tratados do que as drbitas como um todo, justifica-se

a busca e o estudo de mapas analiticos nas formas normais.



Capitulo 3
Formas Normais

0 estudo das solucoes dos sistemas Hamiltonianos por linearizagao, nas
vizinhangas das posi¢des de equilibrio, tem se mostrado insuficiente devido a
perda de informacdes relevantes nos termos desprezados de ordem superior,
responsaveis pela dinamica peculiar dos sistemas nao integraveis.

Esse fato nos leva a procurar transformagdes canonicas tais que possamos
escrever as equacdes de Hamilton na forma mais simples possivel, sem perder
informacdes (ou pelo menos minimizando as perdas relevantes).

Quando as equagdes de movimento estdo no seu aspecto mais simples
possivel, dizemos que o sistema esta na forma normal.

A idéia de se reduzir os sistemas Hamiltonianos a formas normais ja
foi proposta por Poincaré [25] e depois estudada por G. D. Birkhoff [6] e
trataremos disso mais adiante.

Neste capitulo mostraremos que as formas normais sdo extremamente
liteis no estudo de bifurcacoes de orbitas periddicas. As drbitas periddicas
bifurcadas tem periodo n vezes o periodo da érbita original e as formas
normais podem ser usadas diretamente, quando n > 3, para encontrar o
mapa analitico da secao de Poincaré associada. Os mapas de Poincaré para

os casos n = 1 {forma de Meyer) [24] e n = 2 (duplicacao de periodo) tém
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que ser tratados separadamente. Embora o caso que nos interessa sejan = 1,
faremos a descricio de bifurcagdes para n > 3 tanto por completeza como

para evidenciar o porque dos casos n = 1 e n = 2 serem mais complicados.

3.1 Forma Normal de Birkhoff

A proposta de Birkhoff é aproximar um Hamiltoniano nao integravel a
um Hamiltoniano nio linear, porém integravel, com um resto desprezado, e
que pode ser de ordem tao grande quanto se queira.

Vejamos como exemplo um Hamiltoniano genérico com dois graus de
liberdade com um ponto de equilibrio estavel na origem, tratado nos trabal-
hos de R. E. de Carvalho [14] e G. L. S. Ritter [26], cujo formalismo mais
rigoroso encontra-se no apéndice 7 de Métodos Matematicos da Mecanica
Classica de V. . Arnold [2], um classico por si sé.

wh W = ay .0 o

Higi,p1gop) = o (dd +00) + (s +p)+ 22 Cagi'P*erpit
: & “ ar+agtastog>3

(3.1)

A aproximacdo proposta ¢ chegarmos com transformagdes canonicas em

variaveis de angulo e agao na forma:

H(l, f) = Hm(l.) + R(iaf) (3'2)

Onde H,,(I) é a chamada forma Normal de Birkhoff de ordem m escrita

como:
Hp = wili +waly + Ay LI 4 Agl? + Aol? + ... + Aom] (3.3)

Sé dependendo das agoes, portanto integravel. O resto desprezado sera
dependente tanto das agdes de ordem > 2 quanto dos angulos e formam a
parte nao integravel.

As transformacdes candnicas sao usuals e se encontram por exemplo nos

livros de L. Landau [21] e H. Goldstein (18], entre outros.
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Mostraremos esse resultado pelo método de indugao , antes porém vamos

definir variaveis complexas conforme segue:

=3 p =R
(3.4)
=252 py=55R
Multiplicando por —i o nosso Hamiltoniano ficara :
—iH = iwlzlz_l — lwaze%3 + z Daf-l z22—0!3 Tz (35)

ajtaztaz+og 23

Supondo entio que é possivel reduzir a Hamiltoniana a sva forma normal

de ordem N < m teremos :

C—tH = —wwyn I — twe I+
. N 4
+A20(31~T{)2+ ANO( “2-')2 +-..AD¥(3222)2 +
o .
+ 2 Dozt ez m™ (3.6)
01+C¥2+a3+0‘42N+l

Vamos agora mostrar que é possivel levar a forma normal para ordem
N + 1, fazendo uma transformacao canénica de (z,Z) — (w,w), gerada

implicitamente por :

S{z1, 22, W7, W3) = =217 + 2275 +

3 Spztt 2w ™ (3.9)

Bi+32+83+842N+1

i

-+

portanto temos:

95 _
zZ; = Fy w1 + > Sgﬂlzfl T (3.8)
2 Br+0a+B3+ 4 > N+1
a8
W= o = + > q;3/33~1 S e (3.9)
Un

140z 4532+ 0. 2N +1



e de forma idéntica temos as equagdes para Z; e we. As equacdes acima

podem ser reescritas como:

7 =W+ > SeBiw) T wPwT ™ + 0.S.(N +2)
Bit+82+8:+84=N+1
7 =w — 3 Spzt 5™ m™ + 0.5.(N +2)

Bi+fo+83+3i=N+1

e analogamente para Z; e z onde O.S.(N + 2) significa termos de ordens
maiores ou iguais ao indicado entre os parénteses.

Substituindo essas coordenadas na equacao 3.6 podemos observar que :
(z1771)° = (wn7)? + O.S.(2N) (3.10)

e apenas os dois primeiros termos contribuem até ordem N + 1, o que

nos da
—tH = — W — tweweWs +
+ An(wi @) + ... Ago(wi®@D) T + ... Agy(wam) 7 + ...
+ > wi T W™ { Dy + iSalwn (b — B5) +
B1+B2+83+81=N+1
+ wa(B2 = B4)]} + O.5.(N +2) (3.11)

A escolha do pardmetro Sy para o caso em que {3, #* 3a) e (B2 # [4) de

forma que se anulem os "termos cruzados” deverd ser :

.. —iDy
27 w1(Br — Ba) + wa(B2 — Ba)

Restam apenas os "termos diagonais” em que (f#, = 33) e (82 = B4) 0

(3.12)

que nos da :

wlz

... (3.13)
+ >, Ds(w1w7)” (wyw3)™ + 0.8.(N +2)

A +de+33+34=N+1

—iH = — vy — waa W + ...+ Ao_g('w@w_g)
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Fazendo uma ultima substitui¢io para retornar as varidveis reais

un = \/1716'@]
wy = 1/ Ipe'*

obtemos finalmente a forma normal de Birkhoff, que depende das agoes
isoladas até ordem N + 1.

Nil

H=wl +wly+ Z Al IE + 0.5
I4k=2

+1) (3.14)

wlz

Se pudermos a partir da suposigao de que é possivel separarmos até ordem
N apenas as agdes (eq. 3.6), chegarmos até a ordem N + 1 (eq. 3.14), por
indugio podemos dizer que é possivel, repetindo-se o processo, chegar até a
ordem que se deseja, mas a convergéncia sé pode ser obtida se o sistema for
integravel.

Se as freqliéncias wy e w, sdo ressonantes, ou seja se ‘;—’t = I, o denom-
inador da (eq. 3.12) pode se anular mesmo que (8, # f3) e (82 # B4),

portanto podemos escrever :

(B~ Ba) + s(82 = Ba) = 0 (3.15)

I facil ver que nesse caso a equagao tem solugdo, em ordem mais baixa
possivel em 31 + B2 + 33 + B4, quando 3; — 33 = +s e 3, — B4 = Fr que nos
da apenas duas possibilidades, ou seja :

d] = 3, /33:01 ;‘lj?:()v .‘j-l =r
Sh=0,a=s =0 3=0

nesse caso teremos a forma normal ressonante ou “forma normal de
Birkoff - Gustavson”

N
2

+ ...
+ D oo, w3 + Dorso®y w5 (3.16)

—iH = — il — wyway + ...+ A (w2 T03)
2
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ou fazendo w, = 1 por simplicidade e tomando Y = 7 — A, teremos em
termos de varidveis reails
!_‘_3_’
H=C-Nh+hL+ Y Awllll + alfIicos(spr —rg2)  (3.17)
s +k=12
Usamos acima o fato de que Dyo, = Dj,,, € tomamos apenas o termo
em cosseno, o que pode ser feito mudando-se a fase dos angulos.Foi também
introduzido o pardmetro a dependente de Dygor
A Hamiltoniana continua integrivel e como a aproximagio ( 3.17) é
valida para agbes pequenas, o termo em « pode ser visto como uma per-

turbagdo, as segdes de Poincaré de (3.17) no plano I, ficam:

Figura 3.1: As se¢des de Poincaré representadas sdo da forma normal de normal

de Birkhoff-Gustavson eq.(3.17), sendo a figura da esquerda com o = 0 e a da

direita com a # 0.

Analogamente ao que foi feito para dois graus de liberdade, vamos apenas

indicar o procedimento para um Hamiltoniano com um grau de liberdade
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que tem dependéncia periddica no tempo e um ponto estavel na origem, cujo
resultado sera ttil quando tratarmos das bifurcacoes.
Seja
w o0 +o0
Hig,p,t) = S( +0)+ 22 3 Eopp™e’e™ (3.18)
at+B=31=—c0
Vamos considerar os termos do somatério como termos menos significa-
tivos que podern ser vistos como uma perturbagio. Seguindo o mesmo pro-
cedimento anterior, substituindo por varidveis complexas, depois fazendo

uma transformagao canénica usando uma fun¢do geratriz do tipo:

S(z,w) = 2w + Z Z Sapiz*wP e (3.19)

a+8=31l=-00
Calculamos também %z, 2, W, w e iremos fazer a escolha que ird cancelar
os termos "nao diagonais” com:
z‘F:::vﬁl
wle— )+

onde F,z sao as constantes para H escrita em termos de z e Z.

Sust = (3.20)

Para o caso ressonante que nos interessa precisamos tratar w = t+e
onde ¢ — 0, portanto teremos r{a — ) = —sl, que na ordem mais baixa
possivel ficara:

a=s, F=0{=—-r

a=0,8=s,1=+r

de forma que a nossa Hamiltoniana ficara:

—iH = —iww® + F(ww)* + F3(ww)’ + ... + Fy(wa)?
+(Fyprw®e™ + FJ_ @'e™") (3.21)

0s—r W

fazendo uma nova transformacio que leva (w, ) — (£, €) através da
funcgao geradora

o = wle' (3.22)
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teremos o Hamiltonlano
—iH(§,€) = —i(w - ‘)Ef + Fz(ff) 4 Fyorf® + Foyt & (3.23)

que retornando as variveis reais [, ¢ usando £ = v/I¢* e o seu conjugado

chegamos em :

H(I,p,t )_51+ZO I*’-i-aI?cos(St,o)—}-OS( +1,1) (3.24)
j=2
essa forma final é que sera utilizada mais adiante no tépico sobre bi-

furcagoes de érbitas periddicas.

3.2 Bifurcagdes de Orbitas Periédicas

Vamos introduzir alguns pontos relevantes sobre bifurcacdes de érbitas
periddicas estaveis, primeiramente numa forma intuitiva e depois acompan-
hado de algum formalismo.

Vamos supor que estamos sobre uma drbita fechada estivel no espaco
de fase. Essa drbita estavel serd representada na se¢io de Poincaré como
um ponto fixo estavel. Tomando um ponto X’ na secdo de Poincaré muito
préximo do ponto fixo e propagando esse ponto até que ele volte a secao,
teremos um novo ponto X”. O mapa de Poincaré linearizado assim obtido
pode ser escrito na forma X" = T.X'. Se a orbita é estivel, os autovalores
de T serao da forma exp*®. No sistema de coordenadas determinado pelos
autovetores de T veremos que o mapa corresponde a uma rotaciao de um
angulo 4, que é chamado &ngulo de estabilidade da érbita periédica.

As bifurcagdes da orbita periddica ocorrem toda vez que § = 2-’;'2 com r

e s intelros.
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Se tivermos um Hamiltoniano com dois graus de liberdade, poderemos
ver uma Orbita periddica w, projetada nos planos g;,p; e gz, p; conforme a

ligura esquemadtica.

2
Apl p

A
WP
9
+q|

&1 k”_ W,>q2

Colocando o Hamiltoniano na forma de variaveis de angulo e agio, temos
H = H(Il, .{2, 01, 82)

Fixando um ponto de referéncia sobre a prépria érbita w,, podemos usar
por exemplo a coordenada #,, em vez do tempo, para descrever os pontos
dessa orbita.

Orbitas muito préximas de w, devem acompanhar aproximadamente a
6rbita periddica, ou seja, também para pequenas perturbagdes em relagio a
wp 0 argumento é valido.

Como estamos no caso conservativo, a energia E é constante e podemos

€screver .

I1 = 11(12,92,—61,'1‘:) = hE(Ig,GQ,U) (3.25)

Onde u = —4; ¢ E é um parimetro da equagio. Essa é a hamiltoniana
reduzida kg, assim chamada porque obedece s equacgdes de hamilton onde

u faz o papel de "tempo”.

dl, Ohg
—t=_ = .2
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dd,  Ohg
= (3.27)

Voltando para coordenadas cartezianas (g;, p2) e expandindo &g em torno

do ponto fixo como:

2= ¢ +q
P2 =pat+p

obtemos a hamiltoniana reduzida como:

Azo( ) 2 (U)pz Lo (3.28)

Ag2
h = @ + Anl(uw)gp +

Notando que G0 = Az(u) e p,0 = —A{u), vemos que os termos que
governam o movimento de ¢ e p comegam a partir dos termos de segunda
ordem. Diagonalizando a parte quadratica teremos entao uma h efetiva dada
por:

oo
hg, p,u) = (q +p)+ D Z Eapp®qe™ (3.29)
a4A=3l=—o0

De fato, os coeficientes de g% e p? sio dependentes do tempo, mas podem
ser transformados de forma a obtermos o resultado acima. Os coeficientes
Ai;(u), para ordens maiores ou iguais a trés, foram expandidos em série de
Fourrier, pois sao periddicos em u com periodo 2.

A equagdo resultante é exatamente da forma da equagao (3.18) , con-
seqiientemente podemos reescreve-la, no caso ressonante (w = L), como a
equagio (3.24)

hil,o,u )-—EI-{—ZC I"-{—aI?cos(sgo)ﬂ-OS( +1,u) (3.30)

1=2

E fundamental lembrar que a expressiao acima vale para I pequeno (
préximo da origem) e que os termos de ordem superior foram tratados como

uma perturbagao. [sso implica que a expressao acima s6 é valida para s > 3,
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caso contrario, os termos perturbativos seriam mais importantes que o termo
principal ¢/, e a série nao teria sentido.

A partir dessa hamiltoniana temos as equa¢des de movimento que in-
tegradas no intervalo de 0 a 27 nas proximidades do ponto fixo nos dio a
forma analitica do mapa de Poincaré.

4

2 . k)
@1 =@+ 2me+ »_2mjC; I + rosli™! cos{s¢q) (3.31)
ot

Iy = Io + 2rasI sin(sgo) (3.32)

O estudo das bifurcagdes resume-se entao ao calculo dos pontos fixos
desse mapa como funcao de s e do paradmetro ¢.
Os casos em que s = 1 ou s = 2 nao podem ser tratados pelos motivos

ja expostos acima.

3.3 Forma Normal de Meyer

A classificagdo completa para as bifurcagoes de érbitas periddicas estaveis
em Sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade foi dada por Meyer
[24], conforme tabela a seguir. Esses resultados seguem imediatamente da
analise das eq.(3.31) e (3.32) acima.

Essa classificagao € genérica e ndo leva em consideragio casos especiais,

como certas simetrias, que foram tratados por exemplo nos trabalhos de M.
A. M. Aguiar {10] e {11].
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O procedimento descrito na segfio anterior s6 é vélido para o =% com

s > 3 (no caso ressonante) e nio descreve os casos s

tabela. Esses casos foram tratados por Meyer {24] separadamente.
A forma geral do Mapa de Poincaré para s = 1 (que corresponde entio
a orbitas periédicas com angulo de estabilidade igual a 27) é

38

les = 2 dessa



(q,p)=(Q, P)
CJ ~
2T

@ = ¢+ fla,p)

(3.33)
P = p+y(q,p)
onde as fungdes f(¢,p) ¢ (¢, p) devem ser tais que o mapa preserve area

e f(0,0) = ¢(0,0) = 0. Meyer mostrou que esse mapa pode ser visto como

uma transformagio canénica (¢,p) — (Q, P), gerada implicitamente por

F(p, Q) = G(p,Q) - pQ (3.34)
g = _9F(pQ)
1=
(3.35)
_ _OF(»,Q)
P o= -5

onde uma fungao tipica G(p, Q) seré :

G'—-Bi-sQ— (3.36)
= -5 .

3
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(0s sinais e as coordenadas podem ser escolhidos conforme a conveniéncia
para as simplificacbes posteriores)

O mapa resultante entédo fica

¢ = Q+p
(3.37)
P = p+e+@Q?
ou isolando as novas coordenadas (@, P) em funcéo das antigas (¢, p)
Q@ =q-p
(3.38)

P = pte+(g—p)

Essa é a chamada forma Normal de Meyer que usaremos daqui em diante.

E facil verificar que essa transformagao é canonica pois :

_9QaP  aQoP _

{Q,P},,= Y I L (3.39)

O resultado importante de Meyer é que o mapa (3.38) é genérico, ou
seja, a se¢ao de Poincaré, na vizinhanga de uma 6rbita tipica com angulo de
estabilidade 27, serd sempre dessa forma.

Apenas como completeza vamos apontar o caso em que s = 2, (que tem
angulo de estabilidade igual a #) e que nao pode ser tratado pela forma

analitica de Birkhoff pelo mesmo motivo que para s = 1.

40



- (q,p)
-
Q,P)
Q = —q+ f(q,p)
(3.40)
P = —p+g{qp)

Esse caso fol tratado por Meyer [24] no mesmo trabalho citado.
Como conclusio vamos mostrar esquematicamente o comportamento do
mapa 3.38, que é uma generalizagdo da bifurcacdo onde s = 1, em fungio

du pardmetro g, ou seja:

para ¢ > 0 nao temos pontos fixos
para ¢ = 0 temos um unico ponto fixo
para ¢ < 0 temos dois pontos fixos

ou seja, temos uma bifurcagio em ¢ = 0 e dois ramos a partir de ¢ < 0,
um estavel e um instavel.

Esse esquema simplificado nio mostra a evolugio das separatrizes, os
pontos homoclinicos, caos ou érbitas periédicas, que serdo tratados numeri-

camente nos capitulos seguintes.
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Iigura 3.2: Esquema simplificado do comportamento do Mapa de Meyer
para as trés possibilidades distintas de: ¢ > 0,e =0 e e < 0.
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Capitulo 4

Métodos numeéricos

4.1 Calculo dos Pontos Fixos

Os pontos fixos sdo aqueles que, apés a aplicagao do mapa, retornam ao
mesmo ponto e podem ser obtidos facilmente conforme exposto a seguir.

Seja uma aplicagio genérica do tipo:

gnet = G+ f(gn,pn)
(4.1)
Patt = Pn+8&(gn,pn)
Os pontos fixos sdo aqueles que satisfazem as seguintes condigoes:
fn+1 = {Gn
(4.2)
Pnt1 = DPn
ou
f(gnspn) = 0
(4.3)
g(gn,pn) = 0
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Sejam (qo, po) as solugdes de 4.3.
A natureza dos pontos fixos pode ser determinada estudando—se o com-

portamento da aplicagdo nas suas proximidades, ou seja:

% +8¢ = g+ ¢+ 1(g+8q,po+ép)
(4.4)

Po+6p = po+ép+g(go+6q,p0 + 6p)
Desenvolvendo f e g e desprezando os termos de ordem superior, teremos

uma linearizagdo nas proximidades de (qo, pg) que pode ser escrita na forma

o) e
ép' bp

Onde 7', a matriz que leva um ponto dado nas proximidades de (ga, Po)

matricial como:

a sua nova posi¢ao usando a aplicagio linearizada, depende de f e g.
No caso de aplicagbes que preservam Area, os auto-valores de T' podem

ser de dois tipos:

ou (4.6)

A= e

Se tivermos A = e** o ponto é do tipo eliptico (estavel), ou seja, um
ponto préximo do ponto fixo em aplicagdes sucessivas permanecerd sobre
uma elipse, sem se afastar ou aproximar do ponto fixo.

Por outro lado se tivermos A = ¢** o ponto fixo sera do tipo hiperbélico
{instdvel), ou seja, um ponto nas proximidades do ponto fixo em sucessivas
aplicagdes ficard sobre uma hipérhole, afastando-se rapidamente do ponto
fixo.

Da mesma forma que encontramos os pontos fixos podemos encontrar
pontos periddicos fazendo sucessivas aplicacdes até o periodo desejado e

tgualando ao ponto inicial.
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A solugao do sistema resultante nos daré os pontos procurados.

Por exemplo, para periodo dois temos:

gntz = Gnst + F(Gnt1, Prt1)

(4.7)
Pnt2 = Pns1 + &(Gnt1sPrs)
ou
Gtz = ¢n + fgn, pn) +fgn + f(gn,pn), pn + g(@'mpn))
(4.8)
Prn+z = pn+ g((Im Pn)+ g(@'n + f(Qm Pn), Pn + g(qnvpn))
Fazendo gny2 = ¢n € pny2 = p, temos um sistema em (g, p.) cujas

solugbes serao os pontos de periodo dots.

Se o mapa for polinomial, esse método nio sera eficiente para periodos
acima de dois ou trés, pois os polindémios a serem resolvidos costumam ter
graus muito elevados, dificultando a sua solucgio.

Um meétodo mais eficiente sera descrito na secio 4.3.

4.2 Calculo das Separatrizes

As separatrizes sao as curvas limites que separam dois tipos distintos de
movimentos, tais como rotagoes de libracoes.

Nos pontos fixos hiperbdlicos, temos duas dire¢des importantes que sio
determinadas pelos auto-vetores da matriz transformacio de 4.5.

Essas diregdes se aproximam assintoticamente das separatrizes nas prox-
imidades do ponto hiperbdlico . Isso significa que pontos tomados sobre as
retas dos autovetores, arbitrariamente préximos do ponto fixo e mapeados
conforme a aplicagio, ficarao também arbitrariamente préximos das separa-
trizes.

Um método para se obter um conjunto de pontos que pode ser usado

para tragar as separatrizes ¢ calcular a aplicacao em estudo, um ntmero
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fixo de vezes, a partir de um ponto sobre a reta da linearizagao, préximo do
ponto hiperbdlico.

Esse conjunto de pontos é bastante denso préximo do ponto fixo e dis-
perso para regides mais afastadas. Para se melhorar a densidade de pontos
nas regioes afastadas, tomam-se diversos pontos na reta da linearizacio, en-
tre o primeiro ponto escolhido e a sua primeira aplicagao, e iteram-se cada
um deles 0 mesmo nimero de vezes que o ponto inicial.

Esse procedimento aplicado a0 mapa normal nos dard uma boa aprox-
imagao da separatriz instéavel.

A separatriz estavel pode ser obtida da mesma forma, porém a partir
do mapa inverso, que pode ser calculado desde que a aplicagio seja um

homeomorfismo .

G = Gnt+1 + T (Gny1y Prt1)
(4.9)

Pn = Pn+1+g!(qn+lapn+l)

Com o mapa inverso, analogamente ao que foi feito no mapa direto,
teremos um conjunto de pontos que se aproximam da separatriz estavel com

a precisao que se deseja.

4.3 Célculo das Orbitas Periédicas

O Método descrito a seguir foi desenvolvido por M. Baranger [4], [3] e
usado por M, A. A. Aguiar [10] para o céalculo de 4rbitas periddicas de
Sistemas Hamiltonianos continuos e serd adaptado aqui para mapas da forma
4.1. Uma outra adaptacao foi feita por M. B. Matos em [23], especificamente
para encontrar pontos homoclinicos.

A grande vantagem desse método esta em dois pontos fundamentais, ou

seja:
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— primeiro a grande velocidade de convergéncia, em poucas iteragdes (4
ou 5 por exemplo, para uma precisiao da ordem de 10-'%), consegue-se a
convergéncia desejada.

~ segundo esse método consegue a convergéncia inclusive para pontos
instaveis, o que é muito dificil nos métodos convencionais.

Sem esse método seria impraticdvel o desenvolvimento desse trabalho.

Para uma 6rbita periédica de periodo N queremos encontrar os pontos:

( q1. 1 \
qz, P2
(Qna pn) = 43, P3 (410)

\ 4N, PN

onde a periodicidade N é garantida por

(gN+1: P8 41) = (g1, 1) (4.11)

Partimos de uma estimativa que denominaremos de tentativa

[ 40,19

a3, 3
(am.pa)=| 43,93 (4.12)

9 PN
A tentativa estard afastada dos pontos da Orbita periddica por uma

pequena diferenca que chamaremos de correcio definida como:
gl pf
43: P}
(gr.PL) = | ¢, p (4.13)

I 1
N PN
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ou seja, os pontos da Orbita Periddica serdo a tentativa mais a corregio:

(gnrPr) = (62, 02) + (gL, ph) = (@ + ¢, p° + p1) (4.14)

Substituindo 4.14 em 4.1 obtemos um sistema recursivo de equag¢des para

a correcao:
Gy = Gt — o+ (el +alp0 +pr)
(4.15)
I 00 _ 0 T S R
Pav1 = Pn + P, — Pn+i + g(qn + 4P, t pn)
Expandindo f(¢% + ¢Z,p2 + p.) em Série de Taylor teremos:
of 1 n
Fla+ gl st +ph) = f(glp) + gl TUmBa)l
¢y 0 p0
Tn+Pn
(g, pn
+p! -—%—5—) b (4.16)
Pr 9,99,
analogamente para g(¢° + ¢!, p% + pl) teremos:
ag(q‘m pﬂ)
80 + GusPh +Pn) = BlanP) g —p |  +
4n 4990,
3g(qn, P
4ot O8lmpa) (4.17)
ap”- 9,08

Desprezando os termos de ordem superior, introduzindo 4.16 e 4.17 em

4.15 e rearranjando os termos:

@ty = L+l F2+plF) +a,
(4.18)
Pv{u-i-l - Pi + q;l;Gg + piGg + bn

Onde chamamos



oo _ 98(an,2n)

ég(qn’I "')
6Qn

¥ v apn

92,08 q%.0%

(4.19)

an = g5 —q%., + (6%, %)
(4.20)

by = pd —p2 +g(¢% p%)

Usando uma representacio matricial para o mapa 4.18 teremos:

i 1 FO Fo n
e (8) (5 e (2) e
2 Gy 1+GY by,

ou seja:

Zig = U2+ O, (4.22)

Pelas condi¢des iniciais conhecemos C,, e /,, , e queremos Z,,{ de modo

que possamos calcular todos os Z ; , na seguinte forma :

Z2I = Ulz{ + 6'1

Zg{ = UZZ2I + Cg = UgUlZ{ + UgCl + Cg

Z‘{ = ..., = Ugl,U, ZII + UsUCy + UsCy + Cs (423)
Zhe = .ol = MZ/+B

Onde M ( a matriz monodromia ) e B sao calculados como:
M = UNUN-IUN—Q ...... U'zbr;
(4.24)

B = UN e UgCl + [,'TN e [";56'2 + ... 4= [.'TNCN_I + CN

9



Impondo-se a periodicidade N temos que Z%,; = Z{ que substituido

em 4.23 e rearranjando o resultado nos da:

Zi=(1-M)"'B (4.25)
A partir de Z{ podemos calcular Z}, Z{ ..., ZL por 4.23 e dessa forma

a equacao 4.14 se torna:
Z, =28+ 2! (4.26)

Z. sd0 os pontos da érbita periédica, calculados a partir da tentativa
79, tomados nas vizinhangas da érbita periédica e corrigidos por ZI . Mas
sabemos que Z! é uma aproximacao, portanto Z, nio sera exato, mas sim
um valor melhor que ZJ. Porém tomando-se os valores de Z, como Z° de
uma nova rotina de'célculo, nos aproximaremos ainda mais do Z,, procurado.
Dessa forma, em iteragdes sucessivas teremos Z° — Z, ou seja ZI—o.

O desvio pode ser calculado com a precisio que se deseja usando:

N
D=Y"lgly + (p1)¥? — 0 (4.27)

n=1

como uma medida do erro de cada iteracio.

A estabilidade dos pontos da Srbita periédica pode ser determinada pelos
autovalores da matriz M, ou seja, se tivermos autovalores reais, a 6rbita é
hiperbélica ( instdvel ), se os autovalores forem complexos a érbita é eliptica

( estavel ).



Capitulo 5
Resultados Numéricos

Neste capitulo vamos aplicar os inétodos numeéricos, descritos no capitulo
anterior, a0 modelo em estudo, que é a forma normal de Meyer, afim de
encontrarmos os pontos fixos, tragarmos as separatrizes e finalmente calcu-
larmos os pontos periédicos.

Deve-se no entanto realcar o fato do trabalho de T. J. S. B. Coutinho em
[7] ja ter tratado da generalisagio das aplicagbes quadraticas e o presente
mapa ¢ uma aplicagdo quadratica.

A forma normal de Meyer é:

ny1 = fGn — Pn
(5.1)

Phy1 = ppte+ (Q'n - pn)z

51



5.1 Pontos Fixos

Usando as equagdes 4.1 e 4.3 para os pontos fixos, encontramos os seguintes
resultados:
o = +y-¢
(5.2)
po = 0
e portanto os dois pontos fixos (++/—¢,0) e {(—+/—¢,0) s6 existem para
£ <0.
Nas proximidades desses pontos teremos:
%+ = qo+bq—bp
(5.3)
89 = Sp+e+ (9 + bq0) - &po)”
Desenvolvendo o sistema, desprezando os termos de ordem superior e

usando a equagdo 4.5 na sua forma matricial obtemos

bq’ 1 -1 6
79 = 7 (5.4)
op’ 29 1 -2q op
Onde a matriz T da equagio 4.5 tem como auto—valores
A=l—-qgx+¢?—2q
Substituindo o ponto fixo {(+/—¢,0) temos A = 1 —/—e+/—e — 2¢/—¢
e como € < 0 ternos duas possibilidades:
A é complexose —4 < <0

ou

Aéreal se e < —4.

Substituindo o ponto fixo (—y/—¢,0) temos A = 1 ++/—c+/—¢ + 2/—¢

e como ¢ < 0, A é real sempre.

Resumindo, a natureza dos pontos fixos serd:
Hiperbolico em (—\/—¢,0) se ¢ < 0 (sempre)
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Eliptico em (++v/—¢,0)se —4 <e < 0e
Hiperbolico em (++/—¢,0) se ¢ < —4.

5.2 Separatrizes

As separatrizes sao duas, uma estavel que termina no ponto hiperbdlico e
uma instavel que nasce no mesmo ponto.

Pontos tomados sobre a separatriz instavel, proximos do ponto hiper-
bolico, sio mapeados usando a forma normal de Meyer direta {equagao 5.1),
mas pontos sobre a separatriz estavel vao em direcdo ao ponto fixo, de
forma que temos que usar a forma normal de Meyer inversa para obter essa
separatriz, ou seja:

@l = Pn—€—¢a’ F ¢n
(5.5)
Prtl = Pn—E&— @i

No intervalo em estudo, —4 < £ < 0 ,temos um tinico ponto fixo hiperbélico

(—v/=¢,0) , que tem dois autovetores, cujas dire¢des determinam as retas

que sao tangentes as separatrizes no ponto hiperbélico.

Essas retas sio:

pto= (Ve -y e+ 2V=e) (gt + V—e)

(5.6)
P = (—V—e+y—e+2y/=¢)(¢" + =€)
Tomando pontos sobre as retas, préoximos ao ponto hiperbdlico e usando
o mapa direto para a variedade instavel e o mapa inverso para a variedade
estavel, teremos as separatrizes para diversos valores do parametro ¢, con-
forme seguem as figuras.
A mesma escala foi usada para os mapas com ¢ = =0.1, ¢ = —0.3 e

¢ = —0.5. Uma escala maior foi adotada nos mapas seguintes.
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-0s L 7 -
@ ponto fixo eliptico
® ponto fixo hiperbolico
__‘}5 1 I 1 | { ] ]
-2.0 -~ 1.0 0.0 1.0 2.0
Figura 5.1 Separutrizes com ¢ = —0.1. Com esse valor de parémetro ndo é

possivel distinguir as duas separalrizes, mas apenas uma tnica alga, saindo do

ponto ﬁro'hiperbélico e rodeando o ponto fizo eliptico.
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1-5 1 T T 1 I i T
0.5 i
05 - o i
) (/,
© ponto fixo eliptico
® ponto fixo hiperbolico
-1.5 ) 1 1 1 1 | L
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
Figura 5.2: Separatrizes com ¢ = —0.3. Com esse valor de pardmetro jd se

percebe uma oscilugdo dus separairizes, na regiGo prérima ao ponto hiperbdlico,

mas ainda € dificil distinguir as duas separatrizes no restante da alga.
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:"'.5'
4
.5 i
- = .
© ponte fixo eliptico
1 ®Iponto fixo Ituperbollco
~15 l ' : '
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.C
Figura 5.3: Separatrizes com ¢ = —0.5. Com esse valor de pardmetro é possivel

distinguir as duas separatrizes em toda a alga, e ainda podemos ver diversas curvas

secunddrias que compde o emaranhado homoclinico.
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5.0 T T - T T 1 —r
P
X0 N
On - N
. / S
— 1™ b= v -
: &
@ ponto fixo eliptico
® ponto fixo hiperbelice
-F 13 1 1 1 I 1 d '
- 4.0 —-2.0C 0.0 2.0 4.C
Figura 5.4: Separatrizes com ¢ = —1.0. Para esse valor do parémetro as os-

cilagdes dus separatrizes jd sdo du ordem dus dimensdes do préprio emaranhado

homoclinico.
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P

AN

-k

______ —
e © ponto fixo eliptico
o ® ponto fixo hiperbolice
1/ I L | ] ] I
~4.1) -2.0 0.0 2.0 4.C
Figura 5.5: Separatrizes com ¢ = —1.5. Para esse valor de parémetro, além das

oscilagdes serem de mesma ordem que o préprio emaranhado homoclinico, a

regido estdvel em volta do ponto eliptico jd é muito pequena.
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il
[

T T
e @ ponta fixo eliptico
e ® ponta fixo hiperbolice
i ] 1 | 1 | ]
4.0 ~2.0 0.0 2.0 4.0
Figura 5.6: Separatrizes com ¢ = —2.0. Para esse valor do pardmetro jé ndo

notumos grandes mudangas em relagdo ¢ figura anterior e a regido interna do

loop estd cada vez menor em relugdo ao resto do conjunto.
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5.3 Orbitas Periédicas

O célculo das drbitas periédicas, a seguir, usou como parametro inicial
de trabalho ¢ = —0.5 e a partir desse valor, vamos reproduzir o mapa visto
na secao anterior. A escolha desse valor de parametro é arbitraria, mas,
diante das curvas tracadas na secao anterior, parece ser um bom valor de
trabalho, pois concilia a possibilidade de se distinguir as duas separatrizes
com uma grande area estavel ao redor do ponto eliptico. Afim de facilitar
a compreensao, acrescentamos algumas curvas invariantes na regiao interna
da alca formada pelas separatrizes, ou seja, nas proximidades do ponto fixo

eliptico.
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IYigura 5.7: Curvas Invariantes peras = —0.5. Podemos observar diversas curvas
invariantes ao redor do ponto eliplico, e em especial a existéncia de um conjunto

de cinco ithas.
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Identifica-se imediatamente um conjunto de cinco ilhas rodeando o ponto
fixo eliptico.
Essas ilhas serao o nosso objetivo inicial, que ampliadas e com um maior

namero de curvas invariantes nos dio a figura a seguir.

0-4 L T ¥ T

P

©
)
1

-0.2

|
2 0.5 0.7 0.9 1.1

Figura 5.8: Ilhas das Orbitas de Periodo 5. Essa figura é uma ampliagdo da

figura anterior, com o mesmo ¢ = —0.5, mas com mais curvas invariantes.



0O método numérico descrito no capitulo 4 baseia-se em aproximagoes
que convergem para as Orbitas peridédicas a partir de um conjunto inicial de
pontos, que no nosso caso foi obtido graficamente a partir da figura acima.
Tomando um conjunto de cinco pontos nas proximidades dos centros das
cinco ilhas e usando o método de convergéncia encontramos uma orbita
periodica estavel de periodo cinco. Analogamente usando, como pontos de
partida, as proximidades dos pontos de tangéncia entre as ilhas, teremos
uma érbita periddica instdvel de mesmo periodo.

Usando esses dois conjuntos de pontos como partida e acrescentando um
ponto extra entre dois pontos quaisquer de cada um dos conjuntos, consegue-
se a convergéncia para as orbitas de periodo seis. Repetindo—se o processo,
encontramos as 6rbitas de periodo 7,3, .. .etc, até o periodo desejado.

Dessa forma temos duas familias de érbitas que denominaremos prelimi-

narmente de familia estivel e familia instavel, conforme figura a seguir.
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1.5

o familia estavel
< familia instavel ,
x &
@ o
Q
- \5( -
QJ D X
X 2 O
},L;b ¥ x
T @ ¢ & - o x= I
N
WX O ) ]
o° O x
— *:‘, - -
o]
o Q<
* 8
) i .
® pto eliptico
® pto hiperbolico
L | L 1 |
1.0 0.0 1.0 2.0

Q

Figura 5.9: Familias de Orbitas Periédicas com periodos 5,6,7,8 ¢ 9 . Todas as
grbitas plotadas sdo para o mesmno € = —0.5. E imediala o constalagdo gque essas
drbitas ezistem sempre aos pares, uma da familia estdvel e outra da familia

instavel,
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Convém ressaltar que para o parametro em estudo (¢ = —0.5), as érbitas
de periodo maior que seis da familia estavel na verdade sio instaveis, e
a denominagio refere-se somente a sua origem e nao a sua condigdo no
presente valor do pardmetro. Dessa forma é conveniente renomearmos essas
familias; assim sendo, as érbitas da familia estdvel chamaremos de inversas
e as Orbitas da familia instdvel chamaremos de diretas. Essa denominacio
se refere ao fato de que no regime em que ambas as érbitas sio Instaveis,
os auto-valores das diretas sio positivos e 0s auto-valores das inversas
sao negativos. Quando for conveniente, usaremos as duas denominagdes
simultaneamente.

Uma constatagao numérica nos mostra que para uma 6rbita periédica
qualquer, os pontos rodam em voita do ponto fixo eliptico, porém com
angulos de estabilidade diferentes entre si, ou seja, quando os pontos estio
rodando em volta do ponto fixo eliptico, na regizo entre o ponto fixo eliptico
e o ponto fixo hiperbélico, o dngulo de estabilidade é menor que na regiao
diametralmemte oposta.

Em outras palavras, os pontos de uma 6rhita periédica rodam em volta
do ponto fixo eliptico, com velocidades variaveis; mais devagar, préximo ao
ponto fixo hiperbélico; e mais rapidamente, nas regides mais afastadas.

Esse comportamento ¢ cada vez mais acentuado quanto maior for o pe-
riodo da orbita, o que é consistente com o fato das érbitas de periodos
grandes se aproximarem das separatrizes.

As separatrizes podem ser vistas como constituidas por orbitas de periodo
infinito, ou seja, uma vez na separatriz estdvel, o angulo de estabilidade
(e conseqlientemente a velocidade em volta de ponto eliptico) diminui até
tender a zero, ou leva um tempo infinito para atingir o ponto hiperbdlico.
Quanto & separatriz instivel, pode-se dizer que quanto mais proximo do
ponto fixo hiperbélico, maior sera o tempo necesséario para o ponto conseguir

se afastar, ou seja, temos o mesmo comportamento da separatriz estavel,



porém com sentido temporal invertido.

Diante disso pode-se observar que o aumento do periodo de uma dada
Orbita se dd com o aumento do nimero de pontos periddicos, sempre nas
vizinhangas do ponto fixo hiperbdlico e nunca no lado oposto do loop ho-
moclinico, & como o aumento de perfodo converge para as separatrizes, nas
proximidades do ponto hiperbélico a convergéncia ¢ mais lenta que no lado
oposto do loop.

Esses pontos de convergéncia sio os pontos onde se cruzam as separa-
trizes estivel e instdvel, ou seja, sio érbitas homoclinicas, como pode ser
observado na figura abaixo.

].5 T 1 1 T 1

P

o familia estavel
= familia instavel
“_15 1 | i ] J

~1.0 0.0 1.0 20 @
Figura 5.10: Conjunte Homoclinico, com ¢ = —0.5 onde podemos observar a

convergencia das fumilias direta (instdvel) e inversa (estdvel).
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5.4 Variacao do parametro ¢

Vamos agora mostrar a evolugio de uma érbita periddica diante da variacio
do parametro €. O objetivo é determinar o ponto ou pontos de onde se orig-
Inam essas Orbitas.

Primeiramente vamos determinar os pontos criticos em que ocorrem as
n-plicagdes a partir do ponto eliptico, isso pode ser calculado a partir do
angulo de estabilidade, ou seja, cada vez que o angulo de estabilidade for

2r

§ = 37 onde M é o periodo da n-plicagio.

como os auto-valores do ponto eliptico podem ser escritos como:

A=l /et —e—2/¢ (5.7)

como A = e se substituirmos /—¢ = X, teremos:

cosf@=1-X
ising = X? - 2X
ou
tan®f = — X7 —2X (5.8)

X2 -2X +1
0 que nos permite, para um dado periodo M, encontrar o valor de ¢ em
que esse periodo ird surgir.
Escolhemos como exemplo uma érbita de periodo sete, que é um nimero

primo e portanto nao é nenhum muiltiplo de érhitas de periodos menores que

sofreram n-plicac¢oes.

Calculando pelo método acima temos para M = 7 que ¢ = —0.14175990,
que pode ser confirmado pela figura a seguir, onde foi calculado numerica-
mente para diversos valores do parametro ¢ a posigio da orbita de periodo

sete,
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T-s T T L] Ll L
P
n'm 7
)
("-—-—._““'I.. -."- ..'..'.' -
P . \ b
-0.5 + . \
r
o« J
.
-1 .5 ke i i i L Q
-1.0 .0 1.0 2.0

Figura 5.11: Crbita de periodo 7 da familia inversa. Na figura superior temos a
variagdo de ¢ entre 0 e —0.5 numa projegio de € x Q e na figura inferior, uma

projegdo em P x Q, para « mesma variagdo de ¢.

68



A figura 5.11 mostra a orbita de periodo sete da familia inversa, com ¢
variando de 0 a —0.5. Temos duas figuras distintas, a superior onde estao
plotados o parametro ¢ por ¢, onde pode-se notar uma tinica linha se ramifi-
cando em quatro outras. Essa linha tnica é o ponto eliptico para os diversos
valores do parametro (na verdade ela continua depois da bifurcagio, apenas
nao estd desenhada) e quatro linhas que se originam dela, que na verdade
sao sete, pois trés delas possuem os mesmos valores de ¢ e (), que outras
trés linhas, o que pode facilmente ser observado, na figura inferior, em que
temos as coordenadas () e P, onde as sete linhas sao distintas.

Fica evidente que a origem dessa 6rbita de periodo sete se deve a uma
bifurcagao do ponto fixo eliptico, que chamararemos de bifurcagao local.

A érbita periddica de periodo sete, porém da familia direta, se origina
no mesmo ponto, ou seja as 6rbitas que surgem a partir do ponto fixo eliptico
surgem aos pares, diretas e inversas.

Estudando as orbitas da familia inversa (estavel) podemos observar que
existe uma mudanga de estabilidade, ou seja, comn o aumento do valor do
parametro |¢| a drbita estiavel se transforma em instivel ao mesmo tempo

em que da origem a uma érbita periddica estavel com o dobro do periodo.

5.5 Orbitas periédicas de multiplas voltas

No caso do exemplo em estudo, a orbita de periodo sete da familia estavel
ja estd instavel, ou seja, ja bifurcou e devemos encontrar uma érbita de
periodo quatorze que inclusive também ja pode ter bifurcado e pode ser que
seja instavel.

Procurando uma érbita de periodo quatorze nas proximidades da érbita
de periodo sete significa que devemos procurar uma érbita que dé duas voltas
em torno do ponto eliptico.

Pudemos encontrar tres érhitas em vez de apenas uma, conforme figura
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a seguir,

1-5 1 T ] 1 I
P orbitas de 2 voltas com periodo 14
L A0 4
DO o
o & 4
.QD
0.5 F o i
ta|
WA a
> o
_ ED A .
g a
Ao ]
a
*05 b FAN .
4
a4 o
i 7 a . .
o0 aanaa orbita A
coooo orbita B
soono orbitg C
-1.5 i | | } A

- 1.0 C.0 1.0 Q 2.0
Figura 5.12: Orbitas de periodo 14 com duas voltas. Podemos observar que

foram encontradas trés érbitas distintas com mesmo periodo para o mesmo valor

do pardmetro ¢ = ~0.5.
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Fazendo o mesmo procedimento de variagdo do paradmetro ¢, usado para
estudar a orbita de periodo sete, para cada uma das tres érbitas de periodo

yuatorze encontradas, leremos:

8 L T T T ¥
-0.1 F 4
-0.3 | i
-— L 3 ‘.. L 1 ] -.'L Q
© El t] .0 1.0 2.0
1 15 L) T T v
P
b f -
&-‘--.w- : .A'
e /
05 p- 4
. a-u-.,\
o A__,--i‘-;p--.-u vew evdra—— =1
v u"
erl---, r\_,,.—o"‘ y
-0.5 F r'4 \ 4
) . _,'/' ]
i PO ;
sasas orbita A
- L [ i 1 Il Q
"21.0 0.0 1.0 2.0

Figura 5.13: Orbita "A” de periodo quatorze. Podemos observar na figura su-
perior a curva do ponlo eliptico, o bifurcagdo de periodo sete, jd descrita com 4
ramos (na verdade 7) e os mais 7 ramos (também duplos portanto 14), que podem

ser melhor entendidos observando a figura inferior.
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Figura 5.14: Orbita "B” de periodo quatorze. O mesmo da figura anterior, mas

com as extremidades dos ramos em posigées diferentes.
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Figura 5.15: Orbita *C” de periodo quatorze. Nesse caso a origem da drbita pode

ser observada como uma duplicagdo da érbita de perfodo 7 jd descrita anterior-

mente,
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Essa anilise nos permite encontrar com facilidade qual das érbitas se
originou da bifurcagao da orbita de periodo sete que é a orbita chamada de
"Cn.

As outras duas surgem também aos pares, porém nio sao o resultado da
bifurcagdo de uma dérbita periédica e por isso as chamaremos de bifurcagdes
globais.

A introdugao de conceitos como 4rbitas diretas e inversas, bifurcagdes
locais e globais, visa uma possivel classificagao das érbitas periddicas de
conjuntos homoclinicos. Falta porém discutir dois pontos importantes: primeiro
devemos notar que um mesmo conjunto de pontos que representa uma dada
orbita periddica também representa todos os miltiplos dessa mesma érbita,
ou seja, para cada orbita periddica encontrada temos infinitas outras cor-
relacionadas.

Além disso, 0 nimero de pontos que representa o periodo de uma érbita
peridédica ndo basta para fixar uma drbita, pois ele também representard
todas as possibilidades de mesmo periodo, mas com um numero diferente de
voltas ao redor do ponto eliptico.

Se n for primo teremos n ~ | possibilidades para uma drbita de periodo

Vamos mostrar esquematicamente as possibilidades para n = 5.
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Conforme aumentamos o periodo das érbitas, as possibilidades de difer-

entes orbitas com mesmo periodo aumentam exponencialmente. Seguem

alguns exemplos para miltiplas voltas, com uma representagio esquematica

das curvas invariantes associadas.
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Figura 5.16: Orbita com 2 voltas e periodo 15.
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P | Orbita de 3 voltas e periodo 21
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Figura 5.17: Orbita com 3 vollas e periodo 21.

77



P | Orbita de 4 voltas e periodo 30
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Figura 5.18: Orbita com 4 voltas e periodo 30.
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5.6 Sobre a complexidade do Emaranhado

Homoclinico

De posse dos resultados obtidos nas se¢des anteriores, podemos pensar em
propor uma classificacio que englobe todas as drbitas periédicas contidas no
loop homoclinico do Mapa de Meyer. O parametro natural sugerido pelos
calculos numéricos é o niimero de voltas que a 6rbita da em torno do ponto
fixo eliptico a cada periodo. Seja Ny esse indicador, entdo:

Se Ny = 1, teremos 6rbitas de periodo n, comecando em np,in { que
depende de ¢ ), até infinito. Para cada n existem duas 6rbitas, a diretae a
inversa. Conforme |¢| diminui, essas drbitas se aproximam até coalescerem
com o ponto fixo eliptico. Usaremos np e n; para nos referirmos a essas
orbitas, diretas e inversas respectivamente. Né&o foi observado numeri-
camente para Ny = 1 nenhum caso em que as érbitas direta e inversa
coalescam fora do ponto eliptico caracterizando uma bifurcagao global.

Se Ny = 2, precisamos de um par de niimeros inteiros para representar
as Orbitas: (ny,n2). Com isso dizemos que a érbita em questdo percorre a
primeira volta sobre uma curva invariante com n; pontos e a segunda com
ns pontos. Obviamente o periodo é n; + ny. Acrescentamos o indice D
ou I para especificar érbitas diretas ou inversas como antes: (n;,n2)p e
(n1,m2)1.

Se Ny = 3, teremos analogamenie (ny,nz,n3)p € (n1,n3,n3)] € assim
por diante. Deve-se notar que as permutagoes ciclicas dos indices entre
parénteses representam a mesma Orbita, percorrida a partir de pontos inici-
ais diferentes e que permutacdes anti-ciclicas representam a mesma orbita
percorrida com 0 mapa inverso.

Em geral, para cada Ny temos uma seqiéncia (ny,n2;...,7n, }o de in-
teiros representando 6rbitas de periodo n = Y% n;, onde o = D ou a = I.

Em todos os casos os valores de n; sao limitados por baixo, ou seja,
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combinagbes envolvendo n;'s podem nao existir para um dado valor de ¢,

Uma andlise mais cuidadosa mostra, no entanto, que essa classificagao
nao é completa. De fato, existe mais de uma orbita com a mesma rep-
resentagdo acima. Para ilustrar tomemos o exemplo da figura 5.12, onde
aparecem 3 diferentes érbitas de periodo 14 com duas voltas. As orbitas A e
B podem ser representadas como (8,6); e (8,6)p , mas a 6rbita C também
é do tipo (8,6);. Para nos livrarmos desse problema {que complica muito
se Ny é grande), temos que modificar nossa classificacio. Note-se que a
7orbita extra”, C, vem da bifurcacio local da dorbita 7, e essas bifurcagoes
locais "estragam” nossa classifica¢io inicial. Vamos ento, a principio, ex-
cluir todas as bifurcagoes locais:

— Se Ny = 1, ny e np representam (como antes) Orbitas inversas e
diretas de periodo n.

— Se Ny = 2, {n1,n2)1 e (ny,ny)p representam érbitas globais de duas
voltas, inversas e diretas, de periodo ny + na.

E assim por diante para Nv = 3,4,... etc. A cada drbita inversa (ou
estavel) das familias acima, esta associada uma cascata de bifurcagées locais
genéricas descritas pela tabela da pag. 34. Note-se no entanto, que isso
nao é tudo! Cada par de érbitas globais ( a direta e a inversa) bifurcam de
forma que seu mapa local é novamente 0 Mapa de Meyer {ver o esquema
simplificado na pag.38, onde o par de pontos surge em ¢ = 0). Podemos
entdo dizer que a cada drbita direta (instdvel) estd associada uma cascata
de bifurcag¢des globais que tem a mesma classificagao em termos do numero
de voltas em torno do ponto eliptico, representado pela 6rbita estavel.

Dessa forma, essa classificacao, em termos de nimero de voltas, serve
como uma base sob a qual essa propria classificacao se repete indefinida-
mente, formando uma estrutura fractal.

Isso ilustra a complexidade inerente do emaranhado homoclinico presente

no Mapa de Meyer.



Capitulo 6
Conclusées

O objetivo deste trabalho foi o de contribuir para a compreensao de alguns
aspectos fundamentais da bifurcacio representada pelo Mapa de Meyer,
através da apresentacio dos resultados em forma de graficos, que permitem
educar a nossa intui¢io num campo tado complexo como esse.

O fato mais relevante no trabalho é que ele se aplica a qualquer sistema
que possua esse tipo de bifurca¢io que é completamente genérica.

As bifurcagbes chamadas de globais tém a mesma forma de origem que
a propria bifurcagdo principal em estudo, o que nos permite visualisar uma
verdadeira estrutura fractal nas miltiplas bifurcacées, que vao surgindo con-
forme variamos o nosso parametro de controle.

Encontramos numericamente um grande nimero de érbitas periddicas e
as suas associagoes com o conjunto homoclinico.

De fato, ficou caracterizado que as érbitas periédicas se acumulam ex-
ponencialmente junto ao conjunto hornoclinico, nas intersecgdes primarias
para as orbitas que ddo apenas uma volta, nas secundirias para as Orbitas
que dio duas voltas, depois nas terciarias e assim por diante.

Pudemos também observar o surgimento das familias estavel e instavel

a partir do ponto fixo eliptico, bem como a sua evolucio diante da variacio
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do parametro ¢ e com isso foi possivel diferenciarmos as bifurcacdes locais
das globais.

Ficou demostrado neste trabalho que é possivel calcular com precisio
muito boa uma grande gquantidade de érbitas periédicas com diferentes nii-
meros de voltas. I[sso sugere que vale a pena investir numa possivel quan-
tizagdo do Mapa de Meyer, pois teriamos um 6timo exemplo para testar

a famosa férmula semi-cldssica de Gutzwiller em uma situacio genérica.
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