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Resumo

Apresentamos as caracteristicas gerais de 6rbitas de particulas com isospin na presenca de
campos puramente escalares e de monopélos. Partindo de uma expressio consistente com a
Relatividade Especial para a quadriforca que descreve a interacdo entre uma particula colorida
e campos com estrutura interna nao-Abeliana, e considerando ainda uma equagdo de evolugéo
temporal do isospin, escrevemos as equacoes de movimento do sistema em questdo e o parti-
cularizamos para casos especificos de interesse fisico. Primeiramente, aplicamos o formalismo
desenvolvido & situacdo em que o campo com o qual o corpo interage é um s6liton do modelo
O(3) ndo-linear e observamos que a maioria das 6rbitas é aberta, todos os pontos de equilibrio do
sistema sdo instéveis e ndo ha indicios de caos. Em seguida, usamos o formalismo para o caso de
uma particula interagindo com duas solucdes nao-triviais da Lagrangeana de Yang-Mills-Higgs,
uma teoria de gauge cujo grupo de simetria é o SU(2): o monopé6lo BPS e o dyon de Julia-
Zee. Em particular, observamos a existéncia de ¢rbitas abertas unidimensionais para ambos
os sistemas; além disso, estudando o comportamento assintético deles nos limites de baixas e
altas velocidades, obtemos que as trajetérias ficam restritas a uma superficie conica e podem ser
abertas ou fechadas, dependendo da velocidade do corpo e de seu isospin, que precessiona no
espaco interno. Dada a interpretacdo de que esses campos trazem consigo uma carga magnética,
essa ultima conclus@o remete ao conhecido resultado do Eletromagnetismo de que as 6rbitas de
uma carga elétrica pontual na presenca de um monopélo magnético também ficam confinadas a

uma superficie conica.




Abstract

We present general properties of the orbits of a particle with isospin in the presence of scalar
fields and monopoles. From an expression consistent with Special Relativity for the quadriforce
referring to the interaction between a coloured particle and fields with non-Abelian internal
structure, and considering also an evolution equation for the isospin, we obtain the equations
of motion of the resultant system and specialize to cases of physical significance. Firstly, we
apply this formalism to the situation in which the interacting field is a soliton of the O(3) non-
linear model and observe, consequently, that the majority of the orbits are unbounded, that
all the equilibrium points are unstable and that there is no supporting evidence for chaotic
behaviour. Then, we use the formalism in the case in which the particle interacts with two
non-trivial solutions of the Yang-Mills-Higgs Lagrangean, which is a SU(2) gauge theory: the
BPS monopole and the Julia-Zee dyon. Particularly, we observe the existence of unidimensional
unbounded orbits for both systems. Besides, studying their asymptotic behaviour in the limits
of low and high velocities, we obtain that some trajectories are restricted to a conical surface and
can be bounded or unbounded, depending upon the velocity of the particle and its isospin, which
precessionates in the internal space. Given the interpretation that these fields are associated
with magnetic monopoles configurations, this last conclusion reminds the well known result
of Eletromagnetism that the orbits of an electric point charge in the presence of a magnetic
monopole are also confined to the surface of a cone.




Introducao

As teorias de gauge atingiram, nos meados do século passado, um patamar importante no
estudo de Fisica bésica, ao serem algadas como um dos principais ingredientes do atual Modelo
Padrao de Particulas Elementares. Desde o trabalho pioneiro de Yang e Mills [1] até os dias
de hoje, houve um consideravel avanco no estudo das teorias cujos grupos de simetria sio nio-
Abelianos, em particular, o SU(2) e o SU(3). Todavia, h4 muito ainda que se aprofundar na
andlise dessas teorias, em especial no que se refere a propriedades nio-perturbativas delas, para
que, além de que sejam esclarecidos pontos ainda obscuros, novos aspectos possam ser descobertos
ou desenvolvidos, como, por exemplo, as chamadas teorias de grande unificacdo (GUT).

Nesse sentido, uma contribuigdo interessante para se entender tais sistemas pertencentes a
Teoria Quéntica de Campos é o limite semi-classico, regime em que muitas vezes a percepcao
dos fendmenos é mais clara, possibilitando uma descricio quantica mais inteligivel. Um guia
largamente utilizado para tal fim sdo exatamente as 6rbitas de particulas classicas.

Desse modo, nessa dissertacdo, determinamos as caracteristicas gerais de orbitas classicas
em teorias de gauge, em particular, & teoria SU(2) de Yang-Mills-Higgs. Como ela envolve
campos escalares e vetoriais, entender como a interagio entre uma particula e campos em geral
se da é fundamental para se obterem as trajetérias. Na literatura, apesar de haver importantes
contribui¢bes na determinagéo das equagdes de movimento do corpo quando o campo em questao
€ vetorial, ha poucos e inconclusivos trabalhos quando o campo é escalar e tem uma estrutura
interna SU(2). Assim, nosso ponto de partida foi a proposicio de formas possiveis para a
quadrifor¢a que descreve tal interagdo e para a equagdo de precessdo do isospin, que é uma
propriedade intrinseca da particula responsavel pelo acoplamento com o campo. Em seguida,
aplicamos essas expressdes ao caso de um campo puramente escalar e 2o caso de um campo escalar
mais um campo de gauge referentes a duas solugdes néo-triviais da teoria de Yang-Mills-Higgs.

A dissertagéo est4 dividida em cinco capitulos. No primeiro, apresentamos o Principio de
Gauge a partir de consideragdes de simetria de uma Lagrangeana qualquer, através de duas abor-
dagens diferentes: uma mais "fisica", envolvendo Calculo Variacional, e outra mais geométrica,
explicitando a relagio desse Principio com conceitos tais como conexdes e curvaturas.




No segundo capitulo, introduzimos a teoria de Yang-Mills-Higgs, usando os ingredientes
fornecidos pelo Principio de Gauge para construir a Lagrangeana que a descreve. Logo apos,
discutimos as suas duas principais solu¢ées nao-triviais que tém uma clara interpretagio fisica:
o monopolo BPS, que descreve assintoticamente um monopoélo magnético, e o dyon de Julia-Zee,
que se refere a uma entidade que carrega cargas elétrica e magnética. Em seguida, apresentamos
a expressao usada por Wong para descrever o movimento cldssico de uma particula na presenca
de campos de gauge, para propormos, na seqiiéncia, a quadriforca de interagdo com campos
escalares.

No terceiro capitulo, aplicamos as equagdes propostas ao caso em que 0 campo é puramente
escalar, isto é, ndo ha campos de gauge. Em especial, estudamos profundamente a situacdo
em que esse campo € um séliton do modelo O(3) ndo-linear, o qual esta explicado no apéndice
A. Determinamos pontos de equilibrio, comportamento assint6tico e expoentes de Lyapunov
relacionados ao sistema subseqiiente, mesclando calculos numeéricos e analiticos, para no final
tracar um paralelo com um sistema de Fisica da Matéria Condensada. Os resultados obtidos
foram publicados em Proceedings [2].

No quarto capitulo, usamos as expressoes desenvolvidas no segundo capitulo para conhecer o
movimento relativistico de uma particula colorida (isto €, com isospin) na presenca daquelas duas
solucbes da teoria de Yang-Mills-Higgs previamente citadas, as quais envolvem tanto campos
escalares (também conhecidos como campos de Higgs) como campos vetoriais (os campos de
gauge). Dada a complexidade das equagOes resultantes, restringimo-nos a estudar movimentos
radiais e comportamentos assint6ticos para os dois sistemas em questdo, determinando as formas
das 6rbitas em cada caso. As conclusOes sao apresentadas no quinto capitulo.




Capitulo 1

Simetrias em Teorias de Campos

Simetrias em uma teoria de campo podem ser definidas, a grosso modo, como as operagoes
que deixam a Lagrangeana dos campos invariante. Em geral, as teorias de campos tém associadas
a elas dois tipos distintos de simetria: uma externa, associada as coordenadas, € uma interna,
referente aos campos propriamente ditos. Neste capitulo, exploraremos o efeito dessas simetrias
nas teorias de campos relativisticos através do uso de Calculo de Varia¢bes. Vamos estudar dois
tipos de variacdes que podemos impor & agdo do sistema: uma que deixa a borda do sistema fixa
e nao envolve variagdo das coordenadas (a qual designaremos por ¢), e outra que leva em conta
também a variagdo das coordenadas e da borda, conseqiientemente (a qual designaremos por 5').

Consideremos os campos ¥* e a Lagrangeana a eles correspondente £ !. Quando impomos
que a variacdo da ac@o segundo § deve se anular (0 que nada mais é que o conhecido Principio
de Hamilton [3]), obtemos:

oL _, 0L .

em que R é todo o espaco-tempo e B a sua borda. Fixando-a no infinito, e impondo que a
variagdo dos campos se anule nessa regiao, obtemos as usuais equagles de movimento para o
campo em questao.

Agora, podemos calcular a variacio da acfio com respeito a § , ou seja, uma variagdo que

envolva também as coordenadas. Tal procedimento leva a:

[otto= [ (22 -0, 25 st [an, [ Lo
5Z£dx-—/<8¢# ,,a%)&pﬂdHBda#[a%aw +£5#] (1.2)

R

1Na verdade, estamos lidando com densidades de Lagrangeanas; ao longo do trabalho, para simplificar, omi-
tiremos a palavra densidade.




Podemos reconhecer no primeiro termo as equagbes de movimento do campo; logo, este se
anula. Agora, tomemos a regido R do espago-tempo como envolta por duas superficies tipo
espaco, 0] € 02, que se estendem até o infinito. Assim como antes, iImpomos que 0s campos e

suas variacdes se anulam no infinito, o que nos leva a:

g2
6’/£d4x = / do, [—%’—51/)” + Léz*| = G(o2) — G(01), (1.3)
o "

em que G(o) é o chamado gerador da variacao §'. Por fim, impondo que a variaco da agio sob &'
se anule, a exemplo do que fizemos anteriormente sob a variagdo ¢, obtemos que G nao depende
da superficie tipo-espaco escolhida. Assim, o gerador G é uma constante de movimento. A seguir,
vamos explorar as propriedades dessa constante em dois casos distintos: quando realizamos uma
transformacao apenas das coordenadas (simetria externa) ou quando fazemos uma transformagéao

intrinseca dos campos (simetria interna).

1.1 Transformacao das Coordenadas

Neste caso, estamos supondo que 8 refere-se somente a uma transformacéo de coordenadas,
a qual deve deixar a Lagrangeana invariante, para que a variagdo da agao se anule. Nesse estagio,
precisamos especificar qual ¢ essa transformagdo. Como estaremos trabalhando sempre no espago-
tempo de Minkowski, temos que ela nada mais é que a usual transformagdao de Lorentz ndo-
homogénea, ou de Poincaré, a qual designamos por AY. Desse modo, temos que z# = Abz¥. Além
disso, a transformagdo de coordenadas induz uma transformacdo no campo, a qual dependera
da natureza dele, isto é, dependerd se o campo é escalar, vetorial, tensorial, spinorial. Para
cada possibilidade, ele se transformara de uma maneira diferente segundo as transformagées de
Poincaré. Por exemplo, se ele for vetorial, a transformacao serd wl“(w') = ALY (z); se for escalar,
serd ¢'H(z') = ().

Para prosseguir, podemos usar apenas transformagdes infinitesimais de Poincaré. Assim,
obtemos: dz# = wkz¥ +a* , em que a* é um quadrivetor qualquer (correspondente & parte estri-
tamente ndo-homogénea da transformacio) e wy, ¢ uma matriz antissimétrica (correspondente &
parte estritamente homogénea), cujos seis termos livres estao relacionados a trés eixos linearmente
independentes de rotagdo no espago-tempo e a boosts nessas trés dire¢des. Agora, definimos a

matriz 'Y através da transformacdo do campo induzida pela transformacao de Poincaré:

YH(z) = [ + TL" (2). (1.4)



Obviamente, esta matriz dependera da natureza do campo, como j4 foi explicado anterior-
mente, e das transformagdes infinitesimais de Poincaré. A partir dela, definimos o tensor fF*°,
o qual é antissimétrico nos seus dois primeiros indices:

AETSYP = fHoew,,. (1.5)

Entdo, usando em (1.3) as expressOes para a transformacio infinitesimal dos campos e das
coordenadas, e usando ainda o teorema de Gauss para eliminar termos de superficie que se
anulam, chegamos na seguinte expressao para o gerador de variagoes:

G(o) = /ddau

em que definimos o tensor momento-energia TH dos campos:

ot 4 4 abr, ~ Douloe| =~ [0, 09
ol 4

_ oL
By,

em que n*¥ é a métrica de Minkowski. Observamos que este tensor difere do tensor momento-

THY ,d)a,z/ _ fuau o= ﬁn;w’ (1.7)

energia canonico (ver, por exemplo, [4]) apenas por um divergente, a saber, f** ,. Veremos
adiante que isso ndo traz nenhum prejuizo as leis de conservagdo do sistema.

Agora, em (1.6), podemos usar a expressdo infinitesimal anteriormente obtida para dz,,
obtendo:

Glo) = ~a P ~ Su ™, (L8)

em que definimos as quantidades:

P = / do, TH (1.9)

JH E/daaM"““’ E/daa (T ¥ —T*zH). (1.10)
[} o

Analisemos melhor a constante de movimento G que obtivemos em (1.8). Observamos de
(1.9) que P¥ é o quadrimomento e, de (1.8), que ele é o gerador de translagbes do sistema, ou,
mais especificamente: sua componente temporal gera translagdes no tempo e sua componente
espacial gera translacdes no espago. Observamos ainda, de (1.10), que J*¥ & o tensor momento
angular do sistema e, de (1.8), que ele é o gerador das rotacgbes. Aplicando o teorema de Gauss a
(1.8) e usando as defini¢des (1.9) e (1.10) chegamos as leis de conservagdo do sistema (em forma
diferencial), a saber, a lei da conservagdo da energia total:




T , =0 (1.11)

e a lei de conservagdo do momento angular:

M*e =0, (1.12)

Aplicando a defini¢do do tensor M**? em (1.11) e usando (1.12), obtemos ainda que:

TH 2% + TR 85 — TH z¥ + TH6Y = 0= T% = T*, (1.13)

ou seja, o0 tensor momento-energia é simétrico. Vimos que ele difere do tensor candnico apenas
por um divergente, ou seja, T = T+ — fHY ,, em que TH & o tensor candnico. Agora, devido
& antissimetria de f#*” nos seus dois primeiros indices, temos que f#?” ,, = 0, ou seja, temos
satisfeita a equagdo de conservagao para o tensor candnico, COmo esperavamos.

Assim, vimos que o fato de uma Lagrangeana ser invariante sob as transformacoes de Poincaré
implica nas usuais leis de conservagdo da energia, momento linear e momento angular do sistema.
Isto é o que denominamos de simetria externa do sistema.

1.2 Transformacao Intrinseca dos Campos

Diferentemente de antes, neste caso consideramos apenas uma variagdo nos campos, Ssem
variacdo das coordenadas; ou seja, temos que: dz# = 0 e ¥(z) = ¥(x) + Sov(z), em que g
representa essa variagdo intrinseca. Geralmente, ela corresponde a algum grupo de simetria que
deixa a Lagrangeana dos campos invariante; por exemplo, ao Eletromagnetismo corresponde
o grupo de simetria U(1); j& & teoria de Yang-Mills, que estudaremos em detalhes adiante,
corresponde em geral o grupo SU(N). Aplicando essas condicdes em (1.3), chegamos & seguinte
expressao para o gerador de variacoes:

Glo) = / do, 25 55 L st = / dor, ¥ (1.14)

Aplicando agora o teorema de Gauss e eliminando termos de superficies no infinito, chegamos
a equacdo de continuidade:
Jh=0. (1.15)

Assim, quando temos um grupo de simetria que deixa a Lagrangeana invariante, surge uma
carga conservada dada por (1.14), respeitando a equagdo de continuidade (1.15). Essa € a simetria



interna do sistema. Na préxima se¢do, veremos o Principio de Gauge, que estd intimamente
relacionado a essas simetrias internas, e quais as conseqiiéncias que ele traz para a forma da
Lagrangeana. Em seguida, particularizaremos tudo isso para o caso da teoria SU(2) de Yang-
Mills.

Apenas para salientar, vale dizer que quando temos uma variagao correspondente tanto a uma
transformacdo de coordenadas quanto a uma transformagio intrinseca dos campos, aparecem as
leis de conservacdo de energia, momento linear e momento angular juntamente com uma carga

conservada.

1.3 O Principio de Gauge

Na se¢do anterior, vimos que é possivel ter variagoes intrinsecas dos campos que geram cargas
conservadas. Como j4 dissemos, essas variagOes sdo expressas através de grupos de simetria que
deixam a Lagrangeana invariante. Vamos enunciar isso mais precisamente. Para isso, considere-
mos N campos ¥ (z) e que a variacio seja realizada por n elementos da algebra de um certo
grupo de Lie G, representados por T{g g, ao qual estdo associados n pardmetros infinitesimais
€®. Ou seja, temos que (estaremos a partir de agora omitindo o sub-indice ¢ de &g):

Syt = T(q) P, (1.16)

Como j4 dissemos, ao grupo G estd associada uma algebra de Lie, representada pelas cons-

tantes de estrutura f, “s:

[Tiay: Tyl = fa 6Tc)- (1.17)

Para fins de clareza, vamos explicar a convencdo de indices usada: letras latinas maidsculas
estao relacionadas ao numero de campos considerados, letras latinas mintusculas, ao grupo de
simetria do sistema e letras gregas mindsculas, ao espaco-tempo de Minkowski.

Tendo feito essa introdugdo, podemos agora enunciar o chamado Principio de Gauge. Tal
denominacgdo ndo é em vao e reflete a importancia adquirida por ele. Em linhas gerais, ele
estabelece que todos os pontos da variedade subentendida pelo espago-tempo de Minkowski em
conjunto com o grupo de simetria do sistema s&o distintos. Ou, mais precisamente, ele enuncia
que os parametros infinitesimais €* devem ser alcados a funcdes da posigdo, isto é, a €%(z), e que
a Lagrangeana deve ser invariante sob transformagoes segundo o grupo de Lie G’ correspondente
a essas n funcbes . Desse modo, é necessario introduzir modificacdes na Lagrangeana original
para satisfazer esse critério, o que vail ocasionar, como veremos a seguir, o surgimento de campos
compensadores A}, também conhecidos como campos de gauge.

9




1.3.1 Abordagem Variacional

Ao algarmos os parametros de varia¢do a fungbes, entdo ndo mais a variagdo da Lagrangeana
original £ = E(zﬁA,w,‘z) é nula. Usando as equacOes de movimento e continuidade previamente
obtidas, chegamos a:

8[: B aﬁ
O = pgate BV o

Queremos que a Lagrangeana original seja invariante sob este novo grupo de Lie que com-

(1.18)

preende as func¢des €*(z). Entdo, para anularmos esse novo termo que apareceu, introduzimos
! .
um novo campo A 7(z), com J = 1,2,..., M (M a determinar) que se transforma como:

547 = Vg oA eo(z) + 078 2
= VY() K a5 u?

em que os coeficientes U e C sdo constantes a determinar. Agora, definimos uma Lagrangeana
modificada £ = £’ (wA,wﬁ, AY ) de modo que tenhamos:

(1.19)

’

0L s, OL
o = 5oat* + 55

Substituindo nas equacgdes acima as variagoes ja determinadas obtemos duas equa¢des: uma

oc . .
A J
oY, 8 70A < =0. (1.20)

correspondente ao coeficiente de €*(z):

’ !

oL a.p. 0L _ 4 p OC -
WT(G') B¢ + MT(G) B'lﬁ’# 8A,JU(G A = 0 (121)
e outra ao coeficiente de %L
oL aL
WT@ AP + mCJ B=0, (1.22)
o

uma vez que essas func¢bes sdo arbitrarias. Agora esta ultima equacdo corresponde, na verdade,
a 4n equagdes, referentes aos 4n coeficientes de (n referente ao indice a e quatro referente ao
indice u). Logo, para o sistema ter solugdo tGnica nao-smgular, devemos ter M = 4n componentes
de AV e também que a matriz CY 4 tenha inversa. Assim, definimos:

=c7le 47, (1.23)
de modo que a variagdo do novo campo fica:

a

o Oe
§AS = Sy sy Abec(z) + oy

(1.24)
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em que Sy = c! %70 JKC’K v Assim, para satisfazer a equagao (1.22), obtemos que o

campo A}, s6 pode aparecer na Lagrangeana através da combinagao:

o
A A B

Dy = T Ty B~ AL (1.25)
a qual denominamos derivada covariante do campo ¢*. Portanto, a nova Lagrangeana L =
L (WA, z[) A7) deve ter a forma £ = L' W4, DyzﬁA). Atraves dessa relagdo, efetuamos as
derivadas de (1.21) pela regra da cadeia e impomos que L' (A, Dyp?) = L(y4, D,y?), para

que quando o campo A, se anule tenhamos a mesma Lagrangeana de antes. Levando tudo isso

em conta na equagao (1.21), obtemos a constante que precisavamos determinar:

Seyst =0 fe% (1.26)

Usando esta expressio, podemos determinar também a variacdo de D“’l,bA:

5D, = Tiay B Dut®. (1.27)

Portanto, concluimos que, ao impormos o Principio de Gauge, surge um novo campo com
4n componentes Aj, 0 qual aparece na Lagrangeana original "transformando" as derivadas
ordinérias dos campos 1 em derivadas covariantes dadas por (1.25). Além disso, esse campo se

transforma como:
a a
BxH

Agora, temos novos campos Ay, e, portanto, temos que encontrar a forma da Lagrangeana

a __ b _c
SAS = f.% b AL + o (1.28)

desses novos campos livres, Lo = .Co(Aﬁ,Aﬁ ), que seja invariante sob uma transformacao
segundo o grupo de Lie G'. Para isso, utilizamos um procedimento semelhante ao que acabamos
de fazer: impomos que a variagdo de Lo seja zero, usamos a expressdo (1.28) para a variagido de
Af, e fazemos os coeficientes de €%(x) e suas derivadas iguais a zero, resultando em um sistema de
equagoes, com cuja anélise determinarmos as possiveis formas da Lagrangeana. Tal procedimento
nos leva & conclusdo de que as derivadas de A, s6 podem aparecer em Lo através da combinagao:

fAe  0A% 1

a __ZPv 7K “ra b gc _ Ab gc
Fp =5t = 5= 5hte (44 AL (1.29)

e que Lo deve ser funcio apenas de Fj,, satisfazendo a relacao:

1 9L

b
25,70 o = 139

Além disso, obtemos que a variagio de Fyj, deve ser dada por:
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SF2, = €f,% FS, . (1.31)
Podemos reescrever a equacio (1.29) de uma maneira mais conveniente, usando a propriedade

(Ver [5]) fole= —fe%p:

pAz DAL

(£ — —
e e Qv

Agora que ja construimos a Lagrangeana de interagao entre os campos P4 e Al e a La-

a b
— [0 ALAS (1.32)

grangeana livre de A%, podemos analisar a Lagrangeana total, Lt = Lo(FG,) + LA, Dyy?).
Essa analise ¢ feita impondo que a variagdo total da agdo se anule, usando as expressoes obtidas

para as variagbes de A}, e Fj,, e escolhendo as funcgdes €%(z) de modo que ela e suas derivadas

Ing
se anulem na borda da regido de integragio correspondente & acdo. Esse procedimento nos leva
a equacdo de continuidade j/, = 0 da carga introduzida pela variagao intrinseca dos campos

segundo G’ com (ver, por exemplo, [6]):

. 8[: A B
# =~ (5pogaTio 40" +
8D“¢A (e) B

st 45). (139

Portanto, a imposicdo do Principio de Gauge gerou um novo campo A que se transforma
segundo (1.28), interage com o campo ¥4 de acordo com (1.25), apresenta uma Lagrangeana
livre que depende somente da combinagdo Fj, dada por (1.29) e gera uma carga cuja quadri-
corrente associada é (1.33). Além disso, todas essas Lagrangeanas sdo agora invariantes sob

transformacdes segundo o grupo de Lie G', uma "generalizagio" do grupo de Lie original G.

1.3.2 Abordagem Geométrica Moderna

O que fizemos na segdo anterior foi determinar as propriedades do campo compensador u-
sando como ferramenta fundamental o calculo variacional. Entretanto, podemos fazer a mesma
analise usando geometria diferencial ao invés de um calculo mais "bruto". Para isso, portanto,
& necessario um conhecimento dos conceitos béasicos de geometria diferencial, tais como formas
diferenciais, conexdes, curvaturas, produto cunha, estrela de Hodge, representacoes, espagos
tangentes, derivada exterior. N&o entraremos nesses conceitos, que podem ser encontrados em (7],
[5] ou qualquer livro de introdugéo & geometria diferencial, mas iremos usé-los para desenvolver
a teoria.

Inicialmente, vamos enunciar o problema: temos um campo escalar ¥ (campos vetoriais ou
spinoriais nao serdo tratados a fim de evitar complicacdes) que interpretamos como uma 0-

forma que leva de um conjunto aberto & do R®* a um certo espago vetorial r-dimensional que
q )
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denominaremos de V. Temos ainda um grupo de Lie G e sua algebra correspondente g. Sob
uma transformacio de gauge local v : U — G temos que ¥ é transformado em ¥ :

¥ (z) = p(v(z))¥(2), (1.34)

em que p(y(z)) é uma representacdo de G em V. Para simplificar a notagdo, escreveremos a
representacdo apenas como y(x).

O que queremos é analisar a geometria da invaridncia de gauge, ou seja, invaridncia sob
transformacdes como as acima explicitadas. Pelo Principio de Gauge, dois pontos em V sdo a
priori completamente independentes. Assim, precisamos primeiramente de uma maneira de ligar
esses pontos, ou seja, conectar de alguma maneira os espagos tangentes correspondentes a eles.
Esse & o primeiro passo para definirmos operagdes importantes, como derivadas, por exemplo.
Desse modo, definimos o transportador paralelo ao longo de uma curva C' como um elemento
de G denotado por T'[C], que pode atuar no espago V através da representagdo p j& definida
anteriormente. Logo, I'[CJv é um vetor em V}, transportado paralelamente através de C' a partir
de v € V. Para definirmos como ele se transforma segundo uma transformagcao local de gauge
«v, basta reconhecer que as duas operagdes envolvidas (transporte paralelo e transformacéo de
gauge) devem comutar. Assim, obtemos:

I'[C] =v(y)T(Clv(2). (1.35)

Agora, sabemos que o transporte paralelo deve ser uma operagao continua. Portanto, para
uma curva infinitesimal C, T'[C] deve diferir da identidade, em primeira ordem, por um elemento
da algebra g. Logo, até essa ordem considerada, temos que:

I'=1—¢A, (1.36)

em que A é uma 1-forma que leva de U para a lgebra g e € é um parametro infinitesimal. Essa
forma € conhecida como conezdo ou campo de gauge.

Vamos ver agora como essa conexao atua. Tomemos uma curva parametrizada por 7 com
0 < 7 < 1, ou seja, uma curva Q(), cujo vetor tangente, em cada ponto, & Q(r). Tomando, para
um certo ponto, um incremento infinitesimal ¢, e usando (1.36), obtemos, em primeira ordem em
€

Y(r +€) = [I — eAQ(T)]¥(7), (1.37)

ou seja, tomando a defini¢do usual de derivada, temos a seguinte equagdo diferencial:

WD)~ 4@rwin). (1.38)
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Logo, o teorema de existéncia e unicidade nos garante que, dada a condigdo inicial 1(0),
teremos sempre uma solugdo para essa equagao e ela serd unica. Agora, particionando essa curva
em pedagos infinitesimais e iterando a equagdo (1.37), obtemos 3(1):

w1 = Jim (- 54 (Q (%))]---[I—%A (o (F) )= 34 (0@)w0)
.= Pexp{- /C A}(0), (1.39)

de modo que:

riC] = Pexp{—/cA}, (1.40)

em que P significa um ordenamento da integral de caminho da exponencial, o qual s6 sera
relevante se o grupo G for ndo-abeliano.

De posse de (1.35), podemos usar a expressdo infinitesimal de I'[C], (1.36), bem como a ex-
pressdo infinitesimal da curva C para obtermos a transformagcio de A; fazendo isso, encontramos:

A = yAy T 4 ydy L, (1.41)

que deve ser entendido como calculado pontualmente em V' (ja que a curva é arbitraria e podemos
escolher vérias delas de modo a varrer todo o espago). Assim, dessas consideragdes sobre pontos
distintos e transformacdes de gauge, chegamos a um campo que nada mais é que a conexio e se
transforma de acordo com (1.41).

Através dessa conexao, podemos definir a derivada covariante pela diferenca entre ¥(7 +¢) e
a O-forma obtida através do transporte paralelo (por uma curva infinitesimal) a partir de ¥(7),
conforme (1.37):

Dulom(Q() = lim 2(Q( +€) — w(Q(r)) + AQ)H(Q(r))]

e—0 €

dYlom (Q(T)) + (A AY) |y (Q(7)). (1.42)

Assim, temos uma derivada que envolve 0-formas tomadas no mesmo espago tangente Vg (r4.¢;
ela é na verdade uma 1-forma, e pode ser representada por:

Dy =dy+ AN (1.43)

Usando ainda as equagbes (1.34) e (1.41), podemos determinar a transformacdo da derivada
covariante:
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(DY) =Dy, (1.44)

que notamos ser semelhante & transformagéo de . Vale notar que a derivada covariante pode ser
definida de maneira semelhante para objetos que ndo sejam O-formas, mas cujas transformagoes
sejam semelhantes & de 1. Podemos ainda aplicar duas vezes o operador D a 9; usando a regra
de Leibniz para D juntamente com o fato de que d? = 0, obtemos:

D%y = (dA+ AN A) AY. (1.45)

Examinemos agora a expressao para a conexao, eq. (1.40), um pouco mais profundamente:
consideremos que a curva C seja fechada. Sabemos que, se a variedade fosse plana, entao o vetor
transportado paralelamente através dessa curva fechada deveria ser igual ao inicial, ou seja ,
terfamos I'[C] = I. Entretanto, temos agora uma conexdo A e, a principio, temos uma curvatura
que fara T'[C] se desviar da identidade. Vamos quantificar essas coisas. No caso de o nosso grupo
ser abeliano, podemos manipular a exponencial tranqiiilamente e, através do teorema de Gauss,
obter:

T[C] = exp{— ch} = exp{— /S(C) dA} = exp{— /S(C) F}, (1.46)

em que S(C) & uma superficie qualquer sobre o caminho fechado e F' = dA ¢é uma 2-forma
chamada de curvatura ou "forca" do campo (n@o no sentido de interagdo, mas do inglés strength).
Apesar de ser facilmente tratada no caso abeliano, essa exponencial traz grandes dificuldades no
caso nao-abeliano devido ao ordenamento representado por P. Assim, uma maneira mais clara
de lidar com ela (porém menos rigorosa) é observar seu comportamento quando consideramos

uma curva infinitesimal e fazer uma expansédo até a ordem quadratica no comprimento da curva:

Pexp{—jiA} = 1 —/01 drA(Q(T))
1 T2 . .
+ [ dm [T dna@m)A@e), (147)
A primeira integral é trivial:

/0 L arAO() = f[}; A= /S ok (1.48)

Para lidarmos com a segunda integral, alguns truques sdo necessarios: primeiro, dividimo-
na em partes simétrica e antissimétrica e notamos que a primeira parte € da ordem quértica
no comprimento da curva, podendo portanto ser desprezada. Depois, escolhendo uma base de

15




coordenadas e expandindo nela A e Q(7), aplicando o teorema de Gauss e indo até a ordem
desejada, chegamos em (mais detalhes podem ser encontrados em [7]):

Pexp{—ch} =I.— /S(C) (dA+ANA). (1.49)

Ou seja, para o caso geral, a curvatura F' é dada por:

Fi=dA+ANA, (1.50)

ou, em termos de componentes numa base de coordenadas:

F= %F,wdx“ Ndz¥ = {8, Ay — B, A, + [Ay, AJl}dz* A da”. (1.51)

Podemos observar ainda, usando (1.41), que a transformacdo de F' é dada por:

F' =~yFy 1. (1.52)

Substituindo em (1.45), vemos outra justificativa para denominar F' de curvatura:

D%y =F A, (1.53)

ja que D? seria zero para uma variedade plana. Por fim, podemos calcular DF e obter a
identidade de Bianchi, que vale para qualquer teoria de gauge:

DF =0. (1.54)

Com isso finalizamos nossa anéalise das conseqiiéncias geométricas resultantes da invarincia
por transformacdes de gauge. Observamos que obtivemos expressdes semelhantes as deduzidas
na secao anterior para F, D, suas transformagSes e a transformagdo de A: basta comparar
(1.51), (1.43), (1.52), (1.44), (1.41) com (1.32), (1.25), (1.31), (1.27), (1.28), respectivamente.
Além disso, essas entidades adquiriram um carater geométrico claro. Porém, vale ressaltar que
a elegancia dessa abordagem néo exclui as contas mais "brutas" de antes, j& que varias delas
sdo inevitaveis para obter algumas solugdes de uma maneira mais direta e mais "fisica". Vale
acrescentar que, historicamente, 0 modo "bruto" veio sempre antes da abordagem geométrica,
que vem servindo mais como um refinamento de teorias ji desenvolvidas do que um meio para

se obter novos aspectos delas.
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Capitulo 2

Teoria de Yang-Mills-Higgs

No capitulo anterior, deduzimos e descrevemos o procedimento para se criar uma Lagrangeana
invariante por um certo grupo de simetria local, o grupo de gauge. Assim, 0 nosso préximo passo
¢ escolher esse grupo e estudar as caracteristicas do sistema resultante. A escolha mais simples
possivel é o grupo abeliano U(1), cuja teoria resultante nada mais é que o j4 bem estabelecido
Eletromagnetismo. No que segue, iremos tratar do mais simples grupo nao-abeliano: o SU(2).
A teoria daf resultante é conhecida como Teoria SU(2) de Yang-Mills (as teorias ndo-abelianas
em geral, que vém do grupo de gauge SU(N), sdo denominadas Teorias de Yang-Mills) e, se
levarmos em conta ainda um potencial particular conhecido como potencial de Higgs, a teoria
recebe o nome de Teoria de Yang-Mills-Higgs. Outra denominacdo também dada a ela é de
teoria do isospin, pois pode-se mostrar que, nela, as particulas trazem consigo uma propriedade
intrinseca descrita de maneira anéloga ao spin de particulas em Mecanica Quéantica. Isso ndo é
surpreendente, uma vez que o grupo de simetria SU(2) € o que descreve, em Mecanica Quantica,
o spin. Durante todo o trabalho restante, iremos nos restringir a essa teoria SU(2), pois ela ja
traz consigo aspectos interessantes e nao-triviais de teorias ndo-abelianas em geral.

2.1 Construcao da Lagrangeana

Primeiramente, consideremos um campo escalar tripleto que denominaremos de ¢2 (a =
1,2,3), correspondente ao 1 (z) da segdo (1.3.1). Este campo é muitas vezes chamado de campo
de Higgs e se transforma segundo a representacdo de SU(2) em matrizes 3 x 3:

¢° — [exp(—iL%0c(z))|apd® = ¢7 — (1L%6c(x)) g, 4° (2.1)
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em que

(L%)pe = t€abe (2.2)

sdo os trés geradores do SU(2) nessa representacdo em matrizes 3 x 3 e 6%(z) € o parametro
que varia conforme a posicdo. Em termos da linguagem introduzida na segdo (1.3.1), temos que
—1(Lq)be = €abe corresponde a T, ’g, ou seja, a um elemento da 4lgebra responsavel pela trans-
formacio infinitesimal de gauge, e 8%(z) corresponde a €*(z). Outra coisa de que necessitamos
s30 as constantes de estrutura; para calcula-las, escrevemos os elementos T, ‘f; explicitamente
em forma matricial:

0O 0 O

T = O o0 1},
0 -1 0
0 0 -1

I = 0 0 ,
1 0
0O 10

T3 = -1 0 O
0 00

Agora, basta calcular os comutadores entre as trés matrizes. Assim, obtemos as constantes
de estrutura de que necessitamos (ver, por exemplo, [8]):

[TayTb] = —¢€gpclc . (23)

Neste ponto, vale ressaltar a convencao de indices utilizada: letras latinas referem-se ao grupo
interno SU(2), sdo numeradas de 1 a 3 e também sdo chamadas de indice de cor; letras gregas
estio relacionadas com o espago-tempo de Minkowski (grupo de Lorentz) e sdo numeradas de 0 a
3. Ressaltamos ainda que, no caso do indice de cor, muitas vezes relaxaremos a convengao da soma
de Einstein: indices latinos repetidos tanto em cima quanto embaixo devem ser subentendidos
como somados. Feitas essas ressalvas, voltemos & nossa teoria.

Tendo determinado o grupo local de simetria e suas caracteristicas, podemos agora seguir
os passos da se¢o (1.3.1) e construir nossa Lagrangeana total (campos livres + interacdo). A
Lagrangeana dos campos ¢* original é dada por:

Lonig = 5048°06° ~ U(9), 24
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em que o primeiro termo refere-se a energia cinética e o segundo & energia potencial. Agora,
segundo o procedimento da segdo (1.3.1), definimos trés campos vetoriais Af, e a derivada co-
variante, conforme a equacgao (1.25):

Dp¢a = 8,u¢a‘+ geabcAZ(ﬁc ) (2.5)

em que ¢ > 0 é a constante de acoplamento do campo considerado. Para escrevermos a La-
grangeana dos campos Aj, livres, definimos, de acordo com (1.32), o "tensor de campo™:

F2, = 8,A% — 8, A% + g ALAS . (2.6)

Assim, a Lagrangeana total sera:

L=—1Fe pomw | %Dmamq&a _U(4). (2.7)

4=
E comum introduzirmos um potencial especifico nessa Lagrangeana, que é o chamado poten-
cial de Higgs (ver, por exemplo, [9]):

U(9) = 3¢ (96" — F2)%, (28)

em que ¢ > 0 e F sdo constantes. Com essas caracteristicas, conforme ja dissemos anteriormente,
a teoria também é conhecida como Yang-Mills-Higgs. Vamos obter as equagdes de movimento;

para isso, devemos usar:

oL o 9L
e "auzf;,

com ¢* e A7, no lugar de *. Desse modo, manipulando os indices mudos e usando propriedades

=0, (2.9)
do tensor de Levi-Civita, obtemos as equagdes de movimento de Yang-Mills-Higgs:

DuFuua — geabc <Du¢b> ¢C , (210)
D,DF¢® = —((¢°¢")8* + (o°F?, (2.11)

em que as derivadas covariantes dos tensores sdo obtidas de maneira semelhante a (25)egéa
constante de acoplamento do campo de gauge. Esse sistema de equagdes & de dificil soluggo, pois
se trata de equacOes diferenciais parciais ndo-lineares acopladas. Nas segdes seguintes, veremos
solucbes com interessantes significados fisicos, a saber, o monopélo BPS e o dyon de Julia-Zee.
Agora, vamos definir um outro tensor importante, o tensor dual E s

~ 1
Fpy = Seupa PP (2.12)
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Calculando a sua derivada covariante, obtemos:

D, F =, (2.13)

que nada mais é que a identidade de Bianchi ja obtida anteriormente em (1.54). A luz do
Eletromagnetismo, podemos interpreté-la como uma generalizagdo das equagdes homogéneas de
Maxwell. Ela é de fundamental importancia para se obter as solu¢des auto-duais e anti-auto-duais
no espaco Buclidiano de 4 dimensdes quando se estudam os instantons de Yang-Mills.

Outro tensor que serd de muita utilidade posteriormente para noés é o tensor G, que faz
a conexao entre a teoria de Yang-Mills-Higgs e o Eletromagnetismo. Conforme j& dissemos, o
Eletromagnetismo provém de impormos U(1) como o grupo de simetria do sistema fisico. Porém,
sabemos que U(1) é um subgrupo de SU(2); logo, é possivel termos sistemas eletromagnéticos
"mergulhados" nesse grupo de simetria mais amplo. Existem varias maneiras de se definir o
tensor eletromagnético a partir de Yang-Mills-Higgs; a mais conhecida é sem ddvida a proposta
por 't Hooft [10]:

A 1 R N N
G = ¢°F, — Ee%“Dm"DmC , (2.14)

em que ¢% = ¢*/|¢|. Esta definigio apresenta duas importantes propriedades: é invariante sob
transformagdes de gauge e, em regides em que éa = (0,0,1),

G = 0,43 - 9,43, (2.15)

ou seja, se 0 campo ¢® aponta sempre numa mesma dire¢do interna, entao a componente (no
espago interno) de Aj, nessa dire¢do pode ser interpretada como o potencial eletromagnético
usual, localmente. Veremos mais aplicagdes desse tensor na préxima segao.

Outra situacdo que podemos analisar é o caso em que ¢* = 0, ou seja, temos apenas 0s
campos de Yang-Mills livres. De acordo com as equagdes (2.10) e (2.11), a dindmica dos campos
é governada por:

D, FHe =0= 0, F*° = geach‘waz , (2.16)

isto &, o campo de Yang-Mills se acopla consigo mesmo.

Apenas por completeza, é possivel ainda simplificar a notacdo tomando uma base para o
grupo SU(2), que tem trés graus de liberdade; o mais usual é considerar a representagéo 2 x 2 e
tomar como base os geradores de rotagdo 7¢ = i0%/2, em que as matrizes c® s&o as trés matrizes
de Pauli 1. Desse modo, podemos definir as matrizes:

1Usando essa base, encontramos a constante de estrutura através da conhecida relagio de anticomutagio entre

as matrizes de Pauli [0%, 0%] = 2ie**°¢°. Logo, multiplicando por —1/4, obtemos: [r%,7°] = —e**°7°.
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Ay = —griAL,
F,uu = “gTaF/waa (2'17)

de modo que o tensor de campo e seu dual ficam:

Fo = 0,4, —0,A,+ 1[4, A)],
fuu = €uvag (aaAB + AaAﬁ) . (218)

2.2 Monopdlo BPS

O monopélo BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) ¢ uma solugao das equagdes nao-lineares
(2.10) e (2.11) e tem essa denominacio por causa de sua interpretacdo fisica relacionada a
monopotlos magnéticos. Além disso, ela apresenta uma outra propriedade muito importante: é
um soliton da teoria de Yang-Mills-Higgs. Nesta se¢dao, vamos estudar como obter essa solucéo:
nossa abordagem ser4 de primeiramente procurar os sélitons da teoria e, depois, interpreté-los a
luz do Eletromagnetismo.

Assim, para comecar, precisamos de uma definicio de solitons. Infelizmente, ndo ha na
literatura uma definicio precisa e consensual. Para 0s nossos objetivos, sera suficiente usar a
definigdo de [9], para o qual sélitons sio solu¢oes ndo-singulares das equagdes de campo para as
quais ocorram duas coisas: (i) suas densidades de energia sao localizadas no espaco para cada
instante (isto &, a densidade de energia é finita e vai a zero quando se tende ao infinito espacial) e
apresentam a forma (£, t) = €(Z — 4t) (isto é, a densidade de energia néo se dispersa); (ii) existe
uma solu¢do cuja densidade de energia se caracteriza por, em ¢ — —o0, ser a soma das energias
de NV solugdes e, em ¢t — +00, ser a mesma soma com cada elemento possivelmente deslocado de
uma fase.

Como a condigdo (ii) é muito dificil de se verificar, de maneira geral, nos contentaremos em
satisfazer apenas a condi¢io (i) (na literatura, solugbes desse tipo sdo as vezes denominadas
de ondas solitdrias). Considerando solugdes estaticas (€ = 0), vemos que (i) sers satisfeita
simplesmente se sua energia for finita. Logo, iremos procurar solugdes estaticas de (2.10) e (2.11)
de energia finita, com a hipétese adicional de AG = 0. Agora, fazemos uma outra mudanca na
convencdo dos indices: letras latinas passam também a se referir as coordenadas espaciais do
espago-tempo de Minkowski. Para nfo haver confusio entre elas e as letras latinas referentes ao
Indice de cor, guardaremos as primeiras letras do alfabeto (a,b,¢,d...) para a cor e as letras do
meio do alfabeto (i,7,k,1...) para as coordenadas espaciais.

21



Inicialmente, devemos obter a expressdo da energia associada & Lagrangeana (2.7); para isso,
usamos a densidade Hamiltoniana H do sistema, a qual, por se tratar de um caso estatico, é
igual ao negativo da Lagrangeana (2.7):

1 1 : 1
E= / d3zH = / diz [Zﬂ‘;FW + §Di¢GD’¢“ + ZC (¢%¢* — F2)2 ) (2.19)

Agora, para a energia ser finita, é preciso que, quando as coordenadas espaciais tenderem a
infinito, a energia v4 a zero; ou seja, os campos devem satisfazer uma configuracdo em que (2.19)
se anule suficientemente rapido. Assim, para r = |Z| — oo, devemos ter:

A = 0, (2.20)
¢°¢* — F2, (2.21)
r2D;¢* — 0. (2:22)

Pode-se mostrar que a primeira condicao é suficiente, mas ndo necessiria, uma vez que
existem vérias outras solugdes para A? com energia nula que estdo relacionadas com a solugéo
para A? = 0 por uma transformacdo de gauge. Assim, consideraremos apenas as duas ultimas
condigbes, (2.21) e (2.22).

A condigdo (2.21) diz que, quando as coordenadas espaciais tendem para infinito, o vetor
(¢!, ¢%, %) deve estar, no espaco interno, numa superficie esférica de raio F, a qual denomi-
naremos de S¥*. J4 a condigdo (2.22) mostra que, desde que os campos de gauge caiam a zero
tao rapidamente quanto r~!, podemos ter Gg¢® e 8,¢* diferentes de zero no infinito, ja que é
a derivada covariante que deve se anular, e ndo a derivada ordinaria. Expressando de outra
maneira, os campos ¢® podem tender & esfera interna em diferentes dire¢bes para diferentes
pontos da borda do espaco quando |Z| — oco. Como o espago é tridimensional, essa borda no
infinito, que compreende as condigbes de contorno do sistema, &€ uma superficie esférica, a qual
denominamos de S{ W Logo, para satisfazer as condigdes de contorno, € necessario termos um
mapa Szfis — S ou seja, para cada ponto (correspondente a uma condicdo de contorno)
na superficie esférica no infinito espacial deve corresponder uma dire¢dao na superficie esférica
interna.

Para prosseguir, usamos um teorema da Topologia muito importante: ele enuncia que esses
mapas de Sgis — S& podem ser classificados em diferentes setores de homotopia, os quais
formam um grupo m2(Sz) isomorfo aos inteiros (ou seja, m2(S2) = Z). Além disso, os setores
sdo incomunicaveis: um mapa dentro de um setor pode ser transformado de modo continuo
num outro mapa do mesmo setor, mas nunca num mapa de outro setor. O nimero inteiro @
que caracteriza cada setor nada mais é que o nimero de vezes que o mapa percorre Si* para
cada volta percorrida em Sr{is. Assim, teremos varios tipos de configuracdo dos campos ¢®
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correspondentes a diferentes setores Q. Por exemplo, uma configuragéo possivel para @ = 0
é quando ¢*(f — oo) aponta, no espago interno, sempre na mesma direcdo, independente do
ponto em S{ . percorrendo toda essa esfera, estaremos sempre no mesmo ponto em Sit o que
implica que nio demos nenhuma volta completa nela. Outro exemplo é quando ¢*(Z — 00)
aponta internamente na direcdo radial (paralelamente ao vetor coordenada): para cada ponto de
S{is temos um tnico ponto em S, o que significa que estamos no setor @ = 1.

Precisamos agora de uma maneira sistemética de calcular @ para cada configuracado dos
campos. Para isso, propde-se a existéncia de uma "corrente", que denominaremos de k:

1 - - N
k, = ggewpaeabcawaa%bawé (2.23)

Pela antissimetria do tensor de Levi-Civita, vemos claramente que 0*k, = 0, o que nos remete
a uma equacao de continuidade; entdo, inspirados nessa semelhanca, definimos a carga topoldgica

Q:

Q= /d3mk0 = 8i7r / d?c; (eijke“bcgﬁaajébakq“f) . (2.24)
Szis

Por construcdo, vemos que tanto a corrente quanto a carga topolégica sdo invariantes de

gauge. Resta ainda mostrar que a carga topologica é o niimero de setor, o que pode ser encontrado

em [9]:

1 .
Q= yom / dsint (2.25)

Assim, Q é exatamente o namero de voltas que se da em S5t para cada volta em Szfis. Vale
ressaltar que essa carga topologica ndo é origindria de nenhuma simetria interna, como aquelas
abordadas no primeiro capitulo, o que a torna diferente das cargas usuais, como a elétrica, por
exemplo.

Entretanto, ha uma relagio interessante entre a carga topologica e a carga magnética, como
mostraremos agora. Lembramos que ndo existe até o momento nenhuma evidéncia empirica da
existéncia de cargas (ou monopélos) magnéticas, embora nada impega de coloca-la a forga nas
equagbes de Maxwell 2 Tomando o tensor de campo eletromagnético, equagéo (2.14), podemos

calcular o divergente do seu dual:

1 4
Seups 0GP = ?Wk“ , (2.26)
em que k, é a corrente definida em (2.23). Agora, do Eletromagnetismo, sabemos calcular o

campo magnético:

2Pelo contrario, as equagdes de Maxwell tornam-se mais stmétricas quando introduzimos o monopélo magnético.
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1 . . k
B; = 'z'eijkG]k =>V-B= 4:71'*5(l (227)

e, integrando essa expressdo em todo o espaco e usando o teorema de Gauss, obtemos a relagio
entre a carga magnética e a carga topolégica:

_ [k _Q
m-—/dxg o (2.28)

Assim, vemos que a carga magnética, se existir, é classicamente quantizada, ja que @ s6 pode
assumir valores inteiros. Se levarmos em conta ainda a quantizago de Dirac, que provém de um
argumento baseado na Mecanica Quéntica, entdo temos uma explicagdo natural para a origem
da quantizacdo da carga elétrica. Voltemos agora ao nosso problema: vimos que as condigdes
para finitude da energia levaram & divisdo das possiveis configuracées dos campos em setores
independentes caracterizados por uma carga topolégica; porém, ndo obtivemos ainda nenhuma
solugdo explicita. Para isso, podemos tomar o ansatz de ’t Hooft-Polyakov (ver [10], [11] ou [12]):

#@ = =00,
A = eyt Wfr), (2.29)

em que F(r) e W(r) sao fungdes que devem se comportar, assintoticamente, devido as condi¢des
(2.21) e (2.22) de energia finita, como:

Wi(r) — 1/gr. (2.30)

Substituindo a solugao anterior em (2.24) ou simplesmente notando a simetria radial presente,
podemos observar que ela se refere ao setor @ = 1; além disso, substituindo-a em (2.27) e usando
as condigdes de finitude da energia, obtemos que, quando r — oo:

= 1z

B(z) — (2.31) -

o
mostrando que essa solucao corresponde a um monopélo magnético. Podemos notar ainda que
ela ndo apresenta carga elétrica, pois ndo ha campos elétricos associados (uma vez que A = 0,
o que implica em E; = Go; = 0).

Até agora, porém, essas consideracOes s6 garantiram que essa configuragdo de campos tem
energia finita; para garantir que ela serd também solucdo das equagdes de campo (e portanto
um s6liton) é necesséario substituir o ansatz em (2.10) e (2.11) e resolver o sistema de equagdes
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diferenciais. Devido & simetria radial presente, podemos chegar, ap6s longas contas, em duas
equagoes diferenciais ordinérias acopladas:

2 T
RSB K2 -1+ HAK ),
2 r 2
2 (Zg ) = am () E?(r) + CH(r) [59—5’"—) - rze} , (2.32)

em que:

K(r) = 1—grW(r),
grF(r). (2.33)

T
N
=
N
fl

Resolver estas equacgdes ndo é tarefa trivial; porém, para o limite ¢ — 0, Bogomol’nyi [13] e,
independentemente, Prasad e Sommerfield [14], mostraram que elas sdo satisfeitas por:

gFr
K = —
() sinh gFr ’
gFr
H = —— —1. .
(r) tanh gF'r (2.34)

Assim, nesse limite, as equacOes (2.29), juntamente com (2.34), tornam-se a solug¢do do
sistema de Yang-Mills-Higgs conhecida como monopdlo BPS 3, referente ao fato de ela apresentar
uma carga magnética "elementar" (Q = 1). Nesse mesmo limite de { — 0, o sistema possui
ainda uma interessante propriedade. Pode-se mostrar que a energia satisfaz a desigualdade (ver,
por exemplo, [9]):

E> 4”§F (2.35)

e que a igualdade s6 é alcancada se os campos satisfizerem a condi¢do de Bogomol'nyi [13]:

F{ = e D*¢%. (2.36)

Resolvendo essa equag@o, estamos minimizando a energia no setor correspondente & configu-
racao dessa solucdo de (2.36). J4 vimos anteriormente que a energia é o negativo da Lagrangeana,
(configuragao estatica); entdo, como a solugdo das equacdes de movimento é aquela que minimiza

3Em alguns lugares ela tamabém é chamada de monopdlo de t Hooft-Polyakov, apesar de essa denominagao ser
empregada mais usualmente para se referir & solugdo geral do ansatz (2.29).
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a Lagrangeana, temos que, se minimizarmos a energia em cada setor independente, estamos ob-
tendo uma configuracdo de campos que apresenta as caracteristicas de ser solugao das equacgdes
de movimento e ter energia finita, dada pela igualdade em (2.35). Desse modo, uma solugéo de
(2.36) ¢ um soliton do sistema. Salientamos que essa equagao s6 vale no limite ( — 0 e que,
até o presente momento, ndo existem solucoes analiticas para @ > 1 ou ¢ # 0 do ansatz de 't
Hooft-Polyakov.

2.3 Dyon de Julia-Zee

A solugdo apresentada na se¢do anterior ndo traz consigo carga elétrica alguma, o que pode
ser verificado diretamente pelo fato de Af ser nulo. Em 1975, Julia e Zee [15] propuseram uma
maneira de incorporar carga elétrica ao monopoélo magnético de 't Hooft-Polyakov incorporando,
no ansatz original (2.29), um termo estatico:

J(r)
Al =z° el (2.37)
sujeito as condigOes de contorno:
Tl_lﬁrgo J(r) =0. (2.38)

Assim, esse termo dé origem, segundo o tensor eletromagnético de 't Hooft, equacio (2.14),
a um campo elétrico gerado por uma carga pontual:
—8r [*  JK?
qg=— dr , (2.39)
g Jo T
e esse objeto, que carrega cargas elétrica e magnética, é conhecido como dyon. Substituindo o

novo ansatz nas equagdes de movimento da teoria de Yang-Mills-Higgs, (2.10) e (2.11), obtemos
o seguinte sistema de equagdes diferenciais:

PLED k) (K2 - 20) + B - 1],
2K (r 2
Tz%_) — 2H(r)K2(r) + CH(r) [H_ggr_) — 7’2F2] )
el T &) (2:40

Novamente, a exemplo do monopdlo BPS, essas equagGes tém solu¢do analitica no limite de
¢ — 0 (ver, por exemplo, [14] e [13]):
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gFr

Kr) = sinh gFr’

H(r) = coshA <___g_}_7‘r_ - 1> ,
tanh gF'r

J(r) = sinh\ (ﬁ - 1) (2.41)
tanh gF'r ’

em que A é uma constante arbitraria real. Essa solu¢do é denominada dyon de Julia-Zee, e a
carga elétrica que ela carrega adquire uma expressao simples:

q = sinh )\fl-z . (2.42)
g

Portanto, o fato de a constante A ser diferente de zero é que fornece o carater "elétrico” aos
campos descritos acima.

2.4 Expressao de Wong para a Interacao Particula - Campos de
Yang-Mills

Até o presente momento, estudamos a teoria de Yang-Mills-Higgs e solu¢des para as equacgdes
de campo. Porém, resta ainda uma pergunta fundamental: como as particulas interagem com
esses campos? No Eletromagnetismo, que corresponde & teoria U(1), sabemos que a interacdo
entre uma particula carregada (com carga elétrica ¢) e os campos eletromagnéticos é dada pela
forga de Lorentz, que se apresenta, na sua forma covariante, como [4]:

d%z# dz,

q
m dT2 = KIJ’ = EF#V'E_— , (243)

em que m € a massa de repouso da particula, F'*” é o usual tensor de campo do Eletromagnetismo

e 7 € o tempo proprio da particula. No nosso caso, como o espago interno é o SU(2), néo faz
sentido associar a particula uma carga escalar, como a elétrica. Entfo, definimos o isospin da
particula como um vetor I® no espago interno. Como este apresenta trés graus de liberdade,
temos novamente trés valores para a: a = 1,2, 3.

Considerando um limite cléssico de um sistema quantico, Wong propés ([16]) uma maneira
para se obter a interagdo entre uma particula colorida (j4 que é caracterizada por um vetor cujos
indices sdo de cor) e campos de Yang-Mills, acoplando, na equacio de Dirac, esses campos ao
isospin da particula, através da seguinte expressio:

oY

m_ét— = ca’ (p; — gALI®) o + mc? B + geAST%y. (2.44)
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Antes de prosseguir, falemos um pouco sobre a equagdo de Dirac: ela foi concebida na
tentativa de se escrever uma equacdo linear no tempo que, quando se aplicasse a prescri¢ao
quantica 7 — —ihAV e E — ihd;, tornar-se-ia a expressio relativistica da energia, E? = p*c* +
m2c?, ao invés da expressao classica F = p?/2m na qual a equagio de Schrédinger se converte
quando da aplicagio dessa mesma prescrigdo. Nesta equagdo, ¥ € um spinor quadridimensional
e o' e 3 sdo as usuais matrizes de Bjérken-Drell. Inicialmente, ela foi concebida por Dirac como
a equacdo de uma funcdo de onda de uma tnica particula; entretanto, apés a interpretagao das
solugdes de energia negativa como antiparticulas, verificou-se que, para fazer sentido, a equacgao
de Dirac deveria ser uma teoria de N particulas, e ndo de somente uma. Assim, atualmente, ela
é interpretada como uma equagao de onda cuja quantizagdo candnica fornece um espectro de N
particulas de spin 1/2 de dois tipos: o elétron e sua antiparticula, chamada poésitron. Portanto, a
equagdo (2.44) fornece o acoplamento de uma particula de spin 1/2 com os campos de Yang-Mills.

Desse modo, podemos interpretar os termos de (2.44) que néo aparecem na equagado de Dirac
sem acoplamento. O termo que se acopla com 0 momento linear € muito semelhante ao acopla-
mento minimo entre o potencial vetor eletromagnético e 0 momento, que surge naturalmente ao
se fazer uma formulacdo Hamiltoniana classica para a interagéo radiagio - matéria. Ja o ltimo
termo corresponde ao acoplamento entre os campos de Yang-Mills, através de sua componente
ndo-espacial, com o isospin da particula. Pode-se mostrar que esses acoplamentos na Hamiltoni-
ana surgem como conseqiiéncia de se impor um acoplamento minimo na Lagrangeana (Dirac +
Yang-Mills) similar & derivada covariante definida em (1.25), s6 que com 7% /A como os geradores

da transformacao:

1 - . me -
L= _ZF;,,FW — Yy* (O — g ALI®) b — dez, (2.45)

em que Fg, ¢ o tensor de campo de Yang-Mills definido anteriormente e v s&o as usuais matrizes
de Dirac.

Agora que ja interpretamos a equagdo (2.44), podemos calcular a evolugao temporal dos
operadores posi¢io, momento linear e isospin através da versdo de Heisenberg. Para calcular
os comutadores necessarios, podemos fazer uso dos seguintes comutadores, bem conhecidos em
Mecanica Quantica (ver, por exemplo, [17]):

[zi,p;] = 4Ry,
[f(zi),p;] = Zh%-; :
(1%, I°] = ihegplC, (2.46)

em que a tltima relagdo é, na verdade, conseqiiéncia nado de relagdes quanticas, mas da relacdo de
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comutacdo dos geradores do SU(2). Assim, de posse dessas relagdes, podemos calcular facilmente
as evolugdes temporais desejadas:

dl’i )

dt = E[H7 Zi] = 56,

%pié = L[H.pi) = ge (0,4 - 8:AF) I°,

dre - i 4b_ b c

S = fIHI=ge GE Ao) easc ]’ (2.47)

Agora, a exemplo do Eletromagnetismo, definimos 0 momento mecéanico do sistema (diferente

do momento conjugado p):

;= p; — gATI%. (2.48)

Entédo, de posse das equagdes (2.47), podemos calcular, na versdo de Heisenberg, a variacao
temporal do momento mecénico. Omitiremos essa conta, que se restringe a célculo de comuta-
dores. De posse da variagdo temporal de m;, podemos, inspirados no Eletromagnetismo, fazer o
limite classico em que 7; = mi; e, estendendo a validade da equagéo para a componente temporal
de m,, obter:

2 v
mE = g, 1(r) S

Além dessa equacio, deve-se levar em conta o vinculo estabelecido pela tltima equagéo de

(2.47):

(2.49)

a

d dx*
'('i'; + gfabcAch'_

dr
As equacdes (2.49) e (2.50) sdo a generalizagdo da forga de Lorentz do Eletromagnetismo e

= 0. (2.50)

expressam a interacdo entre uma particula colorida e os campos vetoriais de Yang-Mills, interagao
essa representada pela evolugdo temporal da posicao z,, e do isospin /¢ da particula. Ressaltamos
o fato de que s6 se considera, nessa expressao, o campo de gauge Aj, e nada se fala a respeito
do campo escalar de Higgs ¢°.

Uma propriedade importante dessa expressdo é que ela carrega consigo uma lei de conser-
vagdo. Podemos verifics-1a multiplicando (2.50) por I* e usando a antissimetria do tensor de
Levi-Civita, de modo que:

dre d?(I°1)

e’ _ =
I dr 0= dr?

ou seja, o médulo do isospin € conservado, o que ja era esperado, uma vez que 0 grupo de simetria
do sistema é o SU(2).

=0, (2.51)
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2.5 Forma da Quadriforca para a Interagao Particula - Campos

Escalares

Conforme ressaltamos na se¢do anterior, a expressdo de Wong leva em conta apenas a con-
tribuicdo do campo vetorial de gauge para a quadrifor¢a descrevendo a interacdo entre uma
particula e um campo de gauge. Porém, nada a respeito dos campos escalares da teoria é con-
siderado, j4 que eles ndo foram incluidos na Hamiltoniana inicial de Dirac. Portanto, resta a
questdo de como se dé essa interacdo. Na literatura, existem poucos modelos propostos para
descrevé-la: os dois principais sdo o de Fehér [18] e o de Azizi [19], nos quais se procura estender
as equagoes de Wong a uma quinta dimensao que de alguma maneira estaria relacionada com o
campo escalar.

Na proposta de Fehér, o campo escalar entra como a quinta componente do campo de Yang-
Mills; o principal artificio para se chegar as equagdes de movimento é considerar o tempo préprio
da particula como uma projecao no espago quadridimensional de um parametro afim correspon-
dente & trajetoria da particula na variedade 5D na qual estdo escritas as equacoes de Wong
generalizadas. A grande desvantagem desta abordagem vem da artificialidade do argumento,
que nao se parece realmente como uma generalizacdo natural das equacdes de Wong, como bem
apontou Azizi em [19].

Ja na proposta de Azizi, a quinta dimensao entra como mais uma variavel da dinidmica
da particula, sem nenhum significado fisico mais profundo. Projetada no espago-tempo de
Minkowski, a equacio de movimento da particula fica:

a2k dz,  dad
d—fz = gFaﬂ"IadiT + g% prgare, (2.52)

dr
em que D é a derivada covariante e z° é a coordenada da quinta dimens3do, a qual satisfaz:

m

5

dz® °
— = —g¢*I*+h 2.
m— g¢*I* + h, (2.53)
em que h é uma constante de integracdo. Assim, de (2.52) e (2.53), observamos a principal
desvantagem da proposta de Azizi: essa quadriforga nao satisfaz a relagdo da Relatividade Es-

pecial de que a aceleracdo € ortogonal & velocidade:

d%z# dx

= —df =0, (2.54)
que vem do vinculo:

dz* dx

P (2.55)
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o qual é uma conseqiiéncia de se tomar o tempo préprio da particula como o parametro afim da
sua linha mundo. Caso impuséssemos a relagdo (2.54), teriamos mais uma equacio a ser satisfeita,
o que deixaria o sistema sobredeterminado. Assim, nés propomos uma outra expressao para a
interacdo entre uma particula colorida (isto é, com estrutura interna) e campos escalares em
geral. Ao invés de seguirmos a abordagem das duas propostas anteriores de escrever as equagdes
de Wong em cinco dimensdes, mudaremos o enfoque, propondo diretamente uma expressao para
a quadriforca K* tal que:

d%zH
dr?
Para isso, nés nos pautaremos por duas propriedades para construir a forma que nossa ex-

m=—— = K" (2.56)

pressao deve assumir: ha um acoplamento minimo entre o campo escalar e o isospin da particula
(isto &, esperamos apenas uma soma no indice de cor) e a quadriforga tem que ser ortogonal &
quadrivelocidade. Com base nesses dois pressupostos, temos basicamente duas formas para a
quadriforca: a primeira € através do tensor de Levi-Civita:

dz,
KH = gl %%Iawp , (2.57)

na qual ¢ é a constante de acoplamento e W,, um vetor indeterminado. Claramente, ele nao
pode ser a quadrivelocidade ou uma derivada do campo escalar; assim, restam as possibilidades
de ele ser a quadriaceleracdo, derivadas superiores da quadrivelocidade ou um campo externo
arbitrario, que sdo todas artificiais para se descrever o movimento de uma unica particula. Logo,
abandonamos essa forma e estudamos uma outra, que utiliza o projetor no subespago ortogonal
4 quadrivelocidade, H*V:

K* = gH™ ¢% 1%, (2.58)

Vamos descrever esse tensor explicitamente: sua principal caracteristica é que H*"u, = 0,
em que u, é a quadrivelocidade da particula. Dessa equagdo, concluimos que ha varias formas
possiveis para esse projetor. Porém, impondo que ele seja no maximo quadratico na velocidade,

temos uma Unica opg¢ao:

dx* dx¥
HWY =¥ — — 2.
dr dr (2:59)
em que n*¥ é a métrica de Minkowski. Portanto, a expressdo para a dindmica da particula fica:
d2zH dz* dz¥
—s = BV — — Y 2.60
Mgz T4 <77 dr dr ) v (2.60)

Observamos que essa expressdo ¢ bastante semelhante a uma das propostas em [3]| para uma
interagdo entre uma particula e um campo escalar em Relatividade Especial. A tnica diferenca
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é que acoplamos o isospin da particula, exatamente para "eliminar" o indice referente ao espago
interno. Deve-se lembrar ainda que, além desta equacdo, ha o vinculo (2.55), que também deve
ser satisfeito.

Agora, resta descrever a dindmica do isospin da particula. Para isso, propomos uma equagao
bastante semelhante & deduzida por Wong para o caso de um campo vetorial de gauge, de
modo que ela carregue as caracteristicas de o médulo do isospin ser constante e de haver um
acoplamento com o espaco externo:

(;_I:_ +g€abc¢?pIc%"£:_ —
Até o presente momento, ndo falamos em teorias de gauge. As equagdes (2.60) e (2.61) sdo

0. (2.61)

as propostas para a interacdo entre uma particula colorida e um campo escalar qualquer, sem
nenhuma restricdo. Agora, no caso de esses campos escalares estarem associados a um campo
de gauge, temos que fazer uma pequena modificacdo nessas expressdes, de modo que elas sejam
invariantes por uma transformagio de gauge. Assim, devemos substituir a derivada parcial (0,)
nessas expressoes pela derivada covariante (D,), de modo que as equagdes de movimento ficam:

d2zH dz* dz¥
hadihadi— iyt U 5 WP -3 (-
de2 q(n dr d7'> v
DI® ot
= + geabcDuqbec—me — 0. (2.62)

Ressaltamos, por fim, que essa proposta para as equacdes de movimento da particula co-
lorida, assim como todas as outras apresentadas, resulta de consideragdoes fundamentadas em
pressupostos teéricos. A questdo sobre qual dessas é a que descreve realmente o movimento s6
pode ser respondida através de experimentos.
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Capitulo 3

Interacao Classica entre uma Particula

Colorida e um Campo Escalar

Neste capitulo, aplicaremos as expressoes propostas no ultimo capitulo explicitamente para o
caso de um campo puramente escalar (ou seja, sem campos de gauge presentes). Em particular,
vamos estudar com mais profundidade o caso do movimento de uma particula colorida num
campo solitdénico do modelo O(3) ndo-linear.

Ressaltamos novamente a convencgdo de indices utilizada: letras gregas mindsculas referem-se
as coordenadas do espaco-tempo, letras latinas mintsculas do comego do alfabeto, as coordenadas
internas (cor) e letras latinas do meio do alfabeto, &s coordenadas espaciais. Para os indices de
cor, relaxamos a notacao de Einstein e consideramos somados indices repetidos em quaisquer
posicoes.

3.1 Equacoes de Movimento para um Campo Puramente Escalar

Até o presente momento, tratamos tudo no referencial da particula, ja que estamos usando o
tempo proprio T dela. Para descrever o seu movimento em relagdo a um referencial "fora" dela,
precisamos passar para o tempo do observador ¢. Como a particula nfo executa um movimento
livre, esse referencial deve ser concebido como um cuja velocidade muda a cada instante, se
"ajustando" & nova velocidade da particula. Nele, o observador mede, passado um intervalo dr
no referencial préprio da particula, um intervalo dt dado por !:

!Estamos, a partir de agora, no sistema natural de unidades, em que h = ¢ = 1. Assim, omitiremos daqui
? ? 2 q
por diante quaisquer unidades referentes is grandezas envolvidas na descri¢io do sistema fisico, deixando-as
subentendidas.
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dr
V1—=viwt’

em que v’ = dz'/dt é a velocidade da particula medida pelo observador. Desse modo, usando
a equacdo (3.1) e as defini¢bes de velocidade e aceleragdo proprias da particula, chegamos nas
conhecidas relagdes (expressas em notagdo de quadrivetores):

dt = ~vdr = (3.1)

dzH .

- = (n0),

A2z a-v a-v a
- = v . 3.2
de <(1_U2)2,(1—U2)2/U+1_'U2> ( )

Observamos que o vinculo (2.55) fica automaticamente satisfeito pela primeira das duas
equagbes. Agora, substituindo essas relagdes em (2.60), obtemos trés equacdes diferenciais de

segunda ordem independentes, considerando que o campo escalar ndo dependa do tempo 2:

mx

= —qo® I°
my a ra

= —q¢® T
(1 _ :t2 _ y2 - 22) q¢,y ’
mz — _qu(’zzla.

(142 -2 - 22)
(3.3)

Estaremos denotando, a partir de agora, ( * ) como a derivada em relagdo ao tempo do
observador t. Notamos que, além de acopladas entre si, as equacdes acima estdo acopladas ainda
ao isospin.

Outra caracteristica interessante desse sistema, derivado da quadriforca (2.60), € que se
o campo escalar ndo depende de uma certa coordenada espacial, entdo ndo ha aceleracdo da
particula na direcao desta coordenada. Isto pode ser visto claramente das equacgdes anteriores;
por exemplo, se ¢* nao depende de z, entdo £ = 0. Esta ¢ uma propriedade desejavel para a
quadriforga, pois "preserva" a simetria imposta pelo campo escalar.

Logo, restam agora as trés equagtes provenientes da evolugio temporal do isospin, equagio
(2.61). Usando que dt = ~dr e levando em conta que o campo escalar nao depende explicitamente
do tempo, obtemos um conjunto de trés equagdes diferenciais de primeira ordem:

*Estamos usando a métrica de Minkowski com assinatura negativa, (") = diag(1, -1, ~1, —1).
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L = —qz (d’,szB - ¢?zl2) —qy (¢,2y13 - ¢?y12) — gz (¢722I3 - ¢?zfz) ’
L = —qi(¢%0 - 9%ls) — i (6311 — 9y Js) — g2 ($311 — $L.14)
Iy = —qi(¢Ll— %) —qy (4 To — 65, 11) — gz (841, — $2.11) . (3.4)

Destas trés equagdes, vemos claramente que ha uma constante de movimento: tomando
equagao da evolugdo temporal do isospin, equagao (2.61), e contraindo-a com I ¢, obtemos, devido
& antissimetria do simbolo de Levi-Civita:

I°1% = 0 = I°]® = cte, (3.5)

ou seja, o modulo do isospin é uma constante de movimento, o que nada mais é que um reflexo
do fato de o grupo de simetria do espaco interno ser o SU (2), conforme o que ja explicamos
anteriormente. Levando em consideragéo as equagdes (3.3) e (3.4), concluimos que as equacgoes
de movimento formam o seguinte sistema dinamico auténomo (a partir de agora, usaremos,
quando conveniente, a notagdo vetorial para as coordenadas do espaco interno):

F A— Uj,
7 q 2 a
v = __77;7 ¢ZI s
I = q (fx (fb}) . (3.6)

Uma questdo importante sobre esse sistema é a respeito da conservacdo da energia, que
pode ser investigada usando o Teorema de Liouville para sistemas dinamicos. Dado um sistema
dindmico auténomo n-dimensional representado por z* = f? (z%), pode-se mostrar que a variacao
temporal do volume ocupado por uma configuragio inicial no espaco de fase ¢ dado por (ver, por
exemplo, [20]):

v _ / divfd'z (3.7)
dt D(0)
em que D(0) é a regido ocupada, no espaco de fase, pela configuracgdo inicial e:
aft
ozt
Fazendo esse célculo para (3.6), encontramos (usando a notagdo vetorial para vetores do

divf =

espaco interno):

—

divf = %Lq- (5 - I) (3.8)
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Assim, somente para expressdes muito particulares de ¢% é que a condicao de divergéncia
nula é satisfeita, o que nos mostra que, em geral, o volume no espaco de fase ndo é conservado.
Entretanto, ndo ha uma relagdo clara deste fato com a conservagdo ou nao da energia, uma vez
que o sistema em questio ndo é Hamiltoniano, j4 que h4 um namero impar de coordenadas *.
Assim, para estudar mais a fundo essa questdo, devemos usar outros artificios. Um deles consiste
em contrair a segunda equacio de (3.6) por v3v? e usar que:

drl
dt
em que T & a energia cinética relativistica total da particula, isto &, T = m+y (ou seja, inclui a

= my3vied, (3.9)

energia de repouso). Com esse procedimento, obtemos a seguinte equagao:

d eran _adl®
d;mme+w1>—w pral

que seria uma lei de conservagdo, se ndo fosse pelo termo que envolve a derivada do isospin.

(3.10)

Observamos também que, no limite Newtoniano (v < 1), o termo logaritmico se transforma na

energia cinética da particula, uma vez que:

mInT/m =mln (1 - v2)—1/2 ~mln (1 +v%/2) =~ mv?/2, (3.11)

o0 que corrobora a interpretacdo da equagdo (3.10) como a variagao da "energia total" do sistema.
Notamos que a origem dessa nio conservagao reside basicamente no acoplamento das coordenadas
externas com o isospin, pois sera necessaria uma parcela de energia, no espago interno, responsével
pela rotagao do isospin, e que nao estd sendo levada em conta na expressao acima. Isso pode
ser visto também analisando apenas o sistema mecanico formado pelas duas primeiras equagoes
de (3.6): o isospin atua como um campo externo dependente do tempo (o que deixa o sistema
dinamico restrito ndo auténomo), o qual quebra a simetria por translagdo temporal, impedindo
a conservacao da energia. Fica claro, por esse argumento e pela expressdo (3.10), que existe uma
lei de conservacao da energia para o caso em que o isospin é constante. Analisemos quando isso
ocorre: tomando a equacdo (2.61), temos que, no caso em que I =0:

e regbii = 0= I'x §=0. (3.12)

Assim, isso s6 vai ser possivel se I | q—; Como o isospin & um vetor constante, essa condigdo
s6 é satisfeita se 5 apontar sempre na mesma dire¢do, no espago interno, o que nem sempre
acontece, ja que, no caso geral, ¢* é uma fun¢io das coordenadas. Outra conseqiiéncia de 5 ser
constante é que o vetor 5 vai ter que apontar, ap6s um certo periodo de tempo, sempre na mesma

3Pois nio ha, aparentemente, momento conjugado ao isospin, j4 que as equagdes que descrevem sua evolugao
temporal sio de primeira ordem.
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direcdo; logo, se estivermos lidando com solugbes do tipo séliton, fica claro que apenas aquelas
configuragdes com carga topoldgica nula (setor de homotopia @ = 0) é que irdo satisfazer os
requisitos anteriores, gerando assim uma expressdo semelhante a uma energia total conservada
para o sistema.

3.2 Particula Colorida no Campo de um Séliton do Modelo O(3)
Nao-Linear

A primeira aplicacdo que faremos da expressdo de interagao entre uma particula colorida e um
campo escalar, equagdes (2.60) e (2.61), sera através de um modelo bidimensional simples, com-
posto apenas por campos escalares com simetria interna correspondente a SU(2): o modelo O(3)
nao-linear. Uma descri¢cdo detalhada desta teoria encontra-se no Apéndice A; para os objetivos
desta secdo, usaremos apenas os fatos de que nesse modelo os campos escalares ndo dependem
do tempo nem de uma das coordenadas espaciais (a qual escolhemos como a coordenada z) e de
que suas equagoes de movimento nao lineares admitem uma solucao do tipo séliton com carga
topolégica unitaria dada por:

o = 4x
ozt 44
P = ___4y_
224 y?+4’
24,2
3 ¢ty —4
= 3.13
¢ 22 +y2+4° (3.13)

em que usamos a normaliza¢do unitaria para o médulo do campo escalar (ou seja, ¢* pertence
sempre 4 esfera interna de raio unitario S§).

Consideremos agora uma particula colorida com isospin I® e massa m na presenca do campo
descrito pelas equagdes (3.13). O movimento da particula, bem como a precessdo de seu isospin,
sao descritos pelas equagbes do sistema dindmico (3.6). Agora, do fato de o campo n&o depender
da coordenada z, podemos ver claramente destas equagbes que 2 = 0 e, portanto, a velocidade
da particula na direcdo z é constante. Para simplificar as contas, impomos que inicialmente a
particula nao apresenta velocidade nesta direcao, e assim, seu movimento estéd restrito ao plano
(z,y) *.

Qutro fato a ser levado em conta para simplificar as equagbes é que podemos escrever a
componente 3 do isospin como fungdo das outras duas componentes, ja que o médulo do isospin é

4Se quisermos impor uma velocidade inicial vo, # 0, basta tomar estas érbitas no plano (z,y) e superpor um
movimento uniforme na diregao 2.
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uma constante de movimento. Assim, escolhendo trabalhar em coordenadas cartesianas, obtemos
o seguinte vinculo:

I3=+/1-1}-12, (3.14)

em que escolhemos o médulo do isospin, que é constante, como igual a 1 (ou seja, 0 mesmo valor
do modulo do campo escalar) . Substituindo as equagdes (3.13) e (3.14) no sistema dinamico (3.6)
e levando em conta que v, = 0, como explicado anteriormente, temos as equagdes de movimento
da particula explicitamente:

Tz = g,

y = Uy,
—4q (1—vz — )

vy = I (-2? +y% + 4) — 2Lizy + 4zey /1 — 12 — 1],
¢ m (:r2+y2+4)2[1( v +4) - 2hay Lokl
: —4g (1 -2} —v}) 2 2 /

vy = 2Ly + I (2% — y* + 4) + dye /1 — I? — I2],
v m (:1:2+y2+4)2[ oy + (8 -y 4+ 4y .

. —4q \/_
L = — =2 (v, [-4al, — 2zye /1 — I? — IZ] +
1 (x2+y2+4)2{ [ 2 Y 1 3]

vy[—dylr + (2% — y* +4) ey/1 - I2 - IZ]},

; —4q 2,2 2_ 72
I, = —————{v. 4zl — (—2°+y*"+4)ey/1 - I{ - 15]+
2 (x2+y2+4)2{ zlel — ( v+ 4) ey 1~ 13
vyldyly + 2zyey/1 — I? — I2]}, (3.15)

em que estamos denotando € = =£1. Assim, suprimimos uma das equagdes de movimento,

deixando o sistema mais simples, em troca da introduc¢ao desse vinculo e. Obviamente, quando
optamos por trabalhar em coordenadas cartesianas, estamos na verdade dividindo o espago in-
terno, que é uma esfera unitéaria, em dois hemisférios separados, como evidencia a equagdo (3.14).
Portanto, ao se resolver as equagdes (3.15), deve-se atentar ao fato de que se a solugdo tocar o
plano equatorial, devemos, se necesséario, mudar o sistema de equagdes, alterando o sinal de e.

Uma maneira de se evitar esse inconveniente das coordenadas cartesianas seria escrever o
isospin em coordenadas esféricas. Porém, a grande desvantagem é que surgem singularidades nos
dois poélos da esfera que representa o espaco interno e, muito pior, as solugdes numéricas sao insa-
tisfat6rias, muito instaveis, provavelmente devido a um termo global sin(#)~! que aparece numa
das equagbes. Portanto, qualquer sistema de coordenadas que se escolha sempre apresentara
inconvenientes, o que é um reflexo do conhecido corolario do Teorema de Hopf-Poincaré de que
"n3o se penteiam esferas" (ver [21], por exemplo). Escolheremos o sistema cartesiano porque ele
nao apresenta problemas numéricos como o sistema polar, nesse caso.
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Voltando ao sistema (3.15), observamos que, aparentemente, ndo ha outras constantes de
movimento além da conservagdo do médulo do isospin. Como foi discutido anteriormente, por se
tratar de uma solugéo com carga topolégica néo-trivial, ndo é possivel achar uma solugdo em que
o isospin seja constante (e portanto haja uma energia conservada). Assim, como aparentemente
nao ha uma resolugéo analitica das equagbes de movimento, devemos estuda-las numericamente.
Porém, apesar disso, existem outras caracteristicas globais do sistema que podem ser melhor
exploradas analiticamente, tais como estabilidade e comportamento assintético, de modo a guiar
com mais precisdo o estudo numérico a ser feito.

3.2.1 A Superficie de Equilibrio

Para estudar a estabilidade do sistema, calculamos inicialmente os pontos de equilibrio de
(3.15); impondo a condi¢do de equilibrio, observamos que dois cortes no espago de fase, dados por
vz = 0 e vy = 0, resolvem 4 das 6 equagdes em questdo. Restam ainda outras duas independentes
que envolvem as outras 4 coordenadas. Logo, restardo 2 graus de liberdade, o que resultard
em uma superficie de equilibrio. Para parametrizé-la, escolhemos as coordenadas z e y como

independentes e expressamos as duas componentes do isospin como funcdo delas, obtendo:

dex(y o — se (z,y) € D2 UOD,
lag) = ix2 + :,32 .)}_ 47 + se(zx (3.16)
7y) ¢ D2
com:
Dy = {(z,y) € R?|2? + 4% < 4} (3.17)

o disco de raio 2. Assim, temos na verdade duas parametrizacbes possiveis, que dependem
da localizacio das coordenadas independentes, e que denominaremos, a partir de agora, de
parametrizacdo positiva (no caso de o sinal em (3.16) ser +) e parametriza¢io negativa (no caso
de o sinal ser —). Observamos que a parametrizagio positiva é sempre usada quando (z,y)
encontrar-se fora de Dy enquanto que a parametrizacdo negativa deve ser usada quando o ponto
estiver dentro do disco, para ambos os sistemas. Vemos que, em 0D; (ou seja, o circulo de
raio 2), as duas parametrizacles sdo possiveis; assim, temos um problema, na superficie de
equilibrio, de uma regido sobredeterminada, ou seja, uma regido cujos pontos assumem dois
valores diferentes para os mesmos parametros que descrevem a superficie. Poder-se-ia imaginar
que esse é um reflexo do fato de termos escolhido coordenadas cartesianas, mas um célculo em
coordenas esféricas (para o espago interno) revela a mesma estrutura dessa regido.

Da equacdo (3.16), podemos observar que, na superficie de equilibrio, temos I* = +¢°. Essa
relacdo ndo é uma coincidéncia, mas, assim como as condigdes sobre as velocidades, poderia ter
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sido obtida diretamente das equacdes originais escritas em forma vetorial °:

dr o
d—T - Ix ¢’#’U,/‘ = 0,
du* v N
mF = g —u*u)I -9, ,
L
% = uh (3.18)

Estamos interessados nos pontos de equilibrio, isto &, dI%/dr = du*/dr = dz?/dT = 0. A
condi¢iio u/ =0 e u® = v = cte b satisfaz a primeira e a terceira equacio e reduz a segunda a:

-

I-¢i=o0. (3.19)

Agora, tomando I'|| ¢, 0 que implica em I* = £¢% (j& que ambos os vetores tém mesmo
modulo), temos que esta equagdo fica satisfeita, pois:

[ g = 2§ = i% (5-3)" =0, (3.20)
em que a ultima passagem se justifica pelo fato de o médulo de q? ser constante. Assim, re-
cuperamos o resultado obtido em (3.16), exceto pelo critério para a escolha dos sinais, a qual
pode ser obtida estudando as equacdes (3.13) e (3.14), as quais descrevem, respectivamente, ¢°
e I3. Observamos, da segunda dessas equagdes, que para € = -1, I® é obviamente sempre um
numero positivo. Entretanto, da equagao de $3, vemos que essa componente do campo é negativa
na regido compreendida dentro de Dj e positiva na regido fora desse disco. Portanto, deve-se
escolher a parametrizacio negativa se o ponto (z,y) pertencer ao disco e a positiva caso isso néo

acontecga. Raciocinio analogo pode ser feito para o caso em que € = —1, 0 que conduz & equacgdo
(3.18).

3.2.2 Matriz de Estabilidade

Tendo determinado a superficie de equilibrio do sistema din&mico, podemos agora estudar
a sua estabilidade. Para isso, basta calcular o jacobiano do sistema de equagdes avaliado na
superficie de equilibrio (essa matriz é conhecida como matriz de estabilidade). Esse calculo foi
realizado através do software Maple; no caso em que a parametrizagdo positiva deve ser utilizada
para o sistema com € = 1 ou a negativa para o sistema com € = —1, obtemos :

5Consideraremos aqui o tempo proprio pois a analise é mais imediata neste caso.

Salientamos que a condigio (2.54) deve ser respeitada, o que impede que todas as componentes da quadrive-
locidade zerem.

"Estamos considerando o seguinte ordenamento de coordenadas: {vz,vy,z,y,I1,I2}.
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1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 16 0 4(z?~y>+4) 8zy
M (@2 +y>+4)? @2+ (@2 +y?—4) (@2 +y? 1Dz +y?-4)
1= 0 0 0 16 8zy 4(y? —z?+4)

(#*+37+4)* @4+ +*-4) @y (T +yP-9)

e Gt S 0 0 0 0

(12+y2+4)2 (12+y2+4)2
8zy 4(y%—22+4) 0 0 0 0

@2 +y2+4)2 (@2 +yi+4)?

Os autovalores de M; sdo todos duplamente degenerados:

16
1, ———s—= .
{0’ ’(932+y2+4)2}

Observamos que o trés autovalores sao todos ndo-negativos e nunca maiores que 1. Assim,
condi¢des iniciais na superficie de equilibrio que estejam parametrizadas por pontos (z,y) ou na
regido fora de D, para o sistema com € = 1 ou na regido dentro do disco para o sistema com
€ = —1 resultarao em Orbitas instdveis, e os pontos de equilibrio em questdo serdo de repulsio.

No caso de considerarmos as regides em que devemos usar a parametrizacao com sinal negativo
para o sistema com ¢ = 1 ou a com sinal positivo para o sistema com € = —1, encontramos a

seguinte matriz de estabilidade:

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 —16 0 Az ~y?+4) 8zy
M @242 +4)% EHEH)ETH-0) @A) (7 +y7 =)
2= 0 0 0 —16 8zy 4(y%—z2+44)
4z rd) 8 @R PR R D)
7= T
—8zy —4(y?—z2+4) 0 0 0 0

($2+y2+4)2 (I§+y2+4)2

Os autovalores de M, sdo também todos duplamente degenerados:

~16
(o)

Observamos que um dos autovalores serd sempre negativo e menor que 1 em moédulo. Por-
tanto, os pontos da superficie de equilibrio parametrizados por pontos (z,y) que estejam ou
dentro de Dy para o caso do sistema com € = 1 ou fora de D para o sistema com ¢ = —1, serdo
pontos instdveis tipo sela. Orbitas que tenham como condicdes iniciais esses pontos, no espacgo
de fase, serdo atraidas na dire¢do correspondente ao autovetor referente ao autovalor negativo e
repelidas na direcio do autovetor referente ao autovalor positivo.

41




Quanto & regido correspondente ao circulo de raio 2, como valem as duas parametrizagoes,
para ambos os valores de ¢, ha tanto um ponto que é de repulsdo (correspondente ao sinal
positivo) quanto um ponto que é de sela (correspondente ao sinal negativo).

Portanto, através de duas anélises simples, extraimos importantes caracteristicas gerais das
orbitas do sistema dinamico (3.15) e podemos, agora, aprofundar nosso estudo do sistema.

3.2.3 Pontos de Sela e Expoentes de Lyapunov

Conforme explicamos na seg¢do anterior, os pontos de equilibrio nesse sistema sdo todos ins-
taveis, de modo que as 6rbitas proximas a eles tendem sempre a ser repelidas. Além disso, como
mostraremos mais adiante, assintoticamente todas as solugoes do sistema representam 6rbitas que
escapam. Portanto, um aspecto interessante para se estudar é como duas érbitas com condicoes
iniciais proximas tendem a se afastar com o passar do tempo, a fim de investigar a possibilidade
de comportamento caético. Uma maneira quantitativa de se obter essa informacao é através do
maior dos expoentes de Lyapunov & (ver, por exemplo, [22]):

L 1 d(t)
A= lim : In (d(O)) , (3.21)
t—0o0
d(0)—0

em que d(t) é a distancia euclidiana entre as duas érbitas em questdo no espaco de fase. Se esse
expoente for diferente de zero, entdao as orbitas divergem exponencialmente no espaco de fase,
0 que é um indicio da ocorréncia de comportamento cadtico. Na verdade, a definigdo de caos é
mais complexa do que simplesmente um expoente de Lyapunov ndo nulo, mas esse fato ja € um
bom indicio para procurar mais a fundo sua ocorréncia num sistema.

Para calcular numericamente (3.21), tomamos 6rbitas préximas dos pontos instéaveis tipo sela,
pois nesse caso a divergéncia das érbitas se pronuncia mais dramatica, j4 que hé, no espaco de
fase, uma dire¢do de aproximacdo e outra de afastamento. Logo, o que fizemos foi tomar duas
condicdes inicials proximas a um ponto de sela e entre si, mas de maneira que uma esteja na
dire¢do do autovetor correspondente ao autovalor negativo (aproximacdo) e a outra na dire¢do
do autovetor correspondente ao autovalor positivo (afastamento).

Realizar efetivamente o calculo de (3.21) numericamente n3o ¢ ainda tarefa trivial. H4 varios
métodos com diferentes graus de refinamento, especialmente para sistemas Hamiltonianos, cate-
goria & qual ndo se encaixa nosso modelo. Assim, dispusemos de dois métodos simples, porém
configveis. O primeiro é considerar a expressdo (3.21) sem os limites, ou seja, considerar:

8Como o espago de fase tem dimensdo 6, temos 6 expoentes de Lyapunov
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L(t) = %m (%) . (3.22)

O método consiste em observar o comportamento para tempos longos do grafico desta funcédo
em relacdo ao tempo, tomando um grande intervalo de integra¢io numeérica para o sistema de
equacOes considerado e uma pequena distancia inicial entre as 6rbitas (um valor relativo em
torno de 1%, por exemplo).

O segundo método é mais util para comprovar se o expoente é nulo. Ele consiste em plotar
pontos de d(t)/d(0) para intervalos igualmente espacados de t desde o comego do intervalo de
integragdo (o qual deve ser grande, como no caso anterior) até o seu final. Em seguida, ajusta-se
a melhor reta que descreve o conjunto de pontos através do método dos minimos quadrados e
calcula-se também o coeficiente de correlacdo linear R dele. O objetivo deste método é verificar
se, globalmente, a relacdo d(t)/d(0) se comporta como uma reta, o que pode ser verificado
através do coeficiente de correlagdo: quanto mais préximo de 1 ele for, em médulo, melhor ¢ a
aproximagado linear para descrever o conjunto de pontos. Caso tal comportamento linear seja
comprovado, entdo o expoente de Lyapunov é nulo pois, aplicando L’Hospital em (3.21), temos
que:

ln(at-i-b)_im a
T tscoat+b

Um cuidado importante ao se aplicar esse método é evitar que instabilidades numéricas in-

A= lim

(3.23)

fluenciem no resultado obtido. Calculando orbitas cujas condi¢des iniciais estejam na superficie
de equilibrio, esperamos que elas sejam retas constantes, afinal estamos num ponto de equilibrio
do sistema. Entretanto, pelo fato de os pontos de equilibrio serem instaveis (e notamos durante
algumas integracdes que essa instabilidade é alta), podem ocorrer, para algumas condicdes ini-
ciais, instabilidades devidas ao proprio método que estamos usando (no caso, o Runge-Kutta de
quarta ordem, como explicaremos adiante). E realmente observamos, para alguns pontos nessa
superficie de equilibrio, érbitas que oscilam um pouco em relagido a reta esperada ou mesmo
divergem apés algum tempo. Assim, para fazer sentido o calculo, escolhemos pontos que satis-

~ facam essa condigao de estabilidade e af sim determinamos duas condicdes iniciais nas dire¢des

de repulsdo e atragdo do ponto escolhido.

Observamos, aplicando esses dois procedimentos a varios pontos dos dois sistemas, que o
valor do expoente de Lyapunov sempre se anulou. Ilustraremos os métodos aplicando-os ao
ponto (z = 0.1,y = 0.2) para o sistema com € = 1; os graficos correspondentes encontram-se na
figura 3.1.

Do comportamento do grafico (a) da figura 3.1 e do valor do coeficiente de correlagao linear
referente ao grafico (b), podemos concluir, pelo que foi dito anteriormente, que o expoente de
Luyapunov, neste caso, é nulo. O fato de a equagdo da reta obtida pelo método dos minimos
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Figura 3.1: Gréficos referentes a duas condicoes iniciais muito préximas ao ponto de equilibrio
correspondente a (z = 0.1,y = 0.2). (a) Grafico de L(t) versus t (primeiro método). (b) Grafico
de pontos para o quociente d(t)/d(0) em fungao de ¢, reta que melhor ajusta o conjunto de pontos
e coeficiente de correlagdo linear R dele (segundo método).

quadrados (grafico (b)) ndo contemplar o ponto (0,1), como seria esperado, ndo deve causar
preocupagdes, pois o que esta envolvido no calculo do expoente de Lyapunov, equagdo (3.21), é o
limite t — oo, de modo que ndo nos interessa o comportamento local dessa aproximacao linear,
mas sim o comportamento global. As érbitas referentes &s duas condigdes iniciais em questao
s&o apresentadas na figura 3.2.

Pela figura 3.2, alids, as o6rbitas ndo parecem estar divergindo linearmente. Porém, a di-
vergéncia linear sugerida no paragrafo anterior s¢ faz sentido quando consideramos todo o espago
de fase, e ndo apenas uma projegao.

3.2.4 Orbitas

Tendo descrito todos os pontos de equilibrio do sistema dinimico (3.15), temos agora um
bom guia para escolher condigdes iniciais e obter suas conseqiientes Orbitas (através de solugdo
numeérica das equagoes de movimento), j4 que Orbitas pertencentes a uma mesma regido de
classificacdo do espago de fase terdo comportamentos ao menos semelhantes. Assim, levando
em consideragdo tudo o que foi explicado anteriormente, podemos dividir nosso espaco de fase,
para cada um dos dois sistemas independentemente, de acordo com o valor de €, em duas regides
principais: a que compreende a superficie de equilibrio (a qual denotaremos por regido A ea
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Figura 3.2: Orbitas, no plano (z,y), referentes a duas condigdes iniciais muito proximas ao ponto
de equilibrio correspondente a (z = 0.1,y = 0.2).

que contém pontos fora dessa superficie (denotada por m) Em A, temos ainda a subdivisio
em regides referentes & parametrizacdo com sinal negativo, & com sinal positivo e a com os dois
sinais possiveis, as quais denotaremos respectivamente por A(_E), ASf) e AEE).

Para calcular essas orbitas, usamos um codigo em Fortran conhecido como dode, que in-
tegra sistemas de equagles diferenciais baseado no método de Runge-Kutta de quarta ordem,
com controle de passo e de erro. Mais informacdes sobre esse cddigo podem ser encontradas
em [23]. Observamos que nem toda condicdo inicial dada permite ao método obter uma boa
solucdo numeérica, uma vez que algumas oOrbitas apresentam picos, cessando de oscilar de re-
pente. Esse comportamento se revela mais freqiiente para pontos préximos da superficie de
equilibrio, onde a instabilidade é elevada, como mostramos analiticamente. De qualquer modo,
esse revés, provavelmente devido a problemas de escalas, torna-se um fator limitante, podendo
nos impedir de encontrar solugdes com condicdes iniciais muito especificas. Todavia, isto nao deve

“ser encarado como um fator muito preocupante, pois tendo descrito analiticamente as regides do
espaco de fase, estaremos interessados ndo em comportamentos especificos de érbitas, mas em

comportamentos gerais.

Outro fator que teve que ser levado em conta é o fato de termos dividido o espago interno
em dois hemisférios, resultado de nossa escolha por coordenadas cartesianas, como haviamos
explicado anteriormente. Assim, para as orbitas fazerem sentido, é necessério garantir que a
precessdo do vetor isospin nunca o faga tocar o plano equatorial no espaco interno, ou seja,

N

as orbitas aceitaveis nao podem passar por I3 = 0. Quando isso ocorre, devido & separagao

45



y T | T T T T T 1 y T T i 1 T T ’ ]
4+ 4+ 1
2f 2t J— . -
of = ] -
s . 2r e 7
4 . 4 .

] . i ) ! L 1 . L ] . ] L | ! I . I

-4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4

X

(a) (b) X

Figura 3.3: Orbitas, no plano (z,y), referentes a condigdes iniciais na superficie de equilibrio
com parametrizagao de sinal negativo para os sistemas com (a) e =1e (b) e = —1.

do circulo unitario em dois hemisférios, o sistema ndo permite que o vetor passe para o outro
hemisfério, ocasionando muitas vezes um comportamento inesperado da o6rbita, como pudemos
observar em integragbes numéricas. Assim, para evitar esse problema, ao evoluirmos as funcoes
do sistema dinamico numericamente, sempre aumentamos o tempo de integragdo e verificamos
se a 6rbita ndo tocava o plano equatorial.

Nas figuras 3.3 e 3.4 s8o apresentadas algumas 6rbitas para condigdes iniciais proximas as
regides A(_ﬂ) e ASEH), respectivamente. Podemos observar que 6rbitas cujas condigbes iniciais
estdo proximas de A(_+1) ou Ai:l) tém uma forma espiral e escapam para infinito; j4 para pontos
proximos de A(__l) ou AE;H), nenhuma 6rbita tem comportamento espiral, e todas escapam para
infinito. Isso ja era esperado devido ao fato ja demonstrado analiticamente de que, nas regides
A(_+1) e Ag__l), 0s pontos iniciais estdo proximos de pontos de sela, facilitando a ocorréncia dessas
orbitas espirais, enquanto que nas regides A(__l) e Ag_ﬂ), os pontos préximos sao de repulsdo.
Além disso, esse comportamento espiral (ou ndo espiral, dependendo da regido) se repete quando
se observa a forma das 6rbitas nos outros cortes planos do espaco de fase, isto é, nos planos
(vx,vy) e (.[1,.[2).

Quanto a regido A4, ndo conseguimos obter nenhuma érbita com condigdes iniciais préximas
a essa regiao nem por esse método numérico nem por varios outros testados. Tal fato ndo é tao
inesperado, pois além de a cada ponto dessa regido estarem associados dois pontos da superficie
de equilibrio, o valor da componente I3 do isospin é nula 9. e quando isso ocorre, como explicamos

934 que Iz = +¢° e essa componente do campo escalar se anula para z2 + y® = 4, de acordo com a equacio
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Figura 3.4: Orbitas, no plano (z,v), referentes a condicdes iniciais na superficie de equilibrio
com parametrizacdo de sinal positivo para os sistemas com (a) e =1e (b) e = —1.

anteriormente, ha problemas devido a divis@o do espaco interno em dois hemisférios.

Orbitas na regido A sio apresentadas nas figuras 3.5, 3.7 e 3.8, para os dois valores de
€. Na primeira delas, selecionamos sete condi¢Ges iniciais para o sistema com € = 1 e dez
para o sistema com ¢ = —1, modificando apenas a velocidade inicial da particula em cada uma
das condicbes iniciais. Comecamos proximos & superficie de equilibrio, com {z(0) = 0,y(0) =
0,vz(0) = 0.1,v4(0) = 0.1,1;(0) = 0,J(0) = 0}, e aumentamos gradativamente as velocidades
adicionando 0.1 a ambas, mantendo iguais valores para as 4 outras coordenadas, até chegarmos
a vy = vy = 0.7 para o sistema com € = 1 e a v; = vy = 0.95 para o com ¢ = —1. Todas as
orbitas, no plano (z,y), estdo plotadas juntas na figura 3.5; observamos que, até a velocidade de
0.7, para os dois sistemas, & medida que a velocidade inicial da particula aumenta, sua 6rbita vai
ficando menos encurvada, indicando que para velocidades baixas a interacio é mais intensa se
comparada com velocidades mais altas. Isso também pode ser verificado pelos gréficos da figura
3.6, que apresenta a evolucdo temporal da velocidade na direcio x para as érbitas da figura 3.5:
quando as velocidades iniciais sdo altas, as finais tendem a valores préximos a estas, sem variar
muito com o tempo.

Uma tentativa de encontrar solugdes com velocidades iniciais maiores que 0.7 para o sistema
com ¢ = 1 esharra em alguns problemas, como por exemplo o fato de a velocidade final da
particula ser maior que 1, o que é inaceitavel, pela Relatividade. Provavelmente, esse fato

estranho deve-se a algum problema numérico, conseqliéncia de lidar com raizes de nimeros

(3.13).
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negativos ou complexos. Salientamos que esse problema nao ocorre para o sistema com € = —1,
em que conseguimos boas solu¢des numéricas até velocidades elevadas tais quais v, = vy = 0.95.

A figura 3.7 traz novamente uma série de condi¢des iniciais para os dois sistemas, mas que
desta vez diferem entre si pelo valor das posicdes iniciais. Comegamos com {z(0) = 1,y(0) =
1,v.(0) = 0.7,9,(0) = 04,1;(0) = 0.1,I5(0) = 0.2} e prosseguimos diminuindo os valores
iniciais das posicoes em 0.1, até chegar em z(0) = y(0) = 0 para o sistema com € = —1 e
z(0) = y(0) = 0.2 para o sistema com e = 1 !0, mantendo os outros valores iniciais iguais aos
primeiros. As érbitas referentes a essas condigdes iniciais, no plano (z,y), estao plotadas em
conjunto, separadamente para cada sistema. Pode-se observar que elas pouco mudam, indicando
que a forma de 6rbitas longe da superficie de equilibrio ndo tem uma dependéncia forte em
relacdo a posicdo inicial escolhida.

Ja na figura 3.8, variamos uma das componentes do isospin: escolhemos uma seqiiéncia de
condicdes iniciais, iguais para os dois sistemas, que comec¢am com {z(0) = 0,y(0) = 0,v;(0) =
0.6,v,(0) = 0.5,1;(0) = 0.05,12(0) = 0} e seguem com o valor de [;(0) aumentando de 0.05
até chegar a 0.4, mantendo todos os outros valores iniciais constantes. As 6rbitas, no plano
(z,y), resultantes dessas condigdes iniciais estdo plotadas juntas. Observa-se que, ao contrario
da posicao inicial, o valor inicial do isospin (ou de uma componente dele, pelo menos) influencia

bastante a forma das 6rbitas, mesmo numa regido mais distante da superficie de equilibrio.

0(ma vez que as 6rbitas para as posigdes iniciais iguais a 0.1 ou 0 nio sdo bem comportadas para os sistema

come=1
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Figura 3.5: Orbitas, no plano (z,y), referentes as  condi¢gdes  iniciais
(z(0) = 0,y(0) = 0,v-(0) = 5/10,v,(0) = §/10,I;(0) = 0,I2(0) =0) com (a) j = 1,2.7
para o sistema com € =1 e (b) j = 1,2..9 além de v; = vy = 0.95 para o sistema com € = —1.
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Figura 3.6: Graficos da evolugdo temporal da velocidade na direcio z para as 6rbitas mostradas
respectivamente em (a) e (b) da figura 3.5.
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Figura 3.7: Orbitas, no plano (z,y), referentes &s  condigbes  inicials
(2(0) = 7/10,y(0) = 5/10,v5(0) = 0.7,v,(0) = 0.4, I(0) = 0.1, I2(0) = 0.2) com (a) j = 2,3...10
para o sistema com € = 1 e (b) j = 0,1...10 para o sistema com € = —1.
YIO }’10_7,”,,
5t . st -
] ot ]
] S ]
{ _ I ) PR B ] |
5 10 1(-)10 -5 0 5 10
X (b) X
Figura 3.8 Orbitas, no plano (z,y), referentes as condi¢des iniciais
(z(0) = 0,y(0) = 0,v,(0) = 0.6,v4(0) = 0.5,I1(0) = 7/20,12(0) =0) com j = 1,2..8 para

os sistemas com (a) e =1 e (b) e = —1.
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3.2.5 Comportamento Assintético e Interpretacao Fisica

Uma caracteristica interessante do sistema que podemos estudar, até mesmo para verificar se
o integrador numeérico esta reproduzindo corretamente o comportamento do sistema dinamico, é
a forma assintética das drbitas, isto €, o que ocorre com elas quando » — co. Para isso, podemos
tomar as expressoes das componentes do campo escalar, equagdo (3.13), derivé-las e aplica-las
diretamente na férmula (3.6), que fornece as equagdes de movimento. Observamos diretamente

que todas essas derivadas sdo func¢des racionais de z e y e, portanto, vio a zero no infinito:

lim ¢% = lim ¢% =0, (3.24)
r—00 T—00
de modo que, assintoticamente, o isospin da particula para de precessionar (I; e I constantes)
e ela executa movimentos uniformes nas diregdes = e y, j& que as velocidades v, e vy tornam-se
constantes. Estas caracteristicas podem ser verificadas numericamente se fizermos o tempo de
integracdo grande o suficiente, ja que todas as d6rbitas obtidas numericamente escapam (no ha,
aparentemente, 6rbitas limitadas).

Isto foi feito visualmente para todas as 6rbitas integradas; para algumas, calculamos o coefi-
ciente de correlagdo linear e obtivemos sempre um valor muito préximo da unidade. As figuras
3.9 e 3.10 mostram o comportamento global das érbitas antes mostradas localmente nas figuras
3.3 e 3.5, respectivamente; os menores coeficientes de correlagdo linear calculados em cada uma
das figuras sdo, respectivamente, 0.983 e 0.9998 , o que evidencia esse comportamento linear as-
sintotico. A figura 3.11 ilustra o que foi dito anteriormente a respeito do isospin e da velocidade
da particula no infinito, onde essas grandezas ficam constantes. Apesar de essa figura correspon-
der a uma drbita em particular, esse comportamento foi verificado para todas as outras érbitas
integradas.

Nesse ponto, podemos voltar & discussao a respeito da energia cinética relativistica total da
particula, 7. Como assintoticamente o isospin tende a um valor constante, e também a veloci-
dade tem esse comportamento, esperamos que, para regioes bem distantes da origem, a energia
atinja um valor limite aproximadamente constante. Assim, na figura 3.12, estdo apresentadas
as variacOes das energias da particula para trés condigdes iniciais diferentes: uma préxima da
regido de pontos de sela da superficie de equilibrio, uma préxima da regido de repulsido da mesma
e outra distante dessa superficie. Observamos, confirmado as expectativas, que a energia fica
limitada assintoticamente em todos os casos.

O comportamento assintético das érbitas de uma particula colorida pode ser estendido para o
caso em que o0 campo escalar presente é uma configuracdo tipo séliton do modelo O(3) nao-linear
com uma carga topolégica @ qualquer. Conforme explicitado no apéndice A, as componentes do
campo ficam descritas por:
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Figura 3.9: Comportamento global das 6rbitas apresentadas na figura 3.3
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Figura 3.10: Comportamento global das érbitas apresentadas na figura 3.5
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Grafico das velocidades nas direcoes =z e y e das componentes

Figura 3.11:
em funcdo do tempo para a condigdo inicial

1 e 2 do isospin da particula
(z(0) = 0,3(0) = 0,v,(0) = 0.3,v,4(0) = 0.3,11(0) = 0, 12(0) = 0) para o sistema com € = 1.
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Figura 3.12: Energia em fungio do tempo para érbita com condigdo inicial proxima de um ponto
de sela (1), proxima de um ponto de repulsdo (2) e distante da superficie de equilibrio (3),

considerando os sistema com (a) e =1¢e (b) e = —1
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479 cos Q6

1 _
o = r2Q 44
5 = 4r%sin QO
T r@44
2Q _ 4
3 T
& = oy (3.25)

em que:

r=+12+¢?,

6 = arctan Y }
T

Assim, de (3.25), podemos observar que, para @ > 1, as derivadas das componentes do campo
vao a zero no infinito, de modo que as érbitas da particula na presenca de um séliton qualquer
devem ser semelhantes. Outro aspecto interessante é que, dessa mesma equagdo, podemos obter
a parametrizacdo da superficie de equilibrio do sistema din&mico envolvido em termos das co-
ordenadas cartesianas (z,y) (ou das polares (r,6), em outra abordagem), ja que demonstramos
anteriormente que ela é equivalente a I = +¢®. Assim, repetindo o mesmo procedimento
anterior, obtemos:

4erQe@ | — , D D
Ltily= g, se (z,y) € Dynjo UODysa (3.26)
rée 4+ 4 + se(z,y) ¢ Do
com:
Dyje ={(z,y) € R*|z® +¢* < 4V/9}. (3:27)

Por fim, podemos fazer uma interpretacdo fisica desse sistema baseados no fato de que o
modelo O(3) néo-linear descreve um ferromagneto bidimensional isotrépico, em Fisica da Matéria
Condensada. Nessa interpretagdo, o campo ¢%, na verdade, ndo é um campo escalar, mas um
pardmetro de ordem que indica a dire¢do e o sentido do spin em cada posicdo do ferromagneto.
Como as solugbes tipo séliton desse modelo tém uma energia finita (dada por E = 47|Q)|), fica
claro que a uma certa temperatura finita vai haver uma determinada densidade desses estados,
a qual pode ser obtida através da distribuicdo canénica. A carga topolédgica do séliton indica
possiveis configuracdes do spin no ferromagneto; por exemplo, para ¢ = 1, o spin em cada
posicdo pode apontar para qualquer direcdo, com igual probabilidade.

No sistema que estudamos, em que o séliton tinha carga topologica unitaria, vimos que,

quando uma particula colorida é colocada nesse sistema ferromagnético, ela vai entrar em equi-
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librio instével quando estiver inicialmente em repouso e quando seu isospin tiver a mesma dire¢ao
do spin do sistema naquele ponto em que ela foi deixada.

Pela interpretacdo anterior, podemos ter uma idéia pictorica de o porqué disso ocorrer. A
condicdo de equilibrio se d4 de maneira muito semelhante ao caso de um dipolo magnético num
campo magnético externo !*. Agora, no caso @ = 1, cada ponto do ferromagneto aponta para
uma direcio diferente, de modo que se a particula colorida for levemente deslocada para qualquer
direcdo, seu isospin ndo mais val ser (anti)paralelo ao spin naquele ponto, fazendo com que ele
precessione para tentar satisfazer novamente a condigdo de equilibrio. Entretanto, a particula
ganhou uma pequena velocidade devido a essa interagéo e vai continuar se movendo e tentando
deixar seu isospin paralelo ao spin de cada ponto, 0 que vai resultar em mais precessao do isospin,
até que a particula se afaste o suficiente da regido em que o modulo do campo & consideravel

(regido assintética) e prossiga num movimento aproximadamente retilineo.

1 Como j4 dissemos, essa comparagao & apenas pictérica, ja que a interagdo dipolo - campo magnético se da
pela teoria do Eletromagnetismo, a qual nio est4 contida nem contém esse modelo do qual estamos fazendo uso.
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Capitulo 4

Interacao Classica entre uma Particula

Colorida e Monopodlos

O formalismo introduzido no capitulo anterior para a interagio entre uma particula colorida
e um campo escalar com grupo de simetria interno SU(2) pode ser generalizado para o caso em
que ha também campos de gauge, bastando para isso trocar as derivadas ordinarias 0, (referentes
a entidades do espago interno) por derivadas covariantes D:

2 v
m__d zt = g (n#u _ d_:i”_dx >DU¢aIa,

dr? dr dr
DI dz*
o+ geabchqbec—;? = 0. (4.1)

Entretanto, ha que se considerar, na expressdo da quadriforca, um termo que leve em conta
a auto-interagdo do campo vetorial de gauge; para isso, usamos o termo deduzido por Wong
[16], que ja é invariante de gauge. Além disso, por questao de conveniéncia que serd explicitada
mais adiante, neste capitulo utilizaremos a métrica de Minkowski com assinatura positiva, isto
é, (nw) = diag(—1,1,1,1), o que nos leva a alterar um sinal no projetor ao subespago ortogonal
a velocidade 1. Assim, obtemos:

d%zH dx* dz¥ dzV
— MY v aIa Fap. a
dez g(n +d7- dT>D¢ +gy—dTI,
o1° abe b b dz*
Dy’ + 4L I°2- = 42
or +oge < wd + Ay dr 0, (4.2)
em que:
1Uma vez que, para essa assinatura, %, = —1.
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D;ﬂpa — aﬂwa +g€abcAZ¢C,
Fi, = 0,AL-08,AL+ g AL AL (4.3)

com 9 um vetor qualquer no espago interno. No que segue, usaremos (4.2) para estudar as
o6rbitas de uma particula teste na presenga de dois campos: o de um monopolo BPS e 0 de um
dyon de Julia-Zee.

4.1 Orbitas de uma Particula na Presenca de um Monopdlo BPS

O monopélo BPS, como explicado anteriormente, & caracterizado pelos seguintes campos

estaticos:
H(r)
a —_ a
d) - T g'f'2 9
; 1 - K(r
AZ = €aij-77] _-——gT‘Q( ) 5 (44)
com:
gFr
H = ——— -1
) tanhgFr
gF'r
K - g 4.
() sinh gFr’ (45)

em que F é uma constante referente ao termo potencial da Lagrangeana de Yang-Mills-Higgs.
Como nessas expressoes os indices internos se misturam com os indices espacials do espago-tempo,
fica conveniente usar a métrica de Minkowski com assinatura positiva, para facilitar o manuseio
desses indices nas equagdes de movimento. Assim, no que se segue, indices espaciais de My
repetidos em qualquer ordem serdo considerados somados. De posse das expressoes anteriores,
podemos calcular diretamente as componentes nao nulas F; do tensor de campo:

€ijk

a __ kaa 2 / 1 ca

bem como as componentes ndo nulas da derivada covariante:

HK Tzt
D;¢* = —g_f?_é? + gr

[rH'— H(1+K)], (4.7)
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em que denotaremos, a partir de agora, a derivada com relagdo a r por uma linha. Agora,
substituimos as expressdes (4.4), (4.6) e (4.7) em (4.2) e passamos para o tempo do observador
em co-movimento com a particula (como no capftulo anterior) para chegar ao seguinte sistema
de equagoes:

HEK > rH —H(+K) (f-F)F+

272 ~2rd
+ &%—i(f-f)(axm+f—;(vxf), (4.8)
[ = 1;2K [fx(ﬁxf‘)}+%<fxz7)+THI_iI§1+K)(F-17)<fo>, (4.9)

em que (') significa derivar em relacdo ao tempo t do observador, ¥ é a velocidade da particula,
& a sua aceleragdo (ambas medidas pelo observador) e v = (1 —v2)~1/2 ¢ o fator de Lorentz. Ob-
servamos que a expressio original da quadriforga, que correspondia a quatro equagdes (uma para,
cada indice), foi reduzida a trés, o que é conseqiiéncia do vinculo de a velocidade ser ortogonal
a aceleracdo. Usando essa identidade, pode-se mostrar facilmente que a equagao correspondente
a0 indice zero é uma combinac¢do das outras trés apresentadas acima.

Uma propriedade importante do sistema que pode ser determinada analiticamente € como um
elemento de volume dV no espaco de fase evolui com o tempo. Repetindo o mesmo procedimento
do capitulo anterior, através do Teorema de Liouville, obtemos, para uma regido D(0):

v 9 (HK /~ » rH ~H1+K) /= N - -\ o
E_/D(O)?{—TTO-U)-{- - (I-r)(r-v)}d q, (4.10)

em que {g;} s8o as coordenadas do espaco de fase 2. Assim, a n#o ser em certas configuracdes
especiais do sistema, o volume no espaco de fase néo se conserva. Notamos também que, tomando
as equacdes de movimento no limite Newtoniano (v < 1), esse mesmo célculo mostra que o
volume é agora conservado. Entretanto, dessas conclusdes nada se pode intuir a respeito da
conservacao da energia, j& que o sistema nao é Hamiltoniano e nem pode ser escrito como um,
uma vez que temos um namero impar de coordenadas independentes. Por sua vez, isso resulta
do fato de a equacdo de evolucdo do isospin ser de ordem um, o que torna dificil a defini¢ao de
um momento conjugado a ele.

Para tentar obter alguma informacdo a respeito da energia, poder-se-ia pensar em usar o
Teorema de Liouville ao sistema restrito apenas as coordenadas do espago externo; todavia, tal
procedimento é impedido pelo fato de esse sistema restrito ndo ser mais auténomo, devido ao
acoplamento com as coordenadas do isospin. Se por outro lado tomarmos o produto escalar de
(4.8) com a velocidade, a fim de obtermos a energia cinética (relativistica ou Newtoniana) da

20u seja, temos que {g:} = {z,¥, 2, V=, Uy, vz, [1, I2, I3}.

58




particula, vemos também que uma das dificuldades em se encontrar uma expressao de conservagao
de energia resulta na variagdo das coordenadas internas com o tempo. Portanto, de maneira
geral, a exemplo do caso do campo tipo s6liton do modelo O(3) ndo-linear, concluimos que a nao
conservacio da energia vem do acoplamento com o isospin e que somente para casos especiais
em que ele seja constante é que havera uma constante de movimento associada & energia total.
Salientamos ainda, nesse ponto, que o sistema tem uma constante de movimento ébvia associada
a0 seu espago interno: o moédulo do isospin.

Por fim, um outro aspecto global fundamental é a questao acerca da existéncia de pontos de
equilibrio do sistema dinamico. Impondo portanto a condigdo 7 = 7=1I=0em (4.8) e (4.9),

vemos que esta tltima equagdo fica automaticamente satisfeita, enquanto a primeira resulta em:

HK - rH -H(1+K) (-
ST B (1.7 r=0. (4.11)

T r4
Para analisar esta expressdo, é conveniente definir uma base de vetores ortonormais em co-

movimento com a particula:

P S oS (4.12)
| 7% U | | 7 x @ |
Assim, escrevendo I = af + B + pii, ficamos com:
HK HK H - H
E2 B + i+ ———af =0, (4.13)
T r r

Agora, de (4.5), vemos claramente que a funcio K (r) nunca se anula; além disso, a funcéo
H(r) também ndo pode se anular, j& que, para isso ocorrer, teriamos que satisfazer a identidade
tanhz = z. Analisemos por que isso é impossivel: as fungbes z e tanh z coincidem para z = 0;
entretanto, para z > 0, enquanto a derivada da primeira é sempre 1, a da segunda é cosh™2 z, que
¢ sempre menor que 1, ja que cosh z > 1 nessa regido. Logo, essas duas fungdes nunca coincidem
para = > 0 e a identidade anterior nunca & satisfeita. Para completar, podemos calcular 7H' — H
e ver que essa combinac¢do nunca se anula também, pois, para isso ocorrer, deveriamos satisfazer
¢ = sinh z, 0 que € impossivel, como evidencia uma andlise ansloga & discutida para a identidade
z = tanhz. Logo, a Unica opgdo que resta para que (4.13) seja satisfeita & a solugao trivial
a = 3 = p=0. Assim, concluimos que nao ha pontos de equilibrio no sistema.

Tendo estudado aspectos globais do movimento da particula, podemos agora procurar €asos
especificos em que a solugdo das equagoes nio é tao complexa, permitindo que se conhegam
aspectos locais das ¢rbitas da particula. Alternativamente, poderfamos tentar resolver o sistema
numericamente; contudo, a auséncia de pontos de equilibrio e o elevado nimero de graus de

liberdade no espago de fase sugerem que essa nao € a melhor opcdo para se estudar as possiveis
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érbitas. Portanto, estudaremos o sistema sob duas condi¢des distintas: movimento radial e limite
assintotico.

4.1.1 Movimento Radial

Verifiquemos se as equagdes de movimento (4.8) e (4.9) permitem a ocorréncia de um movi-
mento radial. Para que isso seja possivel, devemos impér que ¥ seja paralelo a 7 e constatar se as
equacbes fornecem um resultado coerente, isto é, se delas resulta que @ também ¢é paralelo a 7.
Apo6s impér essa condigdo na primeira das equagdes, notamos que, além da parte radial, restam
ainda componentes da aceleragdo nas diregdes de T e de I x ¥, que ndo sio necessariamente ra-
diais. Esta altima aponta inclusive para uma direcdo perpendicular a 7 sempre, de modo que, se
quisermos ter um resultado coerente, precisamos canceld-la. Isto € facilmente atingido impondo
adicionalmente que I seja radial. Além disso, essa nova imposi¢do corrige também o primeiro
termo mencionado, do que resulta que a aceleragdo sempre aponta na direcao radial.

Contudo, essa nova imposi¢do precisa ainda ser testada na segunda equagdo para ver se
¢ coerente. Assim, substituindo-a em (4.9) e usando que ¥ x ¥ = 0, obtemos que o vetor
isospin é constante e, portanto, aponta sempre na diregdo radial. Resumindo: se a particula
for lancada numa direcio radial com isospin apenas na direcdo radial também, entdo sua oérbita
estara confinada nessa direcdo e seu isospin sera sempre constante. Logo, temos um movimento
unidimensional desacoplado da dinimica interna:

- .. oHK, o(rH -H-HK), .o\ AV (7).
md = mit = g 7+ o f=—(1-7%) — = (4.14)
em que a fungdo V(r) é dada por:
_ H(r) gF 1
V(ir)=—a T o [_W + ;] (4.15)

e o, assim como definido anteriormente, é a projecdo do isospin na diregdo radial. Salientamos
ainda o fato de que, no que se segue, a coordenada r pode assumir valores negativos, ja que
apenas fixamos uma diregao no espago, de modo que o movimento seja unidimensional.

Inicialmente, analisemos a equagio (4.14) no limite Newtoniano, isto &, | 7 |< 1. Neste caso,
V(r) pode ser claramente interpretado como uma energia potencial associada ao campo, ja que,
da equacédo anterior, resulta diretamente a lei de conservagao:

mr?
E= 5 + V(r) = cte. (4.16)

O movimento da particula pode entdo ser analisado qualitativamente pela forma do potencial,

cujas propriedades principais estdo abaixo listadas:
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V() V(D)

—40 —20 O] 20 40 r 20 40 r
—0.5
—1-
" (a) (b)
Figura 4.1: Energia potencial da particula colorida na presenga de um campo BPS com g = F =
1, no limite Newtoniano e em movimento radial com: (a) a =1, (b) a = -1
lir%V(r) = 0
™ Vv 0 todo 7> 0
lim V(r) = FogF = (r) < para toco 7
r—+00 V(r) >0 paratodo r<0
& #

Logo, vemos que se trata de um potencial puramente repulsivo, o que faz com que todas as
orbitas radiais da particula escapem, para baixas energias. A figura 4.1 (a) apresenta o grafico
dessa fun¢do quando se tomam as constantes arbitrarias iguais & unidade e ratifica a analise
feita acima. No caso em que a projecao radial do isosopin « é negativa, o potencial muda de
forma, sendo refletido pelo eixo r, como ilustra a figura 4.1 (b). Assim, para baixas energias, a
particula ndo mais é repelida para o infinito positivo, mas sim para o infinito negativo. Logo,
concluimos que, apesar de o movimento no espaco externo estar desacoplado do movimento no
espago interno, o isospin tem um papel fundamental na determinagao das érbitas do corpo. Hé
que se salientar ainda, que, para a particula ndo deixar o limite de validade da aproximagao
Newtoniana, € necessario que sua energia satisfaca a relagao:

E<«m/2+ |a|gF.

Para finalizar, podemos encontrar, usando a conservagdo da energia, uma expressao que
fornece, implicitamente, a evolugdo temporal da coordenada r:
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T !
/ ar S (4.17)
T0 \/E + _ogF % m

tanh gF'7r’

Agora, ap6s termos estudado o limite Newtoniano do movimento radial, podemos estuda-lo
no caso geral, em que a equagdo de movimento é dada por (4.14). Nesta situagdo, podemos
determinar uma constante de movimento que relaciona a energia cinética total da particula T 3
e a funcdo V(r); para isso, partimos da definigao de T

T
T=my = %—t = mA>FF (4.18)

e, usando a equacdo de movimento (4.14), chegamos & relagao:
aT T dVv d
—=—-——— = —(mhT % = 4.1
=-S5 S mnT/m+ V() =0, (419
que, no limite de baixas velocidades, recupera a expressdo da conservagao da energia obtida no

caso Newtoniano. Dessa nova constante, podemos ainda determinar como 7" varia com a posi¢ao:

To

Da expressio acima, notamos que, como V(r) é limitado, a energia também o seré:

T(To)e(v(ro)—la{gf’)/m <T< T(To)e(V(ro)-{»]a[gF)/m.

Além disso, dessa lei de conservagio, podemos determinar qualitativamente como se dard o
movimento da particula procurando pontos de retorno, isto é, pontos em que T' = m (ou seja,
v=0):

T'(ro)

V(r)=mln + V(o). (4.21)

Analisemos esta equacdo para o caso em que ¢ > 0 e em que a particula nao sai do repouso.
Como V(r) é uma fungdo monotonicamente decrescente e como T'(rg) > m (j& que a particula
ndo sai do repouso), vemos que havera nenhum ou apenas um ponto de retorno, dependendo se
T(ro) > mexp [(agF — V(rg)) /m] ou T(ro) < mexp [(agF — V(ro)) /m], respectivamente. No
caso de existir, fica claro que esse ponto de retorno se dard para um certo r < 7o, 0 que implica
que a particula escapa para o infinito positivo. Ja& se esse ponto estiver ausente, a particula
ainda assim escapa, mas na diregdo em que for langada inicialmente. Portanto, em qualquer um
dos dois casos, ndo h4 6rbitas limitadas. Agora, na situagdo em que a particula for deixada em

3A exemplo do capitulo anterior, estamos denominando de energia cinética total a soma da energia "puramente
cinética" com a energia de repouso da particula.
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Figura 4.2: Energia cinética total relativistica da particula em movimento radial na presenga de
um campo BPS com g = F =1 em = a =1 em fungdo da posigao.

repouso, pelos mesmos argumentos anteriores, concluimos que o ponto de retorno serd o préprio
ponto inicial, de modo que a particula escapara para o infinito positivo. A figura 4.2 reflete
esse tipo de movimento ao apresentar a energia cinética total em funcdo da posigao para uma
particula que sai do repouso em r — —oo (todas as constantes arbitrérias foram igualadas a
unidade); a regido central do grafico estd associada ao ganho de energia dela ao interagir com
o campo. A analise dessas mesmas situagbes para a < 0 é andloga & feita acima; a principal
diferenca é que a diregdo na qual a particula escapa preferencialmente € o infinito negativo.

Por fim, da lei de conservagio anterior, podemos ainda expressar implicitamente a variagao
da posi¢ao do corpo em funcao do tempo:

= +t, (4.22)

/T d,,./
70 \/1 _ _7'1322_82V(r’)/m

em que:

Kk = T(rg)e" r0)/m

Para observar diretamente as érbitas, resolvemos numericamente a equacao de movimento
(4.14) usando o mesmo cddigo do capitulo anterior. Como usual, todas as constantes arbitrarias
foram igualadas & unidade. As orbitas sao mostradas na figura 4.3 em duas situagdes diferentes:
na parte (a), sdo apresentadas nove 6rbitas correspondentes as condigbes iniciais 7o = 102 e
7o = 7/10, com j = 1.9, enquanto que na parte () temos nove érbitas também com ro = 1072,
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Figura 4.3: Orbitas radiais de uma particula num campo BPS, langada de 7o = 1072 e com: (a)
7o =j/10 e (b) 79 = —3/10 para j = 1..9.

mas agora com 7o = —j/10 (j = 1..9 também).

4.1.2 Limite Assintotico

Uma possibilidade interessante para se estudar o sistema (4.8) e (4.9) é no seu limite assin-
totico, ou seja, quando r > 1. Para isso, basta analisar os termos de cada uma das equacdes e
manter os de ordem dominante, ou seja, os de maior expoente em r. Fazendo esse procedimento,

encontramos:

ma = 727‘37_"-*- ’77‘3 (FX 17) ,
N G N
I = T2 (Ix r) : (4.23)

isto é, a evolucgdo temporal no espaco externo é dominada por termos O(r~2), enquanto que,
no espaco interno, ela é dominada por termos O(r0%). Vale salientar que, novamente, estamos
denotando a = I - 7. Para extrairmos mais informacdes dessas equagdes, usemos a base (4.12),
na qual expressamos 0 isospin Como:

-

I = af + B + pi. (4.24)

Da definicao da base, podemos calcular:



I= (a+@)f+(5—ﬁ’la-w)w+ 6= B mxd) ) o =X G+ B+ i, (4.25)
r2 w? 2w

em que usamos que @ ~ O(r~?) e mantivemos, na expressdo, apenas os termos O(r°). Do mesmo
modo, podemos também calcular:

(f x F) =1 (pw — Ba). (4.26)

Assim, substituindo as duas expressées anteriores na segunda equagao de (4.23), obtemos o
sistema equivalente:

a = 0,

ﬂ = pPUr,

p = —pu, (4.27)
em que v, = ¥-7. Logo, observamos que o é uma constante de movimento, enquanto as

duas outras projecdes do isospin sdo fungdes oscilatérias. Este altimo fato pode ser verificado
definindo:

¢=p+ip,

de modo que as duas ultimas equagdes do sistema se reduzem a:

B(t) = pB(0)cos Ar(t) + p(0)sin Ar(t),

ot) = p(0)cos Ar(t) — BO)sinAr(), )

¢ = —i¢v, = ((t) = ((0)e™ ¥ = {
em que usamos a identidade v, = 7 e definimos Ar(t) = r(t) — ro. Assim, tendo desacoplado a
evolugdo do isospin do movimento no espaco externo, resta-nos um sistema puramente mecanico
a ser analisado.

Nesse sentido, de acordo com o que foi discutido anteriormente, como a componente do isospin
que se acopla as coordenadas externas é constante, podemos esperar encontrar uma constante de
movimento associada & energia total da particula. Para fazer isso, tomamos sua energia cinética
total T', usamos a identidade @-¥ = 77 e repetimos o procedimento adotado no caso do movimento
radial, obtendo:

d o
= (m InT/m + ;) =0. (4.29)
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Porém, agora, ao contrario do caso anterior de movimento radial, a particula pode se mover
em trés dimensoes e, assim, essa Unica constante de movimento ndo é suficiente para determinar
suas possiveis érbitas, por si s6. Outras possiveis constantes de movimento no sio facilmente
encontradas (o momento angular total e o orbital, por exemplo, néo se conservam) e, além disso,
resolver analiticamente (4.23) também ndo é tarefa trivial, o que nos leva a estudar alguns casos
limites deste sistema para que tenhamos acesso a alguns comportamentos tipicos dele. Nesse
sentido, podemos analisar duas situacdes bastante distintas: o limite Newtoniano (v < 1) e o
limite ultra-relativistico (v = 1).

Limite Newtoniano

Para baixas velocidades (v < 1), a equagdo de movimento assume a forma:

(6 N o o, —
S+ S (X D). (4.30)

ma =

Fazendo analogia com o Eletromagnetismo, esta expressao se assemelha & equagao de Lorentz
para uma carga pontual ¢ interagindo com um campo elétrico gerado por uma carga unitaria
localizada na origem e um campo magnético provocado por um monopélo magnético unitario
também na origem. Além disso, o primeiro termo tem sua origem devida ao campo de Higgs,
enquanto o segundo est4 relacionado ao campo de gauge. Termos dessas formas eram esperados,
ja que o monopélo BPS comporta-se, para grandes distancias, como o campo de um monopélo
magnético. Observamos ainda que essa expressdo ¢ bastante semelhante aquela que Azizi obteve,
usando a sua expressido de quadriforca, em [19], s6 que sem o fator extra que 14 aparece repre-
sentando a dindmica de uma quinta dimensao adicional.

Como j4 era esperado da discussdo inicial sobre a conservagio da energia nesse limite assin-
totico, notamos que a equacgao (4.30) apresenta uma constante de movimento associada a energia
total do sistema:

m'v2 a

E = —+ — =cte, 4.31

3 + - cte ( )
que também pode ser obtida de (4.29) fazendo o limite de baixas velocidades. Além desta,
ha outras duas constantes relacionadas a0 momento angular. Baseados em [24], definimos o

momento angular total do sistema particula-campo como:

J=L+af =m(Fx7)+of, (4.32)

em que L é, obviamente, o0 momento angular orbital da particula. Usando a equagao de movi-
mento (4.30), obtém-se diretamente que J & uma constante de movimento. Além disso, como:
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J2=L%4o? (4.33)

resulta que o moédulo do momento angular orbital é também uma constante de movimento.
Assim, temos trés constantes: E, L e J. Para descrever as 6rbitas da particula, definimos trés
eixos perpendiculares z,y, z de modo que este dltimo coincida com o vetor constante J. Assim,

denominando de 6 o angulo do vetor posi¢do da particula com relagdo ao eixo 2 (angulo polar),
obtemos, de (4.32):

f—f=a=>cos€z%=cte‘ (4.34)

Portanto, a particula estd restrita a se mover na superficie de um cone cujo eixo principal
encontra-se na direcao Je cujo semi-angulo de abertura é dado por (4.34). Para se determinar a
evolugdo temporal de 7(t), podemos combinar a equagao (4.31) com a forma explicita do médulo
do momento angular orbital:

L? = m?r? (v* — 7)), (4.35)
para obter:
mi?  a L? mr?
2 + r + 2mr? 2 +Ver(r) (4.36)

Assim, na direco radial, temos um potencial efetivo, que nada mais é que o potencial original
mais a barreira centrifuga. A figura 4.4 apresenta a forma genérica desse potencial para o > 0
e a < 0; analisando a sua forma, podemos determinar os tipos de érbita da particula. No que
segue, consideraremos sempre L # 0, ja que o caso L = 0 corresponde ao movimento radial,
que ja foi abordado anteriormente. Portanto, quanto ao sinal de a, h& duas situagbes distintas
a serem levadas em conta: a primeira é quando a > 0, o que implica, pela forma do potencial
efetivo, que a particula s6 pode ter energia total positiva e que existe apenas um ponto de retorno,

sempre mais préximo da origem do que o ponto de lancamento, dado por:

.« 2L2F

Salientamos que, nesse ponto de retorno, na verdade temos 7 = 0, mas néao v = 0. De qualquer

modo, a particula sempre escapa para o infinito, independente da diregdo em que for lancada,
desde que o ponto de retorno esteja obviamente na regido de validade do limite assintético, o que
ocorre para:

E<a. (4.38)
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Figura 4.4: Forma genérica do potencial efetivo radial para () a>0e(b) a<O.

Além disso, deve-se respeitar a condigdo de que a particula esteja sempre no limite New-
toniano, isto é, que sua velocidade nunca alcance valores muito elevados. Como o minimo do

potencial ocorre para r — 0o, onde ele se anula, essa condigao corresponde a:

E< % . (4.39)

Consideremos agora o caso em que « < 0; é imediato que a particula pode ter agora energia
positiva ou negativa. No caso de a energia ser positiva, ha um Gnico ponto de retorno localizado
mais préximo da origem do que o ponto de partida e dado por:

_ ! 2L%F

Assim, desde que esse ponto esteja na regido assintética, podemos garantir que a particula
escapa sempre. Agora, no caso em que a particula apresenta energia negativa, existem dois
pontos de retorno, dados por:

_ a 2L2|E
Fe =5 (13&\/1— = ) (4.41)

desde que seja satisfeita, obviamente, a condigo:

L?|E)
mao?

<1/2. (4.42)

Além disso, nessa situagio, temos também um ponto de equilibrio estavel:
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2
Teq = —éa . (4.43)
Portanto, desde que esses pontos estejam na regido de validade do limite assintotico 4 a
particula vai ficar presa e, portanto, ndo escapa. Salientamos que existe a possibilidade de um
movimento em que ela apenas rotaciona na superficie compreendida pela intersecgao entre o cone
e a esfera de raio rq, bastando, para isso, que ela tenha energia F' = —ma?/2L?. Por fim, vale
ressaltar que o ponto de equilibrio em questdo ndo é um ponto de equilibrio do sistema din&mico
global, j& que, como afirmado anteriormente, a particula apresenta um movimento de rotagao
para essa Orbita.
A forma analitica de r(¢), para qualquer sinal de o, pode ser obtida através da equacdo

diferencial que resulta de (4.36):

°E . 2a L2
ri =4y —r? - Zp - L, (4.44)
m m m

cuja solugdo é dada implicitamente por:

= =+t

m [2E 200 L2 aym V8E\/2Er? —2ar — L?/m + 4Er — 2a r®
2EV m m m (2E)3/2 n ( m )}

" (445)
no caso em que a energia da particula é positiva, enquanto que, no caso em que ela é negativa,

a solucdo assume a forma:

r(t)

m [2F 200 L2 av/m 4Er — 2«
2 _ = _ vV i = +t. 4.
EVm T m T mE T QERET <\/4a2 ¥ 8EL? /m)] ! (4:46)

]

O sinal da equacgdo (4.44) deve ser escolhido coerentemente com as condi¢des iniciais, isto
é, ele deve ser igual ao sinal da velocidade radial inicial da particula. Entretanto, ha que se
considerar a existéncia de pontos de retorno, de acordo com o que foi explicado antes, de modo
que o sinal deve ser alterado toda vez que a particula passar por um deles.

Como exemplo numérico, resolvemos (4.44) com o sinal negativo inicialmente e com m =1,
a=1, E=0.005, L =0.1 erg=2300. Observamos que, préximo ao ponto de retorno, r = 200,
ndo ha mais solucdo real, de modo que é preciso usar a equagdo com sinal positivo a partir de
entdo. Os graficos da evolugdo temporal de r(t) estdo apresentados na figura 4.5.

4Para que isso de fato ocorra, de maneira geral devemos ter as seguintes relagdes entre as constantes: Bl < |of
e L? > ml|a|, respeitando a equagio (4.42). Além disso, para que a particula ndo adquira velocidades muito altas
e permaneca no limite Newtoniano, soma-se a essas a condigdo (4.39).
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Figura 4.5: Grafico da coordenada r como fung¢éo do tempo para a particula langada num campo
BPS em rg = 300, com m = a =1, E = 0.005 e L = 0.1. Na figura (a), tomou-se a equagao
com sinal negativo; devido & proximidade do ponto de retorno em 7 = 200, foi necessério tomar
a equacdo com sinal positivo para continuar a descrever o movimento em (b).

Como ja determinamos o modo com que as coordenadas r e 6 variam com o tempo, para
completar a descricdo da oOrbita da particula, resta apenas conhecer a evolucao temporal da
coordenada azimutal ¢. Para isso, basta tomar a relagdo (4.35) e também:

v? = 72 4+ 126 + r?sin? 942
Usando que 6 é constante, obtemos a seguinte equagao implicita para ¢(t):

J toat
0 T2(tl) ) (4.47)

j4 que, neste caso, ndo temos uma forma explicita para r(t). No caso em que o < 0 e a particula
estd em T4, a evolucdo temporal de ¢(t) é dada por:

J 2
=t (4.48)

¢(t) = ¢(0) +

ou seja, varia com #2.

Limite Ultra-relativistico
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Ap6s termos descrito o sistema (4.23) no limite Newtoniano, podemos agora estuda-lo no
limite ultra-relativistico e comparar os resultados obtidos em cada caso. Para realizar essa

1

aproximagao, basta fazer v~' — 0 nas expressdes originais e reter os termos dominantes:

(a4

ma = (Fx 7). (4.49)

yrs
Ressaltamos, como j& discutido anteriormente, que as componentes do isospin da particula,
na base (4.12), sdo a = cte e § e p dados por (4.28).
Fazendo o produto escalar de (4.49) com o vetor velocidade, obtemos a conservagao da energia
cinética da particula:

d-v=0= v=cte = =cte. (4.50)

Ou seja, uma vez que a particula esteja inicialmente no limite ultra-relativistico, sempre
ela permanecerd nessa aproximagdo. Da equagdo acima, vemos que ndo hé energia potencial
associada ao campo e, portanto, a particula esta livre para se mover por todo o espago, podendo
inclusive deixar a regido assint6tica. Entretanto, como veremos logo a seguir, as 6rbitas da
particula ainda escapardo, mesmo se o corpo for inicialmente langado na direcéo da origem; tal
fato nao deve causar espanto, pois agora estamos em trés dimensdes, de modo que a velocidade
radial da particula pode se anular sem que as outras componentes o facam, deixando assim a
velocidade total constante. Para determinar essas propriedades, procuramos outras constantes
de movimento do sistema,; generalizando (4.32), definimos o momento angular total relativistico

do sistema:
> m (7 X 7) .
Jrel = —m——= 4 aF. 4.51
rel m ( )

Usando as equacdes (4.49), obtemos que J,¢; é uma constante de movimento e, de (4.34), que
a particula fica restrita a mover-se num cone cujo eixo coincide com J.¢; € cujo semi-dngulo de
abertura satisfaz:
o

€08 Brep = -J——; . (4.52)
re

Além disso, de (4.33), fica claro que o médulo do momento angular orbital relativistico
também é uma constante de movimento. Desse modo, da férmula (4.35) generalizada para o
caso relativistico, obtemos a seguinte equagao diferencial para r(t):

1 —2v2) L2 / 2
P = :i:\/’l)27'2 — _(.___%Eﬂ = 41 /v2r2 — L—2, (453)
m m

cuja solucao é dada por:
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+

T‘(t) = T‘(2) - m + vt y (454)

v2m?2

em que denominamos de L o momento angular orbital Newtoniano da particula. A equagdo

acima pode ser expressa numa forma mais clara usando que L & uma constante de movimento:

L = murpsinwg , (4.55)

em que wqg é o angulo entre 7y e ¥. Assim, chegamos a:

2
r(t) = ro4/sin? wp + <| cos wy | :l:?) . (4.56)
0

Portanto, se o sinal escolhido for o positivo, a particula seré repelida, escapando para infinito
pela superficie conica previamente determinada. J4 se o sinal escolhido for o negativo, a exemplo
do caso Newtoniano, a particula avanga em direcio & origem até atingir, no instante tmin =
T0 cOSwp /v, uma distancia minima Tmm = 7o | sinwp |. Depois disso, ela volta a se afastar da
origem até escapar para infinito. Assim, proximo a esse ponto especial, a particula precessiona
rapidamente ao redor do cone no qual ela desenvolve seu movimento, j& que a sua velocidade
total deve se manter constante. Ressaltamos ainda que, para o limite assint6tico continuar valido
durante toda a trajetéria do corpo, basta garantir que wp nao seja muito pequeno.

Por fim, para completar a descrigdo da trajetéria da particula, podemos determinar a forma
explicita de ¢(t), usando o correspondente relativistico da equagao (4.47); obtemos:

#(t) = $(0) £ % [arctan (' cosw | £vt/ TO) —wo— = ] . (4.57)

sin wg 2

Portanto, tendo estudado os dois limites extremos v <« 1 e v = 1, podemos inferir como se dao
movimento da particula no limite assint6tico para qualquer velocidade. Nas duas aproximagoes,
vimos que o movimento da particula se d4 numa superficie conica, 0 que nao é verdade para
uma velocidade qualquer. As principais diferengas entre esses cones sdo que, para uma mesma
posicdo inicial da particula, no caso Newtoniano o eixo estd mais deslocado na diregdo radial
do que o eixo no limite ultra-relativistico, além de aquele ter um &ngulo de abertura menor em
relacio a este, j4 que o momento angular orbital relativistico é muito maior, em modulo, do que
o momento angular Newtoniano. Desse modo, podemos inferir que, se permitirmos a particula
ter uma velocidade qualquer nessa regido assintotica, e se E > 0, ela tende a escapar por uma
trajetoria que varre cones sucessivos entre esses dois cones extremos descritos anteriormente. J&
para o caso em que E < 0, fica dificil quantificar o intervalo de velocidade iniciais para o qual
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isso & possivel, uma vez que, apesar de existirem movimentos ligados a baixas velocidades, eles
néao ocorrem a altas.

4.2 Orbitas de uma Particula na Presenca de um Dyon de Julia-
Zee

Conforme discutido no segundo capitulo, o dyon de Julia-Zee é uma solucdo estatica das
equagoes de Yang-Mills-Higgs caracterizada pelos campos:

5 = maﬁgg) ’
A, = em]mjl—g—fg(r),
A% = g° 252) , (4.58)
com:
H(r) = coshA\ (Exg_gﬁ - 1> = H(r)cosh A,
J(r) = sinhA <£§F_’—r - 1) = H(r)sinh },
K(r) = g.mgf—#;, (4.59)

em que A é uma constante arbitraria. O tensor F}, tem componentes ndo-nulas dadas por (4.6)
(com H no lugar de H) e também por:
HK zort

i% = sinh A {W&? +

g [rH' — H1 + K)] } . (4.60)

Além disso, a componente temporal da derivada covariante de ¢® continua nula, enquanto as
componentes espaciais sao as mesmas de (4.7), trocando novamente H por H.

Nosso objetivo é estudar o movimento de uma particula colorida na presenca do campo
do dyon, usando o formalismo previamente discutido. Em linhas gerais, aplicaremos os mes-
mos métodos e aproximagoes da se¢do anterior, quando o campo em questdo era aquele de um
monop6lo BPS, e compararemos os resultados obtidos nos dois casos. Assim, substituimos as
relacdes acima nas equagoes (4.2) e mudamos para o referencial do observador em co-movimento
para obter °:

$Novamente, estamos usando a métrica de Minkowski com assinatura positiva.
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HEK 1= .
md = W[I(coshAﬂsinhA)—7sinh,\(1-6)17}+
H —HQ+K) /=~
47 727f4+ )(I-F’)-[(cosh)\+'ysinh)\)7"—fysinh)\(F-17)17]+
K2—rK' -1 /= .. K/, =
+——W‘—4—(I-r>(vx7"')+$(vxl>, (4.61)
N 1—-K r= HKcosh A /=
I = [Ix(z’;‘xf')}—h—————css (Ix6)+
T
!
_ —tanh -
+[7"H H(1+K7,2 tan )\)]cosh)\(f,.z_},) (Ixf’). (4.62)

A analise quanto & existéncia de pontos de equilibrio do sistema din&mico é equivalente ao
caso do campo BPS, ja que as mesmas equagcoes sdo obtidas: nao hé, também para esse sistema,
nenhum ponto de equilibrio. No que concerne a evolugdo temporal de um volume no espago de
fase, usando o Teorema de Liouville, novamente concluimos que o volume sé se conserva para
configuracdes especiais do sistema, dentre as quais se destaca o limite Newtoniano. Por fim,
devido & complexidade das equagGes acima, langamos mao de casos especiais e aproximagoes
para estudar as 6rbitas da particula.

O primeiro desses casos, inspirado pela secdo anterior, é quando hé4 apenas movimento radial,
isto &, movimento unidimensional. Como a estrutura vetorial de (4.61)-(4.62) é basicamente a
mesma de (4.8)-(4.9), concluimos que o movimento radial é possivel se a velocidade e o isospin
iniciais da particula apontarem na direcdo 7. Nessa situag8o, o isospin da particula permanece
constante durante toda a sua trajetéria, apontando sempre na direc@o radial, enquanto a coor-
denada 7 evolui de acordo com:

mr =

_;2._;; <cosh At S“f A) , (4.69)
em que a fungao V(r) é a mesma de (4.15); mais uma vez, salientamos o fato de a coordenada
r admitir tanto valores positivos quanto negativos. Fica claro que, no limite Newtoniano, essa
equacao é semelhante aquela do movimento radial Newtoniano de uma particula teste na presenca
de um monopoélo BPS; a unica diferenca é que, agora, a constante a é substituida por uma
"constante efetiva" @ de mesmo sinal mas de médulo maior:

o —a=ae, (4.64)

a qual carrega consigo a informacdo sobre o carater elétrico do dyon. Desse modo, a anélise
das érbitas da particula é equivalente & feita anteriormente, trocando, obviamente, o por & nas
equacoes relevantes.
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Também no limite ultra-relativistico, v~! — 0, vemos que o movimento radial da particula
'no campo do dyon é novamente semelhante ao seu movimento no campo BPS no mesmo regime.
Mais uma vez, a constante « é substituida por uma "constante efetiva" que ndo muda de sinal
e aumenta em moédulo:

a — @ = acosh A. (4.65)

Vamos estudar agora como ficam as oOrbitas radiais correspondentes ao campo do dyon para
qualquer velocidade. Da equagao (4.63), obtemos, multiplicando-a por 7, a seguinte constante
de movimento:

d [ m
dt Lcosh A
em que T é a energia cinética total relativistica da particula. A partir da expressdo acima
obtemos:

In (T/m + tanh A) + V(r)] =0, (4.66)

T(r) = ke~ V() ehX™ _ i tanh A, (4.67)

em que:

K= [T('r‘o) + mtanh )\] ecosh AV (ro)/m_

Logo, fazendo uma analise semelhante & do caso BPS-radial, vemos que existe ainda um ou
nenhum ponto de retorno para esse sistema, de modo que a particula sempre escapa. Assim
como antes, a direco preferencial de escape é o infinito positivo para o >0 e o infinito negativo
para o < 0, embora a localizagio dos pontos de retorno e o intervalo de energias para o qual eles
ocorrem diferem desse caso em relacido ao anterior. Portanto, concluimos que as orbitas radiais
da particula langada no campo BPS e no campo do dyon sao semelhantes globalmente.

Da lei de conservacio, podemos ainda obter as equagdes das 6rbitas das particulas:

r , _o1-1/2
/ dr’ [1 - (ﬁe—"(" yeoshA/m _ tanh /\) } = +t. (4.68)

o m

Para que possamos comparar essas orbitas obtidas com aquelas em que a particula estd
interagindo com o monopolo BPS, apresentamos na figura 4.6 trés graficos correspondentes s
trajetérias nos dois casos com condigdes iniciais To = 1072 e: (a) 7o = 0.01; (b) 7o = 0.5;
(c) 7o = 0.9, aléem de & = m = 1 e sinh A = 2. Observamos que, para altas velocidades, a
concordancia entre as 6rbitas é maior, j& que o fator ~~2, que & muito pequeno, de uma certa
maneira diminui a influéncia do fator A. J4 para velocidades mais baixas, esse fator desempenha
um papel mais relevante e as érbitas sao localmente distintas. Nos trés casos, vemos que 0s
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comportamentos globais das orbitas sdo semelhantes, o que também foi verificado para vérios
outros conjuntos de condicgbes iniciais.

Tendo estudado o movimento radial da particula na presenca de um dyon, podemos agora
estudar seu comportamento na regiao assintética, assim como fizemos no caso do campo BPS.
Repetindo o procedimento, chegamos &s seguintes equacoes:

« -

ma = ;%—5 [(cosh A + ~ysinh A) 7 — ysinh A (7 7) U] + " (7 x 9),
a = 0,
B = pue?
= —Bue, (4.69)

em que definimos novamente as coordenadas do isospin na base (4.12) como:

-

I'= of + B + pi.

Portanto, também nesse caso, a componente radial do isospin é constante, enquanto as outras
duas sdo oscilatdrias:

B(t) = B(0)cos (Ar(t)e")‘> + p(0) sin (Ar(t)e'k), (4.70)
p(t) = p(0)cos (Ar(t)e—)‘) — 3(0) sin (Ar(t)e‘*). (4.71)

Assim, a tnica diferenca destas expressdes para aquelas do caso do monopélo BPS é no
periodo de oscilagdo das funcdes senoidais. No que se refere ao sistema mecénico subseqiiente
de (4.69), podemos analisé-lo mais precisamente estudando o sistema em duas situagdes ex-
tremas, a saber, no limite de baixas e altas velocidades (limites Newtoniano e ultra-relativistico,

respectivamente). Desse modo, no limite v <« 1, a equacdo de movimento fica:

A
ae o
i=2 e &), 479
ma T3r+r3(r V) (4.72)
em que fizemos a aproximacao :
Fe (F-D)T=r[f -0 (F-0)0] ~rf. (4.73)

Fica evidente a semelhanca entre as expressbes (4.30) e (4.72); a presenca do dyon afeta
apenas a contribuicdo analoga ao campo elétrico, o que era esperado, uma vez que o dyon pode
ser interpretado como uma entidade que carrega carga elétrica além da magnética.

6A qual é coerente com todas as feitas até agora nesse limite, j4 que desprezam-se termos O(v?).
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Figura 4.6: Orbitas radiais de uma particula no campo de um monopélo BPS (linha cheia) e no
campo de um dyon (linha pontilhada), lancada de ro = 1072 e com: (a) 7o = 0.01, (b) 7o = 0.5
e (c) 70 =10.9,altm de a =m =1esinhA =2
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“Aplicando o mesmo procedimento da se¢do anterior, obtemos as seguintes constantes de
movimento para o sistema (4.72):

oo e
2 T
L = m|Ffx7],
J = m(7x7)+af (4.74)

as quais podem ser interpretadas como a energia total, o médulo do momento angular orbital e o
vetor momento angular total, respectivamente. Dos mesmos argumentos usados anteriormente,
vemos que o movimento da particula fica restrito & superficie conica com eixo Je semi-angulo
de abertura (4.34). Além disso, as expressdes para r(t) e ¢(t) continuam descritas por (4.45) e
(4.47), desde que se faga a substitui¢do de « pela "constante efetiva” ae. Portanto, para baixas
velocidades, a particula pode executar érbitas fechadas.
Por outro lado, podemos estudar (4.69) no limite ultra-relativistico, isto é, para v = 1:
ma=——as;;l?’\[f—(f.a)m%(fxﬁ). (4.75)
Comparando a expressio obtida com (4.49), vemos que a principal diferenca esté na presenga
de termos nas direcbes 7 e 9. Fazendo o produto escalar de (4.75) com o vetor velocidade,
obtemos uma lei de conservagdo para a energia total relativistica:
E=nw+g%$i:T+g%£§=a@ (4.76)
em que T é, claramente, a energia cinética total relativistica da particula. Assim, neste caso,
diferentemente de antes, a presenca do dyon ocasiona o aparecimento de um termo potencial,
o qual, todavia, pode ser desprezado frente a energia cinética, ja que, nesse regime assintotico
ultra-relativistico, v > 1 e ~! <« 1. Portanto, podemos considerar a energia cinética constante.
Tomando o momento angular relativistico total:

m (7 X 7)
V1-—12?

vemos que ele continua conservado e sem nenhuma contribuicdo extra do dyon em relagédo ao

J= + of, (4.77)
monopolo BPS. Portanto, novamente as trajetorias da particula ficam confinadas num cone de
eixo J e semi-angulo de abertura (4.34), ou seja, 0 mesmo cone do caso do monopdlo BPS. Além
disso, 0 momento angular orbital também é conservado e, como as trés constantes de movimento
s30 exatamente as mesmas do caso BPS, as érbitas da particula sdo dadas pelas mesmas equagoes
de 7(t), 6(t) e #(t), sem nenhuma contribuicdo adicional do dyon, ou seja, sem o aparecimento
do termo \. Desse modo, a exemplo do que foi explicado no caso do movimento radial, o limite
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ultra-relativistico suplanta as diferencas entre os casos em que o campo de interagdo € o monopdlo
BPS ou é o dyon.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nessa dissertacdo, apresentamos o movimento relativistico que uma particula com isospin
desenvolve na presenca de alguns tipos de campos soliténicos, baseados em novas expressoes
propostas para descrever as equacgbes de movimento do corpo. Como resultado geral, observamos
que, tanto quando consideramos apenas um campo escalar como quando acrescentamos ainda
um campo de gauge, o isospin da particula se acopla ao campo transferindo energia no espago
externo para energia no espago interno. A falta de uma expressao que quantificasse esse @ltimo
tipo de energia, a qual ocasiona a precessdo do isospin, impediu que obtivéssemos uma constante
associada & energia total do sistema, isto é, & energia no espago externo, bem determinada,
somada & energia no espago interno.

No que se refere as formas das érbitas da particula, alguns resultados valem ser ressaltados.
No caso em que 0 campo com 0 qual o corpo interage é um séliton do modelo O(3) ndo-linear,
obtivemos que todos os pontos de equilibrio do sistema dindmico sao instaveis e que, assinto-
ticamente, a particula atinge um regime de velocidade e isospin constantes. Esses dois fatos,
confirmados por célculos numéricos de trajetérias, indicam que nao hé drbitas fechadas para o
sistemna em questdo, fazendo com que a particula sempre escape para o infinito. O valor nulo
obtido numericamente para os expoentes de Lyapunov referentes a varios conjuntos de pares de
orbitas com condigbes iniciais proximas a pontos de equilibrio tipo sela, sendo uma na diregao
de afastamento e outra na de aproximagdo, indicou a auséncia de comportamento cadtico para
o sistema.

Quando consideramos a interagdo entre a particula com isospin e o monopodlo BPS, o qual
no infinito comporta-se como um monop6lo magnético, obtivemos um interessante resultado no
regime assint6tico: tanto para o limite Newtoniano (baixas velocidades) quanto para o limite
ultra-relativistico (altas velocidades), as 6rbitas do corpo ficam sempre restritas a uma superficie
conica. Apesar de essa propriedade ndo valer para velocidades intermediérias, ela nos remete
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a0 ja bem estabelecido resultado do Eletromagnetismo de que uma carga elétrica pontual na
presenca de um monop6lo magnético fica restrita a mover-se num cone (ver, por exemplo, [25]
ou [26]). Assim, mesmo tendo partido de uma abordagem completamente distinta da usual, j&
que consideramos uma solugdo de uma teoria de gauge ndo-Abeliana e uma nova proposta de
expressao para a quadriforca, chegamos a um resultado qualitativamente semelhante. A principal
diferenca € que, no nosso caso, vimos ser possivel a existéncia de orbitas fechadas ou limitadas,
mas que s6 podem ocorrer para baixas velocidades, j& que, para altas, obtivemos que todas
as trajetérias escapam. Ainda no que tange o movimento da particula colorida no campo do
monopolo BPS, observamos também a possibilidade de movimentos radiais (unidimensionais,
portanto) cujas orbitas sempre sdo abertas, independente da velocidade do corpo.

O dltimo sistema que estudamos foi referente ao movimento de uma particula com isospin
na presen¢a de um dyon de Julia-Zee. Observamos vérias semelhancas entre ele e o sistema
compreendido pelo monop6lo BPS, o que era de se esperar, dada a natureza analoga das duas
solugoes. Novamente, observamos a ocorréncia de oérbitas abertas em movimentos unidimensio-
nais e de trajetorias restritas a uma superficie conica no regime assintético, tanto nos limites de
alta como de baixa velocidades. O resultado mais interessante, nesse caso, foi o aparecimento
de um fator proporcional & carga elétrica do dyon em um dos termos da equagdo de movimento
da particula no regime assintético para baixas velocidades, que pode ser interpretado como um
acréscimo no "campo elétrico efetivo" sentido pelo corpo.

Para se aprofundar mais nos estudos desse tipo de sistema, o préximo passo seria estudar
outras configuragdes de campos com outros significados fisicos; mais especificamente, poder-se-ia
analisar o movimento de uma particula interagindo com instantons, como o de Yang-Mills, por
exemplo. O interessante desse tipo de configuracgao € a existéncia de solu¢des de multi-instantons,
0 que permitiria criar sistemas anélogos aos daqueles de problemas de mais de dois corpos.
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Apéndice A

Modelo O(N) Nao-Linear

Consideremos N campos escalares ¢%(z) num espago-tempo plano em que néo ha potenciais

externos e submetidos ao seguinte vinculo:

¢%6% = 1. (A.1)

Um modelo como esse recebe o nome de O(N) ndo linear. Neste apéndice, vamos nos ater
ao caso em que N = 3 e o espago-tempo tem trés dimensoes (duas de espago, z e y, e uma de
tempo, t). Usaremos a seguinte convencao de indices: letras gregas minusculas correspondem 3as
coordenadas do espaco-tempo, letras latinas mintsculas do meio do alfabeto (i, 7, k...) referem-
se a coordenadas espaciais do espago-tempo e letras latinas mintisculas do comego do alfabeto
(a,b,c...) correspondem as coordenadas do espago interno. Para essas ultimas, relaxaremos a
convencdo da soma de Einstein, considerando somados indices repetidos em quaisquer posigoes.

No modelo O(3), observa-se claramente que a teoria deve ser invariante por SU(2), de modo
que esse é 0 espaco interno que consideraremos. Como queremos um modelo que trate apenas
de campos escalares, ndio aplicaremos o Principio de Gauge, o qual originaria trés novos campos
vetorials.

Como ndo ha potenciais externos, podemos escrever a Lagrangeana do sistema como:

£ =5 (0,8 (%), (A2)

Para obter as equacbes de movimento, devemos usar o método dos multiplicadores de La-
grange:

oL oL of
- A = 0. A.
o5~ *5@em e " (49)
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No nosso caso, temos que f = ¢%¢% — 1. Assim, substituindo isso nas equagdes acima e
usando (A.2), obtemos as seguintes equacdes de movimento, em forma vetorial !:

8,046 + ¢ =0, (A4)
em que definimos o = —2). Aplicando ¢- a (A.4) e usando o vinculo (A.1), obtemos:
o=—¢- 8,0, (A.5)

de modo que as equagbes de movimento ficam:

(8u6" - §- 0,0#8) 6 =0. (A.6)

Queremos encontrar uma solucdo nao singular para a equagdo de movimento, que € nio
linear; em particular, vamos procurar uma configuragdo do tipo séliton, que, nesse contexto,
entenderemos como uma solucao cuja densidade de energia seja localizada, finita e ndo-dispersiva.
Uma maneira de se encontra-la é tomando solugdes estaticas e impondo que a energia seja finita
(J& que, como ela é estatica, ela é ndo-dispersiva). Nesse caso, as equagdes (A.6) ficam:

Vi3~ (¢-9%) 6 =0, (A7)

e a energia do sistema assume a forma:

E= % / (aﬁ) : <81‘¢‘>'> &z, (A.8)

Assim, para que a energia da solugdo seja finita, & necessario que, assintoticamente, ela caia a

zero. Mas energia nula s é alcancada se 83-(5 = 0, ou seja, s6 é alcancada por uma configuracio

tal que ¢(z,y) = ¢©, em que ¢© & um vetor unitério constante (igual para todo (z,y),

portanto), que pode apontar, no espaco interno, para qualquer dire¢do. Desse modo, para que

assintoticamente a energia seja nula, é preciso que a solugdo estatica tenda a essa configuracio
de energia nula, isto & %:

r|lgradé|| — 0 para r — co < lim @(z,y) = ¢ @, (A.9)
T—00

Agora, a condi¢do de que, no infinito do espago externo, em todas as dire¢des o campo

—

o(z,y) tenda a qg ©) implica que podemos compactar o plano (z,y) numa superficie esférica 52f is,
de modo que seu p6lo norte seja exatamente o circulo no infinito. Além disso, o campo 5 ©

10s vetores usados nesse apéndice referem-se ao espago interno.
20 fato de haver um gradiente de um vetor na equagio que segue nao deve causar espanto, pois o gradiente

é em relacdo ao espago externo e o vetor ¢ é um escalar nesse espago, uma vez que ele se comporta como vetor
apenas no espaco interno.
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pode apontar em qualquer direco do espaco interno, o qual é, devido ao vinculo (A.l), uma
outra superficie esférica, a qual denominaremos de S&™. Assim, a condigdo de a energia ser finita
implica que a solugdo estatica q;(m, y) deve ser um mapa S{is — Sint,

Nesse ponto, podemos usar o resultado da Topologia que diz que todos os mapas nao-
singulares que vao de uma superficie esférica a outra sdo divididos em setores de homotopia
incomunicéaveis, ou seja, um mapa de um certo setor ndo pode ser continuamente deformado até
um mapa de outra se¢do. Além disso, esses setores formam um grupo isomoérfico aos inteiros, o

que é denotado por:

72 (S2) = Z, (A.10)

em que 73 (S2) significa o grupo de homotopia dos mapas So — Ss. Os inteiros associados a cada
setor, que denominaremos daqui por diante de (), indicam basicamente o nimero de voltas que
se d4 em uma das esferas quando da aplicagdo do mapa a uma volta completa na outra esfera.

Voltando ao nosso problema, as solucoes estaticas de energia finita tém a elas associado um
ndmero inteiro caracteristico ), o qual também é conhecido como carga topoldgica. Pode-se
mostrar que essa carga pode ser escrita como uma integra¢io no espaco externo 3:

Q= §1; / - (3#5 x 8,5) &z, (A.11)

j& que, através de uma mudanca de variaveis para os angulos polar e azimutal que descrevem a
superficie esférica interna, obtém-se que Q ¢ o nimero de vezes que se percorre S5 a cada volta
percorrida em S{ is, segundo o mapa ¢*(z,y).

Toda essa anélise de grupos de homotopia foi feita impondo que ¢ tivesse energia finita.
Porém, nada garante, pelo menos até agora, que essa configuracdo seja também solucdo da
equacdo de movimento (A.7). Para fazer isso, pode-se usar um procedimento interessante para
simplificar as contas [27]; consideremos a seguinte desigualdade:

[ @al(0,3% 66 x 0,6) - (3,6 10 x 88)) 20, (A12)

que segue das propriedades de produto escalar no espaco Euclidiano. Usando o vinculo (A.1) e

fazendo algumas manipulagoes, obtemos que a expressao anterior € equivalente a:

/ &’z (8#5) : (a,ﬁ) > / e, <8#q_5 x8,8) = E > 4r]Q|. (A.13)

Agora, sabemos que solucoes estaticas da equagdo de movimento (A.7) extremizam n&o s6 a

agdo do sistema, mas também a sua energia, pela propria definicio de Hamiltoniana. Assim, as

3A partir de agora, estaremos relaxando a convengio da soma de Einstein para os indices referentes ao espago-
tempo de Minkowski também.
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solugbes podem ser obtidas tomando a igualdade na expressdo anterior, j& que ela é um limite
inferior para a energia do sistema. Assim, como cada setor de homotopia & incomunicéavel, a
extremizacdo da energia pode ser feita independentemente para cada setor @, de modo que a
nova equacio que os campos devem satisfazer fica:

8u$ = j:f;w(; X 81/(;, (A.14)

que resulta da igualdade na expressdo inicial (A.12). Assim, solugdes estaticas das equagdes
de movimento (A.7) que possuem energia finita satisfazem (A.14), a qual € bem mais simples
que a original, por se tratar de uma equagéo de primeira ordem. Para resolvé-la, mudamos de
coordenadas através de uma projecao estereografica da esfera interna S num plano paralelo a
(é1, ¢2) que contém o polo sul e descrito por coordenadas cartesianas (w1, we):

Wy = 2¢1
1—¢3’
2¢2
wo = . A.lb
27 143 (4.15)
Definindo:
W =wi + wsy
e usando (A.15) em (A.14), obtém-se que:
Bwl 80)2
= =
Oz oy’
8w1 _ 8(.02
5y 5. (A.16)

As equacdes acima sdo diretamente reconhecidas como as relagdes de Cauchy-Riemann para
que w seja analitica em z = z + iy (sinais inferiores) ou z* (sinais superiores). Assim, qualquer
funcdo analitica de z ou 2* é solu¢ao da equagdo (A.14); salientamos que a fun¢do néo precisa ser
inteira, ou seja, pode ter pélos isolados, mas néo pode ter cortes, ja que 5 deve ser uma funcao
de valor tnico. Desse modo, uma solu¢do padrdo possivel é:

w(z) = (""Z‘))n. (A.17)

«Q

em que zp € o s&0 constantes arbitrarias e n € um ndmero inteiro qualquer. Calculando o valor
de Q através de (A.11), obtemos que @ = n, ou seja, 0 expoente & a carga topolégica. Isso
poderia ter sido inferido diretamente de (A.17), j& que, para um valor fixo de w, existem n
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valores possiveis de z. Vale ainda dizer que as outras duas constantes que aparecem, zp € &, a0
reflexos da invariancia translacional e de escala da Lagrangeana original do modelo.
Para obtermos uma solucdo explicita, escolhemos zg = 0 e = 1 e passamos para coordenadas

polares (r,6), ou seja, z = re®. Voltando para as varidveis originais ¢%, temos que (n = Q):

p 479 cos (Q8)
1 7"2Q 44 ’
by = 4r9 sin (Q9)
L r2@ 44 °
r2Q@ — 4
¢3 = pTo R (A.18)

é uma solucdo com carga topologica @ e energia finita E = 47|Q)|. O fato de o ponto ¢% = 1s6ser
alcancado para r — oo resulta da escolha do tipo de projegao estereogréfica feita anteriormente.
Por fim, salientamos que essa solugdo é estatica, mas pode gerar uma solucdo dependente do
tempo que se move sem distorcer sua forma através de uma transformac@o de Lorentz (j4 que a
Lagrangeana original é invariante por transformacdes de Lorentz).
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