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RESUMO

Apresentamos neste trabalho, um estudo numérico da infizéncia da quebra
de simetrias discretas nos comportamentos cléssico e quantico de sistemas
Hamiltonianos com dois graus de liberdade. A Hamiltoniana estudada,
possui inicialmente as simetrias de reversdo temporal e reflexao espacial e
representa o movimento de uma particula carregada num potencial
bidimensional, o potencial Neison. Introduzimos entiao, um termo cz> que
quebra a simetria de reflexio espacial e, em seguida, os termos #p, e 8p,,
que representam a adi¢do de um campo magnético perpendicular ao plano
ry e quebram a simetria de reversio temporal. Procuramos observar
através da secdes de Poincaré e das familias de 6rbitas periddicas, como se
alt. as bifurcac¢oes ao fazermos ¢ e § diferentes de zero. Essas familias
sdo identificadas na transformada de Fourier do espectro suavizado.
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Capitulo 1

Introducao

Nos iltimos trinta anos aproximadamente, tem se verificado que a
teoria da mecanica clissica de Newton estd longe de ser um assunto aca-
bado e sem interesse para a Fisica Moderna. Com os trabalhos tedricos
de H. Poincaré do comego do século e mais recentemente com uma série
de cilculos computacionais, verificou-se que sistemas aparentemente muito
simples {como uma particula movendo-se numa superficie bidimensional}
poderiam apresentar movimentos altamente instdveis, de tal forma que tra-
jetdrias inicialmente muito préximas, se afastariam exponencialmente uma
das outras decorrido algum tempo. O estudo de sistemas cadticos (onde o
movimento é sempre instdvel) ¢ de sistemas ndo-integriveis (onde o movi-
mento é parte cadtico, parte regular) sao de grande importancia em Fisica.,
pois s5do caracteristicos de sistemas nio-lineares, em geral.

Se por um lado a teoria clissica de “sistemas dindmicos” é hoje em
dia bem estabelecida do ponto de vista matemaitico, pouco se sabe sobre o
comportamento quantico e sistemas cujo andlogo classico apresenta caos.
A pergunta que se procura responder é:

Que caracteristicas especiuis possuem os sistemas qudnticos com andlogos
cldssicos cadticos, que os sistemas com andlogos requlares ndo possuem?
A meihor forma de se responder cssa pergunta ¢ olhar para o limite se-
micldssico A — 0 onde os efeitos cldssicos sio mais pronunciados. Nesse
limite exister férmulas (1], que relacionam o espectro de energia do sistema
quantico com as orbilas periddicas de seu andlogo cldssico. Virios calculos



numéricos recentes tem confirmado a importéincia das orbitas periédicas nas
auto-energias e auto-fungdes de sistemas Hamiltonianos. Sendo assim, o es-
tudo das propriedades dessas drbitas {estabilidade, bifurcagoes, etc.) tem se
tornado cada vez mais relevante,

Sistemas fisicos invariantes com respeito a certas transformacgdes. por
exemplo simetrias. sio muito comuns em Fisica. Lssas simetrias, no en-
tanto, sio muitas vezes quebradas, quando esses sistemas sdo acoplados
a outros sistemas, ou mesmo a ruidos externos. Um exemplo importante
sio os sistemas Hamiltonianos invariantes por reversio temporai [2]. Nesse
caso, a introdugio de campos magnéticos pode alterar esse quadro no caso
de particulas carregadas. A quebra de simetria provocada pela agdo des-
ses campos tem consequéncias importantes tanto do ponto de vista classico
quanto quantico. Mostra-se, por exemplo, que existem alteragdes qualitati-
vas em certas bifurcagdes de 6rbitas periddicas [3].

Estudamos neste traballo, os efeitos cl4ssicos e quanticos da quebra
de simetrias discretas em um sistema Ilamiltoniano com dois graus de li-
berdade. Em particular, estudamos o comportamento de familias de orbitas
periédicas para o problema de uma particula carregada movendo-se em uma
superficie bidimensional sujeita o um campo magnético constante na direqao
perpendicular a essa superficie. Podemos descrever esse sistema por uma
Hamiltoniana do tipo:

1 .1
H(2:pes s py) = 5 (02 + Ay + 5Py = Byt + Viz,y)

onde § = eBy/2c sendo ¢ a velocidade da luz.

A presenga do campo magnético quebra a simetria de reversao tempo-
ral do sistema. Em um trabalho recente [4], mostrou-se que essa quebra de
simetria altera qualitativamente o comportamento das érbitas periédicas e,
em particular, altera um tipo de bifurcagio que essas Grbitas podem apre-
sentar.

Nosso objetivo foi assim, fazer um estudo numérico da influéncia do
campo magnético nas bifurcacdes das érbitas periddicas mais simples do
sistema e analisar o efeito destas hifurcagdes no espectro do correspondente

sistema quantico. Para que a anilise quantica fosse a mais simples possivel.



V(z,y) foi escolhido de maneira conveniente. Em particular ele é limitado,
“um vale profundo”, (para garantir o espectro discreto} e a érbita periédica
analisada apresenta o tipo de bifurca¢o que é modificada pela presenga do
campo magnético. O potencial escolhido, apelidado de potencial NELSON,
foi inventado por Baranger e é de interesse em Fisica Nuclear [4], pois sua
forma é propria para simular um grau de iberdade coletivo. Esse potencial,
assim representado:

22\ g2
Vie,y) = (y - "2—) +tuz (a=01).

tem a simetria V(z,y) = V(~2z,y) e ja foi amplamente estudado {4]. No en-
tanto, para ficar um estudo mais genérico, introduzimos um outro parametro
¢, que quebra a simetria de reflexao z — —z, de forma que a Hamiltoniana
estudada tem a seguinte forma:

1 , 1 \ 2\ e
H(x,pz,y,py)=§(p=+ﬁw +§(py—ﬁx) tly—5 et tug.

Ressaltamos que a investigagao numérica da quebra de simetria no
espectro nio é trivial e tem grande importéncia para o estudo de proprie-
dades semiclassicas de sistemas nao-integrdveis. Sendo assim, a anélise dos
resultados sera sempre feita em funcdo dos pardmetros ¢ e 3 de quebra de
simetria. '

Organizamos este trabalho como se segue: No capitulo 2, abordamos
as caracteristicas gerais dos Sistemas Dinimicos e em particular, dos Sis-
temas Hamiltonianos de maneira informal, n3o intencionando provar suas
propriedades fundamentais, mas sim melhor entendé-las.

No capitulo 3, mostramos o comportamento de sistemas nao-lineares,
analisados & luz do Teorema KAM. Enfatizamos que caos nao é para ser
relacionado simplesmente com desordem. inas sim com um tipo de ordem



sem periodicidade. Defrontamo-nos com a dificuldade de calculo causada
pela separagio exponencial de 6rbitas vizinhas no sistema caético, o que
em principio induz a conclusio de que experimentos numéricos nada podem
dizer acerca das propriedades das regides cadticas, mas logo vemos que 2 dis-
tribuigdo de pontos na segio de Poincaré, destes sistemas. tem propriedades
estatisticas bem definidas.

No capitulo 4, abordamos o Caos Quantico, fazendo um estudo da
Férmula do Traco de Gutzwiller, vendo assim, como as 6rbitas periédicas
aparecem no calculo da densidade de estados de sistemas quénticos, cujo
andlogo cldssico é cadtico. Apesar de chegarmos a uma expressio fechada,
percebemos logo que é dificil manused-la, pois requer um conhecimento de
todas as érbitas periddicas do sistema classicamente caético.

Esses primeiros capitulos introduzem de maneira geral, toda a teoria
que usamos nos cilculos ou na andlise de resultados ! . Tendo em vista que,
essa teoria estd amplamente estabelecida, ela foi colocada nesta dissertacio
por motivo de completeza. Mas também, em respeito ao leitor j4 familiari-
zado com o assunto, os nossos resultados foram cuidadosamente separados
da introdugao teérica, compondo assim os seguintes capitulos, ou seja, no
que podemos chamar de segunda parte desta dissertagio. a comecar pelo
capitulo 5, analisamos as se¢des de Poincaré do potencial NELSON, quebra-
mos as simetrias da Hamiitoniana e discutimos seus efeitos aparentes nas
segoes,

No capitulo 6, calculamos as familias de érbitas periddicas do potencial
Nelson e observamos como reagem as bifurcacoes ao quebrarmos as simetrias
de reflexdo espacial e reversao temporal,

Finalmente no capitulo 7, a quebra de simetrias é observada na trans-
formada de Fourier do espectro quéutico suavizado do potencial Nelson
quantico e o capitulo 8, fecha esse trabalho com nossas conclusdes e per-
pectivas,

'Para escrever esses prineiros capitulos, fiz um apanhado de referéncias bésicas como
o livro de Ozério de Almeida (5], notas de aula de Marcus A. M. de Aguiar [6], o trabalho
de Berry {7] e principaimente Chaotic Beliaviour of Deterministic Systems [8]. Tomei
também por base. preficios e introducdes de alguns livros e varios trabailios, entre eles,
convém citar: Order with Chaos [9], Quantum Chaos {10), An lutroduction to Chaotic
Dynamical Systems [11], Chaos [12] e tambdin Caos, A criaciode wina nova ciéncia [13].



Capitulo 2

Caracteristicas Gerails dos
Sistemas Dinamicos

Por sistema dinamico, nos cntendemos um sistema, cuja natureza
({isica, quimica, eletromecénica, bioldgica, ccondmica, etc.) pode ser des-
crita por varias formas matematicas: equagoes diferenciais ordinarias (au-
tondmas ou nao), equagdes diferenciais parciais, mapeainentos (inversiveis
on nio) da linha ou do plano. Dessa forma, surge um campo de inves-
tigacio muito amplo. dado que cle abrange a andlise de todos os fendomenos,
inclusive os dependentes do tempo. Tratando os principais tipos de com-
portamento ou evolugiio sem referéncia direta a matéria real através da qual
os fendmenos se manifestam. este corpo de doutrina exibe um alto grau de
generalidade e de universalidade que, neste sentido, parece uma teoria [isica
poderosa e estruturada.

Vamos distinguir, claramente, cutre sistemas com atrito ¢ aqueles sem
atrito, pois os dois nao levam & mesma classe de problemas. A presenga
de atrito interno, no sentido mais geral do termo, tem como um coroldrio a
existéencia de um atrator, isto ¢, de um limite assintético (quando ¢ — )
das solucdes, um limite no quat a condiciio inicial — o ponto de partida —
nao tem influéncia direta. Em mecanica, o atrito acarreta uma diminuigao
continua da energia. portanto. os correspondentes sistemas sio chamados
dissipativos. Os sistemas sem atrito, chamados conservativos ou lla-



miltonianos, mais uma vez com referéncia a mecdnica tem seu particular
interesse e utilidade. Em particular, certas uestdes de indisputivel im-
portincia pratica, como a evolugdo do sistema solar ou © comportamento
de um plasma em um acelerador, por exemplo, estdo sob seu dominio. Es-
tes assuntos requerem métodos especificos. pois a auséncia de um atrator
confere uma influéncia determinante das condigdes iniciais.

Entre os grandes problemas ndo resolvidos da mecénica cldssica, a
turbuléncia é o mais velllo. [0 interessante notar que hd trinta anos, apro-
ximadamente, pouco mais era sabido sobre turbuiéncia que no comego do
século dezenove, quando Navier obteve as equagdes que governain o fluxo de
um fluido. Aqui estd algo que parece extraordindrio, yuando consideramos
o progresso, desde entdo, acompanhado no entendimento da estrutura da
matéria tio bem como o do universo.

O principal objetivo deste capitulo é dar uma pequena introducio aos
sistemas dinamicos. Segue-se, portanto uma apresentagio informal. descri-
tiva e nao-rigorosa. Queremos entender as propriedades fundamentais dos
sistemas dinamicos mais que provd-les. Os resultados matemiticos serdo
mencionados somente quando tenham um papel essencial nos eventos (ex.
o teorema de KAM, ou a teoria dos expocntes de Liapunov, ctc.}.

2.1 Generalidades

2.1.1 Sistemas dinamicos

Do ponto de vista dos fisicos. um sistema dinadmico pode ser definido
como algum sistema fisico tal que:

s seu estado em um dado tempo é completamente definido pelos valores
de N variaveis z,,...,%n;

e sua evolucdo & dada por um sistema de ¥ equagdes diferenciais or-
dindrias:



dzfdt filzy, oo en)

i

da [ dt filzyy...ozn) (2.1)

As N varidveis dependentes podem representar quantidades {isicas
arbitrarias: posi¢des, velocidades, angulos, temperaturas, pressoes.

Definindo um vetor X de componentes I;,...,Zy € um vetor £ com
componentes fi,..., fn, nés podemos escrever o sistema diferencial, mais
simplesmente, ou seja:

dX
dt

= F(X) (2.2)

N éa ordem do sistema dinimico.

O fato de que todas as equagdes siao supostas como sendo de primeira-
ordem ndo é uma restrigio como poderia parecer a primeira vista: um
sistema diferencial seinpre pode ser colocade nesta forma introduzindo-se
varidveis adicionais.

O sistema (2.1) ¢ autonémo, o que significa que ¢{ nio aparece no
lado direito da equagdo. Mais uma vez, isto nio ¢ realmente uma restricio:
um sistema ndo-autondmo pode ser transformado em um sistema autondémo
introduzindo-se varidveis adicionais.

2.1.2 Espago de Fase

Uma representa¢io muito util do sistema dindmico é o espago de
fase. Este é simplesmente um espago de N dimensdes com z,,...,zx como
coordenadas. O estado do sistema num dado tempo é representado por um
ponto no espago de fase. Este ponto se move com o tempo e seu vetor ve-
locidade ¢ F. Esta velocidade ¢ conhecida do sistema (2.1): de fato. dado o

sistema (2.1), podemos tnediatamente desenhar o vetor vetocidade em todo
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Figura 2.1: campo de velocidades.

o espago de fase como na fig. (2.1). Os pontos representativos descrevem
uma curva, chamada trajetoria ou orbita, que é tangente ao campo veto-
rial em cada ponto. Assim, simplesmente colocando o campo de velocidades
no espago de fase podemos ter alguma idéia da forma das solugdes. Note
que isto € possivel somente porque todas as equagdes diferenciais em (2.1)
sdo de primeira-ordem e o sistema ¢ autondémo.

Através de um ponto no espago de fase passa em geral, uma trajetédriae
uma s6. Fisicamente: se o estado do sistema é conhecido em um dado tempo,
entdo sua evolugdo futura estd determinada. Seu passado também esté de-
terminado, porque o sistema (2.1) pode ser integrado para trds no tempo.
Como consequéncia, duas trajetérias partindo em dois pontos diferentes, em
um dado instante, nunca irde coincidir em nenhum tempo posterior.

2.1.3 Integrais de Movimento

Uma integral de movimento de um sistema diferencial ¢ uma fung¢io

I{zy,...,zN), cujo valor ¢ uma constante. Em outras palavras, ela satisfaz
2 equacao identicamente

10



a_zlft+...+.?N.fN= . (2.3)

Considere nro espaco de fase, o subspaco definido por f{z) = C,onde C
é uma constante. Ele é uma variedade de dimensao (¥ — 1}. Se agora, damos
para C todos os valores possiveis , obtemos uma familia de tais variedades,
as quais ocupam o espago de fase completamente. Portanto, se conhecermos
uma integral /, podemos efetivamente reduzir a ordem do sistema de uma
unidade. Para fazer isto, escolhemos um valor definido para C; resolvemos
a equagio f(z) = C para t,, por exemplo; substituimos esta expressido para
I, nas primeiras (N — l) equagoes da (2.1), e tiramos a Gltima equagao.
Resuita, assim, um sistema de ordem (N — 1).

Se estamos interessados em uma trajetéria particular, entdo o valor
de C é determinado pelas condigdes iniciais. Se por outro lado, queremos
estudar todas as solugdes do sistema, entdo C deve ser considerado como
um parametro e a {N — 1}-ésima ordem do sistema pode ser estudada para
todos os valores deste parametro,

Mais geralmente, se p integrais [,...{, sao conhecidas, entio cada
trajetéria é restringida a uma variedade de (N — p) dimensdes, definida por:

Liz)=Cy... fplz) = Gy (2.4)
e a ordem do sistema cai para (N — p).

As integrais sio frequentemente deduzidas de consideragdes fisicas (leis
de conservagio),

2.1.4 Exemplos de comportamento em Sistemas Dinamicos

Dado um sistema dinimico na forma (2.1}, duas situagdes podem ocor-
rer:



1. A solugio geral pode ser explicitamente escrita, na forma z(ay,....ay,t),
onde os a; sio as constantes de integracio . Um exemplo é o pro-
blema gravitacional de dois corpos. O problema pode ser considerado
completamente solivel, dado que as informagdes desejadas podem ser
facilmente obtidas da solugio explicita.

2. Nenhuma solugio geral explicita é conhecida. Um exemplo é o pro-
blema gravitacional de trés corpos. Nds podemos distinguir dois casos:

(a) A solugido ¢é desejada somente para um intervalo finito de tempo,
da mesma ordem da escala de tempo natural do sistema. Exem-
plo: computacdo das posigdes dos planetas para os préximos 100
anos. As integra¢des numéricas dao a resposta desejada.

(b) A tnica solugio de interesse ¢ aquela para um tempo longo com-
parado a escala de tempo do sistema. Exemplo: construgio de
um acelerador de particulas, onde as particulas podem efetuar
10*! revolugdes. Essencialmente, o que queremos saber em tais
casos é o comportamento assintético das solugoes para t - oo.
Nés podemos distinguir entre dois tipos de trajetérias:

i. As trajetérias ndo-recorrentes que sao aquelas, que, gros-
seiramente falando, nio voltam para as regides onde tenham
visitado; o exemplo mais simples é a trajetéria que vai para o
infinito. Neste caso, nada de muito geral pode ser afirmado,
ou seja, visto que, a trajetdria esti constantemente entrando
em novos territérios no espago de fase, coisa que acontece,
dependendo da forma do campo de velocidades que ela tem,
entdo nenhuma teoria geral é possivel. Um exempio é o pro-
blema de dois corpos com potencial repulsivo, onde os dois
corpos escapam para o infinito.

ii. As trajetérias recorrentes, ao contrério, sido aquelas que
voltam outra vez, indefinidamente, para alguma parte do
espaco de fase a qual elas ja visitaram. Este é o caso que
d4d margem ao comportamento mais complexo e interessante.
O fato que as mesmas regides do espago de fase sdo visitadas
muitas vezes significa que a trajetéria nio pode ser completa-
mente arbitrdria: certas regularidades devein estar presentes.

L2



Isto permite encontrar propriedades que sdo validas para uma
ampla classe de sistemas dinamicos. Este dltimo caso, o qual
felizmente inclui os malis interessantes sistemas dindmicos re-
ais é o que serd considerado daqui para frente.

Devemos observar que um dado sistema pode exibir ambas
trajetérias recorrentes e ndo-recorrentes, por exemplo, o
probiema de dois corpos. Trajetérias ndo-recorrentes e tra-
jetérias recorrentes sio também chamadas respectivamente,
errantes e nao-errantes.

Para conseguirmos um bom entendimento do comportamento de um
sistema dinimico devemos rever um nimero de fatos basicos e definigdes.

2.2 Secao de Superficie e Mapas

Ao estudarmos os sistemas complexos, é 1til introduzir o conceito de
espaco de fase. Espantosamente, este conceito, que agora é tao amplamente
explorado por especialistas no campo de sistemas dinamicos pode ser en-
contrado em “Mathematical Principles of Natural Philosophy” de
Newton, publicado em 1687,

O espago de fase proporciona uma maneira de transformar nimeros em
imagens. extraindo todas as informagdes essenciais de um sistema de partes
méveis, mecanicas ou fluidas, e tracando um mapa rodovidrio flexivel de
todas as suas possibilidades. No espago de fase, o conhecimento total sobre
um sistema dindmico nuin instante unico de tempo resume-se a um ponto:
Este ponto é o sistema dindmico-naquele instante. No instante seguinte,
porém, o sistemna terd se modificado, mesmo que seja levemente, e assim o
ponto se move. A histéria no tempo de um sistema pode ser registrada num
grafico pelo ponto mével, tragando-se sua 6rbita pelo espago de fase com a
passagem do tempo.

Como podem todas as informagdes sobre um sistema complicado estar
armazenadas num ponto? Em sistema mecinicos regidos pela equagido de
Newton, o conhecimento da posicio e do momento num dado instante sao
suficientes para determinar o estado do sistema.

13



A introdugio do espago de fase foi um passo poderoso do ponto de
vista matemdtico, mas ele representa um retrocesso do ponto de vista da
intuicio humana, pois o velho espago euclideano tridimensional transforma-
se num espago de fase de seis dimnensées, trés para as coordenadas e trés
para os momentos. Como visualizar seis dimensoes?

A maioria dos sistemas complexos. tém muitos graus de liberdade, ou
seja, precisa de muitas varidveis para descrevé-lo de modo que a fotografia
do espago de fase desse sistema complexo num dado instante pode ser um
omaranhado confuso, impossivel de¢ se visualizar. Como tirar informagoes
deste sistema? De modo geral, as érbitas de um sistema percorrem trilhas
cada vez mais complicadas através de trés dimensdes ou mais, criando um
tragado escuro no espago de fase, com uma estrutura interna que no pode
ser vista de fora. Para transformar essas meadas tridimensionais em imagens
planas, usou-se primeiro a técnica da projegao, na qual um desenho repre-
sentava uma sombra que um atrator projetaria na superficie. Com atratores
estranhos e complicados, porém, a projecio apenas atenua 0s contornos,
transformando-os numa confusio indecifrdvel. Uma técnica mais reveladora
era fazer um mapa de retorno ou um mapa de Poincaré, tomando-se
uma se¢do bidimensionai da superficie de Poincaré.

Uma vantagem de se ver os estados como pontos nas segdes de Poincaré
é que isso torna mais facil a observagio da mudanga. Um sistema cujas
variiveis se modificam continuamente, torna-se um ponto mével. Se algumas
combinacdes de varidveis nunca ocorrem, entdo partes do espago de fase sio
regides proibidas. Se o sistema comporta-se periodicamente, voltando ao
inesmo estado repetidamente, entiio o sistema passa pela mesma posi¢ao no
espaco de fase repetidas vezes. Quando examinamos umn retrato do espago
de fase, podemos imaginar que agucle “loop” ou curva fechada corresponde
a tal periodicidade. Aquela torc¢io corresponde dquela inudanga. Aquele
vazio corresponde aquela linpossibilidade [isica.

Foi Poincaré quem revolucionou o estudo de equagdes diferenciais nao-
lineares, introduzindo a técnica qualitativa de geometria e topologia para
discutir as propriedades globais das solugdes destes sistemas. Para Poincaré,
o entendimento global do comportamento, mesmo que grossciro, de todas as
solucdes do sistema foram mais importantes que o comportamento locat de
solucdes particulares, analiticamtente precisas. O ponto de vista de Poincaré
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Figura 2.2: segao de superficie

foi entusiasticamente adotado por Birkhoff na primeira parte do século vinte.
Birkhoff constatou a importincia do estudo dos mapeadores ¢ enfatizou a
dinamica discreta como meio de entender qualquer dinamica complexa que
pode surgir de alguma equagéo diferencial.

2.2.1 Propriedades

Visto que estamos interessados no comportamento assintotico de uma
trajetéria, pode ser suficiente mostra-la de tompos em tempos, em vez de
segui-la continuamente. Estda ¢ a idéia por trds do método de seqao de
superficie.

Para itustrar, consideremos o caso N = 3. Lscollemos no correspon-
dente espago de fase, uma segdo de superficie ¥, que pode ser uma superficie
bidimensional ordinaria: e consideranos as intersecgdes sucessivas Yo, ¥1,. ..
da trajetéria com T (fig 2.2). Uma vez que supommos a trajetéria recorrente,
havera umna sequéncia infinita de tais pontos. A sequéncia pode também ser
estendida para trds no tempo: ..., Y.y, Y1, Y0 ..

Esta sequéncia tem a propriedade fundamental que se um de seus
pontos, ¥; é dado, entio o préximo ponto Yi4i pode ser deduzido. Tudo
o que temos de fazer ¢ seguir a trajetoria de Y;, integrando as cquagoes
diferenciais, até que intercepte £ novamente: esta nova interse¢io ¢ Y,
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Temos. assim. 0 mapeador  de ¥ que é chamado mapa de Poincaré.
Entao:

Yiqr = G(Y). (2.5)

Em geral, temos:

Yip, = GUY). (2.6)

Uma vez que a trajetéria pode ser integrada em ambas as diregdes no tempo,
o mapeamento é inversivel: G~} existe, e

Yo = GTH(YY). (2.7)

Podemos concluir que a eq. {2.6) vale para algum j, positive ou negativo.

Para generalizarmos para uma ordem arbitriria &, escolhemos, no
espago de fase de N dimensdes, um subespago de dimenséo (¥ —1}, £, o qual
deveria ser propriamente chamado de segao de espago, mas € na pritica
frequentemente referido como uma sego de superficie ou segio de Poin-
caré. Entdo, consideramos as intersecgdes sucessivas ..., Y., Y, Y1,... da
trajetoria com L. Chamaremos de (M = ¥ —1) a dimensao da secdo de Poin-
caré e introduziremos neste espaco, um sistema de coordenadas y,....¥ym
. e representaremos as coordenadas dos pontos Y; por yin, ..., ¥iM- Entio
o mapeamento G pode ser escrito como:

Yitra = gillfins-- i)

GAT Yily - i M) {2.8)

Hitl M



Quando consideramos o mapeamento, propriamente, serd frequente
adotar uma notac¢do mais simpies: dois pontos consecutivos ¥; e Yiy, sao
¥
representados por Y e Y, e a eq.(2.8) torna-se

f

Y1 = gil¥1, .5 Ya1)

!

¥ns

gyt - yar ks (2.9)

Agora vem o passo fundamental: decidimos considerar somente a
sequéncia de pontos y; de agora e diante, ¢ esquecer o resto da trajetdria,
isto &, ignoramos o detallie do (ue acontece cntre duas intersecgdes. A
sequéncia é considerada como sendo definida diretamente pelo mapeamento
(7, e nao mais, pelo sistema de equacdes diferenciais, que também, serd
esquecido. As justificativas para fazer isto, sio as seguintes:

L.

A experiéncia mostra que as propriedades essenciais do sistema
diferencial sio refletidas emn propriedades equivalente do mapea-
mento. Existe uma correspondéncia exata entre estes dois obje-
tos. Exemplo: uma 6rbita periddica simples do sistema diferen-
cial, fechando sobre si mesma apés uma evolugio, corresponde a
um ponto fixo do mapeamento G; a 6rbita periddica é estivel se
e somente se o ponto fixa é estdvel; e assim por diante.

O novo problema é muito mais simples: temos somente as equacdes
ordindrias (2.9) para considerar, ao invés, das equagdes diferen-
ciais (2.1). Também a dimensio do espago relevante tem sido
reduzido de uma unidade: um sistema dinimico de ordem ¥ déa
um mapeador de ¥ — | dimensdes.

As propriedades essenciais do sistema, referentes a periodos lon-
gO0S, $a0 mais claramente vistas, pois os detalhes irrelevantes da
evolu¢ao em tempos curtos sao eliminados.

. A representagdo grifica do resultado ¢ mais facil. Por exemplo,

para ¥ = 3, a secio de superficie tem duas dimensdes e é mais
facilmente representada num espago tridimensional.
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5. O tempo de computagao nao é melhorado pela introdugao de uma
secdo de superficie. Se nosso problema é originalmente definido
por uma série de equagdes diferenciais, e introduzimos a segao de
superficie depois, entdo, em geral, nio é possivel obter equagdes
explicitas para o mapeador (&; o Gnico modo para computar a
imagem de um ponto Y; é voltar para as equacodes diferenciais e
integrar a trajetdria até que a proxima intersegio aparega.

Quando estudamos o mapeamento, nos referimos a uma sequéncia
de pontos ¥; como uma “trajetéria”, ou “drbita”, pois esta sequéncia €
equivalente a trajetéria original no espago de fase.

2.2.2 Pontos Fixos

Um ponto fixo é um ponto Y* que satizfaz

Vo= GV (2.10)

Temos um sistema de A equagdes ordindrias para Af incognitas, e assim,
encontrar seus pontos fixos nao representa um problema complicado, em
principio.

Os pontos fixos tem um importante papel em mapeamentos, pois eles
forgam a estrutura definitiva das trajetérias na sua vizinhanga. Paraestuda-
los, escrevemos:

Y=Y"+U (2.11)

onde ¢/ é tomado pequeno; substituinde na cq.(2.5) e desenvolvendo em
séries obtemos:

Uiy = (0GJOY Yy _ys U + O(UR) (2.12)
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Figura 2.3: distribuigdo de pontos na proximidade do ponto (ixo ¥Y'* em con-
sequéncia do valor de A,

AG/OY & uma matriz M x M, chamada Jacobicno do mapeamento linear
para U/, que pode ser analisado no modo padrao.

Vamos considerar o caso geral, onde a matriz tem Af autovalores dis-
tintos. O que acontece quando iteramos o mapceador &, depende da natureza
destes autovalores. Vamos considerar primeiro, um autovalor real A, e um
autovetor real associado V. Se escolhermos como deslocamento inicial do
ponto fixo Uy = V, entio os sucessivos valores de U serdo:

U= AV,...,U; = VYV, ... (2.13)

Neste caso, a sequéncia de pontos permancce na linha reta que passa pelo
ponto fixe. O arranjo destes pontos depende do valor A: hd essencialinente
quatro casos distintos, representados na fig2.3 (ndo considerando os casos
particulares A=0, A=1lec A = -1).

Pontos sucessivos movem-se para longe do pouto [ixo Y* se {A] > | (casos a
¢ d), e vio em diregao a ¥~ se {A
mesmo lado se A > 0 (casos a ¢ b), ou saltam regularmente de um lado para
outro se A < 0 {casos ¢ ¢ d).

< 1 {casos b e ¢). Eles permanecem no

Consideramos agora. o caso de um par de antovalores complexos conju-
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Figura 2.4: distribuigdo de pontos na proximidade do ponto fixo, Y*, quando o
autovalor A é complexo.

gados (sera conveniente escrevé-los como pe®®, com p e ¢ reais) associados
com um par de autovetores complexos conjugados V) £ Vi, com Vj e V;
reais. Estamos interessados somente em pontos reais Y;, de modo que consi-
deramos um deslocamento inicial, Uy = «V; + 0V;, com ¢ e & reais, obtendo
facilmente,

U; = o [(aV1 + bVa)cos jo + (bV) — aV) sin je). (2.14)

Vamos analisar primeiro, o caso p = 1, ou seja, os dois autovalores tem
médulo um. O primeiro termo dentro dos parénteses da eq. (2.14) re-
presenta um movimento oscilatério ao longo da diregdo real aVy + 6Ve. O
segundo termo representa uma oscilagio similar, mas 90 fora de fase, ao
longo da outra diregdo real bV — aVs. A soma dos dois termos representa
um movimento eliptico: a sequéncia de pontos ¥; permancce numa clipse
no plano (¥, V4), conforme a fig(2.4a).
Em todos estes casos { A real ou complexe), a sequéncia de pontos Y; move-se
para longe do ponto fixo Y* se |A] > 1, ¢ tende a Y'* se jA| < 1.
Finalmente, uma trajetéria que parte com um deslocamento inicial
pode ser obtida, decompondo-se ) nas componentes ao longo dos autove-
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tores. encontrando a evolugdo de cada componente e somando mais uma
vez, visto que, estamos usando uma aproximacio linear do mapeador.

2.2.3 Ciclos

Um ciclo de periodo n ou n-ciclo, é uma sequéncia de pontos
Yo,...,Ya—1, tal que

Y1 = G(Yo), ..., Yao1 = G(Yro2), Yo = G(Yay). (2.15)

Ou seja, um n-ciclo é uma trajetdria periddica, que volta ao mesmo ponto,
apos n iteragdes do mapeador. Cada ponto Y; do ciclo satisfaz

Y; = G™(Y;) (2.16)

e portanto, é um ponto fixo do mapcador G™.

Um ponto fixo de G é simplesmente um ciclo de periodo 1. Entao, nao ha
diferenca fundamental entre pontos fixos e ciclos. Tudo o que foi mostrado
na se¢do anterior é também aplicavel a ciclos, simplesmente considerando
Gn no tugar de (4. Lm particular, um ciclo é caracterizado por M autova-
lores, os quais determinam as propriedades das trajetérias vizinhas (pode
ser mostrado que esses autovalores sio os mesmos para todos os pontos do
ciclo).

Vamos voltar para a vizinhan¢a de um ponto fixo, considerado na
aproximacao linear. Nés consideramos a série de autovetores corresponden-
tes aos autovalores com médulo menor que 1. Eles definem um subespago
de contracao, ou subespaco estavel, VV°. Se o desiocamento inicial,
Up, de uma trajetéria for em V*, entdo a sequéncia de pontos Yy tende em
direcdo ao ponto fixe Y* para j — +0c. Similarmente, os autovetores corres-
pondentes aos autovalores com médulo maior que 1 definem um subespago
de expansao ou subespago instavel. 1", a sequéncia de pontos ¥; tende
para o ponto fixo ¥'* quando j — —x. Se nos afastarmos do ponto fixo.
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Figura 2.5: retrato de fase

abandonando a aproximacéo linear e considerando outra vez o mapeamento
exato G, podemos extender esses conceitos comao se segue:

— definimos uma variedade invariante estavel W* de um ponto fixo ¥~
como a série de pontos Yp, tal que a trajetdria passando por Yy tenda a
Y* para j — +00; e simiarmente, a variedade invariante instavel I¥*
como a série de pontos Yy, tal que a trajetdria passando por ¥ tenda a Y~
para ] — —oo. Na vizinhanga de ¥'* e na aproximacdo lincar, W? ¢ V¥ sio
usualmente, V?* e V¥, respectivamente.

Estas variedades invariantes também tenn um papel importante na de-
termina¢io das propricdades gerals das trajetdrias. Para visuvalizar melhor,
vamos considerar o caso Af = 2, ¢ um ponto lixo com deis autovalores, um
maior que 1 e o outro menor que 1 em moédulo. V* e V¥ ambos sio linhas
retas (2.5); W< e W* sio curvas tangentes a V* e V* e ¥'*. Estas curvas
podem scr facilmente computadas na pratica: por exemplo, W* & determi-
nado tomando-se os pontos sobre ¥* ¢ bem préximos de Y7, e computando
as trajetérias as quais se originam destes pontos. W?* & determinado do
mesmo modo tomando-se pontos iniciais sobre V* e iterando-os para trds,
ou seja, usando G~! em vez de G.

Considere agora win ponto Yy préximo a W A sequéncia de pontos
emanando de Yp move-se primeiro em diregdo a ¥Y'* ¢ IV, ¢ entdo alasta-se
de 17* wo longo do ramo de V¥ fig.(2.5). 5e deslocamnos levemente o ponto



inicial para Yy no outro lado da curva W?, o outro ramo de W* é seguido.
Entao, o futuro da trajetéria serd completamente diferente quando o ponto
inicial est4 num ou no outro lado de W2, Similarmente, us pontos que estio
em um ou outro lado de W* tem trajetérias com passados completamente
diferentes. Por esta razdo, estas curvas sao chamadas separatrizes.

A figura obtida representando-se os pontos fixos mais importantes, as
variedades estdveis e instaveis ¢ os ciclos é chamada retrato de fase de um
sistema dindamico.

2.3 Sistemas Hamiltonianos

Sistemas Hamiltonianos sio um caso particular de sistemas dindmicos,
porém muito importante, uma vez que faz parte da maioria das aplicagdes
em Fisica. Também suas propriedades sio muito diferentes do caso geral,
nio-Hamiltoniano.

2.3.1 Propriedades

Um sistema Hamiltoniano é caracterizado por um nimero par de di-
mensoes:

N =2n (2.17)

O numero n é tradicionalmente chamado o nimero de graus de liber-
dade; que nao pode ser confundido com N, a dimenséo do espago de fase.
As 2n varidvels sdo também tradicionalmente chamadas

1y iln Ple-eosPne {2.18)

O sistema é completamente definido por uma fungio de 2n varidveis (a0
invés de N func¢des no caso eeral). chamada Hamiltoniana:
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H{giy. - pa) (2.19)

e as equagdes diferenciais bdsicas para as varidveis sdo as equagdes de Ha-
mitton:

%:g—{{, dﬁ:—gﬁ (i=1,....n). (2.20)
di dp; dt dyg;

¢ e p; sao chamadas variaveis conjugadas.

Uma integral é imediatamente calculada: a iHamiltoniana propriamente.
Pode-se verificar da eq.(2.20) que /f é uma constante sobre a trajetdria.
Portanto a ordem do sistema pode ser reduzida a (2n — 1). Se agora intro-
duzirmos uma segio de superficie, 0 problema é reduzido ao estudo de um
mapeamento em um espa¢o com 2n — 2 dimensées. Um bom método para
fazer estas reducdes é usar primeiro a integral /f para eliminar uma varidvel,
por exemplo p;, e entdo definir a se¢do de superficie, pela equagao ¢; = 0,
onde ¢; é a varidvel conjugada a p;. Neste método, um par de varidveis
conjugadas é eliminadlo, e os n — | pares deixados servem como coordena-
das naturais na secio de superficie. O mapeador G obtido deste modo é
simplético; isto significa que seu Jacobiano JG/0Y satisfaz identicamente
a relagio

ac\ (oG ‘
(}}T) J (()_1) y (2.21)

onde o tilde representa a inatriz transposta, ¢ J & definido por

0 7
J = ( i, 0) (2.22)

onde f é a matriz unitiria {n — i) x (n — }}. Uma consequéncia particular
da eq.2l) é



aG
'a—y| =1, (2.23)

o que indica que o mapeamento GG preserva o volume.

Convém ressaltar que para n graus de liberdade, a seqio de superficie tem
2n — | dimensdes . Paran = 2 esta segio serd, portanto, tridimensional. As
figuras que frequentemente vemos nos livros e artigos mostram a projecio
da segio de superficie ou se¢do de Poincaré em um ou outro plano, ou seja,
Ipg, YPy; estas proje¢des sio usualmente chamadas de secio de Poincaré,
nome que adotaremos daqui para frente,

2.3.2 Orbitas Periddicas e sua estabilidade

Uma érbita periddica do sistema Hamiltoniano corresponde a um
ponto fixo ou um ciclo na segio de Poincaré; consideramos o caso de um
ponto fixo Y* por simplicidade. O ponto fixo é caracterizado por M = 2n-2
autovalores. Pode ser mostrado como outra consequéncia da propriedade
simplética, que cstes autovalores nio sao arbitririos. mas podem ser agru-
pados em quédruplas A, A~!, A%, AL

Vamos explorar as consequéncias desta propriedade para o importante
caso de dois graus de liberdade. Nesse caso, como 6 ha dois graus temos
ou A e Al para A real ou A e A" para A complexo, ou seja, A = e'¥. Para
n=2temos N =2n=4d,e M =2n~2=2 A segio de Poincaré é uma
superficie bidimensional. Uin ponto fixo tem um unico par de autovalores,
inverso de cada outro; portanto a equagéo de autovalores

oG
5 - Ml =0 (2.24)

pode ser escrita na forma

AN vad 1 =10, (2.25)



Figura 2.6: A esquerda temos uma representagio geométlrica para os autovalores
da matriz monodromia, quando cstes sdo complexos ¢ permanecem num circulo
unitirio e a direita a distribuigio de pontos na proximidade do ponte fixo ¥* para
estes autovalores.

¢ & um nidmero real, chamado indice de estabilidade. O valor deste numero
singular caracteriza completamente as propriedades das trajetérias vizinlas.
(s dois autovalores sio:

1/2 .
A=ax(a-1) (2.26)
¢ portanto trés casos podem ser distinguidos:

(1) =1 < a < 1. os dois autovalores sao complexos conjugados, ¢ perma-
necem no circulo unitdrio, couforme a figura {2.6). A scquéncia de pontos
de uma trajetéria vizinha permancece numa elipse. O ponto fixo ¢ chamado
eliptico ou linearmente estdvel; isto significa que na aproximacgdio linear,
uma trajetéria partindo préxima do ponto fixo permanecerd proxima do
ponto fixo. E importante notar que estabilidade lincar nio implica que o
ponto fixo & estdvel quando o mapcador exato ¢ considerado; cste ¢ um
problema muito mais dificil que trataremos no proximo capitulo.
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Figura 2.7: A esquerda temos a representagiio geonétrica dos autovalores da ma-
triz monodromia. Nesse caso, os dois sie reais, sendo um deles maior que um e o
outro, consequentemente menor que um, inas ambos positives, A direita, temos a
distribui¢io de pontos na proximidade do ponto lixo, ¥*, para os correspondentes

autovalores.

(2) ¢ > 1: os dois autovalores sdo reais e positivos, um sendo menor que um
e 0 outro maior que um. Pontos de uma trajetéria vizinha permanecem num
ramo de hipérbole, conforme ilustra a figura (2.7); Ve V' sd0 os autovetores.
O ponto fixo é chamado hiperbélico ou linearmente instdvel, uina vez
que as trajetdrias vizinhas tendem para longe dele.

(3) « < 1: este caso ¢ wuito similar ao anterior. Os dois autovalores sdo
reais e negativos. Pontos de uma trajetoria vizinla permanecemn em ambos
os ramos de uma hipérbole, conforme a figura (2.8). O ponto fixo ¢ chamado
hiperbdélico inverso, uu linearmente instiavel inverso.

Entre os casos clipticos e hiperbolicos hi os pontos fixes parabélicos.
caso nio-genérico que forina um conjunto de medida nula, infinitamente im-
provavel, onde A} = A; = £1. Neste caso, as curvas invariantes sao linhas
retas, conforme a figura (2.9). Na linguagem da mecdnica dos fluides. o caso
parabélico corresponde a um luxo reto (laminar), o caso cliptico a um fluxo
com vorticidade, denominado ponto de estagnac¢io (o caso linite sendo um

contro de rotacio pural, o o cuso hiperbélico a wma corrente denominada

| P
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Figura 2.3 A esquerda temos a representagiio geomeétrica dos autovalores da ma-
triz monodromia. Nesse caso, os dois sdo reais, sendo um deles maior que um em
médulo, e o outro, consequentemente mMenor que um emn médulo e ambos negativos.
A direita, temos a distribuiciio de pontos na proximidacde do ponto fixe, Y'*, para

os correspondentes autovalores.

fluxo (o caso limite sendo um fluxo laminar). No caso parabélico, pode haver
uma “linha” de pontos fixos, p = 0, conforme ilustra a figura (2.9).

Uma andlise similar pode ser feita para n-ciclos, simplesmente, con-
siderando G™ no lugar de G, e o n-ciclo também serd chamado eliptico ou
hiperbdlico de acordo com o caso.

2.4 Sistemas integrdveis e ergddicos

2.4.1 Sistemas integraveis

Podemos simplificar um sistema Hamiltoniano, por uma mudanga
apropriada de varidveis. Se as novas varidveis Q1y.. 1 Qry Pryv .oy Prosio
tais que as equagdes de movimento podemn novamente ser deduzidas de uma
fun¢io Hamiltoniana [ (Qy,..., Pr), entio a mudanga de varidveis & cha-
mada transformacac candnica,

A nova forma serd mais simples, em particular, se uma ou mais das

| 3
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Figura 2.9: Caso degenerado em: que ambos os autovalores tem médulo um, cha-

inado case parabdlico.

novas varidveis ndo aparece na expressio de //. Suponha por exemplo, que
I nio dependa de (,,. Entdo:

dp oI
— == 2.27
& - 90, (2.27)
e pOI‘tE).I'lLO,
P.(t) = PJ0) = ronstante., (2.28)

Este valor constante, pode ser considerado como um parametro. Para um
dado valor deste parimetro, a nova llamiltoniana sé depende de (2n - 2)
varidveis, formando (n — 1) pares de varidveis conjugadas, O namero de
graus de liberdade foi diminuide de uma unidade, e a ordem do sistema
de duas unidades. O caso ideal, acontece quando podemos encontrar uma
transforinagio candnica, tal que a nova Hamiltouiana nio dependa de ne-
nhum €y, ou seja, tenha a forma (P, . ... P} Temos dessa forma:



Pi(t) = constante = C; {1=1,n), (2.29)

dQ;/dt = QI QP (2.30)

O eclemento do lado direito da equagio (2.30) é uma fungdo dos Fi's, isto
¢, dos Cy's. Escreveremos esta fungio como w{(Ci,...,Cn). Os w;'s sio
chamados de frequéncias. Se escrevermos também (0) = Di, para os
valores iniciais, a equagio (2.30) é imediatamente integrada, dando:

Qi(t) = wit + D, (2.31)

Se o espago de fase for limitado, os Q;'s devem ser variaveis do tipo angulo
e dessa forma o movimento se d4 num toro T¥. Uma escolha conveniente &
Q= angulo nas diregdes dos caminhos C; do toro e P = 217 fc‘, pdq ao longo
do caminho C; e assim, ( P, Q) sio varidveis de agao-angulo. Temos entao, a
solugao geral de forma explicita, dada pelas equagoes {2.29)e (2.31);08 (s
e os D;'s sdo as 2n constantes de integragio. Por esta razdo, um sistema
Hamiltoniano que pode ser reduzido a sua forma normal é chamado sistema
integravel. As agdes P,..., P, sao integrais do sistema, dado que seu
valor é constante sobre uma trajetdria. Consequentemente, se » integrais
sio conliecidas em um sistema Hamiltoniano é possivel, em geral, encontrar
uma transformagio candnica, de modo (ue, os novos P sao iguais a estas
integrais. Entdo a nova l{amiltoniana dependerd somente de Py, ..., Py,
e a solugdo geral pode ser escrita explicitamente. Portanto, um sistema
{lamiitoniano pode ser resolvido completamente, se ¢ somente se 7 = N/j2
integrais sdo conhecidas; o que representa uin contraste a0 €aso geral, o
sistema dinamico descrito pela equacio (2.1}, onde é necessirio conhecer ¥
integrais, @ € mais uma vez decorrente da particular estrutura dos sistemas
Hamiltonianos.



Figura 2.10: espago de lase do pendulo, onde podemos ver tres regides distintas,
Na regidio central, vernos circulos que correspondem a oscilagdes, venos e seguida
aseparatriz, que correspoide arotagio direLa, ¢ s curvas abertas que correspondem

A rotacdo retrograda.

E frequente, o caso onde primeiro devemos dividir o espago de fase
em um nimero de regides, e entdo usar wina transformagiao canénica dife-
rente, levando as diferentes varidveis de dngulo-agdo, ecm cada regido. Por
exemplo, para o péndulo simples, tros regides do espago de lase devem ser
distinguidas, correspondendo respectivamente a oscilagio, rotagao direta ¢
rotagdo retrograda, conforme ilustra a figura (2.10).

2.4.2 Toros e trajetdrias

Comegamos com uma tabela instrutiva, que certanente serd muito
atil no decorrer desta segdo,

Numeros de graus de liberdade L{2]3] u
Dimensionalidade do espago de fase 214106 2n
Dimensionalidade da superficie de encegia £ 1| 3 | 5| 2n-1
Dimensionalidade do toro(manifold) A b2l n

Consideramos primeiro, o caso n = 1. Uma trajetéria ¢ representada por

it segmento de comprinwento 25 no cixo ¢, conforne a fieura (2.1 1ai. Os
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e, 4

Figura 2.11: representagiio geométrica para um grau de liberdade: a) trajetoria ¢
representada por um segmento de reta de compriento 2w, no eixo Q, bj trajetdrin

representada no cireulo, sendo Q4 a coordenada angular,

pontos representativos movem-se unifortmemente para a direita, com uma
velocidade wy {assumida positiva), e quando cle chega a0 ponto 0y = 2r,
volta para Q1 = 0. Esta descontinuidade, pode ser evitada representando-se
a trajetéria como um circulo, com ¢}; como coordenada angular do ponto
representativo (figura {2.11b)).

Consideremos agora o caso n = 2. No plano (Q4,@2), © movimento
toma lugar dentro de um quadrado com lados de comprimento 27, conforme
a figura (2,122). O pouto se move com uma velocidade constante, cujas
componentes sio (wy,w2); quando ele *bate” em um dos lados do quadrado,
ele reaparcce no lado oposto. Aqui mais uma vez, estas descontinuidades
podem scr evitadas ao “colarmos” o lado esquerdo do quadrado ao seu lado
direito, ¢ entdo, o lado inferior ao lade superior. A superficie assiin oblida
¢ um toro ordindrio (figura (2.12b)). As coordenadas (@3 ¢ ()7 sd0 as co-
ordenadas angulares que especificam a posi¢io de um ponto no toro, nesse
¢aso.

Mais geralmente, para n graus de liberdade, o movimento pode ser
descrito num hipercubo de n dimensaes, no espago (Q1,...,{Qn), com des-
continuidades nos lados ou ocupando um toro de dimensio n, n-toro, com
os ;s como coordenadas angulares e sem descontinuidades no movimento.
Ambas as representacoes sio tteis,

Para n = 1, & trajetéria sumpiesmente coincide com o [-toro que ¢
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Figura 2.12: representagio geondtrica para dois graus de liberdade: a) o movi-
inento se da dentro de uin yuadrado de lados con comprimento 2, b) trajetdria

representada no toro ordinario, sendo Q) e @, as coordenadas angulares,

um circulo. Para n = 2, as coisas ndo sio tio simples. Se a razdo w/w;
é racional, entdo apés algum tempo, a trajetéria volta sobre si mesma: cla
& periddica {este caso & chammado ressonante). Se w/wy ¢ irracional (o
caso geral), a trajetdria nunca se fecha; ¢ pode se mostrar que ¢la ocupa
densamente o quadrado, figura (2.12a), ou o 2-toro, figura {2.12b). Estd &
a chamada trajetéria quase-periédica. Mais geralmente para n graus de
liberdade. se os wy's sd0 mutuamente incomensurivels, ou seja, nao existe a
relagio de comensurabilidade

Ny + -+ Nywn =0 (2.32)
com os /\';'s inteiros ¢ nio todos nulos, a trajetdria é densa no n-toro; este ¢ o
caso geral. Se existir p religdes de comensurabilidade independentes, entio

a trajetoria ocupa somente um subspago de (n — p) dintensoes no n-loro.

2.4.3 Seg¢ado de Superficie

Como fazer estas propriedades aparcceremn ao fazermos uma segio e

superficie? Serd conveniente definir a se¢do de superficie simplesmente por:
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Qn = 0 {mod. 27). Dessa forina, a interse¢io do n-toro, que abriga uma
trajetGria, com a segdo de superficie é simplesmente um (n — 1)-toro, des-
crito pelas coordenadas (y,....Qn—1, portanto, a sequéncia de pontos que
representa uma trajetoria ua segio. permanece num (n -~ L)-toro. A variagao
uniforme de Q. com o tempo é dada pela equagio (2.31). Chamamos Yy
o ponto de uma sequéncia correspondente a (J, = 27 (assumimos wn > U).
Mais geralmente, o ponto Y corresponde a )y, = 2kx, ¢ para um tempo

Y (2.33)
W wn

Usando ainda a equagdo (2.31), encontramos que as outras coordenadas de
Y; sdo dadas por

Qri = (Di - ?Dn) + 2w Lk, (2.34)

Wi

( primeiro termo é uma constante. O seglmdo termo mostra que, 05 5Uces-

sivos valores Q; das coordenadas @; sao igualmente espagados. Se repre-

sentarmos (J; num circulo, conforme a figura (2.13), os sucessivos pontos sao

separados por angulos iguais. Entio, para @, considerado isolado, o mape-

ador consiste em wma rotagio simples de ingulo 27w; /w, (em radianos).
Introduzimaos agora a quantidade:

Vi = wifuin. (2.35)

denominada niimero de rotagao para a coordenada Q;. ¥ tem um papel
muito importante, pois pode ser interpretado como o angulo entre pontos
sucessivos na figura (2.13), medido em rotagdo em vez de radianos.

Se w; e w, NA0 s&0 comensuriveis. o nfimerc de rotagdo ¢ irracional
e a sequéncia de pontos cobre o circuio da figura {2.13), densamente. Mais
geralmente, se nao hd relagio de comensurabilidade entre 05 w;'s, entao a

3



Figura 2.13: distribuigio dos pontos Qi num circulo, mostrando que pontos su-
cessivos estdo separados por angulos iguais.

sequéncia de pontos ¢ densa no {(n — l)-toro. Se hd p relagdes de comensu-
rabilidade, o ponto ocupa somente um subspago de (» — p —~ 1) dimensoes.

A fim de ilustrar, claraimnente, o que significa o nimero de rotagio,
consideremos mais uma vez o caso # = 2 ¢ a representagdo da trajetoria no
plano (Q4,Q2), conforme a figura (2.14), A seqdo & definida por Q7 =0, ¢
corresponde portanto, ao lado inferior do quadrado. O nimero de rotagio
v & essencialmente a distancia entre dois pontos consecutivos (a menos do
fator 27) de intersegio da trajetéria com o lado inferior.

2.4.4 Sistemas super-integriveis

Uma trajetéria de um sistema integrivel permanece no n-toro. Esse
toro ¢ caracterizado por n valores constantes C'y,...,C, das coordenadas
P's (conforme a equagio (2.29). As n frequéncias wy,...,wn sio, em geral,
funcdes dos C;'s; elas mudaim suavemente e independentemente, quando uma
ou mais das C;'s sdo variadas, Portanto, os n-toro, para os (uais existe uma
relagio de comensurabilidade, entre os w;'s, formam uma série de medida
nula. (Para n = 2, por exemplo, cles correspondem aos valores racionais
de w/wq). Assim em geral, as trajetérias ocupam o n-toro densamente.
Uma consequéncia disso, é que nenhuma outra integral existe além dos s,
Apesar disso, existe os sistemas supet-integraveis, para os quals uma ou



Figura 2.14: representagiio da trajeténa no plano (Qy,Q2), mostrando que o
numero de rotagio vy é essencialmente a distancia entre pontos dois pontos conse-

cubivos.

mais relagdes de comensurabilidade sio identicamente satisleitas, ou seja,
mantém-se vilidas quaisquer os valores dos C}'s. Temos dessa forma, inte-
grais adicionais {(que sdo as relagdes de comensurabilidade propriamente) e
entiio, cada trajetoria fica restrita a um subspago de dimensio menor que
n.

Para ilustrar, consideremos o movimento de uma particula no plano
(z,y), sob o cfeito de um campo central. Este sistema Ilamiltoniano com
dois graus de liberdade ¢ integravel, pois conhecemos duas integrais. a ener-
gia total ¢ o momento angular. As duas [requéncias wy e wy podem ser
interpretadas como a frequéncia de oscilagio radial ¢ a velocidade angu-
lar média em torno da origem, Se consideratos uma {orga arbitrdria, nio
terernos a integral além da energia total; as frequéncias wy ¢ wy nilo serao
relacionacas. As trajetérias serdo quase-periodicas e consequentemente, irio
ocupar toda a superficie do 2-taro, no espago de fase de quatro dimensdes. A
projecio de uma trajetéria no plano {x, y), pode ser representada conforme
a figura (2.15a2). Mas no caso particular da for¢a proporcional ao inverso
do quadrado da distancia, o sistema torua-se super-integravel, & uma in-
tegravel adicional {a dire¢io do pericentro).  As frequéncias wy ¢ vy 830
sempre iguais. Portanto, cada trajetéria é simplesmente uma curva lechada,
conforme a figura {2.15b}, {1.1].
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Figura 2.15: representagdo da trajetoria no 2-toro. Lm a} a caso onde a relagdo
entre as frequencias wyfws niw ¢ comensuravel e b) caso onde a relagdo wiyfutn ¢
comensurivel.

Dado um sistema, geralmente nao é possivel escrever sua Hamiltoniana
apenas em termos das varidveis P. Os sisteinas Hamiltonianos sio, em
geral, nao-integriveis. Apesar disso, o estudo de sistemnas integraveis ¢ de
grande interesse, pois o bom conhecimento o caso integravel ajudard o
entendimento do caso mais geral, ndo-integrdvel.

2.4.5 Sistemas ergodicos

Em um sistema Ilamiltonianoe, wina dada trajetdrin ¢resirita no espago
de fase a um subspaco /I = constante, pois [ & uma integral. (Fste
subspaco ¢ frequentemente chamado de superficie de energia. pois em
muitos casos, /I pode ser lisicamente interpretado como a energia total do
sistema). Grosseiramente falando, um sistema scra ergédico se quase to-
das trajotérias (exceto uma série de medida nula) ocupa densamente sua
superficic de energia. Correspondentemente, cada sequéncia de poutos na
secio de Poincaré {(exceto para uma série de medida nula) ocupa densamente
a secio de Poincaré. Sistemas ergadicos constittem um caso especial entre
os sistemas Hamiltonianos [15] ¢ precisamente por causa disto, & possivel
avancar na teoria, isto é, o conhecimento das propriedades do caso crgédico
ajuda o entendimento do caso geral. A hipdtese ergédica pode ser expressa

da seguinte maneira: No decorrer do tempo. v sistema crplora foda a v qido
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do espaco de fase que € energeticamente disponivel para ele (a superficie de
energia), e eventualmente cobre esta regido uniformemente. Médias tempo-
rais podem, dessa forma. ser represeniados por médias sobre a superficie de
energia no espago de fase, hipolese essa que fundamenta a Fisica Estatistica.
Nem todos os sistemnas exploram toda a superficie de energia permitida. No
caso padrao integrivel. {0 problema de Kepler, vsciladores harmoénicos de
n dimensdes, etc.), exploram fragdes infinitesimais da superficie de energia.
Tem se mostrado que sistemas consistindo de duas ou mais esferas sélidas in-
teragindo & ergédico. Apesar destes resultados parecerem insuficientes para
justificar a hipdtese ergddica ,da Mecéanica Estatistica, descobrin-se um vasto
dominio de comportamento “estocdstico” entre os extremos da integrabili-
dade e da ergodicidade, o que permitiu obter algum entendimento de como
sistemas deterministicos podem exibir movimento que em algum aspecto &
tao randémico quanto o lancamento de uma moeda. A este aspecto aleatério
deu-se 0 nome de “chaos”, e caos serd 0 assunto do nosso préximo capitulo.



Capitulo 3

Caos Classico

Em 1963, E. N. Lorenz publicou suas observac¢ées numéricas de um
modelo simples de convecgdo térmica, um modelo que agora tem o seu
nome. Ele descobriu que em seu sistema completamente deterministico de
trés equagdes diferenciais ordindrias, todas as solu¢oes eram limitadas, mas
instdveis, ou seja, elas sofrem flutuacées irregulares sem nenhum elemento de
aleatoriedade introduzido de fora. Fm 1971, D. Ruelle e . Takens criaram
o termo “atrator estranho” para sistemas dinimicos dissipativos, apesar de
ndo estarem cientes do modelo de Lorenz como o primeiro exemplo tendo
atratores estranhos. Depois. cles sugeriram um nove wmecinismo para o
“ataque” da turbuléncia. Li e Yorke parecem ser os primciros a introduzir
a palavra chaos na literatura inatemndtica, para denotar a aparente alea-
toriedade de alguns mapeadores. Em um “review” publicado cm 1976, R.
May chamou a atengéo para a dinimica muito complicada, incluindo du-
plicagio de perfodo e caos, em alguns modelos simples de crescimento de
populagio. Depois, vem a descoberta de Feigenbaum das propriedades de
escala e constantes universais em mapeadores unidimensionais e consequen-
temente, a introdugdo da teoria de grupo de renormalizagio neste campo,
por ele. Contudo, teria sido outro. v curso de eventos yue levou ao dominio
do caos, a saber, o estudo de sistemas Hawmiltonianos nao-integraveis cm
mecaunica cldssica. No final do dltimo séenlo, o desenvolvimento da mecanica
celeste ¢ o advento da wmecanica estatistica colocou sérios problemas para

adindnoca cldssica, Dado o sucesso da relatividade o da teoria quantica e
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também o ripido progresso da tecnologia moderna que absorveu a atengao
da maioria dos fisicos, estes problemas dificeis foram deixados para os ma-
tematicos estudarem, calmatente, por mais de meio século. Seus esforgos
cristalizaram-se na formulagdo do assim chamado teorema de KAM. Estu-
dos numéricos do que acontece a um sistema integravel quando perturbado,
interpretado a luz do teorema de KAM revelaram uma abundidncia de mo-
vimento randdmico em sistemas ndo-integrdveis.

O fendmeno relacionado a ocorréncia de aleatoriedade e imprevisi-
bilidade em sistemas completamente deterministicos tem sido chamado de
“estocasticidade intrinseca”, “caos deterministico”, ete. De fato, hd dois ti-
pos de classes distintas de equagdes deterministicas, e pelo menos dois niveis
diferentes de estocasticidade cm fisica. No nivel “microscépico” fundamen-
tal, temos as leis da dindmica representadas pelas equagdes de Newton na
mecanica cldssica. Na auséncia de forgas externas dependentes do tempo,
elas descrevem trans{eréncias reversiveis de sistemas conservativos. A esto-
casticidade e a necessidade de uma descrigdo estatistica ocorrem, esponta-
neamente, quando o sistema se torna suficientemente complicado? Este é
o veiho problema da relagio entre mecinica cldssica e mecanica estatistica.
Nas maos dos matematicos. a teoria de sistemas dinimicos, como parte
da teoria ergédica, e a teoria qualitativa das equagdes diferenciais, tiveram
progresso significativo no entendimento deste problema. Por outro lado,
4 muitas equagdes macroscépicas em fisica. O primeiro exemplo, sio as
equa¢oes de Navier-Stokes que descrevem o campo de velocidades V de um
fluido:

-

s L )
5 TVOW = -va+ vVRY,

onde p, p e v denotam respectivamente pressio, viscosidade e densidade.
Para um outro exemplo, podemos tomar as equagdes de reagao-difusdo, que
descrevem reagdes quimicas em um meio homogeéneo:

01.‘,‘
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onde a reagao cinética é representada por func¢des f; e a difusdo, causada
pela ndo-homogeneidade espacial é descrita pelo segundo termo, D; sendo, a
constante de difusdo na i-ésima componente z,. Estas equagdes de evoiugio
ndo-lineares (devido ao termo (VV)V ou as funcdes f;'s) e dissipativas (de-
vido ao v ou os termos D;’s) s3o irreversiveis na natureza. Apesar de poder-
mos deduzi-las, em principio, da dinimica microscépica, fazendo-se hipGteses
estatisticas em certas passagens. as equagdes propriamente, com apropriadas
condi¢des de contorno, sio deterministicas. I um fato experimental basico
que, sob certas condigdes, um fluido ou um sistema interagindo, pode sofrer
transi¢des para estados onde o movimento é cada vez mais erratico, e assim
sendo, necessita de uma descricio estatistica.

Para concluir esta introdugdo, enfatizamos que caos nio é para ser re-
lacionado simplesmente com desordem. E mais apropriado considerar caos
como um tipo de ordem sem periodicidade. Geralmente, dentro de regimes
cadticos, podemos descobrir padroes de movimento ordenado entrelacado
com caos em escalas muito menores. Em vez da usual periodicidade es-
pacial ou temporal, aparece algum tipo de escala invariante, que abre a
possibilidade para consideragoes da teoria de grupo de renormalizacao, nos
estudos de transi¢des cadticas.

3.1 O teorema de KAM

Este teorema tem um papel central na teoria de sistemas Hamiltoni-
anos e explica muitos dos fatos que observaremos no capitulo 5. Sew nome
deriva de Kolmogorov-Arnold-Moser; o método de prova foi sugerido por
Kolmogorov (1954) e a prova foi feita por Arnold {1963) e Moser (1962),
Istas duas provas diferem em alguns detaihes.

—A formulacéo de Moser.

Vamos considerar uin mapeador plano, correspondente a um sistema in-
tegravel, dado nas coordenadas P, Q:



P = P (3.1)
Q' Q + 2xu( P). (3.2)

il

Por razoes técnicas. supomos que o mapeador seja definido somente num
anel: a < P < b, com a e b constantes positivas. Neste intervalo, o
ntimero de rotagdo v é assumido uma fungio, monotonicamente crescente
de P. Temos assim, um simples mapeador de rotagdo. Agora. o perturbamos
adicionando dois pequenos termos:

f

P = P+ fi(PQ) (3.3)
Q Q + 2ru(P) + f2(P.Q). (3.4)

i

fi e fr devem ser fungdes periddicas de ), com periodo 27. Flas sao as-
sumidas pequenas e também. diferenciiveis um nimero suficiente de vezes.
Ainda mais, a equacgio (3.4) deve ter a propriedade de preservar area. A
questio interessante é: a curva invariante da equagio (3.2), ainda existe na
equacio (3.4), de forma levemente perturbada? Essa questdo. assim formu-
lada. é muito vaga e nao pode ser respondida com sim ou nao; temos que
ser mais especificos. Vamos lembrar que a propriedade essencial que carac-
teriza uma curva invariante é o nimero de rotacio, e dessa forma, o modo
correto de se fazer esta pergunta é: dada uma particular curva invariante
da equagio (3.2}, com nimero de rotagio v, existe na equagdo (3.4), uma
curva invariante, com uma forma levemente diferente, e em quais pontos
sucessivos ela se ajusta de acordo com o niimero de rotagio v?

O teorema de Moser responde parcialmente esta questio, dando uma
condigdo suficiente para a existéncia da curva invariante perturbada. A
condi¢do é que v deve estar “suficientemente longe de todos os valores raci-
onais”. Isto significa que v deve satisfazer a desigualdade

el -
U - -1' > es? (3.5)



para todos os r/s racionais. ¢ ¢ um valor constante pequeno. que depende
da amplitude dos termos de perturbacio f; e f;.

A condig@o (3.5) exclul um iutervalo finito nas proximidades de cada
racional, e intuitivamente poderiamos pensar que ela exclui. dessa forma,
quase todos os nimeros. Surpreendentemente, este ndo é o caso: ao contrario,
a maloria dos valores de v niao sio excluidos! Para mostrar isto, notamos,
primeiramente, que v ¢ definido com mdédulo um, de modo que, ¢ suficiente
considerar o intervalo [0,1]. Para um dado s, os possiveis valores de r vio
de 0 a (s— 1}, e a soma de todos os intervalos excluidos pela equacgio (3.5) é
¢s~%/2, Resta entao, somente a soma sobre os s. Ao fazé-la, superestimamos
amedida L dos valores excluidos. pois muitos intervalos serdo contados mais
de uma vez. Portanto, temos:

Ly 2572 2 5.204e. (3.6)

=1

Assim, para uma pequena perturbagio ou equivalentemente, um pequeno &,
4 maioria dos valores de v satisfazem a equagio (3.5); ou seja, o teorema de
Moser estabelece que a inaioria das curvas invariantes serio preservadas sob
nma pequena perturbacao.

—A formulagao de Arnoid.

O teorema de Arnold apresenta algumas diferencas:

o ele se refere a um sistema dinimico definido por uma Hamiltoniana;

o ele se aplica a gualquer nimero de graus de liberdade, enquanto que

o teorema de Moser corresponde somente ao caso de dois graus de
liberdade;

* em contrapartida, ele supde que a Hamiitoniana ¢ analitica, enquanto
que o teorema de Moser assume que o imapeador é diferencidvel um
nimero finito de vezes.



Na esséncia, porém. o teorema de Arnold é inteiramente similar ao de
Moser. Consideramos inicialmente, um sistema Hamiltoniano integravel e
neste sistema, um particular a-toro. caracterizado por n frequénciaswy, .. .. wx.
Adicionamos uma pequena perturba¢io na Hamiitoniana e perguntamos se
o n-toro invariante ainda existe com essas frequéncias. Mais uma vez, a
resposta ¢ sim, se as w;’s estdo suficientemente longe de todas as relagoes de
comensurabilidade. Isto significa que elas devem satisfazer, precisamente, a
relagao:

it 4

Zk,'wg > Z]k'l . (3.7)

_ i=1 i=1
onde ¢ e 7 s3o constantes, para toda série de inteiros k; (ndo todos nulos).
~ é fixo, mas ¢ depende da amplitude da perturbagao.

Devemos ter em mente que o teorema de KAM, somente d4 condig¢des
suficientes para a existéncia de curvas invariantes ou toros invariantes. Ele
nada diz., acerca do que acontecc nas regides excluidas pelas equagdes (3.5)
ou (3.7}, ou seja, ao contrario do que algumas vezes acreditamos, o teorema
nio declara que as curvas invariantes e toros sio destruidos na vizinhanca de
ressonancias se a perturbagio tornar-se grande. Embora, ele acabe sugerindo
que alguma coisa assim acontega.

Uma das consequéncias mais interessantes do teorema de KAM ¢ a
prova rigorosa da estabilidade do ponto fixo eliptico, no caso de um mape-
ador bidimensional correspondendo a um sistema dinamico com dois graus
de liberdade. Antes deste teorema ser provado, estes pontos eram chama-
dos de linearmente estavel, isto é, estivel na aproximacio linear; mas nada
poderia ser afirmado acerca do que acontece quando a nio linearidade era
considerada. Depois do teorema de KAM, pode ser deduzido que curvas
invariantes fechadas existem em alguma vizinhanga, pequena, de um ponto
fixo eliptico. Por outro lado, uma trajetéria que parte dentro de tal curva
invariante fechada deve permanecer dentro dela o tempo todo, pois a regido
interna é mapeada no interior dela mesma. [sto ¢ suficiente para provar a
estabilidade. (Os casos excluidos sio aqueles onde os autovalores sao #'%,
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com a = 2rp/q, p e q inteiros, e ¢ < 4; {16], {17]}.

Mais geralmente. cada regiao anelar limitada por duas curvas invari-
antes concéntricas é propriamente, uma regiao invariante, ¢ue mapeia sobre
si mesma, e de onde as trajetdrias nio podem escapar. Para mais de dois
graus de liberdade, a situagao é bem diferente e nao serd retratada aqui.

3.2 Regioes cadticas

Vamos voltar nossa atengdo para as regides cadticas. Visto que as tra-
jetdrias quase-periddicas ¢ as curvas invariantes estio associadas com pontos
fixos elipticos, podemos suspeitar que as regides cadticas estdo associadas
com pontos fixos hiperbdlicos, portanto, consideraremos estes pontos agora.
Mais uma vez, partimos do caso integrivel. Nao podemos usar neste caso, as
varidveis de angulo-agao, pois os pontos fixos hiperbdlicos, geraimente per-
manecem nas vizinhangas entre as regides onde séries diferentes de varidveis
de angulo-agio devem ser usadas (conforme vimos na segdo 2.4.1). Assim,
revertemos para as varidveis usuais (g, ¢2, P1, p2), que sao vilidas para todo
o espago de fase. I14 duas integrais: a Hamiltoniana ff, e uma outra integral
que chamamos /2. Para uma dada trajetdria. temos:

Ch (3.8}
s (3.9)

[I(ql:(h!plsp?)
f2(q1, 92, P1, P2)

com () e Cy constantes. A introdugio de utna segao de superficie corres-
ponde a uma terceira relagio

S92, p1,p2) =0 (3.10)

Tomamos ¢ ¢ py como coordenadas na secdo de superficie. ¢ escolhemos um
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valor definido para €. Entdo podemos resolver as equagdes (3.9) e (3.10)
para ¢z e pp e substituirmos na equagao (3.9), obtendo a seguinte reiagao:

Liq, ;) = Ca. (3.11)

Esta relacao descreve uma familia de curvas a um parametro, na segao de
superficie, que sio as familiares curvas invariantes. Serd conveniente imagi-
nar um espaco tridimensional, onde ¢; ¢ py sdo as coordenadas liorizontais,
enquanto C; é a coordenada vertical. Entio a equagdo (3.11) é a equagao de
uma superficie tridimensional, ¢ a familia de curvas a um parametro repre-
senta as linhas de nivel desta superficie. Um ponto fixo eliptico é circundado
por curvas invariantes fechadas (conforme descrito na segio 2.3.2), portanto,
ele corresponde a um pico ou um buraco {fig 3.2a). Na vizinhan¢a de um
ponto fixo hiperbélico, o quadro é bem diferente: as curvas invariantes tem
uma forma hiperbdlica (fig. 3.2b). Em particular, as variedades estiveis e
instiveis invariantes formam uma particular linha de nivel, passando pelo
ponto fixo. Isto corresponde a um “caminho” da superficie. Este caminho
é cercado por dois “vales” ¢ duas “montanhas”. Agora suponhamos que
andamos sobre o caminho, mantendo a altitude constante: seguimos entao
um dos ramos da variedade invariante, por exemplo, um ramo instavel, Na
situacio tipica, 0 que acontece entdo, ¢ que andamos em torno das “monta-
nhas” e voltamos para o caminho (fg. 3.2¢); voltamos exatamente para cle,
pois mantemos a altitude fixa. Ainda mais, voltamos ao longo de um ramo
da variedade estdvel. Entio, ramos das variedades estivel e instdvel tipica-
mente se cruzam para formar uma tnica curva, comeg¢ando e terminando no
ponto fixo hiperbélico. O mesmo acontece, certamente, no lado esquerdo do
quadro.
Temos raciocinado, em termos de movimento continuo por conveniéncia.

Na realidade, uma trajetéria na segio de superficie é feita de uma sequéncia
discreta de pontos. O que acontece, entdio, é que uma trajetdria que perma-
nece na variedade instavel, permancce também na variedade estivel: e por-
tanto, os pontos Y; da trajetoria tendem ao ponto fixo ambos para j — —
e para j — +0o. Mais geralmente. um n-ciclo hiperbdlico. corresponde
1 n passos que ¢stio todos na mesma altitude. A situagdo tipica é entdo
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representada pela fig. (3.2d); caminliando para longe do caminho em alti-
tude constante, seguindo utna variedade instavel, chegamos exatamente ao
préximo passo, ou seja, o proximo ponto do ciclo, ao longo de um ramo de
variedade invariante estivel correspondente aquele ponto.

Vamos considerar agora o caso ndo-integravel. Nao existe mais que
uma constante de movimento. a quantidade (2. Portanto. partimos de uma
trajetéria na variedade instavel, nio hd razio para voltarmos exatamente
a0 préximo ponto fixo hiperbdlico (ou chegatmos exatamente ao ponto do
ciclo hiperbdlico); e em geral, isto nio acontece. Se o sistema & integravel,
a trajetéria sempre volta exatamente ao ponto fixo, a discrepdncia pode ser
muito pequena para ser vista; isto & o que acontece, por exemplo, na figura
(3.1), onde as variedades emanain de um ponto hiperbélico parecem termi-
nar exatamente em outro. Se tragarmos, silnultaneamente, as variedades
estavel e instavel, W?* e ¥, vemos que elas ndo se juntam suavemente,
mas interceptam-se com um angulo fig. (3.3a). O ponto de intersecdo Py é
chamado ponto homoclinico. A existéncia deste ponto terd consequéncias
de longo-alcance. Considere as imagens sucessivas Py, P, ..., de Fy. Todas
elas pertencem a variedade cstivel W?, e vio em diregdo ao ponto fixo. Mas
cles também pertencem a variedade instdvel V¥, Portanto, W* deve passar
por todos esses pontos. [sto ele faz, oscilando em torno de W (fig. 3.3b).
A direcio do cruzamento de ¥? por W* é preservada por esse mapeador, e
portanto deve existir uma segunda sequiéncia de pontos Q; alternando com
P;. (Em casos particulares, pode haver mais que duas sequéncias.) Agora
o mapeador preserva irea; portanto os loops sucessivos, formados por W*
num lado de W?*, devem ter ireas iguais. Mas a base destes loops, tendem
a zero yuando j tende a infinito; portanto, seu comprimento deve aumen-
tar constantemente. Eles se tornam mais e mais finos e alongados; este
alongamento se d4 ao longo da diregio instdvel do ponto fixo (fig 3.3b),
numa razdo exponencial. L assim, partem enrolando-se ao longo de W*,
seguindo-o num curso quase-paralelo, tornando-se longos o suficiente para
ir pela figura inteira, ¢ cntdo cruzam-se em suas préprias oscilagdes. Cada
loop de primeira-ordem produz wmn de segunda-ordem. Estes loops ficam
cada vez maiores, atingem seu limite e partem produzindo loops de terceira-
ordem. e assim por diante. Logo. torna-se impossivel fazer um esquema de
I¥"%. Encontramos. assim. uma situagio de complexidade indescritivel. com
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Figura 3.1: se¢do de Poincaré de Henon-1leiles. As variedades que emanam de uin

ponto hiperbdlico, parecem terminar exatamente e outro.

uma hierarquia infinita de estruturas de tamacho cada vez menor. O mais
interessante é que apesar de todos esses loops, WY nunca se cruza. ar-
tindo de %, podemos também voltar e considerar a sequéncia Py, £7_3,.. .
Acontece exatamente, o mesmo fendmeno. mas nesse caso, envolvemos a
continuagio da variedade estivel. A figura (3.4) mostra um esquema dos
loops de primeira-ordem de ambos W* ¢ W*, tornando-se mais denso nas
proxiniidades do ponte fixo; todos esses poutos sio poutos homoclinicos.

A figura (3.4) sugere que as variedades luvariantes, com sua “multiddo
de luoops”, ocupam densamente uma regiio de extensio finita em torno do
ponto fixo Liperbdlico. Uwa trajetéria que parte de win ponto sobre uma
varicdade invariante, consistird de pontos espaliados ao longo dos toops.
¢ portauto, ela parece igual aqueles pontos, que tambdém vcupario wna
regiio bidimensional. Qutra conjuntura plausivel & que alguma trajetéria
que parte de dentro desta regiiio, mesmo que ela nio permanega na variedade
invariante, terd propriedades similarves. Ainda wais, por causa da elongagio
exponencial destes loops. 0s pontos succssivos da sequéncia apresentario
uma aparente aleatoriedade. Lssa deserigio qualitativa, mostra comne umna
regido cadtica bidimensional pode ser gerada: e isto defimtivamente, parece
estar associado com os pontos liperbdlicos e suas variedades invariantes.



Figura 3.2; curvas invariantes na segao de Polncuré, para o caso integravel, Lm
a) ponto fixo eliptico, b) ponto fixe hiperbdlico, ¢} caso Lipico onde temos o pouto

fixo eliptico e o ponto fixe hiperbolico e d)cuso tipico para um n-cicle hiperbélico

Figura 3.3: curvas invariantes para o caso nio-integravel. Em a) o cruzamento das
variedades estavel e nstive]l nao ¢ suave ¢ em b) laops formado pelo cruzamento

das imagens de um ponto 2, com a variedade estivel.
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Figura 3.1: cruzamentos das variedades invariantes formando uma “muitidio de
loops”

3.3 Separacio de Orbitas Vizinhas

Consideramos duas trajetérias inicialmente muito préximas e pergun-
tamos; como sua distincia evolui com o tempo? Elas permanecem juntas ou
elas divergem? E se for assim, quanto elas se distanciam? Essa questio po-
deria ser inicialmente motivada por uma indagagio da propagagio de crros
dos computadores, ou dos cfeitos de wina i delinigio das condigbes iniciais;
mas verificaremos que a questio tem de fato um significado muite profunda
¢ estd intimamente ligada hs propriedades fundamentais das trajetdrias.

Para uin sistema integrivel, a resposta ¢ ficil. A solugdo geral ¢ dada
pelas equagdes (2.29) e {2.31) em varidveis de dngulo-agio. Considercemos
duas trajetérias, caracterizadas respectivamente pelas condigdes iniciais €,
Di e C;, D;. No tempo ¢ temos:

' t ' ' ' . R
P —P'=C‘-—-C{, Q;, —Qi=D; - Di + {w, —wilt. {3.12)

Para grandes valores de tempo, o termo em § domina ¢ a distancia entre

os dois pontos no espaco de fase cresce, lincarmente com o tempao. Assim,

trajotortas vizinhas divergem hnearmente e geral.
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Consideremos agora um sistema nio-integrivel. Numa regiio “regu-
lar”, consistindo principalmente de trajetérias quase-periddicas, os expe-
rimentos numéricos mostram que a divergéncia ainda é aproximadamente
linear com o tempo {18]. Em uma regiio cadtica, as coisas sio muito dife-
rentes. Ha um aumento ezponencialda distancia com o tempo. Muitos expe-
rimentos tem mostrado que este compartamento é tipico de regioes cadticas
(19].

Podemos também, considerar a separacio da correspondente sequéncia
de pontos na secio de superficie, ou em um mapeador. A distancia entre
os pontos de duas trajetdrias, neste caso, é considerada como uma funcao
do niimero de iteragdes j, em vez de fungio do tempo. Essencialmente, os
mesmos resultados sio obtidos: a separagio cresce linearmente em regides
populadas por curvas invariantes e exponencialmente em regides cadticas.
Assim, em regides calticas, a distincia entre duas érbitas vizinhas cresce
aproximadamente com e‘! no espago de fase, ou e*7 para um mapeador. A é
uma constante, que até aqui caracteriza somente o particular par de érbitas
escolhido. Como ela se altera se alterarmos essas 6rbitas?

Primeiro fixamos uma érbita, que ser4 descrita por X*(), e considera-
mos a segunda érbita com uma perturbacio, escrevendo-a como X*(t)+U(1),
com U pequeno. Esta segunda érbita fica determinada pelo deslocamento
inicial /(0). Os resultados numéricos mostram que, dentro das flutuacoes
estatisticas, A é independente da cscolha de U/(0). Ein outras palavras,
O nimero A parece caracterizar a érbita X*(¢): todas as érbitas vizinhas
separam-se dela com e,

Em seguida, alteramos a 4rbita X*(¢) propriamente, alterando seu
ponto inicial, X*(0). Os experimentos numéricos entio revelam outro resui-
tado notdvel: numa regiio caética, A parece ser sempre constante! Portanto,
A caracteriza ndo somente uma érbita, mas uma regiio cadtica inteira. Isto
pode ser intuitivamente entendido do fato que qualquer 6rbita comec¢ando
na regido cadtica tende a ir por quase todo lugar desta regido; A pode as-
sim, ser interpretado como uma “razio média de separagao”, a média sendo
tomada sobre toda a regido cadtica. Por outro lado, para regides cadticas
diferentes (ndo-comunicantes), geralmente encontramos diferentes valores de
A. Todos esses resultados podem ser explicados por uma teoria que se aplica
também 2 todos os sistemas dindmicos. ¢ nio somente aos sistemas Hamil-
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tonianos, a teoria de Lyapunov. Nio entraremos em detalhes da teoria,
mas indicamos {20] para um “review” detalhado.

A separacdo exponencial das Orbitas, em regides cadticas, tem con-
sequéncias dramaticas. Em principio, um sistema dindmico é deterministico.
ou seja, das condigdes iniciais. podemos deduzir a evolugao futura por todo
o tempo, mas na pratica. se estamos em uma regido cadtica. o mais in-
significante desvio serd ampliado exponencialmente; apés algum tempo, a
saturagdo é atingida, significando que as érbitas computadas nio ja nao tem
nenhuma semelhanga com a érbita “exata” que queremos seguir! Muitos
desvios sdo produzidos por erros numéricos, contudo mesmo se tivessemos
A nossa disposicao um computador ideal, livre de erros de integragdo ou
truncamentos, a situagdo poderia nao ser methorada. por causa de dois ou-
tros fatores. Primeiro, é impossivel medir o estado inicial de um sistema
{isico com precisdo infinita; e segundo, as equagdes usadas para representar
um sistema nao sao em geral, estritamente exatas, muitas aproximagoes sao
feitas se vdrios efeitos pequenos sio negligenciados. Do ponto de vista dos
fisicos: portanto, o sistema é nio-deterministico. Sua evolu¢do ndo pode ser
determinada para mais que um periodo de tempo. Se A é grande. o sistema
axibira, de fato, um comportamento quase-randdmico; nio haverd relagio
aparente entre seus estados em dois tempos diferentes, mesmo se o intervalo
entre esses tempos ndo for muito grande.

A separacio exponencial também acontece se voltarmos no tempo.
Como uma consequéncia, trajetdrias em uma regiio cadtica “esquecem”
progressivamente seu estado inicial; nada pode ser deduzido, além de certo
ponto. acerca do passado de um sistema. através de um cxame de seu es-
tado presente. Poderiamos entio concluir que nio hd orbitas periddicas na
regido cadtica, e que experimentos numéricos nada podem dizer acerca das
propriedades destas regides. [elizmente. a situa¢do nio é tio ruim. E ver-
dade que a localizacdo de pontos individuais da trajetéria ndo tem muito
significado. dado que alteragdes insignificantes no estado inicial produzirdo
pontos inteiramente diferentes. Se, contudo, ndo consideramos pontos indi-
viduais, mas uma série de pontos que constituem uma drbita, encontramos
que esta série tem propriedades estatisticas definidas. Mais precisamente, os
pontos parecem cbedecer uma estatistica bem definida. ao contririo da dete-

rioracio rapida da precisia de pontos individuats. esta distribuicio torna.se
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bem definida quantos mais pontos sio computados, conforme ilustra a figura
(3.5).

A figura (3.5a) mostra o resultado de cem iteracdes. partindo de
To = 0, yo = 0.08 e £ = 0.08; a figura (3.5d) é a mesma computacio
com o = 0 e yo = 0.08 + 10~19. As duas séries de pontos sio notavel-
mente diferentes, o que ¢ melhor ilustrado pelas figuras (3.5b) e (3.5¢), que
tem respectivamente as mesmas condigdes iniciais de (a) e (d), exceto pelo
nimeros de pontos igual a 300. Agora computamos 1000 pontos ao invés
de 300 para as duas trajetérias. e vemos que as duas figuras sio bastantes
similares e diferem somente em alguns detallies. Elas mostram uma grande
regido cadtica, que dentro das flutuagdes estatisticas parecem ser uniforme-
mente ocupadas com pontos. (Esta uniformidade é uma consequéncia da
propriedade de preservac¢do de irea). As regides brancas que nio sao pe-
netradas por pontos sio regides de curvas invariantes ou “ilhas”. A figura
(g) corresponde as condigdes iniciais z = 0.0, ¥ = 0.08, p = 0.01, para a
mesma energia, e indica que essencialmente a mesma distribuicdo é obtida
para qualquer trajetéria dentro da regido cadtica.

A maioria das se¢des de Poincaré que vemos, tem o mesmo quadro
geral: parte do plano é ocupado com curvas invariantes, e o resto ocupado
por regiGes cadticas. A proporgdo destas duas regides variam quando os
parametros sdo variades. Parece que podemos descrever a situacio geral
como se segue: cada ponto fixe eliptico é cercado por um “continente”, de
tamanho varidvel, ocupado por curvas invariantes, e estes “continentes” sio
imersos em um “mar cadtico”,

3.4 Ilhas

Um olhar mais cuidadoso, revela que a situagio real é mais complexa
que isso. Em um sistema integravel, cada sequéncia de pontos permanece
num circulo (fig. 2.13). Temos entio, uma familia de curvas invariantes a um
parametio, formada por circulos concéntricos em torno da origem. Em um
dado circulo, pontos sucessivos sio separados por um angulo constante, tgual
ao nimero de rotagio v;. Este numero ¢ dado por vy = wi/we (eq. 2.35).
O nimero de rota¢do niio é o mesmo nos diferentes circulos » o mapeador
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Figura 3.5: segao de Poincaré no plano ypy do potencial Nelson, para a energia
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pode ser descrito como um mapeador curvo.

Os circulos que tem vy irracional. sio densamente cobertos por pon-
tos de uma sequéncia: nenhum ponto do circulo é visitado duas vezes. Nos
circulos com vy racional, », = /s, ( r e s sendo primos inteiros relativa-
mente), a situagido é bem diferente: cada sequéncia volta ao ponto inicial
apbs s iteracdes, e entdo se repete periodicamente. Cada ponto deste circulo
pertence a um s-ciclo.

Vamos assumir que o sistema integrivel seja levemente perturbado,
de forma que ndo seja mais integrivel. Assim, quase todos os s-ciclos serdo
destruidos. Tipicamente, encontramos que dois ciclos sobrevivem; um do
tipo eliptico e o outro do tipo hiperbdlico, e os pontos de ambos ciclos sio
alternados. Considere agora, um ponto do ciclo eliptico. Ille é um ponto
fixo eliptico de G*. Portanto, tudo o que foi afirmado até aqui, para a
vizinhan¢a do ponto fixo eliptico se aplica também a esse ponto, visto que,
estamos considerando G* e nao G, ou seja, temos somente o $-€simo ponto
da sequéncia. Em particular, este ponto seré cercado por uma série de curvas
invariantes; esta estrutura ¢ chamada ilha. Se aplicarmos G' mais uma vez,
esta ilha é mapeada numa estrutura similar cercando o préximo ponto do
ciclo eliptico. Obtemos entdo, uma “cadeia de ilhas”.

Pontos sucessivos de uma sequéncia tem nesse caso, um mavimento
composto. Em cada aplicagio do mapeador G, os pontos pulam de uma ilha
para outra; especificamente, para a r-ésima itha proxima. Apos s iteragoes,
ele volta & mesma ilha, mas ndo ao mesmo ponto. Se considerarmos somente
o s-ésimo ponto da sequéncia, obtemos uma subsequéncia de pontos que
pertencem a mesma ilha. ¢ que rodam regutarmente sobre uma de suas
curvas,

Em um sistema integravel, o nimero de rotacio v, geralmente é uma
func¢io do raio, significando que no sistema perturbado. pode existir uma
infiridade de cadeias concéntricas de ilhas. Mas o quadro é ainda mais com-
plexo que isso. A largura radial de cada ilha, diminui rapidamente quando o
nimero s de ilhas aumenta; portanto, em uma exploragio numérica, onde as
condicdes iniciais sdo escolhidas mais ou menos ao acaso, somente as cadelas
que correspondem a s pequenos sio (ou tem chance de ser) detectadas. Con-
tudo. se procurarmos sistematicamente o lugar onde 11 tem valor racional
numa cadeia de ilhas, encontrarcinos muitas delas. até que eventualmente,



o limite da resolugdo do computador seja atingido, conforme ilustra a fig.
(3.6). \Mas este, ainda nao ¢ o fim da histéria. Em particular, cada “pe-
quena” curva em uma ilha é caracterizada por um numere de rotagdo de
sequnda-ordem, Quando este ndmero passa por um valor racional, a “pe-
quena” curva se quebra em nma cadeia de ilhas ainda menores, chamadas
ithas de sequnda-ordem. Este processo continua. portanto deve existir ilhas
de terceira-ordem: ¢ assim por diante. As ilhas sio organizadas em um
namero infinito de ilhas do proximo nivel.

Vimos assim, um relance da complexidade de um sistema dinamico,
mesmo Nno caso mais simples com dois graus de liberdade, quando ele deixa
de pertencer & classe dos sistemas integriveis. Esta hierarquia de ilhas sugere
que os sistemas dindmicos siio inexauriveis, no sentido que novos detalhes
surgem, continuamente. quando cxaminamos numa escala cada vez mais
fina. Ela sugere, também, que nao sera possivel obter uma “solugdo geral”
do problema, ou seja, uma férmula expiicita que dé a posi¢io no espago de
fase como fungdo da posigio inicial e do tempo (ou a posigdo na superficie
de Poincaré como fungdo da posigdo injicial e do nimero de iterag¢des).

Através dos primeiros capitulos desta dissertagao, ou melhor ainda,
logo pelas primeiras paginas do Arnold, Guckenheimer, Goldstein, etc..,
percebemos que, ao contririo da idéia errénea gue adquirimos, ou solidi-
licamos, nos cursos da graduacio, a Mecinica Cldssica estd longe de ser fe-
chada. ou seja, seus maiores problemas. ainda precisam ser resolvidos. Tendo
agora. alguma compreensio de como um sistema, “regido” por equagdes de
movimento nao-lineares sc comporta. sonos induzidos a perguntar: Que
relagio existe, ou deve existir, entre o sistema cldssico caético e seu andlogo
quéntico?

Nio podemos defiuir o caos quantico nos referindo a separagao de
varidveis entre “6rbitas vizinhas”, pois nao ha separa¢ido exponencial como
nio hd separagdo alguma entre dois vetores /f > e /¢ > que rodam no
espago de Hilbert. Lles rodam mantendo sempre a mesma distincia entre
cles [6].

Apesar de ndo haver uma defini¢io precisa em relagio ao caos quantico,
no sentido que naoc temos como na mecanica clissica. algo que evidencie
0 Caos. ou seja, separacao exponencial de orbitas vizinhas, o fato da [fa-
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(ou seja ¢ = 0.1) para a energia £ = (.03, (a) cadeia de 5 ilhas de primeira-
ordem (D) cadeia de 11 ilhas de segunda-orden.
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miitoniana H ser ou ndo-integrivel deve afetar o comportamento quantico
de alguma forma. Esse efeito deve se manifestar principalmente no limite
semicldssico, onde as acdes tipicas sio muito maiores que a constante de
Planck {ou A — 0). Nesse limnite, as propriedades classicas sdo ressaltadas e
as diferencas entre movimento regular e caético devem ficar mais ciaras.

Veremos em scguida, as consequéncias quinticas do caos em sistemas
classicamente nao-integriveis ¢ estudaremos um método muito geral de ex-
trair informagdes acerca do espectro quantico de uma compieta enumeracgio
das érbitas periddicas cldssicas, a Férmula do Trago de Gutzwiller, ou seja,
veremos que as orbitas periddicas desempenham um papei fundamental, o
que sobremaneira motiva o nosso trabalho.



Capitulo 4

Caologia Quantica

A aproximacgao semi-cldssica para a mecanica quantica tem sido crucial
para desenvolvimento de certas dreas, em particular, fisica de altas energias.
Mesmo assim, a aproximagdo classica, durante muito tempo, perdeu lugar
para a mecdnica quantica, uma vez que a maioria dos sistemas mecéanicos
classicos sa0 mal comportados, isto é, eles apresentam um comportamento
estocastico dificil de se compreender.

Einstein foi o primeiro cientista a estar ciente dos efeitos da estocas-
ticidade com relagdo & mecdnica quintica. Em 1917, oito anos antes do for-
malismo de Heisenberg e da equagao diferencial parcial de Schroedinger, ele
fez duas importantes declaragées, as quais, na terminologia moderna podem
ser parafraseadas como se segue: As condi¢des de quantizagio de Sommer-
feld podem ser aplicadas somente quando as trajetérias permanecem sobre
toros no espago de fase de dimensionalidade nao excedente ao nimero de
graus de liberdade. Se contudo, uma trajetéria tipica ocupa um volume no
espago de fase de dimensao maior, nenhuma condi¢io de quantizagio pode
ser formulada.

A fim de preencher a lacuna que ficou entre a mecinica cléssica e a
formulagdo da mecinica quéntica, varios métodos tteis e instrutivos foram
desenvolvidos, porém nenhum deles para sistemas Hamiltonianos cadticos.
— Os livros de mecinica quintica creditam a Wentzel, Kramer e Brillouin
0 desenvolvimento de um método semi-classico para obter niveis de energia.
o WKB. mas este método ¢ estritamente limitado a sistemas conservativos
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onde nio hd caos, ou seja, integravel,

— A férmula de Van Vleck de 1928 [21] generaliza 0o WKB para muitos graus
de liberdade, mas precisa ser ampliada ainda mais antes de ser aplicada em
sistemas cadticos.

— A formula¢io de Feynman da mecanica quéntica foi aplicada em trabalhos
no campo de integrais de caminho: Cécile (de Witt) Morette em 1951 {22]
obteve a férmula de Van Vieck da integral de caminho e Choquard em 1955
[23] foi o primeiro a investigar sistematicamente as corregdes de ordem mais
alta; ambas as aproximagdes divergem na primeira cAustica e seus resultados
sdo vilidos somente para tempos curtos.

— A publicagao de Einstein de 1917 [24] foi redescoberta por Keller em 1958
[25] que a interpretou sob a luz da mecanica de ondas. Em 1960. Keller ¢
Rubinov [26] abordaram a estocasticidade em alguns exemplos.

— Maslov em 1972 [27] aplicou um aparato matemaitico para expandir o
trabalho de Choquard, mas ainda livre da natureza ergddica da mecanica
cldssica.

— Balian e Bloch em 1970 [28] e em 1971 [29] [30], deram uma elegante ge-
neralizagdo da distribui¢do assintética dos niveis de energia; também eles em
1972 {31] e em 1974 [32] reconheceram a importancia das érbitas periddicas
na distribui¢io dos niveis, mesmo assim nio introduziram a corregio do caos
em mecanica cldssica.

Ficou entdo o desafio de se encontrar um métode para ir da mecanica
cldssica para a mecanica quantica nos casos onde as equagdes de movi-
mento naoc podem ser integradas, ou seja, se ndo ha constantes de movi-
mento além da energia. Desafio esse aceito por Gutzwiller. que encontrou
uma aproximacao semi-clissica para a densidade de estados que pode ser
aplicada tanto em sistemas integriveis como classicamente caéticos. Esta
aproximagao serd o objeto de nosso estudo agora.

Mostraremos neste capitulo, que a funcido de Green de um sistema
quantico pode ser aproximada com a ajuda de quantidades que aparecem
do correspondente sistema mecinico cldssico. Os argumentos envolvem so-
mente no¢des de mecdnica cldssica os quais cram bem conhecidos dos as-
trondmos do século X[X, em particular Hill ¢ Poincaré. Faremos uma

aproximacdo semi-classica para a fungio de Green e sua redugdo a densi-
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dade de estados. Entio, mostraremos que somente as érbitas periddicas
contribuem para a densidade de estados, pois esta aparece como uma soma
sobre todas as 6rbitas periddicas para uma dada energia. Cada termo nesta,
soma € uma integral sobre a érbita periddica a qual deve ser calculada. As
hipéteses especiais acerca do sistema mecanico sdo feitas cuidadosamente.
Consideramos por motivo de facilidade, uma Hamiltoniana independente do
tempo.

A expressao original da fun¢io de Green envolve somente a integral
de acdo entre dois pontos ao longo da trajetéria cidssica. Mas apés al-
guns calculos elementares, ela pode ser expressa como fungio da energia, do
nimero de pontos conjugados e do expoente de estabilidade, isto &, o resul-
tado é convenientemente expresso como uma fungio resposta para o sistema
em um plano de energia complexa tal que a descontinuidade ao longo do
eixo real de energia seja igual a densidade de estados.

4.1 Integral de Caminho de Feynman.

A integral de caminho de Feynman é um bom método para irmos da
mecénica quantica para seu caso limite, a mecanica cléssica, uma vez que eia
foi, por muitos anos, capaz de dar uma interpretagao sensivel ao principio
variacional da mecanica cidssica.! Em contrapartida, a dificuldade de ma-
nused-la com ferramentas matematicas convencionais nos levard a comecar
pela equagdo de Schroedinger.

Usaremos a fungio de onda ¥(£,¢) onde ¥ é complexo. ¥ é a coordenada
cartesiana (21,%z,...,2s) em #/ ¢ {,0 tempo, sendo que — 0o <t < + co.

Considere uma particula de massa m, nao relativistica, sem spin, sob

a agdo do potencial V(F). A fungio de onda é uma solugio da equagio
diferencial parcial;

;L 2 N AT RN .
e = o ("5“) V@ v (4.1)

'Esta possibilidade foi claramente vista pot Dirac e Feynman.
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onde & é a constante de Planck dividida por 2 .
Do propagador X (£ ,t" ;£ ,t') obtemos ¥( £, ") como uma soma sobre
os valores da fungio de onda parat <t

W& ") = /dff’x(f‘,:”;f,z’)mf,s'). (4.2)

0 propagador pode ser considerado como uma solugio especial da equagao
de Schroedinger que vai a zero parat’ < t e tem valor inicial,

L3

)= 8(F" - £), (4.3)

lim K(z',&;t",¢
g~y

onde t” tende a ¢’ pela direita.
A férmula explicita de Feynman para K ¢ obtida como se segue:

O intervalo de tempo ¢t — ¢ & dividido em N passos de comprimento
e = (t"— t')/N, isto &, sio definidos tempos intermedidrios e podemos
escrever t = g, l1,..., Iy—1, Iy = ¢ . As coordenadas cartesianas,
£ =& ,%1,.., EN—1, v = & variam livremente exceto nos pontos fixos
£ =fged =in.

Seja

/Zg >: autoestado no instante ¢g

/Ei >: autoestado no instante ¢;,

podemos escrever:
< Zp/En >= lim /dé‘ofdfl...
N—oo
/dzn_l < FofFL> < ENr[EN > . (4.4)
Feynman propos que
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- ity
< ZofEn >~ exp (}-‘1 [ Ldt) . (4.5)
1]

Entéo no limite quando N — o0 ou quando € — 0, podemos escrever:

< Fo/E) >= Aexp (%L(fo,fl,e}) . (4.6)

Assim, aplicando(4.6) em (4.4), obtemos:
< fo/En >= lim [ dF0dy...dEn_1
AV {exp [:ﬁi(z(fo.fl, )+ L(F1, 53 8) + -+ L(En-n, &, t)] e} . (47)
A equagdo (4.7) pode ser escrita na forma:
—i rt
< FofEn >= th /dfgdfl v dEn AN exp [f/ L(f,t)dt] . (4.8)
— IO
Denominando AN [[N7! d%; = limy —co D(Z(¢)], obtemos:
< EofTn >= fD[:i:'(t)]exp [:ﬁifL(f,t)dt] . (4.9)
portanto,
/di'o/fo S< Fo/En >= /dx"oD[:E'(t)]exp [—T:]L(f,t)dt)]. (4.10)
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Uma vez que podemos obter o autoestado /¥(&",¢") > através de um pro-
pagador atuando no autoestado inicial, isto é:

JU(F 1) >= / 4z /(& 1") >,

comparando (4.10) com a equagio acima, podemos concluir que,

= jdfv[f(:)] exp (:’,}/Ldt). (4.11)

sendo K o propagador.

A integral de caminho de Feynman € uma expressdo explicita para X
em termos de uma somatéria sobre todos os caminhos possiveis no espago
de posi¢do que vio de (£ ) em t' para () no tempo .

Para o sistema mencionado, ou seja, a particula de massa m sujeita a
um potencial V(&) temos

K&, 7.0) = lim [dfa:l /dfaw ,

N—oo

("‘ )J’ﬁ wlis 2 ____5,,_5,,_1)2 v -—f”f““‘) (4.12)
2rer) PR 2(£ _(2 CE

n=1

Observando o integrando de (4.12) vemos que cada escolha de coordenadas
a — ... — - - —a¥ “ . " — M
consecutivas T = Tg,&1,...,ZN-1,Zn8 = & define um “caminho” de & a &
e que grandes saitos nio contribuem para o resultado final, pois eles levam
a grandes variagdes no expoente cancelando-se assim, uns aos outros. As
principais contribui¢des vem de caminhos os quais tornam-se continuos no
limite de N — oo, embora eles nio scjam necessariamente diferencidveis.

4.2 Primeira e segunda variagao de [ Ldt.
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Uma vez obtida a expressio (4.11), via integrais de caminho, po-
derfamos pensar no limite do propagador quando % — 0 : mas tal apro-
ximagdo formal € muito simplista, pois apesar de ser 1til para a intuigio fisica
e dar algumas respostas a muitos problemas sua consisténcia matemdtica é
duvidosa.

Olhando para o integrando de (4.11) podemos dizer que os caminhos
que contribuem sdo aqueles que estio na vizinhanc¢a de um caminho es-
taciondrio, pois o integrando tem o valor absoluto 1, mas sua fase varia
rapidamente se A é pequeno comparado a [ Ldf. Vamos examinar agora
a variagao da integral f Ldt; usando q ao invés de Z para as coordenadas
de posigao, evidenciando assim que nio estamos limitados a um sistema de
coordenadas cartesianas.

Con51dere um cammho fixo g, um caminho fixo que vai de ¢’ no tempo
¢ aq" no tempo t’, isto &, §(t)y=4q e §(t") = ¢". Vamos escrever um
caminho arbitrdrio ¢(t), fig.(4.1), sendo g(t) = §() + dg(t) e expandir a
integral f L(g,4,t) em potencias de 6¢g(t); os termos incluindo a segunda-
ordem ndo serdo calculados agora.

A Lagrangeana desse caminho arbitririo pode ser representada da seguinte
forma:

L=1L(q+8q4¢+64,1), (4.13)

expandindo até a primeira ordem obtemos:

. oL oL
L™ L(.5.1 ( ) 5q +( ) 54. 4.14
(7,¢,t) + P 73 &q (4.14)

Teremos assim, a forma para a agio:

‘Jl
s= [ aL@in=
|3

3 . “lraL oL
dtL (g, ,1 — ¢ — ] §¢| dt. a.
/:, (3,9 l+f‘, [(aq)q q+(0q_)&5ql (4.15)
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A ordem mais baixa da expansio é simplesmente [} L(g,§,1)dt e é nada
mais que a agdo sobre o caminho fixo.
Depois de manipulada convenientemente, usando a seguinte igualdade,

aL oL ¢ d (8L\ 0L d 1L
L ‘“[3"5 9+ 3¢ ]"j; ‘“{[‘a("a—q)*%]a“a['ézé"]}

(4.16)

a primeira ordem da:

()0, [afE ) E

Os dois primeiros termos de (4.17) viao a zero pois, 6q em t eemt’ ézero
como mostra a figura (4.1). Por um argumento bem conhecido, o outro
termo da primeira ordem também vai a zere na vizinhanga de §(t) se a
Equacio de Fuler-Lagrange é satisfeita; i.6., se §(t) é solugio da equagio
diferencial ordin4ria:

4 (6q) + 2L g (4.18)

A equagao (4.18) pode ser escrita como equagdes de primeira-ordem acopla-
das:

dq aH dp _ OH

=5 i (4.19)

As solugdes da equagio (4.19) sio denominadas trajetdrias cléssicas, H4&
muitas destas trajetérias conectando os pontos fixos ¢ e ¢ no intervalo de
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Figura 4.1: caminho arbitrario

tempo (¢, ¢"), cada uma tem sua em fungio principal de Hamilton R(g" ¢4 )
dada por:

H

I"
R\ 5q0 ) = [, L), (4.20)

onde vemos que R depende unicamente dos pontos fixos ¢ ¢ ¢". Estes pontos
fixos, podem ser variados continuamente para dar as solugdes vizinhas de
{4.18).

Para uma particula livre de massa m no espago euclideano, o Lagran-
geano reduz-se a energia cinética L = m¢?/2. As trajetorias sioretas ligando
¢ eq ,eavelocidade é ¢ = ‘q” - q"/ (t" - t'). Portanto, encontramos que:

R4\ ) = 2 (1.21)

Observe a dependéncia quadritica da distincia.

A variag¢do de segunda-ordem embora raramente discutida, d4 resposta
a uma questdo legitima: A trajetdria § é um minimo, um mdzimo, ou ulyurn
oufro extremo desta integral? LEste problema foi primeiro investigado por
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Marston Morse entre 1920 e 1930, e agora tem o nome de “teorema de
Morse™(33].

Considere uma trajetéria na vizinhanga de § que parte do mesmo
ponto ¢(t') = ¢ = §(t') , mas com um momento levemente diferente
p =5 + 6p . Sefizermos ¢(t) = §(t) + §q(t) , podemos obter uma
equagao diferencial linear para 4q(t) expandindo a equagdo de Euler-
Lagrange (4.18), até a primeira ordem em dqg(t) .

LL(q,§0)+ Z [(M) i.sq,. + (g—‘;)& 54.] : (4.22)

Com a Lagrangeana expandida, a equagio (4.18) fica:

if o oL, 0L, 9 oL, 9L, \] _
2[5 (Glonr Jaa)|} - o [ (Bm+ S0 =0
(4.23)

Vamos aplicar a eq.(4.23) ao caso padrdo, isto é, uma partfcula de
massa m sujeita a um potencial V{(gq), cuja Lagrangeana é:

58
L= - Y Vg (4.24)

=1 s#k

L

obtemos entéo:

[l £ )

PV
dt {Z mﬁ?:} + Z aq‘aq" =

JEE
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d 6q,) I sty
i ( Za‘ba‘h

S

d? *Vv
& sei = —
mdﬁ % ; dq;0¢;

(4.25)

()

Ha f solugdes independentes as quais sdo mais facilmente caracterizadas
por suas condigdes iniciais ép; = 6;x, onde k = 1,..., f. A solugao de (4.25)
torna-se portanto, uma matriz (84} ) onde a k-ésima coluna é a solugdo de
(4.25) com 6¢*(t') = 0 e 6¢'(t') = O para [ # k, considerando que §¢*(') =
1/m; i. é., a k-ésima trajetéria parte com um deslocamento igual a 1 no
momento na k-ésima d1rega.o

Se a integral de agao R(q i q ,t ) é conhecida na vizinhang¢a da traJetérla.
g(t), a matriz Jq-,’; pode ser ca.lcula.da. como segue: o momento inicial p' é
dado por p = —OR/3 ¢'; se o ponto final ¢ varia e ¢’ & mantido fixo,
obtemos:

2
{

abreviamos 6 p' = M 6§ ¢" de modo que § ¢ = M~! § p’, para podermos
escrever ¢ q;; = M-, lembrando que tomamos 6p; = 1.
A matriz §g} mostra que quando o intervalo (t',t") é curto, e o potencial
é suave préximo a2 ¢ , a partfcula move como se fosse livre e podemos
aplicar (4.21). Portanto, My = §ym/(f" —t),e M=1 = §4(t" —=t')/m
claramente, partem de zero como esperamos, visto que 6g(t') = 0. No
entanto, quando ¢ aumenta hi uma série de tempos distintos ¢ =ty < #; <
. onde §g} torna-se singular. Esses termos sio chamados conjugades a t',
e correspondentemente, os pontos §{t;), § (£2),. .. sio chamados conjugados
ag(t)=q.
Uma figura da trajetéria ¢(t) e sua vizinhanga mostra que o leque
original de trajetérias parte em ¢, podendo cortar-se umas as outras de ¢
a ¢, nao somente uma mas v vezes conforme a fig.(4.2). Cada vez que
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Figura 4.2: leque de trajetérias ue parte de ¢ emt.

isto acontece para a particular trajetéria §, chamamos este ponto de ponto
conjugado de ¢'.

O principal resultado da teoria de Morse pode agora ser formulado:
A segunda variagdo em torno de g(¢) é uma forma quadratica no espago dos
deslocamentos &g(t); se certas condigdes da continuidade do Lagrangeano
L(4,q,t) sdo satisfeitas. A forma quadrdtica na ¢q.(4.25) pode ser diagona-
lizada, e pode se mostrar que ela tem um espectro regular o qual depende,
certamente, do tempo t”, assumido ¢ fixo.

O Teorema de Morse:

A segunda variagio é positivo-definida para t — ¢ suficientemente
pequeno; quando ¢ —¢' aumenta, a segunda variagdo adquire um autovalor
negativo cada vez que t passa por um ponto conjugado.

Podemos agora responder a questdo original. A varia¢io da integral
[ Ldt di um minimo se ¢ & muito menor que o primeiro tempo ¢ conjugado
at. Parat’ > {, a segunda variacio nio é malis positivo-definida; a
trajetéria §(¢) permanece num ponto de cela do espago de todos os caminkios

possiveis; a ordem da instabilidade & dada pelo niimero de pontos conjugados
3 "
entre t el .



4.3 O Propagador Semi-Classico.

Podemos agora calcular o limite da integral de caminho(4.12) quando
h — 0. N é tomado suficientemente grande de modo que cada passo
temporal ¢ seja bem pequeno comparado aos tempos caracterfsticos das
trajetérias classicas.
Fagamos entio, ¢(t) ser uma solugio da versiao discretizada das equagdes
{4.18) com as condigdes iniciais §(t') = ¢ e §(t") = ¢". Vamos considerar um
pequeno deslocamento 8¢(1), mais uma vez somente nos tempos discretos.
A soma finita no expoente de (4.12}), é expandida em poténcias éq até a
segunda ordem,

(7 (B v ()] -

n=l
i{ﬂ(qn—qn_ly_v(qun_l) +m[(qn—q,.-l) _ﬂ]&]ﬁ
=2 € 7 2 7 € ¢ Mn
1im v
il LR AN F P PR S 4,
o] [£2 aqnaqj] b9 6%} (4.26)

O termo de ordem mais baixa dd a integral (4.19) na forma discreta. A
primeira ordem pode ser manipulada e d4 a versdo discreta de {4.17). O
expoente em (4.12) contém agora somente a fungéo quadrética nos desloca-
mentos éq;, junto com os termos de ordem mais baixa que representam a
integral de a¢do ao longo da trajetdria g(t). Todos os termos de ordem mais
alta sdo ignorados; a transigdo da mecdnica qudntica para a cldssica toma
{ugar neste ponto ao negligenciarmos termos, exceto as fungdes quadrdticas.
A integragdo em (4.12) é feita sobre os deslocamentos 6¢;, cada um podendo
variar de —o0 a +o00. Uma transformacio linear ortogonal é usada para
transformar a forma quadritica numa forma diagonal. A integral torna-se
um produto de f(N — 1) integrais de Fresnel, cada uma na forma

1 § .
m \i ftoe im etraign{r)/4 .
(mh) /_w "fse"p{‘zﬁ“ } =T (4.27)
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O cdlculo de todas as integrais de acordo com (4.27) d4 diretamente o pro-
duto de todos os autovalores para a matriz da forma quadréitica em dq.
Portanto, temos que computar o determinante desta matriz.

A integragdo sobre as flutuagdes quadraticas em torno da trajetéria (i) na
integral de caminho de Feynman (4.12) d4, portanto, a seguinte aproximagao
para o propagador K(¢",t";q,t),

2 1/2 ,
@rin)~ 12 laet [ - LN exp|iR(e" i), (4.28)
dq"3q' | h

dado primeiro por Van Vleck em 1928.
Até aqui, nio usamos nenhuma informagio referente aos sinais dos autova-
lores para a segunda variagdo de [ Ldt. A condigdo da férmula (4.27) junto
com o teorema de Morse mostra que podemos tomar o valor absoluto do
determinante em (4.28); e que temos que diminuir de 7/2 a fase para cada
ponto conjugado entre ¢' e ¢ ao longo da trajetéria §(2).
A perda de fase pode ser interpretada como se a onda quintica de ¢’ a ¢’
fosse refletida em uma parede perto de um ponto conjugado, esse fator 7/2 é
bem conhecido de problemas unidimensionais préximos 20 ponto de retorno.
O propagador K para as extremidades fixas (¢',¢' ) e (¢”,t”) pode levar
a uma série de trajetérias cldssicas. Cada trajetéria contribui com um termo
igual a (4.28). Portanto, conseguimos o resultado final

K= 37 (2min)™I/? [det( 'R )]mexp["R(q" t';q t')—E]
“.aj Y s aquaql h ¥ 1 ] 2 ]

(4.29)

onde s é 0 nimero de pontos conjugados.

Olhando para (4.29) vemos que cada trajetéria gera uma onda com
a fase R(q",t"1¢',t)/h corrigida pela ocorréncia de cdusticas; a amplitude
mede essencialmente a densidade das trajetérias vizinhas em torno de ¢
comparada a sua densidade no ponto de partida ¢ .
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4.4 A Funcao de Green.

A presente secao é devotada ao passo preliminar de transformar a
férmula de Van Vleck (4.28) do dominio do tempo para ¢ dominio das
frequéncias. Qs termos “frequéncias” e “energia” serao usados permuta-
velmente, visto que estdo relacionados pela equagdo de Planck, £ = hw .

(lhando para (4.29} vemos que as informagdes acerca dos niveis de
energia nao estao explicitamente contidas em K. Nés obtemos essas in-
formagdes quando efetuamos a transformada de Fourier de A com relagio
ao tempo, obtendo dessa forma, a fungdo de Green do propagador. A fungao
de Green é 1til no estabelecimento de relagtes entre a mecdnica clissicae a
mecdnica quantica, sendo o sistema ergddico ou nao. Temos entio,

o - ! ! " H
6(d>" B) = = fo dt SBUAK(G ¢ g 1), (4.30)

Devemos observar que a integrag¢do vai de 0 a ¢, pois o propagador depende
de t'e t” somente através da combinacio (t” — t'), porque a Hamiltoniana
independe do tempo, além disso, temos que K tende a zero quando t” < ¢'.
Note que, a integragio em (4.30) sempre converge se a energia E no expoente
do integrando adquirir uma pequena parte imagindria positiva. Dada uma
parte imagindria positiva, ¢ > 0 , de modo que E — FE + i¢, a fungio
de Green torna-se analitica para o lado direito de aiguma abscissa no plano
complexo E +ie. Esta analiticidade, nada tem a ver com a suavizagio dos
campos externos na equagio de Schroedinger. Dessa forma, as propriedades
analiticas de G(¢",q', £} sio garantidas com relacio a £, mas nada igual
pode ser assumido para a dependéncia em ¢ e ¢, neste estagio.

A fungdo de Green ¢ uma solugio da equagio de Schroedinger nio-
homogénea e estacionaria:

{E-16"4"} 0" ¢, B) = 86(¢" - ). (4.31)

Se o espectro E; e as autofungdes ¥;(g) sdo conhecidos, podemos escrever
uma solucdo explicita de (4.31),



A(p,q)¥;(q) = E;¥;(q); (4.32)

por defini¢io, o fndice j ¢ escolhido tal que Ej < Ej, quando j < i e as
fungbes com fndices diferentes sio ortonormais, i.e., {dq¥}(q)¥(q) = 0
para j # i'. Finalmente, as autofungdes sio assumidas normalizadas; no
caso de um espectro discreto, isto significa [dq|¥{q)|* = L. A completeza
do espectro implica que

¥i(q Vg

g(qniqltE)= E - E. '
2

(4.33)

O lado direito da eq.(4.33) contém uma soma sobre todos os niveis de
energia que sdo numerados pelo indice 5. A energia do j-ésimo nivel é £; e
sua fungdo de onda ¢ dada por ¥;(g¢’). Se conhecermos a fung¢io de Green
G, podemos encontrar os niveis de energia determinando os pélos de G com
relagdo a varidvel K. As correspondentes fung¢des de onda sio essencialmente
0s residuos desses pdlos.

E importante estar ciente do fato crucial que nio hé integral de ca-
minho para a fun¢io de Green como a de Feynman dada em (4.12). O
propagador satisfaz uma regra simples de composigio: faga t ser algum
tempo no intervalo (¢',¢"), i.e., t' < ¢ < t”, entio:

K:(q", i”; q" t') = /dqﬁ(q”, t"; ¢ t)x(%t; q’s t')' (4'34}

E a existéncia dessa relagdo que é responsivel pela integral de caminho de
Feynman.

4.4.1 A Fungao de Green Semi-Classica.

A aproximacio semi-clissica para G(q¢",q,t) é encontrada quando a
formula de Van Vleck (4.29) é inserida em (4.30). O problema é entao,
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calcular a integral sobre o tempo t de 0 a oc e a energia de ~oc a 400, e
neste caso sempre hi alguma divida acerca da interpretagao desta integral,
visto que uma pequena parte imaginaria é adicionada a energia. Com algum
trabalho obtemos que esti integral d4 uma soma sobre todas as Grbitas
classicas que vio de ¢ a ¢° com energia total E.

A férmula analoga a (4.29) para a fungao de Green % é:

= 211.' 825 1!2 l ” ., T

tra clas
(4.35)

onde p é 0 niimero de pontos conjugados numa energia fixa £ entre geq .
Convém ressaltar aqui que a eq{4.29) s6 é vilida para tempos curtos e que
essa aproximagio é extendida até ¢t — oo sem maiores justificativas. Assim,
a propria validade de (4.35) é duvidosa!

4.5 Caos versus integrabilidade.

A progressdo da integral de caminho de Feynman (4.12), através da
aproximagdo de Van Vleck (4.21) para a fungdo de Green (4.35) é facil de
delinear, mas temos que caminhar com cautela. H& muitos pontos onde
surgem dividas e os possiveis erros nio sio bem controlados. Mesmo a
aplica¢do para um problema tipico integrivel requer aproximacdes adicionais
(p. ex. particula num pogo de potencial V(z)). Contudo, hd um consenso
geral que todos estes passos incertos produzem uma aproximagio consistente
até a ordem h?, ou seja, esses passos sio corretos para os termos de ordem
% e &, Por outro lado,tem se aperfeigoado pouco na tentativa de calcular
os termos em A2 e ordens mais altas.

*Qbserve que na expressic do propagador K, tinhamos a integral de agio R como
funcao da posicio e tempo final e posicdo e tempo inicial. No caso da fungao de Green,
é interessante expressi-la em termos da acao S(¢ ,¢,£). Com alguma manipulagio

oo

matematica podemos verificar que existe a relagio S(g ¢ E) = R{qg ¢ ¢t )+ E@ -1
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Para se efetuar a soma (4.35) é necessdrio um bom entendimento das
trajetérias cldssicas. Tal boa compreensio é possivel somente para sistemas
integriveis até o presente momento; nesse caso, a fungio de Green d4 nada
mais que a aprozimagcdo WKB, uma vez que possamos fazer uma separagio
de varidveis. Se o problema & integrdvel, mas nao separivel, o procedimento
torna-se mais complicado. Em todos esses casos, uma solugio direta da
equacio de Schroedinger parece mais apropriada, pois é dificil caicular a
soma sobre todas as trajetérias cléssicas.

Se o sistema néo é integrdvel, a situagdo muda completamente. Ne-
nhum método WKB é disponivel para ir ao limite cléssico; a férmula (4.29)
para o propagador ou {4.35) para a fungdo de Green & nossa aproximacio
geral, com a condi¢fio de que temos que obter todas as trajetérias cldssicas
de ¢' a ¢”, ou num dado tempo ¢, ou numa dada energia fixa E.

O comprimento de uma trajetéria é medido, mais naturalmente, em
termos da integral de agdo

" f
e
S=/' (ider + -+ Jpdwg) = D (2057 + 95) I,
q =1

onde as dire¢des de movimento em torno do toro tem sido escolhida tal que
n; 2 0. O nimero total N(c) de trajetorias de g aq com §>o0

cresce com a poténcia (o/2xJ) onde J é algum valor caracteristico das
integrais de agdo J;. Quando vamos para o extremo de “hard chaos”, N{c)
aumenta ezponencialmente com o; a laza ezponencial de aumento € cha-
mada entropig topoldgica do sistema [familtoniano. Em tais sistemas, todas
as trajetérias sio instéveis, ou seja, as solugdes ndo-triviais das equagdes
linearizadas (4.25) aumenta (ou diminui) exponencialmente com o tempo;
sua razao de aumento é chamada de expoente de Lyapunov. Apesar do
hard chaos nio ser uma condigio genérica em sistemas Hamiltonianos, ele é
estruturalmente estivel mesmo sob pequenas perturbagdes. Os sistemas in-
tegraveis sao instiveis neste aspecto, ou seja, sua estrutura se altera quando
é perturbado. Essas alteragdes sio descritas pelo teorema de KAM (7). Os
sistemas Hamiltonianos genéricos parecem ser uma mistura de kard chaos e
integrabilidade {34}, como discutido no capitulo 3.
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Na préxima se¢do othamos para o problema de fazer a transigdo da .
mecanica cldssica para a mecinica quantica numa porgio cadtica do espago
de fase. A mesma aproximagio geral, contudo, pode também ser usada na
porgio integrivel, embora nio dé nenhum resultado novo.

4.6 A Férmula Geral do Trago.

Até agora, obtemos a férmuia (4.29) que d4 a aproximagio cldssica
para K, e a férmula (4.35) d4 a aproximagdo classica para &, mas em geral,
elas sdo muito complicadas para uso préitico em sistemas cadticos, pois nosso
conhecimento das trajetérias cl4ssicas nesses sistemas ainda é muito escasso.

Para muitas aplicagdes, X ou G d4 mais do que precisamos saber; por
exemplo, queremos encontrar os niveis de energia sem nos preocuparmos
com os autoestados. Nesse caso temos que calcular uma integral sobre X ou
G onde a coordenada. g = ¢ = ¢" cobre todo o espago, isto &, tomamos o
trago de G. Usando {4.33) temos que o trago de § serd:

1
E—-E_.;'

(B = [dega.aB)=F (4:36)
Jj

Uma vez que obtemos uma funcdo de Green Cldssica (4.35),entdo os
niveis de energia (mas nio os autoestados) podem ser obtidos olhando-se os
pélos no trago aproximado §(E). O passo fundamental no cdlculo do trago
de (4.35) & a integragio sobre o termo [det(-325/dq" 8¢ )]'/?, na soma sobre
todas as trajetérias. Se o ponto de partida ¢’ e o ponto final ¢” coincidem em
g, e g é variado sobre todo o espago, ¢ interessante estarmos na mesma famflia
de trajetérias,3 ou seja, trajetérias com p' = p’, conforme serd mostrado.
O argumento de fase estacionaria é usado aqui, com relagio a variagdo de
¢ : as regides onde a primeira variagio de 5(q,q, E) com relagio a ¢ vai a
zero s40 as que mais contribuem para a integral sobre ¢, ou seja:

'Embora ¢ = qri = q", encontramos que p' # p”, em geral.



d5(¢".q¢ , E)  85(¢,¢,E) e
( o7t ar L, =-p = 0. (4.37)
=g’ =q

Portanto as trajetérias as quais nido somente fecham em ¢ = ¢' = ¢, mas
também suavemente com p' = p’, sio as que mais contribuem. Essas tra-
jetérias sdo as chamadas érbitas periédicas.

A integral sobre (4.35) é agora trabalhada, expandindo-se a fase 5(¢, g, £)
na vizinhan¢a de uma &rbita periédica, para termos quadréticos no deslo-
camento d¢, enquanto calculamos a amplitude na érbita periédica (OP).
Supomos um sistema com f graus de liberdade, nesse caso, a integragao so-
bre ¢ = ¢ = ¢ é mais convenientemente feita, introduzindo-se um sistema
de coordenadas, onde ¢; varia ao longo da érbita periédica e os restantes g,
e ¢3 sao perpendiculares & érbita periddica.

Expandimos, entdo a fase para um ponto § na Srbita periédica;

as  d8§
5(¢g,9, £)= 5(4,4, E +(—,+—,,) Sq+
(9,9, E) = §(4,4, E) o T o0 ) et

1{a%§ ) s
2 (qu' oo 82?")qr=q::=,, 8gbq, (4.38)

onde 6g tem duas componentes g2 — §2 ¢ g3 — gs. De acordo com (4.37) os
termos lineares vao a zero ao longo da érbita periédica e assumimos que o
termo quadréitico € singular somente para valores de § isolados.

A férmula de Fresnel (4.27) é usada mais uma vez para dar a j§(E)
uma soma sobre as OP com a contribuigdo individual,

~} § dq [det (-555, )] Ferp [§S(E) - in% £i% i3]
T (4.39)

528 a8 2
(det |3q aq + 2‘34 8q + 3¢ 8q 23)
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Onde os sinais duplos referem-se aos sinais dos autovalores para o termo
quadritico em (4.38) e os indices 2,3 no dltimo determinante referem-se as
varidveis perpendiculares & 6rbita periédica em algum ponto 4.

Vamos mostrar que os dois determinantes podem ser reduzidos a uma
expressio para a amplitude e que as vérias fases somam-se para dar algo
mais compreensivel.

Para reduzirmos a amplitude vamos imaginar uma segao de Poincaré, (SP)
através do ponto (§,7), ou seja, uma variedade de 2(f — 1) dimensces na
superficie de energia constante do espago de fase, cortando a érbita periédica
tranversalmente em (§,p). O mapa da SP tem um ponto fixo em (7,9) e
queremos calcular este mapa até a primeira ordem no deslocamento (4¢, 6p),

6¢" = Abq' + Bép
§p" = Céq + Dép, (4.40)

onde A,...,D sio matrtizes (f — 1) X (f — 1). A matriz total deste mapa
2(f — 1) x 2(f — 1) é a chamada matriz monodromia.
Partindo das férmulas gerais:

,__98(¢\¢".E) «_95(q,q", E)
P = 6qr e p = 8qn * (4'41)

a transformagéo de preservagido de drea @ pode ser escrita como:

3. 928
‘—“Zaq‘aqu QJ Za 6:!‘5‘13'!

=2 j=2

'_Za"af qj Zaua 6QJ1 (4.42)

onde o indice 7 assume os valores 2 e 3. Em termos das correspondentes
matrizes 2 x 2
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9%8 a8 9*s
0—32—1?,, b_W‘ C—-—a-i—(-j—,,', (4.43)

as equagdes (4.42) podem ser escritas mais simplesmente como:

ép = —abq — bbq"

§p" = b6 + cbq”. (4.44)

onde bf ¢ a transposta de b. Comparando (4.44) e (4.40) teremos:

A= -b"la, B =-p"1,

C=bf —cbla, D = —cb™, (4.45)

Somente a existéncia da inversa b~! & requerida, ou equivalentemente, a
regularidade da matriz 325/8¢'8¢" para variagbes na SP. Esta condigio
implica que ¢” nio deve ser um ponto conjugado para ¢ em uma energia
constante.

Os autovalores de @ sio dados pelas raizes do determinante carac-
teristico,

(4.46)

A-X B
F(A)..det‘ o D-—,\rl

Apés inserirmos as expressoes (4.45) em (4.46), adicionamos —¢ vezes
a primeira linha na segunda linha. Deste modo obtemos:

F(AM = det
(Ay=det) 4 e _af

—b~1 A —b7! ’
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1l -a=x -
T Tl st +ac —ar

__1__ —ag— Ab =
T 1] b1+ Ae+Ac+ A% O

det ‘bT + Aa+ Ac+ A2b|

F(3) = det o]

(4.47)

Ao compararmos esta tltima expressao com a amplitude em (4.39), vemos
que 2 razio dos dois determinantes em (4.39) é exatamente igual a F(1).
s autovalores A da matriz monodromia dependem do caréter local da SP
na vizinhanga da drbita periédica; mas as caracteristicas mais importantes
podem ser vistas diretamente da expressao (4.47). Dado que o polinémio
F()) é real, seus zeros aparecem em pares de conjugados complexos. Ainda
mais, se A é uma solugio de F(A) = 0, entdo F(1/A) = 0, pois as matrizes
a e ¢ sdo simétricas, enquanto ot éa transposta de b, e um determinante é
invariante sob transposi¢io. Assim, podemos distinguir os trés casos mais
importantes para as aplica¢des com 2 graus de liberdade:

1. F(A) tem duas raizes reais e positivas, A = e* e A = e~%; a Orbita
periddica é instivel (hiperbdlica) fig(2.6b), e encontramos que:

F(1) = -4 sinhz-;- (4.48)

2. F(X) tem duas raizes no circulo unitdrio, A = ¢V e A = e~"; a érbita
peri6dica é estdvel fig(2.6a), e encontramos que:

F(1) =4 sinz:g (4.49)
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3. F()) tem duas raizes reais e negativas, A =¢e ™ eA = —e"%;a érbita
periédica é inst4vel (hiperbélica inversa) fig(2.6¢), e encontramos que: -

F(1) =4 cosh2% (4.50)

Os dois casos limite A = 1 = 1/}, correspondem aos mapas parabdélicos
da SP na vizinhanga da OP, eles indicam que o sistema é pelo menos
localmente integrivel.

As expressdes (4.48) a (4.50) mostram explicitamente que a amplitude
F{1) é a mesma para todos os pontos ao longo da OP. Uma vez que isso
¢ verdadeiro também para a fase, a integragdo sobre § pode ser feita para
dar o periodo primitivo da OP. Pode ser que a 6rbita periédica consiste
em repetir 7 vezes uma 6rbita periédica mais curta; a integragio em (4.35)
contudo, surge da integracio (4.36) sobre todas as coordenadas de posigdo
de modo que Ty é o perfodo total T' dividido por n. A integral de agao S(E)
na fase é obtida da repetigio n vezes a OP primitiva.

Antes de escrevermos a expressio final para § seré necessério discutir
os sinais duplos em {4.39) juntamente com as condigGes de estabilidade da
érbita periédica. Vamos considerar, novamente o caso de dois graus de liber-
dade, e assim vamos ter exp(Lin/4+i7/4) nolugar de exp(tir/dLin/4)
e o determinante no denominador de (4.39) s6 terd as segundas derivadas
com relagdo a gz, [1].

Se a 6rbita peribdica é estivel, temos de (4.49) que F(1) > 0. O
niimero de pontos conjugados ao longo da érbita é par ou impar de acordo
com

8%s
=77 <0 ou > 0,
349304,

¢ portanto,

%8 %S %5

] " + ¥ " + 7 ) << 0 au > 0.
0g,0q; 09209,  930¢;
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A Gltima condigio é responsével por um fator ewxp(l/4ir F 1/4ix). A
perda de fase devida ao ponto conjugado é +1, —i, —1 e +i de acordo com o
ndimero de pontos conjugados igual a 0, 1, 2 ou 3 e portanto, teremos p — v
para u=0e 2 e g — v + 1 para u=1 e 3, a fim de escrevermos 4.39 de uma
forma mais compacta.

Para uma 6rbita periédica instdvel em um sistema com dois graus de
libecdade. De acordo com (4.48), temos F(1) < 0. O nimero de pontos
conjugados ao longo da érbita € par ou impar de acordo com

%S

—— <0 ou >0
0g,04;
e portanto,
928 %5 3*s
] J'+2 ’ H’+ it H<0 ou >0'
39,04, 0,04y 09204,

A dltima condi¢o é responsavel por um fator exp(ir /4+ir /4) de acordo com
(4.39), considerando que a perda de fase devido aos pontos conjugados éigual
a 7 /2 vezes o niimero de pontos conjugados. Entao, em todos os casos o fator
de amplitude para uma Srbita periédica instdvel & puramente imaginario.
De forma que analogamente ao caso anterior, tomamos ¥ — —p + 1 para
p=0e2ev—puparapu=led.

Resumindo entio, nossa convengio, teremos que: ¥ — pparau=1e
3, para a érbita periédica estivel e u=2 e 4 para a ¢rbita periédica instdvel;
e v — p— 1 para it =2 e 4 para a 6rbita estivel e g =1 e 3 para a instavel.

Finalmente o trago completo para §(E) torna-se entdo,

1 T i S(E)-i
g(E) = go( K — erSE)-wE, 4.51
#HE)= jo(E) + ih ; 2 [sin §,sinh 2, cosh ¥| “an
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onde o denominador ésin v/2, sinh /2 ou coshu/2 quando a orbita periddica
é estdvel, hiperbélica ou hiperbdlica inversa, respectivamente.

O primeiro termo i direita §o{ E'), vem daquelas trajetdrias de compri-
mento zero (definida na se¢ao 7.1) e corresponde a distribuigio de Thomas—
Fermi de estados em um 4tomo, ou mais geralmente, a férmula de Weyl para
a densidade de estados assintética com relagdo a sua energia. A férmula ge-
ral do trago (4.51) é bastante simples na aparéncia, uma vez que ela envolve
somente quantidades clissicas bem entendidas, como o expoente de estabi-
lidade u ou v, dependendo se a Grbita é estivel ou instivel, o perfodo da
érbita primitiva T, a integral de agio ao longo da érbita periédica S(E) e o
nimero de pontos conjugados v.

A soma sobre todas as érbitas periédicas de um sistema caédtico, nao é
trivial, como j4 foi discutido na se¢fio 4.4.5. Vamos contornar esta situacio
e supor que conhecemos uma particular 6rbita periédica de um dado sis-
tema. Conhecida esta 6rbita, poderemos indagar qual a sua contribuicgio
para §(E).

4.7 Somando repeticoes de 6rbitas estiveis

A Yop pode ser dividida em ¥,,,3°7%;, onde a primeira soma é
feita sobre “6rbitas primitivas”, ou seja, érbitas distintas, e a segunda sobre
repeticdes de cada drbita (n voltas sobre a mesma érbita primitiva). Vamos
ver como fica a soma parcial sobre as repetigdes de uma érbita periédica
primitiva.

insS mv) (4.52)

To = 1 (
ih “2::1 Nsin(nev/2)] “P\ R ~ 2

Lembrando que v, o nimero de pontos conjugados é igual a parte
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inteira de v/, entdo o termo inv/2 cancela o médulo no sin(nv/2}) no de-
nominador de (4.52), que fica entao:

ing inv
Z 2 sm(nv/2) ( —2_) (4.53)
Usamos a igualdade:
1 e
 oxo(—i _i 4.
ST sa(no]2) exp( mu/?)gexp( inku) {(4.54)

e a equagdo (4.53), fica entdo:

Z exp [m (S) - (k + l) u] . (4.55)
— 2

=0n=

A eq.(4.55) pode ser considerada uma progressao geométrica de forma que:

b _efifi- ()]}
5 e [ T (o bTT

A fungio resposta (L) tem um pélo simples de residuo 1 em uma
energia que é dada pela condigao:

(4.56)

S(E) = 2rh [n + (k ¥ - ) Qi] (4.57)

para cada 6rbita periédica estivel. Em outras palavras, a densidade de es-
tados tem uma fungio singular § de intensidade 1 para cada drbita periédica
a qual satisfaca (4.57). Esta condigdo parece ser a generaliza¢ao da regra de
Bohr e Sommerfeld para sistemas mecanicos os quais nao sdo multiplamente
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periédicos, ou seja, sistemas os quais nao podem ser desacoplados em siste-
mas de um grau de liberdade cada, com a ajuda de apropriadas constantes
de movimento, mas depende do dngulo de estabilidade da érbita. Embora
muito elegante, esta dltima relagio mostrou-se inadequada, pois aparecer
muitos pélos espirios que nio correspondem aos niveis reais.

4.7.1 Somando repetigoes de érbitas instiveis

Calculamos agora a contribuigdo de uma particular érbita periddica
instivel para §( £}, quando ela é percorrida uma, duas,...vezes, O nimero
de pontos conjugados & simplesmente proporcional ao nimero de periodos.
Entio se sio v pontos conjugados para um periodo simples, haverd ny pontos
conjugados para n perfodos. Similarmente, a integral de agio serd nS e o
expoente de instabilidade nv, se § e v sdo respectivamente, a integral de
agdo e o expoente de instabilidade para um perfodo simples.

A contribuicio de uma érbita periédica instavel para §(E) é dada pela
somaz:

it Z < 9] smh(u/2)| xp [‘"" (% - %)] : (4.58)

O célculo aqui é semelhante ao da contribui¢do de drbitas estaveis. Para
u > 0, (4.59) é uma série geométrica convergente que pode ser transformada
exatamente como (4.57) em:

5 _woleli- )

¢ exp (u/2)[1 - exp (~u))

% > D (-UFexp {in{S/h - vn/2+ inf2 + kul)
Ta
W

2 )k exp {i[S§/h — vm/2 +iu{1/2 + k)}} (4.59)
k=

—exp {i[S/h — vm/2 4+ 1u(1/2 + k)]}
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A fungdo resposta §(E) tem pdlos simples de residuo 1, mas nio no
eixo real da energia. Se nés calcularmos a densidade de estados ao longo
do eixo de energia real [35] encontramos uma série de picos alargados. Seus
méximos estdo localizados em:

S = 2xh(n + v/4) (4.60)

e sua largura é dada por uh, i.é., a distdncia dos dois pontos ao longe do eixo
5 onde tomamos a metade do valor do pico da Lorentziana. O comprimento
do pico dividido por sua largura é dado por u/2.

Encontramos entio, a seguinte situagio: orbitas periddicas estiveis
dao lugar a singularidades (fun¢des &) na densidade semi-cldssica de es-
tados nas energias que sio dadas pela condi¢do (4.57), ao passo que as
4rbitas periddicas instdveis ddo picos alargados, cujos méximos sdo dados
pela condigio (4.60). Contudo, os exemplos de Gutzwiller [35], mostram que
todos os autoestados da equagao de Schroedinger correspondem somente as
fungdes &, ndo ao “background” continue. Parece, contudo, que o “back-
ground” ndo pode ser negligenciado se o sistema mecanico tem todas as
Orbitas periddicas instaveis.

Esta conclusdo é certamente, muito insatisfatéria pois ela ndo nos
deixa formular uma regra simples pela qual poderiamos obter os autovalores
aproximados da energia da densidade semi-cldssica de estados. Por outro
lado, mesmo os picos suavizados associados com drbitas periédicas instaveis
sdo bem definidos, & medida que o angulo de estabilidade, u é pequeno
comparado a 2r.

Outro ponto onde um grande nimero de questdes sio levantadas € que
a0 assumirmos uma érbita periddica estédvel isolada, para uma energia fixa,
estamos indo contra sua natureza, pois todas as 6rbitas periddicas estéveis
ou estao circundadas por um canal cheio de toros invariantes concéntricos
ou residem num toro invariante numa regifio integrdvel. Nesse iitimo caso,
elas sdo parabdlicas e v toma o valor de 0 ou 7 e nesses casos a férmula nio
é aplicavel. Este caso foi estudado por Miller [36].

Nés poderiamos parar neste ponto, uma vez que os ingredientes mais
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relevantes foram mencionados, mas algumas consideragdes dario a FGT
uma melhor perspectiva,

4.7.2 Simetrias discretas.

Uma Hamiltoniana com um grupo de simetrias, como rotagio, translagéo,
tem correspondentes constantes de movimento, tal como um momento an-
gular ou linear. As simetrias discretas, contudo, tal como reflexdo no plano
ou inversdo através do ponto nio ajudam na integragdo das equagdes de
movimento. Mas em Mecéinica Quantica, tais simetrias correspondem a
operadores que comutam com a Hamiltoniana; as autofungdes assim como
a funcio de Green podem ser reduzidas dessa maneira, Como um exemplo,
considere uma particula no espago Euclideano bidimensional movendo-se
em um potencial V(z,y) onde V(z,y) = V(—=z,y). As autofungdes podem
ser pares ou impares sob a reflexiio 2 — g = -2,y =y =y, ou seja,
X¥(z,y) = ¥(~2z,y) = £¥(z,y). A fun¢do de Green (4.33) agora consiste
dos termos G = 1 + G_, onde G4 tem a mesma forma que G em (4.33) com
a soma restrita a antofungdes pares (fmpares). Estas duas fungdes parciais
sdo definidas por:

gs (2",y"32' s E)= % [Q (=", 4" E)xg(-<".y";7\y E)] -
(4.61)

O célculo do trago & feito exatamente como em (4.36) integrando

/ [ dedyGs(z, v: 7,7, E) = g£(E).

Nés inserimos mais uma vez a {6rmula (4.35), e integramos cada termo
separadamente. Q primeiro termo no lado direito é calculado como antes e
leva 3 érbita periédica por causa da condigiio (4.37) da fase estacionaria. O
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mesmo argumento é aplicado ao segundo termo em (4.61) e d4 uma condi¢io
estranha:

= (.
"oon

2y = =2y

aS(_xﬂ"yﬂ';zi’yF;E) as(—-sz’y.ﬂ;z!’yi;E)
" + !
oz dz

(4.62)
Com uma equag¢ao aniloga para a componente y. A agdo é calculada nio

de (z,y) voltando para (2, y), mas de (z,y) para (—z,y). O primeiro termo
em (4.62) pode ser escrito como:

_83(—2:",:::';x',y';E) o
3(_3!! - P::!

enquanto que o segundo termo em (4.62) é —p;.

Em outras palavras, a trajetéria vai de (z, y) para seu ponto especular
(-=,y), e acomponente z do momento é oposta & componente z do momento
em (z,y); a componente y do momento é a mesma nos dois pontos fixos.
A trajetéria nio se fecha, mas seus pontos mantém a simetria de reflexio
em ambas as posi¢des e momentos, isto &, as érbitas periédicas contribuem
também com a metade de seus perfodos para a densidade de niveis, se elas
sao periddicas sob estas transformagdes de simetria {37).

4.8 Aplicabilidade da Férmula de Gutzwiller

A fungdo de Green de um sistema mecéinico quintico foi aproximada
com a ajuda de grandezas do correspondente sistema. cléssico, numa série de
trés artigos de Gutzwiller [38],[39], [35]. Mostrou-se que todos os bem co-
nhecidos resultados do WKB para estados ligados podem ser obtidos desta,
maneira sem hipéteses adicionais. No 1ltimo destes trabalhos, o conceito de
densidade semi-cidssica por unidade de intervalo de energia foi introduzido e
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testado para uma particula sujeita a um potencial esfericamente simétrico.
Pode-se mostrar que as 6rbitas periédicas sozinhas determinam esta den-
sidade de estados e sdo portanto, responsiveis pela ocorréncia de estados
estacionarios, isto &, regides de alta densidade ao longo do eixo de energia.
No trabalho de 1971, [1] Gutzwiller extende esses conceitos para particulas
em um potencial onde nem a equagdo de Schroedinger nem as equagoes
classicas correspondentes podem ser separadas. (Um elétron préximo a uma
impureza doadora de um semicondutor.)

Partindo da analogia entre o movimento de 4tomos e o0 movimento de
partfculas no bilhar de Sinai, Zaslavski em 1977 (40] encontrou regras de
quantizagio que determinam a distribuigdo estatistica dos niveis de energia,
quando a energia E é tomada maior que a energia critica e, violando, assim,
as integrais de movimento e tornando as trajetérias estocésticas.

Apesar desses resultados favordveis, Wintgen [37] comega seu trabalho

de 1988 afirmando gue “ ...pouco se sabe sobre a aplicabilidade do método.
Gutzwiller aplicou a teoria ao problema anisotrépico de Kepler, que é classi-
camente caético, usando um esquema de codificacio e incluindo assim, todas
as 6rbitas peri6dicas do sistema. Apesar dos autovalores concordarem bem
com os resultados quanticos, ndo é possivel assegurar que o métoedo funci-
ona quando esquemas de codificagdo néo sdo possiveis e somente as 6rbitas
periédicas mais simples sdo conhecidas. ..” Neste trabalho, Wintgen aplica a
férmula do trago para calcular pela primeira vez, uma densidade de estados
suavizada para um sistema Hamiltoniano cujo movimento cldssico é caético.
O espectro quantico exato foi suavizado e comparado ao obtido da férmula
de Gutzwiller.
Como consequéncia destes trabalhos, poderfamos estar aptos a obter drbitas
peri6dicas cldssicas das correlagdes de longo alcance da sequéncia de autova-
lores quanticos, ¢ isto, de fato, tem sido demonstrado (32], [41]. O que falta
é uma demonstragio da validade e precisio da teoria de Guizwiller para
correlacdes de curto-alcance, ou seja, autoestados individuais.

Esforgando-se para obter autovalores quanticos para sistemas cadticos
de 6rbitas periddicas cldssicas, trabalhos mais recentes de Wintgen [42] en-
caram (pelo menos) dois problemas sérios: a férmula geral do trago nio
converge para energias reais e os autovalores computados néo sio reais.

— O primeiro problema é causado pela proliferagio exponencial de 6rbitas

90



periédicas para sistemas classicamente caéticos e requer uma suavizagio da
densidade de estados ou uma continuagio analitica da teoria.

— O segundo problema poder4 ser superado apelando-se para as fungdes
zeta de Riemann e a Forma do Trago de Selberg [42}.

Nao poderfamos terminar este capitulo “Caclogia Quantica”, sem pelo
menos citar outra importante contribuigio das érbitas periddicas para a
aproximagao semicldssica das autofungdes de um sistema classicamente cadtico.
Orbitas periédicas inst4veis induzem “secars”(cicatrizes) em algumas fungdes
de onda. As cicatrizes coalescem, cada vez mais em torno da 6rbita periédica,
quando i — 0. Estas sio novas implicagdes da teoria de érbitas-periddicas
para as autofungdes de sistemas cadticos [43}. Deixamos para os mais inte-
ressados algumas referéncias bem recentes, [44], [45], (46].
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Capitulo 5

Quebra de Simetrias nas
Secoes de Poincaré

Até agora estivemos preocupados em entender as propriedades gerais
dos sistemas dindmicos, partindo dai, para entender as propriedades dos
sistemas Hamiltonianos. Procuramos entender as ferramentas de que dispo-
mos para manusear os efeitos de dificil compreensao, que surgem a medida
que o sistema que estamos trabalhando ji nio é integravel. Nesse cami-
nho tivemos oportunidade de visualizar o caos cldssico, através das secdes
de Poincaré e como as 6rbitas periddicas sio demasiadamente importantes,
quando tomamos o limite semicldssico de um sistema cadtico. O que vimos,
nos d4 base para partirmos para um estudo mais especifico. Nos restrin-
giremos, a partir daqui, ao objetivo desta dissertagio, onde nos propomos
a quebrar as simetrias do potencial NELSON, e ver como se alteram as
principais familias de drbitas periddicas e o respectivo espectro quantico.
Nesses proximos capitulos, nos limitamos a mostrar os resultados obtidos e
analisd-los a luz da teoria contida nos capitulos anteriores.
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5.1 O Potencial Nelson e sua generalizagao

Para um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade, em geral,
somente uma integral é conhecida: a Hamiltoniana H(qu, g2, p1,p2), por-
tanto, o sistema é geralmente nao-integravel, Nac podemos resoivé-lo anali-
ticamente e escrever uma solugdo geral explicita. Apesar disso, o problema
pode ser atacado numericamente. Consideramos o movimento de um pouto
material de massa unitdria (m = 1), em um plano bidimensional V(z,y):

av av
. 9V A 51
‘ dz’ y dy (5.1)

Se graficarmos z e y como coordenadas horizontais em um espago ordinario
e V como coordenada vertical, entio V(z,y) representa uma superficie, e as
equacoes (5.1) descrevem aproximadamente, o movimento de uma bolinha
rigida nesta superficie. A forma Hamiltoniana do problema é :

q = &, 2 =1, h= z, P2 = ¥, (5'2)
Lo, 2
H = (i +p2)+ Vg @) (5.3)

O potencial V determina o tipo de superficie por onde a bolinha passeia. To-
mando V de forma polinomial, vemos que se este polindomio for de segunda
ordem somente, as equagdes de movimento (5.1) sdo lineares, € o problema é
trivialmente integrivel. Portanto, deveriamos usar um poliréomio de grau 3,
pelo menos, para produzir um problema ndo-trivial. Isso ja é suficiente para
reproduzir todas as caracteristicas do caso mais geral, como por exemplo,
o potencial de Hénon-Heiles. Aproveitando os resultados de uma extensiva
investigacdo numérica das familias de orbitas periddicas, bifurcagdes e si-

metrias, {3], {47], [4], vamos estudar as se¢des de Poincaré deste potencial,
descrito por:
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2

2\ % T
V(z,y) = (y ~ f;—) +u% (w=01) (5.4)

apelidado potencial NELSON. Em seguida, estudaremos os efeitos da quebra
das simetrias ¢ —» —x e t — —t através da inclusio de termos adicionais na
Hamiitoniana. Definimos entdo, o sistema NELSON generalizado como:

1 2, 1 2 z? 3 ? z?
H(Iﬁpmyapy)=§(px+ﬁy) +§('py—ﬁx) + y—E—FC:C +,u—2—.

(5.5)

Fazendo 3 = 0 e ¢ = 0, recaimos no problema original. Fazendo ¢ # 0
e 3 = 0, quebramos a simetria ¢ — —z; ¢ = 0 e B # 0, quebramos a simetria
t — — e finalmente ¢ # 0 e [f # 0 resulta em um sistema generalizado sem
simetrias especiais.

O potencial NELSON consiste de um vale profundo que tem aspecto
parabélico, cercado por altas montanhas, conforme sugere a figura (5.1).
Ele é simétrico com relacdo ao eixo y. A Hamiltoniana & nao-integravel
e apresenta caos suave {“soft chaos”), em contraste com estudos existentes
que se referem aos bilhares e/ou sistemas exibindo um cddigo simbdlico para
suas 6rbitas periddicas.

As érbitas periédicas mais simples deste sistema, fig. (5.2}, foram ex-
tensivamente estndadas por Baranger e Davies [4]. Este potencial tem um
minimo na energia zero, e devido a simetria de reflexdo em ambos = e pg,
o plano z = 0, p, = 0 é um plano invariante no espago de fase. Assim,
o potencial é harménico ao longo deste plano, e é foliado por uma familia
de oscilagdes na dire¢do-y, com periodo constante 7 = 27 /v/2, a familia
«YERTICAL”, V. De acordo com o estudo numérica de Baranger et al, esta
é a familia com menor periodo no intervalo de energia (0.0,0.300). Neste
intervalo, a familia vertical sofre trés bifurca¢des principais: uma quadru-
plicacio de periodo em E 2 0.019, gerando duas novas familias, a familia
A, estivel e a familia H instavel; uma triplicagao de periodo em E=0.077,
gerando duas novas familias, ambas degeneradas. C estivel e P instdvel. A
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Figura 5.1: curvas equipotenciais de-NELSON, evidenciando sua simetria £ — ~z
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Figura 5.2: familias de érbitas periddicas do potencial NELSON. Pigura do tra-
balho de Baranger e Davies [4].
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familia VERTICAL, continua estivel até ocorrer a duplicacio de periodo
em E 2 0.136, gerando a familia inicialmente estavel B, tornando-se entio
fracamente hiperbdlica. Todas essas familias estio belamente ilustradas na
fig. (5.2). Estas familias tem o periodo mais curto no intervalo de energia
mencionado.

Outra familia importante deste sistema é a familia “HORIZONTAL”
H, assim chamada porque parte das oscilagdes harménicas se da na direcao-
z. Seu periodo é sempre maior que o periodo da quadruplicacio de V, e
neste intervalo de energia ela softre duas bifurcagoes isécronas! [4], [48], com
uma das familias geradas eliptica e outra hiperbdlica.

Primeiramente, vamos identificar algumas dessas 6rbitas periédicas do
potencial NELSON, nas se¢bes de Poincaré e entio, acrescentaremos termos
que quebram a simetria x, p; e p, e daf, analisaremos as bifurcaces destas
familias.

5.2 A sec¢ao de Poincaré de NELSON

A figura (5.1) representa parte do plano (z,y) que é ocupada por curvas
equipotenciais fechadas. Esse potencial tem a forma de um pogo infinito.
O sistema tem uma integral: a prépria Hamiltoniana. Seu valor constante
para uma dada trajetdria serd representado por E, e é a energia total por
unidade de massa da particula. Da equagio (5.3) temos:

Vie,y) < E, (5.6

portanto, as trajetdrias sio forcadas a permanecer na parte do plano (z,9)
onde esta desigualdade é satisfeita. A velocidade também é restringida; da
equagdo {5.3) temos:

! Bifurcagoes isécronas sio aquelas em que o periodo nio muda. Observe na fig, (5.2)
os pontos indicados por 4, 4 ou 42.

97



(02 +23) < E, (5.7)

b | =

visto que, V(z,y) é sempre positivo (¢ = 0.1). Assim, as trajetérias devem
permanecer num volume finito do espago de fase. Segue-se entdo, do classico
teorema de recorréncia de Poincaré, que as trajetérias sdo, necessariamente,
recorrentes. Se a forma da Hamiltoniana nzo fosse positivo-definida, as
linhas equipotenciais poderiam abrir-se e ndo poderiamos garantir que as
trajetorias fossem recorrentes para algum valor arbitririo de Vi{z,y); de
fato, muitas trajetérias poderiam “escapar” para o infinito no plano (z,y).
Nenhuma outra integral é conhecida além de H [H(z,p., ¥, py) = E);
partimos ento, para a investigagao numérica. Como usualmente, primeiro
reduzimos a ordem do sistema, fixando E, e o usamos para eliminar as
coordenadas p;. Em seguida, definimos uma se¢ao de superficie por

a1 =0. (5.8)

As coordenadas na se¢do de superficie serao ¢ e p2. Podemos verificar que
estes dois nlimeros definem um ponto de partida para uma trajetoria: ¢ é
dado pela equacgio {5.8), e py pode ser obtido através da eq. (5.3):

1/2
== QE—EE—Z 5.9
pl_ 2 Q2 * (')

Os sinais £ sdo importunos, pois significam que a correspondéncia nao é
. Ginica; a um ponto da secao de Poincaré correspondem duas possiveis tra-
jetérias. Podemos eliminar esta ambiguidade simplesmente redefinindo a
secao de Poincaré como:

@a=0 e p20. (5.10)
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A secdo g1, p1 € analoga a gz, pz, com a condicio g =0 e p2 > 0.

Partimos agora para os resultados numéricos. Tomamos primeiro uma
energia relativamente baixa F = 0.01, fig(5.3a) e £ = 0.02, fig. (5.3b).
Obtemos uma sequéncia tipica de pontos, que parecem rodar numa curva,
ou seja, os resultados sugerem que existem curvas invariantes. (Somente os
pontos sdo resultados da computagdo, a curva é uma interpretac¢do). Ainda
mais, pontos sucessivos parecem rodar regularmente em torno da curva. Isto
é exatamente o que poderiamos esperar de um sistema integravel.

Para energias relativamente baixas, o sistema tem um comportamento
regular, integravel, pois temos um oscilador-y e um oscilador-z independen-
tes, conforme mostra a fig.(5.3). Na fig. (5.3a) identificamos a familia H,
levemente deslocada da origem e na fig. (5.3b) identificamos a familia V,
na origem. Aumentando um pouco a energia, o acoplamento torna-se mais
efetivo e ja ocorrem deformacdes nas curvas invariantes. Essas deformacoes
sdo bem aparentes na fig.(5.4a}), onde ainda vemos facilmente H, levemente
deslocada da origem. Na fig.(5.4b), a segdo yp, para E = 0.05, j é bastante
confusa. Vemos duas ilhas centrais, correspondentes a H e I, (ver familia I
na fig. (5.2), imersas numa regido cadtica limitada por um toro bem regu-
lar que separa as bifurcacdes isdcronas de H, um ramo estdvel,(que é uma
rotacdo simétrica, que chamei de R) e o outro instdvel (que é uma libragao
assimétrica, que chamei de L) dessa regido cadtica. A familia I é uma con-
tinuagdo da familia H (portanto, suas trajetdrias sio bem parecidas com as
trajetérias de H). Nessa energia, £ = 0.05 a familia I tem dois ramos, um
estavel e outro instdvel, que aparecem nitidamente na se¢io (5.4b). O ramo
instavel da familia I & responsavel pela regiao cadtica delineada por um toro
bem regular.

Aumentando ainda mais a energia, fazendo £ = 0.08, fig.(5.5a), as
bifurcag¢des isdcronas de H, ou seja, R e L sio instdveis, a familia H ainda
permanece estavel, de modo que ainda podemos identifica-la na segio. Iden-
tificamos também o ramo estivel da quadruplicagio de periodo, H e acabou
de ocorrer a triplicagdo de V, que também tem um ramo estivel e outro
instavel. A triplicacdo é nitidamente vista em E = 0.1, fig. (5.5b). Para
maior que 0.1, a se¢do fica uniformemente coberta de pontos, indicando que
o sistema esta num regime fortemente instavel.
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Figura 5.3: segio de Poincaté do potencial NELSON a} se¢io ypy mostrando niti-
damente a familia H (Horizontal), como o ponto fixo central, levemente desloeade
da origem, em E = 0.02 e b) se¢do zp,, mostrando a familia V ({Vertical} emn

E = 0.01, com o ponto fixo na origem.
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Figura 5.4: secao de Poincaré, ypy, do potencial NELSON. Lm a) vewnos de-
formagdes nos toros para £ = 0.03 e em b)em £ = 0.05, identificamos a familia H,
suas bifurcagdes isécronas R e L. Vemos também familia I ¢ a quadruplicacao da
familia vertical V. Independente do nome dado as familias na ref. [3], fig. (5.2),

usamos o simbolo V4 para a quadruplicagio da familia Vertical
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Figura 5.5: se¢des yp, do potencial NELSON. a)ff = 0.08 ¢ b)E = 0.1. Usamos
R para a bifurcagio isécrona de H, fig. (5.2); H para a familia Horizontal; I para s
familia I, fig. (5.2) e V4 e V3 para a quadruplica¢do e para a triplicagio da familin

vertical, respectivamente
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As se¢des Tp,, mosiram claramente a familia Vertical (V) e suas bi-
furcacgoes. Para E = 0.02, fig. (5.6a), acabou de ocorrer a quadruplicagao de
periodo 2, que aparece de forma bem nitida em E = 0.03, fig. (5.6b). Apesar
dessa bifurcagido a segao mostra ainda um comportamento bem regular. A
familia vertical V aparece como ponto fixo no centro dessas segoes.

Para £ = 0.05, fig. (5.7a) vemos o aparecimento de muitas ilhas
pequenas e regides de instabilidade que se tornam expressivamente cadticas
em E = 0.08, fig. (5.7b). Nessa energia acabou de ocorrer a triplicagao de
periodo que aparece explicitamente em E = 0.1, fig. (5.8a), mostrando scu
ramo estivel e instével,

Convém ressaltar aqui, que analisar as se¢bes xp; ¢ bem mais facil
que as segdes yp,, conforme vocé ja deve ter observado. Isto ndo é obra do
acaso, pois as bifurcagdes da familia V ocorrem para energias relativamente
mais altas que as principais bifurcacdes de H, mantendo-se estaveis para
energias relativamente altas em relagao a familia H. Tendo em vista isso,
aumentamos ainda mais a energia, fazendo a se¢ao zp, para £ = (.15.
Nessa energia, todas as ramificacdes de H e as bifurcagdes de V sdo instaveis,
exceto a duplicacho de V, que praticamente acabou de ocorrer. A fig. (5.8b)
mostra nitidamente a duplicacio de V e observamos que a nova familia, V2
éeliptica. Paraenergias maiores que 0.2 aproximadamente, todas as familias

sdo instaveis e consequentemente as se¢bes sdo uniformemente cobertas por
pontos.

5.3 Quebra da simetria de reflexao espacial nas
Segoes de Poincaré

Ao quebrarmos a simetria &p, do potencial NELSON, ligando o parimetro
¢ em:

?Lembre-se que a triplicacao é degenerada
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Figura 5.6: segéo do potencial NELSON no plano pz;. Ema)E =0.02¢ b)E =
0.03. Em 0.02 a quadruplicagiio de V acabou de ocorrer e em 0.03 ela aparece bem
nitida. As familias Ilorizontal e a quadruplicagio estio identificadas por H e V4
respectivamente.
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Figura 5.7: sec¢des zp, do potencial Nelson. Em a) £ = 0.05 vemos a quadru-

plicagiio de periodo, seu ramo estdvel e instdvel e algumas regides de instabilidade
e em b) E = 0.08 vemos que a triplicagio de V que acabou de ocorrer, nessa enet-
gia a segdo ja mostra um comportamento bastante instivel. Essas familias estdo
identificadas por V4 e V3 respectivamente.
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Figura 5.8: segdes zp; do potencial Nelson. Em a) £ = 0.1 vemos a triplicagao
de periodo com seu ramo estavel e seu ramo instavel e em b) £ = 0.15, « unica
familia que aparece é a duplicagio de periodo de V que é eliptica. Essas faniilias
estdo identificadas por V3 e V2 respectivamente.
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Figura 5.9: curvas de nivel do potencial assimetrizado, mostrando a deformagio

do pogo para ¢ = 0.1

-1'2 3 : 32
Viz,y)= {y- E (5.11)

deformamos ¢ pogo de potencial, fig. (5.9). A quebra de simetria feita desta
forma, garante que 0 movimento continue sendo limitado, condigio impor-
tante para a quantizagdo do sistema, mas, no entanto, as érbitas periédicas
sio alteradas. As rotagdes tornam-se assimétricas e as libragdes H também.
O diagrama E x r & sensivelmente diferente do original para NELSON, fig.
(6.2 e 6.11).

Devemos ter em mente que a familia H, certamente vai sentir muito
mais essa deformagao do potencial que a familia V, pois quebramos a sime-
tria  — —2, e que além disso, esperamos um comportamento muite mais
complicado nas segdes yp, do que em ap,, uma vez que isso j4 foi observado
no potencial simétrico,

A fig. (5.10a), mostra os toros centrais levemente deformados, mas
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ainda permite a identificacio de H. Para £ = 0.03, fig.(5.10b) aparecem
muitas ilhas e torna-se dificil a identificagio das érbitas do diagrama (6.11).

Aumentamos ainda mais a energia, fig. (5.11) e vemos que a maior
parte da se¢io é densamente coberta por pontos indicando um regime alta-
mente instivel.

Conforme esperavamos, as se¢des rp,, ndo foram tac drasticamente
afetadas. Em E = 0.03 aparece algumas alteragdes nas bordas, fig. (5.12a)
e permitem identificar seguramente a quadruplicagdo. Em E = 0.05, fig.
(5.12b), comega aparecer regides altamente instdveis e uma série de ilhas
significando o aparecimento de novas bifurcagdes. A triplicagdo da familia
Vertical é bem visfvel em E = 0.08, fig. (5.13). Para energias mais altas, 0
sistema é fortemente instavel, fig. (5.14).

Observadas as segdes de Poincaré do potencial NELSON assimetri-
zado, podemos concluir que o paridmetro ¢, introduziu um comportamento
mais caético no sistema. A familia Vertical, V, propriamente nio se altera,
pois houve uma quebra de simetria em z, no entanto, observamos uma al-
teragio qualitativamente diferente na triplicagio de perfodo, que para ¢ # 0
j4 nio é degenerada. Ainda mais, a familia H se altera sensivelmente, fig.
(6.11 e 6.15). Qutras bifurcagdes, embora nao calculadas, cerfamente ocor-
reram e bifurcagdes das bifurcagdes, assim como altera¢des na familia I, tdo
expressivamente instével, podem ter gerado toda a instabilidade com a qual
nos deparamos nas se¢oes yp, para ¢ = 0.1.

Em seguida, quebraremos a simetria de reversio temporal da Hamil-

tonjana e veremos como nosso sistema responde a introdugio de um campo
magnético perpendicular ao plane zy.

5.4 Quebra da simetria de reversio temporal nas
secoes de Poincaré

Nosso sistema, agora totalmente assimétrico € equacionado por:
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Figura 5.10:

-0.05 0.00 0.05

0.10

(a)

(b)

g.2

segdo de Poincaré yp, do potencial Nelson assimétrico (¢ = 0.1).
ey

Em a) Para £ = 0.01 j& ha deformagdo do toro central sendo que nessa energia, a
se¢do do potencial NELSON ¢ bem regular; b) Para £ = 0.03 aparecem inimeras
bifurcagdes. A familia Horizontal é identificada por H .
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Figura 5.11: sego de Poincaré ypy do potencial Nelson assimetrizado {c = 0.1).
Em a)E = 0.05 ¢ em b) £ = 0.08. Vemos uma crescente complexidade, ou seja,
caos em energias relativamente mais baixa, quando ¢ # 0.
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Figura 5.12: se¢do de Poincaré zp, para o potencial Nelson assimetrizado (¢ =
0.1). Ema) E = 0.03 vemos a quadruplicagio da familia vertical e em b) E = 0.05
observamos um regime bastante instavel. V4c ¢ Ve representam a quadiuplicacio
da familia Vertical e a familia Vertical, respectivamente.
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Figura 5.13: se¢do de Poincaré zp; do potencial Nelson assitnetrizado (¢ = 0.1)

para £ = 0.08. Vemos a triplicagio da familia vertical V3e.
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Figura 5.14: se¢do de Poincaré zp; do potencial Nelson assimetrizado (¢ = 0.1).
Em a) £ = 0.1 e em b) £ =0.15. O sistema jd estd fortemente instivel, V3e V4

representain respectivamente, a triplicagioe a quadruplicagio da familia vertical.

113



L 2.} 2 z? 3 s 1
H=3(+8y)+5( =82+ |y-F +e2’) +p5p  (512)

Ao quebrarmos a simetria de reversio temporal, [azendo # # 0. o
diagrama 7 x 7, (6.19) mostra o aparecimento uma familia ( 3) numa
energia relativamente alta em rclacao a configuragao inicial (fig. 5.2), a
familia /{3 permanece estavel até a cnergia (.09 e nao houve grande aiteracao
em Lg com relagdo a L., fig. (6.11). A familia Vertical de Nelson. que nio
sentiu a quebra de simetria x — —uz, agora sente a quebra de simetria de
reversao temporal e se altera dependendendo do valor do parametro beta.

Vamos agora analisar as se¢des de Poincaré com o parametro g = 0.03.
Esperamos que as segoes yp, tornem-se ainda mais complicadas, contudo em
E = 0.02, fig. {5.15a), identificamos a familia Horizontal (agora Hj) e Ly
(um ponto estavel e outro instavel).

Ao aumentarmos um pouco a energia, fig. (5.15b), ja nao ¢ possivel
identificar seguramente essas familias devido ao grande niimero de ilhas que
aparecem e regioes de instabilidade que se tornam fortemente cadticas para
£ maior que 0.05, fig. (5.16).

Ainda aqui, as se¢des zpy, fig. (5.17), sofrem menos com o parametro
3 . Ha alguns detalhes adicionais e uma visivel adi¢io de instabilidade,
fig. (3.18), em relagao as segoes xp, anteriores. Em /£ = 0.15 os pontos
se distribuem uniformemente na se¢io, contudo ainda é possivel identificar
todas as bifurcagdes da familia vertical, V3 do diagrama (6.23).

Finaimente, para um bom entendimento destas citadas lamilias de
orbitas periddicas, dedicamos o proximo capitulo ao seu estudo. Veremos
suas possiveis ramificacdes e as condigdes para que elas aconte¢am ao que-
brarmos uma a uma, as simetrias do sistema.
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secio de Poincaré, yp, para o potencial Nelson generalizado. Em

a) E = 0.02 identificamos a familia Horizontal, agora Hg e Lg, fig. (6.19) ¢ em

b)E = 0.03 aparecem indimeras bifurcagdes.
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Figura 5.16:
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se¢do de Poincaré, yp, do potencial Nelson generalizado, ¢

a)E = 0.05 ¢ b)E = (.08. Regides altamente instdveis,
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Figura 5.17: segio de Poincaré, zp,, do potencial Nelson generalizado, ¢ = 0.1 ¢
3=0.03. Ema) E = 0.03 e em b)E = 0.05. Observamos um comportamento ais
caotico do sistema em relagio as segdes p, anteriores, para a mesma energia. A
quadruplicacdo e a triplicagio de periodo da [amilia Vertical sio identificadas por
V4 e V3, respectivamente. (Os sub-indices J. somente lembram que F # U).
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Figura 5.18: se¢do de Poincaré, zp,, do potencial Nelson generalizado, ¢ = 0.1
e 8 =003 Ema)f =008 ¢ b)E = 0.1. Identificamos ainda, as bifurcagdes da
familia Vertical, 1g(6.23) e vemnos uma crescente adigdo de instabilidade.
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Capitulo 6

Quebra de Simetrias nas
Familias de Orbitas

Peridédicas

Fomos duplamente motivados nos dois ltimos capitulos a conhecer as
orbitas periédicas do nosso sistema. Primeiramente, vimos que a densidade
semi-clissica emerge de uma soma sobre todas as drbitas periddicas do sis-
tema classicamente cadtico (Férmula do Trago de Gutzwiller - Cap. 4) eem
segundo lugar, recorremos varias vezes ao diagrama energia-periodo. £ X 7,
para conhecer as érbitas periddicas estaveis das principais familias e localizar
as ptincipais érbitas periddicas instdveis nas se¢des de Poincaré. Familias de
érbitas que sao importantes no diagrama. podem nio ter essa importancia
refletida na seciao de Poincaré, ou cquivalentemente, ilhas “aparentemente
despreziveis” (em relacio i irea) na secio de Poincaré podem corresponder
as orbitas mais importantes do sistema. Esse {ato, mostra claramente que
o diagrama E x T e as se¢des de Poincaré juntos, podem nos dar uma in-
formagio mais completa do sistema. Para calcular as 6rbitas periddicas, foi
necessario densenvolver métodos de computagao especialmente adaptados as
érbitas periddicas, muito mais seguro que o usual procedimento envolvendo
as se¢des de Poincaré. Esse método, [4], foi desenvolvido por Baranger. Um
aspecto importante do método de Baranger, ¢ que cle trabalha tao bem
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Orbitas estiveis quanto instdveis, que 1ém um imporiante papel nas regras
de quantizacio do problema. Muitas das aproximagdes mais tratdveis da
dindmica quantica de muitos corpos tem um aspecto classico para cla: clas
consistem de pacotes de onda de muitos corpos seguindo trajetorias classicas.
As aproximagoes de Hartree-Fock ¢ o campo médio dependente do tempo
sao deste tipo. E bem sabido que, tais aproximagdes podem ser geradas, de
modo geral escolhendo-se uma fungao de onda que depende de parametros
apropriadamente dependentes do tempo; quando tai fungao “tentativa™ &in-
troduzida no principio variacional dependente do tempo, os parameiros que
530 encontrados satisfazem as equagoes classicas de Hamilton, Para maiores
referéncias. ver [3].

No meio da complexidade apresentada pelos sistemas nio-integraveis,
onde orbitas quase-periédicas sobre toros se misturam com drbitas caoticas
instaveis, uma estrutura simples, a orbita periddica ainda esta imersa nesse
cmaranhado. Essas drbitas sdo densas no espago de fase, no sentido que,
dado qualquer ponto existe uma orbita periddica passando arbitrariamente
préxima, ainda que de periodo muito longo. As solugdes periddicas de sis-
temas Hamiltonianos de dois graus de liberdade, formam uma familia a
um parametro (o parametro é a energia F, ou o periodo 7). Quando o
parimetro é variado, nos movemos ao longo da familia e existe valores deste
parametro para o qual novas familias sdo geradas. Os pontos onde isto
acontece, { £, 1), 530 chamados pontos de bifurcagao. O periodo das
trajetorias bifurcadas serdo um miltiplo inteiro da trajetdria original. As
trajetdrias periddicas podem ou nao tornar-se hiperbdlicas, quando sofrem
nma bifurcacdo e as novas familias ramificadas podem ou nao ser clipticas
ou hiperbolicas. Extensivas anilises numeéricas de bifurcacoes das solugoes
periddicas foram feitas em {3] e {4} para sistemas Hamiltonianos com dois
graus de liberdade.

Qutra caracteristica muito atil de cada trajetéria periédica ¢ sua ma-
triz monodromia M, [ver seao 2.3.2 e {49]]. Esta matriz descreve a alteragao
da posi¢ao inicial e da velocidade, apés um periodo. devido a uma pequena
alteragdo arbitraria nas condigoes iniciais. Para espagos bidimensionais, Mf
¢ uma matriz (4 x 4). Dois autovalores de M sao sempre um e 08 outros
dois tém produto unitirio e podem ser ou conjugados complexos (na lorma
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Figura 6.1: TrM x E, ilustrando os pontos denotados por 4, 4% £, 27 ¢ 4.

¢, e7'%) oy real (na forma tet®, te~%). No primeiro caso, a trajetoria
& estivel ¢ o trago de M estd entre ) ¢ 4. No dltimo caso. a trajetdria ¢
instivel e o trago de M fica fora do intervalo [0,4].

A topologia do grafico £ x 7 é determinada por suas ramilicagoes. bin
uma ramificagdo isdcrona (onde o periode nao rauda) hd uma conliuéncia
de duas familias distintas de érbitas periddicas; portanto, M tem guairo
autovalores unitdrios e traco de M, (T'rM), igual a 4 (observe os pontos
assinalados por 4, 4 ou 4% na fig. {5.2)). Em uma ratuificaciio que dobra
o periodo. dois autovalores devem ser —I1: portante, 7'rM = § (observe
os ponlos assinalades por Z e Z% na lig. (5.2)). 4 também triplicacau
de periodo, onde TrM = 1. quadruplicacao de periodo. onde T'rM = 2 ¢
assim por diante. Em resumo, podemos dizer que o valor do e M deter-
mina a estabilidade e a bifurcagao de uma familia de érbitas periddicas. Os
simbolos, -{, 4% e Z? indicam a variagio de T'r3f comn E. conforme a figura
{6.1) extraida da ref. [3].

Percebemos que a medida que aumentamnos o periodo r, v prifico
E x 7 torna-se cada vez mais denso e complicado. Mas “ndo & denso em
todo lugar”, ou seja, as familias mais importantes, assim como as densidades
mais baixas de £ X 7 sdo cncontradas para pequenos valores de 7.
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6.1 Familias de Orbitas periédicas do potencial
Nelson

No capitulo anterior, discutimos amplamente a forma do potencial Nel-
son, de forma que partimos, agora. diretamente para as principais familias
de 6rbitas periddicas.

A simetria de reversao temporal dita a existéncia de dois tipos de tra-
jetérias periédicas, que sdo tradicionalmente conhecidas como libragoes
{a trajetdria & sua prépria reversa-temporal; portanto a particula segue
o mesmo caminho em ambas direcoes, com pontos de retorno no final) e
rotagdes (a particula segue um caminho fechado em uma iinica dire¢do;
a diregio é oposta para a trajetéria reversa-temporal). Na fig. (5.2), as
rotagdes sdo indicadas pela letra grega p, as familias ndo marcadas sao as
libragdes, indica-se também, o intervalo de TrM, usando linhas grossas ou
simbolo s para as trajetérias estdveis e linhas finas ou o simbolo u para as
instaveis. Enfim, nesta figura temos todas as possiveis informagoes acerca
das familias Vertical V e Horizontal H e suas principais bifurcagdes. pois fo-
ram calculadas cerca de 4000 trajetdrias, compreendendo aproximadamente
10 familias. Nosso trabalho, muito menos laborioso, enfocou o que acontece
com as principais familias, H e V, ao quebrarmos as simetrias deste poten-
cial, em especial, nos restringimos a observar como se altera a bifurcagio
isocrona da familia Horizontal, ao quebramos as simetrias do potencial Nel-
son. Dessa forma, o primeiro passo consistiu em calcular a familia Horizontal
H e essas bifurcagoes (L para a Libracao) e {R para a Rlotagao), ilustradas
na fig. (6.2).

Dado que nosso potencial tem simetria £ — —z, usualmente distin-
guimos entre familias simétricas e assimétricas. As Orbitas periddicas da
familia H, fig.(6.5), consistem de libragoes simétricas e as érbitas da familia
R sao rotagdes simétricas !, fig.(6.6), ou sejam, sdo espacialmente simétricas,
mas sao temporalmente assimétricas. As libragdes (drbitas da familia L),

ao contririo, s&o espacialmente assimétricas, mas tem simetria de reversao
temporal, fig. (6.7).

'Convém lembrar que de acordo com a fig. (6.4), a familia R ¢ a familia L. sdo
tlegeneradas, ou sejatn, sao duplas
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Figura 6.2: Diagrama £ x 7 do potenciai Nelson. A ligura moestea parte da Familia
Horizontal H, com sua ramificagio isécrona, L para a Libragao ¢ I para a Rotagao,
Usamos linha cheia para indicar que a familia é estivel ¢ linha fina pura indicar
que a familia € instavel, Os pontos assinalados Z, 4 ¢ 42 indicam o valor de 7' V]
de acordo com a fig. (5.2). De fato, foi mostrado em (18] que 4%'s niwo existern o

ue na verdade, existem dois 4 muito proximos, dando a impressio de um 4%, He.
p I &

(6.3).
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Figura G.}: Diagrama £ x r para a familia Horizoutal de Nelson. & % 7 Lr
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Figura 6.: Diagrama £ x e pontos fixes (com curvas invariantes) em uni ponto
de bifurca¢doisécrona. A linha cheia (pontilhada) é usada para indicar uma familia

eliptica (hiperbélica). Linhas finas ( cheias ou pontilbadas} indicam que hia duns

familias degeneradas ramificando-se do ponto de bifurcagao.
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Figura 6.5: série de libragdes da familia H do potencial Nelson, para as seguintes

energias: 2)0.005, b)0.02, ¢)0.03, d)0.05, ¢)0.08 ¢ [U.1.
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Figura 6.6: série de rota¢des da familia R do potencial Nelson. para as seguintes
energias: 4)0.014, b)0.017, ¢)0.05, d) 0.08, &)0.1, [}0.12
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Figura 6.7: série de libragdes da familia L do potencial Nelson, para as seutiintos
energias: a}0.012, b)0.021. ¢j0.05, )0.08, )0.1, £)0.15
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Na Ref.[3] h4d um resumo de todas as possiveis bifurcacoes nas familias
de trajetdrias periédicas, para Hamiltonianas possuindo 0, 1 ou 2 simetrias.
Um estudo analitico neste sentido, foi feito por Meyer, [50], mas ele se res-
tringiu ao caso genérico de Hamiltonianas sem simetrias. Em {3] o trabalho
de Meyer é estendido incluindo-se Hamiltonianas com simetria de reversao
temporal e simetria de reflexdo espacial. Neste trabalho. encontra-se que
estas duas simetrias sao responsaveis por uma série de tipos interessantes de
ramificacdes adicionais. Em particular, Meyer encontrou ue ramificagdes
isGcronas nio existem e que, em todo lugar onde TrM = 1. a curva &' X 7
teria uma tangente horizontal, passando de estavel para instavel. mas sem
ramificagdes. No potencial NELSON, hid muitos exemplos deste compor-
tamento. Um resultado importante do trabalho [48] é que as ramificagoes
isbcronas existem, desde que uma simetria esteja presente, ou £ — —r ou re-
versao temporal, como ilustra a fig. (6.4). As rotagOes assimétricas, que nao
tém simetrias, sio as Gnicas familias em que nenhuma ramificagio isdcrona
pode ocorrer.

Ha uma diferenca topolégica interessante entre as libragoes e as rotagoces.
As libragdes sdo mais persistentes; uma familia de libragdes tipicas tem uma
curva muito mais longa no plano £ X T, com varias ramificagoes adicio-
nais ligadas a ela. Assim, torna-se natural considerar as libra¢des como as
familias “mais importantes”. As rotacdes, por outro lade. sempre formam

pontes curtas de ligagio entre duas libragbes ou entre duas partes de uma
libragio, na curva £ x r.

Qutra familia importante no potencial NELSON ¢ a familia vertical
V. A fig.(6.8), mostra essa familia e duas de suas bifurcagdes principais,
a duplicagao de periodo {V2) e a triplicagdo de periodo (V3 ¢ V3a). A
familia V consiste de libragdes simétricas e é estavel até a cnergia £ = (.15,
tornando-se entdo instivel. Neste ponto, TrM = 0 e ocorre a duplicagio
de periodo, dando origem a familia V2, que é uma libragdo simétrica, ver
fig. (6.9), inicialmente estivel, tornando-se instavei para £ =~ 0.4. Para
E 2 0.077, ocorre a triplicacao de petiodo, originando a familia (V3) com

dois ramos, um estdvel. a rotagao simétrica fig. (6.10), e o outro instdvel. o
libracdo assimétrica, fig, (6.10).
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[igura 6.8: Diagrama £ x 7 o potencial Nelson. Vemos a familia Vortieal (VY.
a duplica¢ao {(V2) ¢ os dois riumos da triplicagic (V3 ¢ V3a}. As linhas chefas
indicaum estabilidade ¢ as {inas instabilidade. Os pontos assinalados por /£, 27,1
indicam o valor do T'rM de acordo com a fig. (6.1} ¢ aletra 7 indica o ponte de

bifurcagio.
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Figura (.9: érbitas da duplicagio da Familia Vertical (V2) do potencial Nelsou,

para as scguintes energias: a)0.13, 5)0.32, ¢)9.14
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Figura 6.10: &rbitas da triplicagio da Familia Vertical {V3) para o potencial

Nelson, com as seguintes energias: a)}0.237, b}1.51, ¢)2.43 ¢ (V3a) coin as segaintes
energias: d)0.08, e}0.24, £)1.21
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No limite de baixas energias, toda essa complicacao se reduz a dois
simples osciladores harménicos, um horizontal e um vertical com periodos
nao congruentes. Qlhando a forma do potencial, vemos que V{z = 0,y) é
puramente quadratico e portanto, as oscilagdes verticais (familia V) mantém
seu comportamento linear e seu periodo constante para todas as amplitudes;
elas aparecem no grafico £ X r como uma linha vertical. Isso nao acontece
com as oscilagoes horizontais (familia H), sua ampiitude aumenta com a
energia.

Ha indmeras outras familias e um nimero de interessantes ramificacdes
que surgem a medida que aumentamos a energia. Na Ref.[3], as classificagdes
gerais de todas as possiveis ramificagdes é explorada e na Ref.[4] o potencial
NELSON é amplamente estudado. Nés paramos neste ponto, salientando
que estes trabalhos sao fundamentais para um bom entendimento do que se
segue. Primeiramente, quebraremos a simetria de reflexdo espacial, ligando
o parimetro ¢ e em seguida, quebraremos a simetria de reversiao temporal,
submetendo a particula carregada a um campo magnético perpendicular ao

plano zy, ligado pelo pardmetro 3. O potencial Nelson generalizado, fica
assim. na forma

2 IRY' 2 2 2

onde 3 =eBg/2c e p =0.1.

6.2 Quebra da simetria de reflexao espacial na
familia de érbitas periddicas

Primeiramente fazemos o parametro ¢ # 0, eq.( 6.1}, mantendo 3 =
0. Fizemos ¢ = 0.1 e caiculamos as familias de 6rbitas periddicas para o
potencial assimetrizado. Nesse caso, o nimero total de simetrias do sistema
€ um. a simetria de reversao temporal. A trajetdria da familia horizontal.
He, agora uma libragao assimétrica, conforme a fig. (6.12), é inicialmente

estdvel, até que T'rM = 4 e dd origem & uma ramificacio estavel. ou melhor.
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duas farmilias estaveis ¢ sepue instiavel, ver g (6.11), A fainilin Re ¢ nma
rotagio assimetrica, conforme a fig, (6.13). Lla nasce estdvel ¢ tornn e
instavel em E = 0.09, pois neste ponto TrM passa por zero. A familia [,
original, s¢ descola de H, dando origem a familia Le. que continua sendo
uma libragdo assimétrica, conforme a lig. (6.1:4). A secao de Poincare na
proximidade do ponto de bifurcagio ¢ esquematizada a seguir, para ¢ = 1 o

c# 0.

C=0

——
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Iigura 6.11: Diagrama £ x 7 para o potencial Nelson assimetrizado (¢ = 11.1). A
figura mostra o familia Horizontal He, a rotagio Re ¢ o libragio L. A notacao o o
mesma da lig. (6.2).

A familia Vertical V ndo se altera com a quebra da simetria & -

— .
pois V, nio sente o parimetro ¢, continuando uma linha vertical e m =2
4.443 (isso pode ser mostrado através das cquagdes de movimentod, (al-
culamos assim. somente as familias da teiplicacio de periodo, V3e. V3le
e Vdac, fig. (6.15. A familia V3ac, consiste de libragoes assimétricas « &
uma familia degenerada. Ao passar pelo ponto de bifurcagio temos entao
uma outra familia, V3c¢ que iniciahnente ¢ instiavel. Ao passar pelo ponto
onde TrM = 4, essa familia torna-se estavel, V3¢ consiste de libracoes -

simetricas e continua estdvel até passar novamente por f'r A =1, perdendo
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série de Orbitas de He para o potencial Nelson wssuiet rizidno

(¢ = 0.1). As libragdes, que vram simétricas parn ¢ = ) Lornaram-se assnunciricis.

A sequéncia tem as respoectivas energias: a)0.0003, bIO.OUL2. ¢10.0025,
¢)0.006. 10.010, g)0.021. K10.13, 130.29
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Figura 6.13: série de érbitas de Rc para o potencial Nelson assimetrizado (¢ = U.1).
As rotacdes, que eram simétricas para ¢ = 0 tornarame-se assimeétricas. A sequencia
tem as respectivas energias: a)0.08, b)0.08, ¢)0.16, d)0.189
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Iigura 6.14:

(C = U].)

série de orbitas de Le para o potencial Nelson assimelrizado

A sequéncia Lem os respectivos (£,7): a)(0.096,21.15), b){0.001.

22.2). ¢)(0.029,22.7) d)(0.013.21.4) e {0.01 L2111}, £(0.013,21.4), g)(0.016.20 91} ¢
h)(0.28,18.75). A érbitacm (d), que esta nas proximidades do pontoonde £ = |,

separa a série (a,¢) da série {e,h) que é uma a reflexio da outra.
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a estabilidade e dando origem a uma ramificagao isocrona. a familia V31c
que inicialmente é estivel e perde a estabilidade ao passar por I'rM = (0.
Essa nova familia V3ac consiste de rotagées assimeétricas. conforme ilustrado
na fig. (6.16).

Ressaltamos que a quebra da simetria de reflexao espacial. alterou o
padrac de classificacao de bifurcagoes. conforme esquematizaremos em se-
guida. A se¢do de Poincaré na vizinhan¢a do ponto de bifurca¢do, indicado
por P nas figs. {6.8) e (6.15), mostram bifurcages qualitativamente dife-
rentes, fig. (6.18).

Mostramos no decorrer desta se¢io que houve alteracoes qualitativas
no padrao de bifurcagdes. quando fizemos ¢ = 0.1. Mas como nos res-
tringimos ao comportamento das bifurcacdes isGcronas, o leitor pode ter
sido induzido a pensar que, em gerai, nao houve alteragoes dristicas nas
familias. Contudo, convém lembrar que as seges de Poincaré mostram que
o comportamento das familias tornou-se ainda mais instivel, & medida que
aumentamos a energia, para ¢ = 0.1, e que mesmo para energias relativa-
mente baixas, aparecem intimeras ilhas que retratam as novas bifurcagdes
de familias que ndo estudamos, ou mesmo bifurcagdes das ramificagoes que
estamos estudando, pois toda vez que TrM & igual a zero, um dois, ctc.
e levando em conta o numero de simetrias das drbitas de uma familia, no-
vas bifurcagoes (como duplicagio, triplicagio, quadruplicagao. cte.) devem
aparecer e ainda mais, se simetrias sdo presentes, hd em geral mais de uma
possibilidade para as novas bifurcagoes, diferentemente da classificagao de
Meyer, para sistemas generalizados, onde temos uma iinica possibilidade de
bifurcagao, exceto na quadruplicagio onde temos duas possibilidades [50].

6.3 Quebra da simetria de reversao temporal na
familia de drbitas periddicas

Finalmente, ligamos o parametro 3 = 0.03, que quebra a simetria e re-
versao temporal. conforme a eq. (6.1). Ao fazermos isso, nosso sistema nio
apresenta mais, nenhuma simetria e esperamos obter bifurca¢oes genéricas.
As tnicas orbitas possiveis agora. sao as rotagoes assimétricas. figs. (6.20.
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Figura 6.15: Diagrama £ » r para a Familia Vertical do potencial Nelson s

I

netrizade (¢ = 0.1}. A notagdo é a mesma da fig. (6.2). Couvén ressaltir que o

secao de PPoincaré nas vizinhangas do ponto de bifurcacio P revelan win pondrin

de bifurcagao qualitativamente diferente daquela de potencial Nelsou original.
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Figura 6.16: algumas érbitas periddicas da familia V3¢ pata is seguinte encrains,
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Figura 6.17: algumas orbitas periddicas de V3ae para as seguintes cner
gias:a}0.077, b)0.158, ¢)1.43

6.21 ¢ 6.22) e estas ndo produzem ramificagdes iséeronas, conforme ji disse-
mos. Consequentemente, vemos no diagrama (6.19) que g se desligon o
Hp?

A lamilia Hg, permanece estdvel até £ = 0.09 onde 7T+M = U ¢ omtao
torna-se instavel. A familia f1g, ¢ sempre instavel, pelo menos até a cneraja
calculada. pois ndo conseguimos obter numericamente o ramo estavel dessa
familia. O ramo estivel foi colocado na lig. (6.19), para mostrar o que
esperavainos obter. A lamilia Ly & instavel até 7 = 2113 ¢ = 0.011 onde
TrM = 4. tornando-se af estivel, indo estavel até r = 22.7 para £ = 0.0.18.
onde Trdl passa por zcro, tornando-se novamente instdavel.

Para a familia Vertical, fig. (6.23), o pardmetro .3 = 0.03 ¢ pequeno
para causat uma alteracio visivel na familia V3, ou seja, deslocit-la. Fizemos

I s . o

Nota: Mantemos as letras R, L ¢ H com wm sub-indice 5. para s fanihs, s
devemos lembrar que quando ¢ = 0.1 ¢ J = 1.0 todas as 6rbitas periddicis sao rotacom
assimétricas. ou seja, ndo existem libractes.
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Figura 6.18: secio de Poincaré nas vizinhangas do ponto fixo Pl triplieagao de
§ & | I

petiodo da familia vertical. a)para e =0 ¢ b)para ¢ £ 0.

L3
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Figura 6.19: Diagrama £ x 7 para a familia Horizontal do potencial Nelson vene:
ralizado {¢ = 0.1 e g = 1.03). A notagdo ¢ a mestna da ligura 14.2).
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Figura 6.20: ¢rbitas periddicas da familia Hy para o potencial Nelson gencrali-

zado (A =003 ec = 0.1) para as seguintes energias:a)0.00012, b)0.0009. ¢j0.007.
d)0.0107. €)0.0139, £)0.106, 2)0.187
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Figura 6.21: drbitas periddicas da fumilia 12y para o polencial Nelson generadizied
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Figura 6.22: érbitas periddicas da familia Ly para o potencial Nelson generalizado
(B =003ec=0.1) para os seguintes (7, £) : a)(19.115,0.177), b)(19.91.0.0635),
¢){20.31,0.040), d)(20.915,0.0165), ¢)(21.195,0.011), )(22.25,0.049), g}{19.1-1.0.172}

147



entao, o calculo da famtlia Vertical para J = 2 e o periodo de i3, loi para
T = 2.56.

Com relagao is bifurcacdes da familia Vertical, a triplicacao de periodo
apresenta o mesmo comportamento do caso anterior, ou seja. o potencial
Nelson assimetrizado {¢c = 0.1 e § = 0). Nao houve alteracio quanto a
bifurcagio. O ramo V3j é instavel até £ = 0.24 onde T'rM = 0. tornando-
se entdo estivel. Quando T+M = 4, no ponto onde dE/dr = 1. ocorre
uma bifurcacao do caso genérico, ou seja, a trajetéria muda de estavel para
instdvel, seguindo instavel o ramo V3ag. Passando entdo pelo ponto de
bifurcagdo P, esquematizado na segdo anterior. Algumas trajetdrias de Vi,
V35 e V3as sao representadas nas respectivas figuras, figs. ( 6.24, 6.25,
6.26).

Para finalizar este capitulo, deveriamos ainda apresentar o método de
caiculo de drbitas periédicas, desenvolvido por Baranger, [47] ¢ parte do
estudo analitico das bifurcacdes de trajetérias periddicas simétricas, desen-
volvido por M. A. M. de Aguiar et. al. em [3], mas tudo isso poderia tornar
esta disserta¢ao ainda mais extensa, de forma que preferimos nao reporta-los
aqui. Lembramos porém, que o método desenvolvido por Baranger ¢ extra-
mente convergente e rapido, servindo tanto para o calculo de orbitas estaveis
quanto instiveis, com grande precisao e que o segundo trabalho, juntamente
com (4] sdo essenciais para o entendimento dos nossos resultados.

O célculo das familias consistiu primeiramente, em encontrar a familia
H e suas bifurcacoes, £ e L ¢ a familia V e suas bifurcagdes V2. V3e Viu
do potencial NELSQON original, Nesse caso. para baixas energias. a solugiao
harménica, ¢ um bom “chute”. Qbtidas essas familias , partimos para as
quebras de simetria, usando essas familias como “chute” para o calculo das
familias do potencial assimetrizado e enfim da particula sujeita ao campo
magnético perpendicular ao plano zy. Os parametros escolhidos devem sa-
tisfazer a relagdo que garante a forma positivo-definida da Hamiitoniana.
de modo que foram aleatdrios, mas ndo tao aleatdrios. E ainda. deveriam
ser pequenos o suficiente para usarmos as solugdes anteriores como chute e
grandes o suficiente para tornar visiveis as altera¢des nas familias de drbitas
periddicas. Com o objetivo de medirmos a separacdode /. de L. fig. {6.11).
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Figura 6.23: Diagrama £ % 7 da familia vertical para o potencial Nelson generali-
zado (¢ = (.1 e 3 = 0.03). Para g = 0.03, s familia vertical aparece intocaveimente

em T = 4.443 enquanto yue para § = 2.0, a familia ¢ dueslocada para 2 2506,
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Figura 6.24: écbitas periddicas da familia vertical Vy para o potencial Nelson
assimetcizado (¢ = 0 e # = 2.0) para as seguintes energias: a)0.0000:3. L)0.OHORSS.
11016, d)2.77, ¢)24.58, £)29.42
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Figura 6.25: orbitas periddicas da familia V34 para o potencial Nelson penera-
lizado {¢ = 0.1 ¢ § = 0.03), para as seguintes energias: a)0.14, b)0.19, <j0.09.
d)1.05
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Pigura 6.26: orbitas periodicas da familia V 3aq paca o potencial Nelson e vi

zado (¢ = U e 7 = 0.03) com as seguintes energias: a)0.14. H)0.20. ¢}0.34
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Figura 6.27: separagdo de If, e L. ao yuebrarmos a simetria £ — —.

na transformada de Fourier do espectro quintico suavizado, tentamos au-
mentar o pardmtro ¢, mas conforme a fig. {6.27), vemos que isso nio serd
possivel, pois a distdncia entre essas duas familias, no ponto onde L. tem
energia mais baixa, nio permite fazé-lo com seguranga.

No préximo capitule, fazemos um tratamento quéantico do poiencial
NELSON, procurando identificar as drbitas periddicas que aparecem na
Transformada de Fourier do espectro quantico suavizado e eatdo, ligamos c e
3, para observar como essas simetrias aparecem na densidade semi-clissica.



Capitulo 7

Quebra de simetrias no
espectro de NELSON
quantico

0 estudo de estados quéinticos e suas propriedades estatisticas tém recebido
muita aten¢ado na iltima década. Muitos estudos foram direcionados as
propriedades estatisticas dos niveis. Para sistemas classicamente caélicos.
muito empenho tem sido direcionado pela férmula de Gutzwiiler {capiiulo
4). Experimentos de Welge e colaboradores para o efeito Zeeman quadritico
e as analises tedricas de Wintgen e Freedrich mostram que a transformada
de Fourier da densidade quintica de estados, revela periodicidades que coin-
cidem com aquelas das familias de érbitas periddicas B1).

7.1 A densidade de estados suavizada

O problema dos autovalores do Nelson quantico,

H¥(z,y) = E\¥y(z,y) (7.1)

foi resolvido usando a expansio:
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¥y(z, Z ZC“” " (2 YNl Y)s {7.2)

N=0n=0

onde ¥.(z) e ¥n(y), 530 as autofungdes das Hamiltonianas dos osciladores
unidimensionais H. e Hy,

2
"y = ”f +0.05z%,
y
H, = 5;2 + 9. (7.3)

uma vez que a Hamiltoniana do potencial Nelson é:

1 1, 2., 1 .
H(z, 00,0, py) = —pr + Zp"' +(y— —2~)2 + 5#3’2 com g = 0.1, (7.4)

O apéstrofe na soma indica que somente n pares {paridade par) ou
somente n impares (paridade impar) sao incluidos, pois devido a simetria
2 — —r do sistema., a matriz Hamiltoniana (resultante da expansao em base
de osciladores) se divide em blocos distintos de estados pares ¢ {mpares. o
que facilita a identificacio das familias Horizontal' ¢ Vertical? com suas
bifurcagdes na transformada de Fourier do espectro suavizado.

O potencial Nelson tem a forma de um pogo infinito. de mode que a
matriz a ser diagonalizada precisa ser truncada. O primeiro limite de M, ou
seja, a ordem da matriz truncada, depende da capacidade da maquina na
qual trabalhamos e o outro, mais dirigido, se relaciona ao intervaio de energia
E, no qual, estamos interessados. Os resultados semiclissicos sdo obtidos.
usando-se um pequeno fi, mas lembramos que quanto menor o tamanho de £
maior deve ser a dimensio da matriz a ser diagonalizada se queremos obter os

‘aparece na analise de Fourier dos estados impares suavizados

faparece na analise de Fourier dos estados pares suavizados



autovalores até um valor fixo de £. Tendo alguns resultados da quantizacao
do potencial Nelson [52], usamos & = 6.0 x 10~% e diagonaiizamos uma
matriz de 2652 X 2652 (o limite da nossa maquira).

De acordo com a teoria de 6rbitas periddicas {53], a densidade de
estados pode ser separada em dois termos:

D(E)=dm(E)+dosc{E)a (7.

=1
faln §
—

onde D(F) é a densidade quintica definida por:

D(E)=_6(E - En), (7.6)

dm{E) é a densidade média de estados (chamada densidade de Weyl) cor-
respondente as érbitas de periodo zero 2, e dyyc( F) é 0 termo oscilatério que
incorpora as 6rbitas periagdicas de periodo muito maior que zero. Note que
dose{ £} = D(E) — d;n(F), ou seja, a dyse continua sendo uma 5 de deltas
que pode ser escrita como uma ) de todas as drbitas periédicas do sistema
classico. A densidade de Weyl é definida por:

do(E) = }_tfa(n _ E)dpdq. (7.

=1
-1
—

pode ser calculada analiticamente para o potencial NELSON (eq. 7.4) re-
sultando na fungéo linear de E:

_E_
VIR

*A érbita de periodo zero é aquela que sai de um ponto .\ em t = 0 ¢ chega ao ponta
X1 em t = t;, de forma que o limite X(0) — X,{{;) — 0. Essas Ocbitas contribuem com
um termo médio, § na férmula do Trago de Gutzwiller {vet capitule 4.

dm(E) = (7.8)
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A forma explicita de densidade de Weyl, permite verificar qual o inter-
valo bom de energia da matriz que foi truncada. Obtido assim os autovalores,
o primeiro passo consiste em obter o espectro suavizado, através do produto
da densidade quantica por gaussianas de largura 4. sendo que & é methor

interpretado em termos do espagamento médic {3) do intervalo de energia
em questio., Ou seja,

) (E - E,)?
dyuave = Z‘: m exp __—W {7.9)

Fisicamente, isto significa que dependendo do valor de b. pegamos
pacotinhos de niveis e nao niveis individuais obtendo entdo. uma denstdade
oscilante suavizada d,,e, pois dyye=dgueve —~ dm . Finalmente efetuamos a
transformada de Fourier de d,,. , para observar quais sao as familias de
orbitas periddicas estao contribuindo de modo mais efetivo nessa densidade
semicldssica num determinado intervalo de energia.

Ao efetuarmos a Transformada de Fourier da densidade oscilante su-
avizada, obtemos picos centrados em r (periodo), cuja intensidade A{r)
depende da estabilidade, do ninero de simetrias e do perido das familias de

oérbitas periddicas e também da largura (4) do pacote gaussiano, conforme
Veremaos a seguir:

—A questdo da estabilidade.

As oOrbitas periddicas estdveis dao lugar as singularidades (fungoes 4)
na densidade semi-clissica de cstados, enquanto que as orbitas periddicas
instaveis dao picos mais alargados. ou seja, contribuem mais para o termo
médio [dyn( )] (capitulo 4). E evidente que nosso procedimento nao foi obter
a densidade semi-classica via somatéria de érbitas periddicas o sim. a partir
do espectro quantico, obter o periodo das principais familias do potencial
classico, ja discutidas no capitulo 6. Contudo é de se esperar que as familias
predominantemente estiveis deverdo aparecer com maior intensidade om
relagao as familias instaveis.

— A questdo do nimero de simetrias.

E importante compreender que as trajetarias periodicas a que estamos
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nos referindo, podem ter uma ou ambas de duas dilerentes simetrias, Umia
delas é a simeria de reversdo temporai ou simetria ¢: uma libragao tem sime-
tria t e uma rotagao nio tem. Para uma Hamiltoniana invariante a reversao
temporal, cada solugio periddica que é uma rotagao tem uma solugao com-
panheira que é a reversa temporal da primeira, ou seja, ¢ a mesma trajetdria
zy descrita na direcio oposta. Estas duas rotagdes sdo duas trajetdrias dife-
rentes e pertencem a duas diferentes familias. Uma librag¢ao por ontro lado.
é sua propria reversa temporal e constitui uma Gnica entidade do pento de
vista da simetria £.

A outra possivel simetria ¢ a simetria z, que ¢ simplesmente chiamada
de simetria. Novamente, cada trajetdria assimétrica tem uma trajetoria
assimétrica que é a reflexdo z da primeira. E sendo assim, dependendo do
niumero de simetrias da orbita periddica (ou equivalentemente, da familia
de orbitas periddicas) ela contribui com pesos diferentes na intensidade da
transformada de Fourier do espectro suavizado, ou seja:

Jibragbes simétricas: simetria ¢ — —z e { — —t. Peso [,
dibragoes assimétricas: simetria t —» ~t. Peso 2.
. rotagdo simétrica: simetria * — —x. Peso 2.

. rotacao assimétrica; nido tem simetrias, Peso 4,

~ A questdo do periodo (7) e da largura do pacote gaussiano (b).

E facil verificar que no limite em que & — 0, o espectro suavizado
{eq. 7.9) tende ao proprio espectro quantico, enquanto que para b — o, 0
espectro suavizado tende a densidade de Weyl, ou seja, a densidade classica.
Assim sendo, se tomarmos a Transformada de Fourier do espectro suavizado
com b relativamente grande, de forma que possamos identificar a familia de
periodo mais baixo (vamos supor 7} e diminuirmos* b, encontraremos um
possivel segundo pico em 27, que é a duplicagao de periodo. Acontece que
em 2r, a orbita periddica de periodo r deu duas voltas, de forma que ¢la
j& esta contribuindo duas vezes, ou seja, temos duas contribuigdes da orbita
com 7 = 1 e uma contribui¢io da drbita duplicada (de periodo 7 = 2).
Em geral, a intensidade da érbita 7 deve ser maior que aquela da 6rbita
27 que por sua vez deveria ser maior que aquela da orbita 37 e assim por

*O Principio da Incerteza de Heisenberg permite estimar o valor de b para o qual
obteremos 21,31, ... através da relagio r < h/h.
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Figura 7.1: Densidade de Weyl tedrica (reta) comparada a densidade oscilante
suavizada com um pacote de largura grande {§ 2 T05) para os estados pares do
Poteucial NELSON.

diante. Porém ao considerarimos as simetrias e a estabilidade das drbitas
periddicas, o balan¢o das contribui¢es alteram csse quadro, por exemplo.
nas duplicacbes de periiodo, o angulo de cstabilidade é pi/2, esse angulo
causa divergéncias na soma de Gutzwiller, (ver a questio da estabilidade)

e consequentemente o pico da duplicagio serd bem mais pronunciado gue o
da familia original.

A fig. (7.1) mostra o artificio usado para verificar a convergéncia
dos autovalores da matriz truncada. A densidade de Weyl analitica (7.8) ¢
comparada com a densidade oscilante suavizada com um pacote de largura
reiativamente grande (b = 703).

Na fig. (7.2a) temos a densidade oscilante suavizada ¢ em (b) a res-
pectiva transformada de Fourier dos estados pares suavizados. para o inter-
valo de energia (0.0, 0.07). Identificamos facilmente a duplica¢io da familia
Vertical V2 a quadruplicacio V. A familia Iorizontal H aparcce de forma
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explicita e também contribui com a metade de seu periodo H/2, pois quando
temos simetria de reflexao espacial (z — —z), a 6rbita periddica com essa
simetria também contribui com a sua metade (seqdo 4.7.2).

Na fig. (7.3) usamos a densidade oscilante suavizada para us estados
impares. A familia V nao contribui significativamente, mas V2 ¢ V4 apa-
recem. Mais uma vez, observamos a contribuicao da metade das orbitas da
famiiia H.

Mostramos algumas transformadas de Fourier onde identilicamos to-
das as familias mais simples do potencial Nelson. Vimos claramente que a
familia Horizontal contribui também com a metade de scu periodo. Vamos
agora quebrar a simetria de reflexdo espacial do potencial e ver qual ¢ o
efeito dessa quebra na densidade semiclssica.

7.2 Quebra das simetrias no espectro de Nelson
Quantico

Primeiramente, ao fazermos ¢ = 0.1 em

1 . 1 . x? - |
H(z,pz2,y.Py) = 5(Pe+8Y) + 5(py = B2)" +(y = T +ea®VP+ Sp (T.10)

podemos garantir que a Hamiltoniana® continua limitada, garantindo ainda
um espectro discreto e que a densidade de Weyl (d,,( £7}) continua tendo seu
comportamento linear {eq. 7.8) se g4 # 0, pois independe deste parametro. ¢
sendo assim, ainda temos um método de estimar o intervalo de autovalores
bons. Continuamos usando hase de osciladores, mas vemos pela fig, (7.1)
que cssa base ndo é tio adequada a medida que aumentamos o valor o
parimetro ¢. Contudo, gostariamos que ¢ {osse o maior possivel, para tor-
nar visivel as alteragoes das familias de orbitas periddicas, mas para ¢ > 0.1
o intervalo de autovalores ¢ brutalmente reduzido, até que para ¢ = 1.0, a

®No caso em que ¢ 3 0, a matriz Hamiltoniana nio se separa mais em blocos distintos
de estados pares e estados imparcs.
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Figura 7.2: Em a) densidade oscilante suavizada dos estados pares e em b)
Transformada de Fourier de a), Usamos o intervalo (0.0,0.07} para a energia ¢
b= 0.0003 = 65e5=>5x 10-5 As letras V.V2,V3 referem-se 2 Familia Veru-
cal. sua duplicacio e triplicagio respectivamente ¢ il/2 refere-se a coutribuigio da

metade Jas orbitas da familiz Herizontal,
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Figura 7.3: Em a) densidade oscilante suavizada dos estados impares e em D)
Transformada de Fourier de a). Usamos o intervalo (0.0,0.07) para a energia e b =
0.0003 = 65e 5 =5x 1075, As letras V2,V4 referem a duplicacao e quadrupiicagio
Jda familia Vertical respectivamente e 11/2 refere-se a contribuigdo da metade das

arbitas da familia Herizontal 1.
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Figura 7.4: A figura mostra a densidade de Weyi tedrica (reta) comparada a
densidade oscilante suavizada com um pacote de largura grande (& = 703), no caso
em que ¢ # 0 e = 0. A medida que aumentamos ¢, ¢ intervalo de coincidéncia do
terine de Weyl com o termo suavizado é menor, indicando que a base de osciladares

J4 niio ¢ interessante.

base de osciladores nio serve mais. Calculos para ¢ = 1.0 deram os pri-
meiros autovalores negativos (absurdo, pois a Ilamiltoniana continua sendo
positivo-definida), ¢ a medida que aumentamos ¢, mais autovalores nega-
tivos aparccem. Perceba a discrepincia, do primeiro autovalor de ¢ = 1.0
e ¢ = 0.1: -0.475071444041E401 e 0.520501385287E-02!. Verificamos estes
resultados usando base de pogo infinito ¢ nos certificamos de que os auto-
valores realmente continuam positivos ¢ nio tio diferentes dos autovalores
para ¢ = 0.1,

A fig. (7.5a) mostra as familias V2, V4, H e a metade do periodo
de H. Nesse caso fizemos ¢ bem pequeno (¢ = 0.005) ¢ escolhemos sé os
estados “pares” do espectro obtido. Nosso resultado indica que para vsse
valor do parimetro, ¢, o sistema ainda nic sentiu o efeito da quebra de
simetria. [Mzemos entio ¢ = 0.02 ¢ novamente cscolhieinos sé os estados
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“pares” do espectro e vemos que ainda assim, a familia Horizontal continua
contribuindo com a metade de suas orbitas (7.5b), Aumentamos c, repetimos
o mesmo procedimento e vemos que o pico de H/2 diminui a medida que
¢ aumenta. Isto significa que o sistema comega sentir o efeito de ¢ que ¢
quebrar a simetria z — —z (7.5¢).

Na fig. (7.6), o calculo foi feito para todos os autovalores de ¢ = .005
e identificamos V3, V4, H nitidamente, enquanto que V3 e H aparecem
nitidamente na fig. (7.7) onde ¢ = 0.1

Uma vez feito ¢ # 0, fazemos entdo 3 = 0.03, quebrando a simeiria
de reversao temporal. A quebra de simetria de reversio temporal torna o
calcuio dos autovalores bem mais dificil, pois a matriz a ser diagonalizada
nesse caso, é complexa e em termos de CPU, gasta trés vezes mais que
os casos anteriores. Qutra dificuldade de menor grau, é que nesse caso, a
densidade de Weyl precisa ser calculada numericamente, pois nio é possivel
obter uma, expressdo analitica para ela.

Nao calculamos a densidade de Weyl numericamente. pois conforme
a fig. (7.8) para 8 pequeno (8 = 0.03), a densidade suavizada ainda con-
corda bem (para baixas energias) com a densidade de Weyl do potencial
Neison original. Contudo, a medida que 3 aumenta essa comparagao ji nao
é possivel, ou seja, esse método j4 nao serve para estimar a convergéncia dos
autovalores da matriz truncada.

Na fig. (7.9) nés identificamos V, V3 ¢ V4 e H na lig. (7.10) vemos
V e suas bifurcagdes para 3 = 0.1 e ¢ = 0.1. Nao vemos V deslocada de
seu periodo original r = 4.44, ou seja, esse seria um dos efeitos de fazermos
i3 cada vez maior. Infelizmente, nao podemos tomar grandes valores de 3,
para verificarmos isso, primeiramente porque o sistema deixa de ser limitado
para 3 > 2 e em segundo lugar, nio podemos controlar a convergéncia
dos autovalores da matriz diagonalizada, uma vez que estamos usando a
densidade de Weyl analitica para sabermos até onde hd convergéncia. Como

ja foi dito anteriormente, o calculo analitico da Densidade de Weyl 56 é vilido
para 3 = 0,
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Figura 7.5: Transformada de Fourier do espectro suavizado dos estados pseudo-
pares. Em a) ¢ = 0.005, b) ¢ = 0.02 e ¢} ¢ = 0.07. Usamos b = 3 x 10=% (= 63) ¢
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Figura 7.6: Transformada de Fourier do espectro suavizado para ¢ = 0.005 para
b =0.0003 ~ 5 x 10~%, no intervalo de energia (0.0,0.07). Identificamos V3, V4 ¢
H.
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Figura 7.7: Transformada de Fourier do espectro suavizado para ¢ = 0.1 para
b = 0.0003 = 63 no intervalo de energia {0.0,0.07). Identificamos V4 ¢ H.
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Figura 7.8: Densidade de Weyl analitica para 8 # 0 ¢ densidade de Weyl calculada
através de um pacote gaussiano de largura grande. Para J = 0.0 a comparagio
entre as duas permite estimar o intervalo de convergéncia dos autovalores, inas a

medida que o parametto 3 ¢ aumentado essa comparagdo torna-se jnvidvel.
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Figura 7.9: Transformada de Fourier do espectro suavizado para ¢ = 0.l ¢ 4 =
0.03. A familia Vertical esta com seu periodo original 4.44, Usamos E no intervalo
{0.0,0.07) ¢ & = 0.0003
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Figura 7.10: Transformada de Fourier do espectro suavizado para ¢ = 0.l ¢ . =
0.1. Nesse caso, a familia Vertical continua situada no seu periodo original 2 4.44.
Usames L no intervale (0.0,0.07) sendo b = 6 x 10~5% = 65.
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Tivemos entio. uma ampla visio de como as familias de 6rbitas periddicas.
contribuem para o espectro semicldssico de um sistema quantico. cujo analogo
classico & caético. Apesar dos parametros ¢ e 3, introduzirem dificuldades
(ou melhor, trabalho drduo) nas expansdes em base de osciladores: intro-
duzirem também um consumo bem maior de CPU na diagonaliza¢ao das
matrizes (caso onde ligamos 3) e ainda, levarem o sistema para um regime
caético mais depressa (Capituio 5), percebemos que os resultados das Traus-
formadas de Fourier do espectro suavizado, correspondem as nossas expec-
tativas. Fisicamente, variamos os parametros modificando qualitativamente
as familias de 6rbitas periddicas do sistema classico e vimos essas novas
familias contribuindo para o espectro quantico do sistema generalizado.
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Capitulo 8

Conclusoes

Tendo em vista que sistemas com certas propriedades especiais, por
exemplos, simetrias, sdo importantes em Fisica e que esses tais sistemas nao
si0 estruturaimente estiveis, no sentido que alguma pequena perturbagao
arbitraria podem destruir essa propriedade nos propomos a estudar nume-
ricamente quais seriam os efeitos cldssicos e quanticos ao submetermos uma
particula carregada sob a agdo de um campo magnético. Usamos um poten-
cial simétrico em relagio a z, inventado por Baranger e ja bastante estudado
(o potencial Nelson). Embora inventado esse potencial é de interesse pritico
no campo da Fisica Nuclear.

Quebramos primeiramente a simetria de reflexao espacial do poten-
cial e em seguida a simetria de reversio temporal do sistema ¢ de fato,
verificamos classicamente através das seqdes de Poincaré que as familias de
orbitas periddicas tornaratmn-se insliveis mais rapidamente ¢ que novas bi-
furcagdes apareceram. As familias de érbitas periddicas ficaram sujeitas a
um novo padrao de bifurcac¢des, ou seja, houve uma alteragio qualitativa
nas bifurcagGes dessas famiiias.

A importéancia deste tipo de calculo esta no fato de acentuar o conceito
de como reage os sistemas nao-lineares, ou sistemas cadticos a uma pequena
perturbacdo. Esse nosso sistema, o potencial Nelson, como ja foi dito varias
vezes, nao & um sistema fortemente cadtico, ele apresenta um caos leve.
conhecido com “soft chaos™ ¢ ai estd a importancia de se estudar esse tipo de

sistema. A natureza parece tavorece-los, ou seja, S30 a maioria na natureza,

172



Tivemos a oportunidade de ver através das segdes de Poincare. que pequenos
parametros de perturbagdo introduzidos nesses sistemas, podem levd-los a
um comportamento dificil de ser entendido, e ainda mais. que a presenca de
certas simetrias podem acentuar essa complexidade.

Qutros resultados de nosso trabalho se referem ao tratamento quantico
deste potencial, vimos que a presenga da simetria de reflexao espacial acar-
reta contribui¢des adicionais na densidade semicldssica, mais especificamentec.
a metade da 6rbita periddica que tem essa simetria também contribui para a
densidade semiclassica. Nesse caso, a fungao de (Green pode ser escrita como
uma soma da funcio de Green dos estados pares e da fungao de Green dos
estados impares, ou em outras palavras, a matriz da expansido da Hamiito-
niana em base de osciladores se separa em dois blocos distintos. os pares e
os impares, Ficou claro neste trabalho que a quebra dessa simetria destroi
essa propriedade.

Um fato que nio pode ser observado foi a alteragao da familia Vertical,
insensivel ao parimetro ¢ (o parametro que torna o potencial assimétrico}),
com a variacio de (o parimetro que introduz o campo magnético). Para
conseguirmos verificar esse efeito nos resultados numéricos, o parametro
beta deve que ser relativamente grande, o que nao é interessante, pois se
beta é “grande”, nio podemos considera-lo como perturbagao. Além disso.
poderfamos mudar a prépria natureza do sistema, tornando-o integravei.

Qutros efeitos da quebra de simetrias que poderiam ser estudados se
referem as propriedades estatisticas dos niveis de energia. Sabemos que
os sistemas classicamente integraveis obedecem a distribuigdo de Poisson
enquanto que sistemas classicamente cadticos obedecem i distribuigao GOE
ou GUE (Ortogonal Ensemble Gaussian ou Unitary Ensembie (iaussian)
dependendo da simetria do sistema. Ao quebrarmos uma a uma as simetrias
do potencial Nelson é de se esperar que passamos de GOE para GUE. Tal
estudo requer um bom ndmero de autovalores ¢ um intervalo de energia
relativamente maior ac que conseguimos, além de uma nova base para a
expansao da matriz Hamiltoniana.
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