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Resumo

Nesta tese, estudamos as propriedades estatisticas de processos dinamicos de influéncia
em redes complexas sujeitas a perturbacoes externas. Consideramos redes cujos nos
admitem dois estados internos, digamos 0 e 1. Os estados internos se alteram de acordo
com os estados dos nos vizinhos. Supomos que ha N; nés com estado interno fixo em 1,
Ny elementos com estado interno fixo em 0 e outros N elementos com estado interno
livre. Os noés com estado interno fixo podem ser interpretados como perturbacoes
externas a subrede de N elementos livres. Este sistema é uma generalizacao do modelo
do eleitor [25] e pode descrever diversas situagoes interessantes, indo de sistemas sociais
|26] para a fisica e a genética. Neste trabalho, calcularemos analiticamente a evolugao
de um sistema de rede totalmente conectada, obtendo expressoes para as distribuicoes
de equilibrio de uma rede qualquer e também de todas as probabilidades de transicao.

Em seguida, generalizamos os resultados para o caso em que Ny e N; sao menores
do que 1, representando um acoplamento fraco do sistema com um reservatorio ex-
terno. Mostramos que os resultados exatos sao excelentes aproximacoes para varias
outras redes, incluindo redes aleatorias, reticuladas, livres de escala, estrela e mundo
pequeno, e estudamos a dinamica destas outras redes numericamente. Finalmente,
demonstramos que, se os dois parametros da solucao para redes totalmente conec-
tadas, Ny e Ny, forem alterados para valores efetivos para cada tipo de rede especifico,
o nosso resultado analitico explica satisfatoriamente todas as dinamicas e estados ass-
intoticos de outras topologias. O nosso modelo ¢ portanto bastante geral, se aplicado

cuidadosamente.



Abstract

We study the statistical properties of influence networks subjected to external pertur-
bations. We consider networks whose nodes have internal states that can assume the
values 0 or 1. The internal states can change depending on the state of the neighbor-
ing nodes. We let N; nodes be frozen in the state 1, Ny be frozen in the state 0 and
the remaining N nodes be free to change their internal state. The frozen nodes are
interpreted as external perturbations to the sub-network of N free nodes. The system
is a generalization of the voter model [25] and can describe a variety of interesting
situations, from social systems [26] to physics and genetics. In this thesis, we calcu-
late analytically the equilibrium distribution and the transition probabilities between
any two states for arbitrary values of N, Ny and N, for the case of fully connected
networks.

Next we generalize the results for the case where Ny and N; are smaller than 1,
representing the weak coupling of the network to an external reservoir. We show
that our exact results are excellent approximations for several other topologies, in-
cluding random, regular lattices, scale-free, star and small world networks, and study
the dynamics of these other networks numerically. We then proceed to show that,
by appropriately tuning the two parameters from the solution from fully connected
networks, Npand Ny, to effective values when dealing with other, more sophisticated
network types, we can easily explain their asymptotic network behaviour. Our model

is therefore quite general in applicability, if used consciously.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

A aplicacao de métodos e técnicas de mecanica estatistica em problemas de Biologia
tem se tornado cada vez mais freqiiente. No campo da Ecologia, em particular, proces-
sos do tipo predador-presa ou parasita-hospedeiro sao modelados por meio de equagoes
diferenciais ou por equagoes a diferengas finitas [1], [2], [3]. Inimeras aplicagoes podem
também ser encontradas em genética de populagoes sexuadas ou assexuadas [4], [5],
[6], [7].

Existem varias maneiras de modelar sistemas ecologicos, dependendo do que se
quer observar e da situacao especifica que se tem em mente. Em modelos do tipo
campo médio consideram-se populacoes cujos individuos se misturam totalmente, de
tal forma que podem interagir uns com os outros de maneira uniforme. Esses modelos
sao descritos por equacoes diferenciais simples cujas varidveis representam as quan-
tidades de individuos de cada tipo. Modelos espaciais ja levam em conta a posi¢ao
geografica dos individuos, possibilitando sua interacao apenas com individuos mais
proximos. Neste caso, sao feitas descricoes por equagoes parciais ou por equacoes a
diferenca finita, considerando o espaco e o tempo discretos. Uma terceira forma de
modelagem trata de genética de populacoes e considera os individuos como nos de
uma rede abstrata. Conexoes entre estes nos representam a, possibilidade de interacao
reprodutiva entre os individuos conectados. E entdo possivel estudar a dinamica re-
produtiva e, mais especificamente, o fenémeno de deriva genética, no qual determinado
alelo acaba, efetivamente, sendo selecionado aleatoriamente para fixacao genética.

O modelo para o estudo da deriva genética ¢ construido da seguinte forma: con-
sideramos uma popula¢do panmitica (i.e., onde os individuos podem se reproduzir
associando-se uns com os outros de maneira uniforme) com N individuos hapléoides

(com apenas uma copia de cada cromossomo) que se reproduzem sexuadamente. Ol-



hamos para um tnico gene da populacao, que assumimos existir em duas formas
(alelos), que chamamos de 0 e 1. A cada passo de tempo, um individuo da populacao
(a “mae”) é escolhido de forma aleatéria para reproduzir. No final da reproducao este
individuo morre e é substituido pelo “filho”. A mae escolhe aleatoriamente um par-
ceiro (o “pai”) e o filho tem probabilidade p de assumir o alelo da mae e (1 — p) de
assumir o alelo do pai. Esse processo pode ser imediatamente mapeado na dinamica
de uma rede da seguinte forma: Seja uma rede genérica com N nodos. A cada nodo
1 associamos um estado interno o; que pode assumir os valores 0 ou 1. A cada passo
de tempo o estado do nodo é atualizado de acordo com a seguinte regra: ou o estado
nao muda, o que ocorre com probabilidade p, ou, com probabilidade (1 — p), ele copia
o estado de um dos nodos aos quais esta conectado. Uma das vantagens de tratar o
problema de deriva genética como um problema dindmico sobre redes é que podemos
agora considerar populagoes estruturadas (ao invés de panmiticas). Nesse caso, 0s
individuos tém conexoes apenas com uma parcela finita da rede e pode-se estudar o
efeito da topologia dessas conexoes no processo.

Este modelo bastante simples de dinamica aparece ainda em varios outros contextos.
Em particular, nas Ciéncias Sociais essa interacao por influéncia é chamada de modelo
do eleitor. Neste caso, o estado interno do nodo representa a intencao de voto no
candidato 0 ou no candidato 1. Mas o que ocorre se, neste modelo, ha alguns nos
cujo estado interno nao pode ser alterado? Para o modelo do eleitor, esses nodos fixos
representam individuos com opinioes definidas, que podem influenciar os outros mas
nao podem ser influenciados. No caso da deriva genética, a influéncia dos nodos fixos
fara o papel de mutacoes. O estudo da dindmica de influéncias sujeita a presenca de
nodos fixos é a proposta inicial deste trabalho. Vamos considerar redes nas quais hé
N elementos com estado interno variavel 0 ou 1, Ny elementos cujo estado interno
é fixo em 0 e N; elementos cujo estado interno é fixo em 1. Nesta nova rede, com
N + Ny + Ny nos, consideraremos uma dinamica de influéncias na qual apenas os N
elementos com estado interno variavel podem ser selecionados para atualizagao em um
dado passo da dinamica.

Como este modelo é geral, resta ainda a questao de como vamos dispor as conexoes
da nossa rede. Em um esforco para realizar um trabalho completo, vamos estudar
seis topologias de rede diferentes: redes totalmente conectadas, redes aleatérias, redes
reticuladas, redes mundo pequeno, redes livres de escala e redes estrela. O inicio deste
texto descreve em detalhes estas seis redes; entao, discorreremos sobre os estudos das
dindmicas em cada uma destas redes.

E portanto um dos nossos objetivos entender o papel da topologia da rede nos resul-

tados da dindmica, particularmente nas escalas de tempo caracteristicas dos processos



de equilibrio, assim como nos estados assintoticos destas redes. Pretendemos ainda
generalizar a dindmica estudada em [8|, que descreve processos de deriva genética em
populacoes homogéneas, ou panmiticas, para incluir mutacoes.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no capitulo dois, veremos uma
introducao as seis diferentes topologias de redes que estudaremos. No capitulo trés,
definiremos a dinamica com a qual trabalharemos, e procedermos a uma anélise caso-
a-caso de cada uma das topologias e um subseqiiente estudo de suas caracteristicas
dinamicas. Ainda neste terceiro capitulo, realizaremos sempre anélises numéricas, e
deduziremos solucoes analiticas para a dindmica sempre que possivel. Todos os resulta-
dos deste capitulo sao, até onde sabemos, inéditos na literatura e foram desenvolvidos
ao longo do mestrado. Finalmente, as nossas observacoes finais estarao retratadas no

quarto capitulo, a conclusao.



Capitulo 2

Topologias de Rede

2.1 Caracterizacao

Uma analise da topologia de qualquer rede complexa requer conceitos e medidas que
sejam representativos das caracteristicas da rede e, se possivel, que sejam também
indicativos de principios de organizacao. Véarias formas de medir diferentes caracteris-
ticas foram propostas recentemente, mas hé trés idéias centrais bem-estabelecidas que
sao cruciais e que representam quantidades prontamente mensuraveis de quaisquer

redes para as quais se tenha informacoes de conectividade.

Coeficiente de Agrupamento Em redes reais, ¢ muito comum observar que exis-
tem grupos de elementos com grande nimero de conexoes entre si. Este fendémeno foi
primeiramente observado por soci6logos em estudos de relagoes humanas, que formam
redes nas quais os nos representam pessoas e as conexoes estao presentes entre dois
nos se as duas pessoas correspondentes se conhecerem. Neste caso, é muito comum a
formacao de um conjunto de pessoas que se conhecam todas entre si, mas que tenham
consideravelmente menos conhecimento de pessoas fora deste conjunto. Estes indivi-
duos possivelmente sao, digamos, colegas de trabalho ou estudo, e diz-se dessas redes
sociais que hd um consideravel agrupamento.

Perfaz-se a necessidade de quantificar este principio de organizacao de uma forma
que seja util em redes reais de muitos elementos. Definimos entao o coeficiente de
agrupamento do i-ésimo no6 da rede, C;, como sendo a razao entre o niimero de conexoes
FE; existentes entre os k; vizinhos conectados a este ndé e o nimero maximo de elos
possiveis, k; (k; — 1) /2:

2F;
ki(ki — 1)

De acordo com esta definicao, o i-ésimo elemento tera coeficiente de agrupamento

C; = (2.1)



C; = 0 se nenhum de seus vizinhos estiver conectado entre si e C; = 1 se todos os seus
vizinhos estiverem interconectados, o que é razoavel.

Finalmente, para medir o agrupamento de uma rede por inteiro, definimos o coe-
ficiente de agrupamento da rede, C', como sendo simplesmente a média dos C; para

todos os noés da rede.

1 N

Desta forma, é possivel calcular o coeficiente de agrupamento de quaisquer redes

sobre as quais se tenha as informacoes topologicas de forma imediata.

Caminho Minimo Médio Na maioria das redes reais, é marcante que quaisquer
dois elementos da rede estao conectados por um caminho minimo tipicamente curto
em comparac¢ao com o numero de elementos que compoem a rede. A ocorréncia mais
famosa deste conceito é a do psicologo social Stanley Milgram (1967), que, ao estudar
redes de relagoes humanas, concluiu que entre quaisquer dois cidadaos dos EUA havia
um caminho minimo de, na média, seis conhecidos, apesar do fato de se tratar de uma
rede com muitos milhoes de elementos constituintes.

A medida da grandeza de caminho minimo médio é, uma vez tidos os dados topolégi-
cos de uma rede, um problema de miiltiplas otimizacoes para encontrar o menor cam-
inho e depois o célculo da média do niimero de conexoes entre dois dados elementos.
Infelizmente, trata-se de problema custoso computacionalmente, uma vez que devem
ser realizadas N(N — 1)/2 otimizacoes, uma para cada par de elementos da rede.
Nao entraremos em maiores detalhes a respeito destes calculos aqui; nossa intencao é
meramente ilustrativa. Além disso, a importancia desta grandeza nao deve ser super-
estimada, uma vez que ela nao é realmente indicativa de um principio de organizacao

da rede.

Distribuicdo de Grau E evidente que, em uma rede real, nem todos os nos tém o
mesmo nimero de conexdes com o resto da rede. E portanto interessante investigar
a probabilidade de, selecionado um elemento aleatério 7 da rede, este tenha um certo
nimero de conexoes, ou grau, k;; para tanto, é 1til estudar a distribui¢ao de grau P(k)
da rede. Esta é uma funcao que representa a probabilidade de selecionar um né ao
acaso que tenha k conexoes.

Por exemplo, em uma rede aleatéria, na qual cada n6 tem uma certa probabilidade p
de estar conectado com cada um dos outros elementos, a distribuicao de grau serd uma
distribuicao binomial, por definicdo, uma vez que a existéncia ou nao de uma conexao

¢ independente da existéncia de qualquer outra e os nés da rede sao indistinguiveis.



Recentemente, andlises da distribuicao de grau de enormes redes reais mostrou
resultados bastante surpreendentes. Em particular, para redes como a Internet e para
outros sistemas reais, a distribuicdo de grau é consideravelmente diferente de uma
distribuicao tipica de uma rede aleatéria de mesmas dimensoes e de mesmo numero
médio de conexoes, mostrando que redes aleatorias nao sao, apesar de sua praticidade,

suficientemente representativas.

2.2 Categorias Usuais de Redes

2.2.1 Rede Totalmente Conectada

Uma das redes mais simples é a rede totalmente conectada, na qual cada um dos
elementos estd conectado a todos os outros da mesma rede.

O coeficiente de agrupamento de redes totalmente conectadas é, naturalmente, 1,
uma vez que a rede inteira perfaz um grupo. As suas outras caracteristicas sao igual-
mente simples: a distribuicao de grau é tal que todos os elementos tém N — 1 conexoes
e, finalmente, a distancia entre quaisquer dois elementos é sempre de uma conexao. A
particularidade mais interessante desta rede é que, topologicamente, todos os elemen-
tos sao indistinguiveis.

Apesar das caracteristicas aparentemente triviais destas redes e do fato de que
nao ha muitas ocorréncias reais delas, elas sao bastante uteis para realizar calculos
analiticos gerais que seriam impossibilitados por outras topologias mais complexas,
como ficard evidente no capitulo 3. Além disto, estas redes sao boas aproximacoes

para subconjuntos de alto agrupamento dentro de redes reais.

2.2.2 Rede Aleatoria

Em termos matemaéticos, uma rede pode ser representada como um grafo, que nada
mais é do que um par de conjuntos no qual um dos conjuntos contém os N nds da
rede e o outro conjunto contém todas as conexoes entre eles. Tradicionalmente, grafos
sao representados graficamente de forma intuitiva através de um conjunto de pontos
ligados por segmentos de reta.

Grafos aleatorios, nos quais as conexoes sao distribuidas de forma aleatoria, ja
foram extensivamente estudados. Isto porque muitas redes com topologias complexas
e de organizacao desconhecida parecem ser aleatorias em primeira aproximacao, mas
veremos que essa pode ser uma simplificacao extrema e pouco ttil. De qualquer forma,
a teoria classica de grafos aleatorios foi desenvolvida por Erdés e Rényi (|9, 10, 11])
nos anos de 1959, 1960 e 1961 e teve alguns resultados bastante significativos para a

area de redes complexas. Aqui, cobriremos apenas alguns poucos topicos associados a



teoria de grafos aleatorios que sao mais relevantes para o nosso estudo de dinamica de

redes complexas.

Estudo do Aparecimento de Propriedades FErdos e Rényi estudaram probabilis-
ticamente a presenca de propriedades em grafos para os quais N — oco. O resultado
mais surpreendente de Erdos e Rényi foi que muitas propriedades relevantes apare-
cem repentinamente, se variada a probabilidade de conexao p; desta forma, em redes
grandes e finitas, para cada propriedade () destas deve existir uma probabilidade
critica p. a partir da qual @ (ou ndo @) quase sempre esta presente se p > p,., € quase
nunca estd presente se p < p..

Em particular, uma propriedade interessante ¢ a presenca de subgrafos especificos,
onde definimos subgrafos de um grafo G como sendo grafos de dimensao menor cujos
pontos e conexoes estao contidos em G. Os trés tipos mais imediatos de subgrafos
podem ser vistos na figura 2.1 e podem todos ser caracterizados simplesmente contando
o nimero de nés e o niimero de conexoes presentes em cada um deles. Por exemplo, é
um (sub)grafo do tipo arvore qualquer figura que tenha N nos e N — 1 conexoes; para
ciclos, ha N nos e também N conexoes e, finalmente, para subgrafos completos, ha N
nos e N(N — 1)/2 conexoes.

NN i
A <> Q O Ciclos
AP E B o

Figura 2.1: Tipos de Subgrafos

Nos estudos de grafos aleatorios, é interessante determinar a probabilidade critica
de conexao p. a partir da qual quase todos os grafos gerados tém um subgrafo de algum
tipo dado em sua estrutura. De fato, foi demonstrado (Bollobés, 1985,[12]) que esta
probabilidade critica pode ser calculada para qualquer subgrafo com, digamos, k nos
e | conexoes. Para tanto, vamos inicialmente escrever o nimero médio de subgrafos
deste tipo (especificado por k e [ apenas) em uma rede. Note que os k elementos podem
ser escolhidos dos N nos da rede de C%; vezes diferentes, onde C¥ = N!/ (N — k)!k!)
¢ o nimero de combinacoes contendo k elementos selecionados dentro de N possiveis,
e os [ elos tém probabilidade p' de serem formados. Além disso, os k nés podem ser
permutados de k!/a maneiras diferentes, onde a representa o nimero de permutagoes
isomorfas. Desta forma, o niimero médio de subgrafos E de tipo definido pelos niimeros

k e | pode ser dado como:



(2.3)

Nesta expressao, a aproximacao feita considera subgrafos de dimensoes pequenas,
isto é, k e [ tipicamente muito menores do que o nimero de nés da rede, N, e entao
C% =~ N¥/k! é uma aproximacdo razoivel. E claro que este é um valor médio, mas
é provavel que os valores observados nao sejam muito diferentes deste. Para tentar
chegar em um valor razoavel para a probabilidade critica, vamos supor que desejamos
que haja um numero apreciavel ¢’ de ocorréncias de um determinado subgrafo definido

por k e [. Entao, pela dependéncia de 2.3, temos:

Nlcpl

~d = pe~ d'NTT (2.4)

Nesta equacao, vemos que a probabilidade critica depende crucialmente dos valores
de k e [, o que de fato parece razoavel. Verifica-se que, de fato, ha o aparecimento
de subgrafos de crescente complexidade quando p cresce para redes apreciavelmente
grandes, como podemos ver na figura 2.2. De imediato, nota-se que, inicialmente,
a rede apresenta apenas arvores com k = 2 e [ = 1; entao, a medida em que sao
considerados valores de p maiores, vao aparecendo arvores de maior dimensao. Entao,

—1 . . _2
quando p ~ N~ aparecem todos os ciclos, e é apenas para p ~ N~3 que comecam a

surgir subgrafos completos com &k > 3.

p~N’
o -2 -3/2 -43 -5/4 -1 -2/3 -1/2

-

o

1®:

Figura 2.2: Aparecimento de subgrafos em grafo aleatorio de acordo com p, onde z é o
expoente da dependéncia em N. Veja que z = —k/I.

H4 ainda uma transicao muito marcante quando, se p ~ N?, o expoente z se



aproxima de -1. Para z < —1, o grafo é composto apenas de arvores desconectadas,
mas, quando z ~ —1, ha uma mudanca stbita na estrutura do grafo. O maior subgrafo
totalmente conectado deixa de ser uma pequena arvore e passa a abranger quase a rede
inteira - trata-se de um bloco conectado de cerca de N3 nos. Esta transicao é bastante
similar com a transicao de fase associada ao fendomeno de percolacao!, também ja
bastante estudado, que ocorre em redes geograficas com conectividade aleatoria.

Para o nosso estudo de dinamica de redes complexas, esta informacao ¢é particular-
mente 1til ao gerar redes aleatérias. Basicamente, o fato de que um grafo s6 passa a ter
elementos realmente conectados entre si de forma significativa se p > N~! mostra que
apenas as redes geradas com estes p’s sao representativas de problemas que existem na
realidade em topologias aleatérias. Desta forma, as redes analisadas aqui foram todas
geradas com p > N1, uma suposi¢ao razoavel.2

As redes aleatorias tém caracteristicas especialmente marcantes. Primeiramente,
o coeficiente de agrupamento destas redes é imediatamente dado por C' = p, uma
vez que esta é, na média, a fracao de conexoes que se estabelecerd na rede inteira e,
portanto, também em quaisquer vizinhos de quaisquer elementos.

O caminho minimo médio de redes aleatorias tem uma dependéncia logaritmica

com a dimensao da rede e pode ser aproximado por:

In(N)
et (< k>

Nesta relagao, lyeq: € 0 proprio caminho minimo médio, N é o niimero de elementos

(2.5)

da rede e < kK >= p é o nimero médio de conexdes apresentado pelos nés da rede. Note

que a dependéncia logaritmica de 2.5 faz com que sempre haja um caminho minimo

razoavelmente pequeno, mesmo em redes aleatoérias de grandes dimensoes.
Finalmente, a distribuicao de grau de redes aleatorias segue uma regra binomial

bastante simples:

P(k; = k) = Cyp*(1 —p)" 7~ (2.6)

Esta expressao pode ser aproximada por uma distribuicao de Poisson no limite de
N grande e p pequeno.

A equacao 2.6 é caracteristica marcante de redes aleatorias e ¢ mais representativa
desta topologia do que, digamos, o caminho minimo médio dado em 2.5. Em anélises

empiricas de redes reais, conclui-se que ha consideraveis diferencas entre a distribuicao

ITrata-se da apari¢io de um grupo de elementos todos conectados que, no caso da percolacio, abrangem a rede
inteira de uma forma extensa.

2Foi feita uma tentativa de analisar redes aleatérias que nio seguissem esta regra, mas os resultados indicam que
a dinamica de sistemas assim é totalmente imprevisivel. A rede pode apresentar aspecto distinto a cada vez que é
gerada novamente, tornando o problema desinteressante e pouco representativo, uma vez que ndo se chega em conclusao
alguma olhando as dinamicas.



de grau de redes aleatérias e os dados reais, mostrando que de fato ha pouco que possa

ser adequadamente representado por uma rede deste tipo.

2.2.3 Rede Reticulada

Uma outra categoria de redes de simplicidade memoravel é a de redes reticuladas.
Estas, bastante intuitivas, sao aquelas em que os nds se dispoem regularmente e peri-
odicamente no espaco, como em um cristal ctibico tridimensional, e ha conexoes entre
os vizinhos mais proximos ou que estejam a uma distancia inferior a D, um parametro
caracteristico da rede®. Podemos considerar, por simplicidade, redes unidimensionais
ou redes bidimensionais também; a dimensao do espaco do reticulado é qualquer.
Nestas redes, o coeficiente de agrupamento sempre pode ser calculado numerica-
mente pensando nos vizinhos com distancia inferior a D de qualquer um dos elementos
do reticulado. A periodicidade desta topologia garante que C' =~ C}, e portanto s6 é
necessario calcular um dos C;. Caso apenas os vizinhos mais proximos estejam conec-
tados, o coeficiente de agrupamento é nulo, uma vez que os nés vizinhos a um certo
n6é nao possuem conexoes entre si; porém, se D for consideravelmente maior do que
a distancia entre os vizinhos mais proximos, o coeficiente de agrupamento tende a ser
muito superior ao de redes aleatérias com nimero médio de conexdes comparavel.
De qualquer forma, a caracteristica fundamental destas redes é o fato de serem
extensas, o que afeta principalmente o caminho minimo médio entre dois elementos
quaisquer da rede. Este passa a depender, além de N, do nimero de dimensoes y do

reticulado no qual os nos estao dispostos:

Letie ~ NX. (2.7)

Assim, em um reticulado tridimensional, o caminho minimo médio devera depender
de N3. Este resultado é razoavel se pensarmos que N ¢é grandeza que mede o volume
da rede toda, uma vez que entao o caminho minimo médio deve depender linearmente
das distancias lineares tipicas, ou, digamos, da aresta de um cubo y-dimensional. Em
comparagao com outras redes, as redes reticuladas tém caminhos minimos médios
bastante grandes.

Finalmente, a distribuicao de grau destas redes é simples para redes com condigoes
de contorno periddicas: devido a regra de conexao, todos os elementos da rede tém
o mesmo nimero de conexdes, e portanto P(k) = 6(k — ky), onde kg ¢ o nimero de

nos que estao a uma distancia inferior a D de um dado elemento da rede. Para redes

sClaro que, se D for da ordem do tamanho da rede toda, teremos uma rede total-

mente conectada novamente. Para evitar isto, tomamos, em geral, D < N°, onde ¢ é
o nimero de dimensoes do espaco em que esta o reticulado.
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sem condicoes de contorno periddicas, hé efeitos de borda que reduzem os k; dos nos
proximos das extremidades da rede, e a distribuigao de grau torna-se pouco trivial.
Nestes casos, é interessante calcular pelo menos (k) para obter-se uma medida da

influéncia do efeito de borda.

2.2.4 Rede Mundo Pequeno

Nas duas redes nao-triviais que vimos até agora, temos algumas caracteristicas mar-
cantes. As redes aleatorias apresentam coeficiente de agrupamento baixo em redes
tipicas com p pequenos; além disso, exibem caminho minimo médio bastante curto.
Em contraste, as redes reticuladas tém tanto coeficiente de agrupamento quanto cam-
inho minimo médio bastante grandes.

Em um esfor¢o para representar sistemas nos quais h& agrupamento consideravel,
mas os caminhos minimos sao tipicamente curtos, foi desenvolvida uma categoria nova
de redes chamada de Mundo Pequeno. Estas redes sao definidas pelo seu modelo

gerador, desenvolvido por Watts e Strogatz (1998, [13]), que é o seguinte:

1. Considere uma rede reticulada em uma dimensao com condices periodicas de
contorno, i.e. uma rede em anel com N elementos. Estes nos estao conectados com
os seus d vizinhos mais proximos (d/2 de cada lado). Para ter uma rede reticulada

de agrupamento consideravel, mas ainda extensa, tomamos N > d > In(N) > 1.

2. Realoque agora cada uma das conexoes ja existentes com probabilidade p. Se
realocada, uma dada conexao passa a ligar um elemento da rede com qualquer
outro, independente da distancia geografica. Isto introduzird p/N(d/2) conexdes
de longo alcance cujo objetivo é basicamente reduzir o caminho minimo médio,

COINO veremos.

Figura 2.3: Exemplo Uma rede reticulada com N = 40 e d = 8 (esquerda) na qual foi
aplicada o algoritmo de Watts-Strogatz com p = 0.1 (meio) e com p = 1.0 (direita).
Note que este ultimo é equivalente a uma rede aleatoria.

Seguindo estas regras, uma rede gerada com p = 0 seria uma rede reticulada unidi-

mensional, e uma com p = 1 seria uma rede aleatoria. O processo gerador esté indicado
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na figura 2.3. De calculos numéricos com redes geradas assim, nota-se que, a medida
em que ha mais e mais realocacoes de conexoes existentes, o caminho minimo médio
cai vertiginosamente (veja figura 2.4) sem que haja muita alteracdo no coeficiente de
agrupamento, o que seria de se esperar. Isso ocorre porque a topologia geral da rede
ainda ¢é reticulada e portanto admite grande agrupamento, mas ha atalhos que per-
correm grandes distancias e que afetam muito os caminhos possiveis entre quaisquer

dois noés da rede.

1@ ] oo o o g T 3
o

Cp)/co) °
0,8 |- .

06 B

04} ]
o) .

0
0,0001 0,001 0,01 0,1 1

Figura 2.4: O comportamento das grandezas caminho minimo médio [ e coeficiente de
agrupamento C' como fungoes da probabilidade de realocagao de conexdes p no modelo
de Watts-Strogatz. (figura proveniente diretamente do artigo [13])

Ha como discutir de forma mais extensa o comportamento de [ e C' como funcgoes
de p, mas nao o faremos aqui. Para os nossos interesses, a figura 2.4 ja contém todos
os dados desejados. Notamos apenas que a distribuicao de conectividade de uma
rede deste tipo se comporta de uma forma razoavelmente intuitiva: quando p = 0,
a distribui¢do é uma funcao P(k) = d(k — d), uma vez que todos tém um nimero
d de vizinhos; entao, a medida em que p cresce, vao se adicionando outros valores
de k ~ d + ¢ de uma forma exponencial, fazendo com que, finalmente, quando p =
1, recuperemos a distribuicao binomial esperada para uma rede aleatoria, centrada

justamente em k = d.

2.2.5 Rede Estrela

Uma rede recorrente em Biologia é a rede estrela, na qual alguns poucos nds ocupam
uma posicao central e privilegiada e ha muitos nos periféricos que copiam os estados
do centro. O modelo que adotamos para estas redes aqui ¢ de redes com N elementos?,
dos quais mg fazem parte de um ntcleo totalmente conectado e N —mg sao elementos
periféricos que estao conectados apenas a todos os nés do ntucleo, como na figura 2.5.

E aparente que redes criadas com este método tém coeficiente de agrupamento

4Posteriormente, os N elementos aqui citados vio se mapear aos N + No + N1 do problema com nés com estado
interno fixo. Para mais detalhes, consulte o capitulo 3.
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Figura 2.5: Exemplos de redes estrela com N = 8 e mg = 1 (esquerda) e mg = 3
(direita).

calculavel. Se mg > 1, os elementos centrais tém mg — 1 vizinhos com todas as
(mg — 1) (mo — 2) /2 conexdes possiveis entre si, e N — mg vizinhos periféricos sem
nenhuma conexao entre si; logo, das (N — 1) (N — 2) /2 conexdes possiveis para os
elementos centrais, temos apenas as (mg — 1) (mg — 2) /2. Os elementos periféricos
tém myg vizinhos conectados entre si, o que resulta em um coeficiente de agrupamento

igual a 1. A média dos coeficientes de agrupamento pode ser calculada prontamente:

m (N —myg)
C = WOCH()S centrais Tocnés periféricos
~(mo\ [(mg —1)(mgo —2) N —mg
C(N){(N—l)(N—2)]+( ~ ) (2.8)

No caso em que a rede tem my = 1, o fator de agrupamento 2.2 nao deve ser
utilizado para o célculo. Neste caso, deve ser considerado que C' = 0, pois nenhum
dos vizinhos de qualquer n6 admite qualquer conexao entre si.

Quanto ao caminho minimo médio, este pode ser calculado analiticamente. Para
dois elementos periféricos, o caminho é de duas conexoes; para quaisquer outros ele-
mentos, o caminho minimo é de uma conexao apenas. Os elementos periféricos tém
(N — mg)(N — mg — 1)/2 pares possiveis, e a rede inteira admite N(N — 1)/2 pares

para medida de caminho minimo. A média de caminho minimo entao deve ser sim-

plesmente:
(N—mo)(N—mo—]_)
les rela — 1 2.9
trel + N(N-1) (2.9)
Esta expressao tem comportamento razoavel: se mg = 1 e N = 8, o caminho

minimo médio resulta em lespera = 15/8 = 1,88; se entdo consideramos um nicleo
maior, de my = 3, temos um legse1, menor, igual a 19/14 = 1,36. De qualquer forma,
a equacao 2.9 nos mostra que logrerq < 2.

A distribuicao de grau destas redes também é simples de calcular, uma vez que

todos os elementos do nicleo tém N — 1 conexdes com os outros elementos e os nos
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periféricos tém mg conexoes, uma com cada né do centro da estrela. Temos entao:

_N—mo

~ 8 (k—mp) + -0 (k — (N —1)). (2.10)

P(k) -

2.2.6 Rede Livre de Escala

Recentemente, avancos em computagao permitiram que redes complexas fossem anal-
isadas de forma sem precedentes. Nestes estudos, talvez a mais importante descoberta
foi que a distribuicao de grau de muitas redes reais de larga escala segue, de fato, uma

regra exponencial do tipo:

P k)~ k. (2.11)

com ~ sendo um valor real positivo que foi medido para varias redes reais. Redes que
seguem regras como 2.11 sao chamadas de redes livres de escala. O interesse cientifico
em redes deste tipo adquiriu muita for¢ca depois de um estudo sobre a Internet, con-
siderando como noés da rede cada um dos sites e conexoes sendo os hyperlinks. Neste
estudo, (Broder et al, 2000 [14]) foi verificado, com o uso de programas automatizados,
que esta rede segue bastante bem uma regra exponencial como 2.11 ao longo de cinco
ordens de grandeza de k.

Foram entao procuradas explicacoes para a fun¢ao P (k) admitir este comporta-
mento. Dois ingredientes sao cruciais para redes livre de escala: crescimento, pois as
redes reais observadas que seguem 2.11 todas apresentam algum mecanismo de adi-
cionar noés a rede, e conexao preferencial, o que quer dizer que novos nés da rede
tém uma tendéncia maior a associar-se aqueles elementos que j& apresentam grande
nimero de conexdes com outros elementos.

Inspirados nestes dois ingredientes, Albert-Laszlo Barabasi e Réka Albert ([15]) pro-
puseram um algoritmo para criar uma rede livre de escala que reproduz a distribuicao

de grau tao caracteristica. O algoritmo é bastante simples:

1. Crescimento: E criada uma rede com mg elementos totalmente conectados®. En-
tao, adicionamos noés novos individualmente, conectando estes a m (com m < my)

nos ja existentes.

2. Conexdao Preferencial: Ao escolher as m conexoes de cada elemento novo da rede,
vamos assumir que a probabilidade II de que um novo né se conecte com o i-ésimo

no ji existente da rede depende do grau k; deste né de forma tal que:

sNao é rigorosamente necessario que estes nos iniciais estejam totalmente conectados:
a rede apresentara aspecto livre de escala de qualquer forma.
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=55

Desta forma, um né sendo adicionado tem uma probabilidade grande de se conectar

1 (k) (2.12)

com um elemento que tenha k; apreciavelmente grande. Simulacoes numéricas deste
algoritmo de crescimento de rede mostram que redes produzidas desta forma seguem
2.11 com v = 3 fixo e independente de m e my.

Para as outras propriedades de redes geradas desta forma, como coeficiente de
agrupamento e caminho minimo médio, nao ha previsoes analiticas. Neste momento,
hé apenas alguns trabalhos numéricos que procuram aproximar estas propriedades de
alguma forma.

Ao comparar o modelo de Barabasi-Albert com redes reais, para as quais em geral
2 < v < 3, verifica-se que este algoritmo nao reproduz corretamente os 7’s. Véarias
correcoes foram propostas para reduzir este expoente, mas nenhum trabalho até o
momento foi realmente completo e decisivo em relacao a este assunto. As princi-
pais corregoes propostas envolvem formas diferentes da funcao de conexao preferencial
2.12. Neste trabalho, consideraremos apenas redes geradas com o algoritmo classico de
Barabéasi-Albert, e portanto nao discorreremos sobre as muitas outras possibilidades e

variagoes deste modelo.
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Capitulo 3

Dinamicas

3.1 Introducao

Tendo definido algumas topologias de redes que sao do nosso interesse, vamos agora
introduzir um tipo de dinamica entre os elementos de uma rede que seja significativa
para a descrigdo de alguns fenomenos reais. Consideremos inicialmente uma rede
genérica com N + Ny + N7 nodos. A cada nodo i, com 0 < i < N + Ny + Ny — 1,
associaremos um estado interno o; que, para N noés da rede, pode assumir os valores
0 ou 1, para Ny elementos da rede estd fixo em o; = 0 e para N; elementos da rede
estd fixo em o; = 1. Note que a necessidade de indices i é relevante e ressalta o
fato de que os nos da rede sao todos distinguiveis a partir de seu posicionamento na
topologia da rede. Escolhemos desde j& os indices ¢ de forma tal que os nés com estado
interno livre estao rotulados com 0 <7 < N — 1, os n6s com estado interno fixo em 1
tém indices N <7 < N + N; — 1 e os nés com estado interno fixo em 0 tém indices
N+ N <i<N+Ny+ N, — L.

A cada passo de tempo o estado de um dos N noés de estado interno variavel é
atualizado de acordo com a seguinte regra: ou o estado nao muda, o que ocorre com
probabilidade p, ou, com probabilidade (1 —p), o n6 assume o estado de um dos vizin-
hos aos quais esta conectado. Esse processo descreve, por exemplo, o comportamento
de um grupo de pessoas tentando decidir se vota no candidato A ou no candidato B
em uma eleicao, considerando que ha algumas pessoas que simplesmente nao mudarao
de opiniao. No caso de Ny = N; = 0 e p = 0, esse modelo é conhecido como mod-
elo do eleitor. A consideragao de que uma parte da rede tem estado interno fixo é
uma de nossas principais contribuicoes para um modelo abstrato que, se nao por isso,
ja foi estudado anteriormente para algumas das topologias que abordaremos. Esta
consideracao pode ser representativa de muitas situacoes, incluindo influéncias pertur-

bativas externas a rede ou uma rede interagindo através de um vinculo limitado, mas
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de posicionamento aleatoério dentro da topologia da rede, com outra rede de dimensoes
muito superiores, cuja dinamica ocorra muito mais lentamente. Este modelo também
pode ser de especial interesse para a representacao de taxas de mutagao na descricao
de genética de populagoes sexuadas, se considerarmos que existe a possibilidade de
tomar Ny e N; nao inteiros.

A rede como um todo possui 2% estados distintos que podem ser rotulados por uma
cadeia de zeros e uns descrevendo o estado de cada nodo em seqiiéncia: (oyon_1 - 0100).
Alternativamente, os estados podem ser mapeados de forma mais compacta por in-
teiros via r = Zé\f;ol 2/;, com x variando entre 0 e 2% — 1. Desta forma, a cada x
associa-se inequivocamente apenas um estado da rede como um todo, de forma in-
teiramente analoga a especificagdo de um nimero inteiro positivo no sistema binario.

A resolucao de um problema deste tipo consiste em encontrar a probabilidade
P, (x;x9) de que, dado um estado inicial xg, a rede esteja em um estado = depois
de t passos da dinamica. Supomos que a rede evolui de forma assincrona, onde um
tnico nodo é selecionado de forma aleatéria para ser atualizado a cada passo de tempo.
Para encontrar como essa probabilidade varia com o tempo, definimos um estado aux-
iliar 7; que é igual a x em todos os nodos exceto no nodo i, que tem o estado interno
oposto. A probabilidade de encontrar a rede no estado = no instante ¢ + 1 pode entao
ser escrita como uma soma de trés termos: (a) a probabilidade de que a rede estava no
estado = no tempo t e que o nodo selecionado ndo mudou de estado; (b) a probabili-
dade de que a rede estava no estado x no tempo ¢ e que o nodo selecionado copiou o
estado de um vizinho idéntico (e portanto seu estado ndo mudou); (c) a probabilidade
de que a rede estava no estado z; no tempo t e que o nodo 7 foi selecionado e seu

estado 0; = 1 — 0; mudou para o;:

Py (x) = pPi (z) + % D AR @ Ploi— ol + P (@) PG~ o} (31)

Veja que a somatoria em ¢ designa todas as atualizagoes possiveis, e a divisao por
N remonta na probabilidade de escolher um dado elemento i. Neste ponto, torna-se
necessario conhecer algo mais a respeito da topologia da rede tratada. Definimos aqui
a matriz de conectividade ¢, uma matriz simétrica (N + Ny + Ny) x (N + Ny + Np)
cujos elementos (;; sdo 1 se os nodos i e j estiverem conectados e 0 caso contrario. A
matriz de conectividade tem seus elementos diagonais nulos por definicao.

Com o auxilio da matriz de conectividade, podemos reescrever as probabilidades
acima de forma mais pratica. Por definigdo, a probabilidade P [o; — o;] é simplesmente

a razao entre o nimero de vizinhos do nodo 7 no estado o; e o namero total de vizinhos
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deste nodo, k;:

N+No+N1—1

ki = Z Gij- (3.2)

5=0

Note que a idéia de k; ja foi utilizada na caracterizacao de redes para a definicao
de distribuigao de grau. Podemos agora escrever P [0; — o;] como sendo a razao entre
o nimero de vizinhos de ¢ com o mesmo estado interno de ¢ e o niimero de vizinhos

conectados a i, k;:

N+No+N;—1

P[O’l—>0'z]:k—l Z <13|1_Uz_gj| (33)
7=0

Nesta tltima expressao, note que cada par de nodos ¢ e j contribui apenas se houver
conexao entre eles e se os seus estados forem iguais, como seria mesmo de se esperar.
Além disso, de forma bastante pratica, a expressao 3.3 também pode ser usada para a
probabilidade P [0, — 0;], porque entdo 0; = 1—0; e 6; = 0, para i # j. Neste caso, s0
havera contribuicao se os dois sitios i e j estiverem em estados opostos. Considerando

portanto as equacoes 3.1 e 3.3, podemos reescrever a equacao probabilistica recursiva:

P @ =pP @+ BT L N (G- ol R + R G

(3.4)
Esta é a equagao mestra da dinamica de redes. Ela é de dificil solugao para topolo-
gias arbitrarias, mas alguns casos podem eventualmente ser tratados analiticamente,

como o caso de uma rede totalmente conectada, que veremos a seguir.

3.2 DinAmica em Rede Totalmente Conectada

3.2.1 Introducao

Um caso que apresenta uma matriz de conectividade simples é o caso de uma rede
na qual cada nodo esta conectado a todos os outros da rede, ou seja, (;; = 1 — 6,5,
fazendo uso de uma delta de Kronecker. Neste caso, ocorrerao muitas simplificacoes
com a equacdo mestra da dinamica 3.4. A conseqiiéncia mais evidente é que k; =
N + Ny + Ny — 1 (usando 3.2).

Além disso, temos agora a vantagem da indistinguibilidade dos nos, o que permite
que um dado estado da rede seja totalmente caracterizado através da contagem do

niimero de nodos de estado interno livre com determinado estado interno - digamos,
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o estado 1. Desta forma, podemos descrever inequivocamente o estado da rede toda

em um determinado instante de tempo com o nimero n (x):*

n(z) = Z 0;. (3.5)

Podemos relacionar a probabilidade de encontrar a rede no estado n () com a prob-
abilidade de encontra-la no estado x através do coeficiente binomial correspondente

ao nimero total de permutagoes de estados internos que mantém fixo n (z):

Pn()=P@ | " | =P@) -

n n! (N —n)!’ (3.6)

Esta expressao assume que todos os estados de mesmo n sao equiprovaveis e equiv-
alentes. Note que 3.5 e 3.6 podem ser usadas para reescrever a equacao mestra 3.4,
mas é necessario realizar uma andlise caso-a-caso para evitar as expressoes de valor

absoluto. Apé6s um pouco de manipulacao algébrica, tem-se:

By (n) =& (n) Pe(n) + & (n) P (n—1) + & (n) B (n+1) (3.7)

So=p+ N(N+11V;$N1—1) [n(n—=1+Ni)+(N—=n)(N—n—1+No)
&+ = N(N+11vgizv171) (N=n+1)(n—1+Ny) . (3.8)
f_zm(]\[—n—l—FNg)(n—Fl)

Podemos pensar nas probabilidades de encontrar a rede com n nés no estado o = 1,
P, (n) , como sendo as N + 1 componentes de um vetor no espago (N + 1)-dimensional,

uma vez que 0 < n < N:

P, (0)
P (1)
P, = : . (3.9)
PN - 1)
P (N)

Desta forma, pode-se escrever a equacao recursiva 3.7 na forma matricial. Definimos

INote que indexamos os elementos livres da rede com 1 < i < N, como pode ser visto na pagina 16. Além disso,
poderfamos, naturalmente, ter escolhido n (z) = Ny + vazl 0;, 0 que representaria o nimero total de nés da rede com
estado interno 1, incluindo os N elementos da rede com estado interno fixo. Optamos por definir 3.5 porque desta
forma é possivel realizar comparagoes com teorias ja estabelecidas mais facilmente.
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aqui a matriz tridiagonal de evolucao temporal, U, e escrevemos:

P =UP,. (3.10)
&(0) £(0) 0 0
& (1) &) &)
U 0 &(@©2) - (3.11)
- £ (N—2) 0
: E(N—=1) &(N-1) & (N-1)
0 0 f+(N) fO(N)

Portanto, o problema de avaliar a dinamica da rede esta todo contido nas expressoes
3.10 e 3.11. E nosso objetivo conseguir prever o comportamento do sistema proba-
bilisticamente, ou seja, encontrar o vetor f’)t para qualquer ¢, dado um certo vetor
probabilidade inicial f’)o. Note que t serd chamado daqui em diante de "tempo",
sendo que na realidade ¢ um nimero inteiro correspondente ao nimero de passos de
dindmica realizados.

Na seqiiéncia, sera realizada uma anélise numérica do problema, o que permitira
uma caracterizacao imediata do comportamento da rede. Apoés esta andlise numérica,
passaremos para uma resolucao analitica do problema de redes totalmente conectadas

conforme definido até este ponto.

3.2.2 Abordagem Numérica

Embora sofisticada do ponto de vista analitico, a dindmica geral de uma rede total-
mente conectada deste tipo pode ser prontamente simulada com métodos numéricos.
Inicialmente, resolveremos numericamente a evolucao temporal de uma rede total-
mente conectada, considerando apenas a dinadmica mais basica e obtendo assim um
resultado simulado. Para calcular as probabilidades desejadas, por se tratar de pro-
cesso aleatorio, vamos realizar varias repeticoes da simulacao e depois analisar os
resultados estatisticamente.

De forma mais rigorosa, o calculo devera ocorrer da seguinte forma: digamos que
sejam efetuadas N, simulacoes. Entao coletaremos como dado relevante o nimero
de vezes em que todo estado n foi ocupado em certo tempo t e chamaremos este
nimero de freqiiéncia de n no tempo t, denotando-o por f(n;t). Portanto, serao

tomados vetores de freqiiéncia que seguem a forma 3.12 :
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N
fi= : . (3.12)
fe (N —1;1)
fe (N;¢)

Em nossas simulacoes, notamos que sao necessarios muitos passos da dinamica para
obter alteracao significativa do estado da rede. Por isso, nao seria pratico armazenar
um vetor de freqiiéncias como 3.12 a cada passo da dinamica e optamos por espacar
08 ?t regularmente no tempo com intervalo At que corresponde a um ntimero inteiro
de passos a ser realizados entre amostras de ?t e serao tomados até um certo limite
de tempo t; = At - ny, onde t; é o tempo final de interesse para nés e ny é o nimero
de multiplos de At correspondente a ty. Desta forma, serao tomados ny + 1 vetores

— — — —
de freqiiéncia em seqiiéncia: fo, f at, foat, -5 [y
J& que estes sao vetores de freqiiéncias, o calculo dos vetores de probabilidade é

simplesmente:

7 Nsims

H

Pi= t = : : (3.13)
sims ft(N—l;t)

st'ms
fe(N;t)

Nsian

Se tomarmos as duas grandezas At e t; apropriadas para cada caso, teremos entao
uma seqiiéncia de ny+1 vetores de probabilidade espacados de forma tal que a dinamica
possa ser caracterizada. Consideraremos entdao como parametros do nosso problema

os valores da tabela 3.1.

Parametro | Descricao

N Numero de elementos livres da Rede

Ny Nuamero de elementos da rede com estado interno fixo em 0

Ny Numero de elementos da rede com estado interno fixo em 1

ng Numero de elementos livres da rede com estado interno 1 no
inicio da simulacao

D Probabilidade de nao ocorrer nada em um passo da dindmica

Ngims Numero de simulagoes a efetuar, cada uma com os dois

parametros abaixo

At Espacamento de tempo entre amostras do vetor de
probabilidade

ny Multiplo de At final; designa conclusao de uma simulagao

Tabela 3.1: Pardmetros de Simulagao.
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Ressaltamos aqui que estes valores serao constantes usadas para gerar as simulacoes.
Vamos investigar o comportamento de uma quantidade representativa de casos com
diferentes parametros. As simulacoes serao efetuadas com um algoritmo muito simples

que representa a dinamica adequadamente.

Algoritmo Para efetuar a dinamica, definimos um vetor de estados o;, com 1 < i <
N + Ny + Ny, contendo os estados 0 ou 1 de cada um dos elementos numerados pelo
indice i. A dinamica entdao deve realizar uma copia de estado, selecionando um dos
indices ¢ dentre os indices dos elementos de estado interno variavel para atualizar e
outro indice 7 de algum vizinho conectado, necessariamente distinto de ¢, para copiar.
Enquanto a selecao do indice para atualizar é aleatoria e simples, devemos escolher o
indice para copiar dentre uma lista de indices que inclui todos os vizinhos conectados
ao i-ésimo n6. Para cada elemento ¢ possivel, essa lista de indices é distinta; para o
Nnosso programa, armazenaremos cada uma destas listas em uma matriz de vizinhos
v (i,7), onde cada valor de v é o indice do j-ésimo vizinho do elemento indexado i.
Note aqui que nos vizinhos de 7 estao incluidos todos os Ny e N7 elementos com estado
interno fixo, ou seja, 1 < 7 < N + Ny + N; — 1. Além disso, armazenaremos também
os valores k; de niimeros de conexoes que cada elemento possui com os outros da rede.

Para evidenciar estas idéias, citaremos aqui um exemplo de matriz de vizinhos e
valores de k; para uma rede na qual N + Ny + N; = 5 e as conexoes sao conforme a

figura 3.1:

4

Figura 3.1: Exemplo de rede utilizado para matriz de vizinhos.

2 450
1345
v=1|200 0 [, (3.14)
1200
1200
ki =3, ko=4, ky=1, (315)

ey =2, ks=2.

Veja que as linhas da matriz v (4, j) de 3.14 correspondem ao indice i do elemento,

e contém os indices dos nos conectados ao i-ésimo elemento. Por exemplo, o n6 de
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indice 2 estd conectado aos nés 1, 3, 4 e 5; assim, a segunda linha da matriz v contém
os elementos (1,3,4,5) e seu grau é ky = 4.

Em uma rede totalmente conectada, a matriz de vizinhanca é totalmente preenchida,
mas continua nao perfeitamente quadrada porque nenhum elemento pode ser vizinho
de si mesmo. Além disso, em redes totalmente conectadas, o grau de todos os elementos
¢ ki = N+ Ny+ Ny — 1, fixo. As defini¢coes de 3.14 e 3.15 vao auxiliar tremenda-
mente mais tarde, pois serao eventualmente necessarias no estudo de topologias mais
complexas do que a totalmente conectada.

Além das variaveis v (i, j) e k;, faz-se necessario o uso de algumas outras varidveis

especificadas na tabela 3.2.

Variavel Descrigao
o Estado interno do i-ésimo elemento numerado da rede. Pode
ser Ooul,com0<¢< N+ Nog+ Ny —1.

v (i,7) Indice correspondente ao j-ésimo elemento numerado vizinho
(0<j <N+ Ny+ Ny —2) do i-ésimo elemento (com
0<i<N-1)

Tat Indice do elemento numerado a atualizar, usado como valor
temporério a cada passo da dindmica
Tcop Indice do elemento numerado a copiar, usado como valor
temporario a cada passo da dindmica
k Muiltiplo de At que indica quanto tempo passou, em multiplos
de At

f(n;t) Tabela de freqiiéncias para cada estado n em cada tempo t;

tamanho (N + 1) x (ny + 1)

Tabela 3.2: Variaveis de Simulacao.

Assim, ¢ nossa intencao executar Ng;,s simulagoes, cada uma com At -ty passos da
dinamica, com cada passo modificando apenas o ntimero n. O programa deve também
registrar o nimero n somando uma ocorréncia em f (n;t) sempre que t = k (At), com
]{520,1,2...7tf.

O algoritmo utilizado para realizar esse procedimento nao é muito extenso. Supon-
hamos que as variaveis tenham sido declaradas como mencionado até agora. Entao,
uma vez gerada a topologia e determinados os dados v (i, j), executar uma simulagao

inteira é feito da seguinte forma:
1. Iniciando a simulacao. Fazemos n = ny.
2. Contagem inicial: adiciona-se 1 ao valor de f (ng;0).
3. Coloque k = 0.

4. Inicialize o; com 0; = 1 para 1l <7 <mng, 0, =0parang+1<¢< N, o0, =1 para
N+1<i< N+ N e, finalmente, 0; =0 para N + Ny +1 <7 < N+ Ny + Ny,

de acordo com o indexamento proposto na pégina 16.
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5. Repetir as seguintes operagoes ny vezes:

(a) Adicione 1 a k.
(b) Repetir as seguintes operacoes At vezes:

i. Sorteie valor z entre 0 e 1. Se z > p, entdo pule para o passo (¢). Se
ocorrer que z < p, continue.
ii. Sorteie i4, indice do nd a ser atualizado, inteiro entre 1 e N, inclusive
extremos.
iii. Sorteie ¢..p, Indice do no a ser copiado pelo iq,-ésimo no, inteiro entre 1 e

k;.,, inclusive extremos.
iv. Faga com que 0,, = Ou(izicop)-
(c) Efetue somatoria y_ o; para encontrar n.

(d) Adicione 1 ao valor de f (n; k).

Neste algoritmo, veja que os passos contidos em b representam adequadamente um
passo da dinamica. Além disso, dividimos a dindmica em ny blocos, cada um com At
passos da dinamica. Os passos descritos aqui devem ser naturalmente repetidos Ny
vezes para que seja possivel efetuar uma andlise estatistica com os valores de f (n;t),
que serao, por praticidade, salvados em disco.

A principal ocupagdo de memoria é feita pela matriz de variaveis v (4, j), que é uma
matriz de ntimeros inteiros e que deve inevitavelmente estar definida se desejarmos
efetuar a dinamica sem condicionais®. Ela depende apenas da topologia da rede e deve

ser pré-estabelecida antes das simulacoes ocorrerem.

Implementacao Assim que foi implementado o algoritmo bésico descrito na se¢ao
anterior, notamos um problema fundamental. A convergéncia das simulacdes é bas-
tante lenta, e a andlise estatistica requer um grande ntimero delas; torna-se entao

necessario obter a melhor performance possivel.

2Foi estudada a opgao de realizar a dinamica sem utilizar a matriz de vizinhos, o que
requer menos memoria, mas mais expressoes condicionais, que sao sempre comparati-
vamente lentas. Esta opcao ¢ mais rapida apenas em maquinas com acesso a memoria
central lento, nas quais a utilizacao menor de memoria faz com que o programa fique
todo contido no cache do processador, que é acessado muito mais rapidamente. En-
tao, apenas nestes casos, apesar das condicionais, o programa fica mais rapido. Nestas
maquinas, o passo iv é substituido pela seqiiéncia:

1. 5€e gt > N € ip < 1 entao adicione 1 a n.

2. 5€ iqt < N € iy > n entao subtraia 1 de n.
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Em um esforco para obter grande performance, além da otimizacao do programa, foi
implementada uma versao em paralelo do algoritmo bésico, ou seja, um computador
com dois processadores poderia realizar duas simulagoes simultaneamente e com o
dobro da performance, pelo menos na teoria.

Para que obtivéssemos o dobro da performance de fato, utilizamos dois processos
distintos, cada um equipado com o seu proprio gerador de nimeros pseudo-aleatorios
(PRNG, de “Pseudo-Random Number Generator”). Esse é um ponto importante: para
que seja obtido o dobro da performance, nao devem existir conflitos pelos mesmos
enderecos de memoria, pois a resolucao em hardware destes conflitos é bastante de-
morada.

Cada um dos geradores de niimeros pseudo-aleatorios é local e é alimentado com
uma semente aleatoria gerada por um terceiro gerador de nimeros aleatorios, sendo
que este ¢é sistémico e utiliza como sua propria semente aleatoria a data, o que garante
aleatoriedade suficiente. A execucao do programa ocorre de acordo com a seguinte

figura:

N, N, N n, ot At #sims L

PRNG Global (MT)

PRNG Local (MT) imulad PRNG Local (MT)

aida para Arquivo de Dados

Figura 3.2: Esquema para paralelizacao.

De fato, com esta idéia basica de paralelizagao, nés conseguimos obter uma perfor-
mance excelente: de 195-200% da performance tipica de um processo isolado. Desta-
camos que o sucesso foi grande devido a natureza de facil paralelizacao da tarefa: esta-
mos apenas realizando estatistica entre milhoes de simulagoes distintas. De qualquer
forma, além de aumentar a eficacia de nossos estudos, fol uma excelente oportunidade
para aprender uma ferramenta nova muito 1til.

A implementagao e acabamento do programa de simulacoes paralelo, assim como
todos os detalhes a respeito, nao serao pormenorizados aqui. Utilizamos sempre um
compilador moderno C++4, o GNU C++ 4.0.3. Notamos apenas que, com o uso bem-

sucedido das otimizagoes e do paralelismo, obtivemos um desempenho que, para um
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caso tipico, era de cerca de 2 — 5bms para cada simulacao, o que nos permite realizar

andlises estatisticas bastante boas.

Visualizacao dos Resultados H4 ainda uma outra questao bastante importante
para uma boa analise dos resultados obtidos das nossas simulacoes. Uma vez obtida a
tabela de freqiiéncias f (n;t), que é salvada em disco rigido, vamos calcular as proba-
bilidades conforme explicitado em 3.13. Entao, teremos algumas amostras de probabil-
idades de encontrar um estado futuro n para uma determinada rede com N + Ny + Ny
elementos que comece sua dinamica com ng elementos com estado interno 1. Agora,
precisamos visualizar e interpretar os resultados de uma forma significativa.

Note que temos resultados de freqiiéncias para valores de n e t que perfazem uma
matriz de resultados de dimensao (N 4 1) x (ny + 1), e seria desejavel que fosse possivel
visualizar todos os dados de probabilidade simultaneamente. Desta forma, queremos
basicamente visualizar uma fun¢ao escalar P, (n), que é campo escalar de dominio bidi-
mensional e imagem unidimensional. Uma primeira opgao, mais 6bvia, seria utilizar
graficos tridimensionais, ja que estes sao tradicionalmente utilizados para a visual-
izagdo de fungoes que seguem o padrao f(z,y). Uma outra opgao seria considerar
um grafico bidimensional que representa cada valor de probabilidade com uma cor
especifica. A figura 3.3 mostra um exemplo de uma representacao construida desta

formas3.

t

Figura 3.3: Grafico bidimensional que utiliza cores para representar a terceira dimensao.

Em nossas anélises, optamos pela segunda opc¢ao, a correspondente a figura 3.3,
pois esta nos permitiu maior liberdade para representar os valores que apareceram.
Foi necessario realizar uma correspondéncia entre cores e valores de P, (n) nao trivial,
pois os valores de probabilidade estavam distribuidos de uma forma bastante especi-
fica. Alguns poucos valores de probabilidade sao sempre muito altos - principalmente,
¢ claro, o valor da probabilidade de encontrar a rede em ng no tempo 0, que ¢ 1 - mas

a maioria dos valores é da ordem de 1/N, o que torna o problema de escolher uma cor-

3Esta figura é apenas um exemplo feito manualmente e n&o corresponde a nenhum resultado real.
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respondéncia entre cores e valores de P, (n) crucial para que os gréaficos bidimensionais
sejam de fato representativos.

Para discernir entre probabilidades muito baixas, optamos por diagramas de curvas
de nivel, ou seja, optamos por visualizar uma série de faixas com a mesma probabil-
idade. Escolhemos dividir o intervalo de probabilidades P, (n) entre 0 e 1 em ng;,s
intervalos, e posicionar faixas a cada intervalo de probabilidade de 1/ng;,s. Para tanto,
utilizamos uma funcao de mapeamento de cores para probabilidades com o aspecto

que pode ser visto na seguinte figura:

Branco

Tom de Cinza

LA

‘ Probabilidade

Preto

1Indivisées

Figura 3.4: Aspecto de funcao de correlagao cor-probabilidade para gerar diagramas de
curvas de nivel.

A idéia é que sera possivel visualizar faixas de cores fortes para representar faixas
distintas de probabilidades bem espacadas, assim como faixas de cores fracas para
representar faixas de probabilidades menos espacadas. E importante que cada curva
de nivel seja de fato uma “faixa”, possuindo uma certa largura, como pode ser visto
em 3.4. Isso porque a probabilidade é uma varidvel que, para fins praticos, é continua,
e nao seria possivel ver nada se nao houvesse uma largura apreciavel na associacao
probabilidade-cores. Assim, cada uma das faixas representaré valores de probabilidade
muito semelhantes.

Uma funcao que reproduza este aspecto pode ser arbitraria, desde que as faixas
sejam equiprovaveis e bem representativas do problema. A funcao escolhida através

de experimentacao foi:

3088 (27 Ngses P ,se |P(n)—k|> "= VkeZ
g(Rmy = § 307 2 () s B T . 316)
cos® (2mngis Py (n)) , se |Pi(n) — k| < 5—, Vk € Z

2ngivs’

Esta deve ser interpretada da seguinte forma: g (P, (n))é a fungao que atribui para
cada P, (n) um valor continuo de 0 a 1 que representa a fracdo de branco correspon-
dente, sendo 0 preto e 1 branco.

Esta expressao gera automaticamente uma fungdo com o aspecto de 3.4. A variavel

Ngivs, COMO j& sugere a figura 3.4, representa o espacamento entre divisdes. Os fatores
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de combinacao linear foram escolhidos através de experimentacao e ¢ desejavel que o
cosseno das subdivisoes tenha coeficiente de combinagao maior do que o cosseno das
divisoes espacgadas, para garantir que a imagem gerada tenha detalhes bem visiveis
mesmo para as subdivisdoes menores. Além disso, a poténcia aplicada nos cossenos
garante que a largura das faixas de probabilidade semelhante tenha bom aspecto para
a visualizacao do problema; sem a poténcia, a largura seria grande demais e o diagrama
nao mostraria detalhes.

Como exemplo, a figura 3.5 retrata um exemplo de como este codigo de cores
funciona e de como deve ser interpretado. As faixas de probabilidade semelhantes estao
marcadas e sao representativas da dinamica; note que ha ainda uma grande liberdade
adicional na escolha do niimero ng4;,s. A menos que seja estipulado o contrario, sempre
utilizamos ng;,s = 1000, o que permite imediatamente uma correlacao com milésimos
de probabilidade e multiplos de 0,5% de probabilidade, como mostra a figura:

P =10,9%(20,03%) P = 0,7%:z008%)

A
N| P=10%c0%  P=08%u0cm P=06%z00s P =0,5%00m
200

100

25000 {

Figura 3.5: Exemplo de codigo de cores usado no diagrama de curvas de nivel e inter-
pretacao. Desenho sem escalas e detalhes; apenas explicativo.

Com esse codigo de cores, é possivel representar todos os resultados das nossas
simulagoes de forma satisfatoria. Os diagramas P (n) X t sdo particularmente tteis
para indicar a velocidade com a qual a rede atinge seu estado assintotico; infelizmente,
estes diagramas nao sao claros no que concerne os estados assintoticos finais. Se houver
necessidade eventualmente de realizar uma analise destes estados assintoticos com mais
detalhes, o que ocorrerd em casos nos quais estes estados nao sao triviais, podemos
sempre recorrer a cortes dimensionais, graficando P, (n) para um dado tempo especifico
bastante grande em um grafico bidimensional do tipo f (n). Graficos assintéoticos que
sao cortes do estado final de diagramas como 3.5 serao apresentados ao longo da tese

conforme necessario.

Resultados

Caso sem elementos fixos Em nossos estudos, cobrimos inicialmente redes para

as quais Ny = N; = 0 considerando redes de tamanhos diferentes e também estados
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iniciais distintos. Escolhemos mostrar aqui os resultados de uma rede com N = 200
e com trés situagoes iniciais, ng = 100, ng = 50 e ng = 25. Destes trés, vamos tirar
conclusoes que se aplicam a todos os casos, mesmo aqueles que nao foram relatados
aqui.

Os trés casos escolhidos estao retratados nas figuras 3.6, 3.7 e 3.8. Estas figuras
foram geradas com os resultados de simulagoes realizadas conforme ja discutido e
utilizam os diagramas de curvas de nivel. Em todos os trés, escolhemos At = 1000,
N =200, p=0 e Ny, = 108

A
n

200

100

1=

[
n
200

100

[
n
200

100

Figura 3.8: Resultados para ng = 25 e N = 200.

Estes trés diagramas de curvas de nivel sao bem representativos de variagoes na

grandeza ng, variagoes essas que causam os efeitos mais interessantes de modificagao
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da dinamica. Cobrimos também variacoes do valor de p, que, para p proximo de 1,
atuam apenas como fator complementar a uma escala inversa do tempo. Por exemplo,
p = 10,9, que tem probabilidade (1 — p) = 0,1 de ocorrer mudanga por copia, apresenta
dinamica com a metade da velocidade de p = 0, 8, que tem probabilidade (1 — p) = 0, 2
de ocorrer mudancga por copia. Isto acontece simplesmente porque ha o dobro de
probabilidade de ocorrer alguma interacao significativa na rede no caso p = 0,8 do
que no caso p = 0,9. Desta forma, para p grande, o tempo deve entao ser modificado
linearmente com a expressao (1 — p); infelizmente, esta mesma regra parece nao se
aplicar para qualquer p.

Além disso, cobrimos também variacoes de N, que atuam basicamente como fator
de escala linear do espaco de n’s e fator de escala aproximadamente quadratico do
tempo para estabilizacao. Estes resultados adicionais foram omitidos devido a sua
modificacao mais simples na dinamica se comparado com modificagoes devido a ny.

Nota-se nos resultados que todas as probabilidades de ocorrerem estados entre
n=1en=N —1 tendem a zero para tempos bastante grandes. H4 um acimulo de
probabilidade nas extremidades, em n = 0 e n = N, que segue exatamente a proporcao
trocada de elementos da rede com estado interno 1 no inicio das simulacoes. No caso
da figura 3.7, por exemplo, a proporcao inicial ¢ de 25% elementos com estado interno
1 e 75% com estado 0; na tendéncia assintotica, observamos que 25% das simulacoes
encerravam sua dinamica em n = N e 75% das simulacoes em n = 0; o mesmo vale
para a figura 3.8, com sua propor¢ao inicial de ng/N de 12,5%.

Do ponto de vista da dinamica, é imediato ver que, quando uma rede se encontra
em estado n = 0 oun = N, os passos da dindmica nao vao modificar mais o estado da
rede, pois qualquer copia que seja porventura realizada nao tera efeito algum se todos
os elementos tiverem estado interno igual. Desta forma, é natural que as simulagoes
todas apresentem convergéncia inevitavel para estes estados extremos do espaco de n.

Ainda um outro efeito, mais sutil, pode ser observado nas imagens. Depois de
passadas varias iteracoes da dinamica, nao h& mais curvas de nivel horizontais, sempre
verticais. Isso sugere que, no limite de tempo suficientemente grande, a rede tem uma
probabilidade pequena e aproximadamente igual de se encontrar em qualquer estado
entre 1 e N — 1. Veremos mais para frente, em nossas anélises analiticas, que isto é
exatamente o que acontece.

Finalmente, observamos que os resultados obtidos nas simulacoes foram todos den-
tro do esperado e condizem com o modelo. De fato, é razoavel intuir que, dado o
modelo do eleitor visto na primeira secao, todos os elementos da rede estarao apenas
em um estado apdés um tempo suficientemente grande e sem interferéncia de agentes

externos. Resta agora verificar o que ocorre na presenca de elementos fixos da rede,
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que podem representar também estes mesmos agentes externos.

Caso com Elementos Fixos Dividimos os problemas possiveis em trés categorias

para facilitar a tarefa de investigacao. Sao elas:

1. Caso de Elementos Fizos Unilateralmente, nos quais ocorre que Ng = 0e Ny # 0

ou ocorre que Ny # 0 e N; = 0. Por simetria, exibiremos apenas um deles.
2. Caso de Elementos Fizos Simetricamente, nos quais Ng = Ny # 0.

3. Caso de Elementos Fizos Assimetricamente, nos quais Ny # 0, N1 # 0e Ny # Nj.

Caso de Elementos Fixos Unilateralmente Neste caso, a dinAmica se comporta
de uma forma bastante previsivel: depois de passado suficiente tempo, toda rede
que possui elementos fixos com um determinado estado interno tenderd a imitar este
estado interno. Portanto, todos os elementos da rede terao aquele estado interno,
independentemente do estado inicial desta rede.

Estes casos sao bastante simples e citaremos aqui dois exemplos. Para ambos,
escolhemos p = 0, N = 200, ng = 25 € Nyms = 107; em um deles, escolhemos N; = 1,
e no outro, optamos por N; = 5.

Para o primeiro caso, N; = 1, optamos por At = 250 e ny = 1000. Estas escolhas

permitem uma boa visualizacao do problema:

n
200

100

Figura 3.9: Resultados do caso com elementos fixos unilateralmente para N; = 1.

Nesta primeira figura, note que a convergéncia para o estado n = 200 é realmente
lenta. As dimensoes de tempo retratadas aqui sao 10 vezes superiores as dos casos 3.6,
3.7 e 3.8, e 0 aspecto das probabilidades é bastante disperso.

O segundo caso escolhido para retratar esta categoria de problemas é um com
valor de Ny = 5, de convergéncia muito mais rdpida e evidente, como na figura 3.10.
Optamos por At = 80 e ny = 1000 neste caso em particular, o que mostra a rapida
tendéncia de estabilizacao do sistema em comparagao com o anterior.

Neste caso, notamos que h&d uma convergéncia ordenada para n = 200, que é

marcante se comparada com a relativa dispersao antes da acumulacao no caso da
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Figura 3.10: Resultados do caso com elementos fixos unilateralmente para Ny = 5.

figura 3.9. Estes dois casos representam bem tudo o que pode acontecer se um dos Ny
ou N; for nulo; aquele que nao é nulo dita a situagao final do sistema e o seu valor
reflete diretamente na velocidade de convergéncia do sistema. Outros casos unilaterais

seguem também os padroes vistos aqui, sem nenhuma excecao encontrada.

Caso de Elementos Fixos Simetricamente Neste caso, a dinamica se comporta
de uma forma ainda previsivel, mas nao tao simples quanto no caso anterior. A
presenca de elementos com estado interno fixo dos dois tipos possiveis e em igual
quantidade faz com que a rede nao estabilize nos extremos, mas sim assuma uma
distribui¢ao de probabilidade simétrica ao redor de N/2 e méaxima justamente para
n = N/2. Aqui, novamente, o estado inicial da rede é completamente irrelevante.

Escolhemos como representantes dos resultados quatro casos para os quais N = 200,
p=0,n0=25¢ Ngms = 2-107; nestes, temos Ny = N; = 1 no primeiro caso, que &
um caso andémalo, como veremos em breve; Ny = N; = 2 no segundo; Ny = Ny = 3
no terceiro e finalmente Ny = N; = 5 no quarto caso.

O primeiro caso, Ny = N; = 1, tem como parametros de amostragem At = 120 e
ny = 1000 e pode ser visto na figura 3.11.

A
n
200

100

Y

150000

Figura 3.11: Resultados para caso simétrico com Ny = N; = 1.

Na realidade, o que se vé nesta figura é um tanto inesperado. Esperdvamos encon-
trar uma distribuicao de probabilidades que fosse maior ao redor de seu centro, em

n = N/2, e ndo uma que aparentemente ¢ uniforme, como se observa aqui, ja que o es-
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tado assint6tico final é composto apenas de uma faixa de probabilidades. Na realidade,
por causa da escolha de curvas de nivel, esta curva é uma das mais fortes e corresponde
a uma probabilidade de aproximadamente 0,5%, o que realmente corresponde a uma
distribuicao uniforme ao longo dos 201 estados possiveis para a rede.

Verificamos que este resultado é realmente valido em qualquer situagdo inicial,
contanto que ocorra que Ny = Ny = 1. Nao se trata de problema dos nossos célculos;
este resultado foi independentemente verificado de forma analitica, como veremos em
breve.

Para analisar este resultado em mais detalhe, foi feito o grafico bidimensional de
Pi2oooo (n) na figura 3.12, e vemos que de fato trata-se de uma distribuigdo uniforme,
se desconsideradas as flutuacoes aleatoérias.

P(n)
0.0054
0.0052

0005 | AR AA AR A AN 20
0.0048
0.0046
0.0044

0.0042

25 50 75 100 125 150 175 200

Figura 3.12: Curva P, (n) com t = 1,2 - 10°.

O proximo caso que estudamos foi o de Ny = Ny = 2, que realmente apresenta uma
distribuicao assintética de probabilidades mais condizente com o esperado e centrada
no valor n = N/2. Os parametros de visualizacao escolhidos foram At = 40 e ny =
1000; note que a convergéncia para a situacao de equilibrio é muito mais rapida neste

Ccaso.

Figura 3.13: Resultados para caso simétrico com Ny = Ny = 2.

De fato, como seria de se esperar, neste caso nota-se uma curva de distribuicao

de probabilidade apés um grande ntimero de iteracoes t que é simétrica e maxima
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para n = N/2. A estabilizacdo da rede ocorre aproximadamente trés vezes mais
rapidamente do que no caso da figura 3.11, como indica a escala de tempo, uma vez que
em um caso ty = 40000 e no outro ¢ty = 120000. Ainda assim, h& uma probabilidade
apreciavel de encontrar a rede em um estado qualquer de n.

Para o préximo caso, Ny = N; = 3, vemos que a curva de probabilidade torna-
se mais estreita e continua simétrica. A rede tem uma probabilidade crescente de
interagir com os elementos fixos neste caso, e a proporcao de elementos fixos afeta o

sistema mais drasticamente. Para o desenho, tomamos At = 25 e ny = 1000.

A
n

200

100

Figura 3.14: Resultados para o caso simétrico em que Ny = Ny = 3.

A convergéncia para o estado assintotico, como pode ser notado na escala de tempo,
¢ também muito mais rapida neste caso em relacao aos casos anteriores.

O quarto e 1ltimo caso escolhido ¢ o de Ny = N; = 5, no qual a convergéncia
é extremamente rapida e a rede estabiliza em um estado bastante estreito ao redor
de n = N/2. E interessante notar que a distribuicdo de probabilidade se estreitou
bastante com uma perturbacao na forma de elementos fixos que tem probabilidade de
cerca de 5% de atuar em um dado passo da dinamica. Para a figura, optamos por
At =10 e ny = 1000; note que a escala de tempo ¢ tal que foram efetuados 12 vezes
menos passos da dinamica do que no caso da figura 3.11. Note que alteramos pela
primeira vez ao longo deste trabalho os valores de curva de nivel: ng;,,s = 250 neste
caso em particular. Desta forma, as curvas de nivel fracas distam 0,4% umas das
outras, e as fortes distam 2%.

Para uma comparacao rapida e imediata da situacao de equilibrio dos casos visita-
dos, podemos graficar as probabilidades P, (n) para t méximo de nossas simulagoes:

Nota-se imediatamente um estreitamento da distribuicao de probabilidades quando

o niamero de elementos fixos da rede é aumentado.

Caso de Elementos Fixos Assimetricamente No caso de haver elementos fixos
dos dois tipos, mas em quantidades diferentes, as curvas vistas quanto Ny = N; ap-
resentam distor¢oes correspondentes a esta desigualdade. Investigaremos aqui alguns

casos com Ny = 5 fixo ao longo destes casos e com N; variavel, podendo ser 1, 3, 10
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Figura 3.15: Resultados para o
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Figura 3.16: Comparacao de curvas de probabilidade assintoticas (t — o).
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ou 20. Todos os casos tém N = 200, p = 0, Ngims = 10® e ng = 25, notando que, nova-

mente, ng ¢ grandeza irrelevante para o estado assintotico da rede. Valores diferentes

de ngy causam distorcoes previsiveis na dinamica, que se ajusta correspondentemente;

optamos por omiti-las aqui por nao se tratar de nada de grande interesse.

No primeiro caso, Ny = 5 e N; = 1, temos um acumulo de simulacoes tendendo

para n = 0, como seria de se esperar. H4 uma curva de distribuicao de probabilidades

crescente & medida em que n’s decrescem. Escolhemos aqui At = 12 e ny = 1000, e

modificamos as curvas de nivel para ng;,, = 250 (divisoes a cada 2% de probabilidade

e subdivisdes a cada 0,4% de probabilidade).

200

100

A
n

12000 {

Figura 3.17: Resultados para caso assimétrico Ng = 5 e N; = 1. Note que ng,s = 250

aqui.
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O acumulo de probabilidades na figura 3.17 é tal que o maximo de probabilidade,
que estd em aproximadamente 2, 5%, esta localizado realmente em n = 0. As simu-
lacoes mostraram portanto que a rede tende a copiar o estado mais presente; notamos
também que a proporcao de elementos fixos em cada estado, que ¢ de 1 para 5, nao
influenciou o valor maximo da curva de probabilidades de uma maneira previsivel.
Originalmente, tinha sido cogitada a idéia de que tal maximo apresentasse regra de
proporcionalidade, assim como a proporcao de simulacoes que convergia assintotica-
mente para n = 0 ou n = 200 no caso de Ny = N; = 0 dependia da proporcao
de elementos com estado 1 no inicio das simulagoes, mas nao ha nenhuma regra de
proporgoes que se apresenta nestes resultados.

O préximo caso, Ng = 5 e N; = 3, jd mostra que o maximo da curva de distribuicao
de probabilidades nao estd mais localizado em n = 0. Para esta figura, escolhemos
At =15 e ny = 1000, e modificamos as curvas de nivel para ng,s = 750 (divisoes a
cada 0,67% de probabilidade e subdivisoes a cada 0,13% de probabilidade).

A

n
200

Figura 3.18: Resultados para caso assimétrico com Ny = 5 e N; = 3. Note que ngi,s =
750 aqui.

Nota-se que a rede admite, para tempo grande, um aspecto bastante préximo do
da figura 3.14, como seria de se esperar. Ha uma tendéncia de as simulacoes flutuarem
em estados com n inferior a N/2, o que é natural e esperado, pois Ny > N;. Os outros
dois casos finais estao retratados nas figuras 3.19 e 3.20, com At = 20 e ny = 1000 em
ambos 0s casos.

Notavelmente, da mesma forma que a curva de distribuicao de probabilidade ass-
intotica para tempos grandes torna-se mais estreita no caso simétrico, ha um estreita-
mento nas figuras 3.19 e 3.20 que é bastante evidente. Na figura 3.20 em particular,
temos probabilidades excedendo 2% - as que correspondem as faixas em branco - o
que nao aparece quando ha pequeno nimero de elementos com estado interno fixo.

Para comprovar todas as nossas observacgoes e finalizar esta secao, apresentamos
as distribuicoes de probabilidade para ¢ — oo para cada um dos casos das figuras

anteriores na figura 3.21 na préxima pagina.
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Figura 3.19: Resultados para caso assimétrico com Ny = 5 e N; = 10. Note que
Ngivs = 00 aqui.
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Figura 3.20: Resultados para caso assimétrico com Ny = 5 e N; = 20. Note que
Ngivs = D00 aqui.
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Figura 3.21: Comparacdo de curvas de probabilidade assintoticas (¢ — oo).
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Concluindo, obtivemos algumas conclusoes bastante cruciais que distinguem o caso
de redes com elementos fixos do caso estudado anteriormente. Inicialmente, notamos
que o estado inicial da rede nao é de nenhuma relevancia para o estado final que
esta assume para tempos muito grandes. Vimos que os estados assintoticos para
tempos grande sao inteiramente governados pela quantidade de elementos com estado
interno fixo da rede de uma forma bastante previsivel. Em qualquer circunstancia, a
rede livre acaba imitando grosseiramente os elementos fixos de alguma forma, sendo
que a imitacao serd bastante vaga - i.e., de grande largura probabilistica - para uma
quantidade pequena de elementos fixos e bastante precisa - i.e., de pequena largura
probabilistica - para uma quantidade grande de elementos fixos da rede. Em nossas
simulagoes, constatamos que “grande” aqui ¢ da ordem de alguns pontos percentuais
do tamanho total da rede para obter uma estreita distribuicao de probabilidade final.

Encerrada a analise numérica do problema, vamos resolver analiticamente a dinamica

destes sistemas e realizar uma comparagao entre as duas abordagens.

3.2.3 Resolugao Analitica

Uma vez adquirida familiaridade com o problema e ja realizados os calculos numeéricos,
vamos agora abordar a dindmica de uma rede totalmente conectada de uma forma
analitica, estendendo o que ja foi visto na introducao.

Iniciaremos a nossa analise voltando as expressoes 3.10 e 3.11 na pagina 20, que
mostram a matriz de evolugao temporal U do vetor de probabilidade. Da expressao
3.10 ¢é evidente que um vetor de probabilidade f’: em um tempo qualquer ¢ pode

.
sempre ser escrito em funcao do vetor de probabilidade inicial P da seguinte forma:

P,=U'P, (3.17)

Ressaltamos que, nesta expressao, U’ designa uma poténcia de U e nao a matriz
transposta. Desta expressao, torna-se evidente que os autovalores e autovetores de U
sao de grande importancia; porém, devemos salientar desde ja que a matriz U nao é
simétrica e, portanto, os seus autovetores nao seguem as regras tradicionais da algebra
mais basica. Embora exista apenas um conjunto de autovalores para U, sendo este
(N + 1)-dimensional, ha dois conjuntos distintos de autovetores desta matriz: os pela
direita e os pela esquerda.

Deste ponto em diante, vamos numerar os autovalores de U, A\, com um indice
inteiro r entre 0 e N, denotando-os de A,. Além disso, denotaremos os autovetores
pela direita de U por @ ,, com o indice r correspondendo ao autovalor de cada autovetor
especifico; note que os @, sao vetores coluna e se assemelham com a expressao de 1_D>t

N
dada em 3.9. Denotaremos os autovetores pela esquerda por b ,, lembrando que estes
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sdo vetores linha. Temos entao:

Ud,=\ad, (3.18)

— —
b, U=A\Db,. (3.19)

Para lidar com a algebra deste espaco (N + 1)-dimensional eficientemente, vamos
agora escrever a sua regra de identidade e de produto interno, ambas um pouco dis-

tintas do que o usual para uma matriz simétrica.

N 1 N

Z — 3, b,=1, (3.20)
T,

r=0

Y, T =T, (3.21)

Ly = tmbym. (3.22)

Na expressao 3.20, I ¢ a matriz identidade (N + 1) x (N + 1)-dimensional, a,,
. L . — . L, . -
designa o m-ésimo componente de a’, e b, designa o m-ésimo componente de b ,.
Levando em conta esta &lgebra, podemos projetar um vetor de probabilidades no es-
H
paco de autovetores. Em particular, utilizando 3.20, podemos escrever P da seguinte

forma;

N
1
Fo=Y" (F—?r : ?0> T (3.23)

Agora, podemos simplesmente propagar T))O multiplicando 3.23 por U e utilizando
3.18:

N
1
P,=UTP;=> X\ (—?T : 1_50) @y (3.24)

O problema entao se resume a encontrar os dois conjuntos de autovetores a, e ?T
e os seus autovalores A, correspondentes. Uma vez encontrados estes, pode-se sempre
utilizar 3.24 para encontrar qualquer probabilidade futura. Quando é do interesse
saber uma probabilidade de transicao especifica dado um estado inicial ng, precisamos
realizar a seguinte operagao de reconstrucao de um componente n-ésimo especifico do
vetor de probabilidades:
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N

1
Pno,n (t) = Z F_brnoarn/\t~ (325)
r=0 "

Manipulando a Matriz de Evolugcao Temporal A matriz de evolucao temporal
U, conforme definida em 3.11 na pagina 20, pode ser escrita de uma forma mais pratica
se consideradas as simetrias das expressoes de 3.7. Veja, em particular, que podemos

reescrever &, (n) da seguinte forma:

n(n—14+N)+ (N—-n)(N—n—1+Np)]
N(N+ No+ Ny —1)

fo(n)=1+(1—p){ —1}. (3.26)

Nesta equagao, ja é possivel verificar que serd préatico redefinir o nosso problema

mapeando U em uma outra matriz W de acordo com:

1—p

U=1+ W, 3.27
N (N + Ny+ Ny — 1) (3:27)
onde [ é a matriz identidade e W ¢é dada por:
ko (0) k_(0) 0 0
fe (1) ko(1) k(1)
0 2 :
W= . it (2) , (3.28)
: ’ k_ (N —2) 0
: o ke (N—=1) ko(N—-1) k_(N-1)
0 0 ki (N) ko (V)

com os k encontrados ap6s manipulagao algébrica:

ko= —2n(N —n) — Ny (N —n) —nNy
iy =(N—-n+1)(n—1+Ny) . (3.29)
ke=(N—-n—14Ny)(n+1)

Estas expressoes sao notavelmente mais simples do que as expressoes para os &,
pois com o uso de W, evitamos completamente a dependéncia em p. De acordo com o
mapeamento 3.27, os autovetores de W, tanto pela esquerda quanto pela direita, sao

os mesmos de U; porém, os autovalores devem ser corrigidos de acordo com:

I—p

A= 1
NN TN M1

i (3.30)
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Aqui, p, sdo os autovalores da matriz W associados ao autovalor A\, de mesmo
autovetor de U. Estas manipulagoes iniciais facilitarao significativamente a tarefa de

encontrar os autovalores e autovetores de U.

Autovalores da Evolugao Temporal Para encontrar os autovalores de W, uti-
lizamos o software Mathematica para alguns célculos em varios casos de N para obter
varios conjuntos de autovalores de W. Retratamos alguns destes conjuntos, ordenados

em forma decrescente de u,., na tabela 3.3, na qual T = Ny + N;.

| N [ Conjunto de Autovalores

2 [{0,—-70, 2(T+1)}

4 140,-7, ,—3(T+2),—4(YT +3)}

—2(T+1),-3
6 {0,—T,—2§Ti1;,—3(T+2),—4(T+3),—5(T+4),—6(T+5)}
7110, -T, 2(T+ 1), 3(T+2), 4(T+3), 5(T+4), 6(T+5), 7(T+6)

)

Tabela 3.3: Alguns conjuntos de autovalores p, para diversos valores de N. Note que
T = NO + Nl-

Nota-se imediatamente que os autovalores sao gerados a partir de uma mesma
formula que independe de N, sendo que N s6 especifica quantos elementos gerados
pela mesma formula sao relevantes. Além disso, observando a tabela 3.3, a formula

para os autovalores torna-se evidente:

pr = —r(r+ No+ Ny —1). (3.31)

Nesta expressao, r ¢ um nimero entre 0 e N. Desta forma, podemos utilizar 3.31

em 3.30 e obter os autovalores A\, da matriz evolugao temporal U:

7"(7”+N0+N1—1)
N(N+Ny+ N, —1)

Comprovamos esta formula em muitos outros casos e optamos por nao relatar estes

A =1—(1-Dp) (3.32)

aqui. Explicamos aqui a maneira pela qual os autovalores foram obtidos apenas. Uma
demonstracao mais rigorosa usando 3.28 provavelmente é possivel, mas ainda nao cheg-
amos em tal demonstracio até este ponto do trabalho. E também possivel confirmar a
consisténcia deste resultado utilizando a invariancia do traco da matriz U (ou mesmo
W), o que garante que o seu trago deve ser igual & somatoria dos autovalores. A
expressao correspondente leva, depois de algumas manipulagoes, a um resultado com-
pativel com os u,. e A\, propostos; esta, é claro, nao seria uma demonstracao rigorosa.

Neste ponto, ja é possivel demonstrar que o valor de p deve introduzir uma correcao
linear na escala do tempo para p proximo de 1. Para tanto, lembramos que nenhum

dos valores possiveis de u, pode depender de p, pois W independe de p. Agora veja
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que a dependéncia temporal das probabilidades é dada, de acordo com 3.24, por A:.

Assim, temos uma dependéncia temporal do tipo:

T(T+N0+N1—1) !
N (N + Nog+ Ny —1)

MN=[1-(1-p) (3.33)

Agora veja que, se p estd proximo de 1, entdo esta expressao pode ser aproximada
para 3.34, contanto que r (r + Ny + Ny — 1) seja da ordem de N(N + Ny+ N; — 1) ou
menos, 0 que sabemos que é verdade, pois 0 < r < N. Portanto:

tpy o NN bR el (3.34)

Desta forma, comprovamos o que vimos nos resultados numéricos sobre a atuagao
do fator p: o seu complementar a um é um fator de escala linear no tempo, de fato.
Infelizmente, por causa da natureza da poténcia envolvida em 3.33, nao podemos
dizer o mesmo para o intervalo todo de p e qualquer N. Isto é razoavel e segue
a nossa intuicao, pois afinal, para valores arbitrarios de p, a probabilidade de nao
acontecer nada em varias etapas da dinamica seguira uma distribuicao de Poisson, e a
probabilidade de ocorrer algo sera sempre a complementar desta; assim, nao obteremos
uma expressao tao simples quanto 3.34. No caso geral, a atuacao de p ainda depende
do valor de r, pois nao ha como separa-los em 3.33.

Ha ainda uma outra forma interessante de observar 3.33. Cada fator AL esta asso-
ciado a um autovetor @, e carrega significado a respeito do comportamento no tempo
de cada um dos @,. Em particular, todos os A, seguem p < ), < 1. Os autovalores
A = 1 representam autovalores que sao autoestados da dindmica e, desta forma, per-
manecerao sempre presentes para tempos muito grandes. Portanto, a estes autovalores
estao associados os autovetores assintoticos no tempo do nosso problema. Todos os
outros autovalores sao transitorios, com AL < A, < 1, e sdo referentes a dindmica que
se observa no inicio de todas as simulagoes.

Podemos ainda realizar uma anélise grosseira de tempo de estabilizacao da dinamica
baseando-se em algo parecido com o que fizemos para a expressao 3.34. O autovalor
correspondente ao autovetor cuja presenca cai mais lentamente - aquele que perduraréa
por mais tempo - é o de r pequeno; assim, se voltarmos a 3.33 e considerarmos N > 1,

temos agora a relagao:

7"(7’+N0+N1-1)

< 1 3.35
N(N+ Nog+ Ny —1) (3:35)

Desta forma, vale a equagdo: (note: por uma razao diferente de 3.34).
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—(1-p) r(r+No+Ny—1)

N~ e N(NTNo A D¢, (3.36)

Nesta equacao, vemos agora que, independentemente do valor de p, a dinamica

estabiliza-se com um tempo caracteristico seguindo:

A~ e, (3.37)
com

N (N + Ny + N, — 1)

T r(r+ No+ Ny —1) (1=p). (3:38)

Esta relagao nos diz que a rede estabilizarda em um tempo da ordem de aproxi-

madamente N2 no caso livre em que Ny = N; = 0, e que a influéncia de 1 — p volta
a ser linear no tempo para N grande, se considerarmos apenas a grandeza tipica de
estabilizacao da rede. Vale lembrar aqui que as observacoes de antes ainda valem:
1 — p exerce fator de escala linear apenas para este calculo e considerando r < N;
para os outros autovalores, a expressao 3.33 nao ¢é tao informativa.

Uma outra observacao interessante de 3.38 é que, se um dos Ny ou N; forem nao
nulos, entao o autovalor A\; deixa de corresponder a um autovalor assintético e passa
a ser autovetor com maior tempo de vida da dinamica. Se os valores de Ny ou Ny
forem muito inferiores a N e proximos de 1, teremos um 7 maior até do que o maximo
7 no caso em que Nyo = N; = 0; porém, se Ny ou Ny nao forem proximos de 1, a
expressao 3.38 indica que a estabilizagao da dinamica sera mais rapida do que no caso
No=N; =0.

Autovetores da Evolucao Temporal Para encontrar os autovetores do nosso
problema, retornaremos a matriz auxiliar W definida por 3.28 e 3.29. Em particu-
lar, veja que podemos escrever uma equacao mestra semelhante a 3.7 na péagina 19
com os k de 3.29 e entao, utilizando os p,., chegar em uma relacao de recursao que
deve ser satisfeita pelos componentes a,,, de cada um dos autovetores a,. Note que

a expressao depende, naturalmente, de r também:

m+1)(N+No—n—1)ar 1 =20 (N —n) + Ny (N —n) + Non — p,]| @,
—(N—=n+1)(Mi+n—1)a, 1
(3.39)
Uma expressao inteiramente analoga pode ser encontrada utilizando W transposta

para os autovetores pela esquerda, que satisfazem:
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(N —=n) (N1 +n)brpi1 =[(N—=n) (N1 +n)+n(N+ No—n) — pi] by,

3.40
—n (N -+ NU — n) brynfl ( )

A resolucao destas relacoes de recursao pode ser feita utilizando um raciocinio
inverso ao de Frobenius. Vamos converter 3.39 em uma equacao diferencial propondo

uma funcao geratriz:

N

P, (z) = Z Ay X" (3.41)

n=0
Agora, multiplicaremos 3.39 por =™ e somaremos sobre m. Todas as expressoes
resultantes podem, apds alguma manipulacao algébrica, ser escritas em termos de

P, (z) de 3.41; obtemos assim a seguinte equagao diferencial:

dQP“(x)+[(1 LN - No)— (14 Ny — N) o] @)

dz? dx

z(1—1z) +[NN1—1’fx]  (2) =0
(3.42)

E interessante notar aqui que a equacio 3.39 foi convertida em 3.42 considerando
que foram aplicadas duas condicoes de contorno: a,y4+1 = 0 e a,_; = 0. Isto é
necessario para que a relagao de recursao 3.39 valha até mesmo nas extremidades do
nosso problema; note que teoricamente, estes componentes a,, com n < 0 oun > N
nem sequer existem, mas foram criados para fins de calculo. As duas condicoes de
contorno nos dizem, a partir dos k de 3.29, que qualquer a,, comn < —loun > N+1
também é nulo.

Se u, = 0, entdo a equacao 3.42 torna-se uma equacao hipergeométrica de solugao
conhecida. Nesta situacao, temos de considerar ainda dois casos distintos. Primeira-
mente, se N1 # 0 ou Ny # 0, entao p, = 0 implica r = 0, e as duas solucoes linearmente
independentes sao construidas com base na série hipergeométrica, que escreveremos

com simbolos de Pochhammer:

Po(l’):F(—N,Nl,l—N—No,IE) (343)
Py (z) = aWHNO)F (Ng, N + Ny + Ny, N + Ny +1,2) '
com
o0 {n} p)ind on
(a,b,c,2) Z {(n}) ok (3.44)
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I'(a+n) (a+n—1)!
L(a)  (a—1) °
(3.45)

Das duas solucoes 3.43, aquela que ¢ do interesse é apenas a primeira, uma vez que

(@™ =a@+1)(a+2)...(a+n—-2)(a+n—1) =

a segunda tem expansao cujas poténcias comecam necessariamente em N + Ny e nao
podem portanto ser interpretadas como componentes dos nossos autovetores.
Por outro lado, se Ng = Ny = 0, entao p, = 0 implica r = 0 ou r = 1, e a equagao
diferencial 3.42 torna-se:
2
L0 ng) +(1—N) dpéf)

Esta equagiao admite as duas solugoes Py (z) = 1 e P (z) = 2V, que representam

~0. (3.46)

as duas situacoes da rede possiveis para redes livres: uma em que n = 0, ou seja, a
rede toda encontra-se no estado 0, e outra situacao em que n = N, ou seja, todos
os elementos da rede encontram-se no estado 1. Neste caso, as duas solugoes sao
relevantes.

Enquanto que as solugoes com p,. = 0 carregam informagoes a respeito do compor-
tamento assintotico do problema, pois A\, = A\ = 1 neste caso, devemos considerar
3.42 para p, # 0 para obter todos os autovetores a,. Passa a ser necessaria uma

mudanca de varidveis:

1
P (@) = e ()

(3.47)

Colocando 3.47 em 3.42, obtemos a seguinte equagao:

2
r1-0 D oo T cop =0 Gay)
p=1—r—DN
b=1—r—N—Ny—N, . (3.49)
b=1-N—-N,

A equacao 3.48 é uma outra equagao hipergeométrica e tem como solucao duas
expressoes do tipo 3.43, mas com parametros modificados. Consideramos novamente
que uma delas nao faz sentido para o nosso caso, uma vez que ha uma poténcia do
tipo VT No multiplicando a fun¢do hipergeométrica, o que faz com que os coeficientes
da expansao excedam as nossas poténcias procuradas. A expressao adicional do tipo

(1 — 2)™“ que aparece na frente ndo muda isto, pois a expansao desta fungao ao redor
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de 0 mostra que s6 ha poténcias ' com ¢ > 0. Desta forma, a funcao geratriz para
pr 7 0 &

1

B (.T) (1 _ x)(T+No+N1—1)

F(l—T—N(],l—T’—N—NO—Nl,l—N—N(),.T).
(3.50)
Cada uma destas funcoes pode ser expandida em série de poténcias de x, o que

— 01e .
resulta nos componentes dos autovetores a’,. Utilizaremos, sempre que possivel, a

notagao de Pochhammer de 3.45:

. i (No —+ N1 +r— 1>{n—p}

firn D,, 3.51
— (n — p)! P (3.51)
com
po— D WNo+r— p) P (N + Ny + Ny + 7 —p) 552
Coop (N + Ny —p)¥ :
e
p=min[n, Ng+r—1]. (3.53)

Note que estas expressoes sao sempre validas e resolvem o problema de encontrar os
H aqe ’ . z 2z :
a »; para que estes autovetores tenham utilidade, porém, ainda é necessario encontrar
é
os b,. Para tanto, voltaremos a equagao 3.40 e definimos uma outra fungao geratriz

¢r (x), inteiramente analoga a de 3.41:

N+No—1
Qr(x)= Y bya” (3.54)
n=—Ni+1

E importante notar que os limites da somatoria neste caso nio sao triviais. Isto
ocorre porque, para manter a equacao diferencial consistente com o nosso problema
e fazer com que a relacao de recursao 3.40 valha em todo lugar, escolhemos como
condicoes de contorno que b, _n, = b, n1n, = 0. Isto, de acordo com os k de 3.29,

garante que todo b, com n < —N; e n > N + Nj seja nulo.
Realizando agora a multiplicagao de 3.40 por 2" e somando em n, chegamos, apds

manipulacao algébrica cuidadosa, na seguinte equacao diferencial:

v (1= ) PLE) (1= 2) [(N = Ny +1) — 2 (N + Ny — 3)] 4264

i [(N-H)

3.55
M—NNﬁurﬂ:(NJrNo—l)}Qr(m)zo. (3.55)

T
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Esta equacao diferencial nao-homogénea é de dificil manipulagao, e faz-se necessario

utilizar a mudanca de variaveis:

2(1=N1)

Esta mudanca de variaveis faz com que 3.55 se tranforme numa equacao diferencial

hipergeométrica do tipo 3.48, com parametros ¢, ¢ e 1) dados por:

p=1—r—»N
p=1—r—N—-—Ny—N; . (3.57)
Yv=1—-N-—-N;

Desta forma, se desprezarmos novamente a segunda solucao linearmente indepen-
dente devido & presenca de poténcias muito maiores do que as nossas, restritas entre

2t com 0 < i < N, a funcio geratriz 3.54 é:

(1-Ny)
x
Qr(z)=—FF((1—-r—N,1l—r—N—-Ny—N;,1—N—Ny,z). (3.58)
(1 o x)(?”Jrl)
Esta solucao pode, assim como 3.50, ser expandida em série de poténcias de z para
_)
a obtencao dos componentes b,, dos b ,. Ha uma situagao que deve ser tratada em
particular, que é a de Ny = N; = 0; nesta, as duas solugoes, que devem ser tratadas

separadamente, sao:

1 —N
1 —N+2
1 —N+14
Z}o =1 : 71 = : (3.59)
1 N —4
1 N —2
1 N
No caso em que Ny # 0 ou Ny # 0, a expansao em série de poténcias de 3.58
fornece:
P r
=3 (n _p+ M)' }Dp, (3.60)
p=0
com
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oo (N - ) (N + Ny + Ny 47— p)t# .
P p' (N+N1 _p){p} ) .

p=minn+ Ny —1,Ny +r—1]. (3.62)

Todos os valores, incluindo by e by, estao sempre de acordo com a solugao numeérica
e até com diagonalizacoes algébricas diretas realizadas no Mathematica para matrizes
W pequenas.
Ainda é possivel normalizar o autovetor assintotico (com A = 1) para o caso em
que Ny e Ny sao diferentes de zero. Neste caso, obtemos:
XN: - (No—1)! (N + No+ Ny —1)!
. =

(N+No— Dl (No+ Ny — 1)) (3.63)

n=0
Desta forma, assintoticamente, podemos definir uma densidade de probabilidade p

dada por:

(Ny+n—11(N+Ny—n—1)!

p(n) = C(N, No, V1) N )l (3.64)
com constante de normalizagdo C (N, Ny, N1) dada por:
N! (Ng+ Ny —1
C(N, Ny, Ny) = C(N, Ny, Ny) = o + N — 1) (3.65)

(N+No+ N, — DU (N, — ) (Np — D)1

A formula 3.64 corresponde rigorosamente aos resultados numéricos obtidos através

de estatistica de simulacoes.

3.2.4 Generalizacao para Ny e N, nao-inteiros

Do ponto de vista da genética de populacoes, seria interessante considerar a possi-
bilidade de as taxas de mutacao associadas com os nés de estado interno fixo as-
sumirem valores quaisquer e nao s6 os nimeros racionais py = No/ (N + No+ Ny — 1)
e iy = N1/ (N + No+ N; —1). No nosso modelo, obtivemos uma solu¢io para estes
casos automaticamente, uma vez que as nossas equagoes diferenciais para p,. (z) e ¢, (z)
sao perfeitamente validas para valores reais quaisquer de Ny e N;. Além disso, para
as expressoes de d,, € b.,, podemos substituir diretamente Ny e N; por grandezas
reais qp e q1, escrevendo as probabilidades em termos de fungoes gama. Para as dis-

tribui¢oes de probabilidade de equilibrio (autovetores com A = 1), obtemos, desta
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forma, a expressao:

_ N I'(q +n) I(N + g0 —n)
Pn) = (N —n)! nl D(q) T(N +q0) (3.66)

Nesta expressao, qo e ¢; podem ser quaisquer dois ntmeros reais que definam as
taxas de mutacao. O caso em que gy = ¢; representa mutacoes sem preferencialidade,
nas quais um estado pode ser alterado para 0 ou 1 com igual probabilidade. Se
do # ¢1, as mutagoes tendem a um dos alelos (equivalente ao nosso estado interno) de
um gene, em um problema genético tipico. Podemos interpretar este caso como um
favorecimento por selecao natural de um dos alelos. Uma das vantagens de mapear o
problema de genética de populagoes, no qual deriva genética e mutagoes competem,
¢ que podemos subseqiientemente considerar estruturas diferentes de redes. A figura

3.22 indica alguns exemplos da expressao 3.66 para varios valores nao-inteiros de Ny
(& Nl-

P(m)

Figura 3.22: Alguns exemplos de P (n) de 3.66 para varios valores de Ny e Nj.

Podemos ainda aproximar a expressao 3.66 para o caso em que Ng < 1e Ny < 1
em dois limites: o primeiro, para n < N, e o segundo, para n > 1. Faremos uso das

seguintes aproximagoes:
L. T(k+e) =T(k)(1+elnk) para € < 1/1In(k) e k inteiro.
2. el'(e) = 1 para ¢ — 0.
3. (1 —z) = n/[sin (7x) ['(x)]
Utilizando as expressoes (1) e (2) em 3.66, temos, para n < N,

NI

N —n—1)!
(N —n)l'n!

P(n)~ (n—1)IN; (1+N11n")( (N —1)!
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NN N & M
= 7n(N—n)(1+N1 Inn) ~ - (1+Nilnn) = N (3.67)
De forma analoga, para n > 1 podemos obter:

Estas duas expressoes nao estao simétricas devido ao fato de que a solucao ainda
nao foi adequadamente normalizada em nenhum dos dois casos. Podemos utilizar a
expressao 3.65 com funcoes gamma no lugar de fatoriais e fazer uso da expressao (3)
para chegar em uma normalizacao:

WF(l)(NQ + Nl) COS (7TN) F(N)[]. + (N() + Nl) IHN]
mNg cos (nN)T'(1)T'(N)[1 + Ny In N|

C(N,Np, Ny) =~

- N0+N1 [1+ (N0+N1)11’1N]
TN [14 Noln N]

_No+ N

N (1 M), (3.69)

Note que esta constante ¢ a mesma, independentemente do limite tomado (n < N
ou n > 1). Dividindo as expressoes 3.67 e 3.68 por 3.69 obtemos:

N1 Ny 1
e
N1 Ny 1

Uma vez obtidas estas duas solucoes, podemos somé-las e obter trivialmente uma
excelente aproximacao para qualquer n entre 0 e N dada por:

p(n) ~

N1 Ny ( 1 1
T No+ N

nl—Nl (1N11HN)+(]V_77/)1—]VU(1N01HN)> (372)

A figura 3.23 mostra uma comparacao da solucao exata com esta aproximagcao para

um caso em que Ng = N; = 0,01 e N = 100; a correspondéncia é excelente.

3.2.5 Analise de redes complexas através de valores efetivos de N, e N;

Se a dinamica de dois estados internos utilizada até este ponto for estendida para
redes mais complexas, teremos problemas sérios para repetir a anélise feita até este
ponto, uma vez que a matriz de conectividade irregular destas redes torna uma for-
mulagao analitica intratavel. Mas, sempre que Ny # 0 e Ny # 0, h4 uma distribuicao
de probabilidade assintotica (para t — oo) nado trivial, como no caso da rede total-

mente conectada, e é uma proposta interessante descrever esta curva assintética no
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Figura 3.23: Comparacao de distribuicoes assintoticas de probabilidade da dinamica
para rede totalmente conectada: em preto, curva obtida exatamente através da formula
3.65 e em cinza, curva aproximada com 3.72 para Ny = N; = 0,01 e N = 100.

formalismo de uma rede totalmente conectada.

Isto pode ser conseguido de uma forma bastante imediata. Quando, em redes mais
complicadas, temos nos cujo estado interno esta fixo, estes nos exercem uma influéncia
na rede que nao é igual a exercida por um elemento de uma rede totalmente conec-
tada. Podemos entao ajustar dois parametros (No),; e (N1),;, que chamaremos de
valores efetivos de Ny e Ny, estes sendo ntimeros nao-inteiros tais que a distribuicao
assintotica de 3.65 imite de uma forma bastante satisfatéria uma curva assintética de
probabilidade obtida para uma rede nao-totalmente conectada com Ny e N; inteiros
dispostos de uma forma complexa na rede. Ao longo de nossas proximas secoes, que
estudam a dinamica de outras redes mais elaboradas do que a totalmente conectada,
faremos esta analise varias vezes e veremos que, para redes sem cardter extenso, é
possivel ajustar (NO)ef e (N1)ef tais que a distribuicao assintotica de probabilidade

¢ muito bem explicada pelo nosso modelo. Discutiremos as implicagoes destas com-

paracoes na conclusao deste trabalho, apés uma anélise de todos os dados referentes
as outras topologias.

3.3 Dinamica em Rede Aleatoria

3.3.1 Criando a Rede

Redes aleatorias, ja explicadas no capitulo 2, sao boas aproximagoes para um grande
ntmero de sistemas reais. Assim sendo, é de interesse investigarmos como se comporta

a dindmica de um sistema destes. Infelizmente, nenhuma tentativa de solucionar o
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problema analiticamente baseado na equacao 3.4 na pagina 18 terd sucesso, uma vez
que a matriz de conectividade ( é aleatoéria.

Uma abordagem numérica é imediata e pode ser realizada com uma modificagao
bastante simples do algoritmo utilizado para o problema totalmente conectado. De
fato, podemos utilizar exatamente as mesmas varidveis, adicionando uma série de
nimeros inteiros vy (i), com 1 <14 < N, que designa o nimero de vizinhos do i-ésimo
no da rede. O algoritmo deve entao ser modificado de forma tal que a selecao de 7.y,
o elemento a ser copiado, deve ser feita considerando 1 < i.,, < v (ig), onde iy €,
como ja definido anteriormente, o n6 que tera seu estado interno atualizado. Em uma
rede totalmente conectada, vy (1) = N + Ny + Ny — 1; em geral, como em uma rede
real, este nao é o caso.

Uma vez modificado o algoritmo para incluir vy (i), basta entdo gerar uma rede
aleatoria com uma probabilidade de conexao p. > 1/N e preencher a matriz de viz-
inhos v (7, 7) de uma forma representativa. Resumidamente, utilizaremos a seguinte

seqiiéncia para realizar esta tarefa:

1. Criaremos uma lista de pares de ntimeros inteiros que contenha os indices dos nos

ligados por todas as conexoes possiveis. A lista segue o formato
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(N—=2,N—=1)(N —1,N)}

onde para todo par (i, 7) vale i < j, € hd Neopexges = N (IV — 1) /2 pares de indices.

2. Inicializamos uma rede completamente sem conexoes, para a qual vy (i) = 0 para

todo 7.

3. Varremos a lista de neonexges UMa por uma e sorteamos, para cada par (1, j),
um nimero real z. Se z < p., entao adicionamos uma conexao entre aquele par
particular de indices, adicionando 1 em vy (i) e em vy (j) e fazendo v (i, vy (7)) = j

e v (j,vg (j)) =1i. Se z > p,., entdo nao ocorre nada.

Esta seqiliéncia gera os dados necessarios para simular a dinamica de redes aleatérias
de acordo com os mesmos algoritmos ja explicados na secao de dinamica de redes

totalmente conectadas.

3.3.2 Abordagem Numérica

Podemos implementar o algoritmo utilizado para redes totalmente conectadas de uma
forma imediata. Voltando a pagina 23, temos de considerar a possibilidade de que o
estado inicializado seria um pouco viciado, uma vez que os nés numerados de 1 a N

sao inicializados de forma tal que os nés de 1 a ny tém estado interno 1, e os numerados
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no+ 1 a N tém estado interno 0. Na realidade, para uma simulacao adequada, seria
necessario sortear quais dos N elementos livres tém de fato estado interno 1; isso nao
foi necesséario antes devido a indistinguibilidade dos elementos da rede na topologia
totalmente conectada.

A partir de agora, faz-se necessario* inicializar os estados o; da rede com o seguinte

algoritmo de sorteio aleatoério:

1. Zerar todos os 0; com 0 <7 < N.

2. Realizar os seguintes passos ng vezes:

(a) Sortear um ntmero [ entre 1 e V.
(b) Enquanto o; = 1, sortear um outro nimero [ entre 1 e N.

(c) Estipule o, = 1.

3. Inicialize o; com 0; = 1 para N +1 < i < N 4+ Nj e, finalmente, o; = 0 para
N+ Ny +1<i< N+ Ny+ Np, de acordo ainda com o método de inicializagao

proposto anteriormente.

Estes comandos bastante simples farao com que o estado inicial seja embaralhado entre
os nos com estados internos livres. Note que os elementos com estados internos fixos
ainda continuam indexados da mesma forma.

Podemos entao efetuar a dinamica de acordo com o algoritmo estipulado anteri-
ormente. Note que escrevemos o algoritmo j& pensando na possibilidade de simular
topologias diferentes, nas quais k; # N + Ny + N; — 1 como na rede totalmente conec-
tada.

Os resultados para redes aleatérias se mostraram bastante interessantes: eles sao
idénticos as simulagoes realizadas para a rede totalmente conectada. Tipicamente, se
considerarmos uma rede de N = 200 e probabilidade de conexao de p > 0,005, de
acordo com a regra para formacao de supergrupo vista no capitulo 2, todas as figuras
de simulacoes de redes totalmente conectadas sao reproduzidas para redes aleatorias,
independentemente se escolhemos, digamos, p = 0,75 ou p = 0, 1.

Isto faz sentido: a rede aleatoria simplesmente condensa parte da aleatoriedade ao
selecionar um elemento para copiar em sua topologia, nao afetando significativamente
o processo de copia que acontece em uma rede totalmente conectada, contanto que
haja nimero aprecidvel de conexdes ainda presentes entre os elementos. Isto mostra

que as redes aleatorias sao muito bem representadas por redes totalmente conectadas,

+Na realidade, na rede aleatoria ainda poderiamos ter usado o método anterior para
inicializar a rede, uma vez que a topologia ¢é aleatoria e a aleatoriedade nao traz consigo
nenhuma tendéncia para influenciar a dinamica.
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o que da& grande abrangéncia a todos os resultados discutidos até este ponto, seja
considerando Ny = N; = 0 ou nao. Optamos por nao reproduzir nenhum resultado
aqui justamente porque nao ha absolutamente nenhuma diferenca entre o que ja vimos

até este ponto e os resultados para redes aleatorias.

3.4 DinAmica em Rede Reticulada

3.4.1 Criando a Rede

Redes reticuladas sao bastante simples em sua esséncia e podem ser geradas de forma
bastante imediata. Na nossa andlise, consideraremos redes de uma, duas ou até trés
dimensoes, e sempre com a simetria mais simples possivel, a ctibica. Caracterizaremos
a rede por dois parametros: o nimero a de elementos que perfaz uma aresta da rede e
a distancia minima d para que haja uma conexao entre dois elementos. Estipularemos
que a distancia entre os elementos da rede mais adjacentes é sempre unitaria. Alguns

exemplos de redes bidimensionais pequenas estao retratados na Figura 3.24

7/ W7/

/
AVA

7
%
4

R

i
SN

< IIEXY
Tk ‘z@.‘

X

AN

Y

e

%2
/

™
¥
}}
Ve
73
i
%5

7]
e
v,
‘35

\
ol
A
U
Yt
A

03 4
N\
Ao
”7/,}’

4

Y//‘
X7

2
AN

A
% »

PCAS

A
'ﬁ
7
e

AN
I

35

<

53
<
N

A7
<X QIA
2]

6

%v;

7
<A
4
NAT
e
N
N
vxg i
SN
Lf’ll\’
A7 TREY
SRR

J
A
7/
A
<

S
a X%
%

Q=i

~"‘\‘!f“ A
gﬁ

5
T
Al

0

2

Y

Figura 3.24: Exemplos de redes reticuladas bidimensionais com a = 7 (49 elementos na rede). Da
esquerda para a direita, temos: 1 < d < \/i, V2<d<2ev6<d<2V/2.

O algoritmo para gerar estas redes é simples:

1. Inicializamos uma rede completamente sem conexoes, para a qual vy (i) = 0 para
todo 1.

2. Dispomos os elementos da rede espacialmente utilizando um, dois ou trés loops

de programa, dependendo da dimensao da rede reticulada.

3. Para cada i-ésimo elemento da rede, realizamos as seguintes operacoes:

(a) Consideramos todos os j-ésimos elementos da rede, com ¢ # j, medindo a

distancia d;; entre estes dois elementos.

(b) Se d;; < d, entao fazemos vy (i) = vy (1) + 1 e v(i,vg (i) = j. Se dij > d,

entao nao adicionaremos nenhuma conexao.

54



Primeiramente, vamos analisar redes com Ny = N; = 0, nas quais s6 ha elementos
livres; depois, ha interesse no estudo de redes com elementos com estado interno fixo.
Na rede totalmente conectada os elementos sao indistinguiveis, e nao h4 a duvida
sobre onde posicionar os nés de estado fixo; na rede aleatéria, também ha uma indis-
tinguibilidade como conseqiiéncia do efeito médio da aleatoriedade das conexoes, mas
na rede reticulada, o posicionamento dos elementos de estado interno fixo é altamente
relevante.

Optamos por investigar o que ocorre em interfaces compostas de elementos com
estado interno livre que ligam um hiperplano com estado interno fixo a um outro
hiperplano com estados fixos no estado oposto. A figura (3.25) ilustra esta idéia e
mostra estas interfaces entre duas regides com estado interno fixo. Nestas interfaces,
optamos por redes com d = 1.

i

R o=

P TRL 9L Tk Tk TRl [T

peees

ﬁt@ﬁﬁm’

1 - s
il o=0 (0000000 imM5=0

‘M 5=0

Figura 3.25: Exemplos ilustrativos de redes reticuladas livres com extremidades ligadas a regioes de
estado interno fixo. Para conveniéncia, optamos por d = 1; claro que estas interfaces podem existir
para d > 1 também.

No caso em que Ny = N; = 0, nao consideramos condicoes periddicas de contorno
nas quais os elementos de uma extremidade da rede estao conectados aos elementos da
outra extremidade da rede: era desejado observar justamente a influéncia da extensao
da rede na dinamica. No caso das interfaces também hé a possibiliade de condicoes
periodicas de contorno, mas esta nao foi explorada. Na realidade, o caso de interfaces
sempre recai, por simetria, sobre uma média de um problema unidimensional, e de-
cidimos, por esta razao, realizar uma andalise cuidadosa da interface unidimensional.

As outras interfaces foram exploradas numericamente, mas sem muitos detalhes.

3.4.2 Resolucao analitica de redes reticuladas unidimensionais

Existe um caso especifico de redes reticuladas que ainda pode ser resolvido analiti-
camente de forma aproximada. Trata-se do caso em que d = 1, ou seja, apenas 0s

vizinhos mais proximos estao conectados entre si, e ha apenas uma dimensao. Desta
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forma, todos os N elementos livres estao dispostos em sequéncia e h& apenas duas
possibilidades interessantes no que concerne os nos de estado interno fixo. Primeiro,
pode nao haver elementos cujo estado interno é fixo. Este caso nao é tao simples e nao
serd abordado analiticamente aqui. Na segunda possibilidade nao-trivial, h4 um no6
com estado interno fixo em 0 em uma das extremidades da rede linear e um né com
estado interno fixo em 1 na outra extremidade. Estas possibilidades estao retratadas
na figura 3.26.

N elementos Livres

Figura 3.26: Possibilidades de redes reticuladas unidimensionais com d = 1: extremi-
dades fixas ou nao.

Para especificar um estado de uma rede com este aspecto, basta informar até que
ponto da rede ha estados 1, o que na realidade ¢é idéntico ao calculo proposto em 3.5.
Note que, ao utilizar esta especificacao de um estado, estamos considerando apenas
estados nos quais nao ha "buracos", ou seja, os inicos estados acessiveis para esta rede
sao aqueles em que os noés até um certo ponto na cadeia linear estao em um estado, e
deste ponto em diante em outro. Claro que, uma vez que d = 1, a rede sempre tendera
a um estado deste tipo. A figura retrata alguns estados possiveis, assim como um que

nao esta sendo considerado, que possui lacunas.

c=1

!A.l n=>5

e ¢ ¢ ¢ ¢ O O O O 0iO}

Falha indistinguibilidade! . n= 5
eeo0o0e0o0 e e 0! DESCONSIDERADO
Figura 3.27: Possiveis estados para redes reticuladas unidimensionais com d = 1 e

N = 10 com elementos fixos nas extremidades.
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Agora, podemos escrever, para sistemas deste tipo, equacoes para as probabilidades
de encontrar um dado estado n apds t passos da dindmica, de forma inteiramente
anédloga ao que foi feito em 3.7.

A figura 3.28 mostra como é possivel obter, em principio, qualquer estado ap6s um

passo da dinamica, dadas as probabilidades dos estados antes desta atualizacao.

Figura 3.28: Maneiras de obter um estado ap6s um passo da dinamica.

Podemos entdo escrever:

Ptﬂ(n):—Pt(n+1)+(1—%) Pt(n)—l—%Pt(n—l), 0<n<N (3.73)

P1(0) = %Pt (1) + (1 — %) P, (0)

P () = (1= 55 ) RO+ S PV = 1)

Estas equacoes sao consideravelmente mais simples do que as de 3.7, o que é de se
esperar dada a simplicidade do problema. A matriz de evolucao temporal pode ser

escrita como

N-1 1 0
1 N-1 1
1 0 .
U=+ _ 1 . (3.74)

2

: i1 N-1 1
1 1

0 o i N-1

Neste caso, ao contrario do caso da rede totalmente conectada, autovetores e auto-
valores podem resolver o problema de uma forma mais facil: em uma matriz simétrica,

os autovetores pela esquerda e os pela direita sao iguais. Vamos considerar novamente
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que temos um espectro A\, de N + 1 autovalores, indexados com 0 < r < N em ordem
decrescente.

O espectro A, em questao pode ser obtido através de investigacao com o soft-
ware Mathematica, da mesma forma que fizemos anteriormente com os autovalores da

evolucao temporal da rede totalmente conectada. Temos entao:

A = (1 - %) + %cas (ﬁ) . (3.75)

A expressao 3.75 mostra que o espectro de autovalores esté contido entre 1 e 1—2/N.
Uma vez conhecidos os autovalores, podemos agora retornar a equagao 3.73 e escr-

ever a relacao:

1 1 1
Wank,l + (1 — N) Qr g + Wankﬂ = )\raﬁk. (376)

Esta equacao é valida, de acordo com 3.73, apenas para k entre 1 e N — 1; porém,
podemos, sem perda de generalidade, tomar a, 1 = a,9 € a,ny = a, N1 € & €quagao
3.76 reproduzird adequadamente as duas equacgoes adicionais de 3.73. Podemos entao

inserir em 3.76 os autovalores de 3.75 e multiplicar tudo por 2/NV:

r
N+1

A y1 — 2COS ( )ar,k + a1 =0. (3.77)

k

Multiplicamos agora esta expressao por x*, somamos em k de 0 a 1 e definimos a

fungao geratriz:

N

fol@) = apa® (3.78)

k=0
Apo6s um pouco de algebra, e considerando que h& uma simetria do tipo a,ny =

(—1)"a,, chegamos em uma func¢do geratriz que é razao de dois polinémios:

1 — (_1)7’1.N+1

1 — 2z cos (1\7/"11) + z2

fo(@) = ano(1 — ) (3.79)

Esta fungao geratriz pode ser reescrita como?®:

f.(x) :A(1;$> éx’“sin <§T1> (3.80)

A constante de normalizacdo A também pode ser encontrada e é:

5Veja Gradshtein, pg. XXX [16].
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B 1 cos r(2k + 1)m
= garre (e ) (3.81)

Assim, esta encerrado o calculo do caso em que ha elementos fixos, uma vez que
temos a solucao analitica completa para qualquer N. A dindmica tem um carater difu-
sivo que se assemelha a uma funcao de onda de poco de potencial quadrado atenuada
de forma dependente da energia.

Em particular, as equacoes prevéem a existéncia de um autovetor assintotico con-
stante e uniforme que foi, de fato, verificado. Ele é condizente também com a teoria
de rede totalmente conectada, na qual, se Ny = N; = 1, temos uma distribuicao de
probabilidade uniforme como estado assintético.

Além disso, notamos que os nossos calculos sao indicativos de que, mesmo em
redes reticuladas, processos discretos podem ser aproximados por equacgoes bastante
simples de difusao. Nao nos demos ao trabalho de estender esta abordagem para
redes bidimensionais ou mesmo tridimensionais, uma vez que seria necessaria uma
metodologia inteiramente diferente da que estamos utilizando aqui, mas é concebivel

que o aspecto difusivo da dindmica permanecesse inalterado, na média.

3.4.3 Abordagem Numérica

As redes reticuladas podem ser simuladas com o mesmo algoritmo e com o mesmo
codigo paralelo utilizado para as redes totalmente conectadas. Vamos utilizar nova-
mente a mesma maneira de exibir resultados.

Iniciaremos a nossa andlise com um estudo em redes livres (Ny = N; = 0) sobre
a velocidade da dinamica diante de variagoes do nimero de dimensoes, efetuando
simulagoes em redes unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. Em seguida,
partiremos para o caso em que ha elementos fixos, e analisaremos o tinico caso que nos
nos propusemos a verificar, o caso da interface entre duas regioes com estado interno
fixo, e veremos alguns resultados numéricos para a dinamica, verificando que ha uma

perfeita correspondéncia entre o nosso modelo analitico e os resultados numéricos®.

Redes Unidimensionais Livres A figura 3.29 indica uma primeira simulagao uti-
lizando um parametro d = 6. Claro que, se d > N/2, teremos uma rede totalmente
conectada; se d for inferior a N/2, esperamos que a dindmica seja mais lenta, pois ha
um carater extenso da rede que profbe uma dinamica excessivamente rapida. E exata-
mente isto que a figura 3.29 indica: note que a figura representa tempos de até 100000

passos da dinamica, enquanto que uma rede totalmente conectada teria um aspecto

6Este calculo é particularmente simples neste caso, uma vez que as expressdes para a solucio exata néo envolvem
fatoriais, e os autovetores pela esquerda e direita sdo os mesmos. A avaliagdo do nosso resultado analitico torna-se
muito mais facil aqui do que na solucao de rede totalmente conectada.
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nao muito diferente de dispersao de estados se tivéssemos desenhado até apenas 25000

passos da dinamica.

n
200

1=

] 10000 40000 100000 {

Figura 3.29: Dinamica de rede reticulada na qual d = 6, N = 200, Ny = N; = 0; gerada
com Ngips = 1000 e Ngims = 107.

E evidente que, para ds maiores, temos uma dinfmica mais rapida, uma vez que a
rede terd aspecto mais totalmente conectado e o caminho minimo médio da rede sera
muito menor. A rede efetivamente perde o seu carater espacial, o que faz com que
mudancas de estado transitem mais livremente pela topologia. A figura 3.30 indica este
comportamento: nela, tomamos como tempo final 50000 passos da dinamica, metade
da figura 3.29, e observamos uma dinamica muito mais rapida. E natural esperar que a
velocidade da dinamica varie de forma mond6tona crescente com o crescimento de d, até
a tendéncia assintotica quando d > N/2 de obtermos exatamente a dinamica de uma
rede totalmente conectada. Nenhum dos outros resultados encontrados numericamente

foge a esta regra bastante simples.

n

50000

Figura 3.30: Dinamica de rede reticulada na qual d = 50, N = 200, Ny = N; = 0;
gerada com N, = 1000 e ngjpms = 107.

Redes Bidimensionais e Tridimensionais Livres As redes bi- e tridimensionais
analisadas possuem valores de aresta a = 14 no caso bidimensional (N = 196) e a = 6
no caso tridimensional (N = 216). Estes sdo os valores inteiros que resultam em um
numero total de elementos da rede o mais proximo possivel de N = 200, o que facilita

a comparacao com a dinamica observada anteriormente para redes unidimensionais.
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Em ambos os casos, observou-se a mesma dependéncia da velocidade da dinamica
do parametro d. Quando d se torna suficientemente grande (d > av/D/2), onde D ¢é
o namero de dimensoes da rede considerada), temos uma rede totalmente conectada;
a medida em que d decresce, a rede tem conectividade mais extensa e, portanto,
possui dindmica associada mais lenta. A figura 3.31 mostra o caso bidimensional
representativo de nossas andlises, e a figura 3.32 representa os resultados numéricos
para uma rede tridimensional. Note que escolhemos os parametros d da melhor forma
tal que chegassemos proximos ao valor de k; = 12 para a rede da figura 3.29; no caso de
d = 2 bidimensional, temos (k) = 10,5, e no caso tridimensional, temos, com d = 1, 5;
k; = 18, com muitos elementos periféricos com k; < 18 tal que (k) = 13,3, um valor
razoavelmente proximo de 12 que ainda permite comparagoes razoaveis.

A
n
200

100

[

50000

Figura 3.31: Dinamica de rede reticulada bidimensional na qual d = 2, a = 14, N = 196,
Ny = N; = 0; gerada com ng;,s = 1000 e 1, = 107.

A
n
200

100

50006

[

Figura 3.32: Dinamica de rede reticulada tridimensional na qual d = 1,5, a = 6, N =
216, Ny = N; = 0; gerada com ng;ps = 1000 € ngims = 107.

Observamos que a dinamica é consideravelmente mais rapida para redes em dimen-
soes superiores. Note também que a diferenca entre rede bidimensional e tridimen-
sional em termos de velocidade da dinamica é inferior & diferenca de qualquer uma
destas duas com a rede unidimensional, que, de longe, é a mais lenta de todas. Isto
provavelmente deve-se ao fato de que estas redes tém caminhos minimos médios dras-
ticamente reduzidos em relacao as redes unidimensionais, o que ¢ 6bvio a partir de sua

estrutura. E claro que o caso de dinamica em redes extensas, reticuladas em padrao
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cibico ou ainda mais complexo, ja foi estudado com muitas ferramentas estatisticas
diferentes, mas realizar uma analise muito aprofundada aqui esta fora do escopo deste
trabalho. Nossas analises, bastante superficiais, apenas posicionam redes reticuladas

e redes extensas dentro do contexto de redes complexas.

Interfaces entre Regioes de Estado Interno Fixo O caso de interfaces unidi-
mensionais foi estudado exclusivamente na situacao em que d = 1, com estado inicial
n = N/2, de tal forma que nao ha "buracos" constituidos por nos com estado interno
diferente de seus dois vizinhos, como indica a figura 3.27. Foi feito um moédulo sim-
ulador capaz de considerar interfaces unidimensionais, bidimensionais e até tridimen-
sionais. Em todas as instancias, havia um estado assintético uniforme; em particular,
as interfaces unidimensionais apresentam de fato a dinamica analitica que foi demon-
strada anteriormente. Note que este caso é uma excecao na qual nao serd utilizada a
intcializacao da rede por sorteio: os ng nés com estado interno 1 serao considerados
sequencialmente, e nao escolhidos aleatoriamente, como explicado no processo de cri-
acao de redes aleatorias. Todas as outras inicializacoes de rede que nao a da interface
podem utilizar a inicializacao por sorteio livremente.

Inicialmente, vamos apresentar dois conjuntos de resultados para redes unidimen-
sionais com N = 60, sempre com Ny = N; = 1 dispostos nas extremidades e iniciando
a rede com n = 30 contados a partir da extremidade com N; = 1. Os primeiros
dados, apresentados na figura 3.33, foram obtidos numericamente; esta figura deve ser
comparada com a da imagem 3.34, correspondentes & mesma dindmica avaliada com

a solucao exata de 3.81.

Figura 3.33: Dinamica de interface reticulada unidimensional na qual d = 1, N = 60,
Ny = N; = 1; gerada com ngips = 500 € ngims = 107.

] 7500 30000 75000 {

Figura 3.34: Dinamica de interface reticulada unidimensional na qual d = 1, N = 60,
Ny = N; = 1; gerada com ng;,,s = 500 e solucao analitica exata.
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3.5 Dinamica em Rede Mundo Pequeno

3.5.1 Criando a Rede

Para criar uma rede mundo pequeno de acordo com o algoritmo de Watts-Strogatz
ja discutido anteriormente, bastam alguns poucos passos a mais do que uma rede
reticulada. Como temos uma probabilidade p. de realocacao de cada uma das conexoes
existentes, precisaremos criar uma lista de todas as conexoes da rede, para entao varrer
esta lista e realocar aleatoriamente. Note que a rede de Watts-Strogatz é gerada a
partir de uma rede unidimensional com condicoes periddicas de contorno.

O algoritmo para gerar uma rede de mundo pequeno utilizado foi este:

1. Inicializamos uma rede linear, para a qual reconhecidamente vy (i) = 2d para

todo 4; precisamos preencher apenas a matriz de vizinhos v (i, j).
2. Para cada i-ésimo elemento da rede, realizamos a seguinte operacao:

(a) Considerar todos os j inteiros que satisfazem 1 < j7 < d. Sei+j < N,
entdo v (i,j) =i+ j e v(j,i+d) = i; caso contrario, v (i,j) =i+ j — N e
v(ji+d) =N —i.

3. Criamos uma lista de pares de niimeros inteiros que contenha os indices dos noés

ligados por todas as conexoes possiveis. A lista segue o formato
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(N—=2,N—=1)(N —1,N)}

onde para todo par (i,7) vale i > j, e hd ng, = Nd pares de indices.

4. Varremos a lista de n uma por uma e sorteamos, para cada par (7, j), um ntimero
real z. Se z < p., entao realocaremos a conexao entre aquele par particular de
indices, tomando o cuidado de criar uma conexao que ainda nao exista. Para isso,
escolhemos realocar o indice j, sem perda de generalidade, para um outro indice
Jrealoc- Enquanto o par (7, jreatoc) estiver contido na lista de conexdes existentes,

sortearemos outro Jjcqo- €ntre 0 e N.

Quando concluidos estes passos, teremos gerado uma rede mundo pequeno com, na
média, Ndp,. conexdes realocadas. Nao consideraremos nenhum caso em que Ny # 0
ou N; # 0, por simplicidade; haveria bastante ambigiiidade acerca de onde posicionar

os elementos com estados fixos, se optassemos por fazé-lo.

3.5.2 Abordagem Numeérica

Utilizaremos este algoritmo para realizar uma transi¢ao suave entre redes reticuladas e

redes aleatorias, sendo que estas ultimas apresentam a dinimica tipica de uma rede to-
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talmente conectada. Esta transicao suave ¢ controlada pela probabilidade de reconexao
pe: quanto p. = 0, temos uma rede reticulada unidimensional; quando p. = 1, temos
uma rede aleatoria. Vamos verificar como a dinamica se modifica para os seguintes
valores de p.: 0; 0,01; 0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 0,75 e 1,0. Para possibilitar melhor com-
paracao, trabalharemos com uma rede unidimensional com N = 200, Ny = N; = 0,
no = 100 e d = 6 (com (k) = 12), sendo que os ng estados 1 iniciais sdo dispostos
aleatoriamente na rede.

n
200

5 _— \ -
] 10000 40000 100000 ['

Figura 3.35: Dinamica de rede mundo pequeno na qual p. = 0, d = 6, N = 200,
Ny = N; = 0; gerada com ng;,s = 1000 € ngy,s = 5.10°.

n
200

—
100000 !

Figura 3.36: Dinamica de rede mundo pequeno na qual p. = 0,01, d = 6, N = 200,
Ny = N; = 0; gerada com ngps = 1000 € ngipms = 5.106.

n
200

: . -
] 10000 40000 100000 [r

Figura 3.37: Dinamica de rede mundo pequeno na qual p. = 0,05, d = 6, N = 200,
Ny = N; = 0; gerada com ngps = 1000 € ngipms = 5.106.
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Vemos imediatamente a partir destas figuras que a dinamica se torna mais rapida
mesmo para valores bastante pequenos de p.. Considerando p.s ainda maiores, temos
as figuras:

n
200

—~v

0 10000 ' ‘ 40000 ‘ ‘ ‘ ' ' 100000

Figura 3.38: Dinamica de rede mundo pequeno na qual p. = 0,1, d = 6, N = 200,
Ny = N; = 0; gerada com ng;,s = 1000 € ng,s = 5.10°.

n
200

100§

. ’ -
] 10000 40000 100000 tr

Figura 3.39: Dinamica de rede mundo pequeno na qual p. = 0,5, d = 6, N = 200,
Ny = N; = 0; gerada com ng;,s = 1000 € ngy,s = 5.10°.

Nota-se que, com metade das conexoes realocadas, temos uma dinamica consider-
avelmente mais rapida do que a da figura 3.35. Além disso, a din&mica torna-se mais
e mais préoxima da dinadmica de uma rede totalmente conectada, para a qual valem
nossos resultados analiticos. Quando p. = 1, recuperamos exatamente a figura 3.6,
como podemos ver na Figura 3.40, o que ¢é perfeitamente consistente.

A
n
200

100

Figura 3.40: Dinamica de rede mundo pequeno na qual p. = 1, d = 6, N = 200,
Ny = N = 0; gerada com ngps = 1000 € ngipms = 5.106.
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Desta analise, concluimos que a rede mundo pequeno de Watts-Strogatz tem dindmica
que é consideravelmente mais rapida do que uma rede reticulada tradicional, apesar
de ter caracteristicas topologicas mais tipicas de redes reticuladas, como alto fator
de agrupamento. Isto ressalta novamente a importancia do caminho minimo médio
entre dois n6s: para uma rede mundo pequeno, temos um caminho consideravemente

encurtado devido aos atalhos criados pelas conexoes realocadas.

3.6 DinAmica em Rede Estrela

3.6.1 Criando a Rede

Uma rede estrela, conforme ja definido anteriormente, é composta de mg elementos
centrais totalmente conectados e N + Ny+ N; —mg elementos periféricos, se considerar-
mos que os elementos com estado interno fixo ocupam posicoes periféricas. Estas redes
podem ser geradas de forma muito simples através do uso do mesmo cédigo que gerou
a rede totalmente conectada de antes. Uma vez gerado o nucleo de m, elementos,
temos apenas de adicionar N + Ny + N7 — my nés com mg conexoes com o nicleo.

E aparente que, numa rede com esta topologia, a probabilidade de ocorrer uma
copia de um elemento fixo é consideravelmente menor do que em uma rede totalmente
conectada com os mesmos N, Ny e N;. Veremos que isto tem um efeito bastante

interessante na dinamica.

3.6.2 Abordagem Numeérica

Os resultados obtidos para a rede estrela mostraram que ha uma dinamica rapida
bastante particular. Investigamos redes livres com N = 200 e Ny = N; = 0 com
diversos valores de mg e constatamos que esta rede é, de fato, a que possui dinamica
mais rapida. Um exemplo tipico para mg = 10, um vigésimo da rede, pode ser visto
na figura 3.41. Note, a partir das curvas de igual probabilidade, que mais de 95%
das simulagoes j& estao praticamente estabilizadas nas extremidades ap6s apenas 5000
passos da dinamica. Uma outra observacao bastante interessante é a proximidade da

dinamica com o caso totalmente conectado, como visto na figura 3.6.
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n
200

100

P
5000 {

Figura 3.41: Dinamica de rede estrela na qual mg = 10, N = 200, Ny = N; = 0; gerada
com Ngjps = 1000 € ngjpms = 107.

Para valores maiores de mg, a dindmica torna-se consideravelmente mais lenta.
Isto nao surpreende; afinal, nestes casos temos ntcleos totalmente conectados maiores
que trazem consigo uma dindmica muito mais lenta. O limite mais interessante de
fato é o em que mg é um inteiro muito menor do que um décimo de N. Neste caso, a
dindmica admite um ntimero bem visivel de caminhos mais provaveis correspondente ao
nimero de estados possiveis para o nicleo, e poucos passos da dinimica sao necessarios
para haver estabilizacao. Vemos este comportamento nitidamente na figura 3.42, com
mo = 1: ha dois estados internos possiveis para o elemento central da estrela, e vemos
que o sorteio inicial do estado interno deste elemento é determinante para qual caminho
a rede tomaréd. Se o elemento central tiver estado interno 0, a rede inteira seguird um
caminho exponencial para o estado n = 0; se o elemento central tiver estado interno
1, a rede inteira tendera ao estado n = N. Claro que existe a pequena probabilidade
de que o n6 central da rede troque o seu estado, o que causaria um pulo para o outro

caminho e justifica a pequena probabilidade observada entre os picos da figura 3.42.

+—
5000 i3

Figura 3.42: Dinamica de rede estrela na qual mg = 1, N = 200, Ny = N; = 0; gerada
com Ngjps = 1000 € ngjms = 107.

Alguns outros exemplos, como my = 2, com trés caminhos mais provaveis para a
rede e my = 3, com quatro caminhos mais provaveis, podem ser vistos nas figuras
3.43 e 3.44. Nestas figuras, torna-se evidente o argumento de que o niimero de estados

possiveis do ntcleo da estrela é naturalmente mqg + 1.
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Figura 3.43: Dinamica de rede estrela na qual mg = 2, N = 200, Ny = N; = 0; gerada
com Ngjps = 1000 € ngjpms = 107.

5000 t

Figura 3.44: Dinamica de rede estrela na qual mg = 3, N = 200, Ny = N; = 0; gerada
Com Ngjps = 1000 € ngjpms = 107.

Estes caminhos s6 sao visiveis se N > my, pois caso contrario hi uma superposicao
tal que obtemos uma imagem suave, como o que ocorre na figura 3.41. Além destes
caminhos equivalentes a um estado do ntucleo da estrela, ha também transicoes que
aparecem entre estes caminhos. Durante a passagem de um para outro, temos, na
média, uma curva exponencial bem definida, conseqiiéncia de que, se nao ha alter-
acao no estado do niicleo da estrela, a dinamica da rede é semelhante a um processo

poissoniano com distribuicao de probabilidade exponencial.

Caso de Elementos Fixos Unilateralmente A dinamica é alterada significativa-
mente quando sao adicionados elementos fixos. No caso de elementos fixos em apenas
um dos estados internos, a dinamica é trivial: todos os nos da rede eventualmente
assumem aquele estado interno. A figura 3.41 modifica-se de forma muito semelhante
a dinamica de uma rede totalmente conectada, como podemos ver na Figura 3.45, se

tomarmos, digamos, N; = 10.
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100

Figura 3.45: Dinamica de uma rede estrela com my = 10, para N; = 20, Ny = 0, com
Naivs = 1000 € Ngims = 107,

Analogamente, uma rede com my = 2 também tende ao estado em que n = 200,
mas os caminhos correspondentes aos trés estados do nucleo possiveis (0, 1 ou 2 nos
no estado 1 no nicleo) continuam tendo o mesmo aspecto de antes. Isto pode ser visto
na figura 3.46. Note, porém, que a estabilizacao total da rede consome muito mais
tempo do que no caso em que nao ha elementos fixos, uma vez que a probabilidade de
atuacao dos elementos fixos é bastante baixa.

n
200

10073

0 4000 10000 4

Figura 3.46: Dinamica de uma rede estrela com my = 2, com Ny = 0 e Ny = 20, figura
com Ngjps = 1000 € ngjpms = 107.

Caso de Elementos Fixos Simetricamente Agora vejamos alguns casos simétri-
cos nos quais Ng = Ny = 5 e Ny = N; = 10, retratados nas figuras 3.47 e 3.48,
respectivamente, considerando, por enquanto, um ntmero razoavel de mg = 10 para
evitar o aparecimento de dindmicas altamente especificas, como as das figuras 3.43 e
3.44.
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Figura 3.47: Dinamica de rede estrela na qual mg = 10, N = 200, Ny = N; = 2; gerada
COmM Ngips = 1000 € Ngims = 107.

n
200

10015

12000 #

Figura 3.48: Dinamica de rede estrela na qual my = 10, N = 200, Ny = N; = 5; gerada
com Ngips = 1000 € ngims = 107.

Para interpretar adequadamente estas figuras, é necesséario voltar ao raciocinio de
que a probabilidade de ocorrer uma copia de um elemento fixo nestas redes estrela é
muito menor do que no caso de uma rede totalmente conectada. Em particular, numa
rede totalmente conectada, a probabilidade de ocorrer uma cépia de elemento com
estado interno fixo é simplesmente dada por (Ng + Ny) /(N + Ny + Ny — 1), mas na

rede estrela, esta probabilidade vai para:

mo N()—f-Nl
Pco e fizo — (_> 3.82
p-de ] N (N+N0+N1—1> (3:82)

Nos casos retratados nas figuras 3.47 e 3.48, portanto, temos uma probabilidade de

atuacao dos nos com estado interno fixo que é de 1/20 vezes o equivalente de uma rede
totalmente conectada. Isso mostra que uma aproximagcao para a dinamica assintotica
de uma rede estrela com mgy = N/20 deste tipo é considerar que Ny — Ny/20 =0,1 e
Ny — N;/20 =0,1 no caso Ng = N; =2 e Ny — 0,25 e N; — N;/20 = 0,25 no caso
Ny = N7 = 5. De fato, a nossa solucao analitica pode ser considerada valida para Ny
e N1 nao inteiros, se substituirmos as fatoriais por funcoes gama. Uma comparagao
entre a curva obtida na figura 3.47 e a solugao analitica com Ny = N; = 0,1 mostra

que esta idéia é razoavel, uma vez que o aspecto da curva é exatamente o mesmo,
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como podemos ver na figura 3.49.

P(n)
0.006
0.005
0.004
0.003

0.002 :
Simulado

0.001 N,=N,=0.16
N=N,=0.1

50 100 150 200

Figura 3.49: Comparacao de estados assintoticos da dindmica para rede estrela com
Ny = Ny = 2 (linha solida grossa), para rede totalmente conectada com Ny = N3 =0, 1
(linha cinza solida) e com Ny = Ny = 0,16 (linha cinza hachurada)

Enquanto que a aparéncia da curva é razoavel, a investigacao das duas curvas indica
que haveria maior proximidade se tomassemos Ny = N; = 0, 16, e nao 0, 10.

De qualquer forma, a mesma comparacao pode, em termos gerais, ser realizada
para o caso em que Nyg = N; = 5 na rede estrela e Ng = N; = 0, 25 na rede totalmente
conectada.

Pn)

0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
0.004

Simulado
0.003

N,=N,=0.35
50 100 N oN=025 150 200

Figura 3.50: Comparacao de estados assintoticos da dindmica para rede estrela com
Ny = N; = 5 (linha solida) e para rede totalmente conectada com Ny = N; = 0,25
(linha pontilhada).

Estas figuras mostram que o resultado analitico tem utilidade mesmo em redes
mais complexas do que as totalmente conectadas e aleatérias, pelo menos ao prever
grosseiramente o comportamento da rede. A equagao 3.82 sugere também que a chance
de atuacao dos elementos fixos é bastante relevante para a rede como um todo, e o
ntmero de conexoes que os nds com estado interno fixo possuem com o resto da rede

¢ crucial para a determinacao do aspecto do estado assintotico.
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Se, por outro lado, considerassemos my < N, ou seja, houvesse o aparecimento de
dinamicas especificas como as de 3.42, 3.43 e 3.44, haveria a possibilidade de a nossa
previsao falhar consideravelmente. Isto porque a rede tendera a um estado assintotico
bastante particular e havera pequenos picos de probabilidade correspondentes a cada
um dos estados possiveis do niicleo da estrela. Isto pode ser visto na figura 3.51, onde
optamos por my = 2 € Ny = N; = 50, um nimero comparativamente grande de ele-
mentos fixos, tendo como objetivo mostrar picos mais pronunciados de probabilidade.
A figura 3.52 mostra o estado assintotico da rede de uma forma mais enfatica em um
grafico.

n
200

100

Figura 3.51: Dinamica de rede estrela com mg = 3, Ny = Ny = 50, ngj,s = 1000 e
Nsims = 107.
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0.006 -
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Figura 3.52: Distribuicao de probabilidade assintotica para rede estrela com mg = 3,
Ny = N; = 50, equivalente ao estado final da figura 3.51.

Caso de Elementos Fixos Assimetricamente Ha também a tltima possibilidade,
a de considerar Ny # Ni, ambos nao nulos. Este caso é também simples: nao ocorre
deslocamento dos picos, que permanecem nas mesmas posicoes, mas a intensidade
destes picos tende a crescer quando n se aproxima de 0 (caso Ny > Np), ou quando
n se aproxima de 200 (caso N7 > Ny). Escolhemos para representar estes casos uma
situagao em que Ny = 50 e N1 = 75, com mg = 2, uma modificacao imediata da figura
3.51.
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Figura 3.53: Dinamica de rede estrela para my = 3, com Ny = 50, N; = 75, gerada com
Naivs = 1000 € Ngims = 107,
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0.008

0.006

0.004

Figura 3.54: Estado assintotico de rede estrela correspondente ao final da figura 3.53

Isto encerra a nossa andlise da dinamica de redes estrela. Vimos que estas redes
apresentam dinamicas bastante rapidas, e que hd o aparecimento de uma dinamica
nao compativel com a de uma rede totalmente conectada no limite em que my < N.
Ressaltamos que esta é a tnica topologia para a qual a dinamica geral da rede total-
mente conectada nao se aplica nem como aproximacao grosseira neste limite, mesmo
considerando um fator de correcao linear no tempo correspondente & dinamica mais
rapida. Neste caso, aparecem picos de probabilidade em mais do que uma posicao
durante a dinamica, o que nao ocorre em nenhuma das outras conectividades estu-
dadas. Isto indica que topologias de rede especificas podem desviar consideravelmente
da que estudamos detalhadamente, a totalmente conectada; porém, estatisticamente,
para redes suficientemente desordenadas para as quais os diversos efeitos especificos de
topologia se cancelam entre si, a nossa dinamica resolvida analiticamente ainda pode
voltar a ser mais dtil. Na proxima secao, veremos que as redes livres de escala, que
apresentam uma estrutura de muitas estrelas de diversos tamanhos (i.e. namero de el-
ementos) interconectadas, nao seguem dinamica radicalmente diferente da totalmente

conectada.
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3.7 DinAmica em Redes Livres de Escala

3.7.1 Criando a Rede

As redes livres de escala sao as mais complexas redes que serao estudadas aqui. O
algoritmo para gerar a conectividade livre de escala utilizado foi o de Albert-Barabasi,
que envolve o crescimento da rede a partir de uma rede inicial de mg elementos total-
mente conectados através da adicao de N + Ny+ Ny —mg elementos, cada um tomando
m conexoes com a rede ja existente.

Explicaremos aqui de forma nao exaustivamente detalhada o algoritmo utilizado
para gerar as redes livres de escala. Escolhemos que os elementos com estado interno
fixo estao nas regioes mais periféricas da rede, ou seja, foram adicionados por tltimo
na rede livre de escala. Isto é inteiramente equivalente a considerar, como ja foi feito
antes, que os nos de indice 1 < ¢ < N sao livres, os de N +1 <1 < N + N, tém
estado interno 0 fixo, e os de N + Ng+1 < i < N + Ny + N; tém estado interno
1 fixo. Escolhemos estas indexacoes justamente porque simplificam o processo de
posicionamento destes elementos neste caso.

De qualquer forma, o algoritmo utilizado é o seguinte:

1. Iniciaremos nosso processo de criacao de rede com uma rede de N + Ny + Vg

elementos totalmente desconectados com vy (i) = 0 para todo 7.

2. Os primeiros mgy noés, comecando a contar dos N livres e com mg < N, sao
totalmente conectados entre si. Logo, estipulamos vy (i) = my — 1 para 1 < i <
mo e os v (i,7) com 1 < j < mg— 1 contém uma lista de indices de 1 a mg que

exclui 1.

3. Em seguida, sao adicionados N + Ny + N; — mg noés a rede, sendo que os Ny + N;
com estado fixo sao adicionados por ultimo, o que da a eles carater periférico.

Para cada um destes, devem ser realizadas as operagoes:

(a) Cria~se uma lista de indices g (p) com indice 1 < p < > k; que contém os

indices dos i-ésimos elementos repetidos, cada um, k; vezes.

(b) Adiciona-se um [-ésimo elemento a rede. Para escolher as suas conexoes,

repetimos os seguintes passos m vezes:

i. E sorteado um ntimero p1 entre 1 e > k;. Se o [-ésimo elemento nao
possuir conexao com o elemento de indice g (p1); entdo soma-se 1 a vy (1)
ev(l,vg(l)) = g(p1). Se o l-ésimo elemento ja possuir esta conexdo, este

passo deve ser repetido novamente (dai que m < mg é obrigatorio).
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Esta seqiiéncia de passos gera um conjunto de dados de vy e v que sao suficientes
para que o mesmo algoritmo descrito anteriormente para a rede totalmente conectada

possa ser utilizado.

3.7.2 Abordagem Numérica

As redes livres de escala tém carater mais extenso do que as estrela, o que fica evidente
se pensarmos no caminho minimo meédio destas duas redes. Desta forma, seria de se
esperar que a dinamica fosse mais lenta do que no caso da rede estrela, o que de fato
foi verificado.

A nossa analise dessas redes consistiu de uma varredura de varios parametros pos-
sfveis. Inicialmente, consideramos apenas redes livres de escala com Ny = N; = 0, sem
elementos fixos, com N = 200, At = 25 e ny = 1000. Os parametros de rede escolhidos
para o processo de crescimento da rede livre de escala foram mg = 10 e m = 5; para
este caso, temos (k) = 9,9. Optamos por simular as mesmas trés possibilidades de
estado inicial tomadas no caso da rede totalmente conectada: ng = 100, ng = 50 e
ng = 25. Estas trés possibilidades estao retratadas nas figuras 3.55, 3.56 e 3.57.

n
200

100

Figura 3.55: Dinamica de rede livre de escala com mg = 10, m = 5, Ny = N; = 0,
no = 100, ngips = 1000 € ngims = 107.

Figura 3.56: Dinamica de rede livre de escala com mg = 10, m = 5, Ny = N; = 0,
no = 50, Ngivs = 1000 € Ngjms = 107,
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Figura 3.57: Dinamica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = N; = 0,
no = 25, Ngivs = 1000 € Ngims = 107.

Estas trés figuras mostram que a dindmica de fato é consideravelmente mais lenta
do que a de uma rede estrela, mas uma comparacao com a figura 3.6 na pagina 29
mostra que a dinamica é mais rapida do que no caso totalmente conectado. Nas trés
figuras, notamos que o aspecto geral da dindmica nao ¢ muito distinto do de uma
rede totalmente conectada, se considerarmos um fator linear de escala no tempo. As
proporgoes assintdticas de simulagao também sao consistentes com os nossos resulta-
dos analiticos para redes totalmente conectadas, o que seria de se esperar; qualquer
especificidade da topologia é perdida quando se escolhe 0s ng nés com estado interno

1 aleatoriamente dentre os N nos da rede.

Caso de Elementos Fixos Unilateralmente Em seguida, analisamos alguns casos
de redes com elementos de estado interno fixo de apenas um tipo, ou seja, redes para
as quais Np = 0 e N1 # 0. Nao ha necessidade de abordar o problema em que Ny = 0,
pois trata-se de situacao simétrica. Naturalmente, a rede inteira estabiliza no estado
n = N, como no caso da rede totalmente conectada; o que nos interessa, de fato, é
que a dindmica continua sendo mais rapida.

Vamos representar aqui dois casos em redes com N = 200, mg = 10 e m = 5: um
caso em que N; = 1, na figura 3.58, e outro caso no qual N; = 5, apresentado na
figura 3.59.

n
200

100

Figura 3.58: Dinamica de rede livre de escala com mg = 10, m = 5, Ny = 0, Ny = 1,
Ng = 100, Ndivs — 1000 e Nsims = 107
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Figura 3.59: Dindmica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = 0, N; = 5,
no = 100, ngips = 1000 € ngims = 107.

Na figura 3.58, é interessante notar que a curva quase assintotica cresce para n
pequenos, o que é indicativo de que ou a rede esté, de fato, estabilizada no picon = N,
ou a rede tem maior probabilidade de se encontrar em estados com n pequenos, para os
quais a maior parte das copias possiveis é irrelevante. Esta ¢ uma primeira indicacao
de que o elemento fixo no estado 1 tem uma influéncia bastante baixa na rede, pois

tem uma chance de ser copiado que é bastante reduzida nesta topologia.

Caso de Elementos Fixos Simetricamente O caso estudado a seguir foi o de
Ny = N; # 0, sempre mantendo os mesmos parametros de rede: N = 200, my = 10
e m = 5. Comecamos a nossa anélise pelo caso Ny = N; = 1, representado na figura
3.60.

n
200

100

Figura 3.60: Dinamica de rede livre de escala com mg = 10, m =5, Ny = 1, Ny = 1,
no = 100, ngips = 1000 e ngims = 107.

Note que h& uma curva assintotica de probabilidade nao trivial neste caso, e esta
distribuicao assintotica nao é uniforme, como no caso da rede totalmente conectada
(figura 3.11). A figura 3.61 mostra a distribuicao de probabilidade final estavel da

dinamica.
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Figura 3.61: Estado assintotico de rede livre de escala com Ny = N; = 1 correspondente
ao final da figura 3.60 e comparacao com caso totalmente conectado com (No)ef =

(N1),; = 0,335.

E possivel encontrar valores ndo-inteiros de Ny e N; que facam com que a teoria
analitica para o estado assintotico de uma rede totalmente conectada imite o com-
portamento assintotico desta rede livre de escala. Apds um pouco de experimentacao,
chegamos a um valor efetivo de (Ny),, = (N1),; = 0, 335 que faz com que a distribuigao
obtida analiticamente imite de forma extraordinariamente satisfatoria a curva assin-
totica obtida através de simulagoes, como pode ser visto na figura 3.61, na qual a curva
cinza representa um vetor assintotico de probabilidades utilizando o valor efetivo 0,335.

Infelizmente, nao é trivial estabelecer uma regra simples que, exclusivamente através
dos parametros da rede, seja capaz de prever os valores efetivos (NO)ef e (Nl)ef que
fazem com que as duas distribuic¢oes, analitica e numérica, sejam idénticas. Mesmo
assim, é interessante observar que é perfeitamente possivel modelar o estado assintotico
de uma rede tao complexa quanto uma rede livre de escala utilizando apenas o ajuste
destes dois valores efetivos.

Mais alguns casos simétricos foram analisados utilizando este mesmo método. Tipi-
camente, temos o caso em que Ny = N; = 2, com todos os outros parametros inal-
terados em N = 200, mo = 10 e m = 5, na figura 3.62. A anélise de valores efetivos
(No),s € (N1).; que reproduzem corretamente a distribuigao de probabilidade assin-
totica ¢ simples e resulta em um valor (Np),; = (N1),; = 0,585. Ambas as curvas
assintoticas, tanto a numérica em rede livre de escala com Ny = N; = 2 e analitica em
rede totalmente conectada com (Np),, = (N1),; = 0,585, estao retratadas na figura
3.63. Neste caso notamos que, novamente, h4 excelente correspondéncia entre as duas

curvas.
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Figura 3.62: Dindmica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = 2, N; = 2,
no = 100, ngips = 1000 € ngims = 107.
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Figura 3.63: Estado assintotico de rede livre de escala com Ny = N; = 2 correspondente
ao final da figura 3.62 e comparagao com caso totalmente conectado com (NO)ef =

(N1),; = 0,585.

Um ultimo caso simétrico analisado foi o de Ny = N; = 5, ainda com N = 200,
mo = 10 e m = 5. A figura 3.64 mostra a dinamica neste caso e a figura 3.65 mostra
a distribuicao assintotica de probabilidade para a rede totalmente conectada e uma

comparagao com o modelo totalmente conectado com (No),, = (N1),; = 1,45.

n
200

10018

Figura 3.64: Dinamica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = 5, N; = 5,
Ng = ].00, Ndivs — 1000 e Ngims — ].07
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Figura 3.65: Estado assintotico de rede livre de escala com Ny = N; = 5 correspondente
ao final da figura 3.64 e comparacao com caso totalmente conectado com (NO)ef =

(N1),; = 1,45.

Ressaltamos que a comparagao com rede totalmente conectada, tomando (Np), ;e
(Nl)ef apropriados, funciona muito bem em todos os casos até agora. Resta saber se

o sucesso é novamente observado para redes assimétricas.

Caso de Elementos Fixos Assimetricamente Um tltimo caso a analisar na
topologia livre de escala é o caso em que Ny # Ny, Ny # 0 e Ny # 0. Mantivemos os
parametros de rede inalterados em N = 200, my = 10 e m = 5 e abordamos trés casos
analiticamente.

A primeira rede analisada tomou Ny =5 e N; = 1. Como seria de se esperar, esta
rede convergiu para um estado assintotico diferente do da rede totalmente conectada,
equivalente a Ny e N; efetivos inferiores aos valores reais, como no caso simétrico
analisado anteriormente. A figura 3.66 representa a dinamica de uma rede com estas
caracteristicas e a figura 3.67 mostra uma comparacao da distribuicao de probabilidade
assintotica desta rede livre de escala com uma distribuicao de uma rede totalmente
conectada com (No),, = 1,45 e (Ny),, = 0,335.

Figura 3.66: Dinamica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = 5, N; = 1,
no = 100, ngips = 1000 e ngims = 107.

80



P(n)

0.012

0.008
0.006
Simulado

0.004

0.002 N ——

50 100 150 200

Figura 3.67: Estado assintotico de rede livre de escala com Ny = 5 e N; = 1 corre-

spondente ao final da figura 3.66 e comparagao com caso totalmente conectado com
(NO)ef =1,45¢e (N1)ef =0, 335.

O segundo caso abordado foi um em que Ny = 5 e N; = 3. Esta rede também
convergiu rapidamente e os seus resultados estao na figura 3.68. Foi realizada uma boa
comparacgao do estado assintotico desta rede com o de uma rede totalmente conectada
com (NO)ef =1,45e (N1)€f = 0, 83, indicada na figura 3.69. Ha apenas uma pequena

discrepancia para n proximo de 1 em relagao a curva construida com valores efetivos.
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Figura 3.68: Dinamica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = 5, N; = 3,
no = 100, ngips = 1000 e ngims = 107.
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Figura 3.69: Estado assintdtico de rede livre de escala com Ny = 5 ¢ N; = 3 corre-

spondente ao final da figura 3.68 e comparagao com caso totalmente conectado com
(NO)ef =1,45¢e (Nl)ef =0,83.
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Para encerrar, analisamos um tltimo caso em que Ny = 5 e Ny = 10, reproduzido na
figura 3.70. Este caso é marcante porque, quando analisada a curva de probabilidade
assintotica do sistema, ela se compara bem com a de uma rede totalmente conectada
com valores (No),; = 1,45 e (N1),; = 2,95 ambos superiores a 1, assim como no caso
da figura 3.65.
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Figura 3.70: Dinamica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = 10, Ny = 3,
no = 100, ngiys = 1000 € ngys = 107.

P(n)
0.008 7
0.006

0.004 Simulado

0.002

- 50 100 150 200 "

Figura 3.71: Estado assintotico de rede livre de escala com Ny = 5 e Ny = 10 corre-
spondente ao final da figura 3.70 e comparagao com caso totalmente conectado com
(No)ef = 1,45 € (Nl)ef = 2,95

Transicao de Rede Totalmente Conectada para Rede Livre de Escala Uma
outra possibilidade muito interessante que o nosso algoritmo apresenta é a de realizar
uma transicao continua entre uma rede totalmente conectada, para a qual my = N,
e uma rede livre de escala com my < N. A visualizacdo desta transicao é a mel-
hor maneira de verificar o quao mais rapida a dinamica de uma rede livre de escala
realmente é. Para as simulagoes de transicao, estipulamos um valor fixo de m = 5;
consideramos sempre N = 200, ng = 100, Ng = N; = 0 e testamos a dinamica para
mgo = 200, 100, 50 e, finalmente, my = 10.
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Figura 3.72: Dinamica de rede totalmente conectada, equivalente a rede livre de escala
com moy = 200, m = 5, N() = N1 = 07 Ndivs = 1000 e Nsims = ]_07

n
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Figura 3.73: Dinamica de rede livre de escala com mg = 100, m = 5, Ny = N; = 0,
Naivs = 1000 € Ngjms = 107,

Figura 3.74: Dinamica de rede livre de escala com my = 50, m = 5, Ny = N; = 0,
Naivs = 1000 € Ngipms = 107.
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Figura 3.75: Dinamica de rede livre de escala com my = 10, m = 5, Ny = N; = 0,
Naivs = 1000 € ngims = 107.
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Vemos destes resultados que redes com N = 200 sao mais rapidas no caso em
que my = 50 do que no caso em que my = 10. Isto indica que a dinamica tem seu
maximo de velocidade em um conjunto especifico de valores e nao é automatico que,
reduzindo-se mg, obtemos uma dinamica mais rapida.

Com estes resultados, encerramos a nossa analise comparativa da dindmica de redes
livres de escala com redes totalmente conectadas, para as quais temos um modelo que

se provou ser bastante aplicavel em dinamicas em geral.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho, tinhamos como objetivo um estudo detalhado de dinamicas de dois
estados em redes de diferentes topologias, com um modelo que previa a inclusao de
elementos da rede cujo estado interno é fixo. Originalmente, foram consideradas abor-
dagens tanto analiticas quanto numéricas. Ja tinhamos uma solugao analitica completa
para o caso sem estados internos fixos em redes totalmente conectadas, mas este era
um resultado de tamanha complexidade de deducao que nao havia tanta esperanca de
bons resultados analiticos gerais para o caso com estados internos fixos.

Durante os nossos estudos, fomos capazes de encontrar uma solu¢ao analitica com-
pleta para redes totalmente conectadas para as quais ha nos com estados internos fixos.
A nossa nova dedugao é mais simples e mais geral do que a solucdo original ([8]) para
redes livres, e é neste ponto que se encontra a sua utilidade; na realidade, a solucao
original tornou-se obsoleta e nao foi nem sequer incluida neste texto.

Esta solugao foi encontrada tomando uma abordagem bastante comum em prob-
lemas em fisica: transformou-se o problema em um problema de autovalores e au-
tovetores. Uma vez feito isso, encontrar os autovetores e autovalores é apenas um
problema algébrico. Cabe a n6s também utilizar os resultados de uma forma significa-
tiva, tomando aproximagoes e observando grandezas mais especificas contidas dentro
desta nossa solucio geral. E aqui também que seria apropriado um desenvolvimento
futuro; um certo esforco exploratorio que fizesse uso de nossos resultados poderia pos-
sivelmente levar a novas idéias.

Depois de desenvolvida essa resposta analitica do problema geral em redes total-
mente conectadas, partimos para os calculos numéricos em outras redes. Foram es-
tudadas, sob o mesmo enfoque de dindmica de dois estados, outros cinco tipos de
redes, incluindo redes reticuladas, mundo pequeno, aleatorias, estrela e livres de es-
cala, cada uma com a possibilidade de incluir ou nao elementos com estado interno

fixo. Para as redes livres (i.e., sem nos com estado interno fixo), a nossa solucao
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analitica explica com excelente precisao a dindmica de redes aleatorias. Com menos
sucesso, a dinamica de redes livres de escala também se assemelha a do caso total-
mente conectado, se considerado um fator de escala no tempo. Para redes estrela,
verificamos uma correspondéncia também razoavel, desde que mg > 1. As redes retic-
uladas mostraram-se bastante diferentes em termos da dinadmica; confrontados com
esta diferenca, desenvolvemos um pequeno modelo analitico de uma interface entre
espacos com estados internos fixos e verificamos boa correspondéncia. Desta forma,
chegamos a conclusao de que o nosso modelo analitico tem mérito para redes livres de
escala e aleatérias, mas falha quando confrontado com redes de carater extenso, como
redes reticuladas.

Os casos estudados numericamente estao relatados na tabela 4.1. Note que concen-
tramos os nossos esforcos nas redes livres de escala, para as quais ha uma quantidade
enorme de exemplos; redes reticuladas e redes mundo pequeno tém sua importancia

reduzida em comparacao com as livres de escala.

‘ Rede ‘ Reticulada ‘ Mundo Pequeno ‘ TC/Aleatoria ‘ Livre de Escala ‘ Estrela ‘
No=N1 =0 v v v v v
No #0, Ny =0 x x v v v
No=N1 #0 VvV {No=Ni=1) X v v v
No # 0, N1 # 0, No # N1 X X \/ \/ X

Tabela 4.1: Resumo dos casos analisados numericamente. Note que 4/ designa casos
abordados e x designa casos que nao foram considerados.

Em termos de velocidade da dindmica, pudemos ordenar os tipos de rede em uma
ordem de velocidade crescente. Esta ordem, indo da rede com dinamica mais lenta para
a mais rapida, é bastante simples e razoavel. Primeiramente, as redes reticuladas, com
0 seu aspecto extenso, sao as redes mais lentas. As redes de mundo pequeno, geradas
pelo algoritmo de realocacao aleatoria de Watts-Strogatz, sao redes cuja dinamica é
muito acelerada em relacao as reticuladas convencionais, uma vez que ha a presenca
de "atalhos" na topologia da rede. As redes aleatérias, caso extremo das redes de
Watts-Strogatz, sdo o nosso padrao de comparacdo de velocidade (idéntico & velocidade
de uma rede totalmente conectada); em seguida, as redes mais rapidas, em ordem
crescente, sao as redes livres de escala e as redes estrela. A figura 4.1 mostra esta

tendéncia em um diagrama comparativo.

86



Sem Solugéo

Analitica
Resolugao Andlise
Exata Numérica Completa,

N, e N, quaisquer

Sem Solugéo
Analitica : Numérica Completa, com (N.), & (N,), Velocidade

Anélise Boa correspondéncia

N, e N, quaisquer

Resolugéo ] Andlise
Exata de Interface 1D . Numérica apenas . Correspondéncia
E— comN,=N,=0 Perfeita
Andlise |

Numérica apenas
comN,=N,=1e
N,=N,=0

Redes Livres de Escala

Redes Aleatorias

Redes Mundo Pequeno

Redes Reticuladas

Figura 4.1: Diagrama comparativo de velocidade da dinamica das cinco redes. Note que
excluimos redes estrelas deste diagrama.

Quando se consideram redes com elementos fixos, para as quais Ny # 0 e Ny # 0,
temos mais uma série de resultados e o modelo analitico mostra-se util para a analise do
estado assintotico da rede (para t — oo) se ajustarmos os parametros Ny e N7 da nossa
solucao analitica exata para os seus valores efetivos, como vimos anteriormente. O
modelo analitico ganha abrangéncia ao ser capaz de comparar redes quaisquer com noés
de estado interno fixo com redes totalmente conectadas, e descreve com boa precisao
0 que acontece em redes mais complexas assintoticamente.

Este trabalho poderia ainda ser estendido encontrando-se (Np).; e (N1),; como
funcoes do tipo de rede e dos parametros desta rede. Até o presente momento, nao
tivemos sucesso em encontrar uma forma suficientemente simples de mapear os valores
efetivos que encontramos empiricamente com alguma féormula que seja capaz de prever
estes valores.

Uma outra extensao possivel para este trabalho seria considerar sistemas com mais
de dois estados internos. Alguns testes iniciais com nés com trés estados internos
foram realizados, mas sem muitos resultados de interesse até este ponto. E claro que,
com trés estados internos, o trabalho analitico provavelmente torna-se mais dificil,
mas provavelmente ainda é possivel encontrar pelo menos os estados assintoticos de

equilibrio para a rede. De qualquer forma, isto poderia ser investigado mais a fundo.
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Concluindo, este trabalho teve excelente sucesso em estudar processos dindmicos
gerais, descritos a partir de um modelo extremamente simples, em muitas redes de
complexidade nao-trivial. Nao s6 foram feitos estudos numéricos extensivos, mas tam-

bém foram encontrados resultados analiticos bastante interessantes e inéditos.
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