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Resumo

Consideramos o problema de dois elétrons confinados em um Bilhar quadra-
do, interagindo por um potencial repulsivo de alcance finito do tipo Yukawa e
sujeitos a um campo magnético ortogonal. Calculamos o espectro de energia
do sistema para singletos e tripletos de spin em todas as classes de simetria
como func¢ao da intensidade e alcance da interagao e do campo magnético.
Mostramos que a natureza de curto alcance da interacao suprime a formacao
de estados fundamentais de “Molécula de Wigner” mesmo no limite forte-
mente interagente. A susceptibilidade magnética x(B) apresenta picos para-
magnéticos a baixas temperaturas devido a oscilacoes singleto-tripleto cau-
sadas por interacao de troca. A posicao, nimero e intensidade de tais picos
depende do alcance e intensidade da interacao. A contribuicao da interacao
para a susceptibilidade a campo nulo apresenta fases paramagnéticas e dia-
magnéticas como funcao da temperatura.



4
Abstract

The problem of two electrons in a square billiard interacting via a finite-
range repulsive Yukawa potential and subjected to a constant magnetic field
is considered. We compute the energy spectrum for both singlet and tri-
plet states, and for all symmetry classes, as a function of the strength and
range of the interaction and of the magnetic field. We show that the short-
range nature of the potential suppresses the formation of “Wigner molecule”
states for the ground state, even in the strong interaction limit. The mag-
netic susceptibility x(B) shows low-temperature paramagnetic peaks due to
exchange induced singlet-triplet oscillations. The position, number and in-
tensity of these peaks depend on the range and strength of the interaction.
The contribution of the interaction to the zero-field susceptibility displays
paramagnetic and diamagnetic phases as a function of T
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Capitulo 1

Introducao

Os avangos tecnolégicos e instrumentais vistos na tltima década na area de
nanoestruturas permitiram investigagoes experimentais diretas em disposi-
tivos com tamanhos da ordem de centenas ou mesmo dezenas de nanome-
tros. Dentre esses avancos, podemos destacar o aprimoramento de técnicas
de litografia em heteroestruturas semicondutoras, que permitiu um estudo
direto das propriedades de sistemas do tipo “gas de elétrons em duas di-
mensoes” (2DEG) e também de confinamentos desse gés em regides do plano
(“quantum dots”).

As escalas de comprimento e de energia envolvidas (o tamanho da amos-
tra sendo muito maior que o comprimento de onda de Fermi do sistema, por
exemplo) fazem com que seja possivel a medigao de flutuagoes em observéveis
quanticos decorrentes da natureza da dinamica cldssica (integravel, mista ou
cadtica). Em particular, foram coletadas evidéncias experimentais do chama-
do “caos quantico”, ou seja, a presenca de assinaturas de um comportamento
classico cadtico em grandezas essencialmente quanticas.

Essas “assinaturas”estao presentes, por exemplo, em propriedades de
transporte eletronico em nanoestruturas [1]. Medidas das chamadas “Flu-
tuagoes Universais de Condutancia”em cavidades mesoscopicas de diferentes
geometrias [2| sugerem uma correlacao entre a presencga de caos na dinamica
classica e um acoplamento aleatério entre os canais de espalhamento quanticos
[3]. Em outras montagens, utilizando pontos quanticos isolados em regime
de Bloqueio de Coulomb, os resultados experimentais para a distribuicao
da altura dos picos de condutancia [4] sugerem uma distribuigao espacial
randomica da funcao de onda, que estaria também associada ao fato de o
movimento cldssico ser cadtico [5].

Outros experimentos investigaram propriedades termodinamicas de siste-
mas mesoscopicos. Consideraremos a seguir, com um maior grau de detalhe,
alguns resultados experimentais e tedricos para a susceptibilidade magnética

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCAO

que serviram como motivacao inicial para o desenvolvimento de nosso traba-
lho.

1.1  Susceptibilidade magnética orbital me-
soscopica

1.1.1 Medicao da susceptibilidade em um ensemble de
bilhares mesoscoépicos

Em um trabalho de 1993, Lévy e colaboradores mostram resultados experi-
mentais para a susceptibilidade magnética orbital de um ensemble de bilhares
mesoscopicos de geometria quadrada, inscritos em heteroestruturas bidimen-
sionais de Ga-As [6].

As amostras consistiam de um arrajo de aproximandamente 10° quadra-
dos, isolados uns dos outros por “valas”de 150 nm de profundidade na camada
de AlGaAs (cuja espessura é de 450 nm). Foram preparadas duas amostras.
Nas duas, o lado de cada quadrado era, em média, de 4.5 um sendo a dis-
persao em tamanho de 10% em uma delas (S1) e de 30% na outra (S2). A
geometria dos quadrados pode ser aproximada por um bilhar de alguns mi-
crons de lado: o raio de curvatura das “quinas”era da ordem de 0.3 pum e a
rugosidade das bordas da ordem de 0.05 pgm. As concentragoes e mobilidades
sdo, respectivamente n, = 10" em™2, u = 2.5x 10° (S1) e ny = 3 x 10 em ™2,
p =105 (S2). O livre caminho médio [ dos elétrons era da ordem de 10 pum
(S1) e 5 um (S2) e os autores estimaram que o comprimento de coeréncia Ly
é tal que os elétrons sofram entre 3 e 10 colisbes com as paredes antes que
haja perda da coeréncia de fase. Nessas condigoes de livre caminho médio e
comprimento de coeréncia “grandes”, o regime de mobilidade é dito balistico
(em contraponto a um regime difusivo, quando a influéncia do espalhamento
por impurezas nao pode ser desprezada).

A magnetizagao e susceptibilidade foram medidas através de um DC
SQUID. Foi medida a magnetizagao em resposta a aplicagao de um cam-
po magnético H(t) = H + hsinQt. A magnetizacao terd componentes de

. ~ . . — - 2
Fourier que serdo proporcionais a x;(H) = %—}T, X2(H) = %TT, etc. na forma:

X2(f{)

m(H) =mo(H) + x1(H)hsin Qt — A

h? cos Qt+ (1.1)

Variando-se H e h e medindo-se as componentes de Fourier da magneti-
zagdo, tém-se valores experimentais para yi € Yo em funcdo de H e h a uma
temperatura fixa. Essa medida direta inclui a magnetizacdo induzida por
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spin. No entanto, a contribui¢ao de spin é suprimida no segundo harmoénico
em relacao ao primeiro por um fator de ordem (E";LT)2 < 1074, segundo os
autores . Assim, pode-se isolar a contribuicao orbital através da integragao

numérica de ys e somando-se a contribui¢ao a campo zero de y;:

& = [ alw) du 2 (0) (12)

Os resultados mostram que a susceptibilidade orbital a campo zero 3™ (H =
0) é paramagnética e superior a susceptibilidade de Landau por um fator
krl = 100. Este resultado sugere que o confinamento eletronico em um
bilhar de lado L produz uma contribuicao paramagnética a susceptibilidade
orbital da ordem de (krL)|x1|-

Um outro resultado importante é o comportamento da susceptibilidade
com a temperatura. A magnitude absoluta de ™ decresce com T como
uma lei de poténcia. Isso foi verificado ajustando os dados experimentais por

uma “funcao tentativa”do tipo:
xo(1)H
w(TYH\2\ "
(1 +( Ho ) >
onde xo(7T), k(T) e n sdao parametros de ajuste. Verificou-se que xo(7") tem
um comportamento bem descrito por uma funcao do tipo

w1 () (1)

m(H) = (1.3)

com (3 entre 0.5 e 1.

1.1.2 Resultados semiclassicos para um gas de elétrons
nao-interagente

O experimento de Lévy e colaboradores motivou uma série de trabalhos
tedricos [7, 8, 9] em susceptibilidade magnética de microestruturas balisticas
que obtiveram um relativo sucesso na explicagao do alto valor experimental
de |XLL utilizando uma abordagem semi-classica do problema de um géas de
elétrons 2D nao interagente.

No ensemble grand-canonico, a susceptibilidade magnética é obtida a par-
tir do potencial termodinamico (u) e da densidade de estados p(E) a partir
das relagoes:

_ %)

O = JEdb (B - pp(E)

(1.5)



10 CAPITULO 1. INTRODUQAO
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Figura 1.1: Resultados experimentais para xo(7) em fun¢ao da temperatura
mostrando um decaimento tipo Lei de Poténcia (de [6]). O intervalo de
temperaturas equivale a cerca de 160 espagamentos médios (A ~ 5mK)

No limite semi-cldssico, p(E) pode ser escrita como a soma de uma termo
médio suave p(F) (o chamado “termo de Weyl”ou “densidade de Thomas-
Fermi”) e de um termo oscilante dp(£), sendo este tltimo dado em termos
de 6rbitas periddicas classicas via férmula de Berry-Tabor [10] (se o sistema
é classicamente integrével, com drbitas periédicas agrupadas em familias) ou
Gutzwiller [11] (se o sistema é classicamente cadtico, com 6rbitas periddicas
isoladas). Os trabalhos de Ullmo et al. [8] e Von Oppen [9] deduziram,
de forma independente, formulas semi-classicas para &y, a contribuicao de
0p(E) para a susceptibilidade no caso especifico do bilhar quadrado. Em
outro trabalho, Prado e colaboradores obtém resultados semelhantes para
potenciais suaves genéricos [7].

Nesses cdlculos de dp(E) sao feitas algumas aproximagoes: (i) para baixos
valores do campo magnético B (raios de ciclotron altos), escreve-se dp(F)
em termos das dérbitas periddicas a B = 0 acrescidas de uma fase do tipo
Aharonov-Bohm que dependerd essencialmente do fluxo magnético através
da drea envolta pela orbita. O paramagnetismo do sistema vem justamen-
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te do sinal deste fluxo. (ii) sdo consideradas apenas drbitas “curtas”. As
contribui¢bes de érbitas “longas” (de comprimento maior que o comprimento
térmico Ly = Bhvp ou o comprimento de coeréncia L, sao desprezadas por
serem exponencialmente suprimidas nas férmulas semiclassicas.

A influéncia da fronteira e das orbitas na resposta paramagnética do sis-
tema ¢ ilustrada na figura 1.2. Classicamente, sem a presenca da fronteira,
as rbitas fechadas sao circulares, com momento magnético paralelo ao cam-
po (sistema diamagnético). A presenca das paredes altera esse quadro, pois
torna possivel a existéncia de dérbitas periddicas que tenham um momento
magnético liquido anti-paralelo ao campo, gerando uma contribuicao para-

magnética a susceptibilidade.
\\ ’ \‘

u-B>0 u-B<0

Figura 1.2: Ilustracao da contribuicao paramagnética das oOrbitas peridédicas
classicas. Sem confinamento, o momento magnético da érbita é paralelo ao
campo (fi - B>0a esquerda). A presenca da fronteira do Bilhar permite
que o momento magnético liquido seja anti-paralelo ao campo (dir.)

Nos trabalhos que trataram especificamente do Bilhar Quadrado, o resul-
tado para dy média no ensemble candnico (i.e., consideradas as corregdes
susceptibilidade grand-canonica devido ao fato de p ndo ser constante) sao
da forma:

< 6x(B=0) > T/T*
IxL] (sinhT'/T%*)?

onde T™ é uma escala tipica de temperatura do sistema dada por kgT™* =
hvp
4v272L °

Esse resultado explica qualitativamente a proporcionalidade entre XLL' e
krL observada experimentalmente. No entanto, a susceptibilidade a campo

o (kpL) (1.6)
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zero decai exponencialmente com a temperatura, o que nao foi verificado na
experiéncia.

1.1.3 Magnetizagao induzida por efeitos de interacao

Os efeitos de interacao eletronica no célculo da susceptibilidade semicléssica,
desprezados nas andlises anteriores, foram considerados no caso especifico
do Bilhar Quadrado por Ullmo, Baranger, Richter, Von Oppen e Jalabert
em 1998 [12] e no caso geral de um gés de elétron bidimensional por Von
Oppen, Ullmo e Baranger em 2000 [13]. Nestes trabalhos, foi utilizado um
tratamento perturbativo (RPA) no limite de altas densidades e a interagao
efetiva blindada foi considerada local, proporcional a uma delta de Dirac:
Ur—1) = ]\;\(%)5(r —1') (N(0) é a densidade de estados e Ay é a constante
de acoplamento). Com esse formato para a interagao, fica possivel escrever
os propagadores particula-particula na série perturbativa em termos somente
das fun¢oes de Green de particula tinica. Para temperaturas finitas (4 finito),
o termo de primeira ordem no acoplamento fica na forma:

ot (@) = = 37 Gt (60) Gt (0 — €2) (L.7)

BN(0) 5
onde G, s@o as fungoes de Green térmicas (propagadores de particula tnica

’ ~ PN . A . .- A .
entrer er ) e wy, € €, sdo freqiiéncias de Matsubara bosonicas e fermionicas
respectivamente. A contribuicao da interacao para o potencial termodinamico
serd [13]:

Q= Z Q(n) - _% Z <_)\O)n Z/drl T drnHr1l‘2 (wm) U Hrnrl (wm)

n

(1.8)

Em [12], os autores consideram contribuigoes de primeira ordem em ),

no caso de particulas confinadas em uma fronteira quadrada com um campo
magnético B ortogonal. O termo de primeira ordem em (1.8) é:

Q0 = 205 Tr{ilp () (1.9)

No limite semicldssico (kpL > 1) e para campos magnéticos fracos, é
possivel escrever as fungoes de Green de 1 particula dentro do propagador 11
em termos de érbitas cldssicas unindo r e r'. Como o célculo de Q1) envolve
o trago de II ./, as 6rbitas serdo fechadas (ndo necessariamente periédicas) e
emparelhadas de modo que duas condicoes sejam satisfeitas:
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e (i) as fases dinamicas das érbitas a campo nulo exp (iS;(B = 0)/h)
se cancelem pois, ao tomar-se o traco, os termos oscilantes interferem
de modo a produzir contribui¢oes em ordens maiores no “parametro
. LN PO SRSN T E |
semiclassico i

e (ii) as fases tipo Aharonov-Bohm ndo se cancelem pois isso eliminaria
a dependeéncia em B.

Existem duas maneiras de fazer o emparelhamento de modo que (i) e (ii)
sejam satisfeitas: emparelhar cada 6rbita com sua reversa temporal a campo
nulo (o que os autores chamam de “canal diagonal”) ou emparelhar érbitas
diferentes mas cujas acoes S;(B = 0) sejam iguais em moédulo e com sinais
diferentes (o “canal nao-diagonal”). E importante salientar que este dltimo
modo de emparelhamento s6 é possivel se as Orbitas estiverem agrupadas
em familias, caracteristica tipica de sistemas classicamente integraveis. Ja o
canal diagonal (também chamado “Canal de Cooper”em analogia ao canal
de espalhamento particula-particula em supercondutividade [14]) é genérico
e presente também em sistemas classicamente cadticos.

No canal nao-diagonal, a contribui¢ao em primeira ordem a susceptibili-
dade é paramagnética e com o mesmo comportamento com a temperatura
da susceptibilidade mesoscépica do caso nao interagente. Ja no canal de
Cooper, é necessaria uma renormaliza¢do da série perturbativa (a exemplo
do que ocorre em supercondutividade [14]) pois termos de diferentes ordens

1

em \g sao de mesma ordem em L O resultado final desse processo de

renormalizag¢ao (que essenciamente introduz uma constante de acoplamento
renormalizada )\) é que a contribui¢io do canal diagonal x” apresenta um
minimo e uma fase diamagnética em funcao da temperatura. No entanto,
para T baixo, o decaimento é exponencial em ambos 0s casos.

Em [13], os autores tratam do caso geral de um gas de elétrons 2D se-
miclassico sem fronteira confinante. Nesta situacao, s6 estd presente o canal
de Cooper e a contribui¢ao da interacao para a susceptibilidade orbital é de
terceira ordem no acoplamento renormalizado X. Isso pode ser entendido
com o argumento semicldssico de que, para encerrar uma area (e consequen-
temenmente permitir um fluxo magnético), a trajetéria no “bulk”deve ter no
minimo trés vértices (i.e. a particula deve sofrer pelo menos trés espalha-
mentos), o que origina uma contribuicao de ordem A*. Essa susceptibilidade
induzida puramente por interacao é paramagnética para interacao repulsiva
(no caso de interacao atrativa em supercondutividade, Aslamazov e Larkin
mostram que serd diamagnética [14]) e domina frente a susceptibilidade de

Landau para baixas temperaturas e baixos valores de campo magnético.
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Xi%,

TiT,

Figura 1.3: Gréfico de % em funcao da temperatura (de [12]). A linha
tracejada corresponde ao Canal Nao Diagonal (presente apenas em sistemas
classicamente integraveis) e a pontilhada ao Canal de Cooper (presente em

todos os sistemas). A linha continua representa a soma dos dois canais.

1.2 Objetivos deste trabalho

Tendo em vista os resultados anteriores para a susceptibilidade semicléssica, o
objetivo principal deste trabalho foi estudar da forma mais completa possivel
o sistema de dois elétrons interagentes comfinados em um Bilhar Quadrado
sob a acdo de um campo magnético ortogonal e investigar os efeitos da inte-
racao na susceptibilidade magnética orbital.

A idéia é fazer um tratamento nao perturbativo da interacao eletronica
com a diagonalizacao completa do sistema com apenas duas particulas inte-
ragentes, em duas dimensoes. O formato para a interacao também seria de
alcance curto porém finito, diferente da aproximagao local utilizada em [12]
(tipo delta de Dirac).

Escolhemos um potencial tipo Yukawa, cujo decaimento exponencial a
distancias longas modelaria os efeitos de screening em sistemas de muitos
elétrons com um parametro de alcance bem definido. Além disso, tal for-
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mato retém uma dependéncia em % para distancias curtas, evitando assim
divergéncias no calculo do elementos de matriz em duas dimensoes, presentes
quando a dependéncia é do tipo ()" (n > 1).

Podemos resumir da seguinte forma os pontos principais deste trabalho:

e (i) Obtencao do espectro e fungoes de onda do sistema como fungao da
intensidade e alcance da interacao e do campo magnético aplicado;

e (ii) Anélise da contribui¢do da interacdo para a susceptibilidade do
sistema de dois elétrons

e (iii) Andlise dos efeitos do alcance da intera¢do no espectro, auto-
funcoes e susceptibilidade

Durante o desenvolvimento do projeto, surgiram na literatura traba-
lhos sobre os efeitos de localizacao da densidade eletronica (estados do tipo
“Molécula de Wigner”) em sistemas de dois elétrons interagentes confinados
em bilhares [15, 27]. A similaridade com nosso trabalho nos permitiu realizar
estudos também nessa linha, o que levou a resultados bastante interessan-
tes sobre os efeitos da natureza de curto alcance do potencial de Yukawa na
formagao ou supressao de moléculas de Wigner no bilhar quadrado. Consi-
deramos também a influéncia do campo magnético nestas situagoes.
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Capitulo 2

Duas particulas em um Bilhar

Quadrado

Analisaremos a seguir o problema de duas particulas nao interagentes confi-
nandas em um Bilhar (fronteira rigida bidimensional) de geometria quadra-
da. Mostraremos a separacao da base autoestados do problema em termos
das simetrias e como podemos utilizd-la para a diagonalizacao do problema
interagente.

2.1 Uma particula em um Bilhar Quadrado

Considere o problema de uma particula confinada no interior de um poco de
potencial infinito com geometria quadrada, de lado L:

Vaauare (7, /) = { og :2 2 i g,i[; (}J;Syy<§01;;y > L (2.1)
e com Hamiltoniano dado por
HO =Py (2.2)
2m

Sendo Fi a energia da particula, sua funcao de onda orbital obedecera
a equagao de Schrodinger:

2m

(iv2 + ‘/squa.re> (Z5(I') - Etot¢(r) (23)

O potencial confina a particula apenas no plano (z,y). Assim, a fungao
de onda total da particula sera escrita como o produto de uma onda plana
na dire¢do z e uma func¢ao ¢(z,y) ndo-nula no interior do poco quadrado:

17
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o) = ol 9) 2:4)
e p(z,y) serd solugao de
—B2
(B Vst Vel ) ol = Pl (25)

com condigoes de contorno:

(O’ ) - (L: ) = 0
{:j(a:g) = ig(a:z) = 0 (2.6)

que definem um problema de autovalores com um solucoes senoidais do tipo:

2
Cmn(T,Y) = (Z) sin %w sin n—Lﬂy (2.7)
com auto-energias:
2
_ 20, 2 2
Epn = 52" (m* +n*) (2.8)

A energia total da particula, nesse caso, serd dada por:

(k.)?

Eo :Emn
tot + o

(2.9)

As solugoes (2.7) ainda valem se outras condigdes de contorno forem im-
postas na direcao z. Um exemplo é o caso de confinamento em uma regiao
de comprimento .. Teremos entao k, = %% em (2.4) e a solugao em z nao
mais sera uma onda plana. Outro exemplo é o limite de confinamento em
um ponto z = 29 (L, — 0). A solu¢do na dire¢do z serd uma Delta de Dirac
centrada em zy (6(z — zp)). No entanto, a forma geral de (2.4) e (2.7) se

mantém.

2.1.1 Simetrias

O poco quadrado em 2D é invariante sob a acao de rotagoes e reflexoes
que compoem o grupo de simetria Cy,, 0 chamado “grupo de simetria do

quadrado”. Os elementos geradores desse grupo sao a rotagao de 7 em relacao
a origem (Cy) e a reflexdo em relagdo a um plano vertical (d,) (utilizamos
aqui a notagao ), para rotagoes de 27“ e o para reflexoes). Se temos um
quadrado de lado L centrado em 2/ = 3/ = 0, podemos definir Cy e &, da

seguinte forma:
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Rotacio Cy: (2, y) — (—y/, ')
Reflexdo d,:  (2/,y') — (¢, 2)

As composicoes possiveis de poténcias de Cy e G, geram o grupo Cy,,
incluida a operagao identidade E (E = CA*44 = G,%). Os oito elementos do
grupo (mostrados na figura 2.1) correspondem as oito operagoes de simetria
que levam o quadrado “nele mesmo”:

C o = GVCi E ,
® ® X
® ®
G o C,E Ci o,

C 26V

Figura 2.1: Elementos do Grupo C4,. Os pontos indicam a aplicacao das
respectivas operacoes de simetria no ponto logo acima do eixo 2/ no primeiro
quadrante

O potencial de confinamento (2.1) (e conseqiientemente o Hamiltoniano

~

H©) dado por (2.2)) sdo invariantes sob as oito operagoes de simetria de
Cy. Desta forma, os niveis com energia F,,, (definida em (2.8)) sao pelo
menos oito vezes degenerados. Isso pois, dada uma operagao de simetria A
pertencente a Cy,, a funcao flgomn serd autofuncao de H©® com energia E,,,,.

Um detalhe importante é que as operagoes de simetria ficam mais simples
em um sistema de coordenadas (2/,y’) cuja origem é o centro do quadrado.
A forma (2.7) para as auto-fun¢des tem o centro do quadrado em =z = y =
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de modo que, a principio, seria desejavel escrever ¢, nas coordenadas
r=xz—-=y— é No entanto, veremos que o fato de ¢,,, ser periddica

em z e y permite escrever Ay, em uma forma relativamente simples nas
coordenadas (z,y).

2.1.2 Reducgao de simetrias

A presenca de um campo magnético B ortogonal ao plano do Bilhar tem o
efeito de quebra da simetria de reflexao em relagao a um plano perpendicular
e consequentemente na redugao das simetrias do Hamiltoniano [16]. Com
isso, o grupo do Hamiltoniano é reduzido para um subgrupo de Cy,, 0 grupo
C4 formado apenas pelas rotacoes C’4 C’g, C'4 e pela identidade E. O grau de
degenerescéncia dos auto-estados é reduzido de 8 para 4.

Como um campo magnético ortogonal sera eventualmente incluido no sis-
tema, escolhemos considerar explicitamente apenas as degenerescéncias devi-
do a rotagoes nas auto-fung¢oes do caso B = 0. Em outras palavras, dizemos
que um estado de energias F,,,, pode ser escrito como uma combinacao linear
do tipo:

ao invés de uma forma mais geral que envolva os outros elementos de Cy,. O
que ocorre ¢ que teremos degenerescéncias “escondidas” que serao quebradas
com a introdugao do campo.

Para aplicarmos as rotagoes explicitamente em ¢,,,, podemos transladar
a origem do sistema de coordenadas para o centro de quadrado. Nesse sistema
(' =2—-%y/ =y— L) pn(z,y) fica em uma forma menos compacta que a

dada em (2.7):

Omn(2',Y) = (%) [sm Mg’ cos T 4 cos B’ sin 2 } X
[sm By’ cos B + cos "y’ sin —] (2.11)
= (3) Fula) Fuly)

A aplicacao de Cy em @, (2, y/) fica:

CA’490mn(37/7 Y) = Pm(—y, 7)) = (%) Fu( =y ) Fu(2')
(2.12)
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Fazendo a transformacao de coordenadas inversa, temos:

Caprm(,y) = (%) [— sin "y cos (mr) + cos "y sin (mﬁ)] sin "%

= (=D)""oum(z,y)
(2.13)
uma vez que cos (mm) = (—=1)™ e sin (mn) = 0.

Assim, é possivel obter uma forma relativamente simples para Clgpmn
nas coordenadas (x,y), o que é desejavel uma vez que a forma (2.7) é mais
simples para o célculo de elementos de matriz do que (2.11). As aplicagoes
dos outros elementos de C4 ficam:

(?290”1”(569 y) = ( 1)m+n90mn(w y)
Cﬁ%@mn(x: y) = (_1)n+190nM('T: y) (2.14)
ESOmn(x: y) = SOmn(xv y)

Dos resultados acima, vemos que as ¢m,(x,y) nao sao, em geral, auto-
fungoes dos operadores do grupo, em particular de Cy. No entanto, podemos
construir funcoes que sejam auto-estados tanto de H® como de Cy, 0 gerador
do grupo.

Suponhamos que uma v, seja auto-estado de H® = H© + HZSO) com
energia F,,, e auto-funcao de Oy com auto-valor A. Podemos mostrar que os
valores possiveis para A sao £1 e =i. Isso pois:

Catpdy = Mo, = (Co) ', = M),

o )\41/1 :>)\4 " (2.15)

uma vez que (Cy)* = E.

Assim, H® ¢ ¢4 formam um Conjunto Completo de Operadores Comu-
tantes e o espectro fica separado em quatro classes de simetria em relacao
a aplicacao de C,. Utilizando (2.13) podemos construir explicitamente os
auto-estados )\

Prmn(T,Y) se 1 = M (impar)

(+1) _

d) ( ) { A2 (Somn(l', y)( )Spnm( z,y )) se 1L 7é m; +(—)se N, T fmpar (par)
(=1) — somn(x y) se L. = M (par)

d)mn, (®9) { % (Cmn (2, Y) (F)@rm (2, Y)) sen # m; —(+)sen, m impar (par)

1[)7(;;:/) (x7 y) = % (@mn(x y) j: Z@nm(x y)) + ( )Se n m lmpar (pa,r)

¢'r(n_rz) (1'7 y) = % (Spmn(x y) + Z@Dnm(l' y)) ( )se N, M impar (par)

(2.16)
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ou, em uma forma compacta:

B = F (o + 5 %) (2.17)

onde [ representa o idice (m,n) (I = (n,m)), Fl(c) pode ser 1 ou % e Sl(c)

pode ser 0;+1; +i dependendo da classe de simetria (C) e de [ ( se (m,n)
sao pares/impares e se m = n ou m # n). Mostramos alguns exemplos na
figura 2.2:
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E G G O3
+D |1 1 1 1
(1) |1 -1 1 -1
(H) | 1 4+ -1 A
) [1 4 -1 +H

Tabela 2.1: Tabela de caracteres do Grupo Cy4

Os auto-estados (2.16) tem simetria bem definida em relag¢ao as operagoes
de C4 mas, na sua construcao, tivemos que distinguir os casos onde m e n
sao ambos pares ou ambos impares ou um par e o outro impar. Isso, em
iltima analise, é um reflexo do fato de que C4 é menos simétrico que o grupo
do Hamiltoniano sem campo, o C4. Na verdade, as func¢oes definidas por
(2.16) podem ser separadas em auto-fungoes dos operadores de reflexao &, e
o) = 6’46,,, pertencentes a Cy, mas nao a Cy.

Isso pode ser ilustrado pelo seguinte exemplo: tanto (+ ) como 1/1511) Sa0
auto-fungoes do operador Cy com autovalor +1. No entanto, se aplicarmos
uma reflexao , que troca x por y (ou, equivalentemente, m por n) temos:

~ 1 1
U’U ]_3 ¢3+ ) = +¢§g_ ) (2 18)
+1) w +1 — (+].) :
v¥24 42 24

de modo que 1&%?{1)

valores diferentes.

Mostramos a seguir a tabela de caracteres de Cy, com os auto-valores das
funcoes wﬁnc;) sob a aplicagao dos elementos do grupo. A notagao (2) indica
que existem dois elementos do grupo com os mesmos caracteres, de modo
que ambos pertencem a mesma sub-classe do grupo [16].

1) PR .
¢(+ também sao auto-estados de ,, mas com auto-

E Cy2) Cy 6,(2) 6.(2) | Funcio-base
A |1 1 1 1 1 | (+1) mn fmpares
Ay | 1 1 1 -1 -1 | (+1) mn pares
B|1 -1 1 1 -1 | (-1) mn fmpares
By | 1 -1 1 -1 1 (-1) pares
El2 0 2 0 0 |[+)+0)

Tabela 2.2: Tabela de caracteres do Grupo Cy,. As representacoes Ay, As,B;
e By sdo unidimensionais e correspondem a sub-divisdes das classes (+1) e

(—1) do grupo Cj.

A representacdo bi-dimensional F (real) corresponde a
uma “soma’ das representagoes conjugadas (+1i) e

(—i) (complexas)
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2.2 Duas particulas idénticas

Se temos duas particulas idénticas (ndo interagentes) de massa m confinadas
no interior do Bilhar Quadrado, a Hamiltoniana sera simplesmente:

2
P2

2
0 _ P1

H2p - 2m + ‘/;quare(rl) + 2m + ‘/square(r2) (219)

Os auto-estados de duas particulas de Hég) podem ser construidos através

da composicao dos auto-estados de uma particula:

. |(Pm1n1m2n2 > = |90M1n1 > ®|90m2n2 > (220)

H§2)|90m1n1m2n2 > = (Emlm + Em2n2)|90m1n1m2n2 >
No entanto, a funcao de onda total de duas particulas deve ser totalmen-
te simétrica (no caso de bdsons) ou totalmente anti-simétrica (no caso de
férmions) frente a permutagao das duas particulas. Em particular, se temos
dois elétrons confinados, a funcao de onda total sera anti-simétrica e serd um
produto de uma parte orbital e de uma parte de spin:

\Ij(rlr2) = Xspin & ¢(r1r2> (221)

N

A funcao de onda de spin pode ser simétrica ou antisimétrica frente a
permutacio dos dois elétrons. Como o autovalor de S? no caso do elétron é

2 . . 2 5
3" existem apenas dois autovalores possives para S, (:I:%) e os estados de

4
spin simétrico e antisimétrico sao, respectivamente, um tripleto e um singleto

de spin:

Tripleto Singleto
| 17>
Z (> +11>) (1>~ 11>) (2.22)
| 11>

Assim, a fung¢@o de onda orbital ¥ (rira) serd necessariamente antisimétrica
(A) se o sistema estiver no estado tripleto de spin e simétrica (S) se o estado
de spin for o singleto.

O grupo de simetria de HQ(?,) serd dado pelo produto tensorial C4 ®C, entre
os grupos de simetria dos Hamiltonianos de uma particula. Os elementos de
C,®Cy serao por sua vez produtos tensoriais dos elementos de C; (EQ E, E®
04, 04 X 04 e etc.).

E possivel classificar a funcao de duas particulas em classes de simetria
frente a operacgao de Cy® Cy, de modo analogo ao que fizemos anteriormente.
Considere dois operadores de uma particula Ay e 1212, pertencentes a Cy com
respectivos autovalores A; e A\y. Temos
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A ® A2|¢11/12 >= 1211|¢1 > A2|¢2 >= M Aa|t1the >= Apa|th1s > (2.23)

A classe de simetria da funcao de duas particulas serda dada pelo “pro-
duto” das classes de simetria de uma particula. Essa separacao em classes
dos auto-estados de duas particulas serd importante no calculo dos elementos
de Matriz de potencial de interacao, uma vez que o potencial nao acopla as
diferentes classes de simetria.

A “regra” para se obter a classe de simetria de duas particulas pode ser
ilustrada pela seguinte tabela:

Classes de uma particula Classe de duas particulas
(D)D), (=D (=1), (+i)(=i) — (+1)
(+1)(=1), () (+2), (=i)(=1) — (1)

(+1)(+4), (=1)(=1) — (+9)
(+1)(=9), (=1)(+7) — (—1)
Usando a notagdo introduzida em (2.17), podemos escrever um auto-

estado geral de Hg(g)

(2.24)

na seguinte forma:

S,A,(Classe 1® Classe 2) ; —» — 1 Classe 1) / — Classe 2) / — Classe 1) ; — Classe 2) / —
iy O R ) = s (U e P08 e (e P 0))
(2.25)

onde (5) e (A) indica um fun¢ées orbitais simétrica ou antisimétricas (estado
de spin singleto ou tripleto, respectivamente).
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Capitulo 3

O potencial de interacao

Neste capitulo abordaremos os efeitos de interacao entre os elétrons confi-
nados no Bilhar Quadrado. Escolhemos um potencial do tipo “Yukawa”,
exponencialmente suprimido para distancias longas, de modo a levar em
conta os efeitos de blindagem (“screening”) que limitam o alcance efetivo
da interagao em um gas de elétrons. Apresentaremos os calculos da diagona-
lizagao do Hamiltoniano (2.19) acrescido de um termo de interac¢ao de duas
particulas.

3.1 Dois elétrons interagentes no Quadrado

Consideramos o caso de dois elétrons confinados em um Bilhar Quadrado
com uma interacao repulsiva dada por um potencial de Yukawa:

e—a|r1—r2|

V(rler) =W (3.1)

r1 — 1o
onde Vj e a sao parametros de intensidade e de alcance. O sistema serd entao
descrito pelo Hamiltoniano (2.19) acrescido de um termo de interacao:

V. LY e
+ square(rl) + % + square(rQ) + Om

_pi

Hap om

(3.2)

A motivacao fisica para a escolha de um potencial de interacao tipo Yu-
kawa vem da blindagem exponencial do potencial de um carga pontual em
um meio carregado na aproximacao de Thomas-Fermi em 3 dimensoes. No
apendice B, mostramos a derivacao deste resultado. No entanto, embora
estejamos utilizando esse tipo de modelamento para a interacao eletronica
blindada, é importante ressaltar que, estritamente falando, ndo estamos na
aproximacao de Thomas-Fermi. Ando et al. [18] mostram que a blindagem

27
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de Thomas-Fermi em duas dimensoes tem uma dependéncia com T%, no limite

assintotico de r — oo, uma queda mais lenta que uma exponencial pura.
Existem, no entanto, outras motivacoes que nos levaram a utilizar um

potencial (3.1) em detrimento de outros tipo de blindagem (tais como uma

A 1 . 1 . . .
poténcia de - ou algo do tipo m) Em primeiro lugar, o potencial

de Yukawa tem um parametro de alcance bem definido, que nos permite um
estudo mais objetivo dos efeitos do alcance da interacao. Além disso, veremos
que o formato exponencial traz vantagens técnicas no calculo dos elementos
de matriz na base de auto-funcoes do problema nao interagente, evitando
divergéncias em r — 0 e permitindo um cdlculo exato das integrais.

3.1.1 Elementos de matriz

Para diagnonalizar o Hamiltoniano flgp o método mais direto é calcular os
elementos de Matriz do potencial em na base de auto-estados (2.25) de ]:Ig(g):

S,A,(C1®C2 S,A,(C1r@Cy
‘/hlzl/ll; = <¢1112 ¥ )|V|¢ et )> (33)

onde [; = (n;,n;) e (C;) indicam os indices e a classe de simetria dos respec-
tivos estados de uma particula que compoem um estado de duas particulas
simétrico (S) ou anti-simétrico (A).

Como as funcdes ¥4 sdo simétricas ou anti-simétricas frente & troca
das duas particulas, o elemento de matriz (3.3) terd um termo “direto”e um
termo “de troca”diferentes entre si:

Direct Exchange
Vzlz2l’11 ‘/21121112 =+ ‘/;1[2[ 0, (3-4)

onde

Vi = TS RenSeR) VAR — Al vt ()6, (%) drid

Lol

Vinet®® = TR 05) Vs — i) ) (a)02) () dPrid®rs
(3.5)
As expressoes analiticas para os estados de uma particula ¢)(¢) em termos
de fungoes senoidais sao dadas em (2.16) e, em uma forma compacta, em
(2.17). Usando a notacao de (2.17), temos a seguinte expressao geral para os
elementos de matriz do tipo (3.5):
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> A
<oV > = FORPEORO

((1+ SV S8 < WVl > +(S1V s8P85 4 8 D>) < WLV, >
(S 5B gl D’* S]EC)) < LV}l > +(S(A)*S§C)*S(D + S5 < L V|1, >
+(85 8\ st +SA>) < LVl > +(S<A>*S + 59 s“’)) < LV, >

(S<A)*S + 88PN < LR VLT, > +(S5P S (1A)S<2D ) < hia|VIIT, >)
i (3.6)
onde [ = (n,m) se l = (m,n) e
<r1r2|lll2 > = S0m1n1(r1)90m2n2(r2)
(3.7)
Prn(r) = Esin 22 i 220

v , .
Desta forma, cada um dos termos < Iilo|V|l;l, > é uma integral em um
espaco de configuracoes de quatro dimensoes na forma:

~ ! 41 . . . .
<LV, > = Jsquare ST TP sin FELIL gin TR gin T2

V(|rz — ri])x (3.8)

! /
M, T1 sin T, Y1

! /
s TMT2 - TNoY2 12 2
7 7= sin sin —2= d*r;d°r,

sin 7

Vemos que o potencial V(riry) acopla as coordenadas espaciais de modo
que a integragao de (3.8) nao é trivial. E possivel, no entanto, reduzir (3.8)
a uma soma de integrais unidimensionais no angulo relativo 6 que, embora
complicadas, podem ser calculadas numericamente. Tal procedimento sera
descrito em detalhe na proxima secdo. Os resultados para a forma das inte-

grais unidimensionais estdo sumarizados nas equagoes (3.23), (3.25), (3.26)
e (3.27).

3.2 O célculo de < L,L,|V|I}l, >

Para calcularmos a integral (3.8), reescrevemos o integrando em coordenadas
relativa e de centro-de-massa. Como my; = mo = 1, temos:
{ 5 — 71

YRy + Ry) (3.9)

oy 3y
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O senos que aparecem em ¢, pode ser escritos como uma soma de
exponenciais complexas:

e m7ra:1
i MTT; 1 ge ¢ L
Sin L o ZfiZ—l 2 3.10
qin nwyY; Zl n; L
L =1 2

e o integrando fica:

! i ! i
. . . . — — . m™m- I . ™ . TMsT . ™
sin T gjn TR gjp TR gin T2 V(|7 — 7|) sin —— sin 1YL iy T2 gy THat2

L L . \ L L L L
qu (61..-622)ég1-..n2) (ei(a1+a2)Xei(,81+,82)Y€i(a27a1)%ei(ﬁ2fﬁl)% e—rar>
(3.11)
onde definimos

o = e+ T €

ay = e 4+ T2, (3.12)
b = T+t %771
— Tng T,
62 = L 771 + I 772

Podemos assim calcular as integrais nas coordenadas de centro de massa.
No entanto, ndo hd um desacoplamento total entre (X,Y) e (x,y) pois os
limites de integragao de (X,Y’) dependem de (z,y) pelo fato de termos uma
fronteira quadrada. Por simplicidade, tomaremos L = 1 (ou, equivalente-
mente, introduzimos um escalonamento nas varidveis: % — r;) no resto do
desenvolvimento.

Os limites de integracao no espaco de configuracoes ficam:

1 1 0 142 1 1-2
/ dxl/ dzy — (/ dx/ dX+/ dw/ dX) (3.13)
0 0 1 = 0 z

para as variaveis = e X (ilustrados na figura 3.1) e

1 1 0 1+4 1 1-¥
/ dy; / dyy — < / dy [ dy + / dy / dY) (3.14)
0 0 -1 =1 0 y

parayeY.

Isso nos leva a quatro regioes de integragao no plano (z,y) (os quadran-
tes), representadas por k = 1,2, 3,4 na figura 3.2. Para cada k, temos uma
integral do tipo:
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Figura 3.1: Transformagdo de Coordenadas:(x,z2) — (x, X)) mostrando os
limites de integracao

A (€1 €5) (M- 1) </ dA 01 +an)X Gi(BHB)Y gilaz—a)F gilB—B1)% € )

et 256 r
(3.15)
com [ dA; dado por
T1 Y1 7201-1-1 752031_’_1
/ dAy, = / dz / dy / dX / dy (3.16)
To 0 «@ ¥
e os limites de integracao dependem de k e estao listados na Tabela 3.1.
To | 1| Yo | Y1 | Qo | Co
k=110 1]0]1]1]1
k=2-110]01]1]-1]1
k=3|-110]-1]0]-1]-1
k=410 1]-1]0]1]-1

Tabela 3.1: Limites de integracao em cada quadrante k

A integral nas coordenadas de centro-de-massa nos leva a:

. (61612)(77177/2) 1 Y e_a\/m
=) 256 {/% /yo Syt d:cdy} (3.17)

€iT

onde a forma exata de f(z,y) depende do fato de (a; +as) ou (B + F2) serem
iguais a zero ou ndo, o que é possivel em alguns casos pela defini¢do (3.12).
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1

Figura 3.2: Limites de integragao no plano de coordenadas relativas (z,y)

No entanto, f(z,y) terd essencialmente uma dependéncia exponencial nas
variaveis x and y.

Fazendo uma transformacao (x,y) — (r,0) para coordenadas relativas
polares, temos:

(61"'6/2)(771"'77;) 91 ,,,1(0) ~
[ - , ar 1
' zn: 256 /9 /O f(r,0)e" drdf (3.18)

e os limites de integragao sao dados na tabela 3.2.

A integral em r pode ser facilmente calculada uma vez que o integrando
é essencialmente uma exponencial:

r1(0)
/0 F(r,0)e= dr = F(6) (3.19)

o que nos deixa com um conjunto de integrais unidimensionais no angulo
relativo 6:

P CER U { [ k) da} 520
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r1(0)
k=1] 0<0<Z |
T T 1
Z<9<3§ si1110
_ T T
k=2 g<9<r sin19
e —
T<0<ﬂ- 00516
k=23 7r<9<%7r 3
DT 3T —1
3T<6<77 sin10
_ s v —
k=4 77<9<T sir110
T
I<9<27T cosl
Tabela 3.2:

onde a forma do integrando F,(#) depende dos indices lyl5l}l,. Apresenta-
remos a seguir os resultados para (3.20) para os casos de (a; + as2) e/ou
(81 + (2) iguais ou nao a zero.

3.2.1 O caso (Ckl + 052), (51 + ﬁg) # 0

Para (a1 + ag) e (61 + (2) ndo-nulos, temos:

f(ﬁy) = m [ei(al-l—o&)e%Aao(ahag) — e 35 Agg(az,0n) |
_ _ (3.21)
[6i(,81+ﬂ2) e Acy(B1,82) _ o532 Acq (ﬁg,ﬂl)}
onde
Ay (a1, a2) = as(1 — ag) — ai(1 + ap) (3.22)

e xg,T1, Yo, Y1, Ao € o sao dados pela Tabela 3.1.
Passando para coordenadas polares relativas, o cdlculo de F,(0) é direto,
uma vez que a dependéncia de f(r,0) com r é exponencial. O resultado é:

— (-1 a1t (eza(e)m(e)_l) (ezbw)rl(o)_l)
Fa(e) — m e( 1+aa+B1+062) 720 + 70
+ e(aﬁ-oeg)w + e(ﬁ1+52) (1_eZd(9)r1 (9))

Z(0) EZION
(3.23)
onde Z,, Zy, Z. and Z; sao dados por:
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Za(ﬁ) = —a-+ % (Aao (O[l, O[Q) cos 6 + Aco(ﬁla 62) sin 9)

Zp(0) = —a-— 3 (Ago (a2, a1) cos O + A, (Ba, B1) sin b)) (3.24)
ZC(Q) = —a-+ % (Aao (O[l, O[Q) cosf — Aco (ﬁg, ﬁl) sin 9) '
Z4(0) = —a— % (Ag(az, a1)cos — A (B, Ba) sin )

3.2.2 O caso (a;+az) =0 e/ou (B + () =0

Para os casos (a; + a2) = 0 e/ou (81 + 2) = 0 a dependéncia de f(r,0)
em r nao mais serd uma exponencial pura pois, ao realizarmos as integrais
nas coordenadas de centro-de-massa, teremos termos com poténcias de r no
integrando uma vez que alguma das exponenciais em (3.15) serd igual a 1.

As expressoes para F,(6) para as trés combinagoes possiveis de (a;+ag) =
0 e/ou (B + f2) = 0 estao listadas a seguir:

o (a1 tag)=(Bi+B2)=0

(eZa(9)T1(9)71)

Fa(0) = o e (e On Oz (0)r(0) - 1) + 1))

+ (ococosBoind) [(e2ami (3272 — 2z,7) + 2) — 2)]

(3.25)

o (mt+az)=0e (fi+0)#0

(621;(9%1(9)71) (620(0)7“1 0 _1

—  o(BP1+B2) _
Fo(0) = elntrz =) z(0)

— (apcos ) x

(Br+82) (OO @)r1(O)—D)+1) (%10 (z(0)r1 ()~ 1)+1)

(3.26)

e (a1 tay)#0e (Bi+8)=0

e2d(0)r1 (0)_1) (eZe(e)m(@)_l
zq(0) N ze(0)

F.(0) = e(a1+a2)( — (¢osin 0) x

) (2O (O)r1(0)=1)+1) (%@L (= (6)r1 (6)-1)+1)

X e(al +az2 —
d e

z

(3.27)
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Aqui ag,co e m1(0) sdo dadas pelas tabelas 3.1 e 3.2 e os 2(0), (i =
a,b, c,d,e) sao dados por:

2,(0) = —a+i(azcost + ﬂg sin )

2(0) = —a+i(agcosl+ Aco (B1, B2) sin )

2.(0) = —a+i(agcosd — A, (B2, 1)sinb) (3.28)
24(0) = —a+i(frsinf + Aao(al, as) cosf)

2.(0) = —a+i(fasinh — A, (g, aq) cosb)

No caso Coulombiano puro (a = 0), a forma de F,(0) é ligeiramente
modificada pois, nesse caso, é possivel que um ou mais dos Z;(6) das equagoes
(3.23) ou dos z;(#) das equagoes (3.25), (3.26) e (3.27) sejam nulos. Quando
isto ocorre, tem-se:

le( ) & dr — j‘ d’f‘ — 7“1(9)
Jor @) gziry g — f(;l(e) rdr = 0" (3.29)

f07’1(9) T2 dp — fOTl(t‘)) r2dr — 1”1(:;9)3

Assim, se a = 0, sempre que tivermos a;, g, (1, b2, ag € ¢y tais que
algum dos z; ou Z; se anule, devemos entao fazer as substuicoes adequadas
nas equagoes (3.23), (3.25), (3.26) e (3.27):

(GUESS ()

(ezirl (zir —is‘f'l) °
(611(zi7«1732zm+2>72) L Oy

%

As integrais em 6 foram calculadas numericamente com o auxilio da su-
brotina trapzd em [19]. O parametro de convergéncia utilizado no célculo
da integral I no passo n foi (I, 1 — I,)/I, < 1075 com ny. = 20. Cada
elemento de matriz do potencial envolve uma média de 32 integrais em 6, o
que faz com que o maior esforco computacional envolvido seja com o calculo
dos elementos de matriz e nao com a diagonalizacao da matriz propriamente
dita.

3.3 Niveis de Energia

Uma vez calculados os elementos de Matriz do potencial, foi obtido o espectro
de niveis de duas particulas. Na figura 3.3 mostramos os primeiros 50 niveis
de energia em funcao do parametro de intensidade V4 para valores distintos
do alcance a. Nas diagonalizacdes, utilizamos matrizes de cerca de 100 x 100
(~ 100 niveis por classe de simetria), totalizando algo em torno de 800 estados
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de duas particulas (incluidos estados singleto e tripleto). As energias estao
em unidades de 72h*/2mL>.

Para Vj; # 0 temos varias quebras de degenerescéncia de niveis de energia.
Essas quebras sao essencialmente de dois tipos: quebra da degenescéncia tri-
pleto e singleto e quebras de degenerescéncias nas classes de simetria orbital.
Na figura, indicamos as diferentes classes de simetria tanto para estados do
tipo singleto quanto para estados do tipo tripleto:

As classes de simetria (4i) e (—i) s@o degeneradas entre si, mesmo para
Vo # 0. Isso ocorre pois os elementos de Matriz do potencial 3.3 sao todos
reais, em decorréncia da simetria de reversao temporal do Hamiltoniano.
Com essa simetria, temos

<OV >= (<l >) =< T el > (3.31)

j& que as classes (+1) e (—i) sdo conjugadas. A quebra da simetria de reversao
temporal (mediante aplicagdo de um campo magnético, por exemplo) quebra
essa degenesrescéncia.

Nas ampliacoes da figura 3.3, mostramos a repulsao entre niveis de uma
mesma classe de simetria. Vemos que aparecem também cruzamentos entre
niveis de classes de simetria distintas bem como, embora em menor nimero,
entre niveis da mesma classe de simetria. Os cruzamentos entre niveis de
mesma simetria ocorrem pois nem todos os estados em uma determinada
classe sao acoplados pelo potencial. Isso porque as classes de simetria de
duas particulas sao as do grupo Cy ® C4. Porém, o grupo de simetria do
problema sem campo magnético é maior que Cy ® C4 uma vez que o potencial
nao quebra totalmente as simetrias de reflexao. Na verdade, o potencial é
invariante frente a operagoes de simetria que conservem |ry — r1].

Como um exemplo, considere a reflexao o, - (z,y) = (y,z). A operagao
de duas particulas oY) @ 0(? deixa o potencial invariante:

cD@cPV(r)=V(eW@oP|r,—1|) = V(i —r) =V(r)  (3.32)

Outros exemplos sao combinagoes de rotagoes e reflexoes como o, @ Cy,
o, ® C} que trocam as duas coordenadas das duas particulas. No entanto,
uma combinagao do tipo o, ® Cy ndo deixa |ro — rq| invariante [Cy - (z,y) =

(—QZ, _y)]:

Oy @ C‘2|r2 -1 = 0,® 02\/(342 —11)? + (22 — 21)?
(3.33)

- \/(—yg —21)? + (=22 —41)* # |r2 — 14



3.3. NIVEIS DE ENERGIA
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Energy Levels
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Figura 3.3: Niveis de energia como funcao de V; para diferentes valores de
a. No alto a esquerda, temos a = 0 (caso coulombiano puro) e, a seguir,
a = 0.1 (alto, a direita), « = 1 e a = 10 (em baixo, & esquerda e a direita
respectivamente). No detalhe, é mostrada a repulsao de niveis nas classes

(41)-singleto e (—1)-singleto

Assim, o grupo de simetria que deixa V(r) invariante é maior que Cy ® Cy

mas menor que Cyy ® Cyy.

Em relacao aos cruzamentos de niveis de classes diferentes, é esperado que
isso ocorra uma vez que o potencial ndao acopla as classes. Em particular,
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vemos que existe um cruzamento no estado fundamental, que passa de uma
simetria orbital (+1) para (—1), mas ainda singleto, a partir de um certo
valor de V. No caso sem campo magnético, nossos resultados mostram que
o estado fundamental é sempre um singleto de spin, independentemente de
Vo e a. E possivel mostrar [17] que este é um resultado geral para sistemas
de dois elétrons interagentes com energias cinética da forma:

2

Ee=5—(

Vi+V3) (3.34)

3.4 Estatistica de niveis

Uma outra andlise importante no caso do Bilhar Quadrado com interagao
é a estatistica de espacamento de niveis de seu espectro. De acordo com a
conjectura de Bohigas-Giannotti-Schmidt [20], é esperado que assinaturas da
dinédmica cldssica (integravel ou ndo integravel) se manifestem na distribui¢ao

dos espacamentos de niveis de energia A¢; = %
oca

Para sistemas classicamente integraveis, espera-se um maior niimero de
niveis degenerados e a correspondente distribuicao de espacamentos obedece
a uma distribuicao tipo Poisson. Para sistemas mistos e cadticos, espera-se
uma forte supressao das degenerescéncias e o aparecimento de repulsao de
niveis (“avoided crossings”) no espectro. A distribui¢ao resultante é similar
a obtida para de ensembles de matrizes aleatorias e corresponde ao Ensemble
Gaussiano Ortogonal (GOE) quando existe a simetria de reversao temporal
(caso sem campo magnético) ou ao Ensemble Gaussiano Unitério se o sistema
nao tem simetria de reversao temporal. As expressoes para as diferentes
distribuicoes sao apresentadas abaixo:

P(Ae) = e~Ae Poisson
P(Ae) = Z(Ae)e”i®9”  GOE (B =0) (3.35)

P(Ae) = 32(Ae)?e =29 GUE (B#0)

A distribuigao do espagamento de niveis de um sistema de duas particulas
confinadas em um bilhar unidimensional interagindo via um potencial tipo
delta ou Coulombiano puro (limites assintéticos do potencial de Yukawa) foi
estudada por Meza-Montes e Ulloa [21], em artigo de 1998. Os resultados
mostram distribugdes que sdo combinagoes de Poisson e GOE, em um regime
tipico de uma dinamica classica mista. No caso do potencial coulombiano
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V,=300.0 (Classe +1) V, =300.0 (Classe -1)
2 , V,=5.0 2 V,=5.0

/\
0.5 \ 0.5

Figura 3.4: Estatistica de niveis para diferentes valores de V5 e al = 1.0.
Nota-se que, para V; alto, a distribuicao é uma combinacao Poisson - GOE

puro, a componente GOE fica mais evidente a medida que a intensidade da
interacao aumenta.

Nossos resultados mostram algo parecido no caso do Bilhar Quadrado
com interacao. A estatistica dos espacamentos de niveis mostra um compor-
tamento misto Poisson-GOE em func¢ao de V;. Como a Matriz Hamiltoniana
é bloco diagonal, a estatistica de niveis de classes diferentes nao é correla-
cionada. Desta forma, as distribuicoes de espacamentos para as diferentes
classes sao obtidas de forma independente, como diferentes realizagoes do
sistema quantico.

Na figura 3.4 temos a distribui¢ao de espacamentos P(Ae) em fungio de
Vo para a = 1.0. Embora o niimero de niveis (da ordem de 100) nio seja
suficiente para termos uma boa aproximacao continua, nota-se uma clara
diferenca nas distribui¢oes de espacamentos entre os regimes de 1{ distintos.
Para Vj = 5.0, a distribuicao tende a uma poissoniana para todos os valores
de aL utilizados.

3.5 Configuracoes tipo Molécula de Wigner

Um efeito interessante induzido pela interacdo em sistemas confinados por
fronteiras poligonais é a concentracao da funcao de onda proximo as quinas do
poligono no regime fortemente interagente, um estado denominado Molécula
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de Wigner [15]. Este efeito foi estudado por Creffield e colaboradores no
caso de dois elétrons com intera¢ao coulombiana em bilhares poligonais (o
quadrado inclusive) [15].

Para melhor comparagao de nossos resultados com os de [15], considera-
mos um potencial de Yukawa com um pré-fator de Coulomb em um meio
com constante dielétrica ¢, :

1 efon'

dmege, T

Vi(r) =

(3.36)

Com um potencial de interagao do tipo (3.36), o lado L do Bilhar tem o
papel do parametro de intensidade Vj. Isso pode ser mostrado se deixamos
explicito o lado L do Bilhar em nossos célculos. Como a energia cinética
(2.8) escala com L2 e a interagao coulombiana escala com L, a razao entre a
energia potencial e a energia cinética aumenta a medida que L cresce.

Considere um elemento de matriz diagonal com o potencial acima, no es-
tado |wl(1012) >. Re-escalonando o elemento de Matriz do potencial, escrevendo-
o em termos de varidavel adimensionais como 7 = £ e o/ = al, podemos

L
escrever < ¢1112|H|¢1112 > na forma:
C 2h2

<U NG > = gt {(md +nd +m3 4 nd)
o o (3.37)
+L x K% < ¢1<112)|V|¢1(112) >}
onde K; é dado por
e? 2m*
K, =16— (—) 3.38
! Amege, \h3m? ( )

com dimensio de (comprimento)~!. Para m* = 0.067m, e ¢, = 10.9 (no caso
de GaAs) temos K} = 0.37544nm~ 1. O elemento de matriz < ¢1112 |V|wl1lz
¢ exatamente o que calculamos na se¢do anterior (onde L = 1) com o
parametro de alcance dado por o = aL.

A densidade eletronica do estado fundamental p.(r;) é dada pela densi-
dade de probabilidade do estado fundamental Wy(rq, rs2) integrada em rs:

pelrs) = [ dra (97 (e, 1)l (3.39)

onde (C) é a classe de simetria do estado fundamental.
No nosso caso, nds temos a expansao de Wy(ry, ra) na base de auto-estados
do caso nao interagente:

\IJ< ) I'l, I'2 Z Aﬂﬁ I'l, rz) (340)
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de modo que p.(ry) serd dada por:
pe(ry) = 3 AL A / dry (69 (r1,12) 00, 1) (3.41)
ij

Na figuras (3.5), mostramos o célculo de p.(r7) para diferentes valores de
L e do alcance a. Para um potencial coulombiano puro, tém-se um estado
tipo Molécula de Wigner para L =~ 800nm [15]. O alcance finito do potencial
de interacao tende a suprimir este estado, mesmo para valores de L elevados.

3.5.1 Correlacoes espaciais

Como vimos anteriormente, o estado fundamental para o caso sem campo
magnético é sempre um singleto de spin, com uma funcao de onda orbital
simetrizada. No caso particular do estado de Molécula de Wigner, essa sime-
trizacao se reflete na correlacao espacial das duas particulas. Na figura 3.6,
mostramos a densidade de probabilidade quando temos r; = ra. O resultado
mostra picos de probalidade nas mesmas posi¢des dos picos de p.(ry), uma
assinatura do natureza tipo singleto da funcao de onda..

No entanto, tais picos de problabilidade nao significam necessariamente
que ambas as particulas estarao sempre na mesma posicao espacial. Na figura
3.7 (a), mostramos a densidade de probabilidade quando uma das particulas
estd em r; = (0.2,0.2), posicdo de um dos picos de pe(ry). O resultado
mostra que a outra particula tem uma alta probabilidade de estar tanto
em rp = (0.2,0.2) como em ro = (0.8,0.8), em uma conbinagao de estados
mostrada esquematicamente na figura 3.7 (b).
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Figura 3.6: A esquerda: densidade eletronica p.(r1) no regime de Molécula
de Wigner (a™' = L = 1um). A direita: cdlculo da densidade de probabili-
dade no estado fundamental para r; = rp (|\I'(()C)(r1, r1)|?), mostrando uma
correlacao espacial do tipo singleto

-~

K>
2
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-

Figura 3.7: A esquerda: Funcao de onda no regime de Molécula de Wigner
com uma das coordenadas em um dos picos de probabilidade (|lI!éc) (ry =
(0.2,0.2),r2)[?). O grdfico mostra uma correlacio tipo singleto, com as
particulas de spins opostos localizadas nas quinas opostas (figura a direita).
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Capitulo 4

Efeitos de um campo magnético
ortogonal

Consideramos a seguir os efeitos da aplicacao de um campo magnético unifor-
me e constante, ortogonal ao plano do Bilhar. Sao mostradas as expressoes
para os elementos de matriz na base de auto-estados do problema “livre” (sem
interagdo e sem campo) bem como os resultados para o espectro e auto-
estados do Hamiltoniano interagente.

4.1 Hamiltoniano de uma particula

O Hamlltonlano de uma particula de carga —e sob a acao de um campo
magnético B =V x A é obtida fazendo-se uma tranlacdo p — p + eA (em
unidades SI) no momento p. Se a particula estd confinada em um Bilhar
Quadrado com potencial Viquare dado por (2.1), o Hamiltoniano total fica:

X 1
HOB)= — (p+ eA)? + Viguare (4.1)

2m

onde m* é a massa efetiva da particula.

Tomando um sistema de coordenadas (x,y) com o origem no centro do
quadrado (o que evidencia as simetrias de H®)(B)) e escolhendo-se um gauge
simétrico em x e y, o potencial vetor e o campo magnético sao dados por:

-B B
A= 2yéx+7xéy:>B:V><A:Béz (4.2)

onde B é a intensidade do campo. O Hamiltoniano assume a forma:

45
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2

. 1 R R . B° . R
H(O)(B) - % (pi + ng/) + 6B(pmy - pyx) + eZZ(xQ + yz) + ‘/;qtlare(r)
(4.3)

e simétrico frente as rotagoes do grupo Cy.

Notamos que os elementos de matriz de H ©)(B) envolvem termos cru-
zados de momentos e coordenadas (p,y e p,x), lineares em B. A presenca
destes termos cruzados é um reflexo da quebra da simetria de inversao tempo-
ral causada pelo campo magnético. Mostra-se facilmente que o Hamiltoniano
(4.3) nao fica invariante sob a transformacao (P, py) — (—pPz, —Py), que equi-
vale a uma inversao temporal [16]. Para manter a invariancia, é preciso aliar
(Pus Py) — (—Ps, —Py) & troca de sinal do campo B — —B.

4.1.1 Dinamica Classica

Nés apresentamos o estudo da dinamica classica de (4.1) em trabalhos ante-
riores [22, 23]. Para B = 0, o bilhar quadrado é integravel, com familias de
orbitas periddicas rotuladas pelo angulo de reflexdo nas paredes, constante
ao longo de todo o movimento. O efeito do campo magnético é a quebra da
integrabilidade do sistema, com o aparecimento de ilhas regulares separadas
por regioes de caos nos Mapas de Secao [23]. Isto ocorre pois as trajetérias
classicas regidas pelo Hamiltoniano (4.1) sao segmentos de arco com raio R,
proporcional a %. Com isso, o angulo de colisdao com a fronteira nao é pre-
servado como no caso B = 0 (trajetérias retas) e o sistema perde uma de
suas constantes de movimento.

Na figura 4.1, mostramos um mapa de secao e uma érbita periddica tipica
do sistema para B # 0. O mapa de secao reflete a dinamica das colisoes com a
fronteira, utilizando coordenadas canodnicas de Birkhoff: o cosseno do angulo
de colisao 6, e a posicao s. no perimetro da fronteira onde ela ocorre.

4.1.2 Elementos de Matriz de H")(B)

Para o célculo dos elementos de Matriz de (4.3), utilizamos a base de auto-
fungoes (2.7) do problema sem campo:

2
<rlmn >= pp(z,y) = (E) sin %x sin %y (4.4)

No entanto, como mencionamos na se¢ao (2.1.1), as coordenadas (z,y)
tem a origem do sistema em um dos cantos do quadrado e ndo em seu centro.
Assim, é preciso fazer uma translacio de coordenadas (z,y) — (/—£,y/— L)
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A,=16778.7 A,=0.000059
= t=13.125

B=0.5

Bilhar Quadrado

Figura 4.1: Mapa de Secao para o Bilhar Quadrado com L = 1 e R. = 2
(esq.). Na figura a direita, temos uma érbita periddica instével para R. = é
Sao indicados os autovalores Aj2) da Matriz de Monodromia , a agao S e o
comprimento 7 (proporcional ao periodo) da érbita

no Hamiltoniano, que, na forma apresentada em (4.3), estd escrito em um
sistema cuja origem é o centro do quadrado. O resultado é a inclusao de
termos adicionais proporcionais a B e B:

(4.5)

Nessa base, o termo independente de B, proporcional a (p? + 1332/), serd
diagonal:

m2h?

577772 1+ 1) G (4.6)

< mn| (% + ) |m'n’ >=



48CAPITULO 4. EFEITOS DE UM CAMPO MAGNETICO ORTOGONAL

Para os termos lineares e quadraticos em B, os elementos de Matriz serao

dados pelas integrais:

<mn|zlm'n' > =

- lmin’ > 4/L m
mnl|glm'n = — [ sin
Y L? Jo
< mn|p,|lm'n’ > 1 /L' mn
mnl|p.|m'n = — [ sin
Pz L2 Jo
< mn|p,|m'n’ > 4/L' m
mnl|p,|m’'n = — [ sin
Py L? Jo
12
<mn|p,zlm'n’ > = 4 /Lsin m
Py L? Jo

< mnlp,zlm'n’ > =

< mn|#*lm'n’ > =

<mn|g*lm'n’ > =

(
(
(
(
<mnlp.glm'n’ > = o5 [Csin (™
(
(
(
(

As integrais (4.7) podem ser resolvidas de forma analitica e os resultados

sao apresentados a seguir.

< mn|z|m'n’ >= 2L 6,

Ol

se m =m'
se m # m/ e ambos pares/ impares

1 1
72 \ (m+m/)2

— (m_lm,)Q) se m # m’ e um for par o outro fmpar

(4.8)
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% sen=n'
< mn|g|m'n’ >= 2L 6, 0 se n # n' e ambos pares/ fmpares
% <(n+1n,)2 — (n_ln,)2> se n #n’ e um for par o outro fmpar
(4.9)
o 4 0 se m = m/ ou m,m’ ambos pares/impares
mn mn = — X . / ;
< 24 - 12 227‘1(”1,7;37@7“2 se m # m’ e um for par e outro fmpar h
%2 n=n
0 n # n' n,n’ambos pares/fmpares
% (n+1n,)2 — (n_ln,)Q} n # n'e um deles par e o outro impar
(4.10)
2
LT m=m'
< mnlp,zm'n’ > = 0 m #m' , m,m' ambos pares/impares
j;—j [(m+1m,)2 — (m_lm,)Q} m # m’ e um deles par e o outro fmpar
0 se n =n’ ou n,n’ ambos pares/impares 4
X . ’ ) I
2@7‘1(71,)”27”7712 se n # n' e um for par e outro impar A L2
(4.11)

_1\ym—m _ m+m/
2 (S — G ) sem#m

(3 - 52) sem=m

<mn|2*m/n’ >= L? S,

3 2m2m?
(4.12)
2 <(—1)”"/ _ (—1)””/) se n #n/
2 n—n’)2 n+n’)2
< mn|g?Im'n’ >= L? §, (=) () (4.13)
(% - %%n2> sen=n'

A forma dos elementos de matriz acima, que dependem tanto do valor
absoluto como da paridade de m e n, traz algumas conseqiiéncias importan-
tes. Dentre elas, podemos destacar o nao acoplamento das classes de simetria
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de uma particula do grupo C4, apresentadas no capitulo anterior, e também
a quebra da degenerescéncia entre as classes (+i) e (—i). Essa quebra de
degenerescécia se deve ao termo linear em B em (4.3) e, em ultima anélise,
a quebra da simetria de inversao temporal.

4.2 Duas particulas nao interagentes

Se temos duas particulas nao interagentes no Bilhar, podemos construir sua
fungdo de onda simetrizada (estado de spin singleto) ou anti-simetrizada
(tripleto), conforme mostrado na segao 2.2:

’Qp(cﬁ (C2 SA> (Wl 2 > ’1/](02 Cl)>> (4.14)

O Hamiltoniano néo—interagente fica:

A (B) =

2p |:(p1 + 6A(I’1))2 + (p2 + 6A(I‘2))2] + ‘/square(rl) + ‘/;,quare(rQ)
(4.15)
Na base nao-simetrizada, os elementos de matriz de (4.15) serao dados

por uma composicao de elementos de Matriz de uma particula:

2m

L

Ch) (Cy1) (C 0 (Cqyr)
( G O (BT > i+ < 0SB > 0u,,) ey dicniey)

onde utilizamos a notagao introduzida em (2.17) para os estados de uma
particula

4 >= B (1 > +5/11 >) (4.17)

e ainda |l >= |mn >; | >= |nm >.

Vemos que s6 sao acoplados pelo campo estados que tenham as mesmas
classes de uma particula. Desta forma, nem todos os elementos de matriz
entre estados na mesma classe de simetria de duas particulas serao diferentes
de zero, pois é possivel que estados com diferentes classes de simetria de uma
particula estejam na mesma classe de simetria de duas particulas.

Como exemplo, considere os estados de duas particulas |(+1)(—1) > e
|(+4)(+i) >. Conforme vimos na se¢do 2.2, ambos os estados pertencem a

(4.16)
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classe de duas particulas (—1). No entanto, < (+1)(—1)|f[2(2)(B)|(+i)(+i) >=(
POIS O(+1)(+i) = O(-1)(+) = 0.

Na notacgao de (2.17), os elementos de matriz de uma particula sao dados
por:

<HNHO By >=
FORO (<iHOB) > +8 < 1HO(B)|I' > +

+Sl<0) < l_|f{(0)<B)|l’ > —|—Sl(C)S(/C) < Z|}A[(0)(B)|l_l >>
(4.18)

Nas figuras 4.2 e 4.3, mostramos os niveis de energia nao interagentes
(separados em classes de simetria) como fungdo do campo magnético para
L = 200nm e L = 800nm. Neste caso, os estados tipo tripleto e singleto
sao degenerados entre si, como mostrado na figura 4.2. No entanto, vemos
que alguns estados sao singletos de spin “puros” (o estado fundamental, por
exemplo). Isso ocorre quando, para B = 0, o estado de duas particulas é
construido colocando-se cada elétron no mesmo estado orbital de particula
tnica, suprimindo uma combina¢do orbital anti-simétrica (estado de spin
tripleto) na fun¢ao de onda total. Vemos ainda a quebra de degenerescéncia
entre as classes de simetria (4+7) e (—i), conforme discutido anteriormente.

Para altos valores de B, os niveis de energia se acumulam nos niveis de
Landau do sistema, dados por

Landau eB
E; =n+Dhw, w.= — (4.19)
e que variam linearmente com o campo B.

Para uma melhor comparacao com os resultados publicados anteriormente
[24, 25, 26, 27], escolhemos expressar a energia em meV e o campo magnético
em Tesla (T). Utilizamos também a massa de quasi-particula e, no caso
interagente (secao 4.3), a constante dielétrica do GaAs (mx = 0.067m,. e
e, = 10.9). Em termos do comprimento magnético l,,, = \/i/eB, a variagao
do campo corresponde a oo > [,, > 0.14L. No apéndice A estao resumidos
os fatores de conversdo e unidades para energia e campo magnético.

4.3 Campo e Interacao

Quando ¢é introduzido potencial de interacdo eletronica na forma (3.1), o
Hamiltoniano do sistema fica:



52CAPITULO 4. EFEITOS DE UM CAMPO MAGNETICO ORTOGONAL

E(meV)
5

OClass +1 (singlet)
e Class +1 (triplet)
/ AClass +i (singlet) |
/ s 4 Class +i (triplet)
/ // O Class -1 (singlet)
/ o Class -1 (triplet)
/s V Class -i (singlet)
V2 v Class -i (triplet)
— — Landau levels

0.0 0.4 0.8
B(T)

0.0

Figura 4.2: Niveis de energia em funcao de B para um dot de L = 200nm sem
interagao. Sao mostradas os estados tipo singleto e tripleto, degenerados no
caso nao interagente. As retas tracejadas mostram os dois primeiros niveis
de Landau (Ey = hw. e F} = 2hw,)

e—a|r1—r2|
Hayy(B) = H{"(B) + H{" (B) + Vq (4.20)

[ty — 1y

Podemos também utilizar o potencial na forma (3.36), com o pré-fator

coulombiano 5 L.
TEQES

1 efa|r1 —ra|

Hy,(B) = H”(B) + H"(B) + (4.21)

47T€06T |I'1 — I'2|

Neste caso, como na sec¢ao 3.5, o tamanho L do lado do quadrado define

o parametro de intensidade da interagao.

Com os resultados do capitulo anterior e da secao 4.1.2, podemos dia-
gonalizar (4.20) na base de estados 'wflcl)i/)l(f” S’A> (definida na segao 2.2).
Teremos assim o espectro de duas particulas do problema como funcao do

campo magnético B.
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V,=0; L=800 nm

S s = o

E(meV)

/ —— Class +1
"""" Class +i
/// /// - — - Class -1
///// - — - Class i
0.00 et . | | — — Landau levels
0.00 0.02 0.04
B (T)

Figura 4.3: Niveis de energia em funcao de B para um dot de L = 800nm.
A retas tracejadas mostram os 3 primeiros niveis de Landau.

4.3.1 Niveis de Energia

Nas figuras que seguem, mostramos os niveis de energia em funcao do campo
B para pontos quanticos com diferentes valores de L.

Mostramos inicialmente o caso L = 200nm, que corresponde a 1 =
75.088. Vemos que, para um alcance de 10 vezes o tamanho do quadrado
(o=t = 2um; aL = 0.1), o espectro se aproxima bastante do caso coulombi-
ano puro (no alto, a esquerda). A medida que o alcance diminui, notamos
uma reducao gradual nas energias dos estados e nos “gaps” entre os niveis
nos “avoided crossings”. Observamos também mudangas na ordem dos esta-
dos excitados e um cruzamento singleto-tripleto no estado fundamental para
B ~0.2-0.3T.

Essas oscilagoes singleto-tripleto em foram anteriormente estudadas em
sistemas de dois elétrons interagentes confinados em 2D [24, 25, 26, 27]. Em
24, 25], o potencial confinante é parabélico do tipo V(r) = Lwir? . J4
em [26, 27] temos um potencial confinante com simetria quadrada, respec-
tivamente um poco finito e um Bilhar. Em particular, o sistema tratado
por Creffield e colaboradores [27] corresponde ao nosso limite a = 0. Nesse
trabalho, os estados de mais baixa energia sao obtidos resolvendo-se nume-
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Figura 4.4: Niveis de energia em funcao de B para L = 200nm e diferentes

valores do alcance a~*
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10).

(De cima para baixo e da esquerda para a dir. temos

ricamente a equagao de Schrodinger na forma diferencial e sao observadas

varias oscilagoes singleto-tripleto em funcao do campo para L = 800nm.
Algumas evidéncias experimentais apontam para transicoes singleto-tripleto

induzidas por interacao eletronica. Em medidas de “single-electron capaci-

0.8



4.3. CAMPO E INTERACAO 55

tance spectroscopy”, Ashoori e colaboradores [28, 29] mediram a energia de
adicao de um elétron em um quantum-dot de GaAs inicialmente com N
elétrons (N < 35). Com N = 1 e para baixos valores de campo, o segundo
elétron forma um singleto de spin com o primeiro, ocupando o mesmo estado
de particula tnica com spin oposto. No entanto, o estado de duas particulas
passa a ser um tripleto (com os elétrons ocupando estados de particula tinica
diferentes) para campos magnéticos da ordem de B = 1.57". Tais valores de
campo sao muito menores que os valores tipicos de transicao singleto-tripleto
por efeito Zeeman (que, em GaAs, ocorrem a B ~ 257"). Uma explicacio
possivel para o efeito [24] é que a repulsao eletronica seja efetivamente maior
a medida que B cresca e passe a favorecer que o segundo elétron ocupe um
estado de particula tnica excitado, formando um tripleto de spin.

Como utilizamos uma base de auto-fungoes do problema sem interacao, é
de se esperar que o cédlculo dos estados excitados tenha limitagoes no regime
fortemente interagente e com campos magnéticos altos. De fato, constatamos
isso considerando L = 800nm e comparando com os resultados para a = 0.0
em [27]. Nossos resultados para o caso coulombiano puro (expressos na figura
4.5) divergem do calculado por Creffield e colaboradores para campos altos,
embora apresentem uma concordancia qualitativa para B ~ (0. Em particu-
lar, obtemos o mesmo “gap”entre 0.34 e 0.38 meV para B = 0 e notamos um
comportamento oscilatorio dos primeiros estados do tipo tripleto.

O potencial de interacdo tem um efeito de potencializar a repulsao de
niveis em funcao de B uma vez que os acoplamentos nao-diagonais entre os
estados crescem. Isso esta exemplificado na figura 4.6 onde temos os niveis da
classe (+1)-singleto em fungao de B para diferentes intensidades da interagao.

4.3.2 Densidade eletronica

A estrutura de densidade eletronica do sistema interagente se modifica con-
forme variamos o campo magnético. As figuras 4.7 e 4.8 mostram a densidade
eletronica p.(r) e a densidade de probabilidade com uma das coordenadas fi-
xas [ (rg,r)|% Utilizamos L = 800nm, o = 0 e dois valores de campo:
B=0e B=0.05T.

Na primeira figura, mostramos a evolugao do estado fundamental (Clas-
se (—1)-singleto) em func¢ao do campo. Para B = 0, p.(r) apresenta pi-
cos préximos as quinas (aproximadamente em ro = (0.2L,0.2L)) carac-
teristicos do estado molécula de Wigner. A densidade de probabilidade
I\Ifé_l)’s(rl,r2)|2 com r; = rg mostra uma correlacao do tipo singleto, si-
milar a mostrada na secao 3.5.1. Para B = 0.057, a densidade eletronica se
modifica, com uma menor definicao dos picos.

Ja na fig. 4.8 mostramos o primeiro estado da classe (+i)-tripleto que,
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Figura 4.5: Espectro para L = 800nm em funcao do campo.

para B = 0.057T, corresponde ao primeiro estado excitado. Notamos também
o aparecimento de picos de probabilidade proximo as quinas e essa estrutura
é pouco modificada pelo campo magnético. No entanto, a correlacao espacial
mostrada por |\Ilé+i)’T(r0 = (0.2,0.2),1)|? é do tipo tripleto. Nesse caso, o
modulo quadrado da funcao de onda orbital é nula para ro = r; e temos um
unico pico, localizado na diagonal oposta devido a interacao repulsiva.
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Vo=0 0 Vo=1 0.0 Vo=20.0
30.0 e :
/\f\/—/
e
% /“_\/\/
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® N ] B
P~ e
% o=1.0 o=1.0
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E(B) W ; (! ,
o=10.0 0=10.0 o=10.0
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Figura 4.6: Niveis de energia da classe (4+1) (singleto) em funcdo do cam-
po para diferentes valores de a (aL = 1 acima e aL = 10 abaixo) e 1}
(energia e campo em unidades arbitréarias). Nota-se que a interagao tende a
potencializar a repulsao de niveis em funcao de B
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Figura 4.7: Alto: densidade eletronica no estado fundamental p.(ry) para
L = 800nm e campos B =0 (esq.) e B = 0.057" (dir). Abaixo: densidade de
probabilidade |\I/(()71)’S(r1, r5)|? para estes parametros com uma das coorde-
nadas em um dos méximos de probabilidade de p.. O aparecimento de dois
picos na digonal é conseqiiéncia do simetria da funcao de onda orbital frente
a troca das particulas (correlagao tipo singleto)
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Figura 4.8: Alto: densidade eletronica do primeiro estado da classe (+1i)-
tripleto para L = 800nm e campos B = 0 (esq.) e B = 0.057" (dir). Abaixo:
Funcao de onda para estes parametros com uma das coordenadas em um dos
maximos de probabilidade de p. (|lIIé+i)’T(r1 = (0.2,0.2),r2)[*), mostrando

uma correlacao espacial do tipo tripleto, com \Il(()ﬂ)’T(rl, ry) =0
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Capitulo 5

Magnetizacao e
Susceptibilidade

Uma vez calculados o elementos de Matriz e o espectro, passamos a andlise
da magnetizacao orbital do sistema de dois elétrons com interagao. Nesta
secdo, apresentamos os calculos da magnetizacao m(B,T') e da susceptibili-
dade magnética x(B,T), considerando também a dependéncia desta tltima
com a temperatura.

O estudo da influéncia da interagdo no comportamento de x(B,T") foi
um dos objetivos iniciais deste trabalho e mostraremos, nesse capitulo, os
resultados para o problema de dois elétrons. Embora tenhamos a restrigao
N = 2 (longe, portanto, do limite de muitos corpos N — o0), estamos
interessados em ver que tipo de mudanca qualitativa a interacao introduz em
relacao ao caso nao interagente, como, por exemplo, as flutuagoes a baixas
temperaturas causadas por oscilagoes singleto-tripleto, discutidas na secao
5.2.

5.1 Definicao termodinamica

A magnetizacdo m(B) de um sistema de volume V' e temperatura 7’ é dada
em termos da energia livre de Helmholtz F(7,B,V) =U — TS [17]:

m(B) = —% g—g (5.1)

Em um sistema 2D de drea A, temos:

m(B) = _%g—g (5.2)
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Usando a fungao de particao Z(B,T) = Tr{e‘ﬁf{} (B8=1/kpT), a mag-
netizacao pode ser calculada a partir de uma soma das derivadas dos niveis
de energia em relagdo ao campo magnético B:

(B) = 1 5, BB PEB) 1 dlog Z(B.T)
m BA . e—BEn<B> ~BA 0B

A susceptibilidade magnética é definida como a derivada de m(B) em
relagao ao campo:

(5.3)

X(B) = (54)
ou, em termos de Z(B, A):

1 &logZ(B,T)
A oB?

Usando (5.5) podemos calcular x(B) a partir do espectro de energia do
sistema, através de Z(B) = ¥, e #Fn(B),

x(B) = (5.5)

5.2  Susceptibilidade para o sistema de dois
elétrons

Utilizamos as relagoes (5.3) e (5.5) para calcular numericamente a magneti-
zacao e susceptibilidade magnética no caso de dois elétrons interagentes no
Bilhar Quadrado com A = L?. Estudamos dois limites do potencial de in-
teragdo e~ *"/r: o caso coulombiano puro (a = 0, alcance infinito) e o caso
de curto alcance (o™ = L/10). A funcao de particao foi obtida a partir dos
200 primeiros niveis de energia de duas particulas e a derivacao numérica em
relagdo a B foi feita com um passo de AB/Bmax = 0.006.

Nas figuras 5.1 e 5.2 mostramos os niveis de energia e a magnetizagao
m(B) para a = 0 e a™' = L/10 respectivamente. As temperaturas estao
representadas em termos do espacamento médio de niveis A.

Nos dois casos, a magnetizacao é negativa e cresce em modulo conforme
o campo aumenta. No entanto, temos flutuacoes a baixas temperaturas nas
regices de cruzamentos singleto-tripleto no estado fundamental, ausentes no
caso nao-interagente.

Essas flutuagoes ocorrem pois, na regiao do cruzamento, a energia do es-
tado fundamental E, muda abruptamente em funcao do campo, sendo %
descontinua. Isso implica em uma descontinuidade em m(B) para T = 0 ou
em uma mudanca abrupta para baixas temperaturas, quando a contribuicao
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de 4£0 & dominante . Para temperaturas mais altas, a contribuicdo de %

ten(ilg a ser compensada por % ~ —% e o efeito é suprimido. O comporta-
mento mostrado em 5.1 se mantém para o caso de alcances longos (o' > L),
uma vez que, para esses valores de a, o espectro pouco se altera em relacao
ao caso a = 0.

Mesmo em sistemas nao confinados, o acoplamento do campo com 0 mo-
vimento orbital dos elétrons produz uma susceptibilidade diamagnética nao
nula, denominada susceptibilidade de Landau xr, com magnitude absoluta
1/3 menor que a susceptibilidade paramagnética de spin (susceptibilidade de

Pauli) !. Para elétrons livres, o resultado para x;, fica [17, 30]:

L <g(e) >
onde pup = eh/2m.c é o magneton de Bohr (em unidades gaussianas) e

< g(e) > é a densidade média de estados por unidade de drea. No caso
de bilhares, < g(¢) > corresponde ao termo de Weyl na densidade de estados
e depende essencialmente da drea A do bilhar e da massa m da particula:

mA
Th?

Assim, a susceptibilidade de Landau para bilhares depende apenas da
massa (m = m,, no caso) e de constantes fundamentais [8|:

< g(e) >= (5.7)
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XL = (unidades gaussianas) (5.8)

12rmc?
e, em unidades gaussianas, tem dimensao de comprimento.

A figura 5.3 mostra a susceptibilidade magnética para o sistemas de dois
elétrons interagentes normalizada pela susceptibilidade de Landau (5.8) em
fun¢ao do campo. No caso nao-interagente (V5 = 0.0), a susceptibilidade
X9 é sempre negativa e |\ < |xz| (vide inset). Para Vy # 0, x(B) 6,
na média, diamagnética mas com picos paramagnéticos com magnitude da
ordem de 1 — 2.5|x| a baixas temperaturas.

Esses picos sao causados pelos cruzamentos singleto-tripleto no estado
fundamental descritos acima e sao fortementes suprimidos a altas tempera-
turas. No caso coulombiano puro com V = 100, temos dois cruzamentos no
espectro (fig. 5.1, no alto) e vemos uma estrutura de dois picos em x(B)

INo caso de semicondutores dopados, onde a massa efetiva m* do elétron é, em geral,
menor que me, a susceptibilidade orbital pode dominar sobre a susceptibilidade de spin.
Isso porque a susceptibilidade de spin (dependente da densidade de niveis) é reduzida por
um fator (m*/m.) enquanto que |xr|, que depende do acoplamento orbital com o campo,
aumenta por um fator (me/m*) de modo que |xr|/|Xpaui| ~ (me/m*)? [17].
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Figura 5.1: Niveis de energia em fun¢ao de B com Vj = 10 (L = 26.63nm) e
Vo = 100 (L = 266.3nm) e potencial coulombiano puro. As curvas de mag-
netizagao (abaixo, em unidades arbitrarias) apresentam oscilagoes a baixas
temperaturas devido aos cruzamentos singleto-tripleto no estado fundamen-
tal. As oscilagoes desparecem no caso nao-interagente (detalhe). As tempe-
raturas estdo em unidades do espagamento médio A (temos A ~ 92°K para
L =26.63nm e A ~ 0.92°K para L = 266.3nm).
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Figura 5.2: Niveis de energia e curvas de magnetizagao para V5 = 10 (L =
26.63nm) e V5 = 100 (L = 266.3nm) e alcance o' = L/10. Os cruzamentos
singleto-tripleto ocorrem para valores de B diferentes do caso coulombiano
puro (longo alcance).

(fig. 5.3 ao alto a direita). O primeiro cruzamento é menos abrupto, “suavi-

zando” a descontinuidade em %, de modo que altura do primeiro pico fica

mais atenuada. Para a~! = L/10 temos apenas um pico de altura ~ 2.5|x|
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para Vo =100 e "= A/10.

Na fig. 5.4, mostramos a susceptibilidade induzida por interacio (™ = x — x(?).
Existe um comportamento bastante oscilatério de ¥ em funcao de B e em
fun¢ao da temperatura 7', com picos paramagnéticos da ordem de 1 — 3.5|xy|.

5.3 Dependéncia com a temperatura

Por fim, analisamos a variacao da susceptibilidade a campo zero com a tempe-
ratura. Na figura 5.5, mostramos o médulo da susceptibilidade total |x(p=0)|
(X(B=0) < 0) em funcao de 7" para diferentes valores de V5. Na auséncia de
interagdo, |x(B = 0)| decai suavemente com 7. A medida que a interacdo
aumenta, temos flutuacoes nesse comportamento. Essas flutuagdes sao mais
evidentes no caso coulombiano puro (embora também estejam presentes para
a1 = L/10), com oscilagoes e “platds’na regiao de T S A ParaT > A, o
decaimento de |x(p=0)(1")| ¢ uniforme.

Para identificar a influéncia da interacao no comportamento de x(p=o(1’)
consideramos apenas a susceptibilidade induzida por interagao (™) a cam-
po nulo (figura 5.6). Neste caso, x5 ,(71") apresenta fases diamagnéticas e
paramagnéticas a medida que T’ varia.

O comportamento geral mostra, inicialmente, uma fase diamagnética para
T < A. Porém, isso nao ocorre para a = 0 e V, = 100.0, onde temos uma
pequena oscilacao para baixas temperaturas. Acreditamos que essa oscilacao
se deva ao actimulo de estados proximos ao estado fundamental e abaixo do
gap de ~ 0.3meV no espectro (figura 5.1). Estes estados tendem a contribuir
com um peso parecido para baixas temperaturas mas suas curvaturas em
funcao de B tém sinais diferentes, o que leva a contribuicoes diferentes para
X(B=0)(T). .

Temos, a seguir, uma fase diamagnética, com um minimo de x5 ,(7) em
T ~ 2.5A. No caso de alcance curto e Vi = 20, esse minimo diamagnético
é seguido de uma fase paramagnética para T" ~ 4A . Tal comportamento é
qualitativamente similar ao obervado por Ullmo, Baranger et. al. [12] (vide
figura 1.3) em uma anélise perturbativa (RPA) de um gés de elétrons com
interagao tipo Delta. No entanto, nossos resultados mostram uma variagao
em '™ cerca de uma ordem de grandeza menor para interacao fraca. Além
disso, nossos resultados mostram uma outra fase diamagnética para 1" — 0,
0 que nao ocorre em [12].

No caso coulombiano puro (longo alcance), essa fase paramagnética a
altas temperaturas é menos evidente, mesmo para Vj pequeno. Além disso,
as amplitudes de oscilagdo de x5 ((T') sdo bem maiores que no caso de curto
alcance.
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Figura 5.3: Curvas de susceptibilidade magnética em fun¢dao do campo B
para Vy = 10 (L = 26.63nm) e V5 = 100 (L = 266.3nm) no caso coulombiano
puro (a = 0, acima) e a™! = L/10 (abaixo). A susceptibilidade é dada em
unidades da susceptibilidade de Landau (|xz| = e*/12rmc?). Para Vo =0, o
sistema é sempre diamagnético (x(?) < 0, no detalhe). Picos paramagnéticos
da ordem de 1.5|y | aparecem nos pontos de cruzamento singleto-tripleto.
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Figura 5.4: Susceptilidade induzida por interacio (\** = x — x(?)) em funcio
de Becom T =A/10,A/5,A/2 e A, para o caso coulombiano puro (a = 0,

acima) e ot = L/10 (abaixo).

5.3.1 Influéncia de o

As mudancas no niimero, posicao e altura dos picos paramagnéticos, apresen-
tadas na secdo anterior, juntamente com as modificacoes no comportamento
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Figura 5.5: Comportamento de |x(p=p)| em funcao da temperatura.

de x5 (T) em fungao da temperatura caracterizam uma influéncia do al-
cance da interacao na susceptibilidade magnética.

Essa dependéncia de x(B,T") em relagao ao alcance é uma conseqiiéncia
direta do fato que o espectro de energia se modifica quando o muda, como
vimos nos capitulos anteriores. Isso indica que mesmo as propriedades ter-
modinamicas se alteram conforme varia a configuracao espacial da interacao.
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Figura 5.6: Comportamento de x5 ,(7") para o caso coulombiano puro (esq.)
e a ! = L/10 (dir.). Em fungdo da temperatura, tém-se, em geral, uma
fase inicial diamagnética (T’ N A) seguida por um maximo paramagnético e
um minimo diamagnético. No detalhe, uma ampliacao do caso fracamante

interagente



Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho de doutorado foi motivado em grande parte pelo experimento
de Lévy et al. [6] onde foram medidas as propriedades magnéticas de um
géas de elétrons bi-dimensional, com confinamento em uma fronteira quadra-
da. Embora o modelo de elétrons independentes tenha conseguido explicar
grande parte dos resultados experimentais, é possivel que a interacao ele-
tronica residual tenha um papel importante, em particular no tocante ao
comportamento da susceptibilidade com a temperatura [12].

Nos preocupamos aqui em entender a influéncia da interagao eletronica
no caso mais simples possivel. Conseguimos diagonalizar de forma exata o
problema de dois elétrons confinados em um Bilhar (pogo bi-dimensional in-
finito) de geometria quadrada e interagindo via um potencial repulsivo tipo
Yukawa, com supressao exponencial para longas distancias. Utilizamos a
base de auto-estados do problema nao-interagente, reescrita para levar em
conta as simetrias rotacionais do problema de forma explicita, separando os
estados em classes de simetria. O calculo dos elementos de Matriz do po-
tencial, que envolve inicialmente integrais em quatro dimensoes, foi reduzido
a integrais unidimensionais no angulo relativo 6, possiveis de serem feitas
numericamente.

Os resultados para o espectro de energia mostram que o campo magnético
B e o potencial de interacao quebram degenerescéncias nos niveis de duas
particulas. Dentro de uma mesma classe de simetria, observa-se a repulsao
de niveis de energia (“avoided crossings”) tanto em fun¢io do paramentro de
intensidade do potencial como em funcao do campo magnético. Este efeito
é interpretado como uma assinatura da natureza classica nao-integravel do
sistema e decorre da quebra de algumas simetrias espaciais do grupo Cy,,
presentes apenas no caso livre. Observa-se também, no caso interagente, a
quebra da degenerescéncia de estados com configuracoes de spin distintas,
por efeito da interacdo “de troca”. Em particular, ocorrem cruzamentos de
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niveis de classes singleto-tripleto para B # 0 no estado fundamental do caso
interagente, ja observados anteriormente [24, 25, 26, 27].

Mostramos também que o alcance da interagao eletronica tem um papel
importante na supressao da formacao de estados do tipo “Molécula de Wig-
ner”, caracterizados por picos na densidade eletronica préximos as quinas
da fronteira, no regime fortemente interagente e a campo nulo [15]. Nossos
resultados mostram que tais estados tendem a ficar descaracterizados no caso
de uma interacao de curto alcance. Além disso, para B = 0, a correlacao es-
pacial orbital do estado fundamental é sempre do tipo singleto. No entanto,
para B # 0, é possivel uma correlagao espacial do tipo tripleto, onde a parte
orbital da fungao de onda de duas particulas ¥(ry,ry) é nula para r; = ro.

Concluimos também que a interagao modifica o comportamento das pro-
priedades magnéticas orbitais do sistema de dois elétrons. No caso nao-
interagente, o sistema é sempre diamagnético, com uma susceptibilidade
magnética x (B, T) da ordem da susceptibilidade de Landau (xr, = €*/12rmc?).
No que se refere & componente de x (B, T') induzida pela interacao (x™(B,T)),
observam-se picos paramagnéticos em funcao do campo de amplitude de até
3.5x 1 para temperaturas menores que o espacamento médio A, ocasionados
por cruzamentos singleto-tripleto no estado fundamental.

No caso da susceptibilidade a campo nulo x(B = 0,7T), o efeito da in-
teracio ¢ introduzir oscilacoes e “platds” para T <~ A. Observa-se que
(B = 0,T) apresenta fases diamagnéticas e paramagnéticas em funcao da
temperatura que, para interacao fraca e alcance curto, tendem a concordar
qualitativamente com os resultados de teoria de perturbacao apresentados
em [12].

E dificil especular se nossos resultados apontam para uma explicacao do
comportamento de x(B = 0,7) medido por Lévy. Os resultados da figura
5.5 mostram que x(B = 0,7) é sensivel a interacao e os “platds’a baixas
temperaturas e interacao forte tendem a indicar uma queda mais lenta em
fungao de T'. No entanto, calculos com mais elétrons seriam necessarios para
indicar se essa tendéncia se confirma ou nao.

Desta forma, uma continuacao possivel para este trabalho seria o trata-
mento de um sistema N particulas interagentes confinadas no Bilhar em 2D.
O célculo do estado fundamental de tal sistema poderia ser feito de forma
auto-consistente (via métodos de Hartree-Fock, por exemplo). E de se espe-
rar que, conforme N cresca, o nimero de oscilagdes (“cruzamentos”) no es-
tado fundamental aumente e que tenhamos uma contribuicao paramagnética
crescente para a susceptibilidade média < x(B,T) >.
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Apeéndice A
Conversao de Unidades

Neste apéndice mostramos os fatores de conversao para expressarmos a ener-
gia em milielétron-volts (meV) e campo magnético em Tesla (T). Também
mostramos a conversao do campo em tesla para unidades de comprimento
magnético [,,.

A energia cinética do de uma particula de massa m* confinada em um
bilhar de lado L ¢é dada por (2.8):

w2h? 9 9

Utilizando:
h = 1.0546 x 1073* J.s

m, = 9.11x 1073 kg
m* = 0.067m,. (para o GaAs)

e = 1.6021 x 107" Coulomb (A-2)
leV = 1.6021 x 10719 J
Im = 107Y nm
temos a energia F,,, em meV com L em nanometros:
(5.61 x 10?)
Epp = T(mQ +n?) meV (A.3)

A unidade do campo magnético no sistema MKS (Tesla) corresponde a
(massa)(carga™!)(tempo~!) de modo que

1
2m*
tenha dimensoes de energia. Em nossas diagonalizacoes, expressamos o cam-
po em termos do parametro adimensional B = eB(T)L2 /h e o variamos de 0

(P. — eBuyz)” (A.4)

77



78 APENDICE A. CONVERSAO DE UNIDADES

a 50. Para converter esse B adimensional em Tesla (com um dado L), temos
a seguinte relacao:

(659.0625)
By ="—"F3—

(nm)

(A.5)

Podemos expressar também o campo em termos do comprimento magnético

lm = \/h/eB. Temos:

Ly =

1
~ (25.66), | —— (nm A6
By~ (2560 5 () (A6)

ou, em termos do B = eByyL*/h (adimensional),temos

==L (A7)

Para B = 50 (o valor maximo do campo em todos os grificos do cap. 4),
temos l,,, = 0.14L, ou seja, um comprimento magnético da ordem de L /7.
No caso da conversao V) <> L, temos, de (3.38):

e? 2m*
(h27r2

utilizando (4mey) ™ =29 x 107 e ¢, = 10.9 (para o GaAs).

V= 16 ) L = (0.37544) Lo (A8)

4mege,



Apeéndice B
Blindagem exponencial em 3D

A interacdo eletronica efetiva em um sistema realista (um metal ou em se-
micondutor, por exemplo) em geral ndo tem a forma coulombiana tipica
de longo alcance %. Fatores tais como efeitos de bordas, efeitos de “cargas-
imagem”, presenca de impurezas, dipolos elétron-buraco, presenca de carocos
positivamente carregados, dentre outros, contribuem de diferentes maneiras
para deformagdes no potencial eletrostatico do sistema.

Essa blindagem (ou “screening”) do potencial é um efeito de grande im-
portancia em sistemas de muitos elétrons pois suprime as correlagoes de lon-
gas distancias, permitindo, em muitos casos, um tratamento pertubativo da
interacao eletromica. Desta forma, ficam mais claras as razoes do relativo
sucesso do modelo de elétrons livres como primeira aproximacao de sistemas
reais [17].

Para ter uma melhor idéia de como se manifesta esse screening, farei
aqui uma recapitulacao da derivacao apresentada no capitulo 32 do livro de
Ashceroft e Mermin [17], evidenciando algumas passagens suprimidas origi-
nalmente. Também veremos a aproximacao de Thomas-Fermi de screening
leva a um potencial Coulombiano blindado com uma forma tipo Yukawa em
3 dimensoes.

Consideremos um sistema em 3 dimensoes com uma certa distribuicao de
carga p(9 () e um potencial eletrostatico () (7). A esse sistema, adicionamos
uma distribuigao de carga externa p™*(F) que gera um potencial elétrico
¢**(7) dado pela equagao de Poisson:

V2§ () = —dmp(7) (B.1)

O potencial total do sistema tera contribuicoes tanto da densidade externa
quanto por p4(7), a densidade eletronica modificada pela presenca da nova
distribuicao de carga:
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V2(F) = —Amp(F) = —4m(p™*(F) + p"(7)) (B.2)

A situacao é bem semelhante ao caso de cargas livres em um meio di-
elétrico polarizado onde as “cargas livres” induzem o deslocamento elétrico
Dea “carga total” induz o campo elétrico E. Uma aproximagao comum
nesse caso é assumir uma proporcionalidade entre D e E através da constan-
te dielétrica e. Assim, podemos supor também uma relac¢ao linear entre ¢(r)
e () na forma:

o= (7) = [ ar'e(r =)o) (B.3)

Tomando a transformada de Fourrier dos potenciais, temos:

¢™(q) = e(D)6() (B4)
onde -
e(q) = [ drem?7e(r)
o) = J die i T()
o(r) = [ (265;1)361'{14_&)(@ (B.5)
(Zsext(q—’) _ f di;—iq*—?qext(fj

dd‘ 1qT dJ QT ex in
V[ e o0 =~ [ ST @ @) (3
Usando a identidade: o N

VQezq-T _ _q2ezq-r (B?)

temos um sistema de duas equacoes acopladas:

@) = n(p @)+ 5 (0)
A (B9

Uma outra aproximagao possivel (e valida no regime de potenciais ele-
trostaticos “fracos”) é a de que a densidade de carga induzida p"4(q) esteja
linearmente relacionada ao potencial total na forma p"d(q)) = x(q)o(q).
Essa aproximacao indica que a acao da densidade de carga externa foi “pola-
rizar” o meio, induzindo um rearranjo de cargas linear com o potencial. Tal
aproximacao nao é valida, portanto, no regime de campos fortes.

Com isso, substituindo (B.4) em (B.8) e utilizando esta tltima aproxi-
macao, temos
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¢*(6(7) — e(@)o() = 4mx(D(d) (B.9)
e a relagao entre €(q) e x(q) sera
e(q@)=1- ‘;—ZX@ (B.10)

B.1 Aproximacao de Thomas-Fermi

Na aproximagao de Thomas-Fermi, assumimos que ¢(r) varia muito lenta-
mente com 7 (regime de altos comprimentos de onda) de modo que as so-
lugoes da equagao de Schrédinger para os elétrons nao sejam muito diferentes
da solucao livre. Em particular, assume-se que o potencial elétrico apenas
desloque a energia livre:

B(R) = 5 — ed(7) (B.11)
Naturalmente a relagdo (B.11) s6 faz sentido para pacotes de onda, on-
de podemos, num certo sentido, associar a particula uma posicao 7 e um
momento k (dentro de suas respectivas incertezas). Como os elétrons estao
muito proximos da energia de Fermi, a incerteza na posicao sera da ordem
de é, o que introduz uma escala para a variacao espacial do potencial.
Se (B.11) for uma aproximacao vélida, podemos ter uma estimativa da
densidade eletronica n(7) a uma temperatura 7"

n () 7/ dk 1
) (2m)3 B e ) 4 q

Comparando com a densidade livre, vemos que, nessa aproximacao, a
acao do potencial equivale a um deslocamento no potencial quimico u. A
densidade de carga induzida no gas sera a diferenca entre as densidades
eletronicas multiplicada por e:

(B.12)

pind(fj = —6(71(;}, + €¢a 773 - n(O) (/'La F)) (B13)

e, se ¢(r) < u, temos uma relagdo linear entre a densidade induzida e ¢(7):

on®
op

Utilizando (B.10), deduzimos o formato da constante dielétrica na apro-
ximacao de Thomas-Fermi.

pr(r) = —e——o(F) = X" (F) (B.14)
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4e? on(0 k3
(@) =1+ 1+— B.15
@=1+= =1+ 0 (B.15)
onde

on
ki = 4ne? o (B.16)

O potencial blindado serd dado entao por

ext
: q [

(@)= LD - Ly (B.17)

e (q) 1+ 5%

Um exemplo ilustrativo é o caso de uma carga pontual () inserida no gés
de elétrons. O campo ¢™*(q) serd Coulombiano puro (4(7;@) e podemos fazer

o calculo exato do potencial blindado na aproximacao de Thomas-Fermi. De
(B.17), temos:

47 Q)
k2 + 2

¢"(q) = ¢ (q) = (B.18)

1+’“0

A transformada de Fourrier pode ser feita de forma exata via método de
residuos e o resultado é um potencial de Yukawa:

7kor

¢TF(,’:’) — / (2 qu¢TF(® Q

Na aproximacao de Thomas-Fermi, o alcance do potencial é dado por
(B.16) e depende da densidade eletronica nao interagente

(B.19)

nO(7) = / (B.20)
eﬁ m—ﬂ) + 1
Este resultado evidencia a origem fisica da aproximacao de blindagem
exponencial da interagao eletronica. De (B.16), vemos que a presenga de um
gas de elétrons com densidade n(® (r) entre cargas pontuais externas introduz
um alcance finito na interacao efetiva , exponencialmente suprimida a longas
distancias.



