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Acao, transformacao, eterna diversio da mente eterna.
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Resumo

Neste trabalho, o limite semiclassico e classico de uma particula sujeita
ao potencial 1/r & tratado. Fazemos um estudo do fenémeno de Revivals
quanticos usando fungdes especiais localizadas no regime de grandes niimeros
quanticos {principio de correspondéncia). Estes estados representam uma
particula evoluindo sobre uma drbita circular.

O comportamento classico, representado por drbitas de excentri-
cidade arbitraria, é obtido pela aplicagido da transformagio regularizadora
de Kustaanheimo-Stiefel. Tal transformagdo possibilita a definigio de pa-
cotes de onda formalmente idénticos aos estadis coerentes de um oscilador
harménico. Algumas questdes relacionadas com a redefinicio do parametro
temporal pela introducio de um tempo ficticio sio discutidas. Uma ex-
pressdo formal de conexdo entre as funcoes de onda paramétricas geradas
pela transformagao e as funcdes reais é obtida via integracio de trajetdria.

Por fim, retomamos o estudo dos estados coerentes e o comporta-
mento clissico é derivado na forma da equagio do movimento (equagio
de Kepler), onde fica possivel associar o tempo ficticio com a anomalia
excéntrica do movimento. A introdugao da dependéncia com a energia da
frequéncia propria das fungbes componentes do estado coerente possibilita,
ne limite de niveis continuos, a prova da decoeréncia desses estadcs que
possuem uma estrutura apenas formalmente similar aos verdadeiros stados
cocrentes.



Abstract

In this work, the semiclassical and classical limit of a particle subjec-
ted to the 1/r potential is treated. We study the quantum revival fenomenon
using special localized functions in the large quantum number regime (cor-
respondence principle). These states correspond to an electron evolving on
a circular orbit in a higly excited Hydrogen atom.

The classical behavior represented by orbits with arbitrary excen-
tricity is obtained by applying the regularized Kustaanheimo-Stiefel trans-
formation in its quantum version. This transformation makes possible the
definition of wave packets formaly identical to the harmonic oscillator cohe-
rent states. Some questions related to the definition of a new temporal
parameter, the so called fictitious time, are discussed. A formal conection
formula, between the parametric wave functions generated by the transfor-
mation and the real wave functions, is proposed.

Finally, we go back to the coherent hydrogen states in two dimensi-
ons and the classical behavior is derived in the form of the Kepler equation.
It is then possible to associate the fictitious time parameter with the ec-
centric anomaly for the motion. The introduction of the energy dependent
frequency in the quantum evolution gives, in the limit of continuum levels,
the proof of a irreversible decoherence of these psendo-coherent states v hich
have a structure only formaly similar to the truly coherent states,
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Introducao

0O presente trabalho constitui um estudo detalhado do limite semiclas
sico esperado para uma particula ligada a um potencial do tipo coulombi-
ano. A motivagio principal do tema foi encontrada no fendomeno de “Re-
vivals” quanticos do Hidrogénio [1, 2] que, recentemente, foram detectados
experimentalmente. Tal fenémeno, com origem na distribuig¢do de niveis do
potencial de Coulomb, tem vida extremamente curta, dada as condicoes em
que o sistema é levado (fronteira de ionizagao). Aqui, entretanto, considera-
mos apenas os aspectos da dindmica quéntica associados as propriedades do
potencial 1/r e nao tratamos da inerente instabilidade eletrodinamica que
estados excitados a niveis elevados possuem em sua evolugdo temporal.

Para se obter o comportamento clissico (principio de correspondén
cia) é possivel o uso de estados coerentes do Hidrogénio [3]. Estados cae-
rentes analogos aos do oscilador harmonico podem ser convenientemente
definidos [4] pela aplicagio da transformacdo de Kustaanheimo-Stiefel (KS)
[5, 6] no hamiltoniano do sistema. Nio obstante as facilidades introduzidas
pela transformacéo KS na descrigao cldssica, severas dificuldades aparecem
no dominio quantico no tratamento e defini¢io do conceito de tempo. A
transformagao KS redefine o tempo criando um parimetro temr ral ficticio
que, do ponto de vista quantico, tem propriedades de operador e nio de sim-
ples pardmetro. A redelinigio do tempo e sua dificuldade de interpretacio
quantica inviabilizam a derivacao da integral de trajetéria para o lidrogénio
[7. 8] via fun¢io de Green, que constitui um dos problemas ainda nio resolvi-
dos em Fisica Matematica. Qutra questio ainda nao bem esclarecida é a da
relagio que as fung¢des de onda de Schrddinger guarda com as solucdes KS-




transformadas propagadas em tempo ficticio. Neste trabalho, uma relagio
& proposta por meio de integragdo em trajetoria. :

A quantizag¢ao da transformacio KS tem sido tratada de maneira -
um pouco confusa na literatura recente [4, 9, 10] ¢ aqui procuramos fazer
um revisdo dos diversos tipos de transformacgdes possiveis. Fazemos um es-
tudo especial do atomo de Hidrogénio bidimensional (H2D), que serve como
modelo ao sistema tridimensional. O H2D tem as mesmas propriedades do
Hidrogénio real (H3D) no limite semiclassico e tem a vantagem de simpli-
ficar consideravelmente os calculos. Algumas questdes tém sido levantadas
em torno da defini¢do de estados coerentes, possibilitadas pela representacao
regularizadora [4, 11]. Tendo tais estados a estrutura formal dos estados coe-
rentes de oscilador harménico, como é obtida a conhecida perda de coeréncia
esperada pela incomensurabilidade da estrutura de niveis de energia do Hi-
drogénio {4] 7 Espera-se, pela teoria, que qualquer estado, exibindo alguma
localizagdo em um tempo inicial, sofra alargamento para tempos posteriores
com possivel relocalizagao (revival). De maneira breve, podemos descrever
o presente trabalho nos seguintes itens :

e Estudo do fendmeno de Revival quantico proximo ao limite de io-
nizagdo por meio de fungdes convenientemente escothidas ( pacotes de
Brown [12] );

¢ Analise , algo detalhada, da quantizagao da transformagio KS em seus
diversos tipos (real e complexa), e prepara de terreno 3 introducio
de estados coerentes do Hidrogénio. A interpretacio correta desses
estados constitui uma contribuicao do trabalho, uma vez que diversos
antores [4, 10} nao tém ressaltado a mera semelhanca formal que tais
estados coerentes tém em relagio aos estados coerentes do oscilador
harménico;

¢ Estundo do formalismo de integrais de trajetoria do Hidrogénio que nao
incluem o limite do continno e conexao das lungdes de onda do espaco
real com as fungdes paramétricas;

+ Andlise dos modelos bidimensionais e tridimensionais do Hidrogénio
via transformagao KS e obten¢io do comportamento classico, o que
inclui o limite semiclassico do tempo ficticio (obtencio, dentro do
formalismo quantico, da equagio de Kepler), além da descri¢io do
fendmeno de alargamento do pacote coerente pela introducio de uma
dependéncia explicita da frequéncia caracteristica dos estados com a
energia.



Capitulo 1

Estados localizados e
“Revivals” do Hidrogénio

1.1 FEstados localizados de Brown

Se tivéssemos que descrever um sistema cléssico qualquer, submetido
a um potencial atrativo arbitririo, o melhor modelo que poderiamos usar
para descrever estados ligados, em primeira aproximacio, seria o oscilador
harmoénico. Um pacote de autofungdes harmanicas de incerteza minima apre
senta um comportamento regular no tempo, isto &, nio sofre espalhamento.
Além disso, um estado quasicldssico harménico comporta-se dinamicamente
como um sistema cléssico (ou seja, evolui segundo érbitas cldssicas ). O
oscilador harménico, quando descrito por um pacote de minima incerteza,
satisfaz, muito plenamente, o princicipio de correspondéncia.

Os sistemas dindmicos encontrados ra natureza dificilmente pos-
suem potenciais perfeitamente harménicos e, na realidade, sé muito apro-
ximadamente podemos considera-los como tal. Um potencial de grande
interesse é o coulombiano que constitui um dos potenciais fundamentais da
natureza.

O sistema atomo de Hidrogénio é o mais simples caso de Cou-
lomb. Inicialmente sugerido por Schrédinger {3] |, seria possivel construir
estados coerentes para o potencial de Coulomb que se comportariam de
modo classico, conforme prescreve o principio de correspondéncia no limite
de grandes nimeros quanticos.
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O estudo de fenomenos de interferéncia quantica entre niveis do
potencial coulombiano é um exemplo da nio completa validade da previsao
acima, no sentido de que, a menos que definamos convenientemente um “es-
tado coerente” de Coulomb, nio existe um comportamento completamente
classico no limite de grandes nimeros no caso de Coulomb.

No estudo que segue, inicialmente utilizamos fun¢oes de onda para
o atomo de Hidrogénio sem nodos intermedidrios e com um valor radial de
probabilidade bem pronunciado. Estas fungdes foram usadas inicialmente
por Brown [12] na construgao de pacotes de onda de grande momento angular
para o Hidrogénio.

Se as fungdes do IHidrogénio tém a forma (parte radial e angular)

Uni(r
Yin(A = 2y (5,0) (1)
a equagdo para a parte radial é

d?

-l [——— + 0(r) + kX un(r) = 0 (1.2)
com 2 27,2
2me h<k
- FE ., = = %nl
o(r) hir ™ 2m
A parte angular é determinada pela equacio
1 a n? ! )
[— sind 09( mB - )+ -;;— —l(l4+ 1){Yn(8,¢) =0 (1.3)
'Tomando-se o limite » — o¢ na. equacéo radial temos
d? 5
~ S ua(r) + kypum(r) =0 (1.4)

Podemos usar uma fung¢éo tentativa localizada da forma
—k
Unpi(r) = Crte " (1.5)
Para tanto, € necessario que &, satisfaca a relagio

e?m  [nfr (n—1)—I(l+1)]
knf = 2 + (1'6)
hin? nr
Isso quer dizer que a fungao tentativa proposta 86 é autofunciose [ = n — 1.
Assim, encontramos a energia correta com estados de momento angular
maximo.
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A funcio de onda (1.5) é uma curva de Poisson e pode ser conve-
nientemente “gaussianizada” '

r — [2a)?
Ru(r) = Cnerpl—%

] n=al (1.7)
com valor maximo em r = [q
A funcao angular que satisfaz & equagdo (1.3) é

Yi(8, ¢) = C'sin'ger’® (1.8)

Tratando-se de niveis elevados n ~ [, 0 padrao de probabilidade concentra-
se no plano xy em um circulo e, sem perda de precisiio, podemos escrever a
fun¢do de onda para um nivel n com maximo momento angular na forma

(r—2a)? (6 -x/2)? _\/T
ey, ~ anre T AE=yg o (9)

A fungao (1.9) é denominada fungao de Brown e pacotes localizados com
essas fung¢des podem ser chamados pacotes de Brown.

Um pacote de onda criado com as fungdes (1.9) evolui segundo
uma 6rbita circular em torno do centro. As fung¢des (1.9) prestam-se muito
bem a uma discussio do fendbmeno de Revival quantico tratado por Z. Gaeta
e C. Stroud em [1] e também por varios outros [2, 13].

O fendémeno de reformacgao quintica do Hidrogénio é um exemplo
de que néo bastam nimeros quinticos grandes para que o limite classico seja
obtido. As fungbes de onda do Hidrogénio exibem um produto de incerteza
Or A p, que tende a h/2 no limite n — oo. Nan obstante, as projecdes
< @ > e < y > exibem um comportamento peculiar para tempos longos.
Para pacotes das funcoes de Brown (9), esperamos em termos classicos

thy = Crezp|—

< T > coswyl

<y > sinwel {1.10)

onde wy é a frequéncia cldssica obtida pelo principio de correspondéncia

ar e?

Wel = hal3 (1.11)

onde a é o raio de Bohr (a = h?/e2m).
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Construindo um pacote com trés fungdes centrado em n = {, com
n suficientemente grande (Apéndice A),

k=1
$=C" > Axvia(r,0,¢) (1.12)

k=-1

e normalizado, encontramos a reformagio quantica do pacote como um
fendmeno de batimento quintico das trés fungdes produzido pela diferenca
dos niveis de energia com a evolu¢io no tempo do sistema :

2t [
<z >= 470" < rsind > AjAiyrcos(amtYeos( 22E) (1.13)
Tkp Trev
. t 2mt
<y >=4rC"% < rsind > AgA;_,,lsm(?i)cos(L) (1.14)
Tkp T'rr?v
onde
2r 2K, 2r 2 ., e'm .
ol = 5 = Ty =Tk E,= - .15
S R 7 B gk 252 (1.15)

Ty, é o periodo da orbita classica (de Kepler) e T,.,, € o periodo necessério
para a reconstrucao do pacote [1] na érbita circular. Quando t,, = m7,., /4,
com m um inteiro, < ¥ >= 0e < y >= 0, com < r > constante sempre. Isso
significa que em 1, o pacote apresenta-se em um estado de coeréncia menor
que o inicial, com perda da localizac¢io inicial. Nesse tempo e em tempos
intermediarios a a coeréncia é apenas local, apresentando-se por meio dos
revivals fraciondrios [14].

No caso acima, desprezamos os termos de ordem superior a {4,
mas pode-se mostrar que tais termos superiores s6 alteram os periiodos
cldssico e de revival de maneira pouco significativa :

T, = AL, 2, 1.16
kp = _lLo - rew = ifé—:l kp (1.1 )

Podemos generalizar o resultado acima {Apéndice A) para nma dis-
tribuigao simétrica em torno do nivel principal {. Expressando os elementos
de maltriz por

fﬂ mfo R.g_,_k(?'_)7‘:3181.1_](?‘](1!?‘/0 (-);+k(_9)si?128@g+j(9)d€
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onde 0;1x(8) e Riyr(r) representam a funcio angular e radial de (1.9).
Usando, agora, as integrais

f()zw e[‘{ﬂ“m)d’]cog(bdqé = ﬂén,m+1 + Wan,m—l
(1.17)
f02" el(n-mdlgindde = 1Tl 1 — W6 pm1

para fazer a integral angular de F,Eg, encontramos, para p um nimero inteiro
dependendo do nidmero de fungdes componentes do pacote (2p+1)

1 R 1 )
((z+k)2 (I+k+1)

<z >=2r Z A;+kakcos[ | (1.18)

k——p

(____ — iz Y] (1.19)

<Yy >= 27!'2—4”_1;( { (1+k)2 (I+A+)

k=—p

para as posi¢des médias < x > e < y > de 2p niveis em torno do principal.
Aqui, é importante ter ! com valor grande (> 100), afim de que a apro-
ximac¢ao das funcdes de Brown possa ser vilida, estando o sistema préximo
da ionizacdo.

E interessante ressaltar que, se o sistema se comportasse como
um oscilador harménico, teriamos, pela distribui¢io uniforme de niveis de
energia, < z > e < y > segundo (1.10), sem deformacio alguma no pacote.

As relagbes (1.18) e (1.19) sdo também iiteis para o calculo da
limite continuo de niveis. Neste caso, o pacote inicial tem um niimero arbi-
trariamente grande de niveis, que tomamos por uma distribui¢iao continua
e avaliamos sua evolugdo temporal. Para grandes tempos, existe uma de-
formagdo irreversivel, que leva a destroicio do pacote (Capitulo 4).

As expressoes obtidas permitem que se faca uma analise do com-
portamento de pacotes tao s para érbitas circulares. A formagao de estados
que evoluem semiclassicamente sobre drbhitas elipticas exige a in' roducio de
antolungdes com nitmero de momento angular diferente de 2 -1 [15].
parte radial de tais fun¢des apresenta nodos, ou seja. as funghes radiais nao
sao mais localizadas radialmente. O limite de grandes nimeros exigido pelo
principio de correspondéncia resulta, assim, de dificil tratamento analitico
através das autofungdes do Hidrogénio ordinarias. Contornamos tal dificul-
dade pela introducio de estados coerentes do Ilidrogénio. Fstes estados sio
hem definidos pela transformagao regularizadora de Kustaanheimo-Stiefel
(KS) que apresentamos a seguir na sua forma clissica.
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Capitulo 2

Transformacao
regularizadora classica

2.1 Exemplo unidimensional

As equagdes basicas do movimento de uma particula sujeita ao potencial
tipe 1/r sdo
Y ~2Z
74 h—ﬁfztl r}r""mk—:—ﬂ;\- (2.1)
T 2 T
Essas sdo, respectivamente, a equagio para a for¢a ¢ equagio de energia
para o problema gravitacional de dois corpos. Observa-se que essas equacdes
apresentam uma singularidade em r=0. Essa singularidade é fonte de com-
plicagdes numéricas quando da integragio das equacdes nas proximidades do
corpo atrator. A idéia fundamental de uma transformagio regularizadora
estd na eliminagdo dessa singularidades. As equacoes sao ditas regulares
se a velacidade do corpo no espago transformado bem como o divergente
dessa velocidade sdo fungbes finitas e continuas das novas coordenadas e
parametro temporal.
Lim uma dimens&o a transformagio admite uma forma uples. As
equagoes do movimento ficam

. K* 1., K?
T4+ w7 = 0 g% T = —Hy (2.2)
Definimos um nove parametro temporal pela delinicio da nova velocidade
dr dx ,



ou, de outra forma

z=%§ - tzjs:a:(s)ds (2.4)

Por essa redefini¢ao de tempo, as derivadas temporais de ordem primeira e
segunda tornam-se

d_1d
2 2
@2 14 lded 26)

dt2  z2ds? z3dsds
Assim as equacdes do movimento, lei de forga e energia respectivamente,
tornam-se

zr” -2+ K%z =0 (2.7}
2™ = 2(K*%z - Hyz?) (2.8)

aqui as linhas indicam derivagio com relagdo a s. A nova velocidade do
corpo vai a zero na colisio com o corpo atrator.

As equagoes (2.7) e (2.8) sdo facilmente integradas para o caso Hy =0.
Para a condigdo inicial x(0)=0 as soluc¢des sio

9 : _

x = (‘2-1'(2):%125 (2.9)
1

T = Q-R'zsz (2.19)

A dltima equacdo provém das equagdes regularizadas. A posicdo da
particula & uma fun¢io derivavel na origem do espago transfomado.

Se definirmos uma nova coordenada = = u? e substituirmos na equagio
de energia (2.8) obtemos

2u = KT — Hyu? (2.11)
A equagio (2.7) pode ser reescrita na forma

s ¥
(l’ ) = —21\'23)-

ds 22 T2

que pelo uso de (2.7) ¢ (2.8) torna-se

2" 4+ 2Hgz = K*? (2.12)
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Substituindo (2.12) em (2.11) encontramos

Hg
2
que é a equagio de um oscilador harménico parametrizado pelo tempos. A
integragdo do problema &, dessa forma, muito simples, j4 que as equagoces
foram linearizadas.

Em termos basicos, a transformacio KS envolve assim os seguintes itens:

u’ + u=10 (2.13) |

o Uma redefini¢io do tempo. A velocidade do corpo em termos do tempo
ficticio deve ser nula na origem do centro de for¢a

dt

Tﬂa-;

(2.14)

¢ Uma transformagio de coordenadas, em termo das quais as equacoes
de movimento reduzem o problema de Kepler ao oscilador harmonico.

7= T(i)

2.2 Relagoes para trés dimensoes

No tratamento dos casos de interesse, movimento no espaco tridimensi-
onal, as equagoes de movimento fundamentais para o problema perturbado
por win potencial V sdo

-, I\'z - -
r + —?‘5 r = “VV (2'15)
1., K?
It Ll = e 216
57 K (2.16)
Hy=H4+V (2.17)
aqui a energia total do movimento £ é dada por & = —H. Aplicando-se as

equacoes (2.5} e (2.6) em (2.15) e (2.16) encontramos, respect’ amente

ri? =7 K2 = -V (2.18)

K2
LR (2.19)

As iltimas equagoes correspondem a primeira parte do processo de regula-
Tizagao, onde as equacdes usuais sdo escritas em termos do tempo ficticio.
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A segunda parte da regularizacao deve envolver algum tipo de trans-
formagao de coordenadas. De acordo com [5, 6] o movimento parametrizado
deve se dar em um espago quadridimensional gerado pela transformagio

£y Uz —Uy —Uy —Ugp 1
Ty _ Uyq Uz Uz U1 Ug (2 20)
T3 ¥y oty —uUz —ug Ua )

0 Uy —HUy —Ug U3 Uy

onde 7 = (z1, 72, 23) e ¥ = {uy, up, 13, u4) 530 as componentes dos vetores no
espago real e paramétrico. A adi¢ao de mais uma coordenada é exigida pela
transformacao, trazendo complicagdes no calculo que podem ser facilmente
contornadas. Escreveremos genericamente a relagio (2.20) como 7 = L{#)4.
A matriz L(«)} possui uma série de propriedades

L{#)LH{#) = u®I (2.21)
LY (i) = %L*(&') (2.22)
L{#) = L(«") (2.23)

onde I é a matriz identidade e L'(:) e L~'(i) sio a matriz transposta e
inversa respectivamente. Da dltima propriedade segue que

Além disso uma série de teoremas podem ser enunciados [6] para essa trans-
formacgio :

Teorema 1 (uando dois vetores i e ¥ salisfazen a relacdo

Uty — UV + U3V — gty — 0 (224)

eniao

LT = L{d)i (2.25)

relacdn que chamameos bilincar.

A prova do teorema | pode ser obtida diretamente por substlituicao dos
vetores @ e T,
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Teorema 2 Quando dois vetores @, ¥ obedegem a relagdo bilinear (2.24)
entdo lemos a seguinte relagcdo

u? L(¥)0 — 24.5L(€)7 + v L(@)E = 0 (2.26)
O 1ltimo teorema também pode ser provado por substitui¢io direta.

Teorema 3 Seja § um vetor no espaco fisico. Entdo devemos considerd-lo
como um velor de quarta componente nula. Definindo

7= L@)§
entdo & e ¥ obedecem a relagdo bilinear.
Podemos provar escrevendo-se
L(&)o = L(D) LN @)§ = w*§

Com esses teoremas podemos obter uma equacio de movimento frans-
formada. Aplicando-se as propriedades enunciadas na equagio (2.18) bem
como

7= 2L(0)a" + 2L
obtemos
2uPL(@yE" + 2 L(@)T ~ i LT + K Ly = uS (=)
a iltima equagio pode ser simplificada pelo uso do teorema 2, resultando
2u L@y — 202 L(i)T + K2L(@)i = u5(— VV)
multiplicando-se a dltima equagio por L~ (%) temos

I 2 2 -
B e s - V) (2.27)

21;3

Obtemos assim uma equagio do tipo oscilador harménico perturbada pela
forga =VV. A frequéncia caracteristica é na verdade uma constante de
movimentoe depende da energia, como pode ser obtido por neto da equagao
de energia (2.19)
K2 — 2y 2
My =-- = T=1u
”

Se a perturbagio for nula, a equacio de movimento no Uspago paramétrico
em tempo ficticio é

it Hl\' -
TAS Q—n:(} {2.28)

A frequéncia é assim w = \/%K
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2.3 Forma hamiltoniana da transformacao

Admitamos o movimento puro de Kepler bidimensional, com hamiltoni-
ano dado por

1 K2
Hy = E(P% +p3) - - (2.29)
onde r = /2% + z2. A transformagio KS corresponde a
dt _ Iy = H% — H%
=T o) — Burn, (2.30)

Podemos mostrar que a transformagio acima pode ser colocada em uma
forma candnica, embora o corpo completo da transformagao nio seja uma
transformacao canonica. Para isso usamos o fato de, para a transformacio

z; = fi{%x) (2.31)

termos como fun¢ao geradora ST, pi}
S(Fkpr) = = > pefil@o, ooy ) (2.32)
k=0

onde os momentos conjugados sio dados por
S a5 " DSk
PilThapr) =~ = =Y prz- (2.33)
0z; bR VEF
Resolvendo-se as equagdes para p,, obtemos a transformacio de momentos.

Aplicando-se (2.32) na forma (2.30), incluimos o tempo ¢ energia como co-
ordenadas conjugadas (denotando-se v) e v; comno momentos paramétricos)

5 =—|Flt - p](uf — u3) = 2pauyug £2.34)
com o que
aJ58 a8

’ = — .- ]:‘ _— - y _: 'F
o lE (2:35)
v 05 2piuy + paug) 2.36

M = —= = 2p 1o U .
1 B, P+ g (2.36)
a5 -
g = —a”:é = 2(p2u1 =M Hg) (231’)
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podemos assim escrever

oy U up n
)= )() e

7= 2LY(@)f (2.39)

oil de outra forma

A mudanga no quadrado do momento total é entio
v = vlv = 4p' L(&) LY(@)F = 4rp®

ou seja, |
p? = —2? (2.40)
4r

Com isso, é possivel mostrar que o novo hamiltoniano & dado por

H = T'(Hﬁ' + |E

) (2.41)
COI O que, pode-se escrever

du, _OH  dv _ OH
ds ~ v ds O

(2.42)

que sio as equagdes de Hamilton transformadas. Em uma transformacio
verdadeiramente canénica, o tempo é um parimetro comum entre o grupo
de coordenadas trocado. Assim, ndo obstante a forma hamiltoniana (2.42),
o mapa KS (que aqui escrevemos emn sua forma bidimensional por simpli-
cidade) n&o constitui uma transformagio genuinamente canénica pela in-
trodugéo do tempo ficticio s e pela presenca do fator r em (2.41). O hamil-
toniano assim transformado torna-se

Ho= ]

- E
2

h? 1
2 , -2

(7 +98)— =+ |Ell= 0?4 u?|E| - K

T ]
Definindo-se 2w? = |E[, o hamiltoniano transformado equivale ao de uma
particula de massa 4m sujeita & a¢do de win potencial harménico { onde m
loi aqui colocado ignal a 1}
I of + v

| . . . . ;
H= L 00 g 4 ud) — K2 (2.43)
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2.4 Algumas propriedades geométricas - Fibragao

Na primeira parte vimos algumas da principais propriedades da matriz
da transformagio de Stiefel. Essa propriedades sdo vélidas tanto para a
transformagao tridimensional como para a bidimensional (transformagio de
Levi-Civita). Uma das propriedades fundamentais é a relagdo bilinear que
deve ser satisfeita para quaisquer dois vetores no espago de parimetros.
Nesse sentido, podemos ver a transformacio KS como um mapa de U* no
espago fisico X3 definido pela relagio ¥ = L(#)% onde as distdncias sdo
medidas por r = u?.

Qutra propriedade dessa transformacdo é a nao univocidade, chamada
fibragdo

Até aqui, usamos a forma da transformacao K§ utilizada por C.
Guerry [4] em seu tratamento dos estados coerentes do Hidrogénio. Para
apresentarmos a propriedade de fibracio, utilizaremos a forma da trans-
formacdo coutida em [6]. Essa mudanca nio traz prejuizos i andlise da
quantizacao da transformacao KS feita posteriormente. A forma da relagio
bilinear é, entretanto, diferente de (2.24). Podemos obter uma forma inversa

para a transformacio usada em [6] dada por
2y = ul — ud — u + o}

T = 2uyuy — uzty) (2.44)

23 = 2trua + ugty)
com r = ul + u2 + u% + u2 e relacio bilinear w40y — vy + ugva — uyny = 0.
Se temos o vetor ¥ e x; > (0, com o auxilio da relagées acima resolvernos

- — 9 2 2 -

Ty +r = 2(ui + uy) {2.45)

encontrando uy e uy. Com esses valores obtemos ug e u3 de

Uy 4 ryiy

Uy = 240
2 ity (2.46)

_ HE3 e Iaih 9 4=
Uz = T (2.47)

A forma da relagao (2.30) indica que o par wy.uy nao é anico. Se &, < 0
temos

—(zy + 7} = 2{uf + u3)

My o= — Trigtraug
I —r

Uy = — Taty —roug
r—r
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Da forma das equagbes de inversio, todos os pontos em U4 que satisfazem
a forma :
Uy = U1C08¢ — UysINY
Uy = Uyco3¢ + uasing
U3 = —U8ing + uzcosd
Uy = Uy8ing + wycosd

(2.48)

onde 4,2, 13,44 € um ponto origem da fase arbitriria ¢, formam um
continuo de pontos que aqui chamamos de fibra de 7, e que corresponde
+ . = B r 7 .
a um unico vetor 7 no espago real. Estd claro também que fibras diferentes
nunca se cruzam, pois correspondem a diferentes pontos do espago real.
Uma interpretagio geométrica pode agora ser dada 3 relagio bi-
linear. Para isso calculamos a diregdo da fibra 73 como parametrizada, por

¢

) = —1iy 8ing — UqC0sp
Uy = —Uzsing + tizcose (2.49)
Uz = —1gc08¢p — Uzsing -

Mg = U1c08¢ — UHysineg

As relagbes (2.49) sao obtidas pela derivacao da fibra (2.48) com relagio
a ¢. Definimos a dire¢do para ¢ = 0, 75, = (—ty, tig, —tz, 41}, A relacio
bilinear é dada por {onde 7 é o do tearema 3)

=0 _ (2.50)

O movimento do corpo no espaco real pode assim ser visto como gerando nm
continuo de fibras no espago paramétrico (fig 1), de tal forma que qualquer
outro vetor paramétrico #, tendo um correspondente no espaco real, deve ser
perpendicular & diregao das fibras geradas pelo movimento dos u’s (leorema
3). Em particular a velocidade do corpo é um vetor fisico que assim deve
ser perpendicular, no espaco paramétrico, i direcio da fibra gerada pelo
movimento (representado na fig. 1)

Matly — uaty + Hatly — wpiiy = 0 {2.51)

fig. ! Tubo de fibras do movimento definindo dire¢oes ortogonais a velocidade 7

4
3 u

,A.
/‘/
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2.5 Mapeamento de uma rotagao paramétrica no plano
fisico
Nessa parte tratamos brevemente da imagem no plano fisico gerada por
uma rotagio de coordenadas em um plano paramétrico dado .

Inicialmente definimos como plano de Levi-Civita todo plano gerado por
vetores @ e b com componentes satisfazendo a relagio bilinear

a1b4 - agbs + aabz - 0461 (252)
com essa defini¢io podemos enunciar

Teorema 4 QQuaisquer vetores contidos no plano de Levi-Civita satisfazem
a relagdo bilinear,

A prova se obtém escrevendo-se vetores gerais

— —

T=Ad+pb  T=MNa+ub

e montando-se a relagio bilinear para as componentes dos vetores 7 ¢ 7.
Uma rotagio no plano paramétrico pode assim ser definida

i1 = p(dcose + bwn@) {2.53)
i = o{dcosy + bsmw) - (2.54)

Nessas itltimas equacoes temos @.b = 0. Temos na verdade um sistema de
equagaes, que podemos resolver para b

3 b] + (1262 + ﬂ.;;bg + (l4f)4 =10
(1.4!’)] - ﬂgbg -+— ﬂgbg - (1154 =1

Pela estrutura da matriz KS de transformacio (2.20) temos que 0s vetores

a' = (—ag.ay.04, —a3) " = (—na3, —aq.a(,03)

satisfazemn ao sistema de equagdes acima. O vetor b é da forma

b=l + Bk R

N |
ol |
—

O

al.at =) [ SCIRY AP
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Se aplicarmos os vetores @ e & na transformacio (2.44), obtemos a imagem
no plano fisico. Definimos & = L(&)d e 3, que por substitui¢ao direta sao

- =

—a&=LMb JF=L@b (2.56)
Pelas propriedades da matriz L(%) e sua inversa temos
ag=0

o que indica que & e 3 sao dois vetores ortogonais gerando um plano no
espago fisico. Como o plano de Levi-Civita passa pela origem, o plano
imagem também corta a origem. Calculemos o vetor fisico

L{@)7 = pofcospL(@) + sinpL(5)|[cosiba + sinyb)

onde usamos os vetores (2.53) e {2.54). Aplicando as propriedades de orto-
gonalidade acima escritas e a propriedade (2.25), podemos reduzir a dltima
CXPressio a

-

L{#)¥ = pofcos(¢+ ¢)d + sin(p+ )] (2.57)

. 0 mapeamento no plano fisico é oblido fazendo-se & = 4, com 0 que temos
F= L{@)T = p*{cos2¢d + sin2¢3) (2.58)

as coordenadas polares no plano {isico sio assim dadas pelos valores de p? o

2¢.
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Capitulo 3

Quantizacao da
transformacao KS

3.1 Forma quantizada da transformacao KS

No capitulo anterior, introduzimos a transformag¢io KS classica defi-
nida para um espago paramétrico de quatro dimensdes. Nesse novo espago,
a descricdo do movimento se da sobre uma superficie denominada fibra que
vincula as solucOes possiveis da equacio de movimento, resolvida em tal
espaco, ao grupo de solugoes com interesse fisico. A condigio de vinculo
surge do fato de matriz L(#) salifazer as propriedades (2.21),(2.22), (2.23)
, além dos teoremas 1, 2 e 3. Posigao e velocidades paramétricas devem,
cntio, satisfazer

o -‘-i;l — Egif + u3 ffz? — 1y d_u_:;_ =0 (3.1}
Nesse capitulo, introduziremes a forma quantizada da transformacao KS
e descreveremos os problemas que surgem com a translormacio inversa,
quando da evolugio temporal.

Formalmente & esperado que se possa converter a eqni., ao de Schré
dinger do prohlema de Coulomb em uma equacgio correspondente descre-
vendo nm oscilador harménico paramétrico. Na verdade. devemos saber
converter, por meio da transformacio KS, a fungio hamiltoniana do pro-
blema de Colomb. Fscrevenda-se a equagao de Schrddinger independente
do tempo para o problema do elétron com carga ¢ e massa m, admitindo-se



fixo o centro do potencial, temos

2
_ Y gt &y — _|El: 3.2
(a9~ Sy = |l Za (32)
aplicamos a transformacéo (2.20), notando-se que

AV _ OV B
a‘u,j - =1 a.’.'.‘,' au_.,;

ou seja,

V.V =2LY@)V_V (3.3)

Multiplicando-se por L(i) a iltima equagdo e das propriedades (2.21) e
(2.22), temos

~ 1 -
VoV = — = L(#)VoV 3.4
2V = 55 L) (3.4)

do que

aqui VZ tem a forma

g2
V? - v2+ ——
drg
com 9 ) P P 8 a
— = ~— (g — n —-- 3.6
Oy 2112( 2(9u1 dug + daug 3(’)154) (3.6)
Desta lorma, a reagdo {3.2) torna-se equivalente a
h? 1 A e?
R P v S Y A o T 3.7
2m4r M 41']1/ rw |2} (3.7)
com .t = ég;. Se multiplicarmos (3.7) por r e impusermos
Xy =0 (3.8)

o problema resulta equivalente ao problema de uin oscilador harménico 4D
com equacio equivalente

h?
é--—g"{"!ﬂl(?f + |L|u2ll! = ezlP(ﬁf) (3.9)
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onde denotamos a fungao transformada por ¥ e definimos uma nova massa
M = 4m. Pode-se justificar o vinculo (3.8) pela necessidade de a fungao
V(i) ter o mesmo valor sobre toda a fibra no espago paramétrico gerada
pela transformagio (2.20). Desta maneira, eliminamos o grau de liberdade
excedente introduzido por (2.20).

Apartir de (3.9) é imediata a defini¢ao de operadores escada

a; = %’h‘.,‘ + Im v
(3.10)

'f_ Mw,, . 1 .
GEVERR T e

As equacdes (3.10) obedecem &s relacoes de comutagio [af,aj] = §;; com i
igual a 1, 2, 3 ou 4. O momento paramétrico »; é determinado por v; =

tzha{’;. Com tais definigoes, a relagio (3.9) torna se

1
hao( S ala; +2)]8(7) >= 2w(a) > (3.11)
t=1

onde definimos a frequéncia dependente da energia

_ el 312)
YTV M - (3.

Dado que ¥(#) =< ii|¥ > com

|V (i) >= |nyngnang >
temos, por meio da aplicacao das retagoes
“il“‘j >= \/}i;ﬁijlni - 1>
(3.13)
aj[n._?— >=/n, + 16;]n + 1 >
em (3.9), a energia para cada estado
1

e

=
2hin?

(3.11)

onde n = (n) + ny + na 4+ ny + 2)/2 A relagio de encrgia @ assim obtida
corretamente. Os valores do conjunto n; que equivalem as funcoes reais
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do Hidrogénio sio determinados pela relagao de vinculo (3.8). Algumas
observagdes sao necessdrias sobre os estados ¥ e sua evolugao temporal

- A equagao (3.9) define apenas autoestados, uma vez que para cada
uma das autofuncdes |nynynsng > estd associado apenas um valor de frequén
cia. Em outras palavras, cada autoestado tem um valor de frequéncia carac-
teristico, ao contrario de um oscilador harmdnico vulgar cujas autofungdes
tem a mesma frequéncia.

A equagdo dependente do tempo é

H Y(H,8) = zh«(%\ll(ﬁ',s) (3.15)

por (3.9) temos que o quadrado da carga pode ser associado a derivagio em
tempo ficticio
0
th— — €? {3.16)
s
Do que se infere que o operador evolugio em tempo licticio pade ser escrito
como

Uis) = e "% (3.17)
onde § tem fungio de operador determinada pela defini¢ao (2.14), ou seja
t]
§ = f i (3.18)

A evolugio em tempo ficticio de ¥ é, assim, complicada e depende da exata
aplicacio de (3.18) 4 funcao V.

- Como ja dissemos, devido & condicao de vinculo, nem toda auto-
funcao de (3.9) tem sentido fisico. A condicho X% = 0 permite obter a
degenerescéncia correta do Hidrogénio. Na verdade, as fungoes de onda do
Hidrogénio sdo descritas como combinagoes de autofuncoes de (3.9) com a
mesma frequéncia.

1
¥ >= Z Chayngnang |[Paanang >

T MaNA Ny

Obtemos 'y nynyn, da diagonalizacio do operador (3.7)

j f f

X = a0 —ajay + ayay — a3

com o qual s6 consideramos antovalores nulos de acordo a (3.8). O operador
A" nao ¢ diagonal na representacio dada por (2.20) e, no estudo de estados
excitados, a diagonalizagao requerida nio é pratica.
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Podemos evitar a diagonalizacio de X pela aplicacio de outra
transformacio que deixe o operador de vinculo diagonal. Isso pode ser feito -
pela definigao de novos operadores de criagdo e destruicdo [4] b1, b2, b3by
dados por

bl 1 0 0 13}
bo{_1[00 -2 1]]fa
b3 m\/é 1 — 0 0 a3 (319)
b4 00 12 1 [t ¥}

Apartir de (3.19), podemos definir uma nova transformagao KS. Esta sera
dada por ¥ = K(4)¢ com operadores

bi = %ﬁwq‘ + EUE;th P
(3.20)

— S Mw . 1 .
o = o gt

A matriz K(q) é dada por

12 41 4 3

- —tqy i Qg i@
K =

(9) 43 — {4 q1 —q2

g3 gy —iqy igy

A transformagao assim obtida é, na verdade, a mesma usada em
(10]. Definindo

G=V2n G=V2q C=V2p G =Vip

temos

T +rp = 2Cu(:g

71~ 120 = 20,

I3 = gflC; - Cb(:g



r= CuC; + Cng

V. = V. K(V)

) (3.21)
K(OKY{) = ol
TVE=VEVi= (ko t o ats)
Com uso de (3.1) podemos escrever X na forma diagonal
X = 1(blby — blby — blbs + b]bs) (3.22)
e o hamiltoniano de (3.11) fica
4
He = (3 blb; +2) (3.23)

i=1

Os novos autoestados da equagao de Schrodinger escrita na repre-
sentagao { sao [¥(({) >= |mymamamy > e sio solugao da equacgio indepen-
dente do tempo

d o Jg Jd

o *acag) HA - MGG GOV >=0 321)
43 a b A
onde A = §.%1£_. ent = 8;123_ A condicao (3.8) implica em my 4+ 4 =

mq + m3 que fornece a degenerescéncia carreta.

Apartir das relagoes acima pode-se definir estados coerentes. Usa-
mos a definicio formal destes estados que tem a propriedade de serem au-
toestados dos operadores (3.20). Se |2 >= |zyzp2324 >

bil]z >= 2|z >, < z[bt =< zjz7, .. (3.25
1

formalmente podemos escrever

LT i Ty Tty
2z >= E . 12 i rd megmgmigmy > (3.26)
VTI'[TH.??H“\ ﬂl.' J???] ?'”2 i]‘,q ?]’1

Aqui tambeém a condicio de vinculo Xy = 0 6 importante segundo [10].
Iissa & imposta sobre (3.26) por uma integraciao na fibra o (@ vem da da
transformacao KS colocada em forma polar [16]} . de forma que o estado
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coerente representando um estado localizado do Hidrogénio é dado por IzA>
(aqui N é uma constante de normalizacio)

. r o
|2°> = N/ %> (3.27)
1] T

E importante lembrar que os estados formando (3.26) tem todos frequéncias
caracteristicas diferentes devido a dependéncia explicita de w com a energia.
A representacdo acima é chamada de forma complexa da transformacéo KS.
As autofuncdes de (3.24) filtradas pelo vinculo (3.8) sao as autofungdes do
Hidrogénio 3D escritas em termos dos (’s.

Nio perdemos detalhes da descrigio fisica se tentarmos, mais uma
vez, simplificar o problema. A transfomacio KS pode ser definida para
um espago bidimensional [6]. Neste caso, a transformac¢io nic tem grau
de liberdade excedente e, assim, nio hi condicio de vinculo. Podemos,
sem perda alguma, iniciar nm estudo do Hidrogénio bidimensional [9, 17].
Nio existe diferenca significativa na distribui¢ao de niveis de energia entre
o modelo bidimensional e o Hidrogénio em trés dimensoes :

me?

En = 2023 (n — 1/2)?

onde n & um numero inteiro. O problema de Coulomb bidimensional é um
modelo perfeito aos estados do Hidrogénio real que possuem uma proba-
bilidade fortemente concentrada sobre um plano. Qs estados coerentes 21D
também, no limite classico, fornecem as elipses de Kepler conforme exige o
principio de correspondencia.
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Capitulo 4

O Hidrogénio bidimensional

4.1  Atomo de Hidrogénio bidimensional

Nesta secgdo introduzimos as relagdes necessarias a descricio quantica
de um datomo bidimensional (Apéncide B). Em duas dimensées [17], escre-
vemos a equagao de Schrédinger para o Hidrogénio usando o laplacianoe em
coordenadas polares :

219 1 8?2

Zm[r(dr+12d¢>2 ]d(f)_ . fj Ed)(j (4‘1)
Como ¢ usnal temos P(r) = P{r)®(d) e, comz = fre 3 = 8%2—‘2‘1 encon-
tramos para a parte radial
azp dpr ["2 P
P-4 p=0 (1.2)

po o RL
da? + dr =z 4
A solugao é encontrada usando P(r) = G(z)alle=3 om {4.2)

d2¢y o7
! _
d2+(2H+1 ](f;r

e ¢ a equagio de Laplace satisfeita por polindmios de Lagnerre, As auto-

FIN —[I+1/2)7 =0 (1.3)

fungdes do atomo bidimensional sao assim [17]

'r.frp

/ PRI 2 P ‘: 2[i) o
Lnf(I O) 5\/ _” + |£| + 1}”(2?? )(fj?) L- |” ][Br) = (44}
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COIm

me

2h*(n - 1/2)2
Existem diferencas entre os sistemas H2D e H3D. No atomo bi-
dimensional, a nuvem eletrdnica esti mais préxima do ntcleo do que em
H3D. A distribuigio de niveis de energia tem a mesma forma (lei 1/n?)
com um fator 1/2 de diferenca no denominador. Devido & forma das auto
fungoes, polindmios de Laguerre, podemas obier estados de momento an-
gular maximo com fungdes de onda semelhantes aos estados de Brown do
capitulo 1.

n=12.3,.. (4.5) "

ﬂ:

4.2 Transformacao bidimensional

Por outro lado, podemos tratar o dtomo H2I) [9] através da trans-
formagio KS e obter estados coerentes sem vinculos de restricio, o que
simplifica consideravelmente o problema. Lembramos que, ne espago pa-
ramefrico, o tempo s obedece a (2.14) com o que aplicamos a forma bidi-
mensional complexa da transformagao KS [9] (Apéndice B)

Ty + 12y = 2£2
Xy — g = 26%? ] (4.6)
ro= 20&*

(ou em coordenadas polares £ = \/; crp( t;ﬁ)) A equacao

h? c?
(— Vi = Ev
2m T
pela relacio (4.6), torna-se equivalente a
L e = i L7
— . 1 = r.
e TIEEIME = WD) (4.7)
onde definimos
o Rk, ~ 8m?
/ h? o



Na obten¢ao de (4.7) fazemos uso das propriedades do divergente da trans- .
formaggo (4.6)( Apéndice B)

= 2Vt L(§)

-

Vi = 2045

LEYL*(§) = 2¢¢*1

a _ 2
aeoee = 2TV

”Qz(ieg)

A equacido (4.7) é formalmente semelhante a (3.24) e, deste modo, é também
possivel a definicio de operadores de criagio e destruigao

g= (2 ey of = v~ a5 + %)

onde

(1.8)

92 = ;L (ods +0%€) g = L2 4 aper)

Com (3.12) podemos escrever a equacio de Schrédinger (4.7) independente
do tempo na forma

A
(919:[ + 925’; + Ilning >= E}il”ﬂh > (4.9)

com fnyny > como autoestado. Esses estados sio tais (que

gilming >= /ay|ny — Lny >

(4.10)
Galning >= vR2lmmny — 1>
Da operacio de g1 e g4 em (4.9) temos
. 2met
B o X (1.11)

‘ h;‘;(nl -+ ny + l)2

Pela definicio (1.6) derivamos o operador momento anguiar L nesta Tepre-
sentacan

7] I 0 ot i

Ao = e g ]J = — e :
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Sabemos que a parte dependente de ¢ das autofungdes do Hidrogénio obe-
dece a equacao '

6%|w,,,(rj S | Uny() >

e, assim, da aplicacdo de (4.12), temos n; — ny = 21, A relagio de energia
(4.11) torna-se iqual a (4.5) com n = ny + 1 + 1.

Com a defini¢io dos operadores ¢, ficam iqualmente estabelecidos
os estados coerentes como autoestados destes operadores

qlnz >= z1|z129 >,92l212 >= z|z122 >,

Nosso objetivo aqui é estabelecer as vantagens dos estados coe
rentes de g como uma boa descrigio, embora aproximada, de um pacote de
onda e sua evolugio temporal. Fsta evolugdo serd dada, A principio, por

3 2 > o znl zn‘z sezsnl ny
[z122]8] >= el 2 +{=F) e - e waab D RPREN (1.13)
\/‘;LI!HQ!
kSR Y]

onde sy, ,, é0 tempo ficticio conjugado pseudo-energia e?. O estado (4.13),
quando centralizado em grandes valores de n; e n2, deve corresponder a
pacotes evoluindo sobre circulos ou elipses médias.

Independente da forma de Sniny, € possivel obter [9] uma forma
aproximada da evolugio temporal do pacote que so é vilida para pacotes
que evoluem sobre érbitas circulares (Apéndice C). Para tanto, calculamos
os valores de < z1 > e < 25 >. Inicialmente, aplicamos uma parametrizagio
sobre os valores de z; e z,

21 = yeosyel—14)
(4.14)
23 = ysinye(+d)

Centralizamos (4.13) em um mdaximo para valores nr = Nic g = Ny
Uma primeira aproximacio consiste em considerar os estados (4.13) tais
que os autovalores obtidos pela aplicacio dos operadores g sejam z; e 2,
com paramtro de tempo real aproximado. Isto quer dizer

gilz1z9 >= yeosye A W)z 50
(4.15)
g2|7129 >= ysinye(B-wt)z 20 >
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onde denotamos w = 2Ey/hvy%, com Ey = 2met/h%. Usando a relacio de
Stirling {C.3), encontramos maximos de |21} |2,|"2 /\/n;In,! para valores

N1 = 7%cos®y
Ny = y2%sin?y

Assim Ny + N, = 7%, Expandimos a energia (4.5) em torno de Ny e N,

E, E
& —m o~ _‘}’_j +hw(61+52)a ] = N1+61 ny = N2+62 (4°16)

” . - _ 4FE S . . ~
até primeira ordem com w = #,¢- E importante frisar que a aproximacio
(4.16) s6 & valida como primeira aproximagio, pois a evolugdo dos estados
(4.13) é determinada pelo tempo ficticio s. Trocamos, assim, os coeficientes
de evolucio er.r:p(?eg.smm/h) por exp(—2FE, . ..t/h). Calculamos os valores
médios de z,,3 e r pela aplicacdo dos operadores

g2 a ol ty o P2 t
T1= g9+ 9; 019, 0+ 9 493+ 992+ g))

f_ f t

2 2 -
ro= (ot —o tol ~gd+aul -oletdda-aph (11D

r= (g1 + Q-j)(.f}]f + 92]
com os quais obtemos (Apéndice ()

<@y > %S{COSQA(COSle + sin2x) — cos2xsin2Asin2wi]

< Ty > :—;; [s112A(cos2wt + sin2y) + c0s2xcos2Asinwt)] (4.18)

< T > 773{;[1 + stnycos2wi]
As equagoes (1.18) podem ser ligadas pela relacio

I_f'tl E_T(,‘[{/,?IQJ'gi?L?YP + <z > —1 (1.19)
(v2/n?)? [(v?/m)eos2y]? '

A relagio acima é a equacio de uma elipse com sistema de coordenadas cen-

trado no foco. Se descrevermos uma clipse com equagio 22 /a? +y'? /b = |
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em um sistema (z,y) com centro transladado de ae e girado de a = —2A,
temos (Aoéndice C)

r = acosa(cost + ae) + bsinwsing

¥y = —asina(cosf + a€) + becosasing

precisamente as relagdes (4.18) para z; e z,, atraves das quais resulta a
excentricidade da elipse ser dada por ¢ = sin2xy e o semi-eixo maior a =
72/n? e menor b = 72 /n2cos2x.

Os estados coerentes de g permitem, desta maneira, a obtengio
do comportamento classico, conforme manda o pricipio de correspondéncia.
O comportamento detalthado do pacote (o que inclui o aparecimento de
deformagGes e Revivals) sé6 pode ser obtido, com essa transformacio, pela
aplicagdo correta da evolu¢io segundo o tempo ficticio s. O reescalamento
do tempo dt/ds = r introduz dificuldades que sao resolvidas classicamente
notando-se que s é proporcional & conhecida anomalia excéntrica U/ da
Mecéanica Celeste [18]. Esta grandeza é expressa na conhecida equacao de
Kepler do movimento planetirio.

t =4/ - (U — esinl)) {4.20)

onde a é o semi-cixo maior. Pela equacao anterior

di
¥ Tia vmajer v (1.21)

pelo que 17 = /r2/ma s. A evolucio temporal aproximada feita acima
tem maior validade para o caso em que a correspondente érbita clissica é
circular, ou seja, quando y = 0. Neste caso o estado coerente correspondente
pode ser escrito

o Tl
2.0, >= eap(=27/2) D Leecap(—2biy /1) ny, 0 > (4.22)
1ny! '

1y =0 '
representando. aproximadamente um “estado coerente de Coulomh”™ e des-
crevendo um pacote centrado em niveis quanticos elevados evolnindo sobre
arbita classica circular. A expressio (1.22) nio é exata, entretanto. Po-
demos, agora, calcular o valor médio de zy, 25 e r usando as expressoes
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operatoriais (4.17) para o pacote |z,0,t >. Para z; temos elementos de
matriz -

1 . g /
< 0,m|:l:|n,0 >= 5@[ n(n — 1)6111‘71—2 + ('n + 1)(b+ 2)6m,n+2]

com isso (Apéndice C)

21?2 2 e |zf? E - E,
<7y >= %e Yy | "_ cos[( "l“ﬁ ‘)t—2A] (4.23)

Lembrando-se que n; — ny = 21 (I=1,2,3,...) e n, = 0 temos a relacio de

energia

2me?t 4

Ea e . met
BT TR+ 12 20314 1/2)2

com a qual podemos escrever

os[gEyil—ifﬂ) t— 2A] (4.24)

2 e |z]|-‘”

> (21!

i=0,1,2,...

<oy o= 1
7
A relagdo anterior pode ser comparada a (1.18).Formalmente, estas duas
relaghes sao semelhantes. kste resultado mostra o que ja sc esperava, o
estado (4.22} apresenta as mesmas propriedades dos estados “circnlares” de
Brown desenvolvidos no Capitulo 1. Se temos |z["/(2/)! suficientemente
localizado, de forma que a somna infinita de estados |ny,0 > possa ser subs
tituida por um conjunto limitado, obtemos a destrui¢io do pacote, com
sua respectiva formagao apos o tempo catacteristico T...,,, além dos revivals
fracionarios. O resultado (4.24) é consequéncia das semelhancas que existein
entre os sistemas H2D e 13D, bem como das propriedades da transformacao
KS complexa nsada.

4.3 Limite com continuo de uiveis

Se admitirmos uma localizacio do pacote ao redor de valores extrema-
ntente elevados de ny. de forma que podemos subistituir a soma (14.2:1) por
nma integral em um continuo (Apéndice D), podemos estudar o comporta-
mento do pacotes para grandes tempos (¢ >> T,.,). Usando a férmula de
Stirling, escrevemos

|27 2

i T E.’L‘]J[E(TQ - 572)]
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com ¥ = n — 4%, Por isso,

o0

1 v?
T—raetP(—7*/2) 3 ezp ";1;)|72+v,0> (4.25)

z,0,0 >=
(2742) =

A evolugdo temporal é obtida com a expansio de energia até segunda ordem

Fop?
RO I W L (4.26)
Y 2y
O limite &
o0 2 Ihwi?t
|z,0,t >= (2#72)—1/4 j:oo e:rp(—f:r—i + whut + 1—2; Ny: 4 v,0 > dv
(4.27)
Para < x7 > temos
1 1822 1, . ‘
<y >= Ee:z:p(—T - 2—72)(7 cos2wt + Gwisin2uwt) (4.28)

O resultado indica que os termos de ordem superior da expansio de energia,
na verdade, o termo de segunda ordem, contribuem, no limite de niveis
continuos, para a destruigio irreverssivel do pacote. Nandi e Shastry [9]
observaram que o perfodo de deformagio é, entretanto, muito maior que
o tempo de decaimento por instabilidade eletrodinimica de um tal estado
excitado.

() resultado acima, poderia ter sido obtido diretamente dos valores
médios calculados através das fungdes de Brown (1.18), notando-se que wy =
2w e wy = 2K, /Al e usando o fato de
1 1 1.2 (6k+3)+l‘2k(k+l)+4

CrR? T (+k+1)2 " 20 8 e

O decaimento exponencial é o resultado do cancelam -nto provo-
cado por termos de ordem superior no limite considerado. a descrigao
do comportamento de um pacote quanto ao fenéomeno de Revival é impor-
tante o numero de fungdes integrantes desse pacote. Se temos apenas dois
niveis, nao ha nenhuma deformagao on reformacio, apenas uma oscilacio
do tipo Rabi entre csses dois niveis, na frequéncia dada pela diferenca de
cnergia. Iissa frequéncia, no limite semiclassico, é a prépria frequéncia de
Kepler. Clom trés niveis, ja vimos (Capitulo 1) que a evolucao temporal &
harmonica, porém com amplitudes dependentes do periodo de Revival como
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em um batimento. Com mais niveis, somamos cossenos para < z; > e ob-
temos uma evolugio temporal que segue a frequéncia classica wy na média,
com reformagio do pacote em T, e eventos intermediarios {14]. Quando
consideramos o limite de continuos de niveis e correcoes de frequéncia de
evolugdo temporal, existe uma distribuicio irreversivel do pacote ao longo
da érbita em um tempo dado por

1
Ty = 5?/? Tkp (4.30)

onde Tk, é o periodo de Kepler. Apés esse tempo, encontramos uma distribui
¢do uniforme de probabilidade ao longo da érbita. No capitulo seguinte,
iniciamos um breve estudo das integrais de trajetdria do Hidrogénio através
da transformagio KS, onde veremos as complicagdes geradas pelo tempo
ficticio.
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Capitulo 5

O propagador do Hidrogénio
e a transformacao KS

5.1 Integrais de trajetéria para o Hidrogénio.

Até o presente momento, uma tradugio completa em Mecanica Quanti
ca do significado do tempo ficticio s introduzido pela transformacao KS nao
foi feita. A questdo tem origem na prépria defi ni¢ao do passo deste tempo :

(I.q = - (fi,

r(t)

Classicamente, se temos un relogio By que mede o tempo real com
um intervalo Af constante, o “relégio de tempo ficticio” R, sera regulado de
tal forma que seus intervalos sejam calenlados pela regra As = At/r(1). Isto
significa que o relégio s corre mais lentamente nas regives préximas origem,
parando de funcionar nesta. Fm termos quanticos, temos um pro' lema real
a tratar,wma vez que o “relégio quantico de tempo ficticio™ seri abrigado a
[azer | incessantemente, medidas sobre o sistema, a cada intervalo de tempo
At a fim de determinar a posicao »(1) e calcular seu tempo proprio <. Mas
aqui temos a grave questio da imprecisao de 7 o, neste caso, somos obrigados
a falar de uma consequente imprecisiao no tempo de K. Por tal raciocinio,
associamos nm cardter operatorial ao tempo ficticio, que val complicar o
tratamento da evolugido temporal de estados escritos na representacao da
transformagio KS.
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A principio, podemos pensar na possibilidade de se fazer a pro-
paga¢ao em tempo s por meio de integrais de trajetéria. A motivacao fun-
damental ao método prende-se & maneira como se calcula a propagacio
nesse formalismo. Seja ¥(£,0} a fun¢io de onda no tempo ¢ = ) no ponto
& e K(z',&,1) o kernel ou integral de trajetéria para o Hidrogénio, entdo a
fungdo de onda propagada de ¢ no ponto 2’ pode ser escrita como

V(1) = /' K(2', %, 0)¥(Z,0)d7 (5.1)

Tudo o que temos a fazer é calcular o objeto K(z', #,1).

No problema transformado, temos em maos um novo espago (para
métrico) e um novo tempo s. Sendo ¥(#,0) a funcio de onda inicial
espago paramétrico U2 (bidimensional por simplicidade), podemos, formal-
mente e semelhantemente, escrever

V(ut,s) = fﬁ'u(u‘r, 7, $)U(, 0)d% (5.2)

onde K (w/,,3) é o kernel transformado e ¥(w',s) é a funcio propagada
segundo o tempo ficticio no espago transformado. Fntretanto, a simples ob-
tengio de W(w', s) nio resolve o problema, temos que saber derivar, apartir
deste resultado, a funcio correspondente ¥(z’,t). Em termos representati-
vos, devemos fazer a conexio ]

V(i s) — V(1)

que chamaremos de conexio I/ ~ X. Esta pode ser vista como uma espécice
de operador que, agindo sobre uma fungio do espaco paramétrico definida
para nm tempo s, torna a fun¢io do espago real no tempo ¢ correspondente,

Antes de estabelecermos a forma de / — X, devemos aqui algumas
consideracoes sobre o kernel J (m’ 1), Da defini¢io conhecida de integral
de trajetoria {19], soma ponderada sohre todas as trajetérias poss -eis ao sis-
fema com pesos correspondentes & a¢io associada & cada trajevoria, temos
que K(a',7.1) deve conter informagao de todos os eslados possiveis ao sis-
tema. o que, para o Hidrogénio, inclni niveis nio ligados. No problema que
estudamos, vamos, entretanto, limitar nosso espaco de Hilhert de forma a
fratar somente dos estados ligados. Assim o kernel, tanto para o espaco real
COMo para o espago paramétrico, é considerado apenas para as trajetérias
compativeis como os estados ligados do elétron. Lembramos que estamos
interessados apeanas na dinamica de estados ligados.
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No tratamento que segue, consideramos um itomo de Hidrogénio
bidimensional. O kernel do espago-paramétrico é, obviamente, a integral de -
trajetdria do oscilador harmonico bidimensional {7, 20]. A conexao entre as
duas representagdes pode ser feita pela correspondente fungio de Green [20].

G(#, 7, E) = / K(2, 2, )e Bt/ gy (5.3)
0

onde E é a energia. Escrevendo-se K{z',%,t) como funcio do tempo ficticio
s da definigdo {2.14)

K(¢',&,1) = f §(t — / rds)K (&', 7, 5)r'ds (5.4)
0 0
podemos escrever, introduzindo-se (5.4) em (5.3)

G(z', &, EY} = / P2, E, 8)e M (5.5)
0

onde P(:;", Z,s) é chamado de promotor [8]

m P2y 1 mAz
Pla', &, s) = lim(=—- / f ——Jm* - — Kr;
[r )= e—0 21rrh( H 7 h Z( 2sr; +skr;)]
(5.6)
Aplicando-se a tranﬂornmqﬁo KS sobre P{a’, £, 5}, 56 podemos obter a cor-
respondente K {u/, %, s), o kernel transformado. Assim

~ ) 1 s ~
Gl &, E) = 5 ] K (a7, 8)e 5 (5.7)
4]

Como Gzt § ,1) & a transformada de Fourier de K{z!, 7, 1) {5.3), podemos
escrever a conexao U — X entre os kernels na forma

Kz, 1 I_/ / (w1, 8)e e s EN g g {H.8)

A conexao para a fungio de onda é escrita aplicando-se (5.8) em {5.1)

— e e - - -
‘I’(.I",“ — / / (.r(nz_'aff'_',i)/hq}(u,‘R)dh‘dﬁ (5.9)
JooJo '

ande

W, ) = /A'(??,a, W, 0 )22 (5.10)
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aqui nsamos o fato de o jacobiano da transfomagio ser 4(u; + u,), obtido
da transformagio KS bidimensional (Apéndice E)

S 4 dt =rds r=ul4u2 (5.11)

L2 U2 @ Uz

A equagdo (5.9) constitui um esquema formal para o célculo da
propagagao de uma fungéo de onda via tempo ficticio. Algumas observacdes

sdo, todavia, necessirias. Na equacgio (5.9), ¢ kernel & a conhecida forma
[19] (Apéndice E)

Mo
- e
2rifisinws

K(&,d,s) = [(u + wf)cosws — 200.4]]  (5.12)

zp]

que & o propagador do oscilador harmonico escrito em termos das coor-
denadas KS bidimensionais reais, onde M = 4m, m a massa do elétron, e
w = w(k)afrequéncia definida pela transformagéio (3.12). Entretanto, desde
que se considere o problema original, w tem uma dependéncia explicita com
a energia. Neste sentido, uma questio importante é a do significado da ex-
pansao espectral de (5.12). Segundo a equagio de Schrédinger independente
do tempo, obtida pela aplicacdo de (5.11) segundo descrito no Capitulo 2

2hsinws

1
Vig ;jsz)lDu = eV,

h?
( 271
com w = /2| E[/M vemas que, fixando-se um valor de w. um conjunto infi-
fiito de fun¢oes é solucio desta equaciio, que sao os polindmios de llermite
Ja conhecidos. Entretanto, tais solucdes nio siao fisicas, no sentido de nio
corresponderem a solugio do problema de Coulomb. O truque da trans-

formacio KS pode levar a se esquecer deste Tato. Admitindo-se uma quan-

tizagao dos valores de w (que corresponde A equacio dos niveis de energia
do Hidrogénio), restringimos o conjunto de funces solucdo, com cada valor
de w quantizado correspondendo a apenas uma amtofuncio. F as podem
ser ditas como sendo antofungdes do “operador frequéncia ac quadrado™,
Retomando & decomposicio espectral, posto que podemos escrever (5.12)
na forma

RK(u, i s)= D W ()W, ()WL ()W, (e e+ ) (5.13)

"y
Ty

onde ¥, e ¥, sdo auloluncoes do problema do oscilador, notamaos que esta
nio contém nenhuma informagao quanto i [requéncia. De fato, a frequéncia
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é, na realidade, um parametro livre e as autofun¢des em (5.13) incluem
tanto as autofungoes reais transformadas do Hidrogénio como as solugdes
puramente formais. A redugao & forma espectral do Hidrogénio (decom-
posicdo espectral de K (z',Z,t)) pode, em principio, ser obtida aplicando-se
{(5.13) na forma (5.8). Como w é tomado livre, a integral em tempo ficticio
resulta na equagao para os niveis de energia e em uma fung¢ao delta que
torna automaitica a integral em energia. A forma resultante

_— uy )Wy, (u)) U5 (u)‘I’nu)_‘
K(v,i,t) = Z = (n11 +ln2 + 1)2; (%2 Ermat/h (5.14)

L0 i 4

com
M64

2h(ny + ng + 1)2
& uma relagao hibrida, onde ainda deve se aplicar a iransformacio KS bi-

dimensional inversa para se obter IK'(z’,%,t). Tal transformacio nao é a
simples aplicacdo do mapa inverso de (5.11), mas um processo mutto mais

Eﬂ!‘nz =

complexo, gque envolve a combinacio das funcdes (5.15) de forma a se ob-
ter as autolungoes do Hidrogénio (polindmios de Laguerre na parte radial).
Partindo-se, porém, das relagoes

wn
—
o
—

X
1) =3 (v Yy (e Entih (5.

n.d

onde ¢;(7) & dado por (4.4) e as fungdes transformadas ¥, (u) sao dadas
por

Mo /2 Mw
Vau) = (7 )""fn,,, n(o), 9:\/’~--- ’ (5.16)

pademos escrever os kernels I\'(n,’. i,t) =N, e K2/, 7t} = K,

i = ebien) s, () Hog () By () g ()

ol
dmtrag, In,l

[\'n =

=0y =0

nw—1

A_L P M (5.18)

n=1 I=—(n-1)
i -
(n+ 1] - 1)

! _4
LiUu|1(i’} g (el = il

46



onde ny + ny = 2n —1 para K,. Constitui um bom exercicio de Matematica
a conversdo completa de (5.17) em (5.18).
Retornando-se & aplicacao da férmula (5.9) devemos representar

B, 9) = ] Ko (@, ,5)W, (1, 0)u2d®y (5.19)

onde & é o autovalor correspondente de VU (i,0). Note que @(1;', 8) depende
de E via w. Antes de percebermos a distin¢io entre w e w, realizamos a
integragdo em u de (5.10) para o primeiro e segundo estado do Hidrogénio,
O resultado ndo permite que se tire nenhuma conclusio. As contas sio
tediosas e ndo trataremos aqui. A aplicagio correta de (5.19) para o primeiro
nivel é também bastante embaracada, mas o resultado ‘il(t?', 8) permite se
conchiir que a integracio completa de (5.9) nio é factivel. De fato, a funcao
do primeiro nivel

€

2me? . ,
U, (i,0) o e:r:p[—--%?(uf + ul)]
em (5.9) por (5.12) resulta

— M2 e? M w 2 2
[ = e L_. ¢ N & TH e 5.
Yu', s) = ST \/ﬁ%fzc'rp[i?ﬁsz'ﬂws(ul + uy Yeosws]l,, 1, + (5.20)
+ termnos trocados em u e uy

onde [, e I, sio dados pela integral

e Mw 2me? ;
I, = ./OQ exp|( Qﬁe;::m COSWS — ?;:;— Ju? — 20/ ujuldy {(5h.21)
Psta integral pode ser caleulada apartir de
Lo
T Ay2aaz
onde
L) .
I = / cxplier — Biu? - 27 Au)utdu {h.22)
o=
assim obhlemos
p= VT ZIMa b)) 29N~ (g Neapt 2035 23)
(2 4 J2)AT (a2 4 52)2 20 + 32) a? 4 32 ‘
2 3 17%a
r.rp[zm ctan( o I+ ol y ;35]
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identificando os pardmetros e fazendo A = 1,

2me

a:Mcotgws B = y=u

2h
é facil ver que uma posterior integragio de (5.23) em s n&o pode ser expressa
por fungbes elementares (ndo ha integra¢io analitica).

Por outro lado, se tivéssemos, de fato, demonstrado a possibilidade
de integracdo analitica de (5.9), terfamos também, h4 muito, a relagio fe-
chada da integral de trajetoria para o Hidrogénio! A derivacio desta relacio
nao é tarefa simples. Comforme diz A. Inomata [8] :“...parece que a trans-
formagdo de tempo nao integrivel ndo tem lugar no cdlculo de integrais de
trajetdria”. Mais uma vez compreende-se tal dificuldade pela definicio do
tempo ficticio ds = di/r(t) e do processo de soma sobre trajetdrias. Neste
processo, deve-se tomar a contribuicdo de todos os caminhos possiveis nos
quais o tempo corre dilerentemente.

Nao envolvendo o tempo, a fun¢iio de Green pode ser calculada,
exatamente [7, 20]. A relacio (5.9) permancce, ainda assim, como um meio
formal de se obter a propagacao temporal. Os estados coerentes bidimensi-
onais da transformagio (5.11) tém a forma (Capitulo 5)

o T
1 2 12 w! el
[y >= e 3P E ! l 2"'?2]?12 > (h.24)
n=0nz=l) \/nl ?!2

onde as autolungoes do lidrogénio sio dadas por combinacées lincares de

wn E (m,]m,z ‘I’Tl’l[ﬂlgwrnly"?'! < Tl‘???lﬂlg >= q’nmngw,,,,,nm:,(“)

mimz
(5.25)
com coeficientes (', - obtidos da diagonalizaciao do operador momeoento
angular gerado pela translormagio (5.11). Assin

s 3]
~ wilw - 4
e 8 lpn]ngwn”ag(”)« '“' - {H' + "‘U'zlz

n 1 f?
< Wy >= 2 i i
nynia \/??] ny

COIN O e, temos

) Ty i
ol 5w

< Thrpwg d >= 72 _
NZITHIDY
nyno 1ty

s g . ) o - - . ]
/} / / ('('257‘r””/ﬁl\w( w7, )W, U, 0V d ey dupd Fds
Ji {) 1

(5.26)
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com o/, aplicamos a relagio (5.11) £ = L{w)u’. A relacio (5.26) constitui a
forma propagada completa de um estado coerente formal do Hidrogénio.

Se nio podemos tratar o problema regularizado quantico exata-
mente, podemos, ac menos, tratar o limite semiclassico. Neste limite es-
peramos reobter as érbitas classicas, elipses ou circunferéncias, para uma
fungdo de onda suficientemente localizada. A evolugio temporal deverd ser
segundo o tempo ficticio, e uma conexio com o tempo real devers ser obtida.
Este tratamento é feito no capitulo seguinte.
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Capitulo 6

O comportamento dindmico
do Hidrogénio no limite
classico

6.1 O modelo bidimensional

J& exploramos as propriedades fundamentais da translormacio KS§
bidimensional complexa e uma delas & a preservagio da diagonaiidade do
operador momento angular. Aqui introduziremos a transformacao bidimen-
sional nao complexa, que resulta numa representacio nao diagonal para o
momento angular, mas que tem a vantagem de deixar o hamiltoniano numa.
formaidéntica ao hamiltoniano de um oscilador harmonico (3.9} biditmensio-
nal. Esta transformagao foi aplicada no capitulo anterior (5.1 ) na obtencio
das integrais de trajetéria do Hidrogénio.

Aqui também propomos um novo desenvolvimento no estudo do
limite semicldssico do Hidrogénio bascado nas transformacies 1 ularizado-
ras. Aplicamos a trausformacio (5.11)

o= rr']z — u%
Ty = 2uquy (6.1)

2, 2 2
ut == uy4ous

on seja, & = L. A malriz L{i) tem as moesmas propricdades da trans-
formagio KS para o oscilador quadridimensional (2.21,2.22,2.23), mas nao



ha condigac de vinculo, o que simplifica consideravelmente o problema como
ja dissemos. Podemos escrever a transformacio (6.1) com variaveis polares

Uy = /rcosdf2
u; = /rsing/2 (6-2)

As equagdes classicas do movimento evoluem, nas novas coordenas u; e us,
segundo a defini¢io de tempo ficticio ds = dt/r(t). A equagio de Schridinger
transformada é

(—ﬁvﬁ + = szuz)‘]?u = ey, (6.3)

com M = 4m e w = /2[E[/M. A transformacio (6.1) tem, como desvan-
tagem, o fato de a base formada pelas autofuncées nao deixar o operador
momento angular I. diagonal. Nao obstante, mostraremos que tal fato nio
impede a obtenc¢io do limite semiclassico.

Na equagdo (6.3), w? atua como um operador, pela sua dependén
cia com a energia. Para a construgao de estados coerentes, definimos os
operadores escada (3.10) com i ignal a | e 2 apenas. Para cada nivel de
energia obtide de (6.3) existe um conjunta de operadores {(3.10). Podemos.
assit, escrever

e 1 by
M=l Vb Met? = hw{u;fa.lf lay + 1) (6.1)
con o que temos
2 Iel
e o T El= -, " (6.5)
h(nl—l—nz{—l] ey 4+ my +1)2
Definimos um estado coerente pela relacio
1 2 2 S ]
|n:| Wy >=— (._'}“w]' Hlreai?) 24 1 2 IH[NJ < W > (ﬁﬁ)

!
ny=Un,=0 \/TH ?73

Para um oscilador harmonico, a dependéncia com a cnergia nao existe, ji
(que w & apenas um parametro. Fsta importante observagio nao ¢ encon-
trada na literatura existente sobre o assunta [1, 10, 9. Considerarcmos o
estado (6.6) bem localizado, de forma que, estados componentes com ordem
ninito diferenite da niédia (mdximo). possanm ser desprezados. Por isso, de-
notamos a dependéncia com a frequéncia por < « > no estado Ining >.
Essa localizabilidade, que pode ser convenientemente ajustada pela escolha
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dos w, e wa, corresponde 2 aplicagio do principio de correspondéncia. Por

esse meio, no limite semiclassico, podemos obter os valores esperados para |

diferentes quantidades dinamicas.
A energia média

<H >=< w1w2|ﬁw(a;{a1 + alag + 1)|wywz >= e? (6.7)
resulta na frequéncia média
82
<w>= 6.8
Awrn + wiws +1) (6:8)
e, como | E| = Mw?/2,
Met R
<|El>= 5 (6.9}
2he(wiwy + wiwy + 1)
A posi¢ao e momento paramdétrico sio calenlados trivialinente
<uy >= \/'iM ﬁﬁg(url + wy) <y >= \/2‘,”-2;-5(“:2 + wy)
2 h
(AH,) = iﬁ{lw>
<P >= —z\/M<5’>h(rr.v] —wj) < vy >= —a.\/-‘ﬁf—-i“’-?-‘f—‘(wg —w3)
[A?,i}E — M<w>h
Du; Nvj = %r‘r”
{6.10)

(} pacote representado por (G.6) obedece ao principio de Heisenberg em grau
minimo de incerteza. Ohservemos, por outro lado, que o caleulo exalo dos
valore médios de posicao ¢ momento poderia ser obtido, operacionalmente,
pela substitni¢io direta da dependencia da frequéncia com os operadores
escada na definigao dos operadores de criacio o destruicio (2 -0). Issas
relagdes podem ser resolvidas para os operadores posicio ¢ mowento e, om-
hora mais complicadas, resultam numa expressio formal para o calenlo.

6.2  FEvolucao temporal

A evolugao enr tempo ficticio pode ser feita invocando-se, mais uma
vez, o principio de correspondéncia. Se tomarmos i estado coerente muito



localizado (dependento da escolha de coeficientes w; e w,) podemos im-
por uma evolu¢do temporal em tempo ficticio segundo a frequéncia média
< w >. Devido ao estado de alta localizabilidade (limite semicldssico), os
niveis relevantes no pacote tém frequéncia caracteristica nio diferindo muito
da frequéncia média. Mostraremos que este raciocinio conduz ao comporta-
mento orbital do pacote esperado pela mecancia clissica. Propomos assim:

L (s |2 2 wilwy?
|wiwzs >= e~ z(lwrl*+w2[*) z 12w mtnatl)s|y b (6.11)

NN
nina Ty Mg,

As posighes paramétricas tornam-se assim

— __h —t<w>s * i< w>s
< ups >= 1/2_},,!5@_(101(9 + wie ) (6.12)
< U8 >= ﬁ(urge“@’)s + 'U,’EEI(L"')S)

Escrevendo-se de maneira simplificada, denotaremos < w >=w o

tn = |wy|e™ o
1= ol , (6.13)
wy = f{urle™?
com isso. tetnos
— 2h s ]
< s >=Ju !I\/m;f—'f’b(w“ + 1)
(6.11)

_ 2h - .
< g8 D>= [wg|\/ﬁgms(w.« + 72}
() sistema. (6.14) deline uma clipse no plano paramdétrico. Escolhemos, por

convenmencia, y1 = ey = —7/2 ( 0 que equivale a escolha das coordenadas
tniciais do pacole ), com o que

< s >= 21“"1|\/ﬂ‘;rosw.«

o (6.15)
< Ups = 21?:1-2|\/E;‘@£inus
O movinento no plano real ¢ obtido por
<rp>=C U > - <y > <X >=2 < up >< g > {(6.16)
com a ressalva de que Awryp — 00 Ary — 00 a medida que Au; — 0 e

Aug — 0 com o limite # — 0. Usando cos?ws = (1 + cos2ws)/2 e sin*ws =
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(1 — cosws) /2 temos, da aplicagio de (6.16),

I 2 2 2

(6.17)
< T35 >= 2wy ||wosin2ws
Eliminando a dependéncia com s temos
2 (MP_"']&L) _ﬂﬂlﬂl :

a equagio de uma elipse para o plano real. Os parametros da elipse sio semi-
eixo maior a = A(|wq|? + |w2|2)/Mw semi-eixo menor b = 2h|w;|w,|/Mw e

excentricidade € = w2H2 ﬂ’
+|wz

O valor médio de r é calculado de < r >=< u; >2 4 < ny >2
resultando
<r>= —{l——(|w1]2 + |wa)?)[1 - (lﬂ—’i——fljvll Jeos2ws| (6.19)
Mw Jwif? + |w,|?
onde Ay — 0 quando A — 0. Lembrando a definicio do tempo ficticio,
podemos escrever a relacio conectando o tempo real t e tempo ficticio s,
apenas pela integragio de (6.19) emn s temos

[£3

i =
o1

2ws — estnws) (6.20)
Reobtemos, assim, a relacio classica de Kepler (4.20), onde identificamos a
relagao que existe entre o tempo ficticio s e a anomalia excéntrica U {(1.21).
Fsta constitui, talvez, a primeira derivacao, apartir de principios puramente
quanticos, da equagio do movimento puro de Kepler.

O momento angular para o sistema pode sor igualmente calculado
ta média. Sendo

th
L= ?2 {lef.l - n.}lrr,-g) (6G.21)
entaon
< L>=uwy|fuglhsinty, - 1) {6.22)
aplicando-se os parimetros 7y = 0 e 4, = /2
< Lo>= ]|y h {6.23)

SC Y= Yz, entao < L > =0, caso em que o movimento é nnjdimensional.



6.3 Caso tridimensional

Para o caso tridimensional, generalizamos os resultados anteriores por
meio da transformagio (2.20) £ = L(@)@ no espago paramétrico U4. O fato
de o operador momento angular nic ser diagonal nesta representa¢io nio
traz embaragos na obtengio do limite cldssico. A equacio de Schrédinger
transformada (3.7)

- x? 2

L M ¥, = 20, 6.24
( 2M + M uz) ¢ ( )
e a defini¢do de operadores criagdo e destruigio (3.10) permitem, também,

a definicido de estados coerentes

_1p2 wit wy?wid w) ..
|w >=e 3wl Z 1.2 --__'_‘_ [nynonang > {6.25)
\/1_1177? n3 114

onde por [n] entendemos o conjunto de nimeros ny, ny, ny e ng que
comegam todos nulos e [w]? = |wy |24 |wal? 4 |32 4+ Jwa|?. O estado coerente
fur > tem as mesmas propriedades que o estado bidimensional (6.6) com res
peito a incerteza e valores médios (6.10), porém deve também satisfazer ao
vinculo devido ao operador .t

wytty — wiwg + wiwy — wiwy = 0 (6.26)
que é obtido de
< V>=0 (6.27)

Para a evolucao temporal, admitimos o mesmo argumento de lo-
calizabilidade do pacote (6.25) e aplicamos o fator de propagacao temporal
Frpl—t<w > s(ny +ny 4 nat ng + 2}], onde

o2
Cws= - T (6.28)

hwfwy 4 wiwy + whwy + wyry)

- Com isso, temos os valores médios da variavels paramétricas

h
< g & o) T TIPS gt et >s ;.20
\/2.-\Jf<u,‘>(‘z‘r e ) (6.29)

com zigual a 1, 2.4 e 4. Se flizermos

wi = o kB = uwgle™ (6.30)
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temos

2h >(a,—cos <w>8— fisin <w > s) (6.31)

<u,8>=4/ —
i M(w

ou usando a notagio de vetores

2h

m(d‘cos <w>s—fsin<w> s) (6.32)

< n;'.s > =
0O movimento resultante no espago paramétrico é o de oscilador harménico
restrito ao vinculo, Tomande &.3 = 0, 0 que equivale & escolha de condigdes
iniciais, podemos calcular < 7(s) >=< 11,8 >? + < uy,8>? + < Uz, 8 >2
+ < ug,5 >2, resultando

< r(s) >= %[azcos? <w>s4 Fsin? <w> s =
{6.33)

2,32 2_ .2
‘W?T) 1%’-@— —(? 77 )e0s2 < w > g

Comparando-se com a equacioem r de uma elipse r = a{l—ecosl), podemos
abter os pardmelros da elipse no espaco X3, semi-eixo maior @ = h(a? +
BE)/M < w > e excentricidade ¢ = (32 — a?)/a + B2 Pela integragao de
(6.33) em s temos, novamente, a equacio de Kepler
t = %‘;2}6}—2) Joll— (g;%,?; Jeos2 < w > §'|ds’ =
(6.34)

ez U — esinl]

onde I/ =2 < w > & é a anomalia excéntrica,

6.4  Evolucao temporal com frequéncia dependente da
CHOrgIa

0 caleulo de evolugio ficticia realizado aqui resulton no limite classico
esperado para os valores médios das quantidades dinfmicas que caracterizam
aanovimento. FEm ovista das suposicoes feitas na localizacio do pacote que
jnstificaram a aplicagao do fator de evolucio de um oscilador harménico. ne-
nhuma imformacio sobre a forma do parote coerente pode ser oblida. Para
tanto temos de levar em conta a forma particular com que cada autoesiado
componente do pacote evolui. Pademos introdnzir esta forma particular
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de evolu¢io diretamente sobre a frequéncia. Aqui prepomos, com o fim
de se provar de uma maneira semi-quantitativa a deformagio do pacote,
uma evolugao temporal para o itomo bidimensional que leve em conta a
dependéncia da frequéncia. Para maior simplicidade nos clculos, tomamos
o limite do continuo de niveis, onde um estado coerente simples |z >, de
apenas uma variavel pode ser escrito

1 o0 sz
z>:——-—/ ezp(——=)|lv+ N > dv 6.35
onde a exponencial representa uma distribuicio gaussiana centrada em N
(aqui ¥ = n — N). Faremos uma expansio no valor médio da frequéncia de
modo a levar em conta a dependéncia desta com a particular distribuicio de
niveis de energia do Hidrogénio. Notamos, entretanto, que, a principio. essa
dependéncia deve ser assinalada também aos estados componentes do pacote
(6.11). Aqui, entretanto, por simplicidade desprezaremos tal dependéncia
e, em nosso calculo aproximado, é suficiente lembrar que admitiremos uma
correcio pequena ta frequéncia média principal. Dessa forma, garantimos
e simplificamos em muito a possibilidade do célculo das varidveis dinamicas
do sistema, permitindo nma andlise do comportamento deste.
Assim, uma vez que a frequéncia média é dada por
(:’2
wo =< W =, - (6.36)
Il + whteg)
usamos a relagio exata de frequéncia

“ (6.37)
w= . -0 6.37
hiny +ny + 1)
expandida em forno dos valores que caracterizam a média [ ]? ~ Ny,
[2]? ~ Ny (no limite /i~ 0)

i , tho .
w=wyt ooy = N (g — Ny (6.3R8}
du iy
nelo gie
(2 (2
W= - = Ny b (g - Ny (6.39)

hlartwy 4 wywy) i wywy 4 owiwy)?

-1

o



Introduzimos a notagdo @ = €?/A{wjw, + wjws)?, com o que o fator de
evolugdo temporal com frequéncia dependente da energia pode ser escrito

ezp[—ws(ny + ny + 1)} = ezp[—wos(n, + ny + 1)+
(6.40)
+ Ms(ny + ng + 1)(ny — N1 + ng — Ny)]

Em s=0, o pacote coerente no limite de niveis continuos é

1 e [ [——"12———"1!
|w1w2>:(m) / / e Ty + Ny,vo + No > doyde,

(6.41)
com ¥y = ny — Ny e vy = na — Na. Por meio de (6.40) temos

U2 U2
wiwy, s >= (rz;\}lm)lﬂ S oo oo ezpl—58- — 38; + v + Niyni b
ta(ve + Na)ya — wops{vy + vy + Ny + No+ 1)+

+22s(in + gy + o+ Mo+ No 4 1}]|vy + Nyyvp + N > drydig
(6.42)
representanto um estado coerente propagado em tempo ficticio no limite
do continuo de niveis. Em (6.42), usamos wqy = [un|e™ e wy = |uwglei™,
Calculamos os valores médios de #y e uy. Na realidade, s6 precisamos do
calenlo de iy ja que o caleulo para wy éidéntico. Como uy = ﬂﬁﬁfuﬁ(al +

r:.;[) temos
<u > \/zm;ﬂnm,wz S I T [ expl-f %"J {15’2’%!;5-2]
Feloy — v+ g — vy — sl — vy + vy — vh)+
Fe sl = 1)+ (o VN No) 4 20 — ) (6-43)
Hz — )N H N2 Vi + Nybloy — 1)

(A0 — oy 4 1) 4 800 — 1y — D)dedi)digdd,
Fazendo-se as integrais das fungoes delta, temos

s f p%

. ~ ] t S {— . —-.“]
= “|(.‘~} >= 2\/2?\'fw'1;5.-\'i;\’? -Ig‘x- .an:.' f P N

VoL + Nicoslwos — 11 — Q{20 + 205 + Ny + No)ldvydiry

(6.44)



Analisemos, inicialmente, o caso 2 = 0, onde nio ha dependéncia da energia
com a frequéncia. Neste caso, a integral em vy é imediata (gaussiana) e igual
a 1. A integral em vy pode ser escrita na forma

e
‘/rr—fl\fl oty dvyezp(— 54 v + Ny =
(6.45)

Ve M g vzzp(—ﬁ,i1 + 2z)/z dx

onde tomamos z = vy + Ny. De acordo com [21] (pag 337), esta integral &
do tipo
/ T a1 e gy = (28)P/2T(p)eds D (—1) (6.46)
0 T
com Re > 0 e Rep > 0. Aqui a fungio Dy(z) é chamada de funcio pa-
rabélica cilindrica e tem, como representacio, a integral

e—zgféi 0 3
Dy(z) = — --—/ e 2 mr-1 g (6.147)
I'(=p} Jo
aqui z ¢ um nimero comlexo qualquer. No caso que tratamos p=23 4=
I/Niey= ~2 Comoz=-/2N] e|z| >> |p|, podemos utilizar a forma

assintotica de D,(z)

Dy(z) ~ e~ zp(] — R{%—EJ) + E{P"_Ll%;?)(ti*) — )
i . (6.18)
77;\/3_?!_(,1;1')71132/42—?3‘—](] + (E:F]é)-%)+2) + )

@ expressio acima ¢ vilida somente para v/4 < arg 2 < Sr/4. Se nos
restringirmos apenas aos fermos de primeira ordem, uma vez que Ny »>>
3/16. encontramos para o caso ) = {)
—_ i
< Uugls) »= zll"”ll\/-g,\.iwo(”"‘(@(!" + 71)
(6.19)
- coswys + 9,)
2.’\"\4}[) ’ o -}‘!

onde substituimos [y ]2 == V. 2] = Nooo Temos assim, para a apro

< g &) > 2|y

ximaciodos niveis continnos, o mesmo result ado obtide anteriormente (6.1.1),

O caso @ # 0. com wy >> 0 & calenlado pelas mestas integrais.
Devenros caleular aintegral (641, ¢ para isso. abrimos o cosseno em cxXpo-
nenciats. A integral e 4 6 da forma gaussiana, resnltando

e 1? _ .
/ erp( - i + 20089V d1y = \,/Jr_f\-"gm'p( -422.‘:2;\’2) (6.50)
= i '
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Para a integral em 14, usamos a aproximagzo z = vy + N; e obtemos a
integral

o0 2
1 e_Nl — 21518V / e:cp[—z— + (2 + 2193):1:]\/..:: dz (6.51)
7 Vy o Ny

Utilizando as relagoes (6.46) com p = 3/2 e (6.48) com p = —3/2, v =
2 + 2:02s e N1 >> 1, encontramos, para tempos curtos s << 2/Q

< uy(s) > 2|w1|\/miw;e—-m_._.zuw,1=+|w2|’)co.s(wos +m)
(6.52)

< ’H.z(s) > 2|‘HJ2|4‘ / Eft—?;a 3_92’2(|w1|2+|w2 |2)395(w03 + 72)

Se tomarmos 1 = 0 e y3 = —7 /2, encontramos a clipse anterior
com um decrescimento exponencial dos valores médios de u; ¢ n;. Lste
decrescimento € em muito semelhante ao obtido por Nandi e Shastry [9],
com a dilerenga de que, neste caso, tratamos uma elipse (excentricidade
arbitraria) enquanto que em [9], apenas o caso de arbitas circulares no li-
mite semicldssico & tratato, pois no caso de excentricidade nula os tempos
reais e ficticios sdo proporcionais. Ji sabemos que o decrescimento nos va-
lores médios das varidveis #y e up ¢ causado pelo alargamento do pacote.
Da exponencial, podemos estabelecer nm periodo de tempo caracteristico,
medido em termos do tempo ficticio, que represerita um periodo médio de
decoeréncia <o pacote. Tal periodo é igual a

(I R iy
sEOT T (6.53)
O valor médio de r é, entretanto, invariavel ¢ concorda com o resultado
classico. Como r = u? + 4, em Lermaos dos operadores criacio e destruicio,
r ¢ da forma
h

o 2 2
r= éMw-(af + rtf + a3+ n; + ‘Mjal + Za;a.z —-2) (6.54)

" - , 2
No calculo do valor médio < r >, os operadores na forma a2 e ol resul-
fam em termos que deerescem exponencialmente com a evolucio do pacote
devido ao alargamento. Os temos resultantes, em longos tempos, fazem

<r> ->—(jw1i2 + [u]?) (6.55)

1
T M<w
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ja que os termos do tipo ala resultam nio dependentes do tempo. O valor
< r > assim obtido € igual ao semi-eixo maior da elipse, Este resultado é
andlogo ao cléssico como dissemos. Sendo 7 = a(1 — ecosl/) a equacio polar
da elipse em termos da anomalia excéntrica U, o valor médio da distancia
ao foco de um corpo em movimento eliptico é

2
<1 >u= if a(1 — ecosU)dU = a (6.56)
27 Jg

Os calculos aqui realizados permitem que se evidencie o espalha-
mento do pacote “coerente” ao longo da érbita, devido A estrutura prépria
de niveis do Hidrogénio. Realizamos estes calculos apenas para ilustrar o
fato de que estados do tipo (6.11), evoluidos em tempo ficticio apresentam,
de maneira inegdvel, uma decoeréncia a longo prazo, o que os desclassi-
fica da categoria de “estados coerentes”. Podemos, talvez, denomina-los de
“estados coerentes formais”, j& que sua estrutura formal é idéntica & dos
estados coerentes de um oscilador harménico. A coeréncia, neste caso, deve
ser testada pela evolucio temporal.



Conclusao

Temos presentemente realizado um amplo estudo do limite semiclassi
co do dtomo de Hidrogénio em que a representacio de wma transformacio
com arigem classica foi desenvolvida em sua forma quantica e certos aspec-
tos de dificil tratamento neste limite foramn, na medida das possibilidades,
discutidos.

[niciamos o estudo com o tratamento de estados de alta localizagao,
que se obtém diretamente como solucio da equacao de Schrodinger. Tais
estados ilustram, de uma maneira clara, a perda de coeréncia de um pacote
localizado de ondas evoluinda sobre uwma 6rbita média circular. A estrutura
de niveis do Hidrogénio (lei de energia de Bohr) gera, nio s6 um alarga-
mento, mas, para nm nimero finito de fungdes componentes, uma posterior
localizagao (1.13), (1.14).

A introdugdo da transformacio regularizadora de Kustaanheimo-
Stiefel possibiliton o tratamento de drbitas no limite semiclassico com excen.
tricidade arbitraria. A dificuldade central do uso da transformacio KS na
Mecauica Quantica estd na implementacio do tempao ficticio no formalismo
quantico. I possivel nma interpretagao deste tempo, na qual sur : a neces-
sidade de se associar um carater operacional a cle (ronsequéncia va definicio
tlassica dt = rds). O estudo da possibilidade de evolu¢do em tempo ficticio,
via integrais de trajetoria (Capitulo 5), resultou na derivagio de uma funcio
de onda propagada et tempo ficticio (5.9) no espaga paraméirico via inte-
grais de trajetoria, que nio obstante ser um caminho formal derivacio
da evolugdo temporal, eshbarra em dificuldades de cileulo analitico, que tém
coma origem a falta de uma forma fechada para a integral de trajetéria do
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Hidrogénio [8]. Porsua vez, entendemos que a dificuldade de derivacio dessa
integral estd na prépria defini¢io de tempo ficticio, que exige seu conheci-
mento preciso ao longo de cada trajetdria que se soma.

Se a forma propagada exata de uma fungio de onda paramétrica
nédo pode ser tratada explicitamente, consideramos a possibilidade de uma
evolugdo temporal aproximada no limite semicldssico, onde o comporta-
mento geral do sistema em consideragdo, exibindo alguma localizagio, deve
seguir, de forma aproximada, o comportamento cldssico. Em particular,
restringimo-nos ao estudo do Hidrogénio bidimensional. O estudo de “esta-
dos coerentes do Hidrogénio” definidos na literatura [4, 10, 9] possibiliton
uma reinterpretacao do significado do termo coerente em se tratando do
potencial de Coulomb.

Utilizando do principio de correspondéncia, propomos uma evolu
¢ao temporal aos estados coerentes formais do Hidrogénio, cuja frequéncia de
pico (associada aos estados de maior probabilidade) SUrge como parametro
natural governando a propagacio desses estados. No calculo de varidveis
dinamicas, posigdo e velocidade paramétricas e, na posterior determinacio
das varidveis reais, posicio no espaco fisico, pode-se determinar completa-
mente a orbita classica associada As variaveis que caracterizam o estado co-
erente admitido. Nesta derivagio, os parametros que caracterizam a orbita,
tais como o semi-eixo maior e excentricidade, puderam ser diretamente as-
sociados as varidveis quinticas do pacote (no caso wy e wy). A evolucio em
tempo ficticio, ntilizando o argumento de correspondéncia classica que justi-
fique a aplicagao do fator de propagagao temporal harmonico erp[—mws(n, +
ny + 1)] resultou na derivacio quantica da equagio do movimento pla-
netario (equagio de Kepler), que tem importancia fundamental no cileulo
planetdrio. Desse modo mostrou-se, partindo-se puramente de variaveis
quanticas, que uma particula sujeita ao potencial de Coulomb deve mover-se
cxatamente como prevé a Mecinica Classica no limite de grandes nimeros
quanticos o estados suficientemente localizados.

A conexdo entre a anotnalia excéntrica (1) ¢ o tempo fic icio torna-
50, desse modo, evidente. Na literatura (10, 9], o comportam: .to classico
para dtomos reais (H3D) & obtido pela imposicao, na representagio trans-
lormada KS complexa, de uma localiza¢ao no valor do memento angular
assiciado ao estado, assim como wina localizacido em torno de algum plano
no espaco real (por oxempla, < 2 >~ 0, com Az > 0 em fh — 0). Do nosso
tratamento. por sua vez, a correspondéncia com o limite clissico é mais
direta, bastando dois vinculos (ortogonalidade dos vetores componentes do
movimento e relagio bilinear), que a transformagdo KS exige para que o
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movimento se dé em um plano (plaro de Levi-Civita [6]) no espago real com
orientacdo arbitraria.

O trabalho também torna ao seu inicio com a proposta de calculo
de evolugdo temporal com variagio de frequéncia. Alguns autores 4, 10,
9], que, pioneiramente, iniciaram o estudo da questdo, nio indicaram, em
nenhum lugar, a dependéncia que cada estade transformado harménico
tem em sua frequéncia caracterfstica w com a energia. Esse fato é crucial
para se compreender a diferenga entre os estados coerentes de um oscila-
dor harmdnico e os estados propostos para o Hidrogénio. Assim, um deles
[4], falando sobre o alargamento do pacote previsto para os estados do Hi-
drogénio, diz (pag 11):“As discussed in Ref. 11, these states will disperse
and the wave packet will not resemble itself for a very long time since the
energy levels are not commensurable, i. e., integer spaced. We nofe, ho-
wever, that going from one pictire to the other involves a constraint and
a time-dependent unitary transformation. This may have the effect of ma-
king the a,p., functions of time or introducing a time- dependent potential in
addition to the Coulomb one”. Este autor, em nenhum momento, conside-
rou a dependéncia das frequéncias dos estados componentes do pacoie com
a energia, de forma que o fato de “os niveis de energia nio serem comen-
suraveis, i. c..espagados por inteiros” é agora carregado pelas frequéncias,
que, nio s nao sao iguals, mas também levam em si a incomensurabilidade.
Para C. Guerry, o surgimento de um potencial dependente do tempao, além
do potencial coulombiano, é visto como uma possivel explicacao a coeréncia
dos noves estados KS-transformados.

Posteriormente, o mesmo auntor [11] faz uso de funcées localizadas
radialmente, chamadas de “lungdes Sturmianas™ que sio evoluidas em tempo
ficticio. Fssas fun¢oes sao tomadas como uma representagio de estados co-
crentes com localizagao radial e, no limite de grandes nimeros quanticos,
usando a conexao classiea apontada em [18], o comportamento do valor
médio < r > 6 mostrado como satisfazendo 3 evolugio classica (equagido
de Kepler). A representacio destes ostados coerentes radiais nio mostra
dispersio, mas apenas um fendmeno de “compressio generalizad-  (genera-
lized squeezing) ao redor de uma posicio média. Por nossa vez. ulilizando
a argnmentacio sobre o localizacio e introduzindo. explicitamente, a de-
pendencia da frequéncia com a energia, obtemos, para a evolucao do pacole,
o principio de win alargamento para tempos curtos. Tal alargamento se da.
entretanto, ao fougo da drbita o, dos resultados que oblemos. nao nos é
possivel tirar qualgner conclusao sobre o comportamento radial. QO pacote,
evoluido em torno da frequéncia principal média < w >, tem incerteza nas
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variaveis u; € g que vao a zero no limite » — 0. Essas incertezas geram
uma indeterminagao Ar, que, neste caso, é constante. Talvez, por meic de
um calculo mais elaborado, seja possivel mostrar o fendmeno de squeezing
para os estados |wywys >. Fica, entretanto, ainda indeterminada néo s6
a relacdo das fungdes Sturmianas de [11] com as solugdes dependentes do
tempo de Schrédinger ( “As yet there is no clear answer to this question™),
como também a relagdo entre o estado evoluido exatamente |wywys > com
a correspondente fungio de Schradinger.

Por fim, alguma observa¢ao é necessiria com relagio ao principio
de correspondéncia. Em geral, entende-se por tal principio o limite n — oo
(grandes nimeros quanticos). Pode-se, entretanto, mostrar que esse limite
nao tem validade universal [22, 23]. A correspondéncia com a Mecinica
Classica pode vir nfio apenas pela coalescéncia da frequéncia de emissio
quantica com a frequéncia classica, mas, em um sentido mais geral, pode-
mos falar de uma correspondéncia entre comportamentos esperados (a saber,
quantico — classico). H4 também, nesle caso, que se considerar a corres-
pondéncia classica no sentido notado por Planck (A — 0). Entendemos que,
se o comportamento dindmico de um sistenia deve seguir, em algum limite, o
comportamento classico, uma inevitdvel localizacao do sistema em tal limite
deve ser tomada. Os estados coerente Lém o propésito, deliberado na sua
forma, de reproduzir, na média, a evolucao clissica. Nesse trabatho, entre-
fanto, o estudo mostra que, mesmo pelo uso de tais estados (localizagio e
regime de nimeros grandes), onde todo o cuidado possivel é tomado para
que se reproduzam os caractéres dindmicos classicos, a Mecanica Quantica
deixa sua mareca indelével, seja pelo surgimento de uma irreversivel delo-
calizagdo (gue ocorre para t — oo), ou de uma posterior reformacio nos
padroes de probabilidade. Também pelo exemplo de sistema aqui conside-
rada, distingiimos claramente a diferenca entre os limites b — 0 e 1 — 0o,
Ja que, se admitirmos i flixo o limite de tempos longos pode levar a uma
decoeréncia irreversivel do sistema com um resultado muito diferente do ob-
tido pelo limite b — 0 tomado inicialmente. Um sistema simy s como o
do Hidrogénio leva, naturalmente. a uma distingio clara entre ama teoria
classica e uma desericao quantica dos sistemas.



Apéndice A

Neste apéndice calculamos os valores médios de < z > e < y > para
um pacote do tipo

tEJUZ

U(t) = Z A1+k¢1+kE$P[g(T+T)§]

k=—p

(A.1)

. - . . 4
onde ¥y, sao as fungoes localizadas de Brown (1.9), Fy = 37 € p um
nimero inteiro. O valor de < z > é calculado pela relagio

< T >= ZEpr Zf:_p A?+kA"+j fom R¢+kT3R;+jd1‘ fﬂﬁ 9[+k8i112991+1d9

fO:.’Tr e[t(l"—”d"] C()3¢d¢ ez,}[Lﬁlﬂf({I;jji — (_I'IIW )]
- (A:2)
Denotando-se

>0 kg
Féf}:]o R;%(nr%,ﬂ(r)drf Orxsin?00,, ;40 (A.3)

temos da aplicagdo de (1.17)

_ P (1) Eyt 1 1
< x(t) >= Wzk:_p A?+kA1+k+1Fk,k+1Emp[l_hD‘( (+E+1)E ~ (502 N+
. (1) Eaty 1 1
AL e A B yerp(= 0 (e — i)

(A4)
como A =00 A, =0 e admitindo os Atk coeficientes reats, por
siuplicidade, encantramos

” — p-1 : 1) 3l 10t t 1
<alt) >=a 30 A A P gy eop[ P (irinz — (};;};5]‘1'
~p ) Fot 1
2 ey Ak Akt b exp= 0 s - )
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Aplicando uma distribui¢ao gaussiana aos coeficientes A r € Aj1x_; € no-

tando que, da propriedade de localizabilidade das fungdes de Brown, pode-
mos simplificar

{ [%] i ~
Fé}c+1 FIEJ): 1= IE}( (A.6)
Por esses meios
< z(t) >= 21rZA F)e [E"t ! — N (A
el z+k+n2 (1 + k)2
enquanto que < y > torna-se
P
_ 2 ) Eot I 1
< y(t) >= 27rk=Z—p AfyrFp psin [ (I +E2Z (I+k+1)2 )] (A.8)

Notamos que, no calculo de < z(1) >, este resulta nulo, ji que
< cosf# >= 0. Para obtermos os resultados devemos usar p=1 e as relacoes
de aproximacgio

1 1

ﬁ:m“ﬁ:ﬁ+ﬁ*z (4.9)
1 ! 2 3 4

vz pontg (A.10)

que valem para ! >> 1. Além disso, também usamos

cos(z + Azx) 4 cos(z — Azx) = 2coszcosAz {A.11)
sin(a + Ax) + sin(z — Ar) = 2sinzcosAzx (A.12)

como relagoes de soma de senos ¢ cossenos vélidas para Ar—x << 1,
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Apéndice B

Aqui apresentaremos a resolugao do dtomo de Hidrogénio bidimensio-
nal (autofungdes e formula de energia). Partimos da equagio independente

do tempo
h2 2
(~2-v2 = Sy = By
2m T
que em coordenadas polares é escrita
Kt 1O % 1 o2 e?
A Sl ST g PO = F
Qm[r ar 81‘2)+ 7 Utpzw + T v v

Se tomarmos ¥ = P(r)®(¢) lemos duas equacdes

d* &

_—_ 2 .:

e + 150 =1
1dr N &4r  rp N Qm( kot et 0
rdr  dr? 72 RV Ty )=

A solugao da equacio angular é simples ¢ tem a forma
ezl*p
Vo

oude I é um nidmero jnteiro. Se substituirmos a variavel ¢ por

$

. . v ot - .
Jroe fizermos F = — M5 temos a equagio radial

Ldl  J2p 12p poop _ 0
rdr dr? x? t r o4

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Nt
Qe T

i

(B.6)

j arna - e - " a H
Propomos, para a obtengho da solugio, uma solucio tentativa na forma,

Ple) = Glx)zlle /2
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com isso (B.6) torna-se

&G dG |
z g TR+ I-2)—= +(N -~ |l| - 1/2)G = 0 (B.8)

Se nos lembrarmos da equagéo de Laguerre [24]

2

[zé{;ﬁ +(k+1-— Z)diz +p)i(z) =0 (B.9)

temos que (B.8) tem a mesma forma com p= N ~|I| = 1/2e k = 2|i|. Logo,
G(z) = Eilflm_lﬁ,(x). Também devemos ter N — 1/2 um némero inteiro,
pelas propriedades dos polindmios de Laguerre, e denotaremos esse nimero
por 1. Assim, de maneira formal temos a solug¢fo radial

pgro o

P(r) = CulBriflezp(= )20, (1) (B.10)
como .
L% e_szkﬁiﬁgdz = (pt)!k)!.;bp,q (B.11)
obtemos a normalizacio
n—{l-1)
Cu =1 \/ e i) (1.12)
¢ a energia correla
F——.. " n=1,2.3,.. (B.13)

f?i(ﬂ. - 1/2)2

A solugao (B.10) permite que se obtenha luncoes localizadas do tipo de
Brown (1.9)

r—n2a)?

wiroe) = (”r'.f.‘p[— ( gt + 112 (B.1:1)

onde a & o raio de Bohr.
Por outro lado. é possivel a solugio de (B.1) de acordo com a
transformaciio KS bidimensional complexa

xob oy = 262

vy = e (13.15)
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. . 2
Para isso, definimos as constantes ) = %‘Er, 7! = —§;‘TE e fazemos algumas
transformagdes em (B.1), de forma que possamos escrever esta equagio na
forma

4rV2+ X —gtr)p =0 (B.16)

Da transformagao (B.15) obtemos as derivadas

26'3; — 2366
_o ‘3.1: +2z§* (B.17)
por meio das quais lemos
IR DL (B.18)
&VeT “hges ~ Ve L
Com isso, a equagdo (B.16)} torna-se
1 62 9 A
oYy V= s B.1

segue, entao, todo desenvolvimento tragado no capitulo 4.



Apéndice C

Neste apéndice mostraremos detalhes da derivagio da equacio de drbita
eliptica realizada primeiramente em [9]. Nessa referéncia, faz-se uso do cs-
tado coerente

1 : ‘
|z122 >= exp[—§(|z1|2 + |22|2)]Z L ngng > (C.1)

Faremos aqui o desenvolvimento da evolucao temporal aproximada segundo
o tempo real. Aplicando a parametrizacio

2y = yeosye D -
1 Y X A - ((_,2)

Ig = YSINYF
Se aplicarmos a relagao de Stirling valida para grandes valores de n
ntzne ™ (C.3)

podemos obter os maximos para f = |z("]z2]|"2/v/ny!n3! com relacio aos
valores de iy e ny. Para isso substitnimos a parametrizagao (.2} em f

f= [*yca,n:\n‘l']’fzrr'ﬁ)”‘ [7‘.«'in_\'n;]/Qr-l/z)"? (C.4)

A fungiio [ 1em valores maximos para cortos valores ny = Ay e wy = Ny
onde também o In f tem valor miaximo. lsse logaritmo é

| |
In [ =n(in(yeosy) — éhr. 4+ 2] + np[lnf{ysiny) — ;‘_lz-fn 1y + i} (C.5)

o Lo mAximos para

din [ din [ .
i, 0 gy ] (C.6)



do que resultam os valores de maximo
Ny = 72cos?y Ny = y2sinly (C.7T)

Fazemos, assim, a expansio da energia em torno desses valores ny = N1+ &
e ng = N3 + 8. Por esse meio, o estado coerente é denotado

|z122 > [ycosye MO ysinye (BN > (C.8)
A aplicagdo do operador ¢y, por exemplo, resulta
g1]2122 >= 7cosxe_’(ﬂ'+“’t)|z1z2 > (C.9)

Das relacdes operatoriais (4.17) obtemos

< z(t) >= %5[7%032)(6‘2‘(’3"‘”‘) + 72cmzxez:(£\+m)+

+y2sin2ye2A-wt) 4 q2gin?ye AW | anlepsyginye A4 (CL10)

+2v%cosysinye?®]

que pode ser escrito como
2
< x(t) >= T;‘; [cos2A(cos2wt + sin2y) — cos2xsin2Asin2wt]  (C.11)
Ui

quanto a < y{f) > temaos

< y(f) > = E:}ﬁ [7'2(032’\6—2!(.’1-%&;{) _ ?ZCOSEXE,ZJ.(A-{—LJ!)+

_{_.}.23”22 \(_Qt(Afu;f] _ ,.}_'Zlq?‘n'lx,pfh(f_\f.u!) + »27'2(.”3\,‘,‘.?'”)((?721&_*_ ((“1‘2)

—29%cosysiny et

que resulia

~2

i

O valor de v & ealeulado de moda semelhante.

< plh) = stn2A{eos2wl + sin2\) + eos2yens2Acos2e (.1

5

Para interpretarmos as relagoes (C.11) e (CL13) eserevemos a equa
cio de uma elipse com foco no centro do sistema de conrdenadas, @ o semi-
cixo mator, b o semi-eixe menor e ¢ a excentricidade

(v —ac)? y
g 0

=1 (C.14)
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Giramos o sistema de coordenadas para z’ e ¥’ de um angulo a
z' cosa  Sino acost + ae (C.15) '
¥ |\ —sina cosa bsind '

onde 8§ é um parametro da curva descrita em coordenadas polares. Assim,

temos ]
¢’ = acosofcosl + ae) + bsinasing

y' = —asina(cosh + ae) + beosasing

(C.16)

Podemos, obviamente, fazer um calculo mais completo envolvendo
diretamete a soma (C.1). Restringimo-nos ao caso de excentricidade nula
(x = 0) por sabermos ser este o caso de especial aplicacao do fator de
propagacao temporal segundo o tempo real. Assim, o pacote coerenie com
dependéncia temporal é

1 Gl (F O
2,0,1 >= cap(—=7%) Zeexp(— T in, 0> (C.17
| 3 ,;,\/n! pl= 5 )
como
U P | f iyl C.18
r= 1}2(919, + 929{ + 9192+ ¢, 9,) (C.18)
temos |
rin,0>= <{(n+ Din, 0> +vVan +1n 41,0 > (C.19)
Ui
pelo que o valor médio de r na representacio de estados coerentes é dado
por
. _ R FHgm . i E:H—En !
<r>= ;3"5 exp( =12 Ln s '”37?['(_"'};—")' ] _
(C.20)
((” +- l)'sm,n +- \/ii-‘i“_-i'['m‘n+l )
que restulta ein uma constante, independente da energia
L2
<P = |“|__+ .I(“:lz__?z} (C.21)

ne

Para o caleulo de x aplicamos (1.17) com os elementos de matriz

1 .
< m,0)z{n,0 >= one [\/n(n — épme2 + \/( 74 IH 4 2 g ((1.22)
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pelo que

<z >= gherp(—7%)[En \% (n+ 1)(n + 2)exp[UEnta=Enlt ]y
Phbind r" A E _E
n42 n
,-~—--—~(n+2], 2z /(n + 1)(n + 2erp|Ensr=Enlt) -

—~2 . -2 _
=Sr[?En= 0°°£T—ernz_2 i ez p|— LEn=Enz2)t Fnz2)t]y

+2*2 o0 (2 2) exp[lLEn*;—En]t]]

n=0 nl
(C.23)
Se substituirmos a parametrizagdo z = Zezp(1A) encontramos justamente
z|2exp(—v2 2oz
< z(t) >= [ eap(=17) Z (z ———) seos[( My — POt/h — 28] (C21)

com £ = —me?/2h%12. Para < y >, obtemos senos.



Apéndice D

Limite do continuo de niveis - Utilizando os “pacotes circulares”, calcu-
lamos < z(?) > no limite de muitos niveis que s&o considerados distribuidos
continuamente. Para isso usamos uma fungio conveniente representando

. ‘maci . N o : . e
uma aproximagio para . Como n é tomado grande, expandimos cm

torno de ¥ = 72 ¢ usamos a relagao de Stirling (C.3) com v = n — N
I:"ln ¥ — (w2 2} 1442 )2

Fazendo-se uma expansao do termo entre parénteses, temos

|‘: 2 ! 2 }2 D.:
\/n' e mp[g('} — :2?2 )] _ (D.2)
Assim, podemos escrever
[p. @] ‘2
— 7
2,0 >= (2093~ N eap(— 0 > (D.3)
- Ay?
=m0
como
” HU 30)(52
passamos ao limite do continuo
. R /2 ot ‘
[42.1 >= (2ra 2y /—‘( rh/r':rp[—;;f}j + wehe + 1 i:_;g]hz 4,0 > (D.5)

Observando-se os clomentos de matriz de x nos anto-estados temos

LraZ)= W2 b 2 2
<o >=t ;}3 [T dedi e - o g F el —

(D.6)
. 2 e .
+J‘§hw(" ;i; -)f]("-?;-“)(c"(v v+ 2)+ b — v - 2))

-1

(14



Fazendo-se uma das integrais, temos v? — 1'% = 2u(v — v') com o que

(2:,1..72)—1/2 oo p2
< z(t) >= — -/;m dv(v + 72)emp(~§:{§)cos(2wt -

) (D.7)

A 1ltima integral pode ser facilmente calculada de acordo com [21} (integral

3.896)
[, e~ sin[p(z + A)dz = \/qiﬁe'“pzf“q?sinpz\

12, e~ cos|p(z + A))dz = \/qige‘?’zf“qzcosph
A parte da integral (D.7) que contém 42 resulta

1 18212
= —exp(- —uu';— Y¥2eos2wi
n Y

Quanto a parte que contém v, devemos integrar por partes

12

i
u = (.'0.9{-[3; (v—9%3)) dv= :/E;rp(fé‘—r—i

Jdv

que resulta na expressio

l 18.2¢2 :
<r >= 722 expl— —; - 7 2eos2wt + Guwisin2wt|
¥

(D.8)

(1.9)

(D.10)

(D.11)



Apéndice E

De acordo & referéncia [7], podemos facilmente trasformar a integral de
trajetoria no espago real para a integral no espago paramétrico. Inicialmente,
escrevemos a identidade

If(x?’.:f:',t):/ é(t—/ rds’)[((zﬂ',f,s)dt (E.1)
0 0

onde { representa o tempo real e s o tempo ficticio. Aqui &’ € o ponto final
e ¥ & o ponto inicial.
Fm duas dimensoes, K{z’,#, 1) é da forma

- t . .
K(a',Z,t) = /F.:r:p{z/h/ L(z, &, W) D e(t) {E.2)
. Jo

onde L{F,F L) & a funcao lagrangeana associada ao movimento. A forma
acima é dada explicitamente par

K(x', 7. 0) = lim,_o(57" )

2t
(L)
2
: e Ty — "k : " 2
I ---.I(w{ Lk :f{ - u}]]ﬂk-[ -:h, Jlry
onde ¢ = £, —f1_y. .«'\p]it‘amm a definiciio de tempo ficticia
ot L — 1y .
o =7 T = (I'J.’1]
r’f.‘: .
com o potencial V{rp) = — 'r: . pelo que
YR T T T
K{xr' 7)Y = lim, _of Srehran )
(F.5)

. m.:\ T 2 \—l 2.
o }])[Zk_l ?a ZOJAK +ac )] I]fk--l 2rr:;a,’:l“k.s—r;l— )dz'rk

=1
=3



onde Az, = 7} — #;7;. Devemos aplicar (E.5) em (E.1), entretanto, inici-
almente notamos que

. N
' AN
j; r(s')ds’ = E_%E ThO (E.6)
k=1
e resolveremos o problema por meio da fungio de Green

G773, E) = ] QK (5,7, enp(s 2!
1]

=) (E.T)

aplicando-se (E.1) com a forma explicita de K(:*;‘, £,s)

G(z', £F) f / ea:p(@ (t—/ rs'ds') K (z!, T, s)r'dsdl  (E.8)
0

onde fizemos df = r'ds com ' = ry. Invertendo os fatores das exponenciais,
encontramos facilmente

2

(:(.’1"7, ZF)= ] expl E2—1-‘?)]’(:{;‘, F,8)ds (12.9)
0

onde P(z’,#,8) ¢ o promotor

i ) N

mihe

]-’(,L:’, .'E, S] = “I“(J‘A-l]( 5
(£.10)

N mAlr ] v g
j" apfe Ry rl L.f;rj b+ .::]ﬂ,;-j” II}'\=1] r}’_.a‘,

"3

Q) promotor é, na verdade, a integral de trajetoria no espaco pa-
ramétrico. Devemnos, a seguir, aplicar a transformacio

s 2 2
Ty = Uy —uy (l"ll)
oo = 2 Uy '
Do calenlo do jacobiana da transformaciio temos que
T R .
d.rjrl'.r‘J = Ar dudu; (10.12)
2o g, A2 -
Aty = AR, (E.13)
CoIn Iss0, 0 promotor torna-se
Yor T o Mo
Plul i, &) = Ilmn_u( o) .
(E.14)

o ferph /‘!"Z;.—l“( ”AI ) + Ful )J[] Yo dP
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Denotando o promotor por K(a;’, Z, 8), temos
- 1 1628 -~ .
G(a %, E) = f exp(“Z VK (i, 7, 5)ds (E.15)

A funcéo de Green no espago real é, assim, a transformada de Fourier do pro-
pagador no espago paramétrico em tempo ficticio com fator de transformacio
exp(tes/h). O quadrado da carga tem o papel de uma pseudo-energia, exa-
tamente como na equagio de Schrodinger independente do tempo para o
oscilador.

O promotor para a transformagio complexa pode ser escrito substi
tuindo-se as relacdes de transformacio entre as cooredenadas uy, up € £ e
£*. A relagao entre essas e

1
U = 5(5 + &) (E.16)
1 .
ur = o (€= ¢&7) (E.17)
Dessas relagoes segue que
) —uf P+ ) -2 = (G -G - ) (RA8)
e também
duldul? = de;de; (E.19)

Assim, o promotor torna-se, por substitui¢io

P(£’$ Ea S) = Ti lima—#O(%)N
(F.20)

" (£,—¢,-1)(81-¢3_,) v - N
[ Jeaply T, o[ M2t 4 RGOS dése
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