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Resumo

O objetivo deste trabalho é a investigagao do efeito Greisen-Zatsepin-Kuzmin (GZK) na pre-
senga de buracos negros, contemplando, dessa forma, uma correcao de natureza astrofisica a
propagacao de raios cosmicos de ultra-alta energia. Inicia-se com uma descricao das principais
caracteristicas dos dois elementos cruciais envolvidos no efeito: os raios césmicos de ultra-alta
energia e a radiagao cosmica de fundo. Posteriormente, é feita uma revisao sistemética do
efeito GZK, mostrando as interagoes mais relevantes e a abordagem utilizada para o calculo
das perdas de energia. Também ¢é dada especial atengao as corregoes de natureza cosmolo-
gica que devem ser incorporadas ao considerar fontes de raios coésmicos muito distantes. Em
seguida, analisa-se o problema na presenca de um buraco negro. O estudo é feito considerando
a situacao mais simples: a radiacao cosmica de fundo é tratada como um banho térmico no qual
um buraco negro de Schwarzschild esté imerso, constituindo um sistema cuja evolugao pode
ser tratada na aproximagao quase estatica (mudancas adiabéticas). Uma aproximagao para as
trajetorias de raios cosmicos nesse espago-tempo é proposta, e a partir dela sao calculadas as
perdas de energia de cada particula em funcao da distancia de maxima aproximacao em relacao
ao buraco negro. Finalmente, sao apresentadas as conclusoes do autor, e as perspectivas futuras
de investigacao sao discutidas.



Abstract

The aim of this work is the investigation of the Greisen-Zatsepin-Kuzmin (GZK) effect in the
presence of black holes, thereby consisting of an astrophysical correction for the propagation
of ultrahigh energy cosmic rays. Firstly, a description of the main features of the two crucial
elements involved in the effect, the ultrahigh energy cosmic rays and the cosmic microwave
background, is given. Then, a systematic review of the GZK effect is presented, showing the
most relevant interactions and the approach used for the calculation of energy losses. Also,
special attention is given to the cosmological corrections that must be incorporated when very
far cosmic-ray sources are considered. After that, the problem is analysed in the presence of a
black hole. The study is based upon the simplest situation: the cosmic microwave background is
treated as a thermal bath in which a Schwarzschild black hole is immersed, constituting a system
whose evolution can be treated in the quasi-static approximation (adiabatic changes). An
approximation for the cosmic-ray particles’ trajectories is proposed, and then used to calculate
the energy loss for each particle as a function of the maximum approximation distance to the
black hole. Finally, the author’s conclusions are presented, as well as perspectives for future
investigations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Os raios césmicos de ultra-alta energia

Atribui-se a descoberta dos raios cosmicos a Victor Hess [1]|, devido a seus pioneiros experi-
mentos em baloes no inicio do século XX. Nessa época, era detectada uma radiagao natural
na superficie da Terra, seguindo o recente desenvolvimento de novos instrumentos para essa
finalidade. Naquele momento, acreditava-se que essa radiacao era originada totalmente a partir
do decaimento radioativo de elementos na Terra. Portanto, sua intensidade deveria diminuir
com a distancia em relagao a superficie. Os experimentos de Hess em baloes mostraram que,
ao contrario do que se esperava, a intensidade da radiagao aumentava com a altitude. Logo, a
maior contribuicao para o fluxo observado deveria vir de fora da Terra. Assim foi cunhado o
termo raios cdsmicos. Essa descoberta lhe rendeu o Prémio Nobel de Fisica de 1936 [2]. Pos-
teriormente, observou-se também que o campo magnético terrestre afetava os raios cosmicos,
revelando que se tratava de particulas carregadas. O efeito era diferente se as particulas vinham
do leste ou do oeste, e assim suas cargas elétricas puderam ser determinadas.

Nas décadas que se seguiram, os raios césmicos desempenharam papel importante na fisica
de altas energias, proporcionando um fluxo de particulas com energias que nao podiam ser
atingidas em qualquer laboratorio terrestre. Diversas particulas subatomicas foram entao des-
cobertas investigando-se a radiagdo cosmica, como o positron [3], o mion [4-6] e o pion [6].
Entretanto, com o desenvolvimento e o aprimoramento dos aceleradores terrestres a partir da
década de 1950, essa aplicacao perdeu interesse, visto que nos aceleradores é possivel ter controle
sobre todos os parametros envolvidos, enquanto que a radiagao cosmica ¢ um feno6meno natural
e, portanto, incontrolavel. A partir desse momento, o estudo dos raios coésmicos encontrou
aplicagoes principalmente em astrofisica. A pesquisa passou a se concentrar em responder a
questoes tais como onde os raios cosmicos sao produzidos, como sao acelerados, qual seu papel
na dindmica da Galaxia e o que sua composicao pode revelar sobre a matéria fora do Sistema
Solar, por exemplo.

As particulas que incidem sobre a atmosfera terrestre sao chamadas de raios cosmicos
primdrios. ApoOs penetrar na atmosfera, essas particulas interagem e dao origem a varias
particulas secundérias, cujo niimero e composicao dependem da energia da particula incidente.
Essas particulas secundéarias sofrem decaimentos e novas interagoes que, sucessivamente, geram
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novas particulas, dando origem aos chamados chuveiros atmosféricos, que sao observados na
superficie da Terra. No final da década de 1930, Pierre Auger e colaboradores [7] estabeleceram
que os raios cosmicos (primarios) poderiam ter energias tao altas quanto 10'° eV, a fim de gerar
chuveiros suficientemente extensos. Desde entao, particulas cada vez mais energéticas foram
sendo detectadas, inclusive com energias maiores que 10 eV. Os primeiros chuveiros gerados
por particulas com energias dessa ordem foram observados no detector de Volcano Ranch, no
Novo México (EUA) [8]. Logo depois, o primeiro evento com energia incidente de 102° ¢V foi
observado no mesmo detector [9]. A estatistica experimental desses raios cdsmicos de ultra-alta
energia (UAE) cresceu ao longo dos anos, gragas aos dados obtidos nas tltimas geragoes de
experimentos, como os detectores de Haverah Park (Reino Unido) [10], Yakutsk (Russia) [11],
AGASA (Akeno Giant Air Shower Array - Japao) [12], Fly’s Eye (EUA) [13] e, mais recen-
temente, sua extensao, o HiRes (High Resolution Fly’s Eye) [14], bem como o Observatorio
Pierre Auger [15]. A dificuldade esta no baixo fluxo dessas particulas. O fluxo estimado para
energias maiores que 10%° eV é da ordem de um evento por quilémetro quadrado por século por
esferorradiano, portanto sao necessarios detectores que cubram efetivamente grandes areas. De
fato, o Observatorio Pierre Auger, por exemplo, consiste de uma rede de detectores de chuveiro
dispostos em uma area de 3000 km?.

Um dos desafios apresentados pelos raios cosmicos de ultra-alta energia é sua origem, que
vem motivando discussoes até os dias de hoje. A Figura 1.1 mostra o fluxo de raios coésmi-
cos conhecido a partir de 10* eV por particula. O fluxo F(E), que representa o ntimero de
particulas com energia maior que E por unidade de area, por unidade de tempo e por unidade
de angulo solido, é bem descrito por uma funcao da forma F(E) = kE~%, sendo k uma cons-
tante numeérica. Duas caracteristicas sao evidentes a partir do grafico. Em cerca de 10'° eV por
particula, o chamado joelho, o espectro muda de inclinacao, passando de o = 2,7 a a = 3,1.
Em cerca de 10'® eV, conhecido como tornozelo, o fluxo volta a ter o ~ 2,7. Até o joelho,
existe uma teoria padrao para a origem dos raios coésmicos, segundo a qual eles sao produzidos
e acelerados em explosoes de supernovas galacticas [16,17]. Entre o joelho e o tornozelo, tam-
bém se acredita que os raios coésmicos tenham origem galactica, embora suas fontes ainda nao
sejam um consenso [17]. Acima do tornozelo, acredita-se que os raios cosmicos tenham origem
extragalactica. De fato, ainda na década de 1950, Cocconi [18] notou que o campo magnético
da Galaxia nao é suficiente para confinar particulas com energias maiores que cerca de 10'® eV.
Além disso, a dificuldade em se imaginar processos que possam acelerar particulas a energias
tao altas levou ao surgimento de diversos modelos de natureza exoética, como o decaimento de
particulas altamente massivas denominadas particulas X [19,20].

Outra questao a ser respondida refere-se a composi¢ao dos raios cosmicos de ultra-alta
energia, que ainda nao é uma unanimidade. A medida da composicao mais utilizada nessa
faixa de energia esta relacionada a profundidade X,.x do maximo do perfil do chuveiro [21],
o ultimo sendo simplesmente o ntimero de particulas produzidas no chuveiro em funcao da
profundidade atmosférica (medida a partir de sua densidade). Um exemplo é a Figura 1.2,
adaptada de [22], que mostra o perfil do evento mais energético (3 x 10?° eV) registrado pelo
experimento Fly’s Eye [23]. O méximo encontra-se em torno de X = 800 g/cm?. Diferentes
modelos de interagao levam a previsoes diferentes para X,,.,. Entretanto, em todos os modelos,
Xmax € maior quanto mais leve for a particula incidente [21]. A Figura 1.3 mostra os resultados
do HiRes de 2005 [24] e 2010 [25] e do Observatério Auger [26] para X ,.x, bem como os valores
previstos por diferentes modelos de interacao. Ha uma leve contradigao entre os dois conjuntos
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Figura 1.1: O grafico, adaptado de [17], mostra o fluxo de raios cosmicos conhecido, sendo F(E) o
nimero de particulas com energia maior que E por unidade de &rea, por unidade de tempo e por unidade
de angulo solido. Os dados com simbolos preenchidos referem-se a medidas diretas de raios césmicos
primarios, enquanto todos os outros dados sdo provenientes de medidas de chuveiros atmosféricos.

de dados: os resultados do HiRes mostram uma composi¢do que se torna mais leve (dominada
por protons) com o aumento da energia. Os dados do Observatério Auger, por outro lado,
indicam uma tendéncia para a dominancia de niicleos mais pesados, sistematicamente abaixo
dos dados mais recentes do HiRes: o evento mais energético desse conjunto, de cerca de 4 x 10*°
eV, é mais proximo das previsoes para o ferro que para protons segundo os trés modelos de
interacao mostrados. Esse ¢ um importante ponto que ainda deveria ser resolvido no futuro
para uma melhor compreensao do assunto.

A detecgao de particulas de ultra-alta energia em Volcano Ranch no inicio da década de
1960 nao foi exatamente uma grande surpresa. Apesar de essas energias serem enormes para
os padroes da fisica de particulas da época (10?° eV corresponde, aproximadamente, & energia
cinética de uma bola de ténis a uma velocidade de 80 km/h), e apesar de elas representarem
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Figura 1.2: Perfil do chuveiro do evento mais energético (3 x 1020 eV) registrado pelo experimento
Fly’s Eye [23|, adaptado de [22].
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Figura 1.3: Comparacao entre as medidas da profundidade do méximo do chuveiro, Xy,ax, feitas pelo
HiRes e pelo Observatorio Pierre Auger, retirado de [22].

um desafio no que diz respeito aos mecanismos de producao de particulas tao energéticas, o
resultado parecia bastante natural. Nao havia motivos para acreditar que o espectro de raios
coésmicos tivesse algum fim. A falta de um namero significativo de eventos nessa faixa de
energia parecia ser uma simples consequéncia do baixo fluxo correspondente. Entretanto, esse
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pensamento iria mudar apos a descoberta da radiacao césmica de fundo.

1.2 A radiacao cosmica de fundo

Em 1965, Arno Penzias e Robert Wilson [27] observaram um ruido na regiao de micro-ondas
em uma antena nos laboratorios Bell. O ruido parecia impossivel de ser eliminado, estando
presente independente da direcao para a qual a antena era apontada. A origem desse entao
surpreendente ruido motivou diversas discussoes, até que se percebeu que ele estava associado
a um fenémeno fisico interessante.

De fato, no Universo primordial, houve um estado em que os elétrons eram livres, pois
a alta temperatura nesse estagio impedia a formacao de dtomos. A radiac@o eletromagnética
entdo interagia continuamente com esses elétrons através do espalhamento Compton. A medida
que o Universo foi se expandindo, porém, a temperatura foi diminuindo gradativamente até que
atingiu cerca de 4000 K, quando se tornou possivel a recombinacao do hidrogénio, o &tomo mais
simples [28|. Nesse momento, os fotons desacoplaram-se da matéria e puderam se propagar
quase livremente, isto é, praticamente sem interagir com o meio. Essa radiagao, que pode
ser considerada, portanto, uma reliquia do Universo primordial, chega até a Terra nos dias
de hoje, e é denominada radia¢io cdsmica de fundo (RCF). Ela corresponde exatamente ao
ruido detectado por Penzias e Wilson em sua antena em 1965. Essa importante descoberta lhes
rendeu o Prémio Nobel de Fisica de 1978 [29].

Ainda em 1966, as primeiras medidas experimentais [30] indicaram que se tratava de uma
radiacao de natureza térmica, isto é, que seguia um espectro de corpo negro. Desde entao, di-
versos experimentos analisaram a RCF, sendo os mais conhecidos o COBE (Cosmic Background
Explorer) [31] e, mais recentemente, o WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) [32].
Tais experimentos comprovaram a natureza térmica da radiacao de fundo: dados recentes do
experimento WMAP [33] mostram que a RCF é bastante homogénea e isotropica, seguindo um
espectro de corpo negro com temperatura média de 2,725 K. De fato, ela possui o espectro de
corpo negro mais preciso conhecido atualmente: apenas flutuacoes da ordem de 10~* sao ob-
servadas, mostradas na Figura 1.4. Apesar de essas flutuagoes terem importancia cosmoldgica,
fornecendo informagdes sobre a formagao de estruturas no Universo primordial [34], elas sao
pequenas o suficiente para poderem ser ignoradas no caso deste trabalho.

Vamos considerar, portanto, a radiacao césmica de fundo como um gas de fétons a tempe-
ratura 7' = 2,725 K, seguindo a distribuigdo de Planck (corpo negro)

1 €
n(e) = () T =T (1.1)

que fornece o numero n(e) de foétons por unidade de volume e por unidade de energia. Na
expressao acima, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, ki é a constante de Planck (dividida por 27)
e k é a constante de Boltzmann. Pelas relagoes estatisticas usuais, temos que

E = V/Oooen(e)de (1.2)
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Figura 1.4: O céu em micro-ondas. A figura, retirada da pagina oficial do experimento WMAP [33],
mostra as flutuagoes na temperatura da radiagdo césmica de fundo, sendo as regioes vermelhas as mais
quentes, e as azuis as mais frias. A temperatura média é T = 2,725 K, e a diferenga entre as regices
vermelhas e azuis é de cerca de 0,0002 K.

é a energia total do gés, e
N = V/ n(e)de (1.3)
0

o nimero total de fétons, sendo V' o volume ocupado’. A energia média de cada féton é entao

dada simplesmente por

E kT
E=—=— ~63x10%eV 1.4

sendo ( a fungdo zeta de Riemann [35],

() =) —. (1.5)

I'E, N e V sao grandezas macroscopicas.



Capitulo 2

O efeito Greisen-Zatsepin-Kuzmin

2.1 Introducao

A existéncia da radiacao césmica de fundo tem diversas consequéncias sobre a propagacao de
particulas no Universo, as quais foram rapidamente notadas logo apds a descoberta de Penzias
e Wilson. Uma delas é tornar o Universo opaco a fétons com energias maiores que 4 x 104 eV,
pois esse ¢ justamente o limiar para a producao de pares elétron-positron através da interacao
com um féton da radiacdo de fundo possuindo energia média € = 6,3 x 107% eV [36,37]. Outra
consequéncia é a supressao de elétrons energéticos da radiacao césmica! devido as perdas de
energia sofridas nas interagoes ineléasticas (espalhamento Compton inverso) com os fotons da
radiagdo de fundo [38,39]. Em 1966, Greisen [40]| e, de maneira independente, Zatsepin e
Kuzmin [41], propuseram um efeito analogo aos anteriores no caso dos raios césmicos de ultra-
-alta energia. O espectro deveria sofrer uma supressao abrupta em torno de 10%° eV, efeito que
ficou conhecido como corte GZK, em referéncia a seus autores. A razao para a supressao é
simples, e de fato é essencialmente a mesma dos efeitos anteriores. Uma particula da radiagao
cosmica de ultra-alta energia interage com a radiagao césmica de fundo, perdendo energia. Se
a particula se propagar ao longo de uma distancia suficientemente grande, ela chegara a Terra
com uma energia apreciavelmente menor que a inicial, visto que interagiu um grande ntmero
de vezes.

No capitulo anterior, foi notado que a composi¢ao dos raios coésmicos de ultra-alta energia
ainda nao é uma unanimidade. Os dados mais recentes do experimento HiRes indicam uma
composicao dominada por protons, enquanto que os dados do Observatorio Pierre Auger su-
gerem composi¢ao mista dominada por niicleos de ferro. Neste trabalho, a anélise seré feita
levando em conta exclusivamente protons. A extensao do tratamento para ntcleos nao apresenta
nenhuma dificuldade do ponto de vista conceitual, como serd comentado brevemente a seguir.

Como mostra a equagao (1.4), a energia tipica de um féton da radiagao de fundo é da ordem
de 10~* eV, muito pequena se comparada com as energias acima mencionadas para um proton

'E importante ressaltar que o termo radiagdo cdsmica serd sempre empregado no sentido genérico (raios
cOsmicos), em geral se referindo a particulas carregadas. Nao deve ser confundido com a radia¢do cosmica de
fundo (RCF), que sera muitas vezes abreviada como radia¢do de fundo apenas.
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de ultra-alta energia. Entretanto, se a energia do préton é assim tao alta (o que corresponde
a uma velocidade muito proxima de c¢), uma fra¢do apreciavel dos fotons é vista, a partir do
referencial de repouso do préton, como raios gama de alta energia. A energia desses fétons
pode entao ser suficiente para que ocorra fotoprodugao de pions,

p+ v — N + pions,

em que N denota um nucleon (um proéton ou um néutron). Em geral, estamos interessados no
caso em que ha um préton no estado final, quando entao podemos dizer que o proton perdeu
energia no processo. No referencial de repouso do préton, que serd denotado por R, e no qual
as quantidades serao denotadas com uma linha, a energia minima do f6ton para a produgao de
um pion €

€. = Mmﬂg ~ 145 MeV, (2.1)

2m,,

em que os valores de massas utilizados sdo os mais recentes disponiveis em [42]|, o que sera
utilizado em todo o trabalho. No referencial de observagao, que serd chamado de referencial
do laboratorio, essa energia se traduz para uma energia minima F,,, para o préton incidente.
Ao interagir com um féton de energia €, a fotoproducao de um pion s6 ocorre para energias
maiores que

2m, +m e \\!
B o~ e T 468 1016<—> V. 2.2

Portanto, para energias tipicas de um foton da radiacdao de micro-ondas, € ~ 6,3 x 107* eV,
essa energia minima é da ordem de 10?° e¢V. Mais ainda, a inelasticidade f (fracio média de
energia perdida por interagao) desse processo é, nesse caso limite,

m
f=—"""  ~0713. (2.3)
My +my
Esse valor aumenta & medida que mais energia cinética é dada ao pion, ficando em torno de
f = 0,2, ou & medida que mais pions sao produzidos, chegando a f &~ 0,6 no limite de altas
energias.

Outra caracteristica importante desse processo é a sua se¢ao de choque, mostrada na Figura
2.1. A secao de choque passa por uma ressonancia logo acima do limiar, ultrapassando 500
ub. Essa ressonancia ¢ denominada ressonancia delta, devido ao fato de que a particula A™ ¢
produzida como um estado intermediario, que decai logo em seguida e origina um pion:

p+y— At — { p+7r0+
n+mw

Considerando um f6ton no laboratério com energia em torno do valor médio €, a energia do
proton correspondente nessa regiao ¢ de cerca de 2 x 1020 eV. A esquerda da ressonancia, a
medida que o limiar é aproximado, a secao de choque cai abruptamente. Considere, portanto,
um proton com energia ligeiramente maior que 10%° eV propagando-se através de uma distancia
suficientemente grande (que deve ser da ordem de dezenas de megaparsecs, como seré mostrado
mais adiante). O proton ird interagir um niimero relativamente grande de vezes, pois a ressonan-
cia delta na se¢ao de choque corresponde a uma alta probabilidade de interacao nessa faixa de
energia. Como consequéncia desse fator, combinado com a alta inelasticidade da interacao, sua



2.1 Introdugao 9

1000 —————rrry SRRV e s A—
i total —— 1
. direct -——-
E : multi-pion 1
5 _ diffraction ----
2 _ resonances -
S 100 e i R
1] r :
m I e
m I .
m I -
o0
2
u | -
8 =L
2 10| i
i | :
0.1 100 1000

e (GeV)

Figura 2.1: A figura, retirada de [17], mostra a segdo de choque para a produgao de pions através da
interacao proéton-foton, como funcao da energia € do féton no referencial em que o proton encontra-se
em repouso.

energia caira rapidamente para um valor abaixo de 10%° eV. A medida que a energia do proton
diminui, ele deve interagir com fétons cada vez mais energéticos para que ocorra fotoprodugao
de pions, como mostra a equacao (2.2). De fato, como mostra a Figura 2.2, esses fotons mais
energéticos estao presentes na radiacao de fundo, porém seu ntmero cai rapidamente com a
energia & direita de seu valor méximo. Por exemplo, apenas 1% dos fétons possui energia maior
que 3é. Além disso, como observado na Figura 2.1, a secdo de choque é bem menor préxima
ao limiar de ocorréncia da interagao. Dessa forma, quando a energia do proton cai para um
valor menor que 10%° eV, as interacoes tornam-se cada vez mais raras e as perdas de energia
diminuem consideravelmente. Isso deve provocar, portanto, uma supressao abrupta do espectro
de raios cosmicos de ultra-alta energia em torno de 10% €V, que ¢é exatamente o corte GZK.

Uma anélise quantitativa da propagagao de uma particula altamente energética através da
radiacao de fundo serda dada na proxima secao. Posteriormente, sera possivel verificar que a
fotoproducao de pions é o processo realmente responsavel pela supressao do espectro no caso
de prétons. Entretanto, este nao é o tinico processo pelo qual um préton perde energia. Abaixo
da regiao do corte GZK, o processo dominante de perda de energia no intervalo entre 10'% e
1020 eV & a producdo de pares elétron-pdsitron:

p+y—pte e,

A energia minima do proton para que esse processo ocorra através da intera¢ao com um féton
de energia € é dada por

—1
B, o~ et e 4 g8 x 10 (L> eV, (2.4)

1eV

€
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Figura 2.2: Distribui¢ao de Planck para T = 2,725 K, mostrando a energia média €. Apenas 1% dos
fotons possui energia maior que 3e.

Portanto, o processo comeca a ficar importante no caso da radiagao de fundo quando £ ~ 7,6x
107 eV, que corresponde a € =~ 6,3 x 10~* eV. No entanto, a inelasticidade desse processo é
sempre da ordem de 1073, sendo, no limiar,

2m,
f .

-3
= W = 1,1 x 1077, (25)
Abaixo desses valores de energia, o processo dominante de perda de energia nao esté rela-
cionado a radiagao de fundo. Trata-se do deslocamento para o vermelho (redshift) gravitacional
sofrido devido & expansao do Universo. Por outro lado, tal expansao influencia também a dis-
tribuicao de fétons em cada ponto da trajetoéria do préton, pois a radiagao de fundo era mais
quente no passado do que na era atual. Os efeitos da expansao do Universo serao analisados
cuidadosamente mais adiante.

Por fim, no caso de ntucleos pesados, os dois processos acima mencionados sao relevantes.
Além disso, os niicleos também podem sofrer fotodesintegracao, a retirada de um nucleon devido
a interagao com um foton. Esse processo pode ser esquematizado na forma

AX+9—->4Y + N,

sendo X o niicleo com A nucleons, e Y o correspondente com A — 1 nucleons. Esse processo
tem grande importancia para energias acima de 10! eV. Essencialmente, portanto, a exten-
sao da analise para o caso de nucleos é bastante imediata, bastando incluir na discussao a
fotodesintegracao.
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2.2 Propagacgao através da radiacao de fundo — aproxi-
macao continua

Uma vez introduzidas as interagoes relevantes entre os raios coésmicos de ultra-alta energia
e a radiagao cosmica de fundo, o objetivo agora é descrever quantitativamente as perdas de
energia correspondentes. Desde a proposta do efeito em 1966, foram feitos diversos célculos da
modificagao do espectro devido & propagagao, por exemplo [43-49], utilizando diferentes tipos
de abordagem. Como consequéncia, as caracteristicas essenciais do espectro estao bastante bem

estabelecidas. Neste trabalho, sera utilizada a aproximacao continua, ja utilizada por diversos
autores [44,49,50].

Iy
I'\.
I
L
: a )
i
1
|
|
i

™

Laboratbrio R

Figura 2.3: Esquema mostrando a interacao de uma particula altamente energética (linha sélida)
com um foton (linha ondulada) no referencial do laboratorio e no referencial R em que a particula
encontra-se em repouso.

Considere a situacao mostrada na Figura 2.3. A particula incidente tem energia £ > mc?,

sendo m sua massa. A energia do f6ton é denotada por €, e seu momento forma um angulo 6
com a direcao de propagacao da particula, a qual chamaremos de z. E interessante analisar a
mesma interacao no referencial de repouso da particula, que serd denotado por R, e no qual,
como na secao anterior, as quantidades serao denotadas com uma linha. A transformacao de
Lorentz para a nova componente 0 do momento do féton,

!
P =~(p° — BpY),

fornece
€ = ve(1 — Bcosh). (2.6)
Nessas equagoes, 3 = v/c, v é a velocidade da particula e
1 E

(2.7)

¢ o seu fator de Lorentz. Foram também utilizadas as relagoes usuais p® = €/c e p' = (p);, a
1-ésima componente do momento tridimensional usual p.



2.2 Propagacao através da radiagao de fundo — aproximagao continua 12

Considere agora a quantidade invariante

s = —pup", (2.8)

que corresponde a energia total ao quadrado (dividida por ¢?) no referencial de momento total
nulo (comumente chamado centro de massa, CM). Quando calculada em termos das quantidades
no referencial R, temos

s = m?c® + 2me’. (2.9)

A quantidade s é importante porque a secao de choque e a inelasticidade do processo em questao
sao determinadas unicamente apenas por s [50]. Por sua vez, a equac@o acima mostra que s
é completamente determinada uma vez conhecida a energia ¢ do féton no referencial R. Por
outro lado, é preciso conhecer € e f para determinar €.

Vamos agora supor que as perdas de energia sao continuas, no sentido em que a particula
interage continuamente com o meio e, portanto, perde energia continuamente ao longo de sua
trajetéria. Essa aproximacao é bem justificada no caso da producao de pares, devido a sua
baixa inelasticidade. No caso da fotoproducao de pions, aparentemente a aproximagao nao é
tao boa, ja que um préton perde uma fragao consideravel de sua energia em cada interagao.
Entretanto, a aproximagao revela-se ser bastante razoavel e, para este trabalho, sera suficiente.
Dessa forma, a fragdo de energia perdida, —dFE/E, em um intervalo de tempo préprio dr
de propagacgao da particula, ao interagir com um féton de energia ¢ em R através de um
processo qualquer, pode ser calculada multiplicando-se a probabilidade por unidade de tempo
de ocorréncia dessa interacao pela sua inelasticidade. Lembrando que a se¢ao de choque de um
processo é definida como a razao entre a probabilidade por unidade de tempo de sua ocorréncia
e a densidade de corrente incidente, e que esta, por sua vez, é dada pela densidade de particulas
incidentes multiplicada pela sua velocidade, podemos escrever a expressao

]' dE / e / / /
— ——(€) =[en'(e)de] a(€)f(€), 2.10
FE @) = [en'()de) o)1) (2.10)
em que n/(¢')de’ denota a densidade de fotons no referencial R com energia entre €' e € + dé’,
o(€') é a secao de choque total do processo considerado e f(€') sua inelasticidade. O termo
entre colchetes é, portanto, a densidade de corrente das particulas incidentes (que sao os fotons
no referencial R).

Agora, utilizamos o fato de que, para uma distribuicao isotrépica de fétons no referencial
do laboratoério, vale a relacao [51]

n'(¢)de’  n(e)ded(cosf)

= 2.11
€ 2¢ ’ ( )

sendo n(e)ded(cosf) a densidade de fotons no laboratorio com energia entre € e € + de e com
momento formando um angulo com a diregao x cujo cosseno esté entre cos § e cos 0+d(cosd). No
caso de um corpo negro a uma temperatura 7', a distribui¢ao n(e) no referencial do laboratorio
¢ dada pela equacgao (1.1). A expressao (2.10) pode entdo ser reescrita em termos de n(e),

1 dE wg(e’)f(e’)de d(cosb). (2.12)
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A equacao acima representa a fragao de energia perdida pela particula incidente por unidade
de tempo proprio através da interacao com um foéton de energia entre € e € + de e momento
formando um angulo com a dire¢do z cujo cosseno estéa entre cos e cosf + d(cosf). A fracao
média total de energia perdida por unidade de tempo ¢é a integral da expressao acima sobre
todos os possiveis valores de € e 6:

1dFE
oL ded(cosO)n(e)(1 — BeosO)a(€) f(€), (2.13)
Edt 2
em que foi utilizado ainda que o tempo ¢ no referencial do laboratorio relaciona-se com o tempo
proprio 7 segundo a relagao dt = ~dr. Para € fixo, a integral em 6 pode ser transformada em
uma integral em € através da equagao (2.6):

1dE
- =gy [ e [aceo@rseen (214)

Vamos agora considerar os limites de integragao. Como v = E/mc? > 1, vamos considerar
(B ~ 1. Para € fixo, a equag@o (2.6) mostra entao que €' varia entre zero e 2ve, para 6 variando
entre zero e m. Entretanto, o processo em questao geralmente s6 ocorre a partir de uma energia
minima do féton denotada por € .., como foi visto no caso da fotoprodugao de pions, por
exemplo — vide equagdo (2.1). Portanto, a integragao em ¢ deve ser feita de € .. a 2ye. Por
outro lado, dada a energia minima do f6ton no referencial R, a equagao (2.6) também permite
concluir, para # ~ 1, que a energia minima do f6ton no referencial do laboratorio é € = €/ . /2~.

Logo,
1 dE c [~ ne) [
———=— de —= de o(e) f(€). 2.15
el AR o I CHO (215)
Invertendo a ordem das integrais, a expressao torna-se
1dE c [ < n(e)
= de’ €a(e) f(e de——=. 2.16
B~ ), ArOn@ [ o (216)

Para n(e) dada pela distribuigdo de Planck, equagao (1.1), a integral em € pode ser calculada
explicitamente, e obtemos finalmente

1 dE Ck:T & ’
- = de' €o(e) f(€ [— In (1 —e € /QVI“T)} . 2.17
D et IOV (217)
Esta sera a equacao fundamental para descrever as perdas de energia neste trabalho. Note que
a derivada do lado esquerdo é com respeito a t, que é o tempo marcado pelo observador no
referencial do laboratorio. Essa observacao serda importante no proximo capitulo, quando for

tratado o caso de um buraco negro.

2.3 Correcoes cosmolégicas

Conforme ja mencionado anteriormente, e como seréd mais bem discutido na préxima secao, a
distancia minima de propagacao dos raios coésmicos de ultra-alta energia para que se observe
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o corte GZK deve ser de algumas dezenas de Mpc. Apesar de nao se tratar de distancias
cosmologicamente muito grandes, podemos estender a discussao para fontes de raios césmicos
muito distantes e, portanto, muito antigas. Nesse caso, nao deve ser possivel ignorar a expansao
do Universo ao longo de toda a trajetéria de uma particula. Como ja comentado, a expansao
do Universo influencia a propagacao da radiagao césmica de duas formas: diretamente, através
do redshift sofrido; e modificando a distribuicao dos fétons da radiagao de fundo em cada ponto
da trajetoria, devido ao resfriamento que se seguiu & medida que o Universo se expandiu.

A expressao (2.16) deduzida na segao anterior para a fracdo de energia perdida por unidade
de tempo por uma particula de altissima energia durante a propagacao através da radiacao
cosmica de fundo deve ser valida, portanto, na vizinhanca da Terra. De fato, sua deducao
envolve apenas conceitos da relatividade especial. Definimos, entao, a fracao média de perda
de energia por unidade de tempo, Gy(E), no instante atual ty (de observagao), como sendo a
equagao (2.16):

o0 o)

=— de’ e'o(e’)f(e’)/ dGnO—(QE)7 (2.18)

t=to 27 e € /2y €

min

sendo ng(€) a distribuigdo de f6tons no mesmo instante. No caso, essa distribui¢ao é dada pela
formula de Planck, equagao (1.1), com T' = Ty = 2,725 K:

B 1 €
B 72(ch)3 e</FTo — 1’

no(€) = nr,(€) (2.19)

e, portanto, a expressao resultante em ¢t =ty é a equagao (2.17).

O objetivo agora é encontrar a expressao correspondente a (2.18), S(F), para qualquer?
t < to. E natural encontrar essa expressio mais geral fazendo as modificacdes necessarias
na propria expressao para (y(FE). Nesse caso, vemos que apenas a integral interna deve ser
modificada, pois ela depende da distribui¢ao dos fétons, que nao deve ser a mesma ao longo de
toda a historia do Universo, conforme ji adiantado. Os outros termos tratam essencialmente
da propria interacao considerada, portanto nao devem apresentar nenhuma modificacao. Ou
seja, basta encontrar a distribuicao n(e) de fétons para t < t.

Para essa finalidade, vamos assumir um modelo cosmologico homogéneo e isotropico para
o Universo em expansao, com se¢des espaciais planas (isto é, sem curvatura). A métrica para
tal modelo ¢ dada por [52]

ds* = —c*dt* + a*(t)(dx? + dy? + d2?), (2.20)

em que a fungdo a(t) é denominada fator de escala. O nome se deve a propriedade de que,
dados dois observadores comduveis, isto €, com coordenadas espaciais fixas, em uma mesma
segao espacial t = constante, a distancia espacial entre eles cresce proporcionalmente a a(t).

Esse espaco-tempo possui um efeito bastante conhecido, o deslocamento para o vermelho
(ou redshift) gravitacional. Considere a situa¢do mostrada na Figura 2.4, em que um sinal de
luz é emitido em um ponto P; do espago-tempo, sendo recebido por um observador comével no

2 Aqui deve ficar claro que, a rigor, nem todo o dominio de ¢ < t nos interessa neste trabalho. Nao estamos
interessados no Universo primordial, por exemplo, e essa situagao nao estara contemplada na analise a seguir.
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Figura 2.4: A figura, retirada de [52], mostra a emissd@o de um foéton no ponto Py, sendo recebido
por um observador comével no ponto P». A frequéncia wy medida por um observador comoével em Py
difere da frequéncia wy medida pelo observador em Ps.

ponto P,. E possivel mostrar [52] que a frequéncia wy medida pelo observador no ponto P, nao
é, em geral, a mesma que a frequéncia de emissdo w; (definida como a frequéncia medida por
um observador comével no ponto de emissao P;), mas estao relacionadas através de

wy a(ty)
wr a(ty)

(2.21)

O redshift z do processo é definido em termos dos comprimentos de onda A; (na emissdo) e
A2 (na recepgdo) como z = (A2 — A1)/A;, podendo ser escrito em termos das frequéncias e,
portanto, dos fatores de escala correspondentes:

_ )\2 — )\1 w1 Cl(tg)

= - 1 pu—
)\1 Wa a(tl)

z —1. (2.22)

A definigao é consistente, ja que z é positivo quando ocorre diminuigao de frequéncia (deslo-
camento para o vermelho). Como a energia dos fotons é dada por € = hw, ela segue a mesma
relagao (2.21) que a frequéncia. Ou, em termos do redshift:

a _alta) p
o alt) 1+ z. (2.23)

E comum ainda utilizar o redshift z como uma medida de “distancia” em relagao a propria
Terra. Nesse caso, fixa-se o instante de observagao t, como sendo o instante ¢y e, utilizando a
equagao (2.22), obtém-se

14 2(t) =2

@ <t (2.24)
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Ou seja, conhecendo-se a relacao entre z e t, podemos determinar a distancia sabendo que a
luz viaja sempre a velocidade c.

Os resultados e propriedades mencionados acima sao suficientes para encontrar a distribuigao
de fotons em cada instante ¢ ou, equivalentemente, em cada redshift z, devido a equagao (2.24).
Isso é uma consequéncia das bem conhecidas relagoes de densidade e energia em cada secao
espacial t = constante [28,52]. Como mostra a equagao (2.23), a energia dos fotons decresce
proporcionalmente a a~! ou, em termos de z:

€ ap

—=—=1+4z, (2.25)

€ a
em que o indice 0 significa que a quantidade corresponde ao instante t = t3. Por outro lado,
se as distancias em segOes espaciais aumentam proporcionalmente a a, os volumes aumentam
proporcionalmente a a®. A densidade de fétons deve entdo diminuir proporcionalmente a a=3,

j& que seu numero permanece constante. Ou seja, para a densidade teremos

NV <@

a

3
——— = = (1+2)°. 2.26
e~ (a) =0+2) (2:20)
A densidade de foétons com energia entre €y e €y + deg para z = 0 é dada por ng(eg)de.
Queremos encontrar a distribui¢ao n(e) tal que, quando € = (1 + z)¢g, a densidade de fétons
correspondente aumente segundo (2.26):

n(e)de = (1 + 2)*ng(ep)deo. (2.27)
Ou seja, para de = (1 + z)de,
n((1+ 2)ep) = (14 2)*ng(e), (2.28)
ou ainda,
n(e) = (14 2)%*ng (¢/(1+ 2)) . (2.29)

Se ng(€) = ng,(€) é a distribuigdo de Planck (2.19) para a temperatura atual Tj, a equagao
acima permite concluir que

n(e) = N(1+2)To <€)7 (230)
isto ¢, o espectro de corpo negro para uma temperatura 7'(z) = (14 2)7y. Portanto, a expressao

para ((FE) é exatamente a equagao (2.17), porém com temperatura dependendo de z segundo
a relacao acima:

1dE T e ,

B(E) = —Ei—t - % /m de' € (e)f(€) [— In (1 e /MTWH . (2.31)
A expressao para ((E) pode ainda ser convenientemente escrita em uma forma mais geral,

valida para uma distribui¢ao genérica n(e) (nao necessariamente de corpo negro). Quando ng/(¢)

¢ substituido na equagao (2.18) por n(e) dado pela equagao (2.29), uma mudanga de variaveis

¢/(1+4 z) — € na ultima integral permite mostrar que a equagao correspondente para z > 0 se

relaciona com aquela para z = 0 segundo a expressao

B(E) = (14 2)*8y (1 +2)E). (2.32)
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E claro, essa equacio é completamente equivalente & (2.31) quando a distribuigao de foétons é
a distribuigao de Planck, com a temperatura variando de acordo com T = (1 + 2)Tp.

E preciso ainda considerar a influéncia direta da expansao do Universo na perda de energia
da particula da radia¢do cosmica. Como a particula é ultrarrelativistica (v > 1), podemos
aproximar sua trajetéria no espago-tempo por uma trajetéria nula. Portanto, sua energia
também deve obedecer a relagao (2.25) valida para fotons,

E=(1+2)E =28, (2.33)
a

em que Ej, nesse caso, é a energia que a particula teria no instante t; caso nao sofresse perdas
devido a radiagao de fundo. A partir dessa relacao, segue que

dE a
— =-F- 2.34

dt a’ (2:34)
sendo @ = da/dt. A razdo a/a é frequentemente denominada pardmetro de Hubble H(z). A
expressao para a perda de energia devido ao redshift sofrido durante a expansao do Universo

é, portanto,
1dE

Finalmente, a expressao completa para a fracao média de energia perdida por unidade de
tempo por uma particula de ultra-alta energia propagando-se através da radiagao cosmica de
fundo é entao dada por .

~ = =H(E)+ > BB, (2.36)
em que a soma deve ser feita sobre todas as interagoes levadas em conta. Para cada intera-
¢ao, B(E) é dado pela equagao (2.31) com a segao de choque, inelasticidade e energia minima
correspondentes.

2.4 Resultados tedricos e experimentais

De posse de uma equagao diferencial para a energia em fungao do tempo — a equagao (2.36)
obtida na segao anterior — ¢ possivel, ao menos em principio, evoluir um determinado espectro
de raios cosmicos altamente energéticos de uma fonte em um instante ¢; até o instante de
observacao ty, predizendo assim o espectro observado na chegada. E possivel, no entanto,
entender alguns aspectos da propagacao de particulas de ultra-alta energia analisando apenas a
propria equagao (2.36). A ideia é que o inverso dessa expressao fornece um tempo caracteristico
para as perdas de energia.

A Figura 2.5 mostra os calculos recentes de Berezinsky e colaboradores [49] para (1/E)dE/dt
em z = 0. Sao separadas as contribuicoes da fotoproducao de pions, da producao de pares e
da expansao do Universo. A tltima é constante pois, em z = 0, H = Hy = 72 km s}
Mpc—! é a conhecida constante de Hubble. Observa-se que a producao de pions é, de fato,
o processo realmente responsével pelo corte GZK no caso de protons. Acima de 10%° eV, o
tempo caracteristico para perdas de energia é cerca de 3 x 107 anos, correspondendo a uma
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Figura 2.5: O gréfico, retirado de [49], mostra as contribui¢bes em z = 0 para (1/E)dE/dt da
fotoproducao de pions e da produgao de pares, bem como a soma das duas contribuigoes (curva 1). A
curva 2 corresponde a resultados anteriores [44] para a mesma soma. E mostrada ainda separadamente
a contribuigao da expansao do Universo, que é constante e igual a Hy (constante de Hubble) em z = 0.
Os quadrados azuis sdo uma comparagao com os resultados de [48].

distancia de propagacio da ordem de 10 Mpec. A medida que a energia do proton se aproxima
de 10" eV, porém, a contribuicao da producao de pions cai abruptamente e a producao de
pares passa a dominar as perdas de energia. No entanto, o tempo caracteristico aumenta
de cerca de duas ordens de grandeza, ultrapassando 10° anos e ficando préximo da idade
estimada do Universo. As perdas de energia passam a ser muito menos significativas, portanto,
conforme j4 adiantado. Finalmente, abaixo de cerca de 10*® eV, as perdas de energia devido ao
redshift gravitacional passam a ser dominantes. O grafico mostra ainda a comparagao com os
célculos feitos por Stanev e colaboradores [48| (quadrados azuis). A comparagao ¢ interessante
pois, nesse trabalho, utiliza-se a abordagem oposta & aproximacao continua. As interacoes sao
tratadas pontualmente, distribuidas estatisticamente no espaco e no tempo. Observa-se que a
concordancia entre as duas abordagens é muito boa, portanto a aproximacao continua é, de
fato, bastante razoavel, mesmo no caso da producao de pions.

Conforme ja discutido, muitos calculos do espectro de raios césmicos de ultra-alta energia,
modificado pela propagacao através da radiagao césmica de fundo, foram efetuados utilizando
diferentes métodos [43-49]. Qualitativamente, os diversos calculos apresentam boa concordan-
cia e, como consequéncia, as caracteristicas essenciais do espectro estao bem estabelecidas. A
seguir sao mostrados alguns exemplos obtidos utilizando a aproximagao continua [49] — Figura
2.6. Em geral, a analise baseia-se no espectro diferencial J(FE), que é o numero de particulas por
unidade de tempo e por unidade de energia. Como visto no capitulo anterior, um modelo que
descreve muito bem o fluxo observado é uma lei de poténcia na forma F(E) = kE~*. Embora
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o espectro gerado e o espectro observado sejam certamente diferentes, o primeiro também é
frequentemente modelado na forma de uma lei de poténcia [43-49], e assim a taxa de produgao
de particulas na fonte é descrita por uma funcao da forma E~7. Esse modelo é baseado no
mecanismo de Fermi, proposto pela primeira vez em 1949 [53] como um processo estocéstico
pelo qual as particulas podem ser aceleradas a altas energias através de colisdoes com nuvens no
meio interestelar. Como consequéncia, o espectro na forma E~7 decorre naturalmente [53, 54].
O modelo mais atual de choques astrofisicos é baseado no modelo de Fermi e também prevé
um espectro na forma de uma lei de poténcia (os detalhes podem ser encontrados em [54]).
Berezinsky e Grigorieva [44] introduziram o fator de modifica¢ao n(FE), definido como a razao
entre o espectro J,(F) modificado pela propagagdo, isto é, com todas as perdas de energia
devido a radiagao de fundo levadas em conta, e o espectro nao modificado J(F), em que apenas
as perdas adiabéticas (redshift) sdo levadas em conta:

oE) = 2.

O fator de modificagao revelou-se ser uma ferramenta muito interessante para analisar os efeitos
da propagacao de raios césmicos de ultra-alta energia, tendo sido frequentemente utilizado desde
entao [48,49|. A vantagem do fator de modifica¢@o reside no fato de ele ser menos dependente
de modelos que o espectro em si [49)].

(2.37)

A Figura 2.6 mostra os resultados obtidos por Berezinsky e colaboradores [49] para o fator
de modificagao e o espectro observado, utilizando a aproximacao continua para as perdas de
energia e supondo uma distribuicao homogénea e isotrépica de fontes com espectro de emis-
sao proporcional a £~7. A supressao abrupta proxima de 10%° eV é vista nos dois graficos,
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Figura 2.6: Graficos retirados de [49]: (a) fator de modificagao para dois valores de «y e (b) espectro
integral para dois diferentes valores de v, ambos calculados supondo uma distribuicao homogénea e
isotropica de fontes. A curva 7. em (a) corresponde a contribuigao da produgao de pares apenas.
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caracterizando o corte GZK. Uma outra caracteristica interessante observada no espectro da
Figura 2.6(b) é um aumento em torno de 10" €V, logo antes do corte. Esse aumento ¢ uma
consequéncia do fato de que as particulas perdem energia, porém nao desaparecem. De fato,
ap6s um proton com energia originalmente maior que 10%° eV ter sua energia reduzida para um
valor abaixo deste, as perdas de energia comegam a se tornar bem menos significativas, como ja
discutido anteriormente. A energia nao diminui muito depois disso e, dessa forma, as particulas
comecam a se acumular na regiao proxima a 10'° eV. Essa caracteristica nao é tao visivel no
caso de fontes distribuidas homogeneamente, mas é muito evidente quando se considera uma
tnica fonte (ver [44] para alguns exemplos).

Apenas recentemente o efeito GZK adquiriu respaldo experimental [55]. A Figura 2.7(a),
retirada de [22], mostra o espectro de raios cosmicos de ultra-alta energia conhecido antes dos
experimentos mais recentes, HiRes e Auger, entrarem em funcionamento. Nao se observava
o corte GZK como esperado. Em particular, os dados do experimento AGASA chamavam a
atencao, por apresentarem mais de 10 eventos com energia maior ou igual a 10?° eV [56]. Os
dados mais recentes dos experimentos HiRes e Auger, por outro lado, nao contradizem o efeito
GZK. De fato, os dados do HiRes sao completamente consistentes com o modelo de Berezinsky
e colaboradores [49], assumindo um espectro da forma E~27 e composto apenas por protons.
Os resultados do Observatorio Auger, por outro lado, admitem outros modelos, inclusive de
espectro com composi¢do mista (protons e nucleos) [22|. As discrepancias do experimento
AGASA para E > 10% eV provavelmente tém origem estatistica combinada com um problema
na calibragem da energia [49,57.
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Figura 2.7: Graficos retirados de [22]: (a) espectro de raios cosmicos de ultra-alta energia determinado
antes da nova geracao de experimentos (HiRes e Auger) (b) espectro de raios cosmicos de ultra-alta
energia medido pelos experimentos mais recentes, HiRes e Auger.



Capitulo 3

Efeito GZK na presenca de um buraco
negro

3.1 Descricao do problema

No capitulo anterior, foi feita uma revisao do efeito GZK como é usualmente apresentado,
considerando a propagacao de particulas de ultra-alta energia (prétons) em um universo em
expansao, sujeitas a perdas de energia devido as interagoes com a radiagao césmica de fundo e
ao redshift gravitacional. Conforme discutido naquele capitulo, o efeito nesse caso ¢ muito bem
entendido, tendo sido extensivamente estudado e discutido desde sua proposta em 1966.

Uma situacao ainda nao contemplada, porém, é a seguinte. Considere uma fonte de raios
cosmicos de ultra-alta energia e suponha que exista, entre a fonte e a Terra, um buraco ne-
gro. Nesse caso, pode-se perguntar quais sao as influéncias da presenca do buraco negro na
propagacao dos raios cosmicos e, consequentemente, no espectro observado. Em oposigao ao
caso tratado no capitulo anterior, em que a expansao do Universo induz correcoes de natureza
cosmologica a propagacao dos raios cosmicos, a presenca de um buraco negro tem natureza
astrofisica. E possivel considerar um buraco negro suficientemente préoximo de modo que as
corregoes induzidas pelo redshift sejam despreziveis, mas a influéncia do buraco negro nao.
Neste capitulo, essa nova situagao sera investigada, buscando responder as questoes levantadas.

No capitulo anterior, foi visto que a expansao do Universo afeta a distribuicao dos fétons em
cada instante de sua evolugao, e mostrou-se que ela é dada pela distribuicao de Planck (corpo
negro) com temperatura dependente de redshift. Dessa forma, a equagao (2.17) deduzida para
o caso estatico pdde ser aplicada substituindo a temperatura fixa 7 por uma temperatura
dependente do redshift na forma T(z) = (1 + 2)7y. No caso de um buraco negro, veremos
que a distribuicao de fotons ao redor do mesmo também deve ser modificada, devido a uma
temperatura novamente dependente do espaco-tempo: segundo observadores em repouso em
relagao ao buraco negro, a radiagao ¢ tanto mais quente quanto menor a distancia ao mesmo.
Isso permitira aplicar mais uma vez a equacao (2.17) para analisar o problema, utilizando a
nova forma funcional para a temperatura. Para tanto, devemos considerar um buraco negro
imerso em um banho térmico, o qual seré identificado com a radiagao césmica de fundo.

21
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3.2 Termodindmica de buracos negros e a radiagao de
Hawking

Quando se considera um buraco negro imerso em um banho térmico, uma questao legitima
que poderia ser levantada é se este constitui um sistema em equilibrio termodindmico, como
geralmente é o caso em problemas de termodinamica classica. O conceito de um buraco negro
em equilibrio térmico deve entao primeiramente ser esclarecido através da termodindmica de
buracos negros [58,59|.

A teoria de buracos negros foi amplamente desenvolvida durante as décadas de 1960 e 1970,
tendo sido obtidos diversos resultados notéaveis. Em particular, foi observada uma analogia
matematica entre algumas leis da mecanica de buracos negros e as leis da termodinamica [60].
Tomando o caso mais simples, o de um buraco negro de Schwarzschild de massa M, que é
esfericamente simétrico, a area de seu horizonte de eventos é dada por

A = 47(Rg)* = 16w M?, (3.1)

dado que o horizonte encontra-se sempre em r = Rg = 2M, o chamado raio de Schwarzschild.
Essas relagoes estao escritas no sistema de unidades em que G = ¢ = 1 (G é a constante de
gravitacao universal), que serd adotado em todo o texto de agora em diante, além de A = 1.
Um teorema devido a Hawking [61,62] mostra que a area do horizonte de eventos nao pode
decrescer, desde que nao estejam envolvidas densidades de energia negativas. Portanto,

dA = 32rMdM > 0. (3.2)

Essa relagao é formalmente idéntica & segunda lei da termodinamica
1
ds = TdU >0, (3.3)

em que a area do buraco negro faz o papel de entropia, sua massa faz o papel de energia interna,

e a gravidade superficial
1

4AM
faz o papel da temperatura. De fato, é possivel estabelecer a analogia com as quatro leis da
termodinamica no caso mais geral de um buraco negro estacionério cujo espago-tempo possua
a propriedade de ser assintoticamente plano [58-60]. Nesse caso, uma série de teoremas de uni-
cidade (conhecidos como teoremas no-hair) [62,63] garante que um buraco negro é completa e
unicamente caracterizado por trés parametros (supondo que nao haja campos de matéria pre-
sentes exceto campos eletromagnéticos sem fontes): massa, carga elétrica e momento angular.
A lei zero estabelece que existe uma quantidade constante em todo o horizonte, a prépria gravi-
dade superficial x, em analogia a temperatura constante de um corpo em equilibrio térmico.
A primeira lei no caso do buraco negro de Schwarzschild (que nao possui carga elétrica nem
momento angular) é a relagao ja vista

K (3.4)

A — S%dM, (3.5)

enquanto que a segunda lei é exatamente dA > 0, como também visto acima. A terceira lei
esté associada a conjectura da censura cosmica |62,64], que afirma que toda singularidade deve
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estar envolvida por um horizonte de eventos, nao sendo acessivel a observadores distantes. A

gravidade superficial do buraco negro estacionario mais geral cujo espago-tempo é assintoti-
camente plano, o buraco negro de Kerr-Newman, possuindo massa M, momento angular J e
carga elétrica ), é dada por [62]

r.—M

R = —FJF/——m
2 2
ry+a

(3.6)

em que ry = M + /M2 —a?— Q2 ¢ o raio do horizonte de eventos e a = J/M. Se r se
aproxima de zero, temos , )

J

G + % =1. (3.7)
Este é exatamente o ultimo conjunto de parametros para os quais o buraco negro possui um
horizonte de eventos, chamado, por essa razao, de buraco negro extremo. Se o lado esquerdo for,
na verdade, maior que 1, r, se torna complexo, isto €, o horizonte de eventos deixa de existir,
dando origem a um estado conhecido como singularidade nua. Se o buraco negro atingisse esse
estado extremo, que corresponde a um estado de temperatura nula, entao uma pequena pertur-
bagao poderia destruir o horizonte de eventos e expor a singularidade a observadores distantes,
violando assim a conjectura da censura cosmica. A terceira lei pode entao ser formulada como
a impossibilidade de executar processos que eliminem o horizonte de eventos de um buraco
negro, transformando-o em uma singularidade nua, o que é analogo a uma formula¢ao comum
da terceira lei da termodinamica como a impossibilidade de se atingir o zero absoluto.

Entretanto, todas essas analogias sao meramente formais na teoria classica de buracos ne-
gros, a excecao da relagao entre massa e energia interna. Estas tiltimas realmente sao fisicamente
analogas, pois, na teoria da relatividade geral, a massa de um buraco negro corresponde a sua
energia total. Por outro lado, a temperatura de um buraco negro classico é claramente igual a
zero, nao tendo nenhuma relagao fisica, nesse contexto, com a gravidade superficial.

O colapso gravitacional de matéria formando um buraco negro é um processo extremo.
Logo, pode-se esperar que, quando levada em conta a mecanica quantica, ocorra produgao de
particulas na fase do colapso, devido ao seu campo gravitacional altamente nao estacionario.
Além disso, nao deve ser surpreendente que, em tempos posteriores ao colapso, apos ser atingido
um estado estacionério, possa haver producao de particulas no caso de um buraco negro em ro-
tagao ou carregado. Afinal, mesmo classicamente, é possivel encontrar processos que permitem
extrair energia de tais buracos negros [62]. De fato, em 1974, Hawking [65] anunciou o célebre
resultado de que buracos negros emitem radiacao devido a efeitos quénticos. Entretanto, o
resultado torna-se surpreendente pois a producgao de particulas ocorre mesmo no caso de um
buraco negro de Schwarzschild. Mais ainda, a natureza da radiagdo mostra-se ser bastante
simples. A anélise de campos quantizados sobre o espaco-tempo correspondente revela que um
observador distante, em tempos muito posteriores ao colapso, detecta um fluxo de particulas
de natureza térmica, com temperatura dada por

K
=5
Essa radiacao, que para o observador distante é emitida a partir do buraco negro, é conhecida
como radiacao de Hawking. Restaurando as unidades, a temperatura de Hawking é dada por
_ he?

- 8tGME’

Ty (3.8)

(3.9)

Ty
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Na dedugao original da radiagdo de Hawking [66, 67|, considera-se inicialmente um espago-
-tempo com uma distribuicao rarefeita de matéria, descrito com boa aproximacao pelo espaco-
-tempo de Minkowski. A matéria entao sofre um colapso gravitacional e origina um buraco
negro esfericamente simétrico (Schwarzschild). Os detalhes do colapso revelam-se nao afetar as
caracteristicas da radiacao de Hawking. Contudo, o processo nao preserva os observaveis em
geral, em particular o namero de particulas. Considere que, inicialmente, os campos quanticos
estao em seu estado de vacuo, o qual tem a propriedade de ser aniquilado por todos os operadores
de aniquilagao. Utilizando a representagao de Heisenberg (em que apenas os operadores evoluem
no tempo), apds a fase do colapso, os operadores de aniquila¢do e criagao aparecem como
combinagoes lineares (dadas pelas chamadas transformagoes de Bogolubov [67]) dos operadores
iniciais. Como consequéncia, o estado de vacuo associado aos novos operadores difere do estado
de vacuo original. De fato, o estado de vacuo original (que nao evolui no tempo) corresponde,
em relagao aos novos operadores, a um estado contendo uma distribui¢ao térmica de particulas a
temperatura (3.9). Ou seja, um observador distante, que inicialmente ndo detectava nenhuma
excitacao dos campos, passa a detectar, depois de atingida a fase estacionéria que segue ao
colapso, um fluxo de particulas proveniente, segundo ele, do buraco negro.

O resultado de Hawking, além de ter provado ser crucial no desenvolvimento da teoria
quantica de campos em espagos curvos [67-69], permitiu que a analogia entre as leis da mecanica
de buracos negros e as leis da termodinamica fosse estabelecida muito além de uma mera simi-
laridade matematica. A gravidade superficial agora é vista como sendo, de fato, proporcional a
temperatura fisica do buraco negro. Além disso, torna-se viavel a definicao da entropia de um
buraco negro como sendo proporcional a adrea de seu horizonte de eventos,

S = }lkA, (3.10)

vide equagao (3.5). Torna-se viavel, portanto, a sequnda lei da termodindmica generalizada,
que estabelece que a a entropia de toda a matéria exterior a buracos negros somada a entropia
de cada um dos buracos negros presentes, como definida acima, nunca decresce. Isso permite
considerar, portanto, que as quatro leis da mecanica de buracos negros sao literalmente as
quatro leis usuais da termodinamica aplicadas a sistemas que contenham buracos negros. Em
particular, pode-se falar em equilibrio termodinamico para tal sistema [58,59], como um buraco
negro em contato com um banho térmico, por exemplo.

3.3 Buraco negro imerso em um banho térmico

Para encontrar a distribuicao de fé6tons ao redor do buraco negro, ou seja, a nova forma funcional
para a temperatura, vamos considerar um buraco negro de Schwarzschild de massa M em
contato com um banho térmico, o qual sera identificado com a radiacao césmica de fundo.

Considere primeiramente um sistema termodinamico genérico em equilibrio, na presenca de
um campo gravitacional estacionario. Esse campo gravitacional é descrito pelo tensor métrico
g do espaco-tempo. A condigao de ser estacionario implica que pode ser encontrado um
sistema de coordenadas em que as componentes de g,, nao dependem da coordenada tipo
tempo t. Nessa situagao, a temperatura do sistema satisfaz a seguinte condi¢ao de equilibrio,
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conhecida como relagao de Tolman [70,71]:
T\/—goo = constante, (3.11)

sendo ggp a componente 00 do tensor métrico nessas coordenadas. Essa relacao é uma conse-
quéncia natural do fato de que a energia nao é uma quantidade escalar, ou seja, sua medida
depende do observador. Logo, a temperatura, que intrinsecamente esté ligada & energia, tam-
bém deve ser uma quantidade dependente de observador. Em um sistema gravitacionalmente
nao homogéneo (porém estacionéario), em que a ndao homogeneidade é refletida na dependéncia
espacial da métrica, observadores em diferentes posigoes espaciais medem energia e, portanto,
temperatura, de maneira diferente, levando a relagao escrita na forma (3.11).

Uma deducao particularmente simples da relacao de Tolman para a temperatura foi dada
por Balazs [71], a qual serd esbogada brevemente aqui. Considere um sistema termodinamico
em uma regiao onde o campo gravitacional é estacionario, porém nao homogéneo, como es-
quematizado na Figura 3.1. Nesse caso, o potencial gravitacional, que esta associado a métrica,
nao é constante em todo o sistema. Introduzem-se entao duas camaras no sistema, mostradas
na Figura 3.1, pequenas o suficiente de modo que o potencial gravitacional ¢ seja aproximada-
mente constante em cada uma delas. As camaras estao inicialmente em contato com o sistema
e, portanto, em equilibrio com o mesmo e entre si. No referencial localmente inercial de cada
camara, a situagao ¢ entao muito bem descrita em termos das leis da relatividade especial, entre
elas o principio de maxima entropia. Se as caAmaras estao em repouso em relagao ao sistema, as
condigoes de equilibrio sao entao as mesmas da termodinamica classica: a variacao da entropia
deve se anular se a energia interna, o volume e o nimero de particulas sao mantidos constantes.
Localmente, portanto, a temperatura pode ser definida a partir de

1 oS
1= (%)N (312)

em que a energia interna U e o volume V' sao medidos localmente. Define-se a entropia como
a constante de Boltzmann multiplicada pelo logaritmo natural do niimero de estados acessiveis
compativeis com os vinculos envolvidos. Dessa forma, portanto, ela possui o mesmo valor se
medida em unidades locais ou globais, sendo essencialmente o logaritmo de um nimero puro.

Considere entao as duas camaras mostradas na Figura 3.1, que inicialmente estao em equi-
librio entre si, e suponha que estejam relativamente em repouso, o que é sempre possivel na
situacao estacionaria. Introduzem-se paredes adiabaticas isolando as duas camaras do sistema
global, e considera-se que as camaras formam um sistema composto e fechado. Impedindo a
variacao de volume e de numero de particulas, a condi¢ao de equilibrio para o sistema composto
requer que a variacao de entropia se anule para uma pequena redistribuicao de energia. Isto
é, considere que uma pequena quantidade de energia interna oU; seja transferida da camara 1
para a camara 2. No referencial local da tltima, essa quantidade de energia é medida como
sendo 0U,. A condicao de equilibrio é entao

08 0S
5= (25) v+ (28 o a1

De acordo com a definigao local da temperatura, equagao (3.12), temos (0S/0U); = 1/T} na
camara 1, enquanto que, na camara 2, (05/0U), = 1/Ts. Isso leva a relagao
U, oL

2 _ o 3.14
7 T 0 (3.14)
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Figura 3.1: Representacao diagramética de um sistema em um campo gravitacional estacionario e
nao homogéneo, adaptada de [71].

Na termodinamica classica, 0U; = —0U, para que a energia total se conserve, e nesse caso
teriamos 17 = T5. No entanto, localmente, as quantidades de energia 6U; e U, sao medidas de
maneira diferente, devido ao campo gravitacional nao homogéneo, dando origem ao conhecido
redshift gravitacional. De fato, no que diz respeito ao equilibrio térmico, basta considerar um
processo particular de transferéncia de energia para encontrar a relagao de equilibrio. Suponha,
entao, que um féton de frequéncia 11, como medido localmente na camara 1, tenha sido emitido
desta e recebido na camara 2, onde localmente a frequéncia observada é v5. Entao, 0U; = —huy,
enquanto que dUs; = hin, sendo h a constante de Planck. A condicao de equilibrio entao se
torna

hv hv

—1-_2 (3.15)
T Ty

No caso de um espago-tempo estacionario, a relacao entre as frequéncias emitida e recebida,
quando tanto o emissor quanto o receptor estao em repouso, é bem conhecida! [72]:

Vo goo(1)

—= = . 3.16

3 goo(2) ( )
Utilizando esse resultado, obtemos também

Ty goo(2)

— = ==, 3.17

Ty goo(1) (3.17)

ou T\/—gopo = constante. A descrigdo local na camara 1 deve ser a mesma que a descri¢ao
local em uma regiao do sistema global da Figura 3.1 onde o potencial gravitacional seja igual
ao dela, e analogamente para a camara 2. Assim, podemos concluir que a relagao de Tolman
(3.11) deve ser satisfeita em todo o sistema.

'Note a diferenca com a situacdo considerada no capitulo anterior. A relacao do redshift para o Universo em
expansao nao é dada por (3.16), pois nao se trata de uma situagio estacionaria — ver equagao (2.21).
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A métrica do espaco-tempo exterior a um buraco negro de Schwarzschild de massa M,
escrita em coordenadas de Schwarzschild (¢,7, 0, ¢), é dada pela equacao (A.1),

ds* = — (1 - g) de? + %]\4/7“ dr® + r* (d6® + sin® 0 dp?) . (3.18)
O espaco-tempo nessa regiao exterior é, de fato, estacionario, como fica evidente a partir desse
sistema de coordenadas, em que 0;g,, = 0. O sistema ¢ ainda adaptado a observadores em
repouso em relagao ao buraco negro, em particular os infinitamente distantes, pois a coordenada
t corresponde ao tempo proprio de um observador em repouso no infinito. Para essa classe de
observadores, portanto, a temperatura do banho térmico em equilibrio varia de acordo com a

relacdo (3.11), ou seja,

T=T()= 20 (3.19)

V1—2M/r’
em que a constante Ty é a temperatura no infinito. Ao identificarmos o banho térmico com a
radiagao cosmica de fundo, teremos, portanto, Ty = 2,725 K. Restaurando as unidades,

T(r) = dl (3.20)

V1—2GM[re®

No entanto, a temperatura de Hawking do buraco negro é dada pela equagao (3.9), que
pode ser reescrita na forma

- hc?
- 8rGMk

em que Mg é a massa do Sol. Logo, no caso de um buraco negro astrofisico, cuja massa ¢, no
minimo, da ordem da massa solar, Ty < Ty, caracterizando uma situagao claramente fora do
equilibrio. Também nao é possivel pensar em um eventual estado estacionario quando o equi-
librio termodinamico é atingido. Devido as propriedades termodinamicas nao-convencionais
de buracos negros (calor especifico negativo no caso de Schwarzschild) [58, 59|, o equilibrio s6
pode ser estabelecido quando a temperatura do banho e a temperatura do buraco negro sao
iguais. Se forem diferentes, duas situagoes sdo possiveis: (1) no caso de a temperatura do
buraco negro ser maior que a do banho térmico, seré emitida radiacao continuamente, e o bu-
raco negro diminuird até eventualmente desaparecer; (2) no caso de a temperatura do buraco
negro ser menor que a do banho, ele absorverd radiacao e aumentara de tamanho indefinida-
mente (a nao ser que a quantidade de radiagao seja finita, isto é, ocupe inicialmente um volume
finito). Contudo, assumiremos aqui a hipotese de mudancas adiabdticas: a evolu¢ao do sis-
tema deve ser suficientemente lenta, de modo que, durante os tempos de interesse, podemos
consideréa-la aproximadamente quase estatica. Nesse caso, a temperatura da radiacao pode ser
aproximadamente descrita pela relagdo de equilibrio (3.20), mesmo que o sistema em si nao
esteja rigorosamente em equilibrio.

Th

M
~ 108 =2 ) K 21
6 x 10 <M) : (3.21)

3.4 Propagacgao ao redor do buraco negro

Seguindo a hipotese de mudangas adiabaticas, vamos entdo utilizar a expressao (3.20) para a
temperatura da radiacao cosmica de fundo ao redor do buraco negro. Nessa situagao, a perda de
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energia de um préton interagindo com a radiacao de fundo é governada novamente pela equacao
(2.17), com a temperatura dependente da coordenada radial T'(r) de acordo com (3.20):

1dE T o /
— Edd_t = % /E’mm de' éa(e)f(€) [— In (1 —e € ﬂwT(r))] . (3.22)
Lembrando que a equagao (2.17) é resultado da substituigdo da distribuigdo de Planck na
equagao (2.16), a utilizacdo da expressdo acima para as perdas de energia envolve um passo
intermediario mais sutil. A temperatura (3.20) nao é homogénea, de modo que, a rigor, o banho
térmico é percebido como um verdadeiro corpo negro apenas por um observador em repouso
no infinito, segundo o qual a distribuigao de foétons é dada pela equacao (2.19). No caso de um
observador mais préximo do buraco negro, quando restrito a um volume espacial suficientemente
pequeno, de modo que a temperatura (3.20) nao apresente variagoes significativas nessa regiao,
ele ainda deve observar o gas de fétons como um corpo negro correspondendo a essa temperatura
média. A distribuicao
1 €
n(e) = 72(ch)? es/kT(r) — 1’

(3.23)

com T'(r) dado por (3.20), resulta entdo de tomar o limite em que o volume espacial tende
a zero. Vale ainda ressaltar que a equagdo (3.22) é a fracdo média de energia perdida por
unidade de tempo de acordo com o observador infinitamente distante, dado que a coordenada
t é a medida de seu tempo proprio.

De posse da equagao (3.22) para as perdas de energia, novamente o caminho a ser seguido
é evoluir protons com determinada energia inicial até o ponto de observacao, integrando dE/dt
ao longo de sua trajetoria. Novamente, por se tratar de particulas ultrarrelativisticas, podemos
aproximar a trajetoria de cada proton por uma trajetoria nula. Sera utilizada, no entanto, uma
aproximacao adicional, considerando que os prétons se propagam ao longo de geodésicas nulas
fixas.

A equacao radial de uma geodésica nula nao limitada no espacgo-tempo de Schwarzschild
pode ser escrita na forma (A.12),

R N 1)

sendo D o parametro de impacto da particula no infinito. Uma discussao detalhada de tais
geodésicas pode ser encontrada no Apéndice, ao qual sera feita referéncia constantemente. Em
principio, essa equagao permite escrever r em fungao de t. Quando o resultado é substituido no
lado direito da equagao (3.22), a equagao resultante permite entao encontrar E(t) e, portanto,
conhecer a perda total de energia de cada proton propagado. Entretanto, a equacao da geodésica
acima é bastante complicada e nao possui solu¢ao escrita em termos de fungoes elementares.
Uma estratégia para eliminar esse problema é aproximar a trajetoria na forma

xr = acoshpt —c,
y = —bsinhpt. (3.25)

Trata-se de uma hipérbole com um dos focos na origem do sistema de coordenadas, com a
escolha de ser percorrida de y > 0 para y < 0, supondo p > 0. Os pardmetros a, b e ¢
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sao os pardmetros usuais de uma hipérbole (a e ¢ esquematizados na Figura 3.2), que estao

relacionados através de [73]
= a® + b = a*e?, (3.26)

em que € > 1 é a excentricidade da hipérbole. Um célculo simples leva entao a expressao
r(t) = a(e cosh pt — 1) (3.27)

a ser utilizada em (3.22).

Figura 3.2: Uma hipérbole com um dos focos na origem (ponto O). O ramo considerado no texto é
o direito, percorrido de y > 0 para y < 0.

A aproximacao hiperbolica deve ser uma boa aproximagcao se a particula nao passa muito
perto do buraco negro. Para verificar essa afirmagao, é preciso fixar os parametros da hipérbole
e compara-la com a trajetoria exata. Fica claro pela equagao (3.26) que apenas dois dos quatro
parametros sao independentes. Por exemplo, podemos escolher como independentes a e ¢,
obtendo os outros dois parametros através de ¢ = ac e b = av/e? — 1. Uma possivel estratégia
para fixar os parametros restantes é a seguinte. Considere as dire¢oes assintoticas da hipérbole,
que podem ser obtidas tomando o limite » — oo em

; Ly bsinh pt
anp = =

= 3.28
x acosh pt — ¢’ (3:28)

ou, equivalentemente, |t| — 0o. Dessa forma, obtemos

tan p = jzé =+Vve2 -1 (r— o0). (3.29)
a
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As diregoes assintoticas correspondentes no caso de uma geodésica nula também sao conhecidas
exatamente. A diregdo assintotica no primeiro quadrante é dada pela equagao (A.35),

Pop = T — 2\/§[K(/€) — F(x/2,k)], (3.30)

em que P ¢ a distancia de maxima aproximagao (“periélio”), @ é dado pela equagao (A.20), xo €
dado por (A.28), k é definido em (A.30), F'(¢, k) é a integral eliptica do primeiro tipo — equagao
(A.33), e K(k) ¢ a integral eliptica completa do primeiro tipo — equagao (A.34). A dedugao
da expressao de ., e a definicao de todos esses parametros é mostrada cuidadosamente no
Apéndice. Pode-se escolher, portanto, a excentricidade da hipérbole de modo que suas direcoes
assintoticas coincidam com as correspondentes para a trajetoria exata. Utilizando o primeiro
quadrante (sinal positivo na equagao (3.29)), obtemos assim

e =tan?p, + 1, (3.31)

sendo . dado pela equagdo (3.30). Por outro lado, ja foi adiantado que a distancia de
maxima aproximacao P com relacao ao buraco negro ¢ um parametro conhecido na trajetoéria
exata. Conforme discutido no Apéndice — vide equagao (A.22), escolher P equivale a escolher o
parametro de impacto no infinito D. No caso da hipérbole, a distancia de maxima aproximagao
com relagao a origem também ¢ conhecida e vale simplesmente 7(t = 0) = ¢ — a = a(e — 1),
como mostra a Figura 3.2. Logo, uma vez que a excentricidade ja foi determinada, pode-se
fixar o pardmetro a de modo que essas duas distancias coincidam:

P
e—1

(3.32)

a =

Uma vez determinados os parametros da trajetoria hiperbodlica, podemos comparé-la com a
trajetoria exata e verificar a plausibilidade da aproximacao. E conveniente fazer a comparacio
em termos da variavel v = 1/r, que assume um intervalo finito de valores, 0 < u < 1/P. A
expressao de u no caso da hipérbole é dada por

1 —¢ecosgp
u(p) = o) (3.33)
No caso da geodésica, u(yp) ¢ dado parametricamente através das expressoes (A.26) e (A.32).
Os graficos da Figura 3.3 mostram o comportamento observado. Para P > 8M, a diferenca
entre as duas trajetorias é sempre menor que 20%, e foi considerada aceitavel. Essa diferenca
diminui cada vez mais, & medida que P aumenta, ficando menor que 6% para P > 20M. Para
P < 8M, a aproximagao revelou-se nao ser tao confidvel devido aos erros cometidos. Além
disso, outra caracteristica das geodésicas nulas no espacgo-tempo de Schwarzschild impede que
uma trajetéria hiperbolica possa ser uma boa aproximacao na vizinhanca imediata de um
buraco negro. Abaixo de P = 6M, e a medida que P se aproxima do valor critico 3M, os
angulos de espalhamento crescem rapidamente, inclusive ultrapassando o valor de 7. Isto é, a
particula pode dar voltas em torno do buraco negro antes de finalmente escapar para o infinito.
Claramente, essa situagao nao é contemplada com a descricao das trajetorias por hipérboles.

Por fim, lembramos que foi introduzido um parametro p nas equagoes (3.25), que essencial-
mente controla a taxa de variacao temporal. Uma escolha para p pode ser feita se identificarmos
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Figura 3.3: Comparacao entre as trajetorias hiperbolica (uy) e exata (uex) em termos da variavel
u=1/r.

pt com o tempo proprio 7 da particula no infinito. Mas nessa regiao valem as relacoes da re-
latividade especial e, em particular, a relagao entre t e 7 dada por ¢ = 7, sendo v o fator
de Lorentz da particula. Considerando, portanto, o inicio do movimento, fixa-se p segundo a
relacao

S 3.34
P= (3.34)

sendo 7o o fator de Lorentz inicial (no infinito) da particula incidente.

3.5 Resultados numéricos

Conhecendo a trajetoria r(¢) do proton, podemos agora substitui-la na equagao (3.22), que
governa as perdas de energia que ocorrem devido a uma determinada interacao. A partir de
agora, vamos nos restringir a fotoprodugao de pions, que é a interacao mais relevante para
o corte GZK. Apesar da simplificacao obtida com a aproximacao hiperbdlica, a expressao
resultante ainda é suficientemente complicada para ser tratada analiticamente, e portanto uma
solucao numérica sera utilizada.

A integral que deve ser resolvida na equagao (3.22) envolve ainda a segao de choque o(€') e a
inelasticidade f(¢’) da interacdo considerada. No caso da fotoprodugao de pions, uma primeira
aproximacado para o e f é a chamada aprozimacdo de dois degraus [74]. No limite de altas
energias, a se¢ao de choque para esse processo ¢ aproximadamente constante, o ~ 120 ub.

Nesse mesmo limite, devido & producao de diversos pions, a inelasticidade atinge f ~ 0,6. A
medida que a energia se aproxima da situacao de limiar, a se¢ao de choque passa por uma
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Figura 3.4: A figura, retirada de [74], mostra a secao de choque da interacao féton-préton para a
producao de pions, bem como a aproximacao de dois degraus utilizada.

ressonancia, como ja comentado no capitulo anterior (Figura 2.1), e como mostra novamente
a Figura 3.4. Além disso, nessa situagao, s6 ha energia suficiente para produzir um pion, e a
inelasticidade fica em torno de 0,2. A proposta da aproximacao de dois degraus é introduzir
uma descrigao média para a regiao da ressonéncia em que o e f sejam constantes. Ou seja,
temos duas segoes constantes para a se¢ao de choque e a inelasticidade, dadas por

(¢) = 340pub  para 200 MeV < ¢ < 500 MeV (3.35)
| 120ub para € > 500 MeV ’
e
n | 0,2 para 200MeV <€ <500 MeV
€)= { 0,6 para € > 500MeV ’ (3.36)

como mostrado também na Figura 3.4.

A partir disso, a integral na equacgao (3.22) pode ser calculada, e entdo a equacao diferencial
resultante pode ser resolvida numericamente. Para cada condigao inicial definida pela energia
inicial Ey e pelo periélio P, a equagao diferencial foi integrada ao longo de um tempo de
propagacao t ~ 10 s. As Figuras 3.5 e 3.6 exemplificam o comportamento caracteristico
observado para a perda total de energia AF em funcao do periélio, para dois diferentes valores
de Ey. Os diagramas iniciam-se em P = 6M, pois a aproximacao hiperbolica comeca a nao
fazer muito sentido abaixo desse valor, independente do erro cometido, conforme ja discutido
anteriormente (é claro, os erros cometidos sdo aceitaveis apenas para P 2 8 M — ver discussao
sobre a Figura 3.3). Como esperado, na regido em que a aproximagao hiperbdlica é confiavel,
as perdas de energia sao maiores quanto mais préximo o préton passa do buraco negro, ja que
ele experimenta temperaturas maiores nessa regidgo. A medida que o periélio aumenta, AF
continua diminuindo, como mostram os diagramas da direita nas Figuras 3.5 e 3.6 em escalas
maiores.



3.5 Resultados numeéricos 33

E, =102 ev
10" x10”®
ag : : : : 95 : : : :
as
9.4
9 .
<93
i)
L
<1 g2
g5t 1
9.1
9 L
89 1 1 1 1 8 1 1 1 1
0 20 40 B0 a0 100 D 2 4 B 8 10
P x10°

Figura 3.5: Perda total de energia AE em funcido do periélio P, para Fg = 1020 eV. A esquerda,
inicia-se em P = 6M. A direita, mostra-se que, em escalas maiores, a tendéncia da diminuicdo de AE
com o aumento do periélio é mantida.
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Figura 3.6: Perda total de energia AE em funcio do periélio P, para Eg = 10%! eV. A esquerda,
inicia-se em P = 6M. A direita, mostra-se que, em escalas maiores, a tendéncia da diminuicao de AE
com o aumento do periélio é mantida.



Capitulo 4

Consideracoes finais e investigacoes
futuras

Ao longo deste trabalho, procuramos abordar o problema da propagacao de raios coésmicos de
ultra-alta energia na vizinhanga de um buraco negro da forma mais simples possivel. Con-
siderando um buraco negro de Schwarzschild imerso em um banho térmico, constituindo um
sistema sujeito a mudancas adiabaticas, a radiagao césmica de fundo pode ser tratada pontual-
mente como um corpo negro, de forma que a relacao fundamental deduzida no Capitulo 2 —
equagao (2.17) — pode entao ser utilizada na nova situagdo com as mudangas convenientes —
equagao (3.22). Utilizando uma aproximacao hiperbolica para as trajetorias das particulas
da radiacao césmica na vizinhanca do buraco negro, e considerando apenas a fotoproducao
de pions na aproximagao de dois degraus, a equacao diferencial (3.22) pode finalmente ser
resolvida, como explicado no Capitulo 3.

Os gréficos das Figuras 3.5 e 3.6 exemplificam bem o comportamento observado. Como
ja comentado no Capitulo 3, o comportamento qualitativo é o esperado: como os protons
experimentam temperaturas mais altas na regiao mais proxima do buraco negro, as perdas de
energia ali sao mais intensas, de modo que as maiores perdas de energia ocorrem para valores
menores do perié¢lio. Embora os resultados obtidos sejam bastante promissores, numericamente
as diferencas entre as perdas de energia observadas para diferentes valores do periélio nao
sao muito acentuadas, como mostram as Figuras 3.5 e 3.6. Ao menos com as aproximagoes
utilizadas, portanto, a analise apresentada nao permite, neste estagio, uma conclusao definitiva
do ponto de vista observacional.

E preciso lembrar que, neste trabalho, a analise foi feita proton a proton. Isto ¢, dado
um unico préton com energia inicial conhecida, e fixando seu periélio, a equagao diferencial
(3.22) foi resolvida para encontrar sua energia final no ponto de observa¢ao. Uma extensao
imediata a ser feita é considerar o espectro de raios cosmicos produzido na fonte, e entao
propagar todo o espectro até o ponto de observacao, predizendo assim o espectro na chegada. E
claro, como comentado no Capitulo 1, a producao de raios césmicos de ultra-alta energia ainda
nao ¢ bem entendida, de forma que faz-se necessario utilizar algum modelo para o espectro
produzido. Como visto no Capitulo 2, o modelo mais comum é o de uma lei de poténcia. Ainda
assim, apenas essa analise do espectro pode permitir uma conclusao mais definitiva acerca
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da possibilidade de se observar, na pratica, o fenébmeno. Como as perdas de energia de cada
proton dependem do periélio, pode-se especular que o espectro observado deve apresentar um
alargamento do corte GZK em rela¢do ao que é previsto no tratamento padrao (Capitulo 2), se
imaginarmos uma fonte emitindo isotropicamente. Outra questao que poderia ser levantada ¢é
se, através da observacao do espectro de raios césmicos na regiao de ultra-altas energias, seria
possivel acusar a presenca de um buraco negro entre uma fonte e a Terra, devido & sua influéncia
na propagacao da radiagao cosmica. Novamente, no entanto, essas tltimas afirmacoes ainda sao
bastante especulativas, e somente uma analise mais detalhada que faca a previsao do espectro
observado permitird uma conclusao definitiva.

Outras extensoes deste trabalho em direcao a uma anélise mais detalhada podem envolver
uma descrigao mais precisa que a aproximagao de dois degraus para a se¢ao de choque e a
inelasticidade no caso da fotoproducao de pions, bem como incorporar a producao de pares.
Esta se torna importante quando se consideram tempos longos de propagagao ou energias
baixas (abaixo de 10 eV), conforme visto no Capitulo 2. Também seria interessante fazer
uma descricao mais precisa das trajetérias, o que parece ser possivel apenas numericamente.
Embora as trajetorias hiperbolicas representem uma boa descrigao longe do buraco negro, isso
deixa de ser verdade na regiao mais préxima do mesmo, como comentado no Capitulo 3. Uma
descrigao mais realista talvez introduza entao diferencas significativas nos célculos. Finalmente,
a analise poderia ser estendida ainda ao espago-tempo de Kerr, que representa um buraco negro
com momento angular. Esse caso teria interesse astrofisico, visto que se considera muito mais
provavel que o colapso gravitacional origine um buraco negro em rotacao, pois o objeto inicial
também deve estar em rotacao. A anélise nesse caso, porém, certamente seria muito mais
complicada, pois a estrutura do espaco de Kerr é conhecidamente mais complexa que a do
espaco de Schwarzschild.



Apéndice A

(Geodésicas nulas no espaco-tempo de
Schwarzschild

Este apéndice trata das geodésicas nulas no espaco-tempo de Schwarzschild, dando especial én-
fase para a obtencao de resultados fundamentais utilizados neste trabalho no caso de geodésicas
nao limitadas. Todo o tratamento esta basicamente contido em [75], com pequenas diferengas
em algumas convencgoes adotadas. Assim como no texto principal, sera utilizado o sistema de
unidades em que G = ¢ = 1.

A métrica do espaco-tempo de Schwarzschild com parametro de massa M pode ser escrita
na forma

2M 1
ds* = — (1 — T> dt? + T 20 dr? + 7% (d6* 4 sin® 6 de?) . (A1)
As equagbes da geodésica, parametrizada em termos de um parametro afim A, sdo dadas por
d?zH dx¥ dz”
I R A2
e ey (4-2)
em que
1
Flyjp = _g/w<augpa + 8,0901/ - aagup) (Ag)

2

sdo os coeficientes da conexao de Levi-Civita (simbolos de Christoffel) [52]. No caso de geodési-
cas do tipo tempo, escolhe-se A como sendo o tempo proprio 7. Quando aplicadas & métrica
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(A.1), essas equagOes resultam em

&£t M dtdr
A2 r(r — 2M) d\ dA

&2r M dt\ 2 M dr\?
4y (=M =) - — (=
sz Tl 2M) <d>\> r(r —20M) (d)\)

—(r—2M)[(%)2+sin29(;l—f)2] = 0,

d20  2dr df do\°
CU L2 neoso (X)) = 0
D2 ranay oo (dA) :

>0 2drdyp cosf df dy
v Pramemay (A.4)

Sendo estatico e esfericamente simétrico, o espaco-tempo de Schwarzschild possui diversas
simetrias que permitem simplificar drasticamente as equagoes acima. Essas simetrias sao des-
critas por vetores de Killing [52], que satisfazem uma propriedade importante. Se K* é um
vetor de Killing, a quantidade - o

x x
K’“‘H = gyuK#ﬁ
¢ conservada ao longo da geodésica [76]. Além disso, existe outra quantidade conservada:

dz* dx¥

= gy A5

No caso de geodésicas do tipo tempo, escolhendo A = 7, temos simplesmente o = 1, correspon-
dendo & normalizacao usual da quadrivelocidade, enquanto que, para geodésicas nulas, temos
sempre o = 0.

Duas simetrias do espaco-tempo de Schwarzschild sao imediatamente visiveis a partir da
métrica (A.1), que ndo depende de t nem de . A primeira simetria esta relacionada com o fato
de o espacgo-tempo ser, em particular, invariante sob translacao temporal, e o vetor de Killing
correspondente é 0;. A segunda esta relacionada com a simetria esférica, em particular com a
invariancia sob rotacao na direcao ¢, e o vetor de Killing associado ¢ d,. Entretanto, a simetria
esférica envolve ainda mais dois vetores de Killing, que estabelecem que o movimento esta
restrito a um plano. E sempre possivel, através de uma mudanca de coordenadas conveniente,
escolher esse plano como sendo o plano equatorial definido por

0= g (A.6)

As grandezas conservadas associadas aos outros dois vetores de Killing s@o, portanto,

dz? 2M\ dt
rw__  — _ o = _
9 (0" (1 - ) ~=-F (A7)
¢ A d
G (0" I Y (A.8)

d\ X



Geodésicas nulas no espago-tempo de Schwarzschild 38

As constantes foram convenientemente denominadas E e L por razoes claras. A grandeza
conservada associada & invariancia sob translagao temporal é a energia, enquanto que a grandeza
associada a invariancia sob rotagao ¢ o momento angular.

A equagao (A.5) escrita explicitamente para 0 = 7/2 é

(-2 @) e () () o

Utilizando as defini¢oes de E e L, ela se reduz a

(%)2 + (f_j + a) (1 — ¥> = £~ (A.10)

A equagao (A.10), juntamente com as relagoes que definem as constantes £ e L,
2M\ dt dp L
12" )\ 2 F L A1l
( r ) d\ AN T (A.11)
é completamente equivalente ao conjunto de equagoes (A.4) no plano § = /2.

Vamos agora restringir a discussao as geodésicas nulas, fazendo o = 0. Essas equagoes
permitem obter diversas representacoes equivalentes. Por exemplo, se considerarmos r e ¢
como fungoes de t, obtemos

B0 2] e

dp D 2M
— =—(1-— A.13
dt  r? ( ) ’ ( )

em que D = L/E & o parametro de impacto da particula no infinito. No entanto, a forma que

se mostra ser mais conveniente é a chamada equac¢ao da Jrbita, escrevendo r em funcao de .
Mais ainda, fazemos a mudanca para a variavel u = 1/r, e obtemos a equagao

du 2—2Mu3—u2+i—f(u) (A.14)
dp) D? ’ ’

A partir dessa equagao, podemos obter (formalmente) ¢(u):

(A.15)

1
g0::i:/ = du.
V2Mu3 —u? +1/D?

Antes de resolver a equagao diferencial (A.14), no entanto, é possivel extrair dela algumas
informagoes relevantes. A primeira analise envolve o estudo das raizes do polinémio de terceiro
grau

1
Afinal, quando f(u) = 0, obtemos um ponto de retorno da trajetoria, onde du/de = dr/dy = 0.
Um estudo cuidadoso [75] revela que esse polinémio admite sempre uma raiz real negativa. As

(A.16)
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outras duas raizes podem ser reais positivas, idénticas ou distintas, ou um par de nimeros
complexos conjugados. A situacao que corresponde a orbitas nao limitadas é aquela em que
as duas outras raizes de f(u) s@o reais, positivas e distintas, e portanto vamos nos restringir a
esse caso de agora em diante.

Para o caso considerado, as trés raizes de f(u), u; < ug < uz, podem ser escritas na
forma |75]

P—-2M—Q 1 P—-2M+Q
= agp 0 w=p e wE e
em que () é uma constante a ser determinada a seguir. A constante P é a distdncia de mdzima
aprozimacao, que sera chamada de periélio!. De fato, u; < 0 nao é um ponto de retorno fisico,
e uz > us esté associado a um ponto de retorno r3 < ro = P, que nao é atingido se a particula

retorna para o infinito. O ordenamento u; < uy < us implica que

(A.17)

Uy

Q+P—-6M>0. (A.18)
Calculando agora
flu) =2M(u —uy)(u — ug)(u — us) (A.19)
e comparando com (A.16), obtemos
Q*= (P —2M)(P +6M) (A.20)
¢ 1 1
A segunda pode ser simplificada utilizando a primeira:
P3
2 _
D =5 oM (A.22)

Essa equacao mostra que, ao invés de escolher inicialmente o parametro de impacto D da orbita,
podemos escolher equivalentemente o periélio P para parametriza-la. Utilizando a expressao

de @ na desigualdade (A.18),
(P—2M)(P+6M) > (P —6M)?, (A.23)
obtemos ainda a condi¢ao fundamental
P> 3M. (A.24)

Ou seja, mesmo que o horizonte de eventos esteja em r = 2M, a particula nao escapa para o
infinito se passar mais proxima ao buraco negro do que 3M. Essa condi¢ao, juntamente com a
expressao (A.22) para o parametro de impacto, leva a condigao

D > 3V3M = D.. (A.25)

A orbita com parametro de impacto critico D, é um caso especial bastante conhecido. A
particula nao escapa para o infinito nesse caso, mas espirala ao redor do buraco negro, apro-
ximando-se assintoticamente da superficie r = 3M [75]. Ela corresponde ao caso em que as
raizes positivas u; e ugp sdo idénticas e iguais a 1/P = 1/3M.

!'Muito embora, a rigor, o nome periélio se refira 4 distancia de méaxima aproximacao em relacdo ao Sol.
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Agora fazemos a seguinte mudanca de variaveis u — x:

"= % _@ _8];4;6]”) (14 cosy). (A.26)

Dessa forma,

1
u=3 quando x = . (A.27)

Além disso, é preciso encontrar o valor y,, de x para o qual u = 0 (ou seja, r — 00). Fazendo
u =0 em (A.26), obtemos a relagao
9 Xoo Q—P+2M

sin 7 m (A28)

A partir da mudanga de variaveis (A.26), a integral na equagao (A.15) pode ser reescrita na

forma
A.
\/>/ \/1—k2sm X/Q) (4.29)
em que o
, Q-P+6M
k= 0 (A.30)

Agora, impomos a seguinte condicao inicial. Escolhemos que a trajetéria seja percorrida de
y positivo para y negativo com ¢ sempre aumentando, e que seja simétrica em relagao ao eixo
x, de forma que, para ¢ = 7, tenhamos u = 1/P (isto é, x = 7). Portanto,

—T=2/= / , A.31
/2 1 — k2sin® l ( )

em que uma ultima mudanga de variaveis v = x/2 foi felta na integral. Essa expressao pode
ser reescrita em termos das integrais elipticas do primeiro tipo [77]:

gpzw—Z\/g[K(k;) — F(x/2,k)], (A.32)

em que F(1,k) é a integral eliptica do primeiro tipo,

v 1
= / dv, (A.33)
0 1 — k2sin’y

e K(k) é a integral eliptica completa do primeiro tipo:

K(k) = F(r/2, k) = /0 m L 4 (A.34)

1 — kZsin?~y

A partir da expressao (A.32), podemos obter entdo o valor de ¢ para o qual u =0 (r — o0):

Poo = P(Xoo) = T — 2\/% [K (k) = F(Xoo/2,F)]- (A.35)

Juntas, as equagoes (A.26) e (A.32) constituem a solu¢do da equagao da orbita de forma
paramétrica.
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