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Resumo

Nesta dissertacdo analisamos bilhares usando a teoria da relatividade especial, tanto
classicamente quanto quanticamente. Inicialmente revisamos a teoria de bilhares clds-
sicos, com énfase em como se dd sua evolucdo no tempo. Entdo estudamos a existéncia
(ou ndo) de aceleragdo de Fermi em bilhares forcados: bilhares onde a parede se move
e, quando a particula colide, ela pode ganhar ou perder energia. Estudamos alguns
exemplos de bilhares, regulares e cadticos, na dindmica relativistica procurando quais
condigdes sdo necessdrias para que exista aceleracdo de Fermi relativistica

Concentramos-nos entdo no estudo de bilhares quanticos. Apds uma revisdo dos
conceitos basicos, estudamos o método da integral de contorno para o célculo do es-
pectro do bilhar e analisamos suas propriedades estatisticas, tanto para o caso nao rela-
tivistico (a equagd@o de Schroedinger) quanto para o caso relativistico, o bilhar de Dirac,
introduzido por Berry e Mondragon.



Abstract

In this dissertation we analyze billiards using the theory of special relativity, both in
the classical and quantum versions. First we review classical billiards, with emphasis
in its time evolution. Then we study the existence (or lack of) Fermi acceleration in
driven billiards, billiards where the walls are moving and, when the particle collides,
it can gain or lose energy. We studied some examples, regular and chaotic ones, in
the relativistic dynamics, and analyzed the necessary conditions for the existence of
relativistic Fermi acceleration.

We focus then on quantum billiards. After a brief review of basic concepts, we
study the boundary integral method for numerical evaluation of the billiard spectra
and analyze its statistical properties, for the non-relativistic case (the Schroedinger
equation) and the relativistic, the Dirac billiards introduced by Berry and Mondragon.
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Capitulo 1

Introducao

Talvez uma das teorias que mais chamaram a aten¢d@o do ptblico leigo desde a década
de 1970 foi a teoria do caos [2]. Que sistemas tdo simples como o mapa logistico
gerem comportamento tdo complexo e imprevisivel é algo que fascina & qualquer um.
A impossibilidade de prever o futuro em longo prazo em sistemas cadticos devido a
extrema sensibilidade as condigdes iniciais entrou no imagindrio popular através de
expressdes como efeito borboleta [1].

Relativamente néo tdo conhecida, a teoria do caos quantico (ou, como prefere Berry
[3], caologia quantica) estuda que tipo de fendmenos existem em sistemas quanticos
cuja contrapartida cldssica seja regular ou caética. Como o principio da correspondén-
cia de Bohr diz que para nimeros quénticos grandes o sistema quantico tende aos
resultados classicos, € de se esperar que caos também apareca de alguma forma apds a
quantizacao.

O principio da correspondéncia pode ser observado de maneira bem simples em
sistemas cldssicos regulares. Como exemplo usado em quase todo livro de mecéanica
quéntica [4], podemos mostrar que quando o nimero quantico principal do oscilador
harménico é grande, a distribui¢io de probabilidade |+/|? tende a distribui¢io esperada
classica.

No entanto, para casos cadticos, temos alguns problemas. A defini¢do de sis-
tema cadtico, entre outras coisas, € que dois sistemas idénticos com condi¢des iniciais
ligeiramente diferentes acabam tendo 6rbitas que se distanciam uma da outra expo-
nencialmente no tempo, impedindo a previsdo do futuro (visto que sempre sabemos as
condigdes iniciais com uma precisdo finita). Mas a relagdo de incerteza AzAp > fi/2
impede a especificacdo de uma posicdo para a particula, tornando, no minimo, impre-
cisa essa definicdo. Além do mais, uma das condi¢des para o surgimento de caos € a
ndo linearidade das equacdes de movimento (a equagdo de Schroedinger € linear).

Inexistiria uma correspondéncia entre as propriedades de sistemas classicamente
cadticos e sua versdo quantizada? Essa pergunta comecou a ser respondida a partir
da década de 1970, principalmente com o surgimento de computadores mais potentes,
permitindo o estudo de sistemas quanticos mais complexos (ou indo além da teoria de
perturbacdo). Embora ndo vamos discutir tais temas aqui, tivemos também avangos
tedricos importantes como a formula do trago de Gutzwiller [3], que relaciona a den-
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sidade de niveis de energia do sistema quéntico com as drbitas periédicas do sistema
classico.

Percebeu-se que o espectro de energia para sistemas cuja contrapartida cldssica
€ regular ou cadtica tinha propriedades estatisticas diferentes. Na verdade, o espec-
tro de sistemas cadticos comporta-se (estatisticamente) do mesmo modo que o de en-
sembles de matrizes aleatdrias. A teoria de matrizes aleatérias foi introduzida nas
décadas de 1950 e 1960 por Wigner, Dyson e outros [3] para auxiliar no estudo de
nucleos atdmicos com muitos constituintes. Esta constata¢do lembra a relagdo entre
mecanica estatistica, que lida com sistemas com intimeros graus de liberdade e caos
classico, onde existem alguns poucos. Por exemplo, estudando-se uma estatistica ex-
tremamente popular, a distribui¢do do espacamento s de primeiros vizinhos da energia
(s = E+1 — E,), temos o resultado de que se o sistema cldssico for regular, a dis-
tribui¢do serd poissoniana, p(s) = e~ *. Se o sistema cldssico for caético, ela segue a
mesma distribui¢do de matrizes aleatdrias ortogonais gaussianas, a saber, a distribuicao
de Wigner: p(s) = %6_%82. Na verdade, como serd mostrado no capitulo sobre caos
quantico, essa distribui¢do s6 ocorre quando hd simetria por reversdo temporal, caso
contrério teremos outro tipo de ensemble (dependente das simetrias do problema).

Podemos citar ainda vdarios outros resultados interessantes. O mapa padrio [2],
exemplo candnico de sistema caético cldssico, € uma mapa 2D com sua dindmica con-
trolada pelo pardmetro k. Variando k£ vamos de um sistema regular, £k = 0, até total-
mente cadtico, k > 5. Conforme aumentamos esse parametro, rompemos as curvas
invariantes que existem para o caso integravel. A partir de certo valor (k ~ 0.97),
a dltima curva invariante se rompe e o sistema passa a apresentar difusdo no espago
de momento. Foi mostrado, no entanto, que apds a quantizacido desse sistema [5] o
momento passa a saturar, ndo havendo mais difusdo. Este fendmeno estd intimamente
ligado com a localiza¢do de Anderson em matéria condensada [3]

O paradigma para o estudo de caos, cldssico e quantico, € o bilhar [6]. A partir
da observacdo da dindmica de bilhares de vérios tipos, muitos fendmenos foram ob-
servados e posteriormente explicados. O mesmo aconteceu no sentido inverso: muitos
fendmenos previstos primeiro teoricamente foram depois observados estudando-se bil-
hares. A predominéncia de bilhares sobre outros sistemas € explicada pela simplicidade
da sua dindmica e também por haver métodos numéricos robustos para estuda-los. Nos
préximos capitulos desta dissertacdo, pretendemos nos aprofundar mais no estudo de
bilhares.

Uma generalizag@o natural é estudar problemas de caos quantico usando relativi-
dade especial. A equagdo de onda relativistica (para uma particula de spin 1/2) é a
equagdo de Dirac [7]. No lugar de uma fun¢do (7, t) escalar, temos agora um vetor
com 4 componentes, um espinor.

Um dos primeiros trabalhos publicados em caos qudntico relativistico foi [8] um
artigo Berry e Mondragon de 1987 sobre um bilhar de neutrinos: uma particula sem
massa e spin 1/2 confinada numa regido bidimensional. O interesse nesse tipo de
bilhar se deve ao fato dele ndo possuir simetria por inversdo temporal. Isso faz com
que a distribuicdo estatistica dos niveis de energia seja dada pelo ensemble de matrizes
unitdrias gaussiana. Além, como foi percebido algum tempo antes da publicacdo desse
trabalho, os zeros da funcdo zeta de Riemann também obedecem a mesma distribui¢do
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[9]. Isso ressalta uma idéia para se resolver a conjectura de Riemann: os zeros de ((z)
seriam os autovalores de algum operador hermitiano [3].

Vale ressaltar que bilhares de neutrinos sao passiveis de experimentos usando grafeno
[10].

Embora ndo tdo numerosa quanto o caso ndo relativistico, tivemos um fluxo con-
tinuo de artigos estudando caos quéntico relativistico. Citamos alguns trabalhos que
nés estudamos mas que, por falta de espago, ndo vamos discutir nesse texto. Por ex-
emplo, na referéncia [11] foi estudado a versdo quantica relativistica do mapa padrao.
Embora esperar-se-ia que esse sistema fosse mais cadtico que o caso Newtoniano (dev-
ido aos termos ndo lineares presente nas equacdes dindmicas da relatividade especial),
o resultado interessante é que conforme o momento cresce, o sistema se torna mais
integravel. Portanto, j& mesmo no nivel classico o sistema ndo apresenta difusdo no
momento (e também ndo apds a quantizacio).

Outro trabalho que citamos € um estudo sobre grafos quanticos relativisticos [12].

Nosso trabalho nesta dissertacdo, em ordem cronoldgica, foi de primeiro estudar
a teoria de sistemas dindmicos [2] e entdo passar para o estudo de caos quéntico ndo
relativistico [3]. Aqui nos focamos no desenvolvimento de um programa que calcula
as energias de um bilhar geral para poder estudar as distribui¢des estatisticas dos niveis
de energia. Como método numérico escolhemos o método da integral de contorno
[13, 14]. Apos essa etapa, aplicamos nosso conhecimento no estudo do artigo sobre
bilhares de neutrino, [8], onde aplicamos nossos métodos numéricos ao problema.

Em busca de novos resultados, nos voltamos ao estudo de bilhares classicos, ini-
ciando na andlise da dindmica de uma particula pontual confinada numa regido do
plano: um bilhar comum [6]. Procuramos entdo saber de que modo efeitos relativis-
ticos alterariam o quadro. Foi entdo que nds passamos a estudar aceleracdo de Fermi
[15] em bilhares forgados [16, 17, 18, 19, 20]. Nesse caso, as paredes do bilhar se
movem e durante a colisdo da particula com a parede pode-se ganhar ou perder ener-
gia. O principal foco no estudo da aceleracdo de Fermi em bilhares for¢ados é saber
quais condi¢des o bilhar (através de sua parede) deve apresentar para que a particula,
na média, acelere indefinidamente. Descobrimos que, usando relatividade especial, o
comportamento da energia da particula tem qualitativamente a mesma forma que para
o caso Newtoniano. Obviamente nido temos mais uma aceleracdo arbitrdria, pois a
particula tende assintoticamente a velocidade da luz c. Nossos resultados nessa area
foram submetidos a publicagdo.

Porém, a divisdo desse texto segue o sentido contrario, a qual esperamos que seja
mais diddtica. No primeiro capitulo fazemos uma introducdo aos bilhares cldssicos
nao-relativisticos, focando em como calcular sua evolug@o ao longo do tempo. No se-
gundo capitulo, com a bagagem adquirida sobre bilhares, estudamos a existéncia (ou
ndo) de aceleragdo de Fermi em bilhares relativisticos. Mostramos nossos principais
resultados e os comparamos. No capitulo 4 apresentamos um breve resumo sobre 0s
principais pontos da teoria do caos quantico, como as distribuicdes estatisticas dos
niveis de energia. O capitulo 5 discutird bilhares quanticos, iniciando com uma brevis-
sima discussdo sobre experiéncias com bilhares, passando em seguida a descricio de
um método numérico para o calculo de autoenergias e autofungdes. No capitulo 6 es-
tudamos os bilhares de neutrino, [8], onde mostramos alguns resultados para bilhares
classicos com espaco de fase misturado.
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Por fim, temos algumas consideracdes finais. No apéndice estd incluso um exemplo
de cédigo que desenvolvemos, um script na linguagem de programacio Python [37]
para andlise espectral de bilhares quénticos.



Capitulo 2

Bilhares classicos

Nesse capitulo vamos estudar bilhares cldssicos. Pretendemos introduzir os principais
conceitos, tendo em vista sua aplicagc@o no estudo da aceleragdao de Fermi no préximo
capitulo e depois para sua quantizagdo.

Um bilhar € um sistema dindmico onde uma particula pontual de massa M € confi-
nada numa regido (2, geralmente pertencente ao plano. A particula se move livremente
no interior de 2 até eventualmente colidir com sua parede 0€). Na colisdo a particula &
refletida elasticamente: enquanto a componente normal da velocidade (em relacdo ao
ponto de impacto) muda de sinal, a componente tangencial permanece a mesma. Como
conseqiiéncia o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo. Se a colisdo acon-
tece no ponto P € 09, e nesse ponto a parede tem seus vetores normal e tangencial
dados por NeT respectivamente, a velocidade da particula sofre a transformacao:

17':17—2<J\7,‘7>J\7 2.1)

Onde V' ¢ a velocidade ap6s a colisdo e ’(,)” indica o produto escalar de dois
vetores.

Bilhares sdo sistemas Hamiltonianos com espaco de fase 4D. Portanto, para serem
integraveis, € necessdria a existéncia de uma constante de movimento além da energia.
A primeira vista, um bilhar pode parecer um sistema sem graca. Tudo o que temos sdo
movimentos retilineos ligados por reflexdes especulares. Essa simplicidade, no entanto
é, em certo sentido, falsa. Projetando a parede 02 com cuidado, podemos varrer todos
os possiveis tipo de dindmica existentes, indo de sistemas regulares a cadticos passando
por sistemas misturados (aqueles com espago de fase contendo tanto regides regulares
como regides cadticas). Outra qualidade, que as vezes ndo é mencionada, é o fato
de que ndo € necessdrio integrar numéricamente equacdes diferenciais, o que torna a
simula¢do numérica mais rdpida e evita o acumulo de erros de origem numérica.

Na figura 2.1 temos alguns exemplos de bilhares regulares. Para cada um deles
existe outra quantidade conservada além da energia, garantindo a integrabilidade. Para
o caso circular, 2.1a, temos conservacdo do momento angular. Para o bilhar eliptico,
2.1b, a quantidade conservada € mais complicada, sendo o produto do momento angu-
lar em relagdo aos focos da elipse [6].
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(a) Bilhar Circular (b) Bilhar Eliptico

Figura 2.1: Exemplos de bilhares regulares.

Na figura 2.2, apresentamos alguns bilhares cadticos. O primeiro 2.2a, conhecido
como estadio, foi introduzido por Bunimovich em 1974 [21] e se tornou, praticamente,
o exemplo candnico de bilhar caético. Ele consiste em dois semicirculos ligados por
duas semi-retas. E interessante notar que, enquanto o bilhar retangular ou o circular
sdo regulares (as pecas que formam o estidio), o estddio € cadtico para qualquer valor
do comprimento dos setores retos.

(a) Bilhar Estadio (b) Bilhar Cardioide

Figura 2.2: Exemplos de bilhares cadticos.

O outro exemplo é o bilhar em formato de cardioide 2.2b. Esse bilhar € um membro
de uma familia de bilhares cuja geometria da parede é controlada por um parametro e,
interpolando entre o bilhar circular (¢ = 0) até o cardidéide (¢ = 1). Para valores inter-
medidrios, o bilhar apresenta espago de fase misturado, o que serd facilmente observado
quando introduzirmos, mais adiante, se¢cdes de Poincaré.

Vamos discutir agora como calcular a evolu¢do de um bilhar [14]. Devido a con-
servacdo da energia cinética, vamos tomar M = 1 e |0] = 1.
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Suponha que a parede do bilhar seja especificada pela curva F'(z,y) = 0 e que a
particula esteja inicialmente no ponto Py € 92 com coordenadas (zo, yo) satisfazendo
F(xo, yo) = 0. No ponto Py usamos o sistema cartesiano formado pelos vetores nor-
mal N (para dentro) e tangencial T. Nesse sistema, podemos especificar a velocidade
como sendo ¥ = (sm(ﬂ) cos(ﬂ)) onde 3, variando entre (—7/2,7/2),é 0 angulo que
a velocidade faz com N. E necessdrio entdo converter a velocidade do sistema (T N )
de volta para o sistema de coordenadas do bilhar.

Como a particula se move em linha reta, a colisdo serd no ponto P; € 92 com
coordenadas (xo + vgt, Yo + vyt) onde o tempo ¢ é a menor raiz (real) da equagdo:

F(xo 4+ vgt, yo + vyt) = 0. 2.2)

Calculamos entdo os vetores normal e tangencial em P, aplicamos a equagdo (2.1)
para transformar a velocidade e repetimos o0s passos.

Esse método de calcular a evolucdo do bilhar nos mostra naturalmente uma maneira
mais simples de estudar a dindmica do bilhar. Ndo ha nada de especial no desloca-
mento da particula entre colisdes. Existe um conjunto menor de varidveis necessarias
para reconstruir toda a histéria do bilhar. A saber, a posi¢do (na parede do bilhar) e
o angulo 3 (com a normal) da particula na n-ésima colisdo. Definimos assim uma
se¢do de Poincaré do bilhar, usando as coordenadas de Birkhoff (s, sin(f)), onde
parametrizamos a parede em fun¢éo do comprimento e s indica o ponto onde ocorreu
a colis@o (a partir de uma origem arbitraria). O motivo para escolher essas varidveis é
que entdo o mapa definido pela secdo de Poincaré preserva areas [22].

Como exemplo, vamos computar algumas se¢des de Poincaré para a familia de
bilhares conhecida como bilhares de Robnik [22], cuja parede tem equagdo polar:

r(0) = 1+ ecos(0), (2.3)

onde € varia entre 0, o bilhar circular, até 1, o bilhar cardioide, figura 2.2b. Os resulta-
dos estao dispostos na figura 2.3.

Vemos que para € = 0.3, figura 2.3a, um valor que gera uma pequena deformacao
na parede circular, ja € suficiente para alterar significativamente a se¢do de Poincaré.
Ela apresenta agora uma predominante regido cadtica onde existem ilhas regulares
(portanto temos um sistema misturado). Ja para o valor ¢ = 0.8, figura 2.3b, toda
a secdo de Poincaré € preenchida por uma unica drbita. Sec¢des de Poincaré sdo espe-
cialmente Uteis para uma rapida andlise da dinamica do bilhar.

Existe uma rica literatura matematica sobre bilhares. De fato, eles sdo uns dos
poucos sistemas onde é possivel provar rigorosamente certas propriedades, como er-
godicidade (para o estadio, [23]).
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Figura 2.3: Se¢des de Poincaré para alguns bilhares de Robnik com diferentes valores
de €. O eixo das ordenadas corresponde a sin(3) e o eixo das abscissas ao comprimento

(aqui parametrizado pela varidvel § com 0 < 6 < 27). Na figura 2.3a, ¢ = 0.3 e na
figura 2.3b, € = 0.8.



Capitulo 3

Aceleracao de Fermi

3.1 Introducao

No final da década de 1940, Fermi [15], tentando explicar a origem dos raios cosmi-
cos, criou um modelo onde uma particula confinada numa certa regido do espaco sofre
sucessivas colisdes com campos magnéticos dependentes do tempo antes de eventual-
mente escapar. A idéia era que enquanto numa colisio isolada com a parede magnética
a particula pode perder ou ganhar energia, na média, ao longo do tempo, o resultado
seria um ganho continuo (dependente do tempo em que ela ficou confinada). A aceler-
acdo arbitrdria de uma particula num potencial dependente do tempo recebeu o nome
de aceleracdo de Fermi (AF).

Esse modelo foi extendido posteriormente por Ulam num contexto mecanico [24]:
Agora temos uma particula de massa m em um movimento 1D entre duas paredes
rigidas, uma em repouso e outra movendo-se. A troca de momento ocorre durante as
colisdes com a parede movel. A idéia era descobrir se a particula poderia ser acelerada
a velocidades arbitrarias (dependendo apenas do nimero de colisdes sofridas).

Acontece que, para grandes valores do momento, o espago de fase é populado por
curvas invariantes que impedem a particula de visitar regides de maior momento e,
conseqiientemente, a energia € limitada [24].

Uma generalizacdo natural ao modelo de Ulam € substituir o movimento 1D da
particula por um 2D, confinando-a numa regido do espaco por paredes rigidas e mdveis.
Temos um bilhar forcado.

Bilhares forcados s@o sistemas Hamiltonianos dependentes do tempo, governados
por um mapa 4D. A dimensao do espago de fase ndo permite o uso de ferramentas bem
estabelecidas para estudar orbitas como em outros sistemas, como se¢des de Poincaré.
Entretanto, bilhares for¢ados sdo um dos poucos sistemas quadridimensionais que per-
mitem seu estudo dentro de um tempo computacional ndo muito elevado.

A idéia bdsica para a existéncia de AF em bilhares € que, enquanto numa colisdo
isolada, energia pode ser ganha ou perdida, para certos tipos de geometrias (depen-
dentes do tempo), o valor médio da evolucdo temporal da energia é um crescimento
continuo.
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Experimentos numéricos iniciais sugeriram que uma condi¢o suficiente para a pre-
senca de AF € que o bilhar original (com paredes estaticas) deveria ser cadtico (ou
com espaco de fase misturado) [18], enquanto bilhares estdticos integraveis ndo ap-
resentariam AF. Muitos exemplos confirmaram essa conjectura. Podemos mencionar
o bilhar estddio [19] e o bilhar anular excéntrico [16], ambos cadticos com paredes
estéticas, apresentam AF, enquanto que ndo hd AF no bilhar anular concéntrico, que
possui uma dindmica regular (quando estatico). Para o bilhar circular, sob condi¢ées
gerais em relacdo a suavidade do movimento da parede, € possivel mostrar que nao
ha acelerac@o de Fermi [20]. Recentemente, esse quadro se mostrou incompleto, pois
foi mostrado que o bilhar eliptico, com contrapartida estitica integravel, apresenta AF.
Até onde sabemos, as condi¢cdes necessdrias e suficientes para um bilhar apresentar
aceleracdo de Fermi permanecem uma questdo em aberto.

Nossa contribui¢d@o a esse assunto consiste em estudar a dindmica de uma particula
confinada num bilhar for¢ado usando relatividade especial no lugar da dindmica New-
toniana, empregada em todos os trabalhos citados. Isto nos parece interessante visto
as diferengas intrinsecas entre os dois casos: Na relatividade especial temos um limite
natural da velocidade da particula e, além do mais, as leis transforma¢do do momento
para uma colisdo com a parede rigida mével sdo bem mais complicadas do que no
caso Newtoniano. Esses fatores tornam o conceito usual de AF ndo muito claro nesse
contexto.

Algumas generalizacOes relativisticas desses sistemas ja foram estudadas. O mod-
elo de Fermi-Ulam relativistico, [25] e [26], ao contrdrio do caso Newtoniano, apre-
senta, sob algumas condic¢des, aceleragdo de Fermi. Voltaremos a esse assunto mais
adiante.

Um sistema que € relacionado aos bilhares aqui estudados sdo os bilhares rela-
tivisticos generalizados, introduzidos por Deryabin e Pustylnikov [27]-[29]. Um bilhar
relativistico generalizado consiste em uma regido I' com contorno JI' e uma fungéo
f(7,t), onde  é um ponto de 9T e ¢ € o tempo. Quando a particula atinge a parede no
ponto v* no tempo t*, ela € refletida como se fosse atingida por uma parede rigida com
velocidade w movendo-se na dire¢do da normal (para dentro) do bilhar em v*. A
colisdo € tratada usando relatividade especial. Caso f ndo dependa do tempo, tempos
um bilhar comum.

Os bilhares estudados por Deryabin e Pustylnikov sdo diferentes dos nossos por
duas razdes. Primeiro, eles consideram que as paredes permanecem estdticas. Durante
a colis@o, o momento € transferido como se as paredes se movessem. Segundo, os au-
tores analisam o caso monotonico, onde W > 0. Em nossas simulagdes, as paredes
dos bilhares movem-se e sua velocidade pode ser negativa ou positiva (dependendo do
instante da colisdo).

Em particular, estudamos uma versdo relativistica do bilhar for¢ado circular (inte-
gravel), do bilhar anular concéntrico (integravel) e do bilhar anular excéntrico (cadtico).
Encontramos que para o bilhar circular, existe AF dependendo das condi¢des iniciais,
o caso anular concéntrico ndo apresenta AF e o bilhar relativistico anular excéntrico
possui AF.

Neste capitulo, dividimos as se¢des da seguinte maneira. A primeira se¢do discutird
a dindmica num bilhar for¢ado, mostrando quais varidveis (a mais que no caso estitico)
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sd0 necessdrias para descrever completamente a evolu¢do no tempo. A segunda secdo
discutird a transformacao relativistica de momento para a colisdo de uma particula com
uma parede rigida. Por fim, discutiremos os resultados para os bilhares escolhidos.

3.2 Dinamica num bilhar forcado

Como ja foi discutido no capitulo anterior, bilhares cldssicos (com parede estética)
consistem numa regido €2 do plano, delimitado pela curva 0f2, e uma particula livre
em (2, sendo refletida elasticamente ao colidir com 9€2: a componente da velocidade
paralela a normal do bilhar no ponto de impacto muda de sinal, enquanto a componente
paralela a tangente nao € alterada. Depois da colisdo a particula continua seu caminho
em linha reta até colidir novamente em algum ponto com 0f).

Para descrever a dinAmica de um bilhar estdtico usamos um mapa que vai de colisdao
a colisdo. Vimos a utilidade em utilizar coordenadas de Birkhoff (s, p = sin(6)).

Num bilhar for¢ado, o contorno 92 é uma funcéo oscilatéria do tempo, sendo
descrito pela fungéo F'(x, y,¢) = 0. Se a particula no tempo ¢( estd no ponto (o, yo) €
09 com velocidade (v, v,), 0 préximo ponto de colisdio serd a menor raiz real da
equagio:

F(zo+ vgt,yo + vyt, t) = 0. 3.1

Porém, é muito mais complicado resolver a equacdo (3.1) do que a mesma equacio
para o caso estatico, (2.2), visto que agora, necessitaremos de um método sofisticado de
encontrar raizes, além de nos preocuparmos com os diferentes tipos de colis@o possivel
[16]. Como conseqiiéncia, essa tarefa consome muito tempo computacional.

Existem mais duas varidveis necessdrias para especificar completamente a dinimica
do bilhar forcado. Precisamos da velocidade p6s colisdo, ¥, jd que a energia ndo €
mais conservada, e o tempo entre colisdes t,,. Para ilustrar a situagcdo, mostramos as
varidveis para o caso circular na figura 3.1.

A particula comega no ponto A no tempo ¢,,_; com velocidade #,,_; fazendo um
angulo «,,—; com a normal para dentro. Ela se move em linha reta até colidir nova-
mente com a parede, que nesse exemplo estd encolhendo, no ponto B no tempo t,,.
Apds a colisdo, a particula tem velocidade v, que faz um angulo «,, com a normal
(para dentro). Ela se move em linha reta até colidir novamente com a parede, e entdo
0s passos descritos se repetem.

3.3 Transformacao de velocidade relativistica

Vamos calcular nesta secdo a equacdo relativistica da transformacdo de momento para
uma colisdo bidimensional envolvendo uma particula de massa m e uma parede rigida.
Comecamos com a transferéncia de momento numa colisdo unidimensional. Para esse
caso, podemos calcular o momento final usando transformacdes de Lorentz [30, 31].
Estenderemos entio esse método para o caso bidimensional.
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A, tn-1

Figura 3.1: Descricdo das diferentes varidveis usadas na dindmica de um bilhar circular
forgado.

Depois de uma colisdo 1D entre uma particula de massa m; e velocidade inicial u
com outra particula de massa mso em repouso, a velocidade final do primeiro corpo, v/,
sera [30]:

2 2
W= T u, (3.2)
m3i + m3 + 2myma/vy(u)
onde y(u) = 1/4/1 — (u/c)? é o fator de Lorentz para o corpo my, € ¢ é a velocidade
da luz. A partir da equagdo (3.2) vemos que, no limite my >> mq, os resultados
relativistico e Newtoniano convergem para o mesmo valor, v/ = —u. A particula
simplesmente quica de volta.

O caso mais geral, onde mo também se move (com velocidade inicial w) pode
ser obtido a partir de (3.2) usando transformacdes de Lorentz. Temos inicialmente o
referencial Sy onde ambas as massas estdo se movendo e no qual queremos saber a
velocidade de m; apds a colisdo. Mudamos entdo para o referencial S onde mo esta
em repouso (S move-se com velocidade w em relagdo a Sp).

Em S, a velocidade inicial do corpo m; é:

. u—w
1l —uw/c?

Usando as equagoes (3.2) e (3.3), a velocidade final (de 1) no referéncial S é:

us (3.3)

m3 —m3

ufs, = us. (34)

m?2 +m3 + 2myma/y(us)
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No limite mo >> m; obtemos u’s = —ug. Transformando essa expressdo de volta
ao referéncial Sy (e mantendo o limite):

, —u+2w—u(w/c)?
1 —2uw/c® — (w/c)?’
que, no limite w/c << 1, recupera o resultado Newtoniano.

Agora vamos considerar o caso 2D. Suponha que a particula m; € um disco que
colide com uma parede rigida. Durante a colis@o, existe transferéncia de momento
apenas na dire¢do da linha definida entre o centro do disco com o ponto de contato
junto a parede. Decompondo a velocidade inicial % em componentes paralela, u, €
ortogonal, u , a essa linha, podemos utilizar o resultado 1D para tratar esse caso:

u (3.5

/ m% — m%
= 2 2 |
m3i +mz + 2myma /y(u)
u, = uj. (3.6)

No limite my >> m7 obtemos o mesmo resultado do caso newtoniano. Portanto,
temos que para particulas com velocidade v < ¢ a dindmica de um disco colidindo com
uma parede estdtica rigida € a mesma que para o caso Newtoniano.

Finalmente, vamos considerar o caso onde ambas, parede e particula, estdo se
movendo. A particula de massa m; com velocidade @ = (u,, uy) e a parede, ini-
cialmente com massa ms, com velocidade W = (wg, wy).

Primeiro, fazemos uma rotagdo de tal modo que w seja paralelo ao eixo . Desse
jeito, as componentes de i sdo (u,u1 ), como definido acima. Entdo, fazemos uma
transformacdo de Lorentz para o referéncial S onde @ = 0. Portanto, as componentes
de @ transformam como:

. uH —w
Yls = 1 —wuy/c
1—(w/c)?
- 3.7
uls T~ wuy /2 (3.7
As velocidades apds a colisdo sdo obtidas a partir da equagdo (3.6).
o m% — m% u
I's m? + m2 + 2mymg /v (u) 1S’
v g = ulg. (3.8)
Tomando o limite mo >> m; e voltando ao referencial inicial, temos que:
o = 2wy (wy /o)
I 1 —2wuy/c® — (wy/c)?’
wy (1 — (wy/c)?
;o L(1— (wy/e)”) 3.9)

U )
+ 1 — 2wy /c? — (w) /c)?
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onde w) € a componente paralela da velocidade da parede a normal ao ponto de col-
isdo. Essas duas equacdo determinam a transferéncia de momento para uma colisdo
relativistica e serdo usadas no desenvolvimento a seguir. Para simplificar as equacdes,
a partir daqui, usaremos ¢ = 1.

3.4 Exemplos numéricos

Antes de apresentar os resultados numéricos, gostariamos de comentar o modelo de
Fermi-Ulam relativistico (FUR), [25] e [26]. O FUR consiste em uma particula de
massa m confinada entre duas paredes rigidas, a de cima com posicéo f2(t) e a de baixo
com posi¢do f1(t), ambas movendo-se com velocidades menores que 1 (a velocidade
da luz), fi(t) < 1parat = 1,2. A particula é livre entre as paredes, sendo refletida
elasticamente nas colisdes. A lei de reflexdo € obtida da relatividade especial. Contrario
ao caso Newtoniano, para o FUR, a energia pode crescer ilimitadamente. Para isso,
suponha que exista ¢ tal que [26]:

fa(to) — fi(to) = q,
(1+f:1(t0))(1—f2(t0))
(1= fi(to)) (L + fa(to))

onde ¢ é um inteiro e E' € a energia inicial. Entdo existem ¢ e Ej tais que se E > Ej
e |t —to| < €o, t 0 tempo inicial, entdo a trajetdria é tal que F,, — oo para n tendendo
ao infinito. Também FE,, > C'Ekg, com C sendo uma constante, independente de ¢, E
or n.

Considerando apenas 6rbitas diametrais (o = 0), as condigdes (3.10) se aplicam
apenas para o bilhar circular, jd que ndo podemos ter f2(to) — f1(to) um inteiro para
o bilhar anular. Também, para o bilhar circular que estudaremos, com seu raio com
funcdo do tempo dado por (3.11), a segunda condi¢do de (3.10) € satisfeita para qual-
quer combinacdo de pardmetros. Isso implica que no minimo existe uma familia de
6rbitas com ganho ilimitado de energia para o bilhar circular relativistico.

Como primeiro exemplo, vamos estudar o bilhar circular relativistico for¢ado, ja
mostrado na figura 3.1. Tomamos o seu raio como sendo fun¢do do tempo da seguinte
maneira:

ko=E 1 (3.10)

R(t) = Ry + er cos(wt + ¢). (3.11)

Ou seja, o raio oscila em torno do valor médio Ry com frequéncia w e amplitude €.
Para calcular a evolucdo, fazemos uma média sobre um ensemble de particulas. Para o
caso circular, tomamos 103 particulas com valores de ¢ espacados uniformemente em
[0, 27).

Na figura 3.2 temos os valores médio do bilhar circular para Ry = w = 1,eg =
vg =0.0le Ry =w = 1,eg = vy = 0.05, onde vy € a velocidade inicial da particula
e a figura foi computada até o numero maximo de 5 x 10 colisdes. Os resultados
mostram que a velocidade satura rapidamente, indicando a ndo existéncia da aceleracao
de Fermi para esse caso.
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Figura 3.2: Velocidade média do ensemble em fungdo do nimero de colisdes para
um bilhar circular relativistico forcado com R = w = 1. Os pardmetros para as
curva de cima (verde) e de baixo (vermelho) sdo: ¢ = vy = 0.05 e € = 1y = 0.01
respectivamente.

A figura 3.3 mostra o resultado para uma unica particula (ndo um ensemble) para
o bilhar circular com parimetros Ry = 1, w = 3, vg = 0.01, 60y = ap = 0,t9p = 0
ey =0, a9 = 0.3, tg = 0. A situacdo é bem diferente daquela da figura 3.2.
Rapidamente a velocidade atinge assintoticamente 1.

Podemos entender as diferencas entre as figuras 3.2 e 3.3 olhando as condi¢des
(3.10). Elas dizem que se as condicdes forem satisfeitas, existem constantes F e €
tais que se a energia inicial £ > Ej e o tempo inicial ¢ satisfazer |t — to| < €, para
as Orbitas diametrais, existird ganho ilimitado de energia. Mas ndo se sabe de antemao
os valores de Fy ou e. Acreditamos que para certas combinagdes de pardmetros (como
as usadas na figura 3.2), o bilhar for¢ado circular relativistico ndo apresenta AF pois o
valor de Ey € muito alto. Ja para o caso mostrado na figura 3.3, F é baixo o suficiente
para quase todas as condigdes iniciais apresentarem AF. Temos o fato interessante de
6rbitas ndo diametrais também apresentarem AF, como é exibido na figura 3.3 para
ap = 0.3. A velocidade se aproxima de 1 muito rdpido, em menos de 10 colisdes.
Também se deve notar que a velocidade do contorno para o caso da figura 3.3 € de 30%
da velocidade da luz (comparado a 5% ou 1% da figura 3.2).

O bilhar anular forcado é composto de dois circulos, o exterior com raio dado pela
equacgdo (3.11) e o interior, com raio médio ryp < Ry e deslocado pela distancia d do
centro do circulo exterior. Seu raio em fun¢do do tempo € dado pela equacao:

r(t) = ro + € cos(wt + @), (3.12)

Temos a condi¢do 79 > €, € Ry — €gr > 19 + €, para evitar que os dois circulos se
sobreponham. Dependo do valor de d, temos um bilhar (estético) regular (d = 0) ou
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Figura 3.3: A velocidade em funcdo do nimero de colisdes para uma unica particula
no bilhar circular forgado relativistico com Ry = 1, w = 3, vg = 0.0l e e = 0.1. As
condigdes iniciais sdo #y = ag = 0, ty = 0 (linha cheia) e g = 0, ap = 0.3, t9 = 0
(linha tracejada).

cadtico (d # 0).

Evoluir numericamente o bilhar anular forcado ndo € tdo simples quanto o caso
circular. Temos que determinar que tipo de colisao aconteca. Por exemplo, comecando
da parede externa, a particula tem trés tipos de colisdo possivel: colidir novamente
com a parede externa sem deixar a zona colisdo, definida pela regido anular com raio
R —erp < r < R+ ep. Ouentdo ela pode escapar da zona colisdo, passar pelo interior
do bilhar e atingir a parede interna ou externa. Todas essas possibilidades dependem da
existéncia de raizes de equacdes nao polinomiais, (3.1), satisfazendo certos critérios.
Para nosso calculo envolvendo bilhares anulares, usamos o algoritmo desenvolvido em
[16] para o caso Newtoniano. Ele pode ser transposto para o caso relativistico, ja que
em ambos o movimento da particula dentro do bilhar se d4 em linha reta com constante
velocidade, a tinica diferenca sendo a transformagao de velocidade nas colisdes.

Na figura 3.4 temos o resultado para o bilhar anular concéntrico (d = 0, portanto
regular para paredes estdticas). Foi utilizado um ensemble de 500 particulas e nimero
mdximo de colisdes de 5 x 10%, com os valores de e ¢ distribuidos uniformemente
entre [0, 27). Temos os valores g = 0.5, e Ry = w = 1.

Para as curvas de cima (azul), do meio (verde) e de baixo (vermelho), usamos os
pardmetros eg = €, = 0.1, v9 = 0.1; eg = €, = 0.02 v9 = 0.0l e eg = €, = 0.005,
vo = 0.001 respectivamente. O aspecto de todas as curvas é o mesmo do caso circular,
indicando também a inexisténcia de aceleracdo de Fermi (concordando com o caso
Newtoniano).

As figuras 3.5a e 3.5b mostram a evolugdo da velocidade média de um ensemble de
particulas para bilhares anulares relativisticos ndo concéntricos até o nimero maximo
de 5 x 10* colisdes. Os pardmetros para a figura 3.5a sio 1o = 0.15, d = 0.65 ¢
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Figura 3.4: Velocidade média do ensemble em funcdo do niimero de colisdes para um
bilhar anular concéntrico (d = 0) relativistico forcado com Ry = 1,rg = 0.5ew = 1.
Os parametros para as curva de cima (azul), meio (verde) e de baixo (vermelho) sdo:
er=¢€6.=0.1,190=0.1;eg = ¢, = 0.02, g = 0.0l e eg = ¢, = 0.005 o = 0.001
respectivamente.

Ry = w =1, para a figura 3.5b, rg = d = 0.4 e Ry = w = 1 (mantivemos a relacdo
r +d = 0.8 como em [16] e a velocidade inicial vg = 0.02). Para esses valores de r €
d, o espago de fase do bilhar estatico é predominantemente preenchido por uma regido
cadtica.

Na figura 3.5a, as curvas de cima, do meio e de baixo correspondem aos pardmetros
er = € = 0.1; eg = ¢, = 0.05 e eg = €, = 0.025, respectivamente. Para a
figura 3.5b, as curvas de cima, do meio e de baixo aos parimetros e = ¢, = 0.1,
er = ¢ = 0.05 e eg = €, = 0.025, respectivamente. Foi tirada a média da velocidade
a partir de um ensemble de 500 particulas, com ¢ e ¢ espagados uniformemente entre
[0, 27).

O comportamento para o bilhar anular ndo excéntrico é muito diferente do caso
circular 3.2 e anular concéntrico 3.4. Agora, a velocidade média do ensemble cresce
monotonicamente por um tempo muito maior, até atingir assintoticamente 1, a veloci-
dade da luz. Este fendmeno seria o equivalente relativistico a aceleracdo de Fermi
Newtoniana.

Para quantificar a evolucdo da velocidade com o nimero de colisdes, testamos a
funcdo (3.13):

v(n) =1— aexp(—5n7), (3.13)

onde os pardmetros «, 3 e  foram encontrados usado minimos quadrados. Os
resultados para as figuras 3.5a e 3.5b estdo mostrados na tablea 3.1.
Embora o ajuste seja de baixa qualidade para o nimero n de colisdes abaixo de
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70 d €R = €, « I} vy

0.15 0.65 0.025 0.9396 0.0299 0.4916
0.15 0.65 0.05 0.8710 0.0418 0.5315
0.15 0.65 0.1 0.9566 0.1380 0.4596
0.4 0.4 0.025 0.7770 0.0103 0.5599
04 0.4 0.05 0.7448 0.0186 0.5769
04 0.4 0.1 0.6378 0.0426 0.5589

Tabela 3.1: As primeiras trés colunas sdo os pardmetros usados no calcula das seis
curvas numéricas apresentadas na figura 3.5. As outras tr€s colunas contem os valores
encontrados por ajuste de curvas para a equagdo (3.13).

~ 100, a curva 3.13 captura bem o comportamento para tempos longos.
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Figura 3.5: 3.5a Velocidade média do ensemble em funcdo do nimero de colisdes
para um bilhar anular forcado relativistico com raio interior 7y = 0.15, deslocamento
d = 0.65 e velocidade inicial vg = 0.02. As curvas de cima (azul), meio (verde) e baixo
(vermelho) correspondem ao valores dos parametros eg = €, = 0.1, eg = €, = 0.05
e ep = €, = 0.025, respectivamente. A curva tracejada € o melhor ajuste. 3.5b Ve-
locidade média do ensemble em fung¢do do nimero de colisdes para um bilhar for¢ado
relativistico com raio interno rg = 0.4, deslocamento d = 0.4 e velocidade inicial
vo = 0.02. As curvas de cima (azul), meio (verde) e baixo (vermelho) correspondem
ao valores dos parameteos egr = €, = 0.1, eg = ¢, = 0.05 e e = ¢, = 0.025, re-
spectivamente. A curva tracejada é o melhor ajuste. Para todas as curvas mantivemos
Ro =w=1



Capitulo 4

Caos quantico

4.1 Introducao

A mecanica cldssica, particularmente no formalismo Hamiltoniano, pode ser vista
como uma aproximag¢do de uma teoria mais elementar, a mecanica quantica. Geral-
mente quando os comprimentos de onda envolvidos sdo muito menores que as escalas
de comprimento do problema em questio, a mecénica cldssica reproduz com precisdo
os resultados empiricos. Isso é a mesma aproximacao que se faz em Gptica geométrica
com relacdo a solucao das equacdes de Maxwell. Desse modo, podemos ver as 6rbitas
na figura 2.2 como a aproximacdo (para altas energias) do caso quantico.

O principio da correspondéncia de Bohr afirma que, dentro de certos limites, os re-
sultados da mecanica quantica convergem para a mecanica cldssica. Podemos aplica-lo
sem problemas para casos cldssicos integraveis, por exemplo, para o oscilador har-
mdnico [4]. Entretanto, quando o caso cldssico é cadtico, o problema é mais compli-
cado.

Sistemas cléssicos cadticos, entre outra propriedades, sdo conhecidos por apresen-
tar extrema sensibilidade as condicdes iniciais: duas solugdes muito préximas inicial-
mente uma da outra se separam exponencialmente no tempo (o efeito borboleta). Esta
propriedade estd ligada a ndo linearidades da equacdo diferencial do sistema em es-
tudo. Seguindo a risca o principio da correspondéncia, esperariamos observar algum
resquicio de caos apds a quantizacdo.

Porém, a relagdo de incerteza AzAp > h/2 impede a determinacéo precisa de
condigdes iniciais, o que torna questiondvel a defini¢do de caos quantico como sepa-
racdo exponencial de trajetérias. Mesmo que muddssemos a defini¢do, por exemplo,
se comegdssemos com dois pacotes de onda (uma superposicao de auto estados da
Hamiltoniana) diferindo infinitesimalmente em seus coeficientes, devido a linearidade
da equagdo de Schroedinger, a evolugdo no tempo divergiria no maximo linearmente.

O estudo de sistemas quinticos cuja contrapartida classica é cadtica é chamado
de caos quantico (embora Berry prefira caologia, [3]), e apresenta vdrios resultados
interessantes.

Por exemplo, o caso quantico apresenta sim propriedades que estdo relacionadas

20
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ao tipo de dindmica cldssica [3]. Podemos citar as propriedades estatisticas do espec-
tro que sdo diferentes para casos classicos regulares, cadticos e misturados. Temos
também cicatrizes: as regides de maior amplitude da densidade de probabilidade estio
localizadas préximas as 6rbitas periddicas.

Nosso sistema escolhido para estudar tais propriedades sdo bilhares, com os quais
ja viemos trabalhando. Mantemos eles como nossa ’cobaia’ experimental, pois temos
um entendimento razodvel de suas proprieades cldssicas e também podemos aplicar
métodos numéricos robustos para encontrar suas energias. Como serd descrito mais
adiante, bilhares também sd@o passiveis de serem realizados experimentalmente [3].

Inicialmente vamos tratar o caso ndo relativistico. Fazemos isso por dois motivos:
Mostrar a técnica numérica e para aprofundar o nosso entendimento na drea. Apos,
estudaremos o caso relativistico, utilizando o conhecimento ja aplicado no caso ndo
relativistico.

Na préxima secdo vamos revisar o conceito de simetrias, que serd importante mais
tarde quando pretendemos discutir as propriedades estatisticas dos niveis de energia.

Nos préximos capitulos mostraremos um método numérico para resolver as equacdes
de Schroedinger e Dirac em um bilhar (de geometria arbitraria), juntamente com os re-
sultados obtidos.

4.2 Simetrias

Nas décadas de 1950 e 1960, os pesquisadores comecaram a estudar nicleos atomi-
cos contendo cada vez mais constituintes. O espectro desses nicleos € tdo complicado
que estimulou o interesse (pela primeira vez em fisica) de aplicar a teoria de matrizes
aleatdrias no estudo de um sistema quantico. A idéia principal era que esses niicleos
possuem matrizes muito complicadas, porém, satisfazendo certas simetrias. Ao invés
de estudar uma unica matriz descrevendo tal sistema, toma-se um ensemble de ma-
trizes, todas obedecendo a mesma simetria e entdo calcula-se propriedades estatisticas,
por exemplo, a distribui¢do dos autovalores. Na década de 1980 foi feita a conjectura
de que matrizes aleatérias também descreveriam o espectro de sistemas quanticos com
contrapartida classica cadtica [3].

Acontece que as previsdes da teoria de matrizes aleatérias reproduzem muito bem
as propriedades dos espectros.

Antes de calcular algumas previsdes, vamos fazer um pequeno resumo sobre sime-
trias em mecanica (cldssica e quintica): Em mecénica cldssica, simetrias estdo rela-
cionadas a constantes de movimento. Por exemplo, simetria rotacional implica con-
serva¢do do momento angular. Em mecanica quantica, cada simetria do problema da
origem a um nimero quantico.

Se a Hamiltoniana do sistema € invariante 2 uma translacdo no tempo, temos o
nimero quantico principal n e a energia € conservada. Se o sistema for cadtico, essa é
a unica constante de movimento. Para entender melhor a existéncia de outras simetrias,
vamos trabalhar com a representag¢do matricial.

A equacdo de Schroedinger independente do tempo é:

Hwn = Enwn- (41)
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Expandindo a func¢do de onda %, na base ortonormal ¢; (¢ abandonando o indice
n por simplicidade):

V= anbm- (4.2)

Usando a expansiao (4.2) na equagdo (4.1), multiplicando por ¢,, e usando a relagdo
de ortonormalidade, obtemos a equag¢do matricial de autovalores:

Z Hyman = Epan, 4.3)

onde os elementos da matriz H,,,, sdo:

Hym = /¢:‘1H¢mdx. 4.4

Suponha que H seja invariante pela transformac@o R (ou seja, R € uma simetria de
H), representada pelo operador R que comuta com H:

(R, H] = 0. 4.5)

Escolhendo a base ¢,, como sendo os autovalores de R, é possivel mostrar que a
matriz H se torna diagonal por blocos [4, 3]. Uma aplicacdo bem simples de sime-
tria acontece na resolucdo do dtomo de hidrogénio: A hamiltoniana comuta com dois
operadores, L? e L. Expandindo a fun¢io de onda usando os autovalores desses op-
eradores, diagonalizamos automaticamente o problema.

E importante que, quando analisarmos os espectros, apenas utilizemos aqueles com
0 mesmo conjunto de nimeros quanticos (cada *bloco’ da Hamiltoniana).

4.3 Proprieades estatisticas dos niveis de energia

Uma simetria importante € a reversdo temporal, realizada pelo operador 7', que satisfaz:

Tf(t) = f(-t). (4.6)
Quando aplicamos o operador 1" na equagdo de Schroedinger dependente do tempo,
o termo contendo ih% inverte o sinal. Para compensar, aplicamos o operador de con-
jugacdo complexa C'. Agora, a Hamiltoniana H pode ou ndo comutar com o operador
C'T. Aqui vamos estudar apenas dois casos [3].
Suponha que a Hamiltoniana ndo comute com C'I" (como acontece para o caso de
uma particula imersa num vetor potencial A'). Os elementos 4.4 satisfazem a relaco:

H,,=H

mn)

A7)

e essa relacfio é preservada por transformagdes unitérias, H' = UHU', com UUT = 1.
Se H comutar com o operador C'T', como de fato ocorre para uma particula imersa
numa regido onde A = 0, entdo a matriz de H € real e simétrica:
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e essa condigdo € preservada por sua vez por transformagdes ortogonais, H' = OHO7,
com 00T = 1.

Com essas informagdes, podemos definir os ensembles de matrizes gaussianas. Por
exemplo, o ensemble de matrizes aleatdrias gaussianas ortogonais (GOE) € o conjunto
de matrizes com elementos aleatdrios reais e simétrica. A probabilidade de obter a
matriz H ou OHO?T, com O ortogonal, deve ser a mesma, jd que ambas estdo ligadas
por uma transformacio de base, mas os resultados fisicos devem ser independentes da
base escolhida. Os elementos da matriz ndo estdo correlacionados entre si, € a proba-
bilidade de cada um é dada por uma distribuicdo gaussiana (dai o nome do ensemble).
Definimos do mesmo modo o ensemble de matrizes aleatérias unitdrias (GUE).

E possivel (embora trabalhoso) calcular distribui¢des de probabilidade para vérias
caracteristicas (como os autovalores) para esses ensembles [3]. Vamos discutir ape-
nas uma estatistica extremamente popular que é a distribui¢do p(s) da distancia entre
primeiros vizinhos da energia (s = E; {1 — E;).

Essa estatistica depende do tipo de ensemble usado. Para o ensemble GOE:

T8 2

p(s) = e 5, (4.9)
e para o ensemble GUE:
3282 _442
p(s) = ¢ 2 (4.10)

Na figura 4.1 plotamos o gréfico das distribuicdes 4.9 e 4.10, bem como a dis-
tribuicdo para o caso do sistema ser integravel, a saber, a distribui¢do de Poisson:

p(s) =e". 4.11)

0.8

'
0.2 !
'

Figura 4.1: Exemplos de distribui¢cdes do espacamento entre primeiros vizinhos. Em
vermelho (tracejado) temos a distribuicéio para o ensemble GOE, em azul (linha cheia
com circulos para) GUE e em preto (linha cheia) a distribui¢do de Poisson para o caso
integravel.

A principal diferenga entre as distribui¢cdes ocorre na regido 0 < s < 1. Enquanto
que para o caso integrdvel (distribuicdo de Poisson), o0 mdximo ocorre para s = 0,
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para as distribuicdes GOE e GUE, elas se anulam. Pode-se dizer que os autovalores se
repelem para sistemas cadticos.

Antes de calcularmos a distribui¢do p(s) para o espectro de algum sistema, é
necessdrio primeiro normalizé-lo, j4 que sem isso, ele seria uma propriedade depen-
dente do sistema em questdo. A fim de computar essa normalizagdo vamos usar a
fung¢do N(F), que informa o numero de energias existentes até o valor E.

A densidade de estados d(E) é:

d(E) =Y §(E - Ey), (4.12)

portanto N(E) = f_EOO d(E)dE é uma fungéo ’degrau’ que aumenta de uma unidade
toda vez que passa sobre uma energia F;. Mas nés estamos interessados em obter uma
versdo suavizada, onde tomamos a média de d(E) (e, consecutivamente N (E)) dentro
de uma faixa de valores. Podemos calcular essas propriedades computando o volume
do espago de fase e atribuindo para cada estado quantico o volume (27/)Y (em N
dimensdes), obtendo assim a equacdo de Weyl [2, 3]:

A L
N(E) = -E - E\/E+O, (4.13)

onde A ¢é a area do bilhar, L seu perimetro e C' uma constante (que depende to tipo
de bilhar). De posse da equacdo (4.13), podemos normalizar as energias, definindo os
novos valores e;:

e; = N(E;), (4.14)

e entdo aplicar as distribui¢des p(s) de modo independente do sistema.



Capitulo 5

Bilhares quanticos

5.1 Introducao

O sistema que nés vamos utilizar para estudar algumas propriedades de caos quantico
sdo bilhares. Bilhares sdo escolhidos por sua simplicidade e existéncia de métodos
numéricos robustos que permitem o cédlculo do espectro para geometrias arbitrarias.
Isto é importante, visto que poucos casos sdo integraveis, como os bilhares circular,
eliptico e retangular (geralmente pode-se resolver apenas potenciais com simetria sufi-
ciente em coordenadas apropriadas, [4]). Aqui, inicialmente vamos tratar bilhares onde
uma particula, sem spin e ndo relativistica, estd confinada em uma regido €2, 2D, sim-
ples e conectada, com contorno 9. E possivel introduzir outros efeitos, como campos
magnéticos [32, 33], entretanto, ndo iremos discutir isso aqui. Adiante, vamos discutir
os bilhares de neutrino, onde uma particula relativistica de spin 1/2 e sem massa é
confinada em um bilhar.

Como método numérico, escolhemos o método da integral de contorno, conhecido
pela sua sigla em inglés BIM. Este método é bem popular entre os pesquisadores na
area de caos quantico.

Por fim, gostariamos de ressaltar que bilhares sdo estudados experimentalmente
também. A principal técnica de pesquisa utiliza ressonadores de microondas em cavi-
dades. Na verdade, esse € um experimento andlogo, j4 que em ambas as situagdes
(quantica e eletromagnética) sdo governadas pela equacdo de Helmholtz com os mes-
mos tipos de condigdes de contorno. Existem também outras técnicas, como ondas
estaciondrias de 4gua em vasos ou sistemas mesoscopicos como pontos quanticos. A
referéncia [3] oferece um bom resumo sobre técnicas experimentais.

5.2 Método da integral de contorno

Nesta se¢do vamos demonstrar o método da integral de contorno (Boundary integral
method, BIM) para o caso de bilhares quanticos. Esse método reduz a solugdo da
equagdo (diferencial) de Schroedinger em uma certa regido do espago a uma equagdo
integral calculada no contorno dessa regido.

25
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Esta secdo € baseada nos artigos de revisdo [13, 14]. Pretendemos desenvolver as
equagdes necessdrias para a aplicagdo do método, bem como os passos algoritmicos
para sua execugao.

Nosso problema consiste em resolver a equacdo de Schroedinger, (5.1):

2
Fn(7) = [ 3V + V() = B, 6.1

na regido D, delimitada pela curva simples I' = 0D e com condi¢des de contorno para
1) especificadas em I':

Flpn (1), 0py (7)) = 0,7 € T. (5.2)

Para isso, vamos transformar a equagdo diferencial (5.1) em uma equagdo integral.
Com esse objetivo em vista, introduzimos a fungéo de Green G, (7, ') que satisfaz a
equacdo (5.3):

[E — HGE, (7,77) = §(F — 7). (5.3)

Onde o operador H atua na coordenada 7*de G B, (7, 7 ). Multiplicamos as equagdes
(5.1) por G, (7, 1") e (5.3) por ¢, () e somamos ambas, obtendo:

5(7" =" )Yn(7) = %[%(?’)VzGEn (7,7") = G, (7, 7)) V24 (7). (5.4)

Usando a segunda identidade de Green, podemos escrever o lado direito da equacio
(5.4) como um divergente. Pelo fato de existir uma fun¢do delta de Dirac do lado
esquerdo de (5.4), podemos calcular a integrar na regido D (na varidvel 7), obtendo a
forma integral da equacdo de Schroedinger:

2

U (r') = ;—m 4 ds[pn (70, G, (T, r") — Gg, (7, 7") 0, ()], (5.5)
onde ds é um elemento infinitesimal de I e 0, indica a derivada normal exterior (tudo
calculado no ponto 7). A equacdo (5.5) contém as mesmas informagdes que a equagdo
(5.1). Entretanto, ela € mais pratica para desenvolver métodos numéricos.

Note que ndo aparece explicitamente a dependéncia do potencial V (7) na equagio
integral (5.5). Porém, o efeito de V estd implicito na fun¢do de Green G, ja que essa
satisfaz (5.3). Vale destacar aqui uma das limita¢des desse método: E necessério con-
hecer analiticamente GG (particularmente, isso torna o problema de bilhares em campos
magnéticos muito mais complicados [32, 33]).

Para o caso da particula livre, a equagdo de Schroedinger tem a mesma forma da
equacgdo de Helmholtz:

V2 4+ k%) = 0, (5.6)
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com k? = 2mE/ 7%, Em 2 dimensdes, a fungdo de Green para a equagdo de Helmholtz
[13,34] ¢:

G, (7F,r) = —— HV (k|7 — 7)), (5.7)

sendo H, él) a funcio de Hankel do primeiro tipo de ordem 0 [34].

A fim de obter uma equacdo secular para as energias e funcdes de onda, vamos
tomar o limite 7/ pertencendo a I'. Esse limite no entanto é um pouco complicado
[13, 14], visto que a fun¢do de Green ¢ singular para 7 = 17 (H(()l)(z) o In(z) para
z — 0). Fazendo os cdlculos e tomando o valor principal de Cauchy [13]:

-

2
0nl?) = § sl (0, G, ()~ G, (RO (58)

onde g indica que deve ser tomado o valor principal de Cauchy. E a partir desta equacio
que o método numérico € derivado.

A fim de resolver numericamente o problema, fazemos o seguinte: Vamos aplicar
a derivada normal 0, (note que agora ela age na varidvel r ) em ambos os lados da
equacdo (5.8) e vamos especificar condi¢gdes de contorno, equagdo (5.2), do tipo Dirich-
let, (r) =0,r € I':

2
(i) = f% ds[0y G (7, 7 Yu(P)], (5.9)

com u(7) sendo a derivada normal de ¢ no ponto 77 € T'. Para ser preciso, (5.9) é
uma equacdo de Fredholm do segundo tipo, [34]. A vantagem em se trabalhar com
a equacgdo integral na forma de (5.9) é que ela ndo apresenta mais singularidades:
8,,G(F,77) se anula para 7 = 1.

Parametrizamos " através do comprimento de arco [, variando entre 0 < [ < [,
sendo L o perimetro do bilhar. Aproximamos I'" por um poligono de N lados, com o
segmento entre os vértices 7 e ¢ + 1 chamado de I'; (com comprimento L/N). As co-
ordenadas dos vertices 7 sdo dadas por s; e vamos definir o ponto do meio do segmento
I'; como 7 = ($; + §i+1)/2.

Com essa discretizag@o de I' e aproximando a integral sobre I' como uma soma de
Riemann (sobre os elementos I';) obtemos um sistema de equagdes lineares [13, 14]:

> Cij(k)u; =0, (5.10)
onde os elementos C;; sdo dados por:

ik
Cij = 51‘]' + %ASjCOS(Iji . f‘ij)Hl(l)(k'Tij), (511)

com 0;; sendo a fungdo delta de Kronecker, As; = |§j1 — §;/, 7; a normal (exterior)
no ponto 7; € 7 = T — Tj.
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Concluimos entdo que as energias do bilhar em questdo sdo aquelas tais que a
matriz C € singular:

det[Oij(k:)} =0. (512)

Por fim, hd a necessidade de determinar o valor IV da discretizacdo do contorno
do bilhar, visto que ele determina o tamanho da matriz C' e a qualidade das energias
obtidas. Uma regra empirica [13, 14] diz que o valor de N para que calcular energias
com k < K,, deve ser

N =~ KZ\/IL. (513)

De posse da condig@o (5.12) para que k seja uma energia vélida (a partir de agora
vamos utilizar unidades tais que A = 1 = 2m, assim £ = k% e tomamos k como
sindnimo de FE'), nos resta encontrar uma algoritimo que permita encontrar todas as
energia dentro de uma faixa de interesse. Podemos ver (5.12) como os zeros (reais) de
uma fun¢do complexa. Se quiséssemos calcular todas as energias dentro do intervalo
AF centrada em Ej, podemos dividir a regido em M pontos, calcular em cada um
o valor de det[C] e encontrar os pontos onde ela se anula (parte real e imagindria).
Obviamente, devido a discretizacio e outros tipos de erros, esses valores serdo apenas
préximos de zero.

Como C' é uma matriz densa, complexa e ndo Hermitiana, o cdlculo do seu deter-
minante é demorado e, além do mais, se seguirmos os passos descritos no pardgrafo an-
terior, para melhorar a precisdo das energias encontradas devemos aumentar o nimero
de pontos M, o que torna o processo ainda mais lento.

Uma saida [14] é calcular a decomposi¢ao em valores singulares da matriz C. Com
isso, podemos escrever:

C=Usvft, (5.14)

onde U e V sdo matrizes unitdrias e .S é uma matriz diagonal, com suas entradas sendo
os valores singulares de C, e portanto det(C) = [, ViS;. As energias do bilhar sdo
aquelas para as quais o menor valor singular de C' se anula (ou se torna muito préximo
de zero).

As vantagens de se calcular a decomposi¢do em valores singulares sdo [14]: Uti-
lizagdo de um passo muito maior do que se utilizdssemos diretamente o determinante
(5.12), e também a decomposicao permite encontrar quase-degenerecéncias, visto que
o segundo menor valor singular também se torna pequeno quando existem duas ener-
gias proximas uma da outra.

Como exemplo, na figura 5.1a temos os dois menores valores singulares para o
bilhar estddio em fungdo da energia E dentro da faixa 1 < E < 50, computado com
um passo dE = 0.3. O menor valor estd em preto e o segundo menor em vermelho.
As energias vilidas sdo os minimos do menor valor singular. Vemos que para E ~ 24
o segundo menor valor singular também apresenta um minimo, indicando a existéncia
de uma quase-degenerecéncia. Na figura 5.1b foi calculado entdo os valores singulares
na regido 23 < E < 25 com um passo menor, indicando claramente a existéncia de
duas energias proximas uma da outra.
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Por fim, para melhorar os valores ja encontrados das energias, usamos o método de
encontrar raizes de Brent [13, 35].

O tdltimo tépico a comentar, é que € possivel calcula a fung¢do de onda . Dado um
valor vdlido de k,, do bilhar, podemos calcular o respectivo autovalor u,, (a derivada
normal de ¢ no contorno do bilhar) da matriz C'. Usando a equagéo (5.5), junto com
a condic¢do de contorno do tipo Dirichlet e mais o valor de u,, ja calculado, podemos
encontrar ¥ em qualquer ponto dentro do bilhar.

Escrevemos entdo um programa em linguagem C, implementando esses passos,
podendo assim calcular todos os valores da energia dentro de um faixa especificada.
Incluimos inclusive a verificacdo de quase-degenerecéncias a partir de uma andlise do
segundo menor valor singular.

Valores Singulares
Valores Singulares

(@ (b)

Figura 5.1: Os dois menores valores singulares da matriz (5.11) em func¢do da energia
E = k2. O menor valor singular estd desenhado em preto (curva de baixo, ambas
as figuras) e o segundo menor em vermelho. Na figura 5.1a os valores de ' foram
varridos com um passo AE = 0.3. Como os dois valores singulares possuem um
minimo préxima a E ~ 24, temos um indicativo de uma quase-degenerecéncia. Na
figura 5.1b temos os valores singulares calculados com menor passo apenas em torno
daregido 23 < E < 25, evidenciando as duas energias existentes.

5.3 Resultados numéricos

Nesta se¢do vamos apresentar alguns resultados numéricos que comprovam a teoria.
Comecamos com o caso mais simples de um bilhar retangular. Este tipo de bilhar
pode ser resolvido facilmente [4], com suas energias sendo:

2 (n2  n?
E=—[-2+-Y]. 5.15
2m \ a® b2 (5-15)

Temos que os nimeros quanticos n, = 1,2,3,...eny = 1,2,3,.... Os valores de

a e b sdo respectivamente /2 e 7. Escolhemos tais valores a fim de minimizar quase
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degenerecéncias no problema [3]. A simplicidade da formula (5.15) permite computar
um ndmero muito grande de energias. No nosso caso, calculados 1.3 x 10* energias.

A primeira estatistica que calculamos € a diferencga entre a formula de Weyl (4.13)
e o resultado numérico. Essa estatistica indica a qualidade do espectro, pois caso ten-
hamos perdido uma energia, ela aparece como um salto da funcdo. O resultado estd
graficado na figura 5.2. Podemos observar que o resultado oscila ao redor de 0, indi-
cando que todo o espectro foi calculado.

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
K

Figura 5.2: Diferenca entre o valor tedrico de N(E) e o valor encontrado numeri-
camente para o bilhar retangular. Ele oscila em torno de 0, indicando que todos os
autovalores foram calculados.

Na figura 5.3 temos o histograma da distribuicdo do espagamento entre primeiros
vizinhos da energia. Como foi dito anteriormente, como temos um sistema integravel,
o resultado deve ser uma distribuicdo de Poisson. Podemos observar claramente um
perfeito ajuste dos dados com o modelo tedrico.

Para reduzir as flutuagdes, também calculamos a distribui¢do integrada do espaca-
mento, figura 5.4a. Novamente, o resultado € excelente. Na figura 5.4b temos a difer-
enca entre os valores numérico e tedrico.

Outro exemplo € o bilhar estddio. Escolhemos como pardmetros R = 1 e a =
1/2. Para o calculo dos seus autovalores utilizamos o método da integral de contorno
descrito anteriormente. Computamos 986 niveis de energia.

Seguindo o principio de utilizar apenas autovalores com as mesmas simetrias no
problema, tomamos um bilhar estddio desimetrizado: O bilhar estddio possui dois
eixos de simetria, um vertical e outro horizontal. Para evitar a mistura de estados com
simetria par-par, impar-impar, etc, utilizou-se apenas um quarto do bilhar, impondo
condigdes de Dirichlet nas linhas de corte.

Para testar a qualidade dos dados, plotamos na figura 5.5 (como no caso retangular)



CAPITULO 5. BILHARES QUANTICOS 31
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— Poisson

Figura 5.3: Histograma da distribui¢cdo de espacamento entre primeiros vizinhos da
energia para o bilhar retangular. Foram computados 1.3 x 10* niveis de energia.

a diferenca entre o valor tedrica da formula de Weyl, (4.13), e o resultado numérico.
Vemos que para a faixa de valores & < 6000, essa quantidade oscila em torno de
0, indicando que ndo foi perdido nenhuma energia. Entretanto, apds esse valor, os
resultados comegam a oscilar em torno de valores mais altos. Isso mostra que em todo
os espectro, perdemos aproximadamente 5 autovalores.

Na figura 5.6 temos o histograma do espacamento de energias para o estddio. Como
o caso classico é cadtico, esperamos que a distribuicdo fosse dada pelo ensemble gaus-
siano ortogonal. Embora a concordincia nao seja tdo boa quanto para o bilhar retangu-
lar, o resultado € satisfatério (€ bom lembrar que aqui temos um niimero de autovalores
bem menor, portanto a estatistica ndo € tdo boa).

Para suavizar as flutuacdes estatisticas, na figura 5.7a temos a distribuicdo in-
tegrada. Na figura 5.7b mostramos a diferenca entre o valor obtido e o valor teérico.

Por fim, gostariamos de mostrar algumas densidades de probabilidade calculadas
com o método da integral de contorno. Na figura 5.8 temos vérias densidades de prob-
abilidade para valores crescentes de energia. De modo geral, conforme a energia au-
menta, mais complicada ¢ a distribui¢do. Excegdes sdo as figuras 5.8c e 5.8e. Esses
estados s@o conhecidos como estados bola quicando (ou bouncing ball em inglés).

Um tipo de 6rbita periddica possivel no bilhar estddio € aquela que fica quicando
entre as duas secdes retas do bilhar. Os estados bola quicando sdo cicatrizes [3], a am-
plitude da densidade de probabilidade é maior préximo a drbitas periddicas do sistema
classico.
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Figura 5.4: Distribui¢do integrada (com os mesmos dados da figura 5.3) do espaca-
mento de niveis de energia,5.4a. Em vermelho (linha cheia) o resultado obtido para
o bilhar retangular. Em preto (linha tracejada) o resultado teérico. Diferenca entre o
valor encontrado e a teoria, 5.4b.
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Figura 5.5: Diferenca entre o valor tedrico de N(E) e o valor encontrado numeri-
camente. Enquanto esse valor oscila em torno de 0 para £ < 6000, ele indica que
perdemos alguns (em torno de 4) niveis de energia apds esse valor.
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Figura 5.6: Histograma da distribuicdo de espagamento entre primeiros vizinhos da
energia para o bilhar estddio desimetrizado. Foram computados 986 niveis de energia.
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Figura 5.7: Distribui¢do integrada (com os mesmos dados da figura 5.6) do espaga-
mento de niveis de energia,5.7a. Em vermelho (linha cheia) o resultado obtido para o
bilhar estddio desimetrizado e em preto (linha tracejada) o resultado tedrico. Diferencga
entre o valor encontrado e a teoria, 5.7b.



CAPITULO 5. BILHARES QUANTICOS 34

(a) k=2.7785 (b) k =9.8280

() k=16.1649 (d) k =27.5863

(e) k =44.0382 (f) k =99.8037

Figura 5.8: Densidade de probabilidade, |t/|?, para o bilhar estddio para diferentes
valores de k.



Capitulo 6

Bilhares de neutrinos

6.1 Introducao

Nesta se¢do vamos estudar um problema de caos quéntico relativistico. Nosso sistema
em questdo é um bilhar onde confinamos uma particula sem massa de spin 1/2, que
recebeu o nome (hoje em dia ndo muito preciso) de bilhar de neutrinos [8]. A prin-
cipal caracteristica que diferencia um bilhar de neutrino dos bilhares quénticos ndo
relativisticos com particulas sem spin € o fato de n@o haver simetria por inversao tem-
poral, o que indica que a estatistica dos niveis de energia para tais sistemas é dada pelo
ensemble gaussiano unitdrio (GUE).

Embora ’bilhar de neutrino’ soe como algo de interesse puramente tedrico, com o
advento do grafeno, é possivel estudar tais tipos de bilhares experimentalmente [10].

Lembramos que podemos quebrar a simetria por inversdo temporal no caso nao
relativistico aplicando um campo magnético (ja que invertendo o sentido do tempo, as
Orbitas giram no sentido contrdrio). Mas no caso do bilhar de neutrinos ndo € necessario
aplicar campos externos.

Na préxima se¢dio vamos resumir alguns resultados sobre equagdes de onda rela-
tivisticas necessdrias para nosso caso. Depois discutiremos o bilhar de neutrino, indi-
cando como transpor o método da integral de contorno para o caso relativistico. Por
fim mostraremos alguns resultados.

6.2 Equacoes de onda relativisticas

A equacgdo de Schroedinger pode ser obtida a partir de relacdo de energia nio relativis-
tica:
»?
E=—+V 6.1
o V), ©.1)

5 . ) i
trocando os elementos da equagdes por operadores: 2 — ihg e p — V. Isso

nos sugere que para encontrar uma equagdes de onda relativistica, podemos aplicar a

35
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mesma operacionalizagdo na relagdo de energia relativistica, E2 = (mc?)? + (pc)?,
obtendo a equagdo de Klein-Gordon:

1 0? 5  m3c?
c2 Ot? K2

Essa equacdo, quando vista como uma func¢io para uma dnica particula, apresenta
varios problemas [7]. A comegar, ela é uma equacdo de segundo grau na varidvel
tempo, indicando que devemos especificar como condi¢des iniciais ¥ (¢ = 0) e também
Opp(t = 0). Temos solugdes que aparentemente possuem energia negativa, e por fim,
ndo € possivel definir uma densidade de probabilidade positiva definida em todo o
espaco. Todos esses defeitos citados somem quando percebemos que a equagdes de
Klein-Gordon (6.2) deve ser tratada como um campo.

Histdéricamente, tentanto consertar esses problemas (que na verdade indicavam a
existéncia de uma teoria de muitas particulas, como se percebeu no decorrer do tempo),
Dirac tentou encontrar uma equacao de onda relativistica em primeira ordem no tempo.
Ele sup6s a forma [7]:

z’haaif = % (610, + G20, + 630.) + mc2B| . (6.3)

¥ =0. (6.2)

Aqui, &1, &g, Gz € /3 devem ser matrizes, caso contrdrio nio poderiamos exigir que
(6.3) fosse invariante a transformacgdes de Lorentz.

Na verdade, ao impor que a equacdo (6.3) seja invariante por transformacdes de
Lorentz, satisfaca a relacdo de energia momento relativistica para a particula livre e
tenha uma equacio de continuidade livre de problemas, vemos que as matrizes & e B
devem satisfazer a dlgebra:

O%‘O?j + @jdi = 2(51‘j
&;08+ Ba; =0
6= =1

Podemos encontrar uma representac¢do para essas matrizes [7]:

00 0 1
4|00 10
1o 1 0 o0

1 00 0

0 0 0 —i
4|0 0 @0
27 o =i 0o o0

i 0 0 0

0 0 1 0
. 0 0 0 -1
=11 0 0 o0

0 -1 0 0
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10 0 O
A 01 0 O
B= 00 -1 0
00 0 -1
Analogamente, a func¢do de onda é dada pelo 4-vetor
¢1 ('fa t)
- 1;[}2 (fa t)
T,t) = =
w( ) 1213 (.’E, t)
1/)4 (.’l_’,", t)
A densidade de probabilidade p(Z, t), definida como:
p(E,t) = P(F, 1)1y (&, 1), (6.4)
é positiva definida e a equacdo da corrente de probabilidade é:
dp -
Liv.-i=0 6.5
TV I=0 (6.5)
onde a corrente j’é dada por:
j=cpfay. (6.6)

Embora a equagdo de Dirac, (6.3), seja mais "comportada’ do que a equacdo de
Klein-Gordon, (6.2), ela ainda apresenta comportamento néo fisico. Essas incongruén-
cias sdo sinais da necessidade de uma teoria de campos [7].

Uma simplificacdo que usaremos mais adiante € em relacdo a dimensdo das ma-
trizes & e B Num espaco tridimensional, a fim de que a equagdo de Dirac, (6.3),
seja invariante por transformacdes de Lorentz, é necessdria a utilizacdo de matrizes
de dimensdo 4 x 4. Entretanto, se estivermos num espacgo 2D, precisamos apenas de
trés matrizes satisfazendo as relagcdes de anticomutagdo. Com isso, podemos usar as
matrizes de Pauli 2 x 2, e escrever a Hamiltoniana da equagdo de Dirac como:

H =cé-p+mco,, 6.7)

com ¢ = (0,,0,) e as matrizes de Pauli sdo:
. (01
%«=\1 o)
. 0 —i
=\ o)
. (1 0
o==\g _1)-

Obviamente a funcdo de onda agora tem apenas dois componentes e a corrente de
probabilidade é dada por:

j=cylay (6.8)



CAPITULO 6. BILHARES DE NEUTRINOS 38

6.3 A equacao de Dirac num bilhar 2D

Nesta se¢do, vamos discutir a equag@o de Dirac num bilhar. Como mencionado acima,
vamos utilizar a Hamiltoniana (6.7). Devemos acoplar um potencial de modo a con-
finar a particula numa regido. A maneira mais ficil seria introduzir um potencial es-
calar eletromagnético ¢. Porém, introduzindo esse tipo de potencial, acabamos tendo
problemas com criacdo de pares [8, 7], e o sistema teria simetria por inversao tem-
poral. Ao invés disso, vamos introduzir o potencial escalar através do acoplamento:
mc? — mc? + V(r), e tomar o limite m = 0, sem perda de generalidade [8].
No interior do bilhar V() = 0 e a equag@o de Dirac é:

avin, o™ [ [ 66 |

onde introduzimos o nimero de onda k = F/fic. Devemos ainda impor condi¢des de
contorno tais que (6.9) seja um operador hermitiano. Para isso, o valor esperado da
Hamiltoniana deve ser real para qualquer estado. Sendo D o interior do bilhar e 9D a
parede do bilhar, temos:

(6.9)

E=<H>= fz’hc// dxdy Y* 5 - V. (6.10)

D

Usando a relagdo:
V(W 6¢) =Vy* - 6¢ + "6 - Vi 6.11)
e o teorema de Gauss, podemos escrever a relacdo 6.10 como:
1 .o

S(E) = —fhj{ - j(s). (6.12)

2 Jap

0D foi parametrizado pelo comprimento de arco s, 7 é a normal (para fora) e jé
a corrente de probabilidade (6.8). A partir da relacdo (6.12) podemos mostrar, por um
processo algébrico longo, [8] que a condicdo de contorno para um bilhar de neutrinos
é:

Y2 _ jet () (6.13)
1
onde 1; sdo as componentes do espinor de dois componentes e a(s) é o dngulo que a
normal no ponto parametrizado por s faz com o eixo 2.

Devemos agora obter expressdes para a densidade de estados do bilhar de neutrinos.
Para o caso ndo relativistico, a densidade integrada até o valor E, N(E) é dada pela
formula de Weyl (4.13), que depende da drea e do perimetro do bilhar.

Para computar N (E) para o bilhar de neutrinos, comegamos escrevendo a densi-
dade como o traco do operador de Green [8, 3]:

d(k)=-=STrG. (6.14)
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O operador G é dado por:

1
k+iet —6-p/h’
com et — 0+, e estamos usando o nimero de onda k. G atua sobre espinores de 2

componentes, portanto ¢ um operador matricial (fungdo de e ) de tamanho 2 x 2.
Assim, (6.14) pode ser escrito como:

G — (6.15)

—

1 -
d(k) = - //D S [G1i(7,7") + Goo (7, 17)] (6.16)

No limite semiclassico, podemos adotar o operador de Green para a particula livre
[8]. Com isso, podemos fatorizar a fungdo de Green numa forma muito simpética:

<FAGI >= (k4 i€t —i6-V,) < 7(k +iet)? — p2/R3|r > . (6.17)

Reconhecemos o termo < 7](k +iet)2 — p2 /h?|r’ > como a fungdo de Green para
a particula ndo relativistica (5.7). Substituindo (6.17) em (6.16) e tomando o limite
7" — 1/, obtemos, em primeira aproximagio:

Ak
oo
com A sendo a drea do bilhar. Em segunda aproximagdo temos que levar em conta a
parede do bilhar. Para o caso ndo relativistico, terfamos o termo envolvendo o perimetro
do bilhar em (4.13), [3]. Para o caso relativistico, € possivel mostrar que essa termo é
nulo [8]. Portanto, temos o resultado interessante que a densidade de estados depende
apenas da area do bilhar, e ndo do seu perimetro.

d(k) (6.18)

6.4 Método da integral de contorno para bilhares de
Neutrinos

Nesta se¢d@o vamos mostrar como adaptar o método da integral de contorno para o caso
de bilhares de neutrino [8]. Isso pode ser facilmente conseguido, mostrando mais um
ponto positivo do método.

Tomando a adjunta da equacdo de Dirac, (6.9), obtemos a equacio:

R (7) — iV, 47 (7) - 6 = 0, 6.19)

e ¥*(7) = (Y7, 13). A equagdo para a funcdo de Green da particula livre é:
kGO(7,r") 4+ i6 - V,.GO(F, 1) = 6(F, 1) (6.20)
Multiplicando (6.19) pela direita por G° e a equagio (6.20) pela esquerda com ¢)”,

somando ambas e integrando (em 7°) na regido D, e fazendo r’ na parede do bilhar,
temos:

-

; (W6 GY) = (! 21
2@//Ddxdyv, (Y*6GY) = *(r'), (6.21)
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A equagdo (6.21) é composta por duas equacdes, uma para cada componente v; do
espinor. Obviamente, elas sdo equivalentes uma a outra. Entretanto, tomando apenas
uma, encontramos termos singulares devido a fun¢@o de Hankel. Para contornar isso,
podemos somar ambas, obtendo:

Ui) = st — (D (ko) + (622)

(O +i05)p + € =D, + i0,) p)|H® (k)

com p = |7(s) —7(s’)| e (On, Os) as derivadas na direcéio normal e tangencial respecti-
vamente. A partir da equacio (6.23) podemos aplicar as mesmas técnica desenvolvidas
para o caso ndo relativistico, discretizacdo da parede do bilhar, obtencdo do sistema
numérico, etc.

6.5 Sistemas com espaco de fase misturados

Como na préxima se¢do pretendemos mostrar alguns resultados para bilhares de neu-
trino com espago de fase cldssico misturado, fazemos aqui uma pequena revisao sobre
distribuicdes do espacamento das energias para o caso misturado.

A maioria dos sistemas fisicos ndo é totalmente regular, nem totalmente cadtico.
Geralmente coexistem no espago de fases regides regulares e cadticas. Vimos que
para sistemas regulares, a distribuicdo p(s) do espagamento das energias segue a dis-
tribuicdo de Poisson e caso o sistema seja totalmente cadtico serd dado pelo distribuicao
de Wigner para os ensembles GOE ou GUE.

Esperamos que a distribui¢@o da energia para um caso misturado seja algo entre as
distribuicdes de Poisson e Wigner. Existem alguns approaches que lidam com esses
casos. Aqui vamos nos ater a dois: As teorias de Brody e Berry Robnik [3].

Brody, de maneira fenomenoldgica [3], postulou que a densidade de probabilidade
r(s) para encontrar uma energia num intervalo de largura s é:

r(s) = As”, (6.23)

com os pardmetros A e v sendo, respectivamente, uma constante de normalizacdo da
distribuicdo e o pardmetro a ser ajustado a partir da distribuicdo experimental. Com
isso, pode-se mostrar que p(s) é dada por:

pr(s) = as’e " (6.24)

A distribuicdo (6.24) interpola entre Poisson, para v = 0 e Wigner GOE, para
v=1.

Entretanto, temos alguns problemas em relagdo a distribui¢do de Brody [3]: Primeiro,
na dedug¢do da equacio (6.24), hd uma falha 16gica, que, no maximo, justifica qualita-
tivamente seu resultado. Segundo, a distribui¢do falha para certos casos, como o en-
semble GUE, onde a distribuicdo de Brody resultante ndo reproduz a queda da funcdo
no limite s >> 1. Terceiro, podemos apontar a falta de um significado fisico para o
parametro v.
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A outra teoria que pretendemos discutir € a de Berry Robnik [3, 36], que tenta
explicar as distribuicdes obtidas experimentalmente a partir de propriedades classicas
do sistema.

Berry e Robnik postularam que as contribui¢des de diferentes regides (regulares
ou cadticas) do espaco de fase ndo estdo correlacionadas. Com isso, podemos calcular
uma superposicdo de distribui¢des, cada uma com um peso estatistico dependente da
fragdo ocupada pelo espago de fase cldssico. Por exemplo, suponha que o espaco de
fase cldssico contenha apenas uma regiao regular e uma regiao cadtica, com densidades
p1 € p2. Segundo Berry e Robnik, a distribuigdio p(s) para esse sistema é:

p(s) = [p?eTfC(?pzs) + (2p1p2 + gp%)e‘%”g“‘z]e"’”, (6.25)
com er fe(x) sendo a fungdo erro complementar. E ficil observar que no limite p; = 1,
p2 = 0, obtemos a distribui¢do de Poisson, e para p; = 0, po = 1, a distribuicdo de
Wigner para o ensemble GOE. Este método pode ser estendido para sistemas com
espaco de fase dividido em vdrias regides, com diferentes distribui¢des para cada sube-
spectro correspondente.

Vale salientar que a hip6tese de que o espectro de cada regido se superpde sem estar
correlacionado ndo é verdade, pois o principio da incerteza impede uma separacio entre
as regides. Essa afirmag¢do €, no miximo, aproximada.

Também lembramos que, a principio, fazendo um ajuste da equagdo (6.25) com
os dados experimentais, os valores de p; e p2 deveriam coincidir com os valores me-
didos do espaco de fase. Entretanto, na literatura, os valores encontrados sdo apenas
da mesma ordem de grandeza. E preciso ir a regides extremamente semicldssicas no
espectro para haver concordéancia entre os resultados [3, 36].

6.6 Resultados Numéricos

Nesta secdo vamos mostrar alguns resultados numéricos para o bilhar de neutrinos.
Escolhemos o bilhar formato Africa [8, 36]. Este bilhar tem sua parede dada pela
equacgao

z(0) = cos(0) + Acos(20) 4+ Acos(30 + g) (6.26)
y(0) = sin(0) + Asin(20) + Asin(360 + g),

onde A é um pardmetro que determina a forma do bilhar, indo desde um circulo
(regular), para A = 0, até o bilhar Africa (totalmente caético) propriamente dito, para
A = 0.2. Para valores intermedidrios, temos um bilhar com espaco de fase misturado.
Na figura 6.1 temos diferentes figuras do bilhar para diferentes valores de \.

Outro fator em escolher esse formato de bilhar € poder estudar como as distribui¢des
de Brody e Berry-Robnik se comportam para o caso relativistico. Em [36] foi estudado
como se d a distribui¢io p(s) para bilhares tipo Africa com diferentes valores de )
(portanto, apresentando espaco de fase misturado), onde uma linha de fluxo magnético
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Figura 6.1: O bilhar tipo Africa para diferentes valores de A. (a), A = 0.01; (b),
A =0.055;(c), \=0.1e(d), A =0.2.

corta o bilhar, quebrando a simetria por inversdo temporal e gerando estatistica do tipo
GUE. Os autores chamam esse tipo de bilhar de Aharonov-Bohm. A dinamica cldssica
(exceto por um conjunto de 6rbitas com medida zero) néo ¢ alterada. Eles calcularam
as propor¢des p; € po e testaram as distribuicdes de Brody e Berry-Robnik, obtendo o
resultado de que, embora haja concordancia qualitativa entre o resultado experimental e
a distribui¢do de BR, teremos concordancia quantitativa apenas para energias extrema-
mentes altas (um limite extremamente semiclassico).

Nossa proposta entdo ¢é calcular, para diferentes valores de A, o espectro desses
bilhares utilizando o método da integral de contorno desenvolvido para os bilhares de
neutrino. De posse do espectro, computamos a distribui¢ao integrada p(s) e compara-
mos o resultado com as distribui¢cdes de Brody e Berry-Robnik atrdves de um ajuste
por minimos quadrados.

Para a distribui¢do de Brody, como mencionado acima, é impossivel obter o com-
portamento assintético da distribuicdo do ensemble GUE para s >> 1. Por causa
disso, o ajuste por minimos quadrados foi feito dentro da faixa 0 < s < (0.5, como na
referéncia [36] (entretanto, analisamos o ajuste em toda a faixa de valores de s).

Para a distribui¢do de Berry-Robnik, comparamos os valores obtidos pelo ajuste de
p1 € p2 com os calculados em [36], ja que a dindmica cldssica é a mesma. De modo
analogo a equagdo (6.25), que contém a superposi¢do das distribui¢des de Poisson e
Wigner-GOE, utilizamos uma distribui¢do contendo Poisson e Wigner-GUE, [36]

Na figura 6.2 temos o resultados para quatro valores de \: Na figura 6.2a temos
A = 0.01, em 6.2c A = 0.055, em 6.2e, A = 0.1, e em 6.2g, A\ = 0.2. Temos,
além da distribui¢do experimental, as distribuicdes de Brody, Berry-Robnik, e Poisson
ou Wigner-GUE, dependendo do caso. As figuras 6.2b, 6.2d, 6.2f e 6.2h mostram as
diferencas entre os resultados tedricos e o resultado experimental.

Iniciamos nossa andlise pela figura 6.2g, com A = 0.2. Foram calculados 1386
niveis de energia. Para esse valor, temos um sistema cldssico cadtico, portanto a dis-
tribuicdo p(s) deve ser do tipo Wigner-GUE. Vemos que, 6.2h, a distribui¢do é mesmo
Wigner-GUE, e que BR consegue reproduzir fielmente o resultado. J4 a distribui¢cao de
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A st paB vAB sy (Neutrino) v (Neutrino)
0.01 0.05 026 0.02 0.4272 0.1215
0.055 099 0.78 0.69 0.5804 0.3733
0.1 1.0 097 1.58 0.9516 1.3353
0.2 1.0 099 1.93 0.9973 1.7480

Tabela 6.1: Valores obtidos de pS!, p3'Z e 48 na referéncia [36] para o bilhar de
Aharonov-Bohm e os valores de p, e v que obtivemos para o bilhar de neutrinos Africa.

Brody, exceto no intervalo onde foi feito o ajuste, apresenta erros muito maiores.

Na figura 6.2¢, temos A = 0.1, e 1088 niveis de energia. Para esse valor, temos
um sistema cldssico misturado, portanto a distribui¢do p(s) deve ser entre Poisson e
Wigner-GUE. Vemos em 6.2f, que, exceto no intervalo 0 < s < 0.5, ambas as dis-
tribui¢des, Brody e BR, sdo praticamentes identicas (e melhores que a distribui¢do
GUE).

Na figura 6.2¢, temos A = 0.055, e 662 niveis de energia. Como antes, temos
um sistema cldssico misturado, portanto a distribui¢do p(s) deve ser entre Poisson e
Wigner-GUE. Vemos em 6.2d, que, até o valor de s ~ 2, os erros das distribui¢des de
Brody e BR sdo aproximadamente iguais em modulo, sendo que para s > 2, BR ap-
resenta melhores resultados do que Brody. E no geral, essas distribui¢cdes representam
melhor os dados que a distribuicio de Poisson.

Finalmente, na figura 6.2a, temos nosso ultimo caso, com A = 0.01, e 964 niveis
de energia. Para este caso, estamos muito mais proximos de um sistema integravel,
portanto a distribui¢io resultante deve ser préxima da distribui¢ao de Poisson. Vemos
em 6.2b, que, novamente, até o valor de s ~ 2, os erros das distribuicdes de Brody e
BR sdo aproximadamente iguais em modulo, e que para s > 2, BR apresenta melhores
resultados do que Brody. E no geral, essas distribui¢des representam melhor os dados
que a distribui¢do de Poisson.

No geral, temos que o comportamento é qualitativamente 0 mesmo para 0 caso
estudado em [36]. Enquanto que geralmente BR é melhor que Brody, para alguns
casos, como 6.2e, para A = 0.1, as duas distribui¢des tem resultados semelhantes.

Na tabela 6.1 temos os valores de p3'Z e v, obtidos por um ajuste de curvas, para
o bilhar de Aharonov-Bohm na referéncia [36] e os valores que nés obtivemos para o
bilhar de neutrinos (p2 € v), bem como o valor medido do volume da regido cadtica (no
espago de fase cldssico) pS', também calculado em [36].

Podemos ver que, em ambos os casos, ndo ha uma concordancia qualitativa entre
p5B e pa com o valor esperado p§' (exceto quando p§' — 1). Embora, para os valores
usados, o bilhar torna-se completamente cadtico muito cedo (variando \).
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Figura 6.2: Distribuico integrada de p(s) para o bilhar Africa (com diferentes valores
de \) e respectivos erros com as distribuicdes tedricas. Os valores escolhidos foram:
A =0.01,6.2ae 6.2b, A = 0.055,6.2ce 6.2d, A = 0.1, 6.2e e 6.2f e A = 0.2, 6.2g ¢
6.2h.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Neste trabalho, analisamos alguns tipos de bilhares usando relatividade especial. Para
0 caso classico, de uma tnica particula confinada numa regido por paredes rigidas (e
de massa muito maior que a da particula), mostramos que diferencgas entre a dinAmica
Newtoniana e a dindmica da relatividade especial surgem apenas quando a parede ndo
¢ estdtica, sugerindo o estudo da acelera¢do de Fermi em tais sistemas. Analisamos
alguns tipos de bilhares, regulares e cadticos, procurando se existe ou néio aceleracdo
de Fermi para tais tipos.

Acreditamos que nossos resultados em relacdo a aceleracdo de Fermi relativistica
sejam novos e interessantes.

Estudamos também o bilhar de neutrino, introduzido na década de 1980 por Berry
e Mondragon. Para poder compreender esse trabalho, estudamos a teoria de caos quan-
tico e o0 método numérico da integral de contorno para calcular as energias de bilhares.
Calculamos entdo o espectro para alguns bilhares com espaco de fase misturado e ver-
ificamos a validade das distribui¢des de Brody e Berry Robnik.

Seria interessante estudar alguns outros sefups onde efeitos relativisticos se apre-
sentariam. Como um exemplo, no caso de mais de uma particula confinada num bilhar,
a colisdo entre elas se comporta de maneira diferente quando tratada usando relativi-
dade especial (comparada a dindmica Newtoniana). Também citamos como interes-
sante, estudar a versdo quantica desses tipos de bilhares.
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Apéndice A
Script para analise de espectros

Incluimos neste apéndice um script na linguagem Python [37] para andlise do espectro
de bilhares quanticos. Todas as figuras nessa dissertacdo foram feitas com ele. Ele
pode ser usado tanto para bilhares ndo relativisticos quanto para o caso relativistico. O
codigo também andlisa sistemas com espago de fase misturado, sendo possivel utilizar
tanto as distribui¢des de Brody quanto Berry Robnik.

SpecStat: A collection of spectral s statistical functions for
relativistic and non—relativistic quantum billiards.

For a review, see:
1) A. Baecker: Numerical Aspects of Eigenvalue and Eigenfunction
Computations for Chaotic Quantum Systems

2) M. V. Berry & R. J. Mondragonn: Neutrino Billiards

For mixed phase space billiards , see:
3) H. J. Stoeckmann: An introduction to quantum chaos

e e

from numpy import *
from math import pi

from scipy.integrate import quad
from scipy import optimize
import scipy.special

from scipy.special import exp
from scipy.special import erf
from pylab import *

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.mlab as mlab

from matplotlib import legend

isson(s):
Define poisson nnd distribution.

return exp(—s)

def goe(s):
"""Defines goe nnd distribution.

return 0.5 math. pixssexp(—0.25%math. pi*ssks)

def gue(s):
"""Defines gue nnd distribution .

return (32/(math. pix*2))*s*sxexp(—(4/math.pi)*sx*s)
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def

gse(s):

"""Defines gse nnd distribution.

PI = math. pi

return (2 18)/((3% % 6) % (PLs %3))) (s #5d)sexp( — (64/(9% P1)) x (s % x2))

brody (s, v):

"""Defines the Brody distribution.

a_v = scipy.special.gamma((v + 2.0)/(v + 1.0))
a_v a_v**(v + 1.0)

res = (1.0 + v)xa_vs(ss*v)xexp(—a_v*(sx*(v + 1.0)))
return res

berry_robnik (s, r2):
"""Defines the Berry Robnik distribution

for a superposition of a Poisson and a GUE dist.
PI = math.pi
rl = 1—r2

res = (32.0/(PIx#2))x(r2%*4)*(s*%2) + (8/PI)srl*r2*r2x*s + rlx=2
res = resxexp(—(4.0/PI)x((r2%s)x*x2))

res = res + (2xrl*r2 — rlsrlsr2ss)*( 1 — erf(2r2%s*(Plxx—0.5)) )
return resxexp(—rl#s)

f test_brody (v):

"""Plots the Brody nnd with gaussian ensembles.

linspace (0, 5, 200)

@
n

plt. figure (1)
plt.plot(s, brody(s,v), 'r.—’, label="Brody, v = " + str(v))
plt.plot(s, goe(s), ’b’, label = *GOE’)
plt.plot(s, gue(s), 'k’, label = 'GUE")
plt.plot(s, gse(s), 'g’, label = 'GSE’")

plt.legend (loc=4, ncol=1, shadow=False)
plt.xlabel(’s")
plt.ylabel ("P(s)’)

plt.show ()

test_br(r2):
"""Plots the Brody nnd with gaussian ensembles.

linspace (0, 5, 200)

@
n

plt.figure (1)
plt.plot(s, berry_robnik(s,r2), "r.—’, label="Berry—Robnik, v = " + str(r2))
plt.plot(s, poisson(s), ’y’, label = ’Poisson’)

plt.plot(s, goe(s), 'b’, label = "GOE”)

plt.plot(s, gue(s), 'k’, label = 'GUE")

plt.plot(s, gse(s), 'g’, label = 'GSE’)

plt.legend(loc=4, ncol=1, shadow=False)
plt.xlabel(’s”)
plt.ylabel ("P(s)’)

plt.show ()

f weyl_law (A, L, C, data, spacing = 100):

"""Plots the experimental spectral staircase with
the expected Weyl formula.

# Loads data from a file.
k = loadtxt(data)
k = sqrt(sort(k))

temp = 1.0/(4% math. pi)

points = linspace (0, max(k), spacing)
counts = zeros(points.shape[0])
weyl = (Axtemp)=* pointsxpoints — (Lktemp)*points + C

for i in range(0, len(counts)):
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for j in range(0, len(k)):
if k[j] < points[i]:
counts[i] = counts[i] + 1

plt.figure (1)
plt.plot(points*points, counts, 'ro’, label="Numerical Data")
plt.plot(points«points, weyl, ’b’, linewidth = 2.0, label="Theoretical")
plt.xlabel (*$kA{2}$")

plt.ylabel ("N(k)’)

plt.legend(loc=4, ncol=2, shadow=True)

plt.figure (2)

plt.plot(pointsxpoints , weyl—counts, 'k’)
plt.xlabel (*$Sk*{2}$")

plt.ylabel ("SN_{Weyl} — N_{obs}$")
plt.grid (True)

plt.show ()
print 'Mean value of N_fluc: ’, mean(weyl—counts)

return None

def spacing(A, L, C, k):
""" Computes the nearest neighbour spacing distribution .

First , we normalize the k’s using Weyl law in order to obtain

a spectra with mean nnd equal to 1 (setting hbar = 1 = 2m).
After that we compute the neighboor distances. It can be
utilized for relativistic and non—relativistic billiards ,

the latter with vanishing perimeter contribution, and C = —1/12.

# Prefactor Weyl Law.
temp = 1.0/(4 math. pi)

# First, normalize the ecigenvalues using Weyl Law,

# for relativistic billiards , the perimeter correction
# vanishes, L = 0

normalized = zeros(k.shape[0])

normalized = (Axtemp)skxk — (Lxtemp)*k + C

ps = zeros(k.shape[0]—1)

for i in range(0, k.shape[0] — 1):
ps[i]l = normalized[i+1] — normalized[i]

return ps

def plot_histogram (ensemble, data, A, L, C, start = 0, end = 5, bins = 50, v = 0, r2 = 0):
""" Plots the histogram of the nearest neighboor spacing distribution .

Add a description here.

s = linspace(start , end, 100)

if ’goe’ in ensemble:
ps = goe(s)
plt.plot(s, ps,
if ‘gue’ in ensemble:
ps = gue(s)
plt.plot(s, ps, 'b’, label = 'GUE")
if ’gse’ in ensemble:
ps = gse(s)
plt.plot(s, ps, ’'k’, label = 'GSE")
if ’poisson’ in ensemble:
ps = poisson(s)
plt.plot(s, ps, ’g’. label = ’Poisson’)
if “brody’ in ensemble:
ps = brody(s, v)
plt.plot(s, ps, 'c¢’, label = r’Brody, $ \nu $ = * + str(v)[0:6])
if ’br’ in ensemble:
ps = berry_robnik (s, r2)
plt.plot(s, ps, 'm’, label = r’Berry—Robnik, $ \rho_2 $ = * + str(r2)[0:6] )

*, label = 'GOE’)

plt.legend(loc = 1, ncol=1, shadow = True)

Loads data from a file.
= loadtxt(data)
= sqrt(sort(k))

S

plt.hist(spacing (A, L, C, k), bins, facecolor="white’, normed = 1)
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e,

e,

print "Mean spacing: spacing (A, L, C, k).mean()
plt.xlabel('s’)
plt.ylabel ("P(s)’)

plt.grid(True)
plt.show ()

return None

trap(a, b, N, v):
Trapezoidal integration rule for the Brody
distribution .

res = 0.0

s = 0.0

h = (b—a)/float (N)

for i in range(1l, N, 2):
s = s + 4.0«brody(a + ixh, v)

for i in range(2, N, 2):
s = s + 2.0%brody(a + ixh, v)

res = (h/3.0)*( brody(a, v) + brody(b, v) + s )

return res

trap2(a, b, N, r2):
res = 0.0
s = 0.0
h = (b—a)/float (N)
for i in range(1l, N, 2):
s = s + 4.0xberry_robnik(a + ixh, r2)
for i in range(2, N, 2):
s = s + 2.0xberry_robnik(a + ixh, r2)
res = (h/3.0)%( berry_robnik(a, r2) + berry_robnik(b, r2) + s )
return res
inte_nnd (ensemble, data, A, L, C, brody = 0, br = 0, endfit = 0, dist = 100):
Computes the integrated nearest neighbour distribution.
# Loads data from a file.

k = loadtxt(data)
k = sqrt(sort(k))

ps = spacing(A, L, C, k)

points = linspace (0, max(ps), dist)
counts = zeros(points.shape[0])
i_ps = zeros(points.shape[0])

# Computes the cumulative distribution from data.
for i in range(0, len(counts)):
for j in range(0, len(ps)):
if ps[j] < points[i]:
counts[i] = counts[i] + 1

# Computes the expected integrated nnd.

if ensemble == ’goe’:
for i in range (0, len(points)):
i_ps[i] = quad(goe, 0, points[i])[0]

elif ensemble == ’gue’:
for i in range(0, len(points)):
i_ps[i] = quad(gue, 0, points[i])[0]
elif ensemble == “gse’:
for i in range(0, len(points)):
i_ps[i] = quad(gse, 0, points[i])[0]
elif ensemble == ’poisson’
for i in range(0, len(points)):
i_ps[i] = quad(poisson, 0, points[i])[0]

else:
print Error, unknow ensemble
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# Brody distribution optimization.

50

it brody ==
brody_cum = lambda v, s: trap(0, s, 400, v)
errfunc = lambda v, s, y: brody_cum(v, s) — y
# The initial guess is the parameter from the gaussian ensemble.
if ensemble ‘poisson
v_init = 0
elif ensemble == ’goe :
v_init =1
elif ensemble == ’gue':
v_init = 2
elif ensemble == “gse’:
v_init = 4
# Select the range to do the fit
if endfit != 0:
fim = 0
while points[fim] <= endfit:
fim = fim + 1
else:
fim = len(ps)
v_opt, success = optimize.leastsq(errfunc, v_init, args=(points[0:fim], counts[0:fim]/len(ps)))
print The optimized v is: °, v_opt, success
# Berry—Robnik distribution optimization.
if br == 1:
br_cum = lambda r2, s: trap2(0, s, 400, r2)
errfunc = lambda r2, s, y: br_cum(r2, s) —y
r2_opt, success = optimize.leastsq(errfunc, 0.5, args=(points, counts/len(ps)))
print The optimized rho_2 is: r2_opt, success
# Plots fiures with resulting integrated nnd.
plt.figure (1)
pl. plt.plot(points, counts/len(ps), 'r—’", label = "Numerical Data")
p2. = plt.plot(points, i_ps, 'k——’ label = ensemble.upper())
if brody == 1 and br == 0:
p3, = plt.plot(points, trap(0, points, 600, v_opt), "g—’, label = r’Brody, $ \nu $§ = * + str(v_opt)[0:6] )
elif br == 1 and brody == 0:
p3, = plt.plot(points, trap2(0, points, 600, r2_opt), 'g—’, label = r’Berry—Robnik, $ \rho_2 $ = " + str(r2_opt)[0:6]
elif br == 1 and brody == 1:

trap (0, points ,

p3. = plt.plot(points , 600, v_opt), 'g—", label = r’Brody, $ \nu $ = * + str(v_opt)[0:6] )
p4, = plt.plot(points, trap2(0, points, 600, r2_opt), 'b—’, label = r’Berry—Robnik, $ \rho_2 $ = *~ + str(r2_opt)[0:6]
plt.xlabel(*$s$ ")
plt.ylabel ("$I(s) = \int_0%s \! p(s) \,ds$")
plt.legend(loc = 4, ncol=1, shadow = True)
# Plots figures with errors.
plt.figure (2)
pl, = plt.plot(points, counts/len(ps) — i_ps, 'k’, label = ’Error: Numerical data — ° + ensemble.upper() )
if brody == and br == 0:
p2. = plt.plot(points, counts/len(ps) — trap (0, points, 600, v_opt), 'r’, label = ’Error: Brody Fit’)
elif br == 1 and brody == 0:
p2, = plt.plot(points, counts/len(ps) — trap2(0, points, 600, r2_opt), 'r’, label = "Error: Berry—Robnik Fit ")
elif br == 1 and brody == 1:
p2, = plt.plot(points, counts/len(ps) — trap (0, points, 600, v_opt), 'r’, label = "Error: Brody Fit")
p3, = plt.plot(points, counts/len(ps) — trap2(0, points, 600, r2_opt), 'b’, label = "Error: Berry—Robnik Fit ")
plt.xlabel (" $s$7)
plt.ylabel ("$\Delta 1$°)
plt.legend(loc = 4, ncol=1, shadow = True)
plt.grid(True)
plt.show ()

return None

)

)
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