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Resumo

Neste trabalho estudamos um modelo de cadeia alimentar de trés espécies, proposto
inicialmente por Hastings e Powell, que apresenta dinamica cadtica. Propomos uma ver-
sao espacial deste modelo onde os predadores se alimentam apenas das presas que se
encontram em uma vizinhanca finita de sua posicao no espaco. Mostramos que a intro-
dugao de interagoes de alcance finito provoca a formagao espontanea de padroes (clusters)
na distribuicdo espacial das espécies. Além disso, a dinamica dos valores médios de cada
populagao muda qualitativamente em relagdo ao atrator cadtico presente no modelo orig-
inal. Os parametros fundamentais do modelo espacial sao os alcances das interacoes das
duas espécies dos niveis troficos superiores. Mostramos que o tamanho e a quantidade de
clusters formados dependem dos valores desses raios de alcance. A razao entre os raios
também determina se a dindmica média do sistema seré cadtica ou se tendera a um ponto

de equilibrio estavel.
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Abstract

In this work we study a model food web with three species, originally proposed by
Hastings and Powell, that exhibits chaotic dynamics. We propose a spatial version of this
model where the predators seek their preys only in a finite neighborhood of their home
location. We show that the introduction of finite range interactions leads to the sponta-
neous formation of patterns (clusters) in the spatial distribution of the species. Besides,
the dynamics of the average value of each population changes qualitatively with respect
to the chaotic attractor present in the original model. The fundamental parameters of
the spatial model are the ranges of interaction of the two higher trophic species. We show
that the number and size of the clusters depende on size of these interaction radii. The
ratio between them also determines if the average population dynamis will be chaotic or

will tend to an stable fixed point.
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Introducao

Cadeias alimentares do tipo predador-presa sao exemplos classicos de aplicagao da
teoria de sistemas dindmicos & ecologia. Modelos nao-lineares onde trés ou mais espécies
interagem podem exibir comportamentos extremamente ricos e interessantes, incluindo
dinamicas cadticas. Esse fato tem atraido a atencao de bidlogos, fisicos e matematicos,
propiciando uma fértil interacdo entre essas disciplinas. Neste trabalho, analisaremos
um modelo bastante conhecido, onde trés espécies interagem através de predacao. Nossa
contribuicao principal serd a construcao de uma versao deste modelo que leve em conta
interagoes espaciais de curto alcance entre os individuos das diferentes espécies. Nosso
objetivo é estudar a influéncia do alcance finito de interagao entre individuos na dindmica
e na distribui¢ao espacial das espécies. Faremos a seguir uma breve introducao sobre o
campo da Ecologia e sobre modelos de miultiplas espécies em ecologia. No final desta

introducao descrevemos de maneira sucinta o contetido desta dissertacao.

0.1 Ecologia

A ecologia moderna pode ser subdividida em trés categorias: a ecologia do individuo,

a ecologia das espécies (biologia populacional) e a ecologia das comunidades.



A ecologia do individuo investiga as exigéncias dos individuos de uma certa espécie
quanto ao meio ambiente (tolerancia climéatica, ciclo de vida, recursos necessarios e fa-
tores de controle de sobrevivéncia) e estuda quais adaptacoes esses individuos devem ter
para viver com sucesso no meio ambiente especifico de sua espécie. Do ponto de vista
da ecologia do individuo, o meio ambiente, tanto o bidético como o fisico, é o principal
responsavel pela selegao natural.

A ecologia das espécies tem como principal objeto de estudo uma determinada popu-
lacdo que estd em contato com populacoes de outras espécies. Chamamos de populagao
um grupo de individuos da mesma espécie que tém uma grande probabilidade de inter-
agir uns com os outros. Ao estudarmos uma populagdo tentamos descrevé-la através de
sua densidade populacional, da sua taxa de crescimento em condicoes variaveis, além dos
parametros que controlam o seu tamanho (taxas de nascimento e mortalidade e expec-
tativa de vida, por exemplo). Assim, a biologia populacional é, por sua natureza, uma
ciéncia que tem interesse em entender, explicar e prever a dinadmica das populacoes.

Existem diferentes tipos de interacao entre pares de espécies como, por exemplo, a
competicao, a predacao e o mutualismo, entre outras.

A situagdo na qual varios individuos de uma mesma espécie (ou de varias espécies
diferentes) inibem uns aos outros ou dependem do mesmo recurso limitado! é chamada de
competicao. Ela é caracterizada por um efeito negativo de um individuo sobre o outro e é
de grande interesse tanto para a biologia evolucionaria quanto para a ecologia. Ela é um

dos principais mecanismos da selecao natural, além de ser um dos fatores de controle do

INo caso de animais esse recurso geralmente é comida; no caso de plantas pode ser luz e para animais
marinhos que vivem em mar profundo pode ser o espago. Ou seja, chamamos de recurso qualquer fator,
fisico ou bidtico, essencial para o organismo.



tamanho de populagoes que competem, podendo em casos extremos ser a responsavel pela
extin¢ao de uma das espécies. No entanto, uma competicao séria nao ocorre se o principal
recurso necessario for abundante. Como a maioria das espécies nao depende inteiramente
de um tnico tipo de recurso, mesmo havendo escassez do principal elas recorrem a recursos
alternativos e, no caso de espécies que competem, estes sao geralmente diferentes.

A competicao, juntamente com a predagao, é um dos fatores dependentes da densidade
mais importantes no controle do crescimento populacional.

A predagao é um outro tipo de interagdo que envolve o consumo de uma, espécie por
outra, onde chamamos de predadora a espécie que se alimenta da presa. E interessante
que o processo da predagao pode provocar flutuagoes ciclicas ou irregulares no nimero de
individuos das populacoes de algumas espécies.

Ha casos onde os predadores, ao serem inseridos numa nova regiao, tém efeitos dev-
astadores sobre certas espécies de presas podendo, em situacoes extremas, eliminar uma
dessas espécies. No entanto, em geral, alguns individuos sobrevivem e a populacao da
presa se recupera do desastre causado pela populacao predadora. Dessa forma, as nu-
merosas interagoes entre presas e predadores preenche uma area ativa de pesquisa em
ecologia.

H4 ainda um outro tipo de interacao muito interessante mas menos estudada, o mu-
tualismo, onde uma espécie beneficia a outra.

A ecologia das comunidades é totalmente diferente da ecologia de individuos ou pop-
ulagoes, sendo o seu interesse principal a composicao e a estrutura de comunidades que
consistem de diferentes espécies. Atualmente, esse tipo de ecologia tem se preocupado

mais com as comunidades de plantas e sua distribui¢ao geografica. O que é evidente é que



a composicao de uma comunidade é resultado de uma interacao altamente complexa de
fatores historicos, fisicos e bioticos e que, na maioria dos casos, é previsivel apenas aprox-
imadamente. Os fatores que influenciam a composicao, como as caracteristicas fisicas do
meio ambiente e a presenca de competidores e doengas, sao geralmente aparentes, mas a
importancia relativa desses fatores pode ser fortemente influenciada pelas contingéncias
histoéricas.

Em ecologia ainda existem muitas controvérsias e poucas delas parecem ter sido re-
solvidas, embora exista uma visao dominante para todas elas. A resposta correta para
muitas dessas controvérsias parece ser o pluralismo: diferentes tipos de organismos podem
obedecer diferentes regras. Quando dois autores discordam com respeito a solucao de um
determinado problema de ecologia, nao é necessariamente verdade que um deles esteja
errado; pode se tratar simplesmente de um caso de pluralismo.

E claro que nem todas as situacdes na natureza podem ser previstas pela pesquisa
ecoldgica, como certos desastres ecologicos que envolvem varias espécies. Mas em al-

guns casos a anélise ecologica pode ser fundamental para prevenir um ato que causaria

consequéncias desastrosas.

0.2 Modelos Ecologicos de Miiltiplas Espécies

Uma 4area de pesquisa de grande interesse atualmente é a que se refere a modelagem
de maltiplas espécies [2]-[8] e do crescimento de populagbes espaciais.
De um lado, alguns pesquisadores tém o interesse em descrever sistemas biolégicos

através de equacoes de probabilidade; por outro lado, existem pessoas que se dedicam a



modelos deterministas com caracteristicas matemaéticas interessantes.

Tanto os modelos deterministas como os estocésticos tém papéis importantes na analise
de qualquer sistema particular. A dedicacao a somente um tipo de aproximacgao pode levar
a andlises erréneas. Se o nimero de individuos na populacdo nunca é pequeno, entao
um modelo determinista é suficiente para descrever o comportamento biolégico; mas se a
populagdo se torna pequena, entdo é vital uma andlise estocastica do problema [8]. Ainda,
é fundamental que ao tratar qualquer sistema nao se infira sobre o desenvolvimento de um
populacdo baseado num tnico experimento, ja que diferentes realizacoes de um mesmo
processo podem variar enormemente.

Uma area na qual os deterministas tém se dedicado bastante é na aplicacao da Teoria
do Caos. Modelos nao lineares aparentemente triviais como a equacao logistica, por
exemplo, oferecem uma rica diversidade de comportamentos matematicos. Dessa forma,
uma caracteristica marcante é que modelos simples, puramente deterministas, podem
originar comportamentos totalmente imprevisiveis.

Assim, ao considerar a matemética na biologia é preciso desenvolver modelos cuja
forma se baseie em consideracoes mateméticas simples. Como Maynard Smith explica, a
teoria nao desempenha na ecologia o mesmo papel que na genética de populagoes, talvez
porque nao exista nada em ecologia comparavel as leis de Mendel.

Os organismos em geral nao vivem em populacoes isoladas, mas juntamente com
organismos de outras espécies. Embora muitas dessas espécies nao afetem as outras,
em alguns casos elas irdo interagir na forma de predagao [9]-[21], reprodugdo [22]- [29] ou
competicao por recursos como comida ou espaco.

Nos 1ltimos anos percebeu-se que o espaco fisico pode ter um papel fundamental no



resultado da evolucao temporal de populagoes, pois os individuos raramente se misturam
homogeneamente por todo o sitio, mas se desenvolvem separadamente em sub-regiGes. As-
sim, existe uma forte evidéncia da importancia da dispersao no controle tanto do tamanho
de muitas populagoes na natureza como nas suas variagoes locais de densidade [8]. Esse
estudo tem implicagdoes em ecologia no que se refere ao entendimento da dindmica de
sistemas tipo predador-presa.

O comportamento obtido considerando-se populagoes distribuidas homogeneamente no
espaco, onde cada individuo interage de modo uniforme com todos os seus vizinhos, pode
ser drasticamente modificado quando interacoes de curto alcance, onde cada individuo
interage apenas com seus vizinhos mais proximos, sao consideradas. Um exemplo disso
é que a probabilidade de um predador atacar uma presa na sua vizinhanca imediata é
maior do que a probabilidade dele atacar uma presa muito distante.

No entanto, a introducao de uma componente espacial nas equagoes que descrevem
a evolucao das populacgoes torna até mesmo as solugoes aproximadas dificeis de serem
obtidas. A saida é entdo recorrer a uma andlise numérica por meio de simulages.

Neste trabalho estudamos um modelo espacial de dinamica populacional que apresenta
interacoes de curto alcance, comparando os resultados com um modelo anilogo homogé-
neo apresentado por Hastings e Powells [9]. O sistema no qual nos baseamos é de tempo
continuo e trata-se de uma cadeia alimentar com trés niveis, onde um predador superior se
alimenta do predador secundério que, por sua vez, se alimenta de individuos de uma ter-
ceira espécie. Mostrou-se que a dinamica de tal sistema exibe um comportamento cadtico
ou, mais especificamente, a dindmica irregular de um atrator para um certo conjunto de

parametros biologicamente razoaveis. Estamos interessados em verificar o comportamento



desse sistema quando distribuido no espaco.

Com o objetivo de descrever as influéncias espaciais deve-se optar pela escolha de um
modelo discreto ou continuo, o que depende dos diferentes niveis de detalhamento espacial
que se deseja obter sobre o fendmeno estudado; deve-se ter consciéncia de quais detalhes
em um certo nivel sdo importantes na determinacao de fenémenos em outros niveis e quais
podem ser ignorados [30].

Para isso, o primeiro passo neste trabalho foi discretizar as equacoes diferenciais orig-
inais e obter um mapa de iteracao. No mapa, assim como nas equacoes diferenciais
originalmente propostas por Hastings e Powell, existem apenas trés variaveis, =, y e z,
representando a densidade total de cada uma das espécies presentes. O comportamento
apresentado pelo sistema que descreve esse mapa é semelhante aquele apresentado pelas
equagoes diferenciais, ou seja, a dindmica de um atrator estranho. Dessa forma, podemos
garantir que, qualitativamente, os resultados que obtemos com esse modelo discreto sao
os mesmos obtidos com o modelo continuo.

Finalmente, introduzimos o espaco e inserimos as interacoes de curto alcance nas
equacoes discretas. O espaco serd introduzido na forma de uma rede quadrada discreta
de N x N pontos com condi¢oes de contorno periddicas. Em cada sitio £ da rede, as
densidades populacionais serao z, yr € zx. Assim, o nimero total de variaveis passa a
ser 3N2. Consideramos que apenas os predadores superior e secundario tém mobilidade,
de forma que somente os raios de acao destes estejam presentes no sistema de equacoes a
ser estudado.

As simulagoes mostram que a insercao do espago leva & formagao de padroes, os quais

apresentam uma relacao com os valores dos raios escolhidos. Diversas formas de padrao



tém sido um assunto de grande interesse, conforme pode ser visto em [31] e [32].

Para cada passo de iteracao de cada simulagao realizada calculamos as populacoes

s 1: A PN . — x — — z
médias de cada uma das trés espécies, ou seja, T = % Y= % ez = ZJ\’;z’“. Uma

7
vez que a configuragdo espacial atinge uma situagao estacionaria comparamos a dindmica
de 7, ¥ e Z com aquela do sistema homogéneo. Um dos nossos interesses é verificar se o
atrator cadtico de Hastings e Powell é robusto frente as distribui¢oes espaciais.

Como um 1ltimo comentéario, notamos que o modelo homogéneo de Hastings e Powell
pode ser visto como uma aproximacao de campo médio da dinamica espacial: assumindo
que o efeito de todos os individuos possa ser substituido por uma interacao média, igual
para todos, podemos eliminar o espaco e tratar daquilo que acontece em média com um
individuo tipico do sistema. A formagao de padrdes espaciais nao-homogéneos é uma
quebra da aproximacao de campo médio.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1 fazemos uma re-
visao dos modelos populacionais de Lotka-Volterra, inclusive do modelo introduzido por
Hastings e Powell. No Capitulo 2 apresentamos a constru¢ao do modelo discreto baseado
no modelo de Hastings e Powell e introduzimos as interagoes espaciais de curto alcance .
Nos Capitulos 3 e 4, respectivamente, fazemos a anélise da dindmica do modelo homogé-

neo discreto e apresentamos as simulacoes do modelo espacial juntamente com a anéalise

da dinamica das populagoes médias.



Capitulo 1

Modelos Populacionais de

Lotka-Volterra

Uma das primeiras representacoes do comportamento predador-presa foi construida
independentemente por Lotka [33] e Volterra [34], onde foram consideradas somente duas
espécies, uma predadora e uma presa. Com esses trabalhos foi possivel mostrar que mod-
elos que envolvem predacao apresentam comportamentos ciclicos cuja amplitude depende
fortemente das condigGes iniciais [35]. Nesse tipo de modelo onde existem somente duas
variaveis interligadas (predador e presa, nesse caso) nunca ocorrerd um comportamento
cadtico. Por isso, é bem mais simples determinar os pontos de equilibrio e sua estabil-
idade analiticamente, o que se torna mais dificil ao considerarmos mais espécies. Por
outro lado, modelos que envolvem mais espécies proporcionam o aparecimento de dinami-
cas bem mais interessantes (como por exemplo os atratores), capazes de tentar descrever
comportamentos da natureza que os modelos de duas espécies nao conseguem.

Um modelo interessante que envolve mais espécies é aquele apresentado por Hastings



e Powell [9], o qual descreve uma cadeia alimentar de trés espécies. Tal modelo pode
apresentar a dinamica de um atrator estranho, a qual é bem mais complicada do que
aquela obtida por Lotka e Volterra. Os pontos de equilibrio desse sistema sao facilmente
determinados; no entanto, a andlise de sua estabilidade torna-se muito complicada, até
mesmo porque o modelo envolve varios parametros. Mesmo assim, através de uma anéalise
numeérica é possivel estudar comportamentos muito interessantes nao previstos por mod-

elos de duas espécies.

1.1 Modelo de Lotka-Volterra de Duas Espécies

Apresentamos a versao mais simples do modelo de Lotka e Volterra [35], o qual assume

as seguintes hipoteses:
e na auséncia do predador a populacao da presa aumenta exponencialmente;
e na auséncia da presa a populacao do predador morre exponencialmente;

a 'taxa por predador’ em que as presas sao mortas ¢ uma func¢ao linear do nimero

de presas;

cada morte de presa contribui identicamente para o aumento da populacao do

predador.

Denotaremos o ntimero de presas por H e o numero de predadores por P.

10



De acordo com a primeira hipotese, se tivermos P = 0, entao a taxa de variacao do

numero de presas deve ser dado por:

onde 7 é a taxa intrinsica de crescimento da presa na auséncia do predador. A segunda

hipo6tese implica que quando H = (0 devemos ter:

— = —kP
dt ’

onde k é a taxa de declinio do predador na auséncia da presa; ou seja, 1/k é o tempo
de vida médio do predador. A terceira hipotese diz que a taxa de mortalidade da presa
pelo predador é proporcional ao produto do nimero de presas e de predadores, ou seja
bHP, onde b é uma constante. E a tltima hipotese diz que a contribuicao da predacao
para a taxa de crescimento da populacao do predador é dada por cH P, onde ¢ também
¢ uma constante. Assim, o conjunto de equacoes que rege a dindmica das presas e dos

predadores é dada por:

aH = rH—-bHP

dt

dpP

— = cHP - kP. 1.1

A anélise da estabilidade desse sistema é feita inicialmente determinando quais os seus

pontos de equilibrio. Para isso tomamos % =0e % = 0 e encontramos duas solucoes:

11



e H=0eP=0e

e P =

°
I
SN b
o3

A estabilidade desses pontos pode ser determinada ao fazermos uma perturbacao pe-
quena em torno desses pontos e analisarmos somente os termos lineares da expansao
(veja Apéndice). Com essa anéalise concluimos que o ponto no qual ambas espécies estao
ausentes é instavel. No entanto, o ponto correspondente a existéncia de ambas espécies nao
é nem assintoticamente estavel nem instavel; na verdade, essa solugao representa um con-
junto de curvas fechadas cujas amplitudes sao determinadas unicamente pelas condicoes
iniciais. Assim, por exemplo, se o sistema comeca com um ciclo de grande amplitude
esse ciclo se estendera com a mesma amplitude; nao ha nenhuma tendéncia para que a
amplitude do ciclo se altere no decorrer do tempo.

Este modelo representa uma primeira tentativa em descrever sistemas ecolégicos e, com
certeza, nao apresenta uma dindmica realista, j4 que pequenas modifica¢oes nesse modelo
podem conduzir a enormes mudancas na sua dinamica. Pelo fato do modelo apresentar
oscilagoes cujas amplitudes dependem exclusivamente das condigoes iniciais, uma pequena
modificacao nas hipoteses pode levar a oscilagoes que crescem indefinidamente ou que se
aproximam de um ponto de equilibrio. Pelo fato de todos os modelos em ecologia serem
essencialmente simples, tal comportamento sensivel do resultado a mudancas na base do
modelo nao sao desejaveis nem realistas.

De qualquer forma, diversos modelos que incluem modificacoes nas hipodtese apre-
sentadas por Lotka e Volterra se sucederam com o intuito de torna-lo mais realista. Uma

destas modificagoes pode ser vista por exemplo em [35], onde a populagdo da presa cresce

12



logisticamente na auséncia do predador ao invés de linearmente como apresentamos. Uma
analise mais rigorosa e detalhada sobre os modelos de Lotka e Volterra pode ser encontrada

em [5].

1.2 Modelo de Hastings-Powell de Trés Espécies

Embora o estudo de sistemas envolvendo somente duas espécies tenha levado a im-
portantes conclusoes na area da biologia populacional, tem havido grande interesse em
considerar cadeias alimentares com mais espécies. A pesquisa envolvendo cadeias com
trés ou mais espécies tem mostrado a ocorréncia de dindmicas muito complexas [36]-[38],
onde podem ocorrer caos, atratores estranhos e fractais.

O sistema que descreve a cadeia alimentar de Hastings e Powell é apresentado em [9]
e trata-se de um modelo simples de trés espécies que incorpora uma fungao resposta nao-
linear em ambas espécies consumidoras. Denotamos a espécie no nivel mais inferior da
cadeia por X, a espécie que se alimenta de X por Y e a espécie que se alimenta de Y por
Z. As letras X, Y e Z se referem tanto ao nome das espécies como as suas populacoes.

O modelo proposto em [9] é entdao dado por:

dX X

= - | = Y
T RoX (1 Ko) C1F(X)
ay

—= = RX)Y = B(Y)Z - DY
dz

com

13



AU

B =548

representando a funcgao resposta. A varidvel T representa o tempo; as constantes R, e
K, sao, respectivamente, a taxa de crescimento intrinsica e a capacidade limite de X. As
constantes C;' e Cy sio as taxas de conversdo de presas em predadores para as espécies
Y e Z, respectivamente; D; e Dy sao as taxas de mortalidade constantes das espécies Y e
Z, respectivamente. As constantes A; e B; para i = 1,2 parametrizam a funcao resposta;
B; equivale ao nivel da populacao da presa onde a taxa de predagao por unidade de presa
é a metade do seu valor maximo.

As principais diferencas entre esse modelo e o proposto por Lotka-Volterra sao, além
do nimero de espécies envolvidas, as seguintes: a presa X, quando deixada isolada, atinge
um valor de equilibrio finito K, ao invés de crescer indefinidamente de forma exponencial.
Além disso, a interagao bi-linear do tipo XY entre as espécies é substituida por uma forma
nao linear F(X)Y (veja discussdo abaixo).

Esse modelo apresenta 10 parametros, o que torna sua anélise muito dificil. Podemos,
no entanto, tornar esses parametros adimensionais [39] e [40], sem perda de generali-
dade!; com isso, reduzimos o niimero de parametros e determinamos quais combinacoes

de parametros controlam o comportamento do sistema. Assim, escolhemos:

L Ao analisarmos modelos estamos interessados em estabelecer parametros ou combinacdes destes que
determinem estabilidade; assim, um conceito importante é o de parametros adimensionais (parametros
sem unidades). Mas a estabilidade do modelo e da populagdo obviamente ndo pode ser alterada se
consideramos diferentes unidades. Desta forma, a estabilidade pode depender somente de grupos de
parametros adimensionais e de combinagtes destes onde as unidades se cancelem [35].
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r = Ky
oy
y - KO Y
&V
zZ = =,
2K,
t = R()T

Fazendo essas substituigoes no sistema de equagoes (1.2) chegamos ao seguinte sistema,
onde as varidveis z, y e z representam uma medida adimensional do tamanho das popu-

lacoes:

o = a1-2) - Al
Y = h@y- hl)e—dy (1.3
% = fa(y)z — daz.

Se somente a espécie x estiver presente, vemos que a expressao para x se reduz a um
termo logistico; os parametros d; (i = 1,2) sdo as taxas de mortalidade das espécies y e
z, respectivamente, e as fungoes

a;u

fi(u) =

)

comi=1,2eu =uz,y, se tratam das funcoes resposta de Holling tipo II, introduzidas no

estudo da ecologia de invertebrados. Para uma densidade pequena de presas essa fungao
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descreve o consumo pelo predador como uma funcao crescente do niimero de presas até
que, para densidades maiores de presas, a taxa de consumo satura porque cada predador
pode se alimentar somente de um ntmero finito de presas em cada instante de tempo.
Conforme o nimero de presas aumenta, a taxa de predacao se torna menos dependente
da populagao de presas e dependente somente da populacao de predadores.

Para descrever a diminuicao da predacao para baixas densidades de presas usa-se a
funcao de Holling tipo III, que é dada por:

a;u?

= e

Um estudo sobre a influéncia na escolha da fungao resposta em comportamentos com-
plexos pode ser visto em [14].

Os parametros desse sistema sao a1, as, b1, by, di € do e seus valores estao apresenta-
dos na tabela abaixo [9]. A escolha destes valores é baseada em dois fatores: primeiro,
desejamos investigar cadeias alimentares biologicamente razoaveis e, segundo, queremos
determinar se dindmicas cadticas sao possiveis.

Consideramos, entao, que a escala de tempo natural da interacao entre as espécies Y
e Z é substancialmente maior do que entre X e Y, o que significa d; bem maior do que
do. Ainda, uma das formas de gerar caos é ’forcar periodicamente’ sistemas nao lineares
que ja exibem comportamento de ciclo limite. Assim, os valores dos parametros restantes
sao escolhidos de forma que ao considerarmos o par de espécies X e Y na auséncia de Z
ouo par Y e Z com X constante ocorra um comportamento ciclico. Com isso, reduzimos

o nimero de parametros do problema e concentramos as investigacoes na variacao de by
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mantendo os demais parametros fixos.

Parametros adimensionais | Valores dos parametros
usados nas simulagoes
ay 5.0
by 22a36
as 0.1
by 2.0
dy 0.4
da 0.01

Tabela 1: Valores dos parametros adimensionais usados nas simulagoes.

Dependendo da escolha do valor de by, o sistema (1.3) pode exibir estabilidade, com-
portamento de ciclo limite ou uma dindmica cadtica no espaco z, y, z. Como estamos inter-
essados em entender a dindmica cadtica, escolhemos um valor de b; que leva a esse tipo de
comportamento (b; = 3.0) [9]. Uma explicagdo mais detalhada do procedimento tomado
para a escolha desse parametro é apresentada no Capitulo 3. No momento nos atemos a
apresentar somente a dindmica descrita pelo sistema de equagdes (1.3) ao considerarmos
os valores dos parametros explicitados acima.

A principio deixamos o sistema evoluir 2000 unidades de tempo, mas analisamos so-
mente as tltimas 1000 unidades de forma a eliminar o transiente inicial. Na Figura 1.1

mostramos os graficos da populagdao de cada uma das espécies em funcao do tempo bem
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como o grafico de fases tridimensional das trés espécies. Os gréficos de evolugdo tem-
poral apresentam um comportamento irregular caracterizado por um nimero variével de
maximos secundarios entre os maximos primérios para as espécies X e Y. Isso nao é
o resultado de um transiente, mas representa o comportamento ca6tico de um atrator.
O atrator obtido se assemelha & superficie de uma xicara de ponta cabeca, embora as
solugoes do sistema nao estejam sobre a superficie.

Para descrever o comportamento deste atrator comecamos com a espécie predadora
z na alga da xicara na parte mais estreita. Sendo o nimero de individuos muito grande
nesse ponto a sua populagao diminui rapidamente recaindo na parte mais larga da xicara.
Isso permite que o nimero de individuos das espécies = e y oscile entre varios valores.
Conforme z e y aumentam z também aumenta, diminuindo a intensidade das oscilagoes.
Quando z atinge um valor muito grande (a parte mais estreita da xicara), o nimero de
presas y diminui rapidamente, o que também provoca uma queda brusca no valor de z e

possibilita z atingir seu maximo valor. A partir dai o mesmo processo se inicia novamente.
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Figura 1.1: Dindmica cadtica do sistema proposto por Hastings e Powell. As trajetorias
sao plotadas utilizando os valores dos pardametros da Tabela 1, com by = 3.0. De cima

para baixo temos os grdficos de x vs. tempo, y vs. tempo, z vs. tempo e o grifico de fases
tridimensional.
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Capitulo 2

Uma Versao Espacial do Modelo de

Hastings-Powell

Neste capitulo apresentamos as modificagoes feitas no modelo de Hastings e Powell
com o intuito de introduzir as interagoes espaciais de curto alcance.

A forma mais natural de se introduzir o espago fisico no sistema de equagoes (1.3) é
tornando z, y e z fungdes de 7 e t. No entanto, isso torna as equacoes diferenciais em
equagoes parciais, como uma teoria de campos, as quais sao dificeis de serem resolvidas.
Por isso, optamos por discretizar tanto o tempo quanto o espaco como forma alternativa
para facilitar a anélise do problema. Na se¢ao 2.1 apresentamos o procedimento tomado
para a discretizacao do tempo com o objetivo de obter um mapa que descreva um com-
portamento semelhante ao sistema de equagoes diferenciais. Na secao 2.2 inserimos as
interacoes espaciais no sistema previamente construido através de médias que consideram

uma regido pré-definida onde um determinado individuo pode procurar por alimento.
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2.1 Dinamica Discreta

Para transformar as equagoes diferenciais (1.3) num mapa discreto primeiramente as

escrevemos de uma forma simplificada como:

dfz—ff) = fle(),y(t))
d?iz—it) = g(z(),y(t), 2(t)) 2
dz(t'f) = h(y(t), 2(1))

e escrevemos as derivadas como:

du _u(t+e) —u(t)
dt € ’

onde u pode ser x, y ou z. Assim, temos o seguinte sistema escrito numa forma simplifi-

cada:

xt-l—e — $t+€f($t,yt)
Yyt = Y +e gy, 2h) (2.2)

2t = A +ehy ).

Consideramos que ¢ = 1, o que descreve cada passo da iteracao do mapa. Com isso

chegamos a:
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gt o= 2t + f(2yh)
Yyt o=yt 4 gzt ot 2 (2-3)

Zt+1 — zt—{—h(yt,zt).

Substituindo as fungoes por suas expressoes originais temos:

t
L gt — gty — Y
T z'[(2 - 2") 1+b1xt]
t t
AR e 1-d 2.4
t
1ty 92Y 1-d
‘ gy Tl

No entanto, é preciso fazer uma modificagdo nos termos que descrevem a mortalidade das
espécies y e z. O valor de 1 —d; (i = 1, 2) deve ser positivo e menor do que 1, pois quando
somente a espécie y ou a espécie z estiver presente o niimero de individuos deve diminuir
a cada iteracao, além de nunca assumir valores negativos; isso é garantido pelo fato de
termos d; e dy menores do que 1. Mas ainda é necessario alterar a expressao que descreve
esse termo.

Das equagdes diferenciais (1.3), temos que para somente y ou z presentes essas equagoes

se reduzem a:

dt
dz(t)
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que tém como solucao,

2(t) = z(0)e~%t. (2.6)

Dessas expressdes vemos que u(1) = u(0)e™%, u(2) = u(0)e™2% = u(1)e~%, e assim por
diante, com u sendo y ou z e 7 sendo 1 ou 2. Assim, por inducdo, podemos escrevemos os

termos de mortalidade como’:

t+1 t_—dy

2 = e, (2.7)

Reescremos entdo as equagoes (2.4) com os termos de mortalidade modificados como:

t
tHl b9 — pt) — oy
2= a2 -at) - ]
t t
t+1 — t oz _ gz —d; 2.8
y y[1+b11}t 1+b2yt+e ] ()
t
t+1 92l —d»
z z [1 b +e .

E interessante notar que para d; e do bem menores do que 1 as expressdes e~ % e e~ 9 se
reduzem a 1 — d; e 1 — dy, que sao os termos de mortalidade modificados.

No entanto, ao realizar simulagoes com esse mapa, o comportamento descrito por z,

'Em [35] vemos que a relagdo entre o continuo e o discreto, onde as solugoes sdo dadas por N(t) =
N(0)emt e Nt = R!NO respectivamente, ¢ obtida através de R = e”. Nesse caso, vemos em (2.6) que
r= —di.
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y € z nao se assemelha ao comportamento descrito pelas equagoes diferenciais do modelo
de Hastings e Powell. Mas esse fato nao é preocupante pois nao existe somente um mapa
equivalente ao sistema de equagoes diferenciais. Embora o mapa descrito acima seja o
mais intuitivo de se tentar obter ele nao é o que descreve o sistema corretamente. Nossa
finalidade é entdo encontrar um mapa melhor e, para isso, reescrevemos as equagoes (2.2)

como

ot = ot +ef(at o)
yt+€ _ yt +€g(xt+1 _ Gf(xt’yt)’yt,zt) (2.9)

= ey - eg(at! — ef(at ), ), ).

Expandindo essas equacoes em € e mantendo somente os termos em primeira ordem temos:

l,t-}-e — xt—f-ef(act,yt)

t+e

Yyt =yt +eg(att 2 (2.10)

e = 2t eh(yt 2h).

Fazendo ¢ = 1 e considerando novamente as modificacoes a serem feitas nos termos de

mortalidade, obtemos finalmente o seguinte sistema de equagoes de iteracao:

¢
a1y
o= alf2-at) -
41 t
S L ~d 2.11
y y[1+b1$t+1 1+b2yt+e ] ( * )
t+1
41 _ tp_ 92Y —dy
z Z[il—i—bgyt“ +e %,
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Esse mapa parece ser o ideal a ser estudado. Seu comportamento é idéntico ao compor-

tamento descrito pelas equagoes diferenciais conforme seré visto no préximo capitulo.

2.2 Interacoes de Curto Alcance

Para estudarmos a influéncia das interagoes de curto alcance torna-se necessaria a
introducao explicita do espaco fisico. Da mesma forma que fizemos com o tempo, vamos
considerar o espago como discreto, na forma de uma rede bidimensional com N x N sitios
com condigoes de contorno periodicas.

As interagoes serao introduzidas da seguinte forma: as espécies y e z consomem sua
fonte de alimento dentro de uma regidao a sua volta. Assim, as interagoes dependem nao
do valor da populagdo num tnico ponto do espago (interagdo local), mas do valor médio
da populagao na regiao onde o consumo é feito.

O valor médio da populagao u(7,t) (v = x,y ou z) no instante ¢ no ponto 7 é definido

como:

1 g,
< u' >pem= D u(rht), (2.12)

onde a soma é feita sobre sitios dentro da vizinhanca R(7) de ponto central 7" e Ng() é
o nimero total de sitios nessa vizinhancga. Trabalharemos com vizinhancas circulares por
serem mais simples e simétricas. Nesse caso Np(r ~ mR(F)’.

Para descrever o processo de predacao com interacoes de curto alcance fazemos as

seguintes hipoteses:

e Assumimos que os elementos de x sdao espacialmente fixos. Eles competem local-
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mente apenas entre si através do termo logistico e sao predados por y;

e Os elementos de y tém mobilidade definida pelo raio R,. Dessa forma, eles consomem

as presas T que estiverem a uma distancia menor ou igual a Ry;

e Oselementos de z tém mobilidade definida pelo raio R,. Dessa forma, eles consomem

as presas y que estiverem a uma distancia menor ou igual a R,.

Vamos primeiro calcular a taxa de consumo de presas z pela populagdo y no ponto 7.
Essa populacio y(7) consome um pouco de presas de cada sitio ao seu redor. O consumo é
proporcional & popula¢do média de  na vizinhanga R, (i) do ponto 7i. Na verdade usamos

a fungdo resposta com saturagio (veja o Capitulo 1) ao invés da proporcionalidade direta:

a < T >Ry(ﬁ)
1+ <z >Ry(ﬁ).

Taxa de consumo de z por y(i) = y(7)

Podemos agora calcular a taxa com que a populagdo z no sitio 77 é predada pelos y ao
seu redor. Em primeiro lugar vemos que apenas os y dentro da vizinhanca R, (7) de z(7)
podem predé-lo.

Considere uma populagao y no ponto ke R, (7). Como vimos acima, essa populagao

consome uma, taxa proporcional & média dos x em sua vizinhanga, isto é, proporcional a

< & >p 7 Desse consumo total de y(k) uma fracio % (em média) serd consumida do

-,

sitio 77 (N é o nimero total de sitios de R,). Entdo, cada populagdo y(k) consome

LR by
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referente ao sitio 7 e a taxa total de consumo sobre z(7) é

Y R b <y(/¥> L > BNCRE)
Fero) N 140y < >p 1+by <z >p R,%)

Isso mostra que o efeito da predacao local sobre o predador é através de uma média direta.
No entanto, seu efeito sobre a presa envolve uma média da média, pois o consumo de cada
predador depende de sua prépria vizinhanca e nao da vizinhancga onde est4 uma presa em
particular para a qual queremos calcular o consumo.

Repetindo os mesmos passos para determinar a expressao que representa o consumo
de y por z chegamos, finalmente, ao seguinte sistema de equacdes na rede, que serao
estudadas com detalhe nos proximos capitulos. Sua construcao e anélise constituem a
parte principal deste trabalho. Chamamos atencdo para o fato de que o acoplamento

entre os sitios da rede espacial esta contido totalmente nas médias.

N 0,1<.Tt >R o
e e t/ - t (k)
W) = x(n)[z—x(n)]—<y(k>1+b1<xt;’ >
B ®) [ Ry ()

t+1 . <yt>. =z

t+1(= t(= a <z >Ry(n) —dy t( 42 Yy R: (k)
yr(n) = y'(n +e z'(k 2.14
) ( )[1 by <21 > g, ) | ( )1 by <Y' >p. k) Rz(r(i) |

ag < y*tt > R, (i)

t+1/= — t(=
20 = A0l RS,

+ e’d2].

Note que o sistema de equagoes (2.14) é invariante por translagoes na rede. Em outras
palavras, cada ponto é equivalente a qualquer outro. Esse sistema, portanto, admite
solucoes homogéneas, independente desta ser um ponto fixo estavel, um ciclo limite ou
um atrator. De fato, se tormarmos uma solugao independente do espago ut(lZ) = ul
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(onde u é x, y ou z) as médias desaparecem, pois a média de vérios u(k) e’ igual ao
proprio u(k) = u; com isso, recobramos o sistema homogéneo (1.3). A questdo é saber
se essas solucoes homogéneas sao estéveis ou nao. No caso de termos um ponto fixo ,

=

provavelmente sim, pois a solu¢do de cada u(k) deve tender naturalmente ao ponto fixo.
No final, todos os u(I;) assumirao um valor igual ao do ponto fixo. No caso do ciclo limite
e do atrator, cada ponto u(E) deve tender a algum lugar do ciclo ou do atrator. Como
cada ponto tende a um lugar diferente a solugao nao fica homogénea e, portanto, esta
deve ser instavel, levando a formacao de estruturas espaciais heterogéneas, como veremos
a seguir.

Assim, a insercdao do espaco nao altera em nada a média da dinimica do sistema
(2.14) na rede ao tratarmos de uma solugdo homogénea estéavel, ou seja, a aproximagao de
campo médio é vilida nesse caso. Mas se nos atermos ao atrator do modelo homogéneo,

as médias serao cruciais para que ocorra destruicao dessa dinamica, levando a formagao

das estruturas mencionadas acima.
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Capitulo 3

Resultados e Analise do Modelo

Homogéneo

Consideramos primeiramente o sistema homogéneo descrito por (2.11). Temos assim
a aproximacao de campo médio, ou seja, as médias espaciais nao sao levadas em conta
. Para esse caso calculamos as solucoes estacionérias, o que é feito tomando z*! = z?,

Yyt =gyt e 2 = 2t e obtemos:

e 11 =y =2z =0,

$2:17?J2232:07

_ _ D _ (+bizs)(1—=s) —
.$3_a1_b1D15y3_ a1 ,23—06

_ _ (I+b1za)(1—24 _ (1+4boya)[(a1—=b1D1)xa—D1
o o0 = ok, gy = (E0o0=00) _ (Utape)an =t Diaa=Dy]

a1 a2(1—|—b1z4) ?
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onde

o -l
0 — le’

i = \/rd—Ar,

a1D2 — Q9 + b2D2
by (G2 - b2D2)

A estabilidade dos pontos (x1, y1, 21) € (%2, Yo, 22) pode ser determinada ao fazermos uma
perturbacgdo pequena nesses pontos e analisarmos somente os termos lineares da expansao
(veja Apéndice). E possivel notar facilmente que o ponto que descreve a extincio é sempre
instavel. Se considerarmos somente a existéncia de um numero qualquer de individuos
Yy ou z a extingao é certa, mas se inserirmos um pequeno nimero de individuos x esse
crescerd até atingir seu valor maximo (z = 1), o que garante a instabilidade da extingao.

O ponto de equilibrio que representa a existéncia somente da espécie x tem a sua
condicao de estabilidade determinada pelos valores de a{, b; e di. A condi¢dao para que

esse ponto seja estavel é que

by > ———— — 1. (3.1)
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Se usarmos os valores apresentados na Tabela 1 (Capitulo 1) essa condicdo se reduz a

by > 14.166224.

Logo abaixo explicaremos o método usado para determinar o valor de b; que sera utilizado
no decorrer do trabalho; no entanto, adiantamos que o valor adotado é b; = 3.2 e, nesse
caso, 0 ponto (za,ys, 22) € instavel.

Para o ponto de equilibrio representado por (z3,ys, 23) € considerando os valores dos
parametros da Tabela 1 com b; = 3.2 (veja explicacdo abaixo), a aproximagdo linear
mostra que esse ponto também é instavel; trajetérias vizinhas espiralam tendendo a
distanciar- se desse ponto. Como ja sabemos que o ponto (Zs,¥ys,22) € instavel para
esse conjunto de pardmetros, o comportamento previsto em torno do ponto (z3,ys, 2z3) €
o de um ciclo limite no plano zy'. Ou seja, como ji foi dito, os parametros siao escol-
hidos de forma que ao tomarmos a variavel z nula o par de espécies = e y apresente um
comportamento de ciclo limite.

Mas o ponto de equilibrio mais interessante de ser estudado é o que envolve a coex-
isténcia das trés espécies e, por isso, vamos nos dedicar com mais énfase a dindmica em
torno dele. O modelo descrito pelo sistema (2.11), assim como o modelo de Hastings e
Powell apresentado no Capitulo 1, pode exibir comportamento estavel ou nao. E ainda,
caso o ponto de equilibrio seja instdvel podem haver dois tipos distintos de comporta-

mento: o ciclo limite e caos. Do ponto de vista biologico, o interessante é que tenhamos

IE interessante notar que no mundo real flutuacdes no meio ambiente irdo fornecer tais perturbacdes
e, dessa forma, o ciclo limite determinista representara uma média estavel sobre a qual as perturbacoes
do meio irdo impor flutuagoes [5].
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Figura 3.1: Um diagrama de bifurcacao do sistema homogéneo onde sao plotados os valores
mdzimos de z (zmax) em func¢do de by.

uma dindmica oscilatéria. Por isso, ao invés de tentarmos encontrar expressoes que de-
screvam a estabilidade deste ponto, vamos determinar numericamente um valor de b; que
leve a um comportamento cadtico (os parametros restantes continuam sendo os mesmos
apresentados na Tabela 1). O método usado para tal é descrito a seguir e nos oferece
a possibilidade de escolhermos valores para b; que resultem num ciclo limite ou numa
dinamica cadtica.

A Figura 3.1 representa o diagrama de bifurca¢io do sistema homogéneo (2.11). E
através dele que fazemos a investigacao da dinadmica do sistema em funcao de variagoes
em b;. Esse diagrama é construido da seguinte forma: para cada valor de b; considerado
(by varia de 2.2 a 3.6 com incrementos de 0.001) calculamos o valor do ponto de equilibrio
(%4, Ya, 24) apresentado no inicio do capitulo e somamos a ele uma pequena perturbagdo
randémica correspondente a 5 % do seu valor. E bom ressaltar que essas populacoes

podem apresentar dois valores distintos dependendo da escolha dos sinais (positivo ou
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negativo) no célculo de z4. No entanto, o uso do sinal negativo resulta em valores negativos
para as populagoes. Assim, usamos sempre o sinal positivo para fazer esse célculo.

Deixamos, entdo, que o sistema (2.11) evolua por 2000 passos de tempo, o suficiente
para que ele atinja um comportamento estacionario; no entanto, consideramos somente 0s
ultimos 1000 passos de forma a desprezar o transiente inicial. Com isso, para cada valor
de by, obtemos graficos semelhantes aos da Figura 3.2. Esses graficos mostram a evolugao
da populacao de cada espécie ao longo do tempo e as projecoes da dindmica nos planos
Y, TZ e Yz, cujas oscilagdes sugerem um comportamento caodtico.

No entanto, iremos nos ater somente ao grafico que representa a evolugao temporal de
z e considerar apenas os valores maximos que z assume (2, ). O diagrama de bifurcagao
é entao construido ao plotarmos somente os valores maximos assumidos por z para cada
valor de b; considerado.

Esse diagrama de bifurca¢do mostra que para alguns valores de b; (por exemplo, b; =
2.4) ha4 um namero pequeno de valores para 2., 0 que representa um comportamento
periodico de ciclo limite, enquanto para outros valores de b; (por exemplo, by = 3.2)
os valores assumidos por z,,,, formam aproximadamente um intervalo, o que mostra a
existéncia de caos. Como estamos interessados em entender a dindmica na regido cadtica
escolhemos um valor de b; que leva a esse tipo de comportamento (b; = 3.2), o qual sera
usado no decorrer deste trabalho.

Na Figura 3.3 mostramos as dindmicas do sistema (2.11) em torno do ponto (x4, y4, 24)
ao tomarmos b; = 2.4 e by = 3.2, que correspondem, respectivamente, a um ciclo limite
e a um atrator estranho. Esse atrator é idéntico ao obtido no modelo de Hastings e

Powell, o que garante que o sistema de equagoes discretas (2.11) que construimos no
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Capitulo 2 descreve 0 mesmo comportamento que o modelo continuo original. Além
disso, apresentamos a Figura 3.4 para que fique mais facil visualizar a variagao que ocorre

2 Podemos notar que a

na dindmica conforme variamos b; em torno do valor adotado.
escolha de b; = 2.8 também seria razoavel; no entanto, pequenas variacoes nesse valor
tendem a destruir o atrator mais facilmente do que se considerarmos b; = 3.2.

Usando os valores dos parametros dados na Tabela 1 com b; = 3.2 para calcular os

valores das populagoes das trés espécies no ponto estacionario instavel (x4, y4, 24), temos:

s = 0.820135
ya = 0.124220

10.055820.

24

-

E interessante notar que para o ponto de equilibrio acima o valor encontrado para o
numero de individuos da espécie z é bem maior que o das outras espécies.

Para finalizar a anélise do caso homogéneo é importante saber quais condic¢oes iniciais
podem ser consideradas para que o sistema realmente evolua para o atrator. Conforme a
condi¢ao adotada, o sistema pode evoluir para situacdes nao relevantes de populacoes neg-
ativas ou infinitas; tais condigoes iniciais devem, portanto, ser descartadas. Construimos
entdo um diagrama que representa a bacia do atrator (Figura 3.5) que consiste em evoluir
o sistema, por 2000 passos de tempo para diferentes condigoes iniciais e considerar somente

aquelas em que o atrator é obtido. Os paradmetros adotados sao os mesmos apresentados

2E importante ressaltar que na referéncia [35] o valor escolhido para b; foi 3.0. No entanto, como o sis-
tema que estamos estudando é uma aproximagao discreta do sistema original diferencial é completamente
compreensivel que o valor dos parametros seja um pouco diferente.
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na Tabela 1 com b; = 3.2. Vemos nesses diagramas que o valor inicial escolhido para z
nao interefere na obtencao do atrator e que o valor de y apresenta uma pequena restricao:
deve ser menor do que aproximadamente 0.6. No entanto, o valor inicial de z é funda-
mental para determinar a dindmica do sistema: seu valor deve estar aproximadamente
entre 6.0 e 12.0. Ou seja, devemos escolher um valor para z inicial que esteja proximo do

seu valor de equilibrio, j4 calculado acima.
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Figura 3.3: Grdficos de fases tridimensionais que representam as dindmicas de um ciclo
limite (by =2.4) e de um atrator estranho (by = 3.2) para o sistema homogéneo.

37



Figura 3.4: Grdficos de fases tridimensionais que representam as dindmicas cadticas do
sistema homogéneo com by valendo (A) 2.7, 2.8, 2.9, 3.0, (B) 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4.
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Capitulo 4

Resultados e Analise do Modelo

Espacial

Neste capitulo nos dedicamos & principal parte do trabalho. Parte desses resultados
estd presente em [41] e [42]. Através do sistema ndo homogéneo (2.14) estudamos a
influéncia das interagoes espaciais de curto alcance sobre a dindAmica do atrator do modelo
homogéneo. Para isso, realizamos diversas simulagoes variando os raios de interacao R,
e R, presentes nas equagoes (2.14) e verificamos uma quebra de simetria que resulta na
formacao de estruturas espaciais heterogéneas.

Os valores dos parametros usados nas simulacoes sao os mesmo apresentados na Tabela
1 com b, = 3.2. Todas as simulacoes foram realizadas com 25000 passos de tempo e
apresentam um grid espacial de 64 x 64 pontos, ou seja, um total de 2'2 = 4096 sitios,
com condicoes periddicas de contorno. A condicao inicial para todas as simulacoes é uma,
distribuicao uniforme das trés populacoes sobre todos os sitios da rede. Para cada sitio,

o valor usado para essa condi¢ao corresponde ao valor do ponto de equilibrio (24, Y4, 24)
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Figura 4.1: Representacao espacial das populacoes das espécies x, y e z usada como
condicao inicial para todas as simulacoes realizadas.

(calculado no Capitulo 3) mais uma pequena perturbagdo randomica que corresponde a
5 % desse valor. A representacdo espacial das populacoes das espécies z, y e z usada
como condigao inicial para todas as simulagoes realizadas é apresentada na Figura 4.1.
Com o intuito de mostrar as trés populacoes ao mesmo tempo, plotamos em cada sitio
espacial um simbolo diferente para cada uma das espécies. O tamanho de cada um desses
simbolos é proporcional & fracao da populagao da espécie considerada pela populagao
total naquele ponto. Nas representacoes espaciais, as espécies x, y e z sao caracterizadas,
respectivamente, por um pequeno quadrado, uma estrela e um circulo preenchido por uma
cor mais clara.

Com o objetivo de descrever a influéncia dos valores dos raios R, e R, sobre a dinamica
espacial do sistema (2.14), evoluimos essas equagoes para diferentes valores desses raios, ou

mais especificamente, para R, e I?, valendo 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 e 5.0. Ou seja, fazendo todas
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as combinacgoes possiveis desses valores, realizamos um total de 25 simulagoes e, no decor-
rer do trabalho, nos referimos a cada uma delas como (R,, R,). E importante ressaltar
que escolhemos esses valores por serem eles sempre bem menores do que o tamanho da
regiao espacial considerada. Dessa forma, podemos tratar o espago como sendo infinito.

Através dessas simulacoes, podemos, pelo menos qualitativamente, determinar como
a variacao nos valores de R, ou R, altera a distribuicao espacial das populacoes das trés
espécies, como pode ser visto na Figura 4.2. Nessa figura, temos o raio R, variando na
horizontal e o raio R, na vertical, sendo que esses valores crescem da esquerda para a
direita e de baixo para cima, respectivamente. Cada uma dessas simulagoes foi obtida
ao iterarmos o sistema (2.14) a partir da condicao inicial descrita acima até ele atingir o
equilibrio (ou, pelo menos, o equilibrio dinamico).

Notamos claramente que, para qualquer combinacao de valores de R, e I, ou seja,
para qualquer simulacdo (R, R,), sempre ocorre a formacao de clusters ou, em termos de
ecologia, mini-ecossistemas. Esses clusters sao formados basicamente por individuos da
espécie z que se concentram ao redor de um tunico sitio de populacao y. Assim, parece
que uma pequena populagdo da espécie y é suficiente para garantir a sobrevivéncia de
um nimero enorme de individuos da espécie z numa determinada regiao do espaco. J&
a espécie x aparece espalhada por todo o espaco, o que é coerente, ja que ela deve estar
presente em sitios proximos a y, mas também pode sobreviver sozinha. No entanto, essa
espécie nao apresenta a formacao de clusters quando isolada ja que, de acordo com a
hip6tese proposta ao construirmos o sistema (2.14), esses individuos competem apenas
localmente com ele mesmos.

Se mantivermos um valor de R, fixo (dentre aqueles usados nas simulacoes acima),
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vemos que, conforme o valor de R, aumenta, o tamanho dos clusters também aumenta.
De fato, se considerarmos um individuo da espécie z que esteja fora do cluster formado,
ele nao conseguiré ter acesso aos individuos da espécie y localizados no centro do cluster
e, consequentemente, morrera. Assim, é o raio de interacao da espécie z que determina o
tamanho dos clusters formados em cada situacao.

Ja se mantivermos um valor de R, fixo e analisarmos como a variagao de R, altera
a estrutura espacial, iremos notar que o aumento no valor de R, parece conduzir a uma
diminuicao na quantidade de clusters e, assim, a um maior espacamento entre estes. Ou
seja, quanto menor o raio de interagao R,, maior a necessidade da populacao da espécie y
de se distribuir no espago de forma a garantir alimento suficiente para todos os individuos.

E importante ressaltar que, caso usassemos uma condicdo inicial diferente para qual-
quer uma das simulagoes apresentadas, a distribuicao espacial das populagoes também
apresentaria a formacao de padroes. O tamanho e a quantidade de clusters seriam os
mesmos; no entanto, a localizacao destes seria diferente. Ou seja, os resultados que obte-
mos dependem da flutuacao inicial aleatéria, mas sao sempre qualitativamente iguais.

Ainda, o tempo tipico para rodar cada uma das simulagdes apresentadas na Figura
4.2 varia de acordo com o valor do par (R, R,) escolhido. Por exemplo, para a simulacdo
(1,1), para cada ponto da rede, o nimero de pontos que devem ter seus valores somados ao
calcularmos cada uma das médias é 5, enquanto que para a simulagio (5, 5) esse nimero
aumenta para 61. Ou seja, a quantidade de calculo a ser realizada aumenta incrivelmente
conforme aumentamos os valores dos raios, o que é equivalente a dizer que as simulagoes
com (R,, R,) maiores sdo mais demoradas. As simulacdes (1, 1) e (5,5) foram realizadas,

aproximadamente, em 10 e 180 horas, respectivamente, o que ilustra o que acabamos de
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explicar.

Para visualizarmos como ocorre a formacao dos padroes espaciais, apresentamos a
Figura 4.3 como exemplo. Essa figura corresponde & representagdo espacial da simulagao
com (R,, R,) = (3, 3) para diversos instantes de tempo; inclusive a representagao espacial
do passo 5000 dessa simulagdo é mostrada de forma bem ampliada para que os sitios
ocupados pela espécie y possam ser identificados mais facilmente. Vemos que os grupos
espaciais, depois de formados, se mantém fixos no espago; no entanto, se olharmos para um
cluster especifico, veremos que a sua populagao local oscila como uma fun¢ao do tempo.
O que nos interessa daqui em diante é saber como essas oscilacoes, presentes nas solucoes
de cada ponto da rede, influenciam o comportamento médio das populagoes no espaco.

Para isso, para cada simulacao realizada, calculamos a populagao média de cada espé-

2k Tk
N2

= 2kYk 3
y: 1\’;2 e z =

Zkzk
N2

cie, ou seja, T = para cada passo de iteracao e, dessa forma,
obtemos a evolucao temporal da populacao média de cada uma das espécies. Esses resul-
tados sdo apresentadas nas Figuras de 4.4 a 4.9 para cada simulacdo (R, R,), sendo que
as trés primeiras figuras consideram a evolucao ao longo dos 25000 passos de tempo em
que as simulacoes foram realizadas e os demais descartam o transiente e se atém somente
aos ultimos 10000 passos.

Independente de olharmos para os graficos que descrevem a evolugao de x, y ou z,
notamos que o ’espago de fases’ (Ry, R,) é claramente dividido ao longo de R, = R,
em dois regimes diferentes. Se tivermos R, < R, uma situacao simples de equilibrio é
atingida, ou seja, a dinamica média tende a um ponto de equilibrio estavel; no entanto,

se I, > R, as populagdes oscilam no tempo, o que sugere uma dinamica média caética.

Dessa forma, optamos por descrever a variacao que ocorre na dinimica do sistema (2.14)
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conforme nos afastamos paralelamente da diagonal em que R, = R,.

Para as situagoes onde R, < R,, ao escolhermos qualquer uma dessas diagonais nota-
mos que o valor estacionario das popula¢oes diminui conforme diminuimos R, e R,.

Ao considerarmos os casos onde R, > R,, as populacoes também oscilam em torno de
valores menores conforme diminuimos R, e R, ao longo de uma dessas diagonais. Ainda,
se I, = R, a evolucao temporal das espécies apresenta um comportamento estacionario
cujo periodo aumenta conforme os valor dos raios aumenta. De certa forma isso ainda se
observa se R, = R, + 1; no entanto, para as demais situagoes o sistema parece descrever
um comportamento completamente aleatério. Além disso, tais situagoes apresentam uma,
diminuicao na frequéncia das oscilacoes conforme nos afastamos paralelamente da diagonal
em que Ry = R,.

Com o auxilio desses graficos, finalmente determinamos a dinamica de z, y e z para os
casos onde ocorrem oscilagdes. Na Figuras 4.10 apresentamos as dinamicas obtidas para
todas as simulacoes (R, R,), sendo que aquelas onde R, < R, tratam-se somente de um
ponto. Nas Figuras 4.11 e 4.12 repetimos, respectivamente, as dinamicas obtidas quando
R, = R, e quando R, > R,, com os valores dos raios considerados anotados acima de
cada uma delas. Ainda, na Figura 4.12 apresentamos separadamente as situagoes onde
R, = R, + 1 das demais.

A primeira coisa que vemos é que nenhuma das dindmicas obtidas se assemelha &
dinamica do atrator cadtico do modelo homogéneo, o que nos leva a dizer que esse atrator
nao é robusto frente as distribui¢des espaciais. A partir da Figura 4.11 vemos que a
dindmica média dos casos onde R, = R, (semelhante a uma rosca) é aproximadamente

um ciclo limite: os valores das populagoes oscilam em torno de um ciclo limite, mas com
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uma certa flutuacao, gerando uma espécie de ciclo limite perturbado. Além disso, a regiao
ocupada pela dindmica se torna mais densa conforme aumentamos o valor dos raios de
interacao. J4 se nos afastamos da diagonal em que R, = R, essa dinamica comeca a ser
destruida, dando origem a uma espécie de atrator, mas muito diferente daquele produzido
pela dindmica homogénea, como pode ser visto na Figura 4.12.

Realizamos também uma simulacao com b; = 2.4, ou seja, consideramos o caso onde
o sistema homogéneo descreve um ciclo limite, e escolhemos os valores para os raios de
interacdo R, = R, = 3.0. Os resultados dessa simula¢ao sao apresentados na Figura 4.13.
Através deles vemos que o comportamento apresentado pelas trés espécies é semelhante
aquele ao tomarmos b; = 3.2. Assim, vemos que a dindmica descrita pelo sistema espacial
independe do valor de b; adotado; basta que o ponto de equilibrio do sistema homogéneo
seja instavel para que a inclusao do espaco leve a formacao de padroes sempre com a
mesma dindmica.

Finalmente, finalizamos nossa anélise do modelo espacial realizando uma simulacao
com o numero de sitios N = 20 e os valores dos raios R, = R, = 10. Como as espécies
y e z interagem praticamente em todo espago, esperamos com isso verificar se a aprox-
imacao de campo médio é valida para situacoes onde os raios de interagao sao grandes
quando comparados com o tamanho da rede. A representacao espacial das populagoes é
apresentada na Figura 4.14 e a evolugao temporal média destas bem como a dinamica que
descrevem na Figura 4.15. A representacao espacial nesse caso possibilita uma melhor
visualizagdo de cada sitio pelo fato da rede (20 x 20) ser bem menor do que a considerada
no restante do trabalho (64 x 64).

Vemos claramente que ocorre a formacao de um grande cluster no espaco que gradual-

46



mente se quebra em um pequeno niimero de sitios ocupados por z. Novamente o atrator é
destruido resultando num ciclo limite periédico. Com isso, mostramos que o sistema que
estudamos nao pode ser reduzido ao sistema homogéneo quando tratamos de situacoes
limites como estas com raios de interagao bem grandes. Ou seja, a existéncia do espaco

altera totalmente a dindmica do sistema homogéneo original.
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Figura 4.2: Representacao espacial das populacoes das espécies x, y e z apds 25000 passos
de tempo, com R, na horizontal e R, na vertical. Os valores considerados para ambos sao
1.0, 2.0, 3.0, 4.0 ¢ 5.0

48



1©333353333333333333333333333333333333339333333333333933333333373
92J72237332023203333030320730972037233723301309330200203320300
0 0
SRS

1933333333333333333333333333333333333333I333333333 33133331,
SN
(933333332333533333333333323333333333333333233533333393333392335:

103J33333333333333333333333333I3333333 3333333333333 33331303
SRR

19333333333333333333333533533333333333333333333333333333333323203
L 8 0 X )
O 0 0
19333333333333333333333533333323323333333333333333233233333333933
V
19332322323337232332323033230322323332233337303J2330333033337933027.20.
0 0 0 0 0 X
19227232372323723230332332332322333372303723337232373333332337273737203701
S

,yezcom Ry =R,

€CleS T

-

[ das populacoes das esp

ao espacia

Representag

Figura 4.3

3.0 em 2, 4 e 8 passos de tempo.

49



20

ﬁao.n .
0006 o0o}k: K o 000000 oR0000 5 o
09008 ogoaeos 02000
008
O o 0008 o o .
oc . 220000800
x X x oo 0e
o
2
123 X
s O . 90000
o s 000800000520 25050 . caceo
we moo00e 0o ©c200:5200000ms s e cn
ol mooomm
% Eoseten 3 13
® 100000 eJROORS
e 000R00OMO0OR N
W - - sas00a0 -008000
0 oo . .
o '3 u o 0000m
0 u . .. oo comoom
W m; m; os
o] 2 oo 200000
5 . 00 .
pa © s0o
m
om ©22000000+ 2
$00ON S m 'T 4o 00
gooum g o ont
c00ss
k ovevare
40 09000000 00mss5008800050000
sen n o e »
000K P X e O o . o
0008 ©omEQ00000800+800000 55 o5
0080 m me X ceas cm:omoosesmos
o o oo
00200 8000020022000
o .
AORO OOMK 8P 80 moo °
2088 eeNOONO! 0 o Smoo
000 e
4 o 22009505 000000000
o
X oo oo
0o 2000005 20000022 50
= 20000000ms
«
[Ke000Ko:
e ©000006000KOKOEONOONOO0OM 50000
13 o
] Ho0800 o oo
Jon 0800 . e
O -

16, 32 e 64 passos de tempo.

muacao

Cont

Figura 4.3



©900m9 00000« + ©00008 » OEOEEOOm 1800000 * - OCYOEBIO00 - 88000000 + M8
0000m0000080 - - - #0000 - + 200000 E0OMO00O+ + +O 0#OCO0 K000 - O

© 2 000«
2308000 +-00000- - 0000
00000+ 000KG00000 0 00M« 0 - COBEBBECOEOO0R 0008 OmOO
+ -G0000¢ - 00808 0800+ + ‘o

+00600¢ - Q08000 H #0100 50000000000  BOOO00 - + 00000+ « +O
£99500+ 008 oO000M000REO00 -0+ 0 + 00000
m10008K08055 2050800800 = 0800

crsses 0 000000 ONONOOQ0000 0 ° *MOO80000 000N
< +EECom- - +000000000 0000000 - « - 20 0 MOOOOR0O: - -
emi0eas. .- r000008: OOBO00 < 2+ 5 s e s mOO0000: « 1
-200008-0 - - - 000BO0OON 20 WMo 0 00 O

© 290000005 508LLRON -

00500+

90000 €800008000- #e
o0 o 000000000#000+0 - + 000
059008

1500007 on+
Qo oo

5009600
£0.0088988008k000R00aRORSS
+G0000 + - C08Q® - 00000 : 0000C00#00 + + 00RO + 06 MO0 « + 0

IQ'OOO.OOOOOOOOOO =0Q000 - - 00000 - -0
0-00mKaga 0 0. o o0on 00000 00
508 - 1000800 050 - 1 -

128, 256 e 500 passos de tempo.

Continuagao

Figura 4.3

51



. 90000 00890 - ## 100000 - 00Q0eR #390000000 a0 "0 Q0008 o #oKa00H - ma -COQR0 - -OC0BH ©000088000 = # FERNT:) 00008 0w
= 0c080 #0000 000QQ) % = O - ORke2076 920 0O = 00080 @O0C0O - 9550Q = = O (Oook000 O 000 00" =’ 00080 @090O  50b0Q =
=m - 90800 008Eee0 00 . LIRS 000 00 wE. o800 00EEEEO 3000 - m-m 2% x  wm 00008 000 0 wE- #0200 COBIBED 00000
0 00OHDO0 90000 - - ‘O PRI 00000 = 8008 000°Q- 000%000 - - OO 13 LR R 600000 = 800K 9000 00000 -] °
096000000000 * - - G0OCOR - - - =~ 600000 - 000| 008000000800 9 - . . #°"600000 000 008000000800 - - QOO0
008000000000 = - O~ - .. O #8000 -000 008000800000 - = O - o ee000 000 008000800000 = O
00060000 e o am 0 =200000 - 80 . 0088GC0 0 a0 mm Q 2200000 #00KO0O B =3 ° LRI
=80000= = a" "goooe = moce0o. = ©0800mn d 20000 0o800RE =s0boos = = ..0Dc0® &
90000 . Ge0eo 200000 = 0 00900 ©00#000 50000 0000 . 08080
O n 0. 0008000 - - = - 800800080 T O (o] O un o ooaoo
an 00000 00000N Goeoo0ecoer | oGR0° = geoos on
w e ome w0000 OOCOS 08000008008 - . s.ml..wm..m..Q0p0a 0000
. [T¥e T sSous) ©-00 FRCTa - - = Coeg000 O
Sobe0 % u.me oo u w . a Y H ootee’n e
©C0e0 n 0000l 230000 Ch P - coceon =
=.0000A= - - #80: -0 =m0 o - o =00,
0008000 - 0000Q" - B s 00000 00000 ) o
LRSIt o . - w 00000 = 00000 100000 FRER R
o 008 - o . oooRo0e 0.8 00000 =eco0s mm
= 70" e 0080 0080008080 ooejB00oekec0 4 .
n . "0000) = o = 0000 100800, 00080 00800 .
e moe om0 =60 0086000 = “oe = coece coooos _Om
00000 - o 00080 - 00800 20800 - 00080 =00 o-u- . -CDO00
00800 . 1, m0oef0ee 05000 00560 Jessoe) Seeco - =, ,"0sekose Q0000 0000, 00000 S
s srel 0. "u.u" 90bgoR0008000 - - = 090800n . ©0Po0 .
000008 - - mam #0000 - 8- 000CD. 0 . m m cooBoe v " Coones 8@ 2% .
2. mo00es Om m. .. 99000 00 900 =a us OOBCD: - mm: - HOCOR® s 00l I
©0000 0008000 e -mmm .00 Soc0e ) 0000 o Q000
50080 - amO08EO 8008000 000c0) O a _mw O ww 5
€0e4000: - - - 00000 - 00089 00005 = . o . o ©0
2"00000 - m- Om . 00cCO =00 = =s Q0500 ® =s 00000 ® Pyt
#0000 - m =70 ockoms - = 0000 = #0000 =
n - m0Q "o .m0  0OCCE =O098CLD- = =00 - omm
0" .= -0C008m ©0800m = . Q8000R O B nooe 0000 e O x:00008s
#0008 1 80000 0080 N 00800 zeer =0 €000 = 80000 Q0800 = - #0008 - = - 80000
o o =n. 000#080R0GEBACD Qoes ° 0 O mm:: E@BO00-OOORICD o O 0 mn. - 88PO0: O
O s oeee0 Qow00 - u - $00C0e o= . .0eee0 COOBOB® 0OBCO o = . OB8SO o® - ool
00 - = 00800 0080 - - m 00" - ». 00800 2000008 00" . u 200b00 - #0000
I -oo% On om ©o - =000 [esse’sr ° e 00000
o 90! =20000)| ° 0000s  m o " = 00oeoo
e = mom =0 oe - - coson
. 00000 = . © H . 9 5 Oookooo O
- s @ = “Ooooo saae = "Qoboo
. s os000 = ae = e’ 08000 = - ms  G8c0Om
. - OR808 H osgoe H a'w
200800 - - -
©- - mgCB00s " ei00000 m " e00b00 u -
c#0mo Qo ® 00000 ® s
o oosee00 a0 “00080 = O a0 200080 » -0
%0 00000 COBCO - - 00000 200080 = 00080 =000m0. - m 80 00000
= CDpoo 800000 1 - - HEOOBOBO O 00000 - m- - m 0 Qveoos -0
- mmom Qookooo - Qookooo ooww
. =s. “oooeo == “ocoeo a0g00 - - 000
= 0Oeo00 © = omooo O #00800080HO00 000000000 400000
On ° o H 0880 00ek06 0.0 - 0 a
. . . mm om0 mom an mrmio mom = Gugpn- 08008 - 00080 . .
aaw ) ooomg 5] 00000 PR 96000==00p00R = P
an. . amm ==00000RE - 1 00000 u - ¥
GOPOO - - - 000K008 - - B
FICICR o000 - 08000 -
Do H ookoo- - (0000 m
) comoo o mm
[ 20 mm ]
[ e

52

Figura 4.3: Continuagao: 1000, 1500 e 2000 passos de tempo.
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2500, 3000 e 3500 passos de tempo.

Continuagao

Figura 4.3
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4000, 4500 e 5000 passos de tempo.

Continuagao

Figura 4.3
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Figura 4.3: Continuagao: 5000 passos de tempo ampliado.
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Figura 4.4: FEvolugao temporal da populacdo média
tempo relativa as representacoes espaciats da Figura 4.2.
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Figura 4.5: Evolugao temporal da populacao média da espécie y apos 25000 passos de
tempo relativa as representacoes espaciats da Figura 4.2.
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Figura 4.6: Evolugcao temporal da populacao média da espécie z apos 25000 passos de
tempo relativa as representacoes espaciats da Figura 4.2.
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Figura 4.7: Evolugao temporal da populacao média da espécie x entre 15000 e 25000 passos
de tempo relativa as representacoes espaciais da Figura 4.2a.
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Figura 4.9: Evolugao temporal da populacdo média da espécie z entre 15000 e 25000 passos
de tempo relativa as representacoes espaciais da Figura 4.2.
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(33) (44)

Figura 4.11: Dindmicas do sistema com R, = R, entre 15000 e 25000 passos de tempo
relativas as representacoes espaciais da Figura 4.2. Os wvalores dos raios sdo explicitados
em cada figura.
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Figura 4.12: Dindmicas do sistema com R, > R, entre 15000 e 25000 passos de tempo
relativas as representacoes espaciais da Figura 4.2. Os wvalores dos raios sdo explicitados
em cada figura.
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(5,3) 4)

Figura 4.12: Continuacao.
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Figura 4.14: Continuacgdo: 16, 32 e 64 passos de tempo.
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Figura 4.14: Continuacgdo: 128, 256 e 500 passos de tempo.
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Figura 4.14: Continuacdo: 1000, 2000 e 3000 passos de tempo.
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Figura 4.14: Continuacdo: 4000, 5000 e 10000 passos de tempo.
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Figura 4.15: Evolugao temporal média e dindmica do sistema das populagoes das espécies
z,y ez com o numero de sitios N =20 e Ry = R, = 10.
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Conclusoes

A hipotese usual adotada pela maioria dos modelos que descrevem dinamicas de pop-
ulacoes do tipo Lotka-Volterra é que cada membro individual de uma espécie interage
uniformemente com todos os outros membros das outras espécies envolvidas. Em muitos
casos, particularmente quando as populagoes estao distribuidas por areas espaciais ex-
tensas, esta hipotese pode nao estar correta. Neste trabalho consideramos uma versao
espacial do modelo conhecido de Hastings e Powell para uma cadeia alimentar de trés
espécies e estudamos suas propriedades com respeito ao modelo uniforme. As espécies
sao denotadas por z, y e z, sendo que z é a espécie que se alimenta de y, a qual se alimenta
de x.

Nosso primeiro passo foi discretizar as equagoes diferenciais originais propostas por
Hastings e Powell de modo a facilitar a introducao do espago fisico no sistema de equagoes
homogéneas. Ou seja, discretizamos tanto o tempo quanto o espago com o intuito de
estudar a influéncia das interacoes de curto alcance. Essas interagoes foram introduzidas
considerando que as espécies y e z consomem sua fonte de alimento dentro de uma regiao
a sua volta e, dessa forma, as interacoes entre as espécies dependem do valor médio da

populacao na regiao onde o consumo é feito e nao do valor da populagao num tinico ponto
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do espago. Assim, a interagdo uniforme entre os individuos foi substituida por interacoes
locais de alcance finito.

O modelo discreto que construimos apresentou resultados semelhantes aqueles do mod-
elo homogéneo. Ao escolhermos um conjunto de parametros biologicamente razoéveis,
conseguimos obter a mesma dinamica do atrator estranho do modelo continuo original.

Introduzimos o espaco na forma de uma rede bidimensional com 64 x 64 sitios com
condicoes de contorno periddicas e, através de médias, fizemos o acoplamento entre os
sitios dessa rede . Consideramos que somente as duas espécies dos niveis tréficos supe-
riores, ou seja, as espécies predadoras, tém mobilidade. Assim, o sistema de equacoes
que construimos apresentam médias envolvendo somente os raios de interacao dessas duas
espécies, os quais chamamos de R, e It,, respectivamente.

Realizamos diversas simulagoes, cada uma delas com valores diferentes de R, e R,.
Mostramos que, dependendo desse limite de interacao, clusters de populagoes isolados
podem se formar. O tamanho e o ntimero desses clusters mostrou ter uma relagdo com os
valores dos raios considerados: quanto maior o valor de R,, maior o tamanho dos clusters
formados e, quanto maior o valor de R,, menor o ntimero dessas estruturas.

Além disso, a dependéncia temporal das populagoes totais do modelo espacial pode ter
propriedades qualitativas completamente diferentes quando comparadas com as do modelo
uniforme. Ao analisarmos a dinAmica descrita pelo modelo espacial para diferentes valores
de R, e R,, vimos que podem ocorrer dois tipos de comportamento: se R, < R, a dinamica
se aproxima de um ponto de equilibrio estével; caso contrario, as populagoes apresentam
oscilacoes que descrevem uma dindmica cadtica, cuja estrutura é completamente diferente

do atrator estranho. O fato de existirem esses dois tipos de regime e, ainda, de haver uma
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distincdo tao nitida entre eles no espaco (Ry, R,) é muito interessante e deve ser analisado
futuramente com mais cuidado.

Assim, concluimos que a inclusao do espaco altera a dinAmica do sistema uniforme.
Além de haver a formacao de padroes, a dindmica média das populacoes nao corresponde
ao atrator estranho presente no modelo homogéneo, o que mostra que o sistema homogéneo
nao representa a aproximacao de campo médio para o modelo que apresentamos.

Seria ainda necessaria uma anélise do comportamento médio de um unico cluster para
sabermos se, nesse caso, o atrator ainda sobrevive. Afinal, a dinAmica de um determinado
cluster é independente de todos os outros e, dessa forma, ao analisarmos somente a média
em todo o espago estamos relacionando dinamicas que podem estar completamente fora
de fase. Uma questao interessante é se um tratamento estocastico desse modelo poderia
alterar essas conclusoes. Esse problema esta ainda em aberto e serd alvo de investigagoes

futuras.
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Apéndice

Determinacao da Estabilidade do Ponto de Equi-
librio no Modelo Discreto

Considere um modelo discreto que seja da forma:

gl = f(at,yt, 2)

gl = g(at, yt, 2)

A= bzt yt, 2h).
Nossa intencao é estudar a dindmica do sistema nas vizinhangas de um ponto de
equilibrio. Se o ponto de equilibrio é dado por (z;, y;, z;) fazemos uma perturbagdo nesse

ponto que é representada por:

oxt = 2t —ux;
oy'= y —u
0zt = 2t — 2.

Substituindo essas relagoes da perturbacdo feita num tempo t nas expressoes (4.1)
podemos obter qual serd a perturbagdo num tempo t + 1 pois teremos as seguintes ex-

pressoes:
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(51’t+1

(Syt—l—l

5Zt+1

= f(z; + o2, y; + 0y, 2 + 02) —

g(z; + 0zt  y; + 0y, 2 + 62") — y;

h(z; + 0z, y; + 0y, z; + 02%) — z;.

Mantendo somente os termos lineares em § nas equacoes acima podemos obter uma

matriz que descreve a perturbacgao que é da forma:

5$t+1 11 (12 O3 5$t

t+1 = t
oyt Qo1 Qa2 Q3 oy
5Zt+1 Q31 Qi3 (33 52’"

onde os o;; sao derivadas das funcoes f, g e h em relacao as varidveis z, y e z, ou seja,

af of 0
Q11 Q12 Oa3 3—£ 3—£ a—f
0 o) o)
Qo1 Qo2 Q23 ﬁ 6_73 a—i
Oh 8h  Bh
Q31 (32 (33 oz oy 0z

O préximo passo é determinar os autovalores dessa matriz. Sejam A, Ay e A3 esses

autovalores. Os seus respectivos autovetores satisfazem as relacoes

oz = N\ oz
5ylt+1 — )\252/”’

02 = \3d2"

Assim, a condigdo para que o ponto de equilibrio seja estavel é que tenhamos || < 1,
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|A2| < 1 e |A3] < 1 para que a amplitude da perturbagdo diminua a cada iteragio e
desapareca, retornando o sistema ao ponto de equilibrio. Basta que somente uma dessas
condicbes nao seja satisfeita para que o ponto de equilibrio seja instavel.

E interessante notar que se as condicdes impostas para a estabilidade sdo satisfeitas e
todos os autovalores assumem valores positivos, entao os valores de z, y e z sao sempre
positivos ao longo das iteracoes. Mas se algum autovalor é negativo entao o valor da

variavel correspondente oscila entre valores positivos e negativos ao longo das iteragoes

até atingir o ponto estavel.
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