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Abstract

The time evolution of quantum states is studied in the semiclassical limit using the semiclassical
propagator in the coherent-state representation. In the semiclassical limit the quantum propagator
can be calculated with complex solutions of Hamilton’s equations satisfying appropriate boundary
conditions. However, not all these solutions can be used in the expression for the propagator. Some
trajectories, called non contributing trajectories, give incorrect contributions to the propagator and
should be excluded. In this work the issue of non-contributing trajectories, which is one of the
most serious problems in the systematic application of semiclassical expression involving complex
orbits, is studied. We explore a class of nonlinear one-dimensional problems for which classical and
quantum solutions can be analytically obtained. For these problems, the semiclassical propagator
can be written explicitty allowing a detailed analisys of the contribution of each trajectory. In this
work we will focus on the “squared harmonic oscillator”, it can be solved analytically and it is
present in problems of nonlinear optics.

Resumo

A evolucdo temporal de estados quanticos é estudada do ponto de vista semicldssico usando
o propagador na representacdo de estados coerentes. No limite semicldssico o propagador pode
ser calculado em termos de solugdes complexas das equacdes de Hamilton que devem satisfazer
condig¢des de contorno apropriadas. No entanto, nem todas as solu¢cdes podem ser utilizadas no cal-
culo do propagador. Certas trajetdrias, denominadas ndo contribuintes devem ser descartadas, pois
dao contribui¢des incorretas ao propagador. Aqui, exploramos a questdo das trajetérias nao contri-
buintes, que € um dos problemas mais sérios na aplicacao sistemadtica das expressdes semicldssicas
envolvendo Orbitas complexas. Para isso consideramos uma classe de problemas unidimensionais
nao-lineares onde as solucdes classicas e quanticas poder ser obtidas analiticamente. Dessa forma,
o propagador semicldssico pode ser escrito de forma explicita, o que permite uma anélise detalhada
da contribuicdo de cada trajetéria. Definimos entdo um critério mais preciso para a exclusdo de
solucdes espurias e, enfim, melhorar o cdlculo semicldssico. O sistema foco neste estudo foi o os-
cilador harménico ao quadrado, cuja dinamica tem solugdo analitica e estd presente em problemas
de 6ptica ndo linear.
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Capitulo 1

Introducao

Quando a luz se comporta como raios podemos adotar a 6ptica geométrica para descrever certos
fendmenos. O dominio da éptica geométrica € aquele em que o comprimento de onda A (que para
a luz visivel é da ordem de 10~7m) é muito menor que as dimensdes L do aparato de medida. Em
um experimento com tais dimensdes, ao observarmos um raio de luz que muda de um meio para
outro, vemos que ha uma mudanga na dire¢do do raio de luz no ponto em que ele muda de meio.
O caminho realizado pela luz na mudanca de meios pode ser determinado pelo principio de Fermat
que basicamente diz que o caminho percorrido pela luz em qualquer combinagdo de meios, com
quaisquer indices de refracdo, é aquele cujo tempo de percurso € um extremo, minimo ou maximo.
A Lei de Snell é a aplicacao deste principio variacional a refracdo da luz. Um raio de luz, saindo
da fonte até um anteparo, percorre um primeiro meio e encontra a superficie, que separa o primeiro
meio de um segundo meio. Nesta passagem o raio de luz € defletido com um angulo onde seu
seno € proporcional ao seno do dngulo de entrada na superficie que separa os meios e a constante
de proporcionalidade é dada pela razdo dos indices de refracdo. A escolha deste caminho pode
também ser entendida através do cardter ondulatério da luz. A luz ndo é composta por raios e
sim por ondas (ou por fétons). Estas se espalham por todo o meio e sofrem interferéncias que sao
construtivas, ao longo do caminho onde vemos o raio de luz, e destrutivas nos caminhos fora dele.
O raio de luz passa a ser uma consequéncia de tais interferéncias.

Na mecéanica quantica, o estado de uma particula é descrito por uma fun¢do de onda, um artificio
matematico que guarda informacgao sobre os estados que ela pode assumir. Na mecénica classica
este estado € determinado unicamente por uma condi¢do inicial dando origem a uma trajetoria.
Tal trajetdria pode ser vista como um andlogo do raio de luz na Optica de geométrica e tem sua
causalidade explicada pelas caracteristicas ondulatdrias das particulas apresentadas pela mecanica
quantica. A priori, qualquer sistema pode ser olhado do ponto de vista quantico, porém certos
aspectos podem ser desprezados dada a proporc¢ao deste sistema, podendo ser olhado de um ponto
de vista cldssico. A teoria WKB ! apresenta uma direcdio em relacdo a isto. Nela, a fungio de onda
é obtida como solugdo da equacio de Schrodinger na qual os termos de ordem /? sdo desprezados.
Produto entre uma amplitude real e uma exponencial complexa, a funcdo de onda semiclassica
apresenta problemas de divergéncia nos pontos de retorno, regides onde surgem as cdusticas. Este
problema ocorre também com a primeira derivacdo de um propagador semicléssico, o propagador
de van Vleck [2], que serd deduzido no capitulo 3 como uma fun¢do do tempo de propagacdo 7 e

liniciais dos fisicos Wentzel, Kramers e Brillouin que desenvolveram a aproximagio em 1926 [1].
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das posi¢des inicial e final e serd denotado como Ksc(gy,4i; 7).
A fungdo de onda € obtida convoluindo o propagador com o estado inicial,

v(gy,T /K q7,4i:7)¥(qi,0)dg;.

Feynmann mostrou que o propagador exato pode ser escrito como uma soma sobre todos os
caminhos conecatando g; € gy no tempo 7 (veja a eq. 3.16 adiante):

onde

Sla(r)) = [ Llg.d.rldr

ao longo do caminho ¢(¢). Se a razdo S/h é muito grande entdo qualquer variagdo d¢ entre dois
caminhos vizinhos, pequena do ponto de vista cldssico, faz com que S tenha uma variacdo ainda
muito grande em relagao a 7i. Devido a tais variagdes, que implicam em mudancas bruscas de fase,
os cossenos (parte real) e senos (parte imagindria), das amplitudes de probabilidade oscilardao muito
rdpido entre valores positivos e negativos [3, 4, 5], fazendo com que a contribui¢do total nessas
trajetdrias se anulem. Podemos ver isso em um exemplo simples mostrado na figura 1.1 onde vemos
que a integral de e */1 tecebe sua maior contribui¢do ao passar pelo ponto estaciondrio xo = 0 e
essa contribuicio fica mais efetiva & medida que a razdo x*> /A aumenta. A fase do propagador é um
funcional, uma funcdo de trajetdrias, e para o caso em que S/% é muito grande temos trajetrias
estaciondrias que fazem a primeira variagao da fase se anular, 8S = 0, sendo estas trajetorias regidas
pela dinamica cléssica e pelas equacdes de Hamilton.

Uma dificuldade surge quando queremos saber quais sdo as trajetérias que satisfazem a condi-
¢do de contorno ¢(7) = qr e q(0) = go. Para sistemas cadticos e tempos longos a tarefa de buscar
as trajetdrias que satisfazem esta condi¢do fica muito complicada. Motivados por esta dificuldade,
aproximacoOes semicléssicas surgiram com a ideia de calcular o propagador apenas em termos das
condi¢Oes iniciais. Tais aproximagdes sdo chamadas de IVR’s, sigla para Initial Value Representa-
tion 6, 7, 8].

Nesta dissertacao trabalhamos na representacio de estados coerentes devido a seu apelo clas-
sico. Como consequéncia desta escolha, a aproximacdo semicldssica leva a trajetérias complexas,
trajetdrias onde a posi¢do e 0 momento possuem parte real e imagindria, cujas acdes serdo da forma
S =S,+iS;. Se a parte imagindria de S, S;, for negativa, tais trajetorias poderdo causar divergéncias
no propagador que levam a resultados ndo fisicos mesmo obedecendo aos critérios da aproxima-
cdo de fase estaciondria e, portanto, sao ditas mal comportadas. Geralmente elas escapam para
o infinito no espaco de fase levando a |S;| >> K. Tais trajetdrias podem ser excluidas do célculo
através de filtros heuristicos [6, 9, 10]. Tais filtros funcionam monitorando o propagador para cada
trajetéria sendo que a ultrapassagem de certo valor aceitdvel implica na exclusdo desta trajetdria
divergente [6, 9]. Como consequéncia temos um desperdicio computacional neste procedimento
pois vdrias trajetorias sao calculadas para depois serem descartadas do célculo final.

Nosso objetivo neste trabalho € entender o papel das trajetérias divergentes em um sistema
ndo linear para o qual temos as solucdes analiticas e com isso definir um critério de corte destas
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Figura 1.1: vemos que a integral de " recebe sua maior contribui¢cdo ao passar pelo ponto estaciondrio
xo = 0 e essa contribui¢do fica mais efetiva 2 medida que a razdo S/A aumenta.

trajetérias. Para isso, o sistema escolhido foi o oscilador harmonico “ao quadrado” que € um
sistema nao linear, mas com solu¢do exata.

Iniciaremos com uma discussao sobre as propriedades dos estados coerentes, representacdo esta
usada por diversas vantagens. Entre elas podemos citar o fato que y(z) = (z | ¥), com

7= % (%—Hh%) onde b= %,
guarda a informacdo de y(g) e y(p) a0 mesmo tempo para uma particula de massa m submetida
a um potencial harmodnico cuja frequéncia de oscilagdo é . Os estados coerentes sdo pacotes
gaussianos que se tornam mais finos no limite cldssico e passam a ter o centro do pacote guiado
por uma trajetoria cldssica, ou seja, a posicao e o momento médios obedecem aproximadamente a
equacdes cldssicas [8, 11]. Estas sdo determinadas unicamente por suas condigdes iniciais. Porém,
na mecanica quantica ha estados iniciais especificados por valores médios de posicdo € momento
inicial (¢(0) = ¢, p(0) = p;) que podem evoluir em um tempo ¢ para um outro estado diferente
daquele previsto pela trajetéria cldssica (¢ # g(t), pr # p(t)). Faz-se entdo uso de coordenadas
complexas, duplicando o espago de fase, onde as condi¢des de contorno impostas pelo problema
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semicldssico sdo satisfeitas. Em seguida, apresentaremos uma discussao sobre a evolucio temporal
no dominio semicléssico e com ela as dificuldades de convergéncia dos resultados. E, para concluir,
definiremos um critério de corte das trajetorias divergentes para, finalmente, exibirmos os resulta-
dos que impressionaram pela queda brutal no custo computacional entre o cédlculo com o critério
aplicado e o célculo sem restricdes na escolha de condi¢des iniciais.



Capitulo 2

Estados coerentes e trajetorias complexas

Neste capitulo apresentamos alguns tépicos relacionados aos estados coerentes do oscilador
harmonico e algumas de suas propriedades. Veremos como esta representacdo pode se conectar
com o espaco de fase cldssico e como, no regime semicldssico, o uso de um espacgo de fase com-
plexo pode ser usado como um artificio matematico para agregar ao calculo do propagador certas
trajetdrias ditas classicamente proibidas. Aplicaremos a complexificacdo ao oscilador harmdnico
ao quadrado que é um sistema nao-linear, mas com solu¢do exata, revelando-nos uma dinamica
bastante interessante. Finalmente ilustraremos como um sistema optomecénico pode servir de apli-
cacdo para tal dinamica.

2.1 Estados coerentes

O estados coerentes sdo estados quanticos muito usados em varios campos da Fisica e da Qui-
mica e possuem este nome por sua especial utilidade em descrever o campo eletromagnético coe-
rente produzido por um laser [12]. Eles sdo definidos como os auto-estados do operador de aniqui-
lagc@o bosonico:

alz)=z|z)

onde

cujos parametros b e ¢ estdao definidos no Apéndice B.

Uma das caracteristicas que tornam o uso destes estados atrativo € a sua analogia imediata com
o espaco de fase cldssico. Por exemplo, vé-se que estes estados na representacdo de posicdo e
momento,

2
@12 = (at) ep— | (22 ~xte-2)
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(P12) = (12) M exp— (——f z) L)

A largura desses pacotes € dada por

20=1/(e| @21 (] 012 =

AP:\/<Z|ISZIZ>—<ZIISIZ>2=%-

onde bc = h e, portanto, AQAP = /2. Vamos listar em seguida algumas propriedades dos estados
coerentes que serdo Uteis durante este texto.

2.1.1 Representacao no espaco de Fock

Em segunda quantizacdo, um estado do espago de Fock nos da o nimero de particulas contido
nele e é um autoestado do operador de nimero N | n) = a'@ | n) = n | n). Um estado coerente

| z) é gerado através do vacuo, onde @ | 0) = 0, pelo operador de deslocamento Z(z) = ¢ ¢4 =

12 At g
e 127 /270" g2 a 1 de modo que

|2) =2(2) | 0).

No presente contexto de uma particula, | n) se refere ao estado de energia

1
ho —
<n + 2)
do oscilador harmdnico.

Vale a pena citar algumas de suas propriedades do operador de descolamento:
1. 9%(z) = 271 (z) = P(—2) (unitério).

2. 9"aY =d+ze P9 =ad" +7
3. 9N+ = DTN DT()e PG
A expansdo de um estado coerente na base {| n)} é

Z|n (n|z)=e " /2Z—|n 2.1)

A dlstrlbulgao de probabilidade do estado coerente €, entdo, uma distribuicdo de Poisson

" /*)

2] _j2P

P(n)=|(n| )P == —e
(n)=(z]a'a|z) =

!Sejam dois operadores A e B onde [[A,B],A] = [[A, B],B] = 0, entio: ¢ 5 = ¢~ [A:B1/2¢4¢8 ¢ neste caso [za',z"a] =
~If?
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2.1.2 Representaciao no espac¢o de coordenadas

A funcio de onda (x | z) em termos do operador de descolamento Z(z) é
(x| 2) = (x| D(2) | 0) = {x| ¥~ 0)

onde os operadores escada, nesta representacao, sao escritos como

1 (¢ d 1 /¢4  d
d=—|24+b— |, ezﬂ:——<——h—>.
V2 (b dq) V2 \b dg

Com isso, o problema de autovalor (x | d | z) = z{x | z) pode ser resolvido através da equagao

%(gijdiq) (x|z) =z{x|z)

cuja solu¢do normalizada é
(x]2) = (26*) " exp [‘z—bz<x—q>2+%l’ (- %ﬂ’

2.1.3 Produto escalar e completeza

O operador a € ndo-hermitiano e como consequéncia a ortogonalidade dos estados coerentes
ndo é garantida. O produto escalar entre dois estados | z) e | Z') é

(ZI ‘ Z) — <0 ’ _@T(Z/)Q(Z) ‘ O> _ <0 ’ e,z/mefz/*@ez/ﬁfefz*ﬁ ’ 0>€7%(|Z/|2+|Z|2)
_ e—%(lz—z’\z—zz’*ﬂ*z'). 2.2)

Portanto, a superposicad entre dois estados,

a2
(| 2P =e 771,

diminui quando a diferenga entre os rétulos z e 7 aumenta.
Apesar da ndo ortogonalidade, € possivel expandir na base dos estados coerentes, cuja relacdo

de completeza é
~ 1
i==[d :
n/ z]2)(z]

Esse conjunto possui uma base supercompleta, ou seja, mesmo removendo alguns elementos da
base, ela ainda continua completa e é possivel representar qualquer elemento deste espago através
da combinacdo linear dos elementos desta base. Desta forma, um vetor deste conjunto pode ser
representado como

’Z> — l/dzzl ‘ Z/><ZI ‘ Z> _ l/dzzl | Z/>e_%(|Z—Z/‘2—ZZI*+Z*Z,)
7 T
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2.2 Duplicacao do espaco de fase

O propagador semiclassico na representacao de estados coerentes serd calculado usando a apro-
ximacao de fase estaciondria (cap. 3). A condi¢c@o de fase estaciondria leva a equacdes de movi-
mento para duas varidveis complexas u e v, onde posi¢do e momento sao complexos, que substituem
z e z*, onde posi¢do e momento sdo reais, que satisfazem as equag¢des de Hamilton:

__idH(u,v) v_i&H(u,v)

A\ —_Z\"7 2.
h dv h du 2:3)
onde
M_L(z+,-£> _L<51_l£>
V2\b ¢ V2 \b ¢
com bc = h.

A transformac@o de (g, p) para (u,v) pode ser obtida via uma funcéo geratriz F(q,v) com

p_Bq =y

Calculando F(g,v) chega-se a

. 2 .
Flgv)=—% (q— +v2) L 24

2 \ b?

sendo F(gq,v) determinada para todo v e g. Porém, do ponto de vista da mecénica classica estamos
diante da restri¢ao

R(v) = q/(V2b) 2.5)

que faz com que tais varidveis mantenham uma dependéncia entre si. Uma das maneiras, entdo, de
determinar 2.4 seria admitir que g é complexo e ignorar o vinculo 2.5 para, desta forma, agregar
trajetorias classicamente proibidas ao calculo quantico [13]. Veremos no capitulo 3 que as solucdes
que precisamos das equacoes 2.3 sdo de fato complexas.

Podemos ilustrar como a duplicacdo do espaco de fase pode conectar trajetérias classicamente
proibidas usamos a transformacao [14]

q=q1+ip2, p=ri1+iq (2.6)

onde g1, g2, p1 € pp sdo reais.
Nessas coordenadas, uma hamiltoniana H(q, p) assume a forma complexa

H(q,p) = Hi(q1,p1,92,p2) +iH2(q1, p1,92, P2) (2.7)

onde H; e H; sdo fungdes reais das varidveis reais qi, pi1, q2, p2. Para H(q,p) analitica pode-
se usar as condi¢cdes de Cauchy-Riemann e recuperar as equacdes candnicas de Hamilton para as
novas varidveis. Sendo assim, as equagdes de movimento para estas coordenadas sao:

JH, . 0H, . J0H, . J0H,

. _OH _ o _ 98, __om 2.8
qi apy D1 9 70 95y’ D2 Eye (2.8)
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As equacdes (2.8) sdo as equacdes usuais de Hamilton para um sistema de dois graus de li-
berdade, governadas apenas pela parte real H;. Uma consequéncia interessante que decorre deste
resultado € que H; e H, sdo constantes do movimento e, portanto, um sistema unidimensional
integravel se mantém integravel no espaco de fase duplo.

Partindo destas premissas, calcularemos as trajetérias complexas de alguns sistemas Hamil-
tonianos simples. Comecaremos com o problema trivial de uma particula livre, seguindo para a
Hamiltoniana do oscilador harmonico e logo em seguida para a Hamiltoniana do oscilador harmo-
nico ao quadrado.

2.2.1 Particula livre

A Hamiltoniana da particula livre é:

2
H_P (2.9)

" 2m

Substituindo na equacgdo 2.9 as coordenadas dadas pela equacao 2.6, temos:

2 2 .
P QQ+1P1‘12 (2.10)
2m 2m

H =

Tomando a parte real, ou seja, Hy, podemos escrever as equagdes de Hamilton:

DL 2

q1 o P1=0, =0, pr=-—. (2.11)
m m
Obtemos as seguintes solugdes:
t
ait) = qo+2%
m
pi(t) = pio
¢(t) = g0
20t
p2(t) = p20+q7- (2.12)

2.2.2 Oscilador harmonico

Como alicerce para o proximo exemplo vamos apresentar aqui as solugdes para o oscilador
harmonico nas coordenadas 2.6. A Hamiltoniana do oscilador harmonico é:

2 2.2
p- | mwq
H=— 2.13
2m + 2 ( )
Substituindo as coordenadas dadas pelas equacdes 2.6, obteremos Hj e Hy:
2 2 202 2
P a) P
o= P =% MmO (g = p)) (2.14)
2m 2
Hy — % +mo’qips (2.15)



Capitulo 2. Estados coerentes e trajetorias complexas 2.2. Duplicacdo do espaco de fase

Usando Hj, escrevemos as equacdes de Hamilton, chegando ao sistema de equagdes diferenci-
ais abaixo:

. P1 . . . q2
Gi="—, p1=-mo’q, ¢=-mo’py, py=-"-. (2.16)
m m

As solugdes sdo dadas por:

pPio .
t) = cos Wf + —— sin @t
q1(1) 410 + o
pi(t) = piocos®f —mqiosin ot
Q2 (l‘) = (0 COS Wt — M@ pr( Sin @t
pa(t) = paocosor+ 420 Gn o (2.17)
mao

e sao sempre periddicas, com o mesmo periodo das solucdes reais.

2.2.3 Oscilador harmonico “ao quadrado”

O oscilador harménico ao quadrado representa um sistema interessante, pois suas equagdes sao
ndo lineares, mas com solucao exata no caso real. Vamos ver que esta propriedade se repete mesmo
com a nossa mudanga de coordenadas da equacao 2.6, porém uma dindmica ndo trivial surge e, com
ela, as diferencas com o caso real.

A Hamiltoniana do oscilador harmdnico ao quadrado, como o préprio nome ja diz, é:

2 2 2\ 2
A= (p—+mw 9 ) e (2.18)
2m 2

Desta forma, temos que 7 = H 12 — H22 +2iHH,, ou seja, 74 = H 12 — H22. Pode-se demonstrar que
H, e H; sdo constantes do movimento em relacio a .77 levando ao sistema de equagdes diferenciais
de primeira ordem

q'l 0 0 2H1/m —2H2/m q1
D2 0 0 2H2/m 2H, /m D2
D1 - —2[‘111716()2 2H2m(02 0 0 D1 (2.19)
g2 —2Hymw?* —2Himw* 0 0 9

Os autovalores da matriz a direita sdo 2w(H, +iH;) e —2@(H, +iH} ), Expandindo as soluc¢des
em termos dos autovetores correspondentes e resolvendo o problema de valor inicial, chegamos as

10
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seguintes solucdes:

q1(t) = qiocos (Qlt)cosh(ta)—f—%sin(ﬂﬂ)cosh(ﬂﬂ)
m

- % cos (Q¢) sinh (Qat) — pao sin (Q17) sinh (Qat)
m

p1(t) = pirocos(Qgr)cosh(Qyt) — wmgysin (1) cosh (Qxt)
wmpycos (1) sin (Qpt) — gao sin (£217) sinh (1)

q2(t) = qaocos(Qqt)cosh (Qat) — wmpygsin (Q4¢) cosh ()
+ mgqgcos (Q1)sin (Qot) + piosin (Q¢) sinh (Qx¢)

pa(t) = paocos(Qqt)cosh (Qof) + % sin (Q;¢) cosh (1)
m

- % cos (Q7) sinh (Qar) + 10 sin (Q17) sinh (Qar) (2.20)
onde Q| = 2wH; e Qp = 2wH,. Podemos notar, a principio, que escolhendo condi¢des iniciais
tais que Q; = 2wH, = 0, obteremos trajetdrias fechadas no espaco de fase duplo ao passo que para
termos trajetdrias abertas é suficiente que H, # 0. Portanto, mostramos também que as solucdes
apresentam um comportamento mais rico ao entrarmos com esta dinamica complexa.

Isso mostra que as solu¢des do problema cldssico podem ser obtidas explicitamente. As solu-
¢des quénticas também podem ser construidas de forma simples, pois os auto-estados de A sdo os
mesmos do oscilador harménico e as energias [ (n+ 1/2)]2. O propagador quantico, no entanto,
€ ndo trivial, assim como nao serd o cédlculo semicldssico posteriormente.

Caracteristicas notdveis do oscilador ao quadrado:

1. Sistema ndo linear porém com solucdo exata.
2. Frequéncia de oscilacdo dependente das condi¢des iniciais.

3. Trajetdrias fechadas e periddicas para coordenadas reais, mas existem trajetorias complexas
periddicas também e € nelas que estamos interessados, pois ficam limitadas no espaco de fase
e ndo divergem.

2.2.4 Hamiltoniano de Kerr: um analogo quantico

Uma aplicagdo interessante para o oscilador harmonico “ao quadrado™ aparece no sistema op-
tomecanico cujo esquema estd ilustrado nas figuras 2.1(a) e 2.1(b) [15]. Observando tal sistema
encontramos um espelho acoplado mecanicamente a uma mola interagindo com o campo eletro-
magnético de uma cavidade Optica a sua esquerda, a cavidade entfo interage com o campo de um
laser a esquerda. Tal sistema visa mimetizar o da figura 2.1(a) onde duas cavidades Opticas dividem
o mesmo espelho.

O operador Hamiltoniano total deste sistema pode ser dividido em trés partes. A primeira,

2
p 1
He = % + Emﬂzxz,

11
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—>X

(a) Duas cavidades de Fabry-Perot compartilhando (b) Uma cavidade de Fabry-Perot com um espelho os-
um espelho oscilante. cilante mimetizando a segunda cavidade

e

descreve o espelho acoplado mecanicamente ao oscilador onde m, Q, x e p sdo a massa do espelho,
a frequéncia de oscilacdo do espelho, sua posi¢do e seu momento respectivamente. A segunda,

H. = ha)oaTa — h%aTax,

descreve os fétons da cavidade, de frequéncia natural @y, através dos operadores bosonicos a e a'
e o acoplamento entre a cavidade e o espelho presente no segundo termo do lado direito onde L € o
comprimento da cavidade. E, por dltimo,

H; = ihA (aTe*iwlt — aeiw’t)

onde w; é a frequéncia do campo emitido pelo laser e A é uma constante de interagdo entre a
cavidade e o campo emitido pelo laser que € proporcional a raiz da poténcia do laser e a cons-
tante de decaimento dos fotons da cavidade. O Hamiltoniano total € entdo a soma dos trés acima:
Hy = H,+ H.+ H;. O termo de Kerr aparece ao realizarmos uma rotagdo com o operador W (¢) =
exp (—ioya’at) no Hamiltoniano total [15]

W (1)
ot

H%e = WT(t)HTW(t) —iWT(t) :Hslow+Hfast
com
Hyjpw = hAd a+ ihA (aT —a)

PPl 5,
Hfast = % + EmQ — hgaTax,
onde fizemos g = @y/L que pode ser entendida como a constante de interagdo entre a cavidade e
o espelho. A frequéncia efetiva da cavidade, A = @y — @;, € calibrada para ser muito pequena e

muito menor que a frequéncia do ressonador mecanico (“varidveis rapidas”).

12



Capitulo 2. Estados coerentes e trajetorias complexas 2.2. Duplicacdo do espaco de fase

Portanto, transformamos

1 h2 2
Hyoy = hQ (ATA + 5) ~ 18 (dfa)?,

[ mQ ip hg .
AJr = — f
2h (x m&2 * m2 " a)

e dai obtemos o termo de Kerr para um meio fisico

com

h2g2

W(cﬁa)z (2.21)

errr -

Por ser um bom anédlogo quantico do oscilador harmoénico “ao quadrado”, o termo para um
meio fisico do tipo Kerr € uma motivacao fisica para o problema foco desta dissertacao.

13



Capitulo 3

Evolucao temporal semiclassica

Nesta capitulo falaremos sobre a evolug¢do temporal semicldssica iniciando com uma explana-
cdo da funcdo de onda semicléssica e suas implica¢des dinamicas. Seguiremos com uma discussao
sobre o propagador de Van Vleck e suas limitagcdes usando a representacao de posicdo. A secdo
sobre o IVR visard esclarecer a ideia por trds do método. Deduziremos o propagador semiclassico
na representacao de estados coerentes para uma melhor visibilidade de sua estrutura e da dinamica
hamiltoniana que surge no limite semiclassico nestas coordenadas. Finalmente apresentamos uma
IVR para o propagador em estados coerentes.

3.1 A funcio de onda semiclassica

Vamos comecar procurando uma solugéo da equagdo de Schrodinger, dado um potencial V(g),
valida no limite 7 — 0 para um sistema unidimensional. Neste limite, o comprimento de onda de
De Broglie (A ~ i/ p) é bem menor que a escala de variagdo do potencial V(g)[16]. Desta forma,
localmente a particula se comporta como uma particula livre. Por isso, supde-se uma funcao de
onda na forma

¥(g;1) = A(g,t)e"" ", (3.1)
com A(q,t) sendo uma amplitude real e que varia lentamente em relagéo a fase real S(g,). Como
conhecido da Teoria WKB [17], ao se substituir a fun¢do de onda 3.1 na equagdo de Schrodinger,
para um potencial V (g),

Jd n 9?
(ihEﬂL%a—qz—V(Q)) y(q,t) =0, (3.2)

e excluindo os termos quadréticos em 7, obtém-se duas equagdes: a primeira rege evolugao tempo-
ral da fase

s 1 (3s\*

—+— = V(g)=0 33

dt +2m (8q) +Vig) =0, (3.3)
sendo esta a equagdo cldssica de Hamilton-Jacobi, melhor representada na forma:

as as

3 +H(q,9,S,t)=0, onde J,S= E (3.4)

14
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A solucdo formal da equacgdo 3.4 é simplesmente a acao[16]

S(q,t) =S(4',0) +S(q,1:4',0)
onde .
S(a.1:¢,0) = [ dela(e)p(e) ~H(q.p: )

satisfazendo as relagdes

/

0 0
= ——5S(q,1:¢,0 = —S(q,1:4',0
p 97 (¢,t:4,0) e p 3q (¢,1:4',0)

para, assim, determinar uma trajetéria especifica que parte de ¢’ e p’ = —dS(¢',0) e vai até g e
p = 9,5 no tempo .
A segunda equacdo rege a a evolucao temporal da amplitude

0dA 10S0A 1 9%S
E—f—%a—qa—q%—% a—qz—o 3.5)

da qual decorre a equagdo de continuidade,

dp d B
§+%(pv) =0 (3.6)

onde p =| y >’=A%ev=09,S/m.
Da equacdo de continuidade 3.6 temos a garantia de que a densidade de pontos em um volume
dq se conservara no tempo, figura 3.1,

p(gq,t)dg=p(q’,0)dq,

e, portanto,
1/2

a /
A(g,1) = ’a—i]] A(d',0).

Juntando estes ingredientes, dadas as condigdes iniciais Ay = A(q’,0) e Sp = S(¢’,0), obtém-se
a fun¢do de onda semicldssica

1/2 1/2

eiS@d Dy (g 0). (3.7)

/

a /
w(g,t) = ‘8—(2 :

dq

A(q’,O)e%(5(61’,0)+S(q7t;q20)) — ’

E interessante olhar para a curva S(gq,t) no espaco de fase, ilustrada na figura 3.1, e perceber
que diferentes posicdes iniciais ¢’(0) podem levar a mesma posicdo final g (2;). Neste caso, é
necessdrio somar tais contribui¢cdes a fun¢ao de onda. Portanto:

154540y (¢, 0). (3.8)
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Também € ilustrado na figura 3.1 o inicio da formacdo de uma cdustica, também denomi-
nada como ponto focal, em q;(t;) que pode ser entendida como um ponto do espago de fase onde
dq'/dq — oo [17]. Tais pontos focais podem ser vizualizados na figura 3.2 para o oscilador har-
monico onde temos um ponto focal acadatr = (n+1/2)w (n=0,1,2,..) para ¢(¢), indicando onde
h4 as divergéncias do pré-fator da equacdo 3.8. Para a mesma funcdo de onda escrita na represen-
tacdo de momento, tais divergéncias ocorreriam para t = n7 (n =0,1,2,..), onde se encontram os
pontos focais de p(t). A cada passagem por estes pontos, acrescenta-se uma fase, chamada indice
de Maslov[17, 18] (seu sentido ficard mais claro na se¢do 3.2), computando a mudanca de sinal de
dq'/dq. A forma final da fun¢do de onda semicldssica é entdo escrita como [19]:

1/2

9q; 15(q,t:¢/:,0)—imm(q.q't) y o 1
en> ATy (g, 0). (3.9)

J

- R
Ol%' daﬁw o|0§1 06

Figura 3.1: Curva S(gq,?) e nela vemos a formagdo de uma cdustica em dq;. Algo importante a se notar nessa
figura é que a densidade de pontos em um volume do espaco de fase se conservard no tempo.

3.2 O propagador semiclassico

Agora partiremos na busca do propagador semicldssico

K(qr,q0:7) = (g7 | U(7) | q0)

onde U (1) é o operador de evolugdo temporal e

W7 = [ K(a5.90:)(00.0)dao
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q(t) vs t com p0=0

posigao inicial: 9= 0.2

posigao inicial: 9= 0.4

posigao inicial: q, = 0.6 0.5

posigao inicial: 9= 0.8

posigao inicial: 9 = 1 0

p(t) vs t com p0=0

Figura 3.2: Pontos focais do oscilador harménico.

a fun¢do de onda evoluida no tempo.

Esta busca seré feita partindo da ideia apresentada na se¢do anterior: escrevendo o propagador
para tempos curtos e logo apds buscando este resultado para tempos longos através das propriedades
do operador de evolucao temporal discutidas no apéndice A.

3.2.1 Intervalo de tempo finito

O propagador pode ser expresso como uma composicao de propagadores infinitesimais para um
intervalo de tempo finito. Entdo, podemos usar a forma do propagador infinitesimal

N _:He
Klonane) = 1000100 = [t 1p o | ag)dpy

_ (o1 —a0)— K 2 .1
- / dpy + O(€?) (3.10)

para um intervalo de tempo € =t | — fx, com tempo T = N€, onde

_;He iHe 1 Pk Hie
(prle " | qr) =~ <pk|1——|qk> \/ﬁe’h S (3.11)

H
g, - Pl H g

3.12
(Pr | k) .12
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E vilido notar que um dos requisitos a se cumprir como propriedade bésica da evolugio tem-
poral é que K(qx+1,9k,€) = 0(qr+1 — qx) seja satisfeita no limite € — 0. A equagdo 3.10 pode ser
escrita como

l[)k

%
K(Gr+1,q1,€) = Mh/e‘zmh’f+ (1=~ 7€ g py + O (€2) (3.13)

onde Vj € o potencial que aqui pode ser dito constante para um intervalo € curto. Nestas condicoes,
ao efetuarmos a integral usando a integral de Fresnel,

oo ; 2
/ expli(ax* + bx)] = \/?exp <_ii_a) , (3.14)

chegamos a

&S (k+1:qk:€) /T (3.15)

K<qk+1 y ks 8) ~ 2imeh

2
S(qr+1,qK:€) = € [m <w> —V(qk)] .

&

onde

Usando a defini¢do da funcao delta
1
5(x) = lim ———e */20
-0 /2102

vemos de fato que 3.15 satisfaz a propriedade de tender a um delta para intervalos de tempos curtos.
A partir disso, pode-se realizar N propagacdes usufruindo da propriedade A.4, do apéndice A,
e “sanduichando” N integrais entre estas propagacdes, ou seja,

K(qf,q0:7) / /HdCIkK Qi Gk—1,€)

Desta forma, fazendo € — 0 e N — oo, 0 propagador de um ponto ¢(0) = go a um ponto gy = gy
ficara

dqidqs...dgn—1
Klar.q07) = £th / /‘1 Znh =

N—1 _ i
o [hgoe{m(w) _V(q“H = [ Dl 316
onde

N—1 N 2 T
Slg(r) = lim Ze{m(M) —v<qk>}= [Tt awa 61

(S,N)*)(0,0o) k=0 €

X

é a agdo sobre o caminho ¢(7). E vélido notar que, neste caso, necessariamente nio serd usada
apenas uma trajetéria cldssica pois devemos considerar todos os caminhos possiveis [17] e para
que este limite seja correto € necessario considerar também que todos os caminhos que ligam
q(0) = g0 a gv = q sejam continuos [20].
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3.2.2 Aproximacio para a fase estacionaria

Percebemos que todas as trajetdrias contribuem de alguma forma para o propagador. Porém,
na equagdo 3.16, vemos que no limite cldssico, onde a acdo S(7) passa a ter um valor muito maior
que 7, a relagdo S/h se torna muito grande. Qualquer variagdo dg entre dois caminhos vizinhos,
pequena em termos do ponto de vista cldssico, implicam em mudangas bruscas de fase do expoente
do integrando na equacgdo 3.16, fazendo com que contribuicao total dessas trajetorias se anule ao
calcularmos a integral, ou seja, se uma trajetdria faz uma contribuicao positiva, outra muito préxima
a ela faz uma contribui¢do igualmente negativa. As Unicas trajetérias que realmente contribuirdo
sdo as trajetdrias cldssicas onde a variagdo da agdo é nula em uma vizinhang¢a 6¢g de acordo com
o Principio de Hamilton. Isto faz com que, na vizinhanga das trajetdrias cldssicas, a fase S/h se
mantenha estaciondria e as contribuicdes a integral 3.16 sejam validas. Além disso, contribuirdo
ainda as trajetdrias contidas na regifio préxima a g(¢) onde a variacao da agdo ainda € da ordem de
h. Seja, entdo, a trajetoria classica g(7) onde

t
8S[(7),q7.d0:1] = 5/ Ldt =0, (3.18)
0

Dizemos, neste caso, que a ac¢do cldssica é estaciondria para pequenas variacdes 0¢(T) e a
equacao 3.18 € o principio da minima ag¢do de Hamilton. Como sugerido no inicio deste capitulo, a
contribui¢do dominante deve vir da vizinhanga da trajetéria g(7) cuja ac@o cldssica é estaciondria.
Introduzindo a notagdo & = (gy—1,9n—2,---,q1), onde go € gy s@o fixos, em que E € o conjunto de
pontos para qual a agdo € um extremo, vemos, entdo, que uma expansao do funcional S, em uma
série de Taylor funcional em torno da fungio &, que € a trajetdria cldssica para a minima agao, é:

S:Sd+%325(3)+... , (3.19)
onde 8S =0 e 525 é um funcional quadratico, dado por
L. NS 92 ,
0°8= { } 056E; =0E" ASE, (3.20)
i:ZI ,;1 I

sendo que SET é §& transporto e A a matriz cujos coeficientes sio [02S/9&dE J']E
Substituindo a equacdo 3.19 na equagdo 3.16, temos

Kiclapsanst) = exp | 1SE(0)] [ e [ﬁ LY 5o ] 560
=1 j= i

Vemos que A € simétrica e, portanto, diagonalizdvel. Podemos transformar a integral da equa-
¢a0 3.21 em um produto de integrais diagonalizando A a partir de uma transformacao ortogonal na
base {®w}, de modo que:

Of=w e OAO'= Adingonal- (3.22)

Dl¢] (3.21)

1

Entdo, a equagdo 3.21 fica

; N—1 i ; N=1
Ksc(qr,q0;7) = \/;_hexp [ES[ (’L’)]} / I;[ {%} exp [ﬁ ; ),i(S(ui)Z] 7 (3.23)
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passando a ser um produto de integrais desacopladas e gaussianas. Sendo assim, usamos a integral
de Fresnel 3.14 chegamos a

1 i ofF elsy
Ksc(qr,q0;7) = ——=em50 ()] . (3.24)
! Jh N SR

Podemos escrever a equagdo 3.24 em uma forma mais geral:

1 n o
Ksc(qr,q0:7T) = We(’zlhs[ (D)]+ 47’), (3.25)

onde Yy € a diferenca entre o nimero de autovalores positivos e negativos. Pode-se interpretar a
amplitude do propagador como o jacobiano da transformacao entre a posicao final g € 0 momento
inicial p’ [19]. Em meio a esta trajetdria, podera haver a presenga de cdusticas que fazem com que
0 jacobiano divirja como demonstrado no teorema de Morse, disponivel na bibliografia [16] [17].
Neste caso, ¥ desempenha um papel andlogo ao que os indices de Maslov desempenham na fun¢ao
de onda semicldssica, equagdo 3.9, ficando assim mais claro o seu sentido. Além do mais, como
decorréncia do Teorema de Morse
2 -1
det(A) = (—A) ,

dqrdqo
e, desta forma, o propagador fica

1 (12 _
-8 e(iflrls[é(f)]+i%7), (3.26)

96]f9q0

R

Ksc(qr,q0:T

onde S[E(7)] = [ TL[E(t)]dt. A soma em j significa somar as trajetérias cuja condigdo inicial
(g0, Po) leva ao estado (g, dy,S).

Mas ainda resta a pergunta: quais sao as trajetdrias cuja condi¢do inicial (q{), p{)) leva ao estado
(g7, aqu)? Entra em questdo aqui pela primeira vez o problema conhecido na literatura como
“root search”, ou seja, encontrar trajetorias que conectam os pontos ¢(0) a g(t), trajetdrias estas
que satisfacam as condicdes de contorno

q(0)=gq), pO)=p) e q(t)=qs, p(1)=0,5S(qs.q}1)-

3.3 Meétodos semiclassicos IVR

O uso direto do propagador de Van Vleck, como mostrado na secdo anterior, leva a alguns
problemas [21, 22, 23]:

1. Busca de raizes como discutido, ou seja, todas as trajetdrias cldssicas que passam por ¢(0) e
vao até ¢(7) durante o tempo 7. Tal tarefa fica cada vez mais complicada para tempos longos
e para sistemas cadticos pois o nimero de trajetorias que conectam os dois pontos pode ser
muito grande.
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2. Na presenca de cdusticas (pontos focais ou conjugados), o propagador de Van Vleck diverge.
Para contornar este problema, deve-se buscar uma expressao uniformemente assintética nes-
tes pontos, ou seja, suavizacdes do propagador semelhante as funcdes de Airy usadas na
Teoria WKB [17].

Os métodos IVR’s, sigla para Initial Value Representation, visam contornar tais problemas
primeiramente com a ideia de especificar as trajetdrias somente em termos das condi¢des iniciais.
Como exemplo, considere a expressao

Klap.a0.9) = [{as | pr)lpr |U®) | a0)dy.

O propagador no integrando pode ser calculado no limite semicldssico de forma andloga ao que
fizemos anteriormente e resulta

1/2

e

d%s

_ iS+Zy
Iprdqo

1
Ul(t ~
onde S = [(L— pq)dt,
9 _ . 95 _
apf qf, aqo Po

As trajetdrias que procuramos satisfazem ¢(0) = go e p(t) = py. O momento inicial p(0) = po
¢ funcdo de qo, pr e t: po = f(qo,py,t). Ao invés de integrar em p s podemos fazer uma mudanga
de varidveis para pq:

J apo\ " %5\
dpy = a—gdpo = <a—2) dpo = (—apf aq0> dpo

Assim, precisamos das trajetorias com

q(0)=qo0, e p(0)=po paratodo po

ehdrpy 25 17V il
K(gr,q0,7)= [ d - erST Y
(9790, 7) P e 3,940

Veja que:
e s precisamos determinar trajetorias com condicdes iniciais;

e o pré-fator foi invertido devido ao jacobiano;

e 0 preco a pagar foi calcular uma integral.

A seguir calculamos o propagador na representacdo de estados coerentes € usamos esse mesmo
truque para gerar uma [VR.
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3.4 Representacao de estados coerentes
A partir daqui, usaremos a representacdo de estados coerentes para o propagador:
K(zp,1:2,0) = (zf | e /7| 2. (3.27)
Para que possamos escrever esse propagador como uma integral de trajetoria [20, 3], dividimo-
lo em propagagdes infinitesimais usando as propriedades de composicdo e de evolugdo infinitesimal

do operador de evolugcdo temporal sendo isso feito em N intervalos temporais infinitesimais de
comprimento € = 7/N de modo que

A N=1 N=1/ e
U(7,0)= [TO0(txsr.0) = [T (1 - - (3.28)
k=0 k=0
onde t; = ke. Empregando a identidade
. d’z dz'dz
1= —{(z|= 3.2
[1255e= [ 1955 (329)

N — 1 vezes entre cada elemento infinitesimal obtemos

N—ld *d N—1 R I:I
K(zp,t;2i,0) = /(H ;;) X [H<Zk+1| (1—%) |zk>] (3.30)

k=1 k=0
com | zy) =| zr) e | z0) =| z;) e condig¢des de contorno
0=z € Iy=2s (3.31)

O 1ltimo termo da equacdo pode ser trabalhado da seguinte forma:

. iHe ie .
(2t1 | (1 —7) ) = (oeer [ a) =5 (e | H [ 2e)
i€z A Zk
— (|2 (1-F L) (3:32)
ho (e | )
o qual pode ser abreviado com a notac¢ao
» (zrs1 | H | z)
Heox=H(zp o past) = ——————— (3.33)
i (@, ) (zhr1 | zx)
e também com uso da formula do overlap entre dois estados coerentes
1 2 * 1 2
(k41 | zk) = exp _E‘Zkﬂ‘ t 2 1% — E’Zk‘ . (3.34)
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Voltando ao produtério, € possivel deixa-lo na forma

]\i—f [(Zkﬂ | zx) (1 — %M)}

k=0 (Zht1 | 21)

N=TT . 1, N-l i€
= exp Z {—§|Zk+1| +Zk+1Zk_§’Zk|1 Xkl—!)(l—EHj-H,j)

! " 1 e
exp{ )y {—E|Zk+1|2+zk+1Zk— Eyz,ﬂ } X exp{ ) - k+1,j} (3.35)

k=0 k=0

>~
=]

=z

Q

Esta aproximacao serd justificada quando fizermos, devido as varidveis continuas, o limite N —
oo, ou seja, € — 0 na secdo seguinte. Enfim, escrevemos

fed) N1 2 1, i€
e/ = exp{ ) — |t "+ deaze— S|l ™ = Hie
k=0
NZLror . 1, i€
= €xp Z —5(2k+1 —Zk)Zk - Ezk+1 (Zk+] _Zk) - EHk-H,j (3.36)
k=0
onde f ¢ fungdo das varidveis z := (z1,...,zy) € Z° 1= (2, ...,Zy_; ) que sdo varidveis independentes

pelas quais serd feita a integragao [7]. Note que zo =z, € 2y = z.’; estdo fixas. Os conjuntos, 71, ...,ZN
€ 25, ---,2y_ 1> ddo origem a vdrios caminhos que sdo somadas com as integragdes.

No limite & — 0, as trajetérias que mais contribuem para a integral do Propagador sdo as que
mantém o expoente da equacdo 3.36 estaciondrio. Tais trajetérias devem satisfazer 6 f = 0 sendo
os pontos neste domininio chamados de pontos estaciondrios no caso de f ser uma func¢ao real e
pontos de sela quando f é uma funcio complexa que vem a ser o caso na representacao de estados
coerentes. Portanto, fazendo a expansdo até segunda ordem ao longo da trajetdria que satisfaz
0f =0, a trajetéria critica, temos:

— 1 =
f%f+§32f (3.37)
sendo que
N—1 af 5f
of = {—&k—l—T&; 1} =0. (3.38)
k;l 92 9zy
Para que esta igualdade seja satisfeita, precisamos fazer:
d vl — | dH
I _ _Em=a)  idHwk (3.39)
8Zk € h aZk
d — | dH
f _ (Zk+1 Zk) i I:|‘17k — 0 (340)
9zt € h 9z,

sendo esta a condi¢do dos pontos de sela. Com esta aproximacdo, o Propagador Semicldssico é
dado por:

N—1 *

7 dz*d i (S27

KEC[ZX],T;ZO,O] = e’f/h/ (H ;yrlz> X eﬁ(a2f/2) (341)
k=1
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3.4.1 Trajetorias Complexas

Desta vez, vamos tomar o limite em que o nimero de passos entre o estado inicial e o final
passe a ser continuo , ou seja, N — co. Neste limite, um ponto de sela passa a ser uma trajetdria,
(z*(t),z(t)). Como consequéncia desse limite € — 0, as equagdes 3.40 se tornam

i dH(z",7)
h 97
s 1OH(2)
R dz
ou seja, para efetuarmos a integral 3.41 devemos encontrar as trajetorias que satisfazem as con-
di¢des de contorno 3.31 e as equacdes de movimento 3.42. Porém, ao olharmos as condi¢des de
contorno z*(7) = zj e z(0) = z; em termos de (g, p) (como visto no capitulo 1)

(3.42)

q(0)  .p(0) g .pi

b +1 c —b+1c
M_iM:q_f_iﬁ (3.43)
b c b c

logo percebemos a limitacdo cldssica ao ver que a dindmica Hamiltoniana levard as condicdes
iniciais (¢(0), p(0)) ao ponto (g(7),p(7)) determinado por ela ao invés de levar ao ponto (gr,py)
que seria o nosso estado de interesse. A consequéncia de manter (g, p) reais é que a amplitude de
probabilidade K5€ [2},7:2:,0] seja zero para (g, py) . Para contornar estar situagdo € necessdrio
fazer uso de um truque matemdtico: a complexificacdo das trajetérias, ou seja, fazendo (q,p)
complexos temos que

*

g p°,q .p
L2 21 ;7 44
b lc 7éb lc (3.44)

neste caso, simplesmente (z)* # z* e para aliviar um pouco a notagdo introduzimos agora aquela
vigente na literatura [7]

uz%(%—f—i%) y %(%—il—c’). (3.45)

sendo u e v variaveis independentes cujas equagdes do movimento sao:

i dH (u,v)
 h v
i dH (u,v)
s~ 3.46
V=T o, (3.46)
As condicdes de contorno nesta nova notacao ficam:
u)=up=z e Vv(T)=ve=2 (3.47)
Agora, aplicando o limite € — 0 em f, temos
- b . i 1 1 ) ’
flu,v) = /0 dt E(W — ) — EH(u,v) + E(vfuf +voup) — §(|Zf’ + |zi[%). (3.48)
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onde identificamos

] 1
S= / dt [ vu—uv) — ;H(u,v) +§(vruf—|—vouo).
como sendo a A¢do Complexa que possui as mesmas propriedades que uma agao cldssica:

i dS(ve,ug), T i dS(ve,up,T) dS(ve,up,T)
MV ALULLN L Gl i AL LD S A\ 2L U2
h dve h dug ot

Ur =

E, enfim, a integral

N=L dudy i (527 0’H o
#(6°1/2) — -1/2
/(,III 2mi ) et My ()| ex p[ / dat dudv 2 } ’

foi resolvida da mesma forma que a expressdo 3.26. Nessa expressdo M,,(7) = dv;/dvg é um
elemento da matriz tangente,

_ | My, My, | | dug/duy dvi/dug
M(z) = [MW Mvv}_[auf/&/o avf/avo} (349

que € responsdvel pela evolu¢do temporal de uma vizinhanca de um ponto de uma trajetoria classica

de tempo inicial, t = 0, a um tempo final, = 7 [7]. E, finalmente, o a fase associada ao médulo
|M,,,(7)]~1/2. Portanto, a expressdo do propagador semicldssico é dada por

i io 1
K€y, 7;u,0] = Z|MW |1/2exp{ {S(vf,uo,f)-l-l}—?—§(|Zf|2+|zi|2) (3.50)

0°H
) / a3 dudv’

onde o somatorio esta definido sobre as trajetérias que satisfazem as condi¢des de contorno 3.47.

com

3.5 Representacao de valores iniciais complexa

A representagdo de valores iniciais visa contornar a busca de solucdes que satisfazem condi¢des
de contorno. O propagador 3.50 requer todas as trajetorias criticas que satisfazem as condigdes de
contorno 3.47. Tais trajetérias sdo dificeis de calcular e podem se aproximar de cdusticas, ou
seja, os pontos em que M,,(7) = 0 causando aumentos nas amplitudes do Propagador(equag@o
3.50). Vamos, nesta secdo, visualizar como converter o problema de busca de raizes em uma
integral calculada em termos de condi¢des iniciais. Vamos comegar calculando o propagador em
sua representacao mista

K(x,z;,7) = (x| e~ hHT!Z;)—/
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Com a aproximacgdo semicldssica feita na secdo anterior, o Propagador no integrando passa
a ser calculado sobre uma trajetdria cldssica determinada pelas condi¢des de contorno 3.47 [5].
Portanto, na notacao usual [7] o Propagador fica

d?vy \ pSC
K(x,zi,r):/ p- (x| vp) KZ" (ve, zi) (3.51)

onde o overlap entre a posi¢ao final e o estado coerente € dado por:
(o) = () exp |5 (5 = VB) o vttt —va |,

A trajetéria (u(t),v(t)) que entra em K5C é determinada por u(0) = z; e v(T) = v; e no seu
ponto inicial tem v(0) = f(z;,v¢,T), ou seja, com a ajuda de um jacobiano podemos mudar as
varidveis de integragdo de (v¢,v;) para (vo,v;) e deixar o propagador 3.51 especificado em termos
das coordenadas iniciais. A relacao entre os elementos de volume € [10, 6]:

(dve/dvy) (Ive/IV)
(dvz/dvo) (dvi/dvp)

Para a fungdo v; = v(vg, T) analitica entdo:
dve  [(vi\" 0 e dvi  [dve\”
v ~\dvg/) v \dvwy )

Com isso, a transformacdo final é:

(dve/dvy) 0
0 (dve/dvp)*

dsz = ‘ dzvo.

2
vz

——| d*vo =My, (7)Pd*vg (3.52)
8v0

dsz - '

d2V0 = ‘

0 que nos leva a

d%v .
=2 My ()P (x| VEYKSC (ve, ).

K(x,2,7) = /

Substituindo 3.50, chega-se a forma final

Koz ®) = [ C0M (P el vigern [ HSl0ma )+ 11— 2 = T+ )] - @59

Nesta dissertacdo vamos ainda considerar a expressao alternativa

2 . .
K1) = [ S 8 M (025770 () exp [i{swz-, R s |z,-|2>} -
o h 2 2

(3.54)
onde introduzimos artificialmente uma suavizag¢do gaussiana. O expoente — |z} — ve|?/a? confere
um peso maior as trajetorias proximas a trajetéria real, onde vy = z} e este peso pode ser controlado
pelo pardmetro ajustdvel @ que pode ser também uma fungéo suave do tempo e de vo (& = (v, T)).

Daqui em diante chamaremos o propagador sem suavizagdo 3.53 de IVR-1 e o propagador com a
suavizacdo de IVR-2, eq. 3.54.
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Aplicacoes e resultados

O nosso objetivo aqui serd calcular a quantidade:

w(x.1) = (| w(1) = (x| e 577 | y(0))

para um estado inicial
1l rqi  .pi
| wo) =|zi), onde z;= % (%4—1&)

c

com ¢g; e p; sendo as médias dos operadores de posi¢do em momento no instante inicial e b =
\/h/m® junto com ¢ = /hm® as suas respectivas incertezas. E importante também uma ressalva
quanto a discretizacdo das integrais 3.53e 3.54 para a realiza¢do dos célculos numéricos. Aqui as
integrais serdo discretizadas da seguinte forma [10]

x AgoApo x
[ dPvos(vo.v) > X200 f e, v
X T

onde vo = 1/v2(qo/b—ipo/c) e AgoApo é o elemento de 4rea do espaco de fase discretizado.

4.1 Fidelidade ao calculo exato

O célculo exato usado para compararmos com os resultados dos IVR’s 3.53 e 3.54 serd feito
expandindo o estado inicial | W) na base de auto-estados do operador de nimero N = a'a do
oscilador harménico, cuja notagdo é {| n) }, base esta escolhida por ser também de auto-estados de
(a"a)?. Portanto, o estado inicial nessa base é:

[}

|1//0>:Z\n><n!1//0)

n

e o estado no tempo ¢ é

W ())exa = ¢ T y) = Y e B ) (n | y).
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onde E, = hon®. Calcularemos algo semelhante a uma correlacio entre | W(t))ew € | W(t))1vrs
grandeza esta chamada de fidelidade e € definida como:

F(t) = lexa{w(t) [ W(1))1vR| (4.1)

4.2 Funcao de onda semiclassica para o termo de Kerr
Partimos do operador hamiltoniano:
A ’ 2
H = (ho) <a7a>
cuja hamiltoniana cléssica nas varidveis independentes (u,v) é

H(u,v) = (ho)?uv (uv+1).

De acordo com as equagdes de movimento (eq. 3.46),

| 0H
- —%% = —ih@*(2v+ Du
)  oH
V= ﬁ% = i 2u+ 1)y,
as solucdes sdao dadas por
u(t) =uge ™ e v(t) = v’ (4.2)

com a frequéncia Q = h@?(2vgug + 1) pois o produto u(t)v(t) é constante no tempo. Assim como
as solugdes do oscilador “ao quadrado”, eq. 2.20, a maior parte das condi¢Oes iniciais d4 origem a
solu¢cdes ndo limitadas, fig. 4.1(a), enquanto uma pequena parcela é de solugdes limitadas 4.1(b).
A condic¢ao sine qua non para que as trajetorias sejam fechadas e periédicas como em 4.1(b) é

S{voup} =0. (4.3)

Tal condigdo faz com que o fator exponencial ¢¥ das solu¢des 4.2 se mantenha unitdrio para
todo tempo. Denotando

1 orgi .pi> 1 <qv0 .pv0>
uo'_\/j<b+lc e vo.—\/§ b zc ,

dado um ug, para que as trajetdrias sejam fechadas e periddicas, devemos escolher condi¢des no
plano vo de modo que
Pi

Py = aqvo (4.4)

E fécil ver que a trajetdria real € obtida escolhendo g,, = g;. Trajetérias periédicas ndo vao para
o infinito e devem se manter bem comportadas.
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4.2. Funcdo de onda semicldssica para o termo de Kerr

Espaco de fase u
8

Im[u(t)]

_4t

i

-10

Re[u

|mWﬁﬂ

E

spago de fase v

1

0.8}

0.6

04t

0.2}

or

-0.21

-0.4r1

-0.61

§

-0.8
-1

ReW(ﬂ

(a) Espaco de fase u (direita) e v (esquerda) onde podemos observar trajeto-
rias abertas cujas condicdes iniciais sdo ug = 1+0.2ie vg =1—0.1i.

Espaco de fase u Espaco de fase v

1.5

1.5

Im[u(t)]

-15
-2

0

Refu(t)]

Im[v(t)]

1t 1 1t
0.5} 1 0.5f
L j ol
—05} 1 -0.5¢
1t 1 -1t

U

-15
-2

0

Refv(t)]

(b) Espago de fase u (direita) e v (esquerda) onde podemos observar trajeto-
rias fechadas cujas condic¢des iniciais sdo ug = 1+0.2ie vo = 1 40.2i

Figura 4.1: Trajetodrias abertas e fechadas nos espagos de fase u e v.
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In(Real(K)) In(Real(K))
0.5 3
200
-1
2 100
1.5
0
-2
1
2.5 -100
3 z, -200
a0 o 2
3.5 -300
-4 1 -400
45 -500
5 -2
-600
5.5
-700
3
-3 -2 -1 0 1 2 3
q Periodos Classicos = 0 q Periodos Cléssicos = 0.324676
In(Real(K’ n(Real(K))
3 3
2 2
d 400 400
1 200 200
z,
o0 0 2 0 0
= -200 -200
-400 -400
-600 -600
3 2 El 0 1 2 3 -~
q Perfodos Classicos = 0.649352 Penodos Classlcos 1.62338

In(Real(K))

600
400
200
o

-200
-400
-600

2 3
q Perfodos Classicos = 3.89611 Periodos Clésswos 6.49352

3

600

400

200

»3

Figura 4.2: Mapa de intensidade do expoente R{In[K(7)]}. Aquig;=1e p;=0.2, (b=1,c=1), posi¢do e
momento médios respectivamente do estado inicial rotulado por uy = z;. Surgem duas regides: a superior a
reta indica as condig¢des iniciais onde o expoente R{In[K(7)]} ficou muito grande e consequentemente faria
com que K(7) divergisse, jd a inferior a reta indica as condig¢des iniciais em que o mesmo expoente ficou
muito pequeno amortecendo K (7).
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4.3 Critério de corte das solucoes

Ao fazer uso da complexificagdo, ganhamos em graus de liberdade, mas agora enfretamos este
problema: nesta nova dindmica surgem trajetorias que causam divergéncias no Propagador. Por-
tanto, no cdlculo do propagador devemos ter em mente que:

1. Todas as trajetorias cujas condicOes iniciais sdo escolhidas no plano vy contribuem inicial-
mente.

2. Algumas dessas trajetdrias divergem ou sdo amortecidas.

3. Temos entdo que somar apenas as trajetorias que contribuem sem divergir o propagador.

Estas trajetérias serdo usadas como input no IVR’s do propagador semicléssico (eqs. 3.53 e
3.54), que para o Hamiltoniano de Kerr é

K (2p,267) = (1+ 2icovouo) ™ 2exp (i (7) + Tz —20) + 2 (v —7)

onde
£(1) = ot(ugvg+ 2voug — 1/2)

A funcdo de onda semicléssica propagada sob o Hamiltoniano de Kerr dado um pacote gaussi-
ano inicial centrado em z; = ug é:

el

X
(1 + ZinOM()T)_I/z

lze) = [dPvol Ml

1 /x N2 vE % o U .
exp {—5 <5_\/§vf> +é(vr—vf%l—é(uf—v1)+?(vo—zi)

onde as outras quantidades envolvidas no célculo, reescritas aqui, sao:

QT

u(t) = ur = uge ¥, V(1) = vy = 19,

MW(’L') =1+ 2iovouyt

Verificando o comportamento do R{In [K(7)]} ao longo do tempo para condi¢Ges iniciais es-
colhidas no plano vy construimos um mapa de intensidade apresentado na figura 4.2 para g; = 1 e
pi=0.2,(b=1,c=1), posi¢do e momento médios respectivamente do estado inicial rotulado por
up = z;. Percebe-se que o espago de fase é dividido por uma superficie cujo o valor de R{In[K ()]}
ainda é proximo a zero de modo que a sua exponencial ainda possui uma ordem de grandeza calcu-
lavel. Nos primeiros instantes, esta regido engloba todas as condi¢des iniciais do plano mostrando
que para tempos curtos todas as condic¢des iniciais contribuem sem fazer com que o propagador
divirja. Porém, com o passar do tempo a superficie vai se afinalando até chegar bem perto da reta
4.4. Esta reta divide o plano vy em dois: na parte superior da figura 4.2 estdo as condi¢des iniciais
que resultaram em um expoente muito grande para o propagador significando que condi¢des nesta
regido fariam o propagador assumir valores altos até divergir e na parte abaixo da reta estdo as
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condig¢des iniciais que resultaram em um expoente muito pequeno e ndo contribuinte para o propa-
gador. As rajadas brancas na figura (parte superior) significam que no instante de tempo referido o
valor ja ndo € considerado um niimero, ou seja, divergiu numericamente.

Espera-se que as trajetorias que se matém bem comportadas serdo as que mais contribuirdo para
o propagador. E importante que dentro destas trajetGrias complexas esteja contida a trajetéria real
que € quando v = z;.

4.4 Resultados

Apresentamos, inicialmente nas figuras 4.4, no grafico IVR-1, as fidelidades para a evolugdo
temporal de um pacote gaussiano inicialmente centrado em ¢; = 1 e p; = 0.2. As condig¢des iniciais
foram escolhidas variando o intervalo de integragdo [¢; — 8¢,q; + 6¢|. Para g = 1 usamos 40
trajetérias, para g = 2.5 um total de 100 trajetdrias e para 6g = 5 um total de 200 trajetdrias.

E facil notar pelas curvas da figura 4.4, (IVR-1), que no instante inicial a fun¢do de onda do
IVR-1 ndo atinge a fidelidade igual a 1. Isso ocorre devido ao fato de somarmos as trajetérias
numa reta ao invés de somarmos na completeza de todo plano vy, ou seja, como na figura 4.3(a).
Este problema vai aumentando ao incluirmos trajetdrias cada vez mais distantes da trajetdria real.
Em seguida usamos condi¢des iniciais em um retangulo encizalhado centrado na reta 4.4 sendo
as condigdes iniciais escolhidas até uma distancia de 0 p dela, como na figura 4.3(b). Podemos
averiguar nas figuras 4.6 e 4.7 que ao estendermos as condi¢des iniciais no plano vy para um
retangulo ao redor da reta, o pacote inicial comeca a ficar melhor em relacdo 4s curvas de fidelidade
apenas na reta. Vemos esta melhoria até o retangulo virar um grid quadrado, figura 4.3(c), e dai ja
ter a quantidade de elementos suficiente para compor uma base aproximadamente completa para
que o pacote inicial do IVR seja mais fiel ao pacote exato.

Outro fato a se notar € o crescimento rapido das normas (curva no lado superior esquerdo da
figura 4.4. A rapidez deste crescimento € proporcional ao niimero de trajetdrias somadas junto com
aquelas que divergem no espaco de fase. Isto pode ser contornado usando a suavizagdo do IVR-2
(eq. 3.54) escolhendo o pardmetro a = u|M,,(7)|, onde p é uma constante que nos dard o desvio
padrio inicial da suavizagdo pois |M,,(0)] = 1. Com a escolha do pardmetro a desta maneira
ganhamos na suavizacao da norma e numa composi¢ao mais fiel do pacote de onda inicial como
podemos ver nas figuras 4.4 (inferior) e 4.5 na qual plotamos as mesmas condi¢des iniciais € a
mesma quantidade de trajetérias. A melhor fidelidade foi obtida com o = 2.5'/2|M,,,(7)| somando
100 trajetérias no intervalo [1.5,3.5] e condigdes inicias g; = 1 e p; = 0.2.

Juntando as fidelidades dos melhores resultados entre as figuras 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 na figura 4.8,
vemos que o cdlculo na reta foi mais eficiente que nas demais regides devido ao nimero reduzido
de trajetorias somadas (na reta foi 100 e no grid 10000) apesar da dificuldade de se compor uma
identidade no instante inicial. O critério de corte exclue trajetorias que contribuem inicialmente,
mas que divergem para tempos longos. Na figura 4.9 estdo graficadas as fidelidades para varias
condicdes iniciais, sendo elas selecionadas usando o critério de corte 4.4 de maneira que a energia
seja crescente, que neste caso cresce quadraticamente em relacio a energia do oscilador candnico,
algo ja esperado como visto na discussdo feita na secdo 3.3. Na parte superior vemos a norma
aumentando bastante no cdlculo com o IVR-1, porém na parte inferior, calculada com o IVR-2,
ela estd mais suavizada, mostrando assim que o IVR-2 tem uma boa efici€éncia com a suavizacao
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(a) Condigoes iniciais escolhidas em um grid ao longo

dareta 4.4

(b) Condig¢des iniciais discretizadas escolhidas em
grid retangular ao redor da reta 4.4

(c) Condicdes iniciais discretizadas escolhidas em um

> G

grid quadrado ao redor da condicdo inicial g; e p;.

Figura 4.3
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gaussiana.
Plotamos na figuras 4.10, 4.11, 4.14, 4.15, 4.18 e 4.19 a evolucao temporal destes pacotes de

melhor resultado na representacao de coordenadas. Nas figuras 4.12, 4.13, 4.13,4.16,4.17,4.20 ¢
4.21 estdo plotadas as mesmas evolugdes temporais sé que na representagio {| n)}.
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Figura 4.4: Trajet6rias somadas em uma reta no intervalo [g; — ¢, q; + 6¢| espagadas entre si por um Ag =
0.05. Do lado esquerdo estd plotada a fidelidade e do lado direito a norma, ambas em funcdo do tempo. Na
parte superior temos o resultado calculado com o IVR-1 e na parte inferior o resultado proveniente do IVR-2
com uma parametro de suavizagio o> = 0.1|M,,(7)|>.
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Figura 4.5: Trajet6rias somadas em uma reta no intervalo [g; — ¢, q; + 6¢| espagadas entre si por um Ag =
0.05. Do lado esquerdo estd plotada a fidelidade e do lado direito a norma, ambas em fungdo do tempo.
Na parte superior e na parte inferior estdo os resultados provenientes do IVR-2 com uma pardmetro de
suavizagio o® = 0.5|M,,(7)|* e a®> = |[M,,(7)|? respectivamente.
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Figura 4.6: Trajetérias somadas em um retdngulo ao redor da reta com meia larguda 6 p. Aqui Ag =0.05 e
Ap = 0.05. Do lado esquerdo esta plotada a fidelidade e do lado direito a norma. Na parte superior temos o
resultado calculado com o IVR-1 e na parte inferior o resultado proveniente do IVR-2 com uma pardmetro

de suavizacio o = |M,,(7)|>.
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Figura 4.7: Trajetérias somadas em um grid quadrado ao redor da condi¢do inicial g; = 1 e p; = 0.2. Aqui
Ag = 0.05 e Ap = 0.05. Do lado esquerdo estd plotada a fidelidade e do lado direito a norma para dois grids
com o IVR-1 e um grid 1x1 com o IVR-2 &? = |M,,(1)|*.
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Figura 4.8: Plotamos aqui as fidelidades e normas para os melhores resultados das figuras 4.4,4.5, 4.6, 4.7.
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Figura 4.9: Trajet6rias somadas em uma reta no intervalo [g; — ¢, q; + 6¢| espagadas entre si por um Ag =
0.05. Na parte superior temos o resultado calculado com o IVR-1 e na parte inferior o resultado proveniente
do IVR-2 com uma parimetro de suaviza¢io a®> = 0.1|M,,(7)|* para valores em ordem crescente.
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Figura 4.15: condi¢des iniciais escolhidas até uma distincia de 0.1 unidades de posicdo da reta 4.4 a num
total de 400 trajetdrias no processo de integracio, formando um retangulo cisalhado. Com condicdes iniciais

zi = (1/2)"*(gi+ip;) = (1/2)"*(1+0.2i)

46



Capitulo 4. Aplicacoes e resultados

4.4. Resultados

|<n|z(t)>|2 vsn

0sl Il Exato ||
VR
0.8
E;_ 8 é 10
|<n|z(t)>|2 vs n
1 T T T T T T T
0sl Il Exato ||
VR
0.8
0.7
oL 06 t/t = 0.29221
% 0.5
<
N 04t
0.3
0.2r
0.1
0 —l L L
4 5 6 8 9 10
n
|<n|z(t)>|2 vsn
1 T T T T T T T
0sl Il Exato ||
' Il VR
0.8
071
t/t = 0.61688
-4 é 6 8 5; 10

|<n|z(t)>|2 vsn

asl Il Exato ||
' VR
0.8
0.7r
oL 06 t/t = 0.12987
E 0.5
c
Vo4t
0.3
0.2
0.1
o - ‘
3 4 5 6 8 9 10
n
|<n|z(t)>|2 vsn
1 T T T T T T T
asl Il Exato ||
' VR
0.8
0.7
t/t = 0.45455
_4_ é 6 8 é 10
n
|<n|z('[)>|2 vsn
1 T T T T T T T
asl Il Exato ||
' VR
0.8
0.7
t/t = 0.77922
-4 5 é 7 8 S; 10
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Figura 4.18: Condi¢des iniciais foram escolhidas num quadrado centrado na condi¢@o inicial z; =
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Figura 4.19: Condi¢des iniciais foram escolhidas num quadrado centrado na condi¢@o inicial z; =
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Figura 4.20: Condi¢des iniciais foram escolhidas num quadrado centrado na condi¢@o inicial z; =
(1/2)"2(g; +ip:) = (1/2)"/2(1+0.2i), de lado 5, somando um total de 10* trajetorias.
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4.4. Resultados
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(1/2)"2(g; +ip:) = (1/2)"/2(1+0.2i), de lado 5, somando um total de 10* trajetorias.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste estudo, discutimos métodos semiclassicos de evolucao temporal focalizando nossos cél-
culos e resultados na representacdo de estados coerentes. Nessa representacdo o limite semicldssico
€ descrito por trajetérias complexas que satisfazem condicdes de contorno emt =0 et = 7. Na
ultima década foram desenvolvidos métodos IVR’s, que usam apenas condi¢des iniciais como en-
trada de dados, pensando-se na dindmica de trajetérias complexas [10, 6, 7, 9]. Esta dindmica
dobra o espaco de fase fisico e o nimero de constantes de movimento nos dando mais graus de
liberdade, porém agrega termos exponenciais de amortecimento ou de divergéncia ao propagador
devido a trajetérias aqui ditas ndo contribuintes, mesmo estas trajetorias sendo provenientes das
equacgdes de Hamilton obtidas da aproximacao de fase estaciondria. Nos recentes trabalhos onde
o propagador com trajetérias complexas tem sido abordado, as trajetorias sao excluidas do célculo
através de filtros ad hoc inferidos ao propagador. Com isso, muito esforco computacional € feito
em vao.

O papel das trajetdrias nao contribuintes ainda possui um carater misterioso no calculo do pro-
pagador, principalmente quando se trata de sistemas ndo lineares. Para estudar esse problema fize-
mos uso de um sistema simples, ndo linear, porém com solucdes analiticas: o oscilador harmonico
“ao quadrado”. O objetivo deste trabalho foi definir um critério de corte analitico para remover as
trajetdrias ndo contribuintes do calculo do propagador para este sistema. O critério é simples: dado
o estado inicial | z;) fixamos uy = z; e escolhemos condi¢des iniciais auxiliares proporcionais ao
estado inicial do estado coerente, ou seja,

vo = Bz .

onde trajetdria real é obtida quando B = 1. Isto deixa evidente o uso de trajetdrias complexas no
calculo. Esta relagdo de proporcionalidade se reflete em uma reta no plano v* na qual estio contidas
as condicdes iniciais que ddo origem a trajetdrias periddicas e fechadas no espago de fase. Portanto,
escolhendo as condicdes iniciais na reta
_pi
Pvo 4 vy
ainda assim obtivemos uma melhor fidelidade, eq. 4.1, em relacdo as outras regides, o retangulo ao
redor da reta ou o grid quadrado, apesar de termos reduzido a dimensionalidade do espaco de fase.
Essa reducdo implicou em dificuldades na composi¢do do estado inicial levando a uma fidelidade
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inicial F(0) < 1 como foi visto nas figuras 4.4 e 4.5. A fidelidade mesmo assim se mantem melhor
no decorrer do tempo.

Uma dificuldade inerente do sistema escolhido foi o crescimento do pré-fator |Mw\3/ 2 no tempo
que faz com que a norma cres¢a gerando inconsisténcias no resultado. Este problema foi amenizado
usando uma suavizac¢io gaussiana.

Escolhendo a largura da gaussiana como « = p|M,,|? obtivemos uma suaviza¢io melhor da
norma no tempo onde u é a largura inicial que pode ser aproximadamente 8¢, ou seja, metade do
intervalo de integracdo na reta.

Nos célculos deste tipo sdo usadas em torno de 5 a 10 mil trajetérias. Todo este esforco com-
putacional € brutalmente reduzido com o critério de corte onde usamos da ordem 100 condicdes
iniciais dispostas na reta. Também € visto que o critério de corte exclui trajetérias que contribuem
inicialmente, mas que divergem para tempos longos. Com isso dois problemas s@do amenizados
a0 mesmo tempo: a aproximacdo se mantem estdvel por mais tempo e o custo computacional é
radicalmente menor.
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Apéndice A
A evolucao temporal

Para realizarmos a evolucdo temporal de um sistema quéntico de um instante 7y a um instante ¢
qualquer, usamos o operador de evolugdo temporal U (¢,1y) que é obtido resolvendo a equagdo de
Schrodinger dependente do tempo:

ih——"—> = HU(t,19) (A.1)

onde A é a Hamiltoniana do sistema. Para levarmos um estado inicial | y(z9)) ao estado final
| w(t)), aplicamos o operador evolugdo temporal da seguinte forma

| w()) =U(1,10) | w(to))- (A.2)

E importante lembrar duas propriedades do operador U (t,t0):

Ul(tg,t9) = 1,onde 1 ¢ o operador identidade. (A.3)

U(tl,to)ZO(tl,t)U(t,to), para t; >t > 1. (A4)

Quando a Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, podemos representar o operador
evolugdo temporal na forma:

U(t) = exp [—ll%t} (A.5)

onde tomamos g = 0. Podemos calcular U em termos da base de autoestados de H, H | ;) = E,, |
V) da seguinte maneira:

O) =Y | Y)W | e 37 | y) (i | (A.6)

m,n
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supondo que o espectro € discreto. Vendo que

(Wi | € 1| ) = S HEt (A7)
chegamos a
O(0) =Y e 5 | yi) (g | (AB)

Podemos descrever o sistema no espaco de configuracdo dado por 4 = (q1,42,...,¢;), onde j é
o nimero de graus de liberdade. Tomamos o estado inicial em # = 0 como |gp) e a probabilidade
de encontrarmos o sistema no estado | §) no instante t é

P(G.Gost) = (G| O(t) | Go)|* = |K(d,Go:1)|? (A.9)

onde

K(G.Go:t) = (G| U(1) | Go)- (A.10)

Com isso, definimos o propagador de ¢y no instante fy a g no instante . A equacdo A.10
representa uma amplitude de probabilidade para ir do estado | go) ao estado | ). Para uma repre-
sentacdo em termos da base | y,), substituimos o operador U da equacdo A.8 na equagio A.10 e
assim obtemos a representacao espectral do propagador:

K(§,qo;t Zw @)W (Go)e HE (A.11)
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Apéndice B

Variaveis adimensionais e reescala do
sistema

Nestes resultados, faremos uso de varidveis adimensionais, caracteristica que ja se apresenta
na escolha das varidveis (u,v) 3.45, lembrando que b = /hi/m® tem dimenséo de posi¢do e ¢ =
v hmo tem dimensdao de momento o que torna o rétulo

uma quantidade adimensional. Partindo das equagdes de Hamilton:

dg d dp d
—=—H —=——H
it dp (a:p) e — da (¢,p)
mudamos para as varidveis
Q:g, P:E, com bc=h.
b c

Se temos ainda uma unidade de tempo natural, como a frequéncia do oscilador, podemos definir
t=1/T,onde T =2m/Q. Isso leva a

do 2mn d

=2 _H P

i~ raagb@eP)
e ai definimos 5
T

H'(Q,P)==——"H(bQ,cP

Portanto, podemos efetuar os célculos usando razdes das larguras dos estados coerentes b e ¢
como condicdes iniciais em termos das escalas tipicas do problema em questdo [10]. Por exemplo,
para o sistema optomecanico apresentado na secdo 2.2.4 a frequéncia natural da cavidade é wy =
10°THz e do ressonador Q = 10~ !GHz que possui uma massa m = 0,5ng e cavidade possui um
comprimento de L = 1um. Com estes parametros um féton na cavidade tem uma energia média de
Ejerr = 1,05-10734J. Se pudermos efetuar em um sistema desta magnitude as medidas com uma
precisdo b ~ 1nm para um valor Qy = 10nm distante da posi¢ao de equilibrio, a condi¢do inicial
seria na nova coordenada gg = 10b.
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Nos célculos deste trabalho usaremos as coordenadas ja reescaladas e adimensionalizadas com
seus valores descritos em termos das grandezas caracteristicas do problema.
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