UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Cicatrizes de Orbitas Periédicas
em Bilhares de Acao

ey

AN

: dissertagio submetida ao
KInﬁit.itutcm de Fisica "Gleb Wataghin”
sob orientagdo do Professor
Dr. Marcus A. M. de Aguiar )\
para a obtengio do titulo de Mestre em Fisica

Julio Santiage Espinoza Ortiz -~

1994

~ Ay [ivad
. :h ( O e M
=slk esaemf-’-f)firz. LETUI Pl | | (

&q BFLY éﬂ_\l_lm Q&.A ca pij?ﬁ g;:_ﬁ,{ AG _\Xu Li 2

i dr paloe

3ﬂm/-rﬂd’--o 35:;(595*‘\-0‘5»4 ORL'S ¢

it 55 7o Julgn dira .

22 [Vt [ (4957

T T,

- X

b --iw..J'

-




O

LIRICARMP

T e . - ————

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
~ BIBLIOTECA (EMTRAL - UNICAHP

Espineza Ortiz, Julic Santiago
Esbie Cicatrizes de orbitas periodicas em bilhares de acao /
Julio Santjage Espinoza Ortiz. - - Campinas, SP : [s.m.), 1994,

Jrientader: Marcus 4. H. de Aguiar.
» Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Figiea Gleb Nataghin.

1. Comportamento caotico nos sistemas, 2., Orbitas.
Jo# Bilhar de acao quantica. 1. Aguiar, Marcus Aloizie Hartine:z

de. 11. Universidade Estadual de Cavpinas. Instituto de Fisica
6leb Kataghin. 111. Titule,




A Cristina y Jorge



Apgradecimentos

Ao professor Marcus A.M. de Aguiar pelo tema que me permitiu entrar nesse
interessante campo, pela orientagio, pela amizade,

Ao professor Alfredo Ozorio de Almeida pelas sugestdes.

Ao grupo de Caos.

A FAPESP pclo suporte emprestado para a realizagio desse trabalho.



Conteudo

Introducao

1 Teoria dos Bilhares de Agéo

2 Bilhares Compactos
2.1 Bilhar Unidimensional . . ... . .. .« .. o .o
2.1.1 Bilhar Unidimensional Clisgico . . . . . ... .. ...
2.1.2 Bilhar unidimensional Quéntico . . . . . ... ... ..
2.2 Bilhar Bidimensional . . . . .. ... .. oo
2.2.1 Bilhar Bidimensional Classico . . ... .. ... ...
2.2.2 Bilhar Bidimensional Quéantico . ... ... ... ...
2.3 O limite Semicldssico . . . . . . . 0 v st s e e e e
24 Resultados. . . . . . . . i i i i e e e e e

3 Estatistica de niveis
3.1 Densidade médiadeestados . . . . . . . . oL oL,
3.2 Matrizes Aleatdrias . . . . . . . . . L . oo
3.3 Férmula do Trago de Gutzwiller . . . . . ... ... ... ..
J4 Resultados. . . . . . . 0 0 i i e e e e
3.4.1 Densidadede Weyl . . . ... ... ... ... ...,
3.4.2 . Distribui¢io de primeiros vizinhos-NND. . . . . . ...
3.4.3 Densidade Suavizada de Estados . . . . .. ... ...

4 Teoria de Cicatrizes
4.1 Formalismo . . . . . . . 0 i i e e e e e e e
4.1.1 Média em energia da Func¢do de Green . . . . .. ...
4.1.2 Meédia gaussiana nas coordenadas . . . . ... .. ...
4.2 Resultados. . . . . . . . . . . . i i i i i e e

10
10
10
12
14
14
15
16
17

23
23
24
28
29
29



5 Autofunc¢des no Espaco de Fase
5.1 Distribui¢io de Husimi . .

--------------------

5.1.1 Sistema Unidimensional . .. ... ... ... ...,
5.1.2 Sistema Bidimensional . . . . . .. .. ... ... ...
5.2 Segio de Poincaré Quantica. . . .. . .. ... ... .. ...
83 BResultados. . . . . . v v v vt e e e e e e e e e e
§5.3.1 Bilkar Unidimensgional . . .. . .. . .. ... ... ..
5.3.2 Bilhar Bidimensional . . . . . ... ... .. ... L.

68 Evolugao Temporal dos Pacotes de Onda
6.1 Dinimica do Pacote de Onda Gaussiano . . . . .. ... ...
Sistema de uma Dimensdo . . . . . ... ... ... ..
6.1.2 Sistemas em duas dimensdes . .. ... ... ..., .
6.2 Auto-Estados .. ... ..
6.3 Resultados. ... .....

6.1.1

--------------------

--------------------

6.3.1 Bilhar circular (1-dim), no espago de fase . ... ...
6.3.2 Bilhar do tipo Estddio (2-dim) .............
6.3.3 espectrodeestados . . . . .. ... ... ... .. ...
Apéndice
Referéncias

53
54
54
55
57
58
58
59

64
65
65
66
67
68
68
70
13

78

a0



Introducao

A mecanica quéntica de sistemas que provém de hamiltonianos clissicos
cadticos tem sido matéria de estudos aprofundados nos dltimos anos, num
campo conhecido como caologia quéntica.

Em trabalhos iniciais, Gutzwiller conseguiu utn importante resultado
denominada férmula do trago (1], nele mostra que as érbitas periddicas
tem um papel importante no espectro e autoestados dos referidos siste-
mas. Usando-se as representagdes de Wigner[2] e Husimi[3,4] foi possivel
assoclar as auto-fungdes desses sistemnas s estruturas no espago de fase,
estabelecendo uma maneira de relacionar as mecanicas quantica e classica.
Trabalhos posteriores mostraram que a natureza estatisticas das flutuagdes
do espectro de energia estd associado 3s matrizes aleatérias{5]. Num dos
trabalho pioneiros, Heller[6] reportou que estruturas de érbitas peri6dicas
também se manifestam nas func¢bes de onda desses sistemas, o que chamou
de cicatrizes de 6rbitas peritdicas.

Numa série de artigos Ozorio de Almeida e Marcus de Aguiar(7),
propdem uma nova tnaneira de encarar o estudo desses sistemas, isto através
de sistemas que eles denominaram de Bilhares de Agho. Nesse estudo o
truncamento das matrizes quinticas ndo implica no conhecido problema de
cdlculo aproximado dos auto-valores, fazendo vidvel um estudo quintico to-
talmente exato. Nesses trabalhos loram reportados algumas das proprieda-
des desses sisternas, similares com as dos bilhares comuns (bilhares no espago
de configuragdes), tais como o comportamento tipo G.0.E das flutuagdes do
espectro de energia, além de confirmarem a relagdo entre as oscilagbes da
densidade de estados e torno da sua média com as érbitas periddicas(8).



Neste trabalho, continuamos com o estudo das ‘cicatrizes de drbitas
periédicas’ num bilhar do tipo Estidio. Esse bilhar é definido por dois
semi circulos unidos por segmentos de reta. Nele a particula se movimenta
seguindo trajetdrias retas e refletindo especularmente com a borda. Como é
bem sabido esse bilhar tem um caracter cléssico completamente cadtico(9)].

Com esses fins iniciamos essa tese introduzindo o formalismo da te-
oria geral dos bilhares de agfio no capftulo 1. Em seguida, no Capftulo
2, aplicamos essa teoria e construfmos ¢ bilhar de acio quintico em uma
dimensio, para depois fazer uma generalizagio e construir o estédio. Aqui
apresentamos as cicatrizes das érbitas periédicas nas auto-fungoes.

O estudo Estatistico das flutucdes no espectro de energia assim como
das oscilagdes da densidade de estados em torno da sua média é feito no
capftulo 3. J4 no Capitulo 4, fazemos um estudo da teoria de cica-
trizes nas fun¢des de onda desenvolvida por Bogomolny a que verificamos
correlacionando-a com as suas oscilagbes da densidade de estados em torno
da sua média.

Como uma maneira de relacionar as mecinicas classica e quintica,
estudamos no Capitulo 5 as distribuigdes de Husimi e construfmos as se¢hes
de Poincaré quanticas.

Concluimos nosso trabalho com o Capitulo 6, no qual estudamos a
evolugio temporal dos pacotes de onda gaussianos,



Capitulo 1

Teoria dos Bilhares de Acao

Definiremos uma nova classe de sistemas dinimicos nos quais as ma-
trizes quanticas sio finitas por construcdo. Para isso adotaremos um pro-
cedimento no qual dada uma matriz quintica escrita na base de osciladores
harménicos, 86 consideraremos um bloco finito dela diagonalizdvel exata-
mente. Esse bloco finito serd denominado de ITamiltoniana quintica pertur-
bada e serd obtido desacoplando-o da Hamiltoniana quantica original.

Do ponto de vista cldssico, a base escolhida ( base de agdes ) associada
4 Hamiltoniana quéntica, corresponde a um conjunto de toros no eapago
de fase e o truncamento da matriz quantica estd associado a um corte na
dependéncia da Hamiltonina clissica sobre os toros fora da regiio definida.
Esse corte abrupto na Hamiltoniana gerard um movimento descontinue das
varidveis angulares conjugadas, resultando nuin sistema classico denominado
Bilhar de Acao.

Nesses térmos, o conjunto de toros quantizados que encaixarem no bi-
lhar de agdo ficard mais compacto a medida que /i seja feito cada vez menor,
J4 que a dimensdo N da matriz Hamiltoniana quantica serd inversamente
proporcional 3 constante de Planck (N a =L, L & o nimero de graus de
liberdade do sistema), portanto é s6 no limite A — 0 que N — oo, o que
nos permitird conciliar o estudo do sistema Hamiltoniano com seu limite
semiclassico,

Comegaremos mostrando que uma adequada correspondéncia classica
dos elementos de matriz pode ser obtida na base de niimero de ocupagio do
oscilador harménico [7), na qual o truncamento da hamiltoniana podera ser
feito de forma simples.



Correspondéncia cldssica na base de nimero de
ocupacio de auto-estados do oscilador harménico

Consideremos a Hamiltoniana clissica , analitica, com L graus de
Lberdade especificada pela sua série de Taylor:

H(Pﬂ?) = Z: hl,m plhupLILQImIHQLmL (11)

hyedpmi..mpg

Umna primeira transformagio canénica complexa levard (g, p) — (a,4*),

onde:

.= lgj+ipy

{ o (0l (12)
aj = B

obtemos assim a nova Hamilloniana F’,na forma [10]:

Hig,a') = 3 Aj,af.efiei™ .ap™ (1.3)

-

Id i oy,

ao passo que fazendo uma segunda transformagio candnica em coordenadas
polares (varidveis de ingulo e agio), levamos (g,e*) — (1,¢),
onde :

a; = /7; exp(iqttj) (14)
a; = /7; exp(=id;)
definindo assim outra nova hamiltoniana :
H'(3 8y =3 W, 5%y exp (ik.¢) (1.5)
k,r

Dessa maneira a Hamiltoniana H" aparecera nas varidveis adequadas
de ingulo e a¢io pronta para o truncamento cldssico, enquanto que a sime-
trizagio da Hamiltoniana H' permite a sua imediata quantizagio [11]. Os
clementos de matriz da hamiltoniana, agora quantica H' sio obtidos sim-
plesmente na representagio base de niimero de ocupagdo |n > do oscilador
harménico pela aplicagio das bem conhecidas férmulas [12):

dgjln > = \/hn;|ng,.n;—1,.np >

&j|n »>= y/h(nj+1)|n1,.7;+ 1,0 > (1.6)

G



Considerando as eqs. (1.3) e (1.5), uma relagio simples entre os ex-
poentes é obtida:

ri =i + mj
{ kj l_.,' - my (1.7)

Note-se que todos os elementos de matriz em H¥ com um & fixado determi-
nam ©s elementos numa dada linha paralela & diagonal principal na matriz
Hamiltoniana H’,

0. o.

»

4

-
-
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H 1 £

1, g€ ~ 13 1, "3

Figura 1.1: A fung¢io © no espago de Agdes. A esquerda a fungao suavizada,
a direita a mesma fungio no limite A — 0.

Nesse formalismo, o truncamento da matriz [lamiltoniana precisa da
prévia definigio da fun¢io analitica ©,(3):
sejam e <<l le A< 1

1-A<Oyn<1 J15 0
A<Oi(pnp<l=A Ih<i<lo+te
Ox(7) < A I1>Jp+t¢

sendo que, no limite A -+ 0 para todo ¢ pequeno, a fun¢io ©y(3) converge
para a funcio escada (fig. 1.1). Identificada 0,(;), expardimo-la em série
de Taylor na suas varidveis de agio j:

HOED I A (1.8)

Uma. nova representa¢io dela pode ser gerada via transformacio canduica
complexa (1.4), de onde resulta:

(=Y 6, (ara})" . (aza} )" (1.9)



assim, podemos definir seu correspondente operador quintico hermitiano
Z 8, (a,a])" .. (azal ) (1.10)

que resulta ser uma matriz diagonal na representagfiio base de nimero de
ocupagio do oscilador harménico, ¢com elementos de matriz

< 2/|@4|n >= O4[(n + 1/2)A] 6

Note-se também que, no limite A — 0 poderemos expressar o dito
operador como:

N
Qo= > |n><nl (1.11)
r=0

onde N = [j0/h], sendo 75 definido como a borda da regido escolhida no
espago de agdes.Em consequéncia construimos Qg simplesmente como o ope-
rador de projecao sobre um nimero finito de cstados cujas acdes ficario
dentro do espago definido como bilhar.

Formalmente este operadar quéintico perturbado, é obtido a partir do
operador quéntico original, mediante a transformacio

I}g = é)g }nI @Q

que pode ser considerado cotno o resultado de tomar o limite A — 0 do
Hatniltoniano quintico suavizado

=0, 1 0,
originado pela sua correspondente Hamiltoniana ¢)dssica suavizada

H{(3,9) = H(3,¢) 03(3)

Uma vez identificado o operador @ como o operador de projecio, ve-
mos que € irrelevante para a mecinica quéintica a maneira como definimos
nosso Hamiltoniano para os valores ‘n? na regiao desacoplada; mas vale dizer
que para o caso cldssico existe a possibilidade da escolha mudar a topologia
das &rbitas cldssicas que colidem com a fronteira. Portanto, nesse caso &
raelhor considerar uma Ilamiltoniana cldssica mais geral da forma

(1, 4) = H"(3,¢) ©3(3) + h"(5, ¢) O%(s)

8



onde h”(3, #) € uma Hamiltoniana diferente e @/,(3) é a funcio degrau com-
plementar no espago de agdes, que no caso quintico lhe corresponde o ope-
rador de projegio sobre o conjunto remanescente infinito de estados |n >,
ou geja
04 =1~8.0)
& a]

Qo) = D In><nl

n=N41

gerando seu correspondente hamiltoniano quantico na forma
I},\ = @,\ ¥/ g é),\ + éfx h" G)t\

Note-se que no limite A — 0, voltamos ac caso de truncamento brusco da
matriz no espaco de aces, onde verifica-se que a matriz Hy consiste cm dois
blocos separados e portanto, os autovalores de ambos sio independentes,

Como informagio adicional, referindo-nos 4 dindmica cldssica do sis-
tema, podemos dizer que as drbitas clissicas no bilhar nfo mudario com res-
peito ao sistema original(nao perturbado), a ndo ser que as 6rbitas tenham
a energia suficiente para alcancar a fronteira para enlao serem refletidas,
Uma boa discussiao destes casos pode ser encontrada na referéncia[7].

No caplitulo seguinte definiremos ¢ anélogo truncado dos bilhares co-
muns, quer dizer, movimento reto no espago de fases seguido por reflexdes
especulares na borda. Nossa motiva¢io nesse problema estd justificada no
fato de que a dindmica desses bilhares € muilo simples. Interessa-nos mais
ainda os bilhares de mais de umna ditmensio, nos quais o perfil regular ou
cabtico do movimento cldssico dependerd exclusivamente da forma da sua
fronteira[9]. A finalidade principal serd estudar em particular os efeitos de
tais regimes cldssicos frente & Mechnica Quéntica. Para isso comegarcmos
construindo a Hamiltoniana para uma partfcula livre no espago de fases em
utn grai de liberdade, fazendo uso da teoria previamente desenvolvida. Em
seguida a extensdo dessa [lamilloniana serd feita para o caso de dois graus de
liberdade, onde consideraremos uma borda do tipo estidio de Bunimovich.



Capitulo 2

Bilhares Compactos

2.1 Bilhar Unidimensional

2.1.1 Bilhar Unidimensional Clissico

Uma particula numa caixa unidimensional tem por Hamiltoniana:

H{q,p)=p*/2 (2.1)

"’* (A) (8)

¥

Figura 2.1: (A) Bilhar unidimensional comum com paredes em ¢ e ¢;.(B)
Bilhar circular no espago de fase, gerado por meio da dobra da longa faixa
vertical que constitue o bithar comum em (A)

Ja que o movimento permanecerd limitado, fixado o valor de energia,

10



o momento mudara periddicamente para cada colisao entre seus valores per-
mitidos classicamente p = £v2E, sendo E o valor da energia do sistema.
Como esta energia F pode ser qualquer, a regiio acess{vel no espago de fases
gerard uma banda infinita, como se mostra na fig. 2.1{(A).

Queremos limitar o espago de fases com a finalidade de gerar um bilhar
compacto. Uma maneira sitnples de fazer isso consiste em substituir as linhas
verticais que definem a caixa no espago de fases por circulos concéntricos
centrados na origem [8]. Mostra-se na fig. 2.1{(B) e note-se que quanto
mais longes do centro estiverem o8 pontos ¢y, gz} uma melhor semelhanga
com ¢ problema original (a caixa) serd conseguido para pequencs valores de
momento. Obviamente que com essa nova visio do problema, o espago de
fase acess{vel agora resulta ser finito.

Segundo nosso formalismo desenvolvido no capitulo 1, as transformagdes
candnicas dadas pelas equagoes (1.2) e (1.4), permitem-nos obter as relagdes:

2 2 _ ¥
pr+aet =12
{§=tan¢: (2.2)

com as quais as bordas interjor e exterior, no bilhar, poderdo ser expressas
pelas equagoes

(52 =

Resta agora escolher uma Hamiltoniana para esse bilhar assim cons-
truido. Para isso aproveitamos o simples fato de gue nas coordenadas de
angulo e aglo, 0 movimento no pogo compactificado ( 2.1B ) se asemelha
com o pogo comum ( 2,1A ), se optamos por uma hamiltoniana como sendo
uma fungéo par e independente da agio. Uma escolha muito simples é

H(;,¢)= —cos¢ (2.4)

Veja-se que assim garantimos ¢ movimento radial entre os cfrculos concen-
tricos e a inversdo do movimento em cada colisio com a fronteira, Essas
orbitas dentro do bilhar serio confinadas A direita ou esquerda do anel, ge-
rande dois ramos, Estes ramos estarfio separados pelas 6rbitas verticais em
¢ =n/2e ¢ = 3Ix/2 caraterizados pelo cixo ¢ = 0, como se mostra na figura
(2.2). Além disso, note-se que para dngulos pequenos, uma aproximagio até
segunda ordem deixa a Hamiltoniana:

H(1,8) = =1+ ¢%/2

11



recobrando-se a dinimica em analogia ac problema do pogo comurm (novi-
mento ao longe do eixo horizontal).

‘P

Figura 2.2: Possfveis drbitas para o bilhar unidimensional no espago de fase.
As segdes (A) e (B) mostram as 6rbitas com energia positiva e negativa
respectivamente

2.1.2 Bilhar unidimensional Quéantico

A maneira de quantizar a Hatniltoniana (2.4) nao € dnica, isso por que
a simetrizacio pode ser feita de maneiras variadas.

A quantizagio serd feita usando as translormagdes candnicas dadas
pelas equacdes (1.2) e (1.4), com as quais poderemos expressar g e p, como
funcdes de a, a*, 7, ¢ respectivamente, para finalmente, usando a eq. (1.6),
expressar a Hamiltoniana em fungao dos operadores quinticos a, at.

Para o caso do bilhar unidimensional, por exemplo

q

VEF P

Uma vez cscolhida a simetrizagio da Hamiltonianz, neste caso eq. 2.5,
expressamos-a em fungio dos operadores quanticos &,ELT,

cos ¢ =

(2.5)

e (ala +aal)-1/2 4+ (ata 4 aahy12ah) (2.6)

H=

12



Note-se que o operador (&t& + &&h"” nio é singular, isso porque, na
representacio na base do oscilador harmonico

(&fa + aah) -1 >= {(n + 1/2)8} 2 |n > (2.7)

onde (n + 1/2) > 0. Dito isso, podemos calcular agora os elementos de
matriz de [I:

- -1 f n f n+1
< n’lHIﬂ- = W{ m 6“1'."_1 + m 6“1.“.,'_1} (2.8)

Veja-ge que, esses elementos de matriz correspondem a uma Ilamiltoniana
tridiagonal com elementos nulos na diagonal fazendo com que seu trago
também seja nulo. Além disso, em vista de que o espectro é jgual tanto
para cos¢ (uanto para - cos¢ , as auto-energias virio dadas em pares
simétricos, de maneira que se a dimensio da metriz for impar um dos auto-
valores deve ser zero.

A limitagio do espago de fase cldssico manilusta-se no fato que 36 os
eatados ) tais que

h<31<hn (2.9)

ficardo dentro do bilhar e portanto serio considerados para efeito de calcular
os elementos de matriz. Por outro lado, veja-se que para cada valor discreto
de j cléssico lhe corresponderd um nimero inteiro *n’ na base quantica de
namero de ocupagio do oscilador harménico. Em particular 43 bordas lhe
corresponderio os valores j1 = (g + 1/2)h e 32 = (ny + 1/2)h, de onde o
nimero total de estados é N = ny — nq + 1, definindo a dimenséo do bilhar.
Além disso, na medida que A — 0 o ndmero de estados envolvidos crescera,
aumentando a dimensio do bilhar, mas a matriz Hamiltoniana ficard ainda
finita (N a A™1).

Como uma maneira de verificar que a simetrizag@o da hamiltoniana
nio é anica, outra possibilidade de representar a matriz quantica pode ser
citada:

al@ata+aah)y 2 4 @ta+aal)y ) (2.10)

V2
Note-se que uma outra possibilidade de simetrizagio pode ser feita combi-
nando as equagbes (2.8) e (2.10). Nesses casos conclusbes similares ao caso
antes mencionado poderdo ser feilas.
Finalmente estamos em condigbes de fazer a diagonalizagio numérica
da matriz H dada pela eq. (2.8).

13



2.2 Bilhar Bidimensional

2.2.1 Bilhar Bidimensional Classico

Uma extensdo natural da Hamiltonina unidimensional (2.4), para o
caso bidimensional é conseguida fazendo:

H(g1,¢2) = — cosdy — cos ¢ (2.11)

onde ¢ e ¢q, 820 a8 varidveis de Angulo correspondentes as varidveis de agio
51 e pp respectivamente,

Veja-se que a fronteira da regiao que define o bithar pode ser escrita
COImo

F(31,12) = constante (2.12)

Como num bilhar unidimensional, a mesma lei eldssica de movimento é
aplicdvel nesse bilhar, ou seja que as partfculas seguirdo também trajetérias
retas, de maneira que quando uma particula seguindo uma dada trajetéria
bater com a fronteira, e¢la seré refletida especularmente ( &ngulo de incidéncia
= angulo de reflexao ). Veja fig. (2.3).

Um fato crucial se apresenta nesse idltimo case. Como num bilhar
comuim, as carateristicas cldssicas e quinticas vio depender fortemente da
forma da borda no espuago de agdes, é por essa raziio que estaremos interes-
sados particularmente na borda do tipo estddio de Bunimovich, esso & dois
semicirculos de raio R unidos por segmentos de reta de comprimento 2R,

fig. (2.3).

A M

2R

* i
2R

Fignra 2.3: Estddio no espago de agdes. A particula é refletida especular-
mente ao bater com a fronteira.

14



2.2.2 Bilhar Bidimensional Quantico

A regra de quantizacgio segue a mesma sequéncia usada para ¢ caso
unidimensional, mas deveinos ter em conta o detalhe e expressar o estado
[n > pelo nove vetor de estado |ny,n; > a quem corresponderdio as agdes
1, J2- Dito isso faremos uso da expressdo quantica do bilhar unidimensio-
nal(2.6), de forma que a seguinte expressio 4 obtida:

B =a@l e+ a8y 4 @l ay + oy al)-172aly 4
Sazaf as + a26)) 2 + @lag+ apal) 1)y (2.3)

onde §,, &I, dg, &I, sdo operadores quinticos no espago de agdes 31, Jz
respectivamente. De maneira analoga a (2.8), os elementos de matriz sio
dados pela seguinte equagiio:

< "’21 ﬂ“f?lﬂ],ﬂz > = %{\fn_;li}'éni,m—l + ”ﬁ:ﬁﬁnj ,n1+1}6n§.ng +
57'15{1 / #67{5,“1—] + ”f:ﬁan‘z,ng+l} En;.m (2'14)

Da expressio acima se v& que esses elementos de matriz nio 830 mais tri-
diagonais, mas os elementos sobre a diagonal principal ainda sio nulos, de
modo que o traco continuard sendo zero. Além disso, notemos que os ele-
mentos de matriz dos diferentes bilhares, que estio nas regioes do espago de
acles comuns a ele, serio scmpre o3 mesmos.

De maneira similar ao caso unidimensional, a simetrizacio da matriz
Hamiltoniana tamnbém nio & iinica, QOutra possibilidade de simetrizacio
pode ser obtida seguindo a eq. 2.10 (caso unidimensional).

A = %{&}L(ﬁl 81 + a1 8])71/ 4 @ & +a &)%) +
Stal@)ay + 820 + (8 3y + 400y 100} (215

Ou gerando uma combinagio delas (eqs, 2.13 o 2.15). De novo as consi-
deragoes feitas acima com respeito aos elementos de matriz mantém ainda
carater{sticas similares.

Com a finalidade de evitar correlagdes entre estados com as mesmuas
simetrias estudamos o estdio dessimetrizado no espago de acies (fig. 2.4). E
claro que o5 estados |ny, ny >, vao ser considerados apenas se eles estiverem
no interior da fronteira.
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Figura 2.4: Est4dio dessimetrizado no espaco de aches

2,3 O limite Semicldssico

A regra de quantizagio de Bohr-Sommerfeld para um problema uni-
dimensional é:

f g, E)dg=nx h (2.16)

Semiclassicamente a interpretamos de maneira geomdétrica, dizendo que as
energias quinticas correspondentes ds 6rbitas fechadas no cspaco de fases
subtendem uma 4rea que é multipla da constante de Planck, Nesse caso o
indice de Maslov(12] € nulo, fato que foi feito explicito na expressiio acima.
Aplicando esta regra ao problema do bilhar unidimensional, temos

fﬁbd]:ﬂx h (2.17)

onde o éngulo ¢ é vma constante de movimento.

Note-se que as possibilides de mudanga no sinal da cnergia F terd em
consideragio os seguintes casos:
1.-Se £ < 0 a drea no espago de agdes num ciclo é simplesmente

A=202-n) (2.18)

Ja que as drbitas se encontram i direita do ancl.
2.- Se E > 0, devido ao fato das érbitas estarem todas i esquerda no anel,
a Area seri

A=2(-n)(r—9) (2.19)
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Entdo, o espectro semicldssico & simétrico e terd sempre um nidmero par
de auto-estados, Portanto serd possivel obtermos novos auto-estados sé se
mudarinos h de maneira que A/h = 2N, resultando assim que a metade das
érbitas se posicionardo a um e outro lado da linha vertical ¢ = 0 (fig. 2.2). J4
no caso do bilhar de agio quintico as restri¢des acima mencionadas nao sio
aqui necessarias, isso porque quinticamente mudar o valor de k possibilita
pasgar de N — N + 1 estados. O que pode ser entendido considerando
o simples fato de termos limitado o Hamiltoniano de forma que os estados
possam ser incluidos de um em um.

LA Y

-]
L

-
8

Figura 2,5: Orbitas cl4ssicas no espaco de acoes . As secbes (A) e (B)
representam as érbitas com energia ncgativa e positiva respectivamente,

2.4 Resultados

Comecaremos fazendo certas observagdes, No caso de um bilhar uni-
dimensional, a consideragio da Hamiltoniana cldssica dada pela eq. (2.4),
permite dizer que a sua correspondente Hamiltoniana quantica eq, (2.6, pos-
8uir4 auto-valores que ficario no intervalo [-1,+1]. Além disso, da simetria
do operador quéntico (2.6), estes autovalores aparecerio em pares (dado um
auto-valor A implicar4 em se obter o seu correspondente ~A), garantindo-se
a nulidade do trago do operador. Similarmente para o caso bidimensional as
mesmas concluses podem ser tiradas, mas deve-se ter em conta que agora
© espectro ficard no intervalo [-2:2], resultado previsto pela consideragio da
eq. (2.11).

Veja-se também que no caso de se obter um niimero itnpar de auto-
estados, um dos seus auta-valores ¢ necessariamente nulo.
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No que concerne as auto-fungdes do bilhar dessimeotrizado (2-dim), é
inportante ressaltar que, devido as condicdes de contorno exigidas, Us|porda =
0, esses estados correspondem 86 as auto-fungdes de paridade fmpar-fmpar
do bilhar original, Em seguida, feita a diagonaliza¢io numérica das matrizes
hamiltonianas, consideramos a disttibuigio de intensidades das respectivas
auto-fungdes no espago de agbes 5; X 73, 0 que se interpreta como a pro-
babilidade do sistema estar em certa regiio desse espago. Esse calculo foi
efetuado da seguinte maneira. Dada a fungdo de onda|gm >, a m-ésima
auto-funcio do Hamiltoniano (2.13), expressa na base de auto-funcdes do
oscilador harménico |ny, n; >, ou seja

lom == E Cnyong |1, 2 2

Ry, N2

Desenhatnos as curvas de nivel de | ¢p, 4,|? n0 plano j; % 33. Como resul-
tado, alguns desenhos mostraram uma grande influencia das 6rbitas classicas
periddicas (veja figs. a scguir). Em particular descobrimos sete desses tipos
de 6rbitas classicas, Aqui, vale a pena mencionar que, o fato de escolher-
mos o extremo inferior d do bilhar dessimetrizado perto ou longe da origem
2 =0, ndo influenciou nos resultados obtidos para os auto-valores ou para
as auto-fungbes, on scja, estruturas periédicas semelhantes, e em geral nio
periédicas, foram encontradas nas duas situag¢des. Uma andlise dos resul-
tados numéricos obtidos mostrou que h4 grande possibilidade de encontrar
cicatrizes de érbitas periédicas para autofuncbes com auto-energias nos in-
tervalog [~1.5 , —0.5], e [0.5, 1.5]. Nestes intervalos existem também,
situagdes nas quais as distribui¢des apresentaram estruturas misturadas. As
distribuigoes geradas pelos auto-estados com auto-energias iguais em valor
absoluto resultaram ser indistingu{veis. Além disso, os reanltados mostraram
que fora desses intervalos foi mais provéavel encontrar distribuigdes de inten-
sidade sem estrutura alguma, as que poderfamos denominar de erghdicas,
Finalmente, se viu que o aparecimento dessas estruturas em geral teve um
carater completamente aleatério.

Mostramos a seguir algumas estruturas encontradas no estidio dessi-
metrizado. Nesse caso escolhemos os pardmetros h= 0.032, BE=0.75, resul-
tando um nmero de auto-estados N= 963. Nas figuras foram desenhadas em
total 10 curvas de nivel no intervalo de 10 até 100 por cento. O espagamento
entre duas curvas vizinhas foi tomado a ser 10 por cento . Note-se neles o
aparecimento dos famosos pontos conjugados13], onde a intensidade da ci-
calriz é mais pronunciada.
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Figura 2.8: Energia= 4+1.261%
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Figura 2.11: Orbita do tipo Retangulo. Energia= £+1.2180
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Figura 2.13: Orbitas misturadas com energias = 0.5807(csquerda) e +0.9620
{direita)

Figura 2.14: Orbita ergbdicas com energia = +0.2026(esquerdae = £0.0343
(direita)
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Os resultados acima, parecidos com os encontrados por Heller{6, 13]
no estadio no espago de configuragdes, motfvanos a continuar o estudo des-
ses bilhares, prosseguindo com o estudo das propriedades estatfsticas do

espectro.
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Capitulo 3

Estatistica de nivelis

Nesse capftulo nosso maior interesse & descrever as propriedades es-
tatisticas do espectro de energias do sistema Hamiltoniano independente-
mente da sua natureza cldssica integrivel ou nio integrivel. Nessa procura
uma das maneiras mais simples de proceder se baseia no formalismo de Weyl
e Wigner.

3.1 Densidade média de estados

Dado um operador A, ele pode ser expresso no espaco de fases, usando
para isso a seguinte regra de transformacio

A0 = [ 4@ <q+ QM- Q2> ep(-T2) (@)

ap6s de integrar a expressio acima verifica-se que para tode operador 4,
seu trago (regra de Weyl) vém dado por

5 1
Trd= s [ dadpaip,q) (3:2)
A seguir, consideremos a expressao da densidade de estado:
o
WEY=) §(E-E;)=Tr§(E~H) (3.3)
i=1

e sua integral, que serd denominada densidade cumulativa de estados:

N(E) = i O(E - Ej) = TrO(E - H) (3.4)

=1
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na qual © é a fungio degran unitaria.
No limite semicléssico, a representagio de Weyl de um operador coin-
cide com seu valor cldssico [15]. Fazendo uso desse argumento substituimos

O(E - )= O(E - H(p,q)) (3.5)

na eq.(3.2), obtemos assim a regra de Weyl para a densidade cumulativa de
estados:

() = e [ 4040 O(E - H(p.) (3.6)

L importante fazer notar a generalidade dessa {érmula, que vale Lanto
no caso de sistemas integriveis como cadticos ou sistemas a meio caminho
entre eles. Essa regra estabelece que o nfimero aproximado de estados com
energia menor que F &dado pelo volume dentro da hiper-superficie H (p,q) =
E, medido em unidades de (2nh)l. Nesse caso observamos que, ji que a
transformagdo canénica (p,q) — (7, ¢) preserva o volume, essa mesma regra
pode também ser usada para calcular a densidade de estados de Weyl no
espaco de agoes, e é 0 que faremos no caso do bilhar de agio.

Vale ressaltar que a verificagio da regra de Weyl no caso de sistemas
nao integraveis s6 pode em geral ser feita numericamente.

Vejamos agora como as flutuagdes da densidade de estados em torno
da sua média, sio as que poderdo caracterizar quinticamente a natureza do
sistema cléssico.

3.2 Matrizes Aleatdrias

Neste item seguiremos de perto a exposigdo do livro de Qzorio de
Almeida [16].

No limite semicldssico a densidade média de estados 7j(#') aumenta
proporcionalmente com A~L (num sistema com L graus de liberdade). O
conhecimento de B E) e da média sobre algumas fungées de flutuagio podem
ser suficientes para determinar todas as suas propriedades fisicas significa-
tivas. Essas médias sio fAceis de definir localmente para qualquer sistema,
sobre um intervalo de encrgia éE o« h contendo um nimero de estados
N o« h~L=1) 5 que justifica um tratamento estatistico.

As propriedades estatfsticas podem ser calculadas a partir dos ensem-
bles de matrizes aleatorias [17]. Nele a matriz Hamiltoniana H é tomada
como uma matriz estocdstica, na qual seus b % k elementos s30 varidveis
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aleatdrias, Tais matrizes serdo chamadas de ergédicas 6 se as suas propri-
edades médias coincidirem com as médias do ensemble. O problema consis-
tird em especificar a densidade de probabilidade P(H), para o qual usa-se o
mesmo método da mecinica estatistica. Observe-se que nessa teoria acon-
tece que a matriz Hamiltoniana H do sistema é conhecida exatamente mas
ela & complicada e grande demais para ser diagonalizada na pritica.

As ideias bdsicas da teoria s3o as seguintes. Dentro do conjunto de ma-
trizes simétricas (reais), ou hermitianas (complexas) define-se uma métrica,
uma medida de volume e uma entropia dada em termos de P(H)dH, pro-
babilidade de encontrar uma matriz do conjunto no intervalo H e H + dli.
Além disso, sio definidos os seguintes ensembles:

Ensemble G.0.E.-Gaussian QOrthogonal Ensemble, est4 constituido pelas
matrizes simétricas de ordem N x N, Esse grupo é definido impondo-se
invariancia das matrizes por transformacdes ortogonais.

Ensemble G, U,E,.-Gaussian Unitary Ensemble, constitufdo pelas matrizes
hermitianas complexas, Desta vez elas sio definidas invariantes as trans-
formagtes unitirias.

Em ambos casos é exigida a invarian¢a da distribuigio de probabilidade
frente aos respectivos grupos de transformagoes,

Apresentamos a seguir um resumo simplificado do cdlculo de P(FE).
A distribuigio de probabilidades € obtida maximizando a entropia, definida
como

h{P(H)} = -f dH P(H) log (P(H)) (3.7)

que impde a equiprobabilidade de todos os estados acessiveis.
Supondo conhecida alguma propriedade média do ensemble de matrizes
como

< fi>= f dH P(H) fi(H) = Constante; (3.8)

a maximizagao da entropia (3.7), é sujeita a esses vinculos (3.8), isso acarreta
em que qualquer variagio § P(h) satisfaca a equacho

[ am 6(P(E)} (og PUH) ~ 3 X fi(H)} = 0 (3.9)

onde usamos o fato de que a integral sobre §{P(H)} é nula.
Os multiplicadores de Lagrange A; sdo determinados a partir de (3.8), por-
tanto a densidade de probabilidade é simplesmente

P(H)= expz X fi(H) (3.10)
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A entropia assim definida também serd sujeita ao vinculo
< Tr(H Ht) >= constante (3.11)

que serd necessario quando se faz a consideragio de que a matriz H é finita,
em consequéncia, a norma é finita. Um dltimo vinculo Ap vem da condigido
de normaliza¢io nas probabilidades. Obtemos assim o ensemble GGaussiano:

P(H) = exp {do+ MTrH HI} (3.12)

No limite semicldssico lidamos nao com uma maltriz finita de norma
conhecida, mas com uma matriz infinita com uma dada densidade média de
estados (Densidade de Weyl), Esse vinculo pode ser representado como

<YE) >p=< Tré(E~ H) >= F(F) (3.13)

Isto significa que o ensemble de matrizes deverd ter a mesma densidade
média de Weyl que o sistema estudado para cada energia, e portanto um
nimero infinito de vinculos. A densidade de probabilidade resultante con-
forme com (3.10) &,

P(H) = exp f dENE) Tré(E — )
= exp{TrA(I)} {3.14)

Veja-se que, as densidades de probabilidades (3.12) e (3.14) dependem
apenas dos valores préprios da matriz /. Futretanto para chegar numa dis-
tribuigdo conjunta, como sendo uma fungio s6 dos autovalores, precisamos
conhecer a medida dH, em termos tanto dos seus antovalores quanto dos
seus antovetores. Sejam E; os auto-valores de H e a; os parimetros que
especificam a dire¢io dos aulovetores, pode-se mostrar([18]

dH = ;| B; — E;|° dE d (3.15)
Integrando agora sobre as diregdes possiveis dos auto-vetores chegamos aos

seguintes resultados :
Ensemble Gaussiano

1 -1 1 "
P(E) = Ty | By — Byl exp{~— 3 Ef} (3.16)
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Enzemble de Weyl
P(E) = Ilig; | Ei — E;)P exp{D_ M(Ex)} (3.17)
k

Nos quais o pardmetro 4 serd igual a 1 ou 2, no caso de considerarmos as
matrizes simétricas ou hermitianas respectivamente.

Com relagio a fungio A(E) em (3.17), ela pode ser calculada usando
o método de aproximacio de Wigner[19], para o qual substituimos P(E) —
P[f(E)]. Onde interpreta-se o termo f(E) dE, como o nimero de autova-
lores no intervalo dE, e presume-se que { E) é a distribuigdo que maximiza

g {P(N} = [ 4B [(B)NE)+B/2
v f dE dE' [(E) [(E') log| E - E'|  (3.18)
Diferenciando com relagio a f temos que:
ME) =~ -B/2 j dE' 7(E") log| E - E/| (3.19)

Analisando as eq.(3.16) e (3.17), a primeira informacho extraida so-
bre P(E) mostra que a possibilidade de degenerdscencia dos auto-estados
do sistema Hamiltonino é quase nula, fenémeno conhecido como repulsio
de niveis. Além disso, observa-se que estas distribuigdes geram densidades
médias diferentes, sendo que no caso do ensemble seja gaussiano a densidade
média toma a forma semicircular [16]. A pessar disso, no limite semicldssico,
as propriedades estatisticas do espectro ergddico dadas pela distribuigdo de
Weyl podem ser calculadas a partir de um ensemble Gaussiano adequado
[20). Nesse caminho a distribuigio (Gaussiana dispondo de dois parimetros
livres, a largura ¢ e a média E a qual foi tomada como zero em (3.16),
podem ser escolhidos de maneira que

N (E-E),,
ME) = '{_—_2.; }
- 2
E = E-7%

. —A
ﬂ'l —_— —ﬁ

(onde A = $4) recaindo-se no caso do ensemble G.0.E. Isso significa que
podemos fitar os vinculos A (E) por gaussianas ¢ aplicar a previsio G.0.E.
no intervalo 6 E de interesse.
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Por outro lade podemos dizer que no caso do espectro nio ter nenhuma
correlagao, caso de sistemas integraveis, ele obedece a uma distribuigio do
tipo Poisson, ndo existindo nesse caso repulsio de niveis.

Feitas essas salvaguardas eatamos na posi¢io de determinar se um
sistema classicamente ergédico tem seu espectro de energia quéintico também
ergbdico, o que seri feito computando a estatistica de vizinhos préximos
para um dado intervalo de energia. Aqui vale dizer que, o fato dos sistemas
cadticos terem seus especiros com as mesmas propriedades estatfsticas do
ensemble de matrizes aleatorias é ainda pouco compreendido, do ponto de
vista de uma teoria formal.

3.3 Foérmula do Trago de Gutzwiller

Em 1971 Gutzwiller[l], derivou a sua importante férmula para as os-
cilagGes da densidade de estados, aqui representada por 7,,.. A sua idéia
foi procurar os auto-valores quinticos F, no traco da funcio de Green em
energia. Nessa representagio se tém que a funcdo de Green apresenta singu-
laridades (polos simples) nas energias quinticas. Obteve assim uma versio
gemiclassica do trago, que conseguiu expressar como uma soma sobre todas
as Orbitas periddicas cléssicas compativeis com o sistema clissico estudado,
Egsa férmula conhecida como férmula do trago de Gutzwiller é expressa
assim

N(E) = T(E) + nosc(E) (3.20)

Onde 7(E) representa a chamada densidade de Weyl (se¢do3.1). O termo
Toscy Para um sistema com dois graus de liberdade; pode ser expresso como:

nou(E) ﬂ'h Z \/W E %P-m) (321)

Nela, o termo Ty representa o periodo da érbita periddica primitiva, ao passo
que § € a agdo cldssica calculada ao longo da mesma.

(E) = ){ p(E) dg (3.22)

e o indice jy, é o chamado indice de Maslov [21]. A propagacio das érbitas
na imediata vizinhanc¢a das drbitas periédicas é descrita pela matriz M de
4 x 4 chamada de matriz de monodromia. Por tanto, nessa formulacio,
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a densidade de estados é expressa totalmente em termos de quantidades
puramente cldssicas,

Veja-se que, no caso particular de sistemas integriveis, mostra-se que a
regra de quantizacio E.B.K. [13,22], é recuperada a partir dessa formulagao,
dando confiabilidade & mesma.

Tenha-se em consideragio que a soma de todas as érbitas periédicas
na eq.(3.21) inclui ainda as suas repeti¢tes. Aqui vale mencionar que certo
problema surge no caso que o sistema seja caético. O nimero de 6rbitas
periédicas aumenta exponencialmente como fungio do perfodo, logo a soma
ndo é absolutamente convergente. Uma tentativa de resolver esse problema,
faz introduzir a densidade suavizada de estados 75. Nela as contribuigdes im-
portantes sio originadas pelas érbitas de perfodo curto. Essa regularizagio
ordena a soma sobre as &rbitas periédicas em termos dos perfodos em ordem
crescente, possibilitando escrever

m(E) = #ﬁ Y exp{~(E ~ En)?/2A%)} (3.23)

Nela as principais contribuigbes provém das 6rbitas com perfodos tais que
T < ii, sendo A a largura da funcio gaussiana suavizante num dado intervalo
de energia, € centrada na energia F.

3.4 Resultados

3.4.1 Densidade de Wey]

Podemos calcular exatamente o termo densidade de Weyl 7, no espago
de agdes, tanto para bilhares unidimensionais quanto para bilhares bidimen-
sionais, com ajuda da eq.(3.6).

Vejamos qie, no caso unidimensional um resultado simples é obtido,
mas para o ¢aso de duas dimensdes o resultado & complicado mas ainda fe-

chado.
Bilhar Unidimensional[s]
WE) = [ 8(H(0)- B)dy dp
/f §(cosd — E} dy dop

J2—
e iy T 3.24
hyv'1l — E2 ( )
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Bilhar Bidimensional[8]

M i M
-A8 =1 L] 18
i

Figura 3.1: Desenho ¢z X ¢;. As secoes interior e exterior(pontilhada) do
losangulo definem a regides com energia negativa e positiva respectivamente

Na fig. 3.1, apresenta-se o desenho de ¢; x ¢, sujeitos & condigao
£ = —cos¢y ~ cos . Note-se que o valor de energia onde (E=0), que
denominaremos de critica, dividir4 as regides em que E muda no sinal,

Mm=%/mmm (3.25)

Na figura, a parte exterior ao Josingulo definirs a regido de energia
positiva, ao passo que o interior a ele definir4 a regiio de energia negativa.

O célculo da densidade de Weyl & mais simples de fazer calculando
primeiro a densidade cumulativa de estados definida segudo a eq.(3.6):

1 1 .
W’(A:):Ffe(ﬂ-E)dum/H{Edu (3.26)

onde dv = dey depy dyy dys.
a partir dela,'a densidade de Weyl & obtida diferenciando essa mesme den-
sidade cumulativa de cstados com respeito  energia:
dN
WE)= — .
NE)= % (3.27)

Assim obtemos a expressio para N(E), ser4
— A
N(E)= 1 [ dbrden (3.28)
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onde A é a drca contida pelo bilhar, A continugdo consideremos os casos a
SEgUIL:
Energia negativa

_ $(E)
N(E) = —./0 ¢ depy

B(E)
- 2 fu arccos {— E — cos ¢1 } deby (3.29)

onde cosp(E) = —F — 1.

Diferenciando agora a expressio com respeito A energia, obtemos

_ 44 #(E) dipy
TR fp Vv1- 1—E - CO% ¢251T§
Fazendo agora a mudanga de varidveis y = —g — cos ¢, obtemaos:

- /1+§ dy
-F -+ E)2H1- (v~ £)2)

Veja-se que o integrando é uma fungéo par, entio a integral pode ser colocada
COoImno

/1+E/z dy
I =8~ 21+ £) - 42}
Requeremos ainda uma dltima mudanga de variaveis dada por:

y = (1+ E/2)sinp, onde = (%ﬁ)"

(1+ E)h / V1 75 sin?

Assim, T(E)|Egco, corresponde a uma integral eliptica de primeira espécie,
nao simples mas ainda fechada.

Energia positiva

0O cilculo & realizado de maneira similar ao préviamente feito. Dessa vez
consideramos o tridugulo inferior, na fig.(3.1). Os limites de intcgragic
gao; ¢ = —1 — arccos —F 4 1. Diferenciando a densidade cumulatiava de
estados com respeito & energia. obtemos:

dey
7= ./ V1= (=E = cos¢)?

H

7= (3.30)




A primeira mudanga de varidveis y = —E _ cos ¢y, junto ao fato do inte-

2
grando ser par, deixa

84 (1-%
ﬁ_ﬁf“ {(1- €2 - 21+ 5?2~ p?)

A segunda mudanga de varidveis dada por y = (1 - %)ain @, resulta na
integral

84 fm deo
R Ny M (3.31)
(L+3)h2Jo /1 _ RBlain?y

sendo k- = (%—}i—)g.

Cmnparmgldo os resultados (3.30) e (3.31), se v& que (—E) = 7(E).
Por outro lado, veja-se que {( £ = 0) — co. Por tanto, as expressSes acima
mostram que, pelo fato de termos considerado a particular Hamiltoniana
bidimensional, obtivemos uma expressio fechada mas ainda complicada para
o termo densidade de Weyl 7}, que para o caso do bilhar bidimensional comum
resulta ser constante. Na fig. 3.2, mostramos os desenhos para ¢ termo
Densidade de Weyl nos dois casos discutidos.

—.1 o ' 2
E
Figura 1.2: Densidade de Weyl come fungdo da energia. 530 mostradas as

duas situag¢des nas quais a energia é positiva ou negativa
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3.4.2 Distribuicio de primeiros vizinhos-NND.

A distribnigio de primeiros vizinhos NND (Nearst Neighbors Distri-
bution) é definida considerando um dado conjunto finito e ordenado de N
nfveis de energia, £y € E; < .. € Ey. Com cles sao definidas as N - 1
distancias entre vizinhos

Xy = kK

Xn1 = by-En.

e a sua distinecia média
- 1 R
XN=—— X
N1 K

O conjunto escalonadeo de niveis, definide como tendo espagamento médio
ignal & um, é obtido por ¢, = E, /X.

Define-se a distribuigio NND como sendo a probabilidade P(X)dX
que a distincia entre dois niveis vizinhos esteja entre X ¢ X 4+ dX. Entio,
dado um conjunto de niveis ¢, a distribuigio P(X) é obtida pela construgio
de um histograma. para o qual dividimos o eixo X em intervalos de compri-
mento fixo A X de forma que teremos um conjunto de intervalos 0, A X,
2AX...; onde P(Xi) é o ndmero de valores de X que cai no intervalo
(k—1)A X ¢ kA X devidamente normalizados. Veja-se que no limite
N — oo podemos fazer AX — 0, obteremos assim uma curva suave quase
continua,

A seguir, na fig.(3.3) mostra-se o histograma para o estidio desimetri-
zado. Veja-se que nesse caso, ela apresenta wmna distribui¢io parecida com
as de matrizes aleatorias, do tipo GOE [5, 8]. O caso do bilhar circular, em
oposi¢do, mostra uma distribui¢do do tipo Poisson [8], como deve ser para
o caso de sistemas integriveis.
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Figura 3.3: Distribucio de primeiros vizinhos para o Estiddio Dessimetri-
zado, sendo b = 0.032, o ndmero de estados N = 963 . A curva continua
corresponde & distribuigio do tipo (3.0Q.E. Notese o excelente parecido entre
ambos desenhos.

3.4.3 Densidade Suavizada de Estados

Conforme com a férmula do trage de Gutzwiller €q.(3.21), no limite
scmicldssico, a parte oscilante da densidade de estados é gerada pela soina
sobre todas as 6rbilas periddicas com energia E e as suas repetigdes. A
suavizacho dessa densidade de estados mediante gaussianas de largura A,
eq.(3.23), trunca as contribuigdes das 6rbitas periddicas de perfodo maior
que 7 = A/A. Portanto, A ajuda-nos a selecionar as érbitas com perfodo
curto. Nesse ponto, discutiremos a solu¢io numérica para o cdleulo do termo
de Weyl que se torna de vital importancia para o calculo de 7,,,.

A priori seria natural pensar que o termo suavizado de Weyl 7,
poderia ser obtido nos limites onde a largura A for muito grande (A -
o0). Nio obstante, veja-se que o espectro quintico é limitado e que toda
suavizagdo gaussiana faz com que §, — 0 nas bordas (F = +2). Mas,
o cilculo exato de % ( fig, 3.2), d& contribui¢des finitas em tais extremos,
logo o procedimento numeérico introduz erros perto da borda numa regiso de
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largura A, ou seja, grandes valores de A fardo os resultados piorarem. Aqui
temos que esclarecer que iss0 nio & uma contradi¢io, j4 que no estrito limite
semiclassico onde o nimero de nfveis vai para infinito, nenhum valor de A
pode ser considerado grande e portanto, também nessas regides, o cdlculo
do termo de Weyl vai para zero.

Ante essa situa¢io onde o nimero de niveis de energia é finito, o
termo de Weyl pode ainda ser calculado usando para isso dois ingredientes:
repeticbes periédicas do espectro e auto-consisténcia. Ou seja que para
nosso caso, o espectro contido no intervalo [-2:2] & periodicamente repetido
de extremo a extremo no eixo de energia para assim evitar a tendéncia
da densidade se anular nas bordas., Aqui, bona resultados nas bordas séo
obtidos 4s custas de um estreito maximo em F = 0, em vez da divergéncia
do resultado exato. A auto-consisténcia se torna necessaria em razao dos
diferentes valores assumidos pela densidade local de estados. Um certo valor
de A pode resultar muito grande em F = 0, mas muito pequeno nas bordas,
Entao, uma vez calculada 7(FE) , uma largura local ¢ calculada, Isso é
A E=1/7(E),e o calculo é re-cstabelecido, Dessa maneira, o processo de
iterar a densidade suavizada de Weyl tenderad ao célculo exato [8].

Antes de mostrar os resultados para 7,,., estudaremos primeiro o com-
portamento do perfodo com a nergia, para as familiag de érbitas periddicas
mais simples, no estidio:

Orbita Bouncing Ball e Orbita Horizontal

Asz 6rbitas de perfodo mais curto sio chamadas de bouncing ball. Elas
sdc dadas por:

N1 = Jo = constante
J2 = Tsing

pr = Qough=mn

¢ = oo

=1 —coseyg ou B =1 - cos ¢

O perfodo de taig érbitas mps, pode ser ficilmente calculado em termos
de ¥ e R, a energia e o raio do semicfreulo respectivamente, Tendo-se que
no caso da energia seja positiva ou negativa, ¢ & 0 ou 7 respectivamente

SN ¢h20 B VvVRE — E?
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De maneira similar, o perfodo para a trajetéria periédica horizontal
Th, pode ser calculado:

Th = el =2
"CVRE-E

onde, no caso que a energia seja positiva ou negativa, ¢z toma agora os
valores 0 ou 7 respectivamente (72 = 0).

Na fig. 3.4 apresentamos o desenho E x my. Vale dizer que outras
trajetérias também apresentario comportamentos similares, de forma que
o perfodo dependerd fortemente da energia e de maneira gue EQ"‘E| E=0 =
oo. Por tanto, o melhor lugar para procurar as cicatrizes de tais drbitas
periédicas serd a vizinhanga de E = +1 (veja novamente a fig. 3.4). Em
seguida apresenta-se os desenhos para n), fosc, € a transformada de Fourier
de 7ose, mostrando-se os diferentes picos nos seus correspondentes periodos
para as 6rbitas periédicas. Note-se que neles ji se podem observar os picos
das duas 6rbitas. Vertical em 1.5 e Horizontal ein 3.0, valores de s e 7, na
vizinhanca de E = 1.

-] - T o T ~—

-z}

-3 P i PRy

Figura 3.4: Energia versus perfodo para a 6rbita vertical 7.
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-2 -1 o 1 2
Figura 3.5: Densidade Suavizada de estados, com A = 0.021 =5
espagamentos médios, para a érbita verlical 745, A=0.032.
Densldada Oscllatario Tronsformada da Fourier
400 —— . g Bolacee S 8000.0 S L. N
|
300 -
8000.0
0 ,
oo A000.0 | b
o
20000 F
~100 .
_ M TP PR TP n_DL_A_h)M/'\/\\—I— L
m..g -t o 1 2 Do 10 20 an 40 80

Figura 3.6: Orbita Vertical. A esquerda a Densidade Oscilante de Estados,
a dircita a sua Transformada de Fourier. Note-se o pico ubiquado em r=1.5,
sendo A = (.021 &5 espagamentos médios.
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Dansidade Oscilatorio Transformada de Fourier
de Eslodon Tro]. Horixontal

. yl i

Figura 3.7: Orbita Horizontal, A esquerda a Densidade Oscilante de Es-
tados, a direita a sua Transformada de Fourier, Nole-se os picos desta vez
ubiquados em r 1.5 & 3.0, sendo A = 0.01 =2 espacamentos médios.

Aqui ressaltamos que esses resultados serfo de grande importancia no
estudo semiclassico das cicatrizes de érbitas periddicas. Para isso estudare-
mos o ‘método de Bogomalny’, que serd matéria de discussao do capftulo
BCEuinte.
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Capitulo 4

Teoria de Cicatrizes

Os trabalhos feitos por Heller [6, 14], mostraram que um grande
nimero de fungdes de onda de estados altamente excitados no problema do
estddio tinham uma alta probabilidade na vizinhanga das érbitas peridicas
clissicas. Resultado que nio era esperado, isso pelo fato de que em proble-
mas cadtivos todas as trajetdrias peribdicas sdo instaveis.

Nesse capitulo a nossa finalidade é mostrar que as trajetérias periédicas
instiveis dio uma contribuigio definida A amplitude da funcio de onda,
qne pode ser maxima na vizinhanga ou sobre as mesmas trajetérias. Para
is50, vamos expor uma rapida discussio da teorfa de Bogomolny [23, 24], a
qual é baseada em argumentos semiclissicos, de maneira similar que a for-
mulacgio feita por Gutzwiller para a derivagio da sua férmula do trago. Mas
neste ponto, a diferenga do formalismo original do Bogomolny, na técnica
de truncamento das contribuigdes das érbitas periédicas por nos feita vale-
ge do auxiliou de uma fungio gaussiana. Aqui ressallamos que as idéias
bésicas da teoria de Bogomolny foram apresentadas de forma independente
e simultinea por Ozorio de Almeida [16).

4.1 Formalismo
Dados E,, e v,, as auto-energias e auto-fungoes do Hamiltoniano H

.ﬂ-@n = En‘-F‘ﬂ (4‘1)
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Consideremos um dado intervalo de energia A E, centrado em FEy, de ma-
neira tal que A E << Eq, e definanos

P(@E) = 3 |eal*6(E - En)
{ﬂ}

{ﬂ}

< f(g, E) >

Onde {n} é o conjunto de autofungdes com anto-energias no intervalo de
energia [Ey — A——TE, Eq+ %E] e < (g, E) > representa uma média feita em
energia que terd diferentes interpretagbes nos casos em que o problema seja
integrivel ou nio integravel,

No caso de Sistemas Integriveis n-dimensionais existe uma alta pro-
babilidade de degencréscencia dos niveis de energia [24]; logo no limite
A E — 0 amédia terd em conta um grande nimero de estados degenerados.
J4 no caso de Sistemas Nao integraveis u-dimensionais sio possiveis apenas
degeneréscencias do tipo acidental para os estados de diferentes simetrias,
fendmeno conhecido como repulsio de niveis [24].

Num sistema cldssico de dois graus de liberdade a funcio de Green
G(q¢", ¢, £} unindo os pontos ¢, ¢ ¢” pode ser obtida a partir do propagador
semicldssico, como uma soma sobre todas as trajetérias clissicas possiveis
com energia E fixa. Os trabalhos feitos por Gutzwiller [1] assim como os de
Berry e Mount [21], discutetn esses resultados:

. 1
Gl B) = 533Gl E)+ Goac(q,EHO( )
P
%GD = —'JT/&(E—‘II)-%—'—)—?'

Coneld, E) = mzf p (L)) (4.3)
orb

sendo que, nessas expressdes:

S(q,E) representa a agfo clissica, calculada ao longo de uma dérbita fechada.,
Gip considera os caminhos classicos nos guais os pontos a0 unidos de ma-
neira direta, ou seja o caminho clissico para o gual ao fazer-se ¢/ — ¢
sc torna de comprimento zero. Note-se que integrando G, no espago de
posigGes, recuperamos o argumento clissico pelo qual é interpretado que
¢ada estado quantico ocupa um certo volume (27 h)? (isso para 2-dim) no
espaco de fase clissico e que & conhecido como Densidade de Weyl.
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Guc considera todas as trajetdrias cldssicas fechadas que contribuiram com
a¢io cldssica ndo nula e representa flutuagbes em torno da média Gy.

A (%) & o determinante da matriz construida como fungio das segundas de-
rivadas da agio clissica e esta associada A estabilidade das drbitas.

Veja-se que os pontos onde A (z) se anula, sio os denominados pontes con-
jugados, e que na expressio (G, estio sendo considerados implicitamente

dentro do fator /A (z).

Tendo-se em considera¢ao a fungéo de Green em termos das suas au-
tofungdes é facil mostrar que nessa representa¢io podemos escrever:

1 .
——8G(%E)= ) lea(@)I6(E - En) (4.4)
{n}
Se comparamos essa expressao com a €q.(4.2), vé-se que nela podemos subs-
tituir (g, E) = G(g, E). Integrando a eq.(4.2) nas coordenadas obtemos
que A B = N/ [ < (g, F) > d*q, que substituida novamente na mesma,
resulla
2 _ - G(q7 E) >
{|‘F‘(Q)| > = f{G(q,H)} d'zq
1
7 2 len(@)f? (4.5)
{n}

Substituindo a eq.(4.3), na epressio acima, a mesma que ao ser expandida
" ATt - . 2B G .
em série de Taylor ¢m torno de %ﬁﬁ? < 1, resulta:

< 3Gy >
< I Gy > dg
Definindo pg = ]ﬁﬂfd—% como a proje¢ao da distribui¢io de proba-
bilidade cldssica microcandnica no espago de configuragdes, se obtem
< G Gaac =
J <3Gy > dYy

Veja-se que para Hamiltonianas da forma H = p?/2 4 V(q), pode-se
mostrar que

125 9 Gose >
< G >

< |e(g))* »= T {1+h } (4.6)

< lo(q)|* >= po(q) + R'/?

/5(5 - Md*p=1/2r, V{(¢g)<E

e zero de outra forma. Dessa maneira temos que

j dijﬁ(E — H)d%p = Aj2r
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onde A é a Area no espaco de configuragdes na energia fixa E. Chegamos
assim na expressio:

2h1/2
A

onde po(g) = 4. Assim a expressio (4.7), nos d4 uma representagio formal
do valor médio da fung¢io de onda para um sistema nio integrivel em termos
de observiveis puramente cldssicos.

Veja-se que, se bem & certo que no caso de sistemas ndo integriveis
a soma sobre todas as trajetérias classicas pode ser quase impossivel, veja-
mos que certas consideragtes podem ser favordveis para a aplicabilidade do
método proposto.

< QGQ,H: }, V(q) < E (4.7)

< |e(g)|* >= polq) -

4.1.1 Meédia em energia da Fung¢io de Green

A diferenca do trabalbo original de Bogomolny [23, 24], usaremos aqui
utna fungdo suavizadora gaussiana, fazendo com que as principais contri-
buigtes sejam dadas pcla.s trajetorias clissicas de periodo curto:

< Goge =
2AE

;,/"Z QWAE

O termo de suavizagio gaussiano permite-nos expandir a agio cldssica em
série de Taylor em torno de Ep:

S(Eq+e€)~ S(Eo)+Tpe

onde Tp é o perfodo da trajetéria considerada: Tp = JFeita a inte-

gragio, o resuliado final é:

< Gope »= \/QTWZ‘/ exp{*“’(ﬂ") (A‘ET")} (4.9)

Olhando o 1ltimo termo na exponencial se vé que as contribui¢des principais
para < Go,c > sao proporcionadas pelas 6rbitas com encrgias no intervalo
[Eo — —-z-—u,Eo + AE’] que saem de ¢ e voltam a ¢ , para tempos tais

que b—h‘ﬂ < 1. Esse resultado muito importante nos servird para predizer
o intervalo de energia A E, escolhido o periodo das érbitas que desejamos
‘encontrar’. E Por esta razio que esperamos ver cicatrizes dessas orbitas
periédicas fazendo uma ‘média’ sobre o conjunto de auto-funcdes com auto-
energias nesse intervalo A E, tal e como for definido na formulagio do
Bogomolny, segundo a eq.(4.2).
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4.1.2 Meédia gaussiana nas coordenadas

Na aproximagéo setnicldssica i — 0, pequenas variagbes de ¢ fario
com que as varia¢bes no famr de fase L}Cp (15/h) sejam muito répidas. Tais
variagbes sio dadas por: -5— = BS 25 4+ 85 =|Apl

A seguir mostraremos que asg tra. Jc,téria,a que saem e retornam a um
mesmo ponto com uma pequena variagao de momento sdo as que contri-
buirdo significativamente na média de G,,.. Como essa classe de 6rbitas
sempre existird perto das érbitas periédicas, esperamos observar cicatrizes
dessas Orbitaz nas fungdes de onda.

Com esses fins, consideremos uma dada trajetéria fechada, um sistema
de coordenadas no qual 0 eixo z vai ao longo da prépria trajetéria e o
cixo y na direcio perpendicular a cla. Veja-se que existird um sistema
particular de coordenadas para cada trajetdria considerada [22], fig.(4.1).
De novo, a suavizagdo & feita usando a fungio 2¢;layeXP“(2_g_y)2= que

R

24

Figura 4.1: A curva sélida mostra uma trajetéria cldssica fechada na vizi-
nhang¢a de nma trajetéria peridica (curva tracejada). Os eixos F e § sho
escolhidos a0 longo e perpendicularmente A trajetéria perlédlca, respecti-
vamente. Os vetores de momento inicial e final sio representados por ; e

Py

nos permite ex]mndir a agdo clssica em torno de y = 0. Definindo W =
562‘%" + Fa% + 23 > + ﬂly_o, se obtem

S(zyy)~ Sx)+Apy+ W ¢t

ap0ds integrar sobre y oblemos a seguinte expressao

, 1 1 A(I) _(Ap&y)z_!_ i85, W
< Gose( Eg) »= -_-q} - b h 4.1
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onde W =1- (24 y)2

Note-se que, nessa expressio final (eq.4.10), as contribui¢gbes para
< (Ggse >, serdo importantes 56 quando Q‘-’ﬁ‘z‘—l < 1, ou seja, para pequenas
variacoes de momento. Isso significa que as maiores contribuicbes sdo feitas
pelas &rbitas vizinhas s drbitas periddicas. No que concerne ao termo com-
plexo, ele é modulado pela gaussiana de largura ﬁ? de forma que duas
possibilidades poderdo atingi-lo. lsso &, as contribuiches oscilario perto ou
gobre a propria orbita periddica. Com esses argumentos nos permitimos
fazer um esbogo dessas contribuigoes, fig.(4.2).

2

¥l

1Y)

b

¢
Figura 4.2: Forma aproximada de < |p|?> > na vizinhan¢a da trajetéria
instdvel. Na esquerda mostra-se um corte através da trajetéria. A direita

o relévo da fungio de onda ao longo da mesma trajetdria (curva tracejada).
O circulo escuro & denominade ponto auto-conjugado

Finalmente, a expressio para a média da amplitude de probabilidade
incluird além das orbitas, as suas p-repetigdes, de maneira similar que com
a férmula do trago:

. 1
< I‘PIJ = v{] -— 2\/5 Z 3 < Ghar :}p}

r
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Veja-se que, segundo a eq(4.10), espera-se que as médias das amplitu-
des de probabilidades < |¢|? > sejam m4ximas para us €asos nos quais 0a
valores das suas agbes sejam proporcionais a inteiros vezes 27h.

4,2 Resultados

£ importante interpretar a eq(4.5). Ela nos diz que podemos encontrar
cicatrizes de 6rbitas periédicas considerande um certo conjunto de fungdes
{n} e estabelecendo uma média do quadrado de suas amplitudes

1 N
<@ >= 7 2 len(a)®

n=1

O que segui & saber gual conjunto {n} estd associado & estrutura
periédica considerada. Uma média em energia responderad nossa pergunta,

Como j4 foi dito no anélise da eq(4.10), as maiores contribuig¢bes so
geradas pelas érbitas periddicas tais que dado seu perfodo T e alargura A B
satisfazem a relagio T'A E < h . Entao conhecido o periodo da orbita Ty
que tesejamos filtrar, a largura & K pode ser posta como sendo um namero
de vezes o espacamento médio dos niveis de energia AE, portanto

k
N= —_——=
Ty AE

Note-se aqui que N nos diz que quantidade de auto-fungdes teremos que con-
siderar. Estes mesmos argumentos, foram aplicados na predigio das Orbitas
transversais (bouncing ball) e das 6rbitas horizontais, para o conjunto de
auto-fungdes com auto-energia na vizinhanga do valor de energia £ = £ 1.
Aqui é importante assinalar que nos desenhos feitos s6 consideramos o valor
da amplitude correspondente ao termo oscilante. Isso &

N
1
I‘Plgsc = W Z I(Pﬂlz - |‘P|l2,ueyf

n=l

Onde o termo de Weyl |p|2,,, foi calculado fazendo uma média local so-
bre um conjunta { m } de auto-fungdes, tais que m > N. Estudamos em
particular, s6 dois tipos de 6rbitas. As contas foram feitas usando os dados
comuns h = 0.032, A E ~0.004. Feitas as contas correspondentes, verifica-
s¢ que para
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Orbita vertical, Tp==1.5, N = 5, m=26
Orbita Horizontal, To=3.0, N ~ 2, m=2]

(s resultados que seguem mostram a validade da formulagio de Do-
gomolny. Aqui & importante dizer que tomado o conjunto de N-fungdes nos
intervalos de energia [-1.5,-0.5] e [0.5,1.5], a cicatriz desejada foi encontrada
para o conjunto tal que a sua ago clissica correspondeun aproximadamente a
inteiros vezes 2rf (discugio na se¢io 4.1.2). Por outro lado, lembrando-nos
que os desenhos da transformada de fourier para a densidade oscilante de
estados (fig. 2.7) déo conta da coexistencia das érbitas horizontal(2T=3.0)
e vertical(T'=1.5). Os desenhos aqui corroboram tais fatos. Mas note-se que
a possibilidade de se obter érbitas isoladas com periodo 2T (horizontal) foi
factivel na medida de que dado o conjunto {2n} de intciros vezes a agio
cldssica para essa 6rbita, hi um conjunto de s6 {n} inleciros para a érbita
de perfodo T (veja apéndice). Aqui vale dizer que esse conjunto de niimeros
quinticos foratn calculados usando a regra de quantizagdo scimiclissica de
Bolir-Sommetfeld ja discutida no capitulo 2. Nos desenhos plotamos em to-
tal 5 curvas de nivel no intervalo de 50 até 100 por cento. Sendo 10 por cento,
o espagamento entre curvas vizinhas. Mostrados os desenhos, no capitulo

seguinte estudaremos a possibilidade de repressentar as fung¢des de onda no
espago de fase usando a representagio de estados coerentes (Distribuigdo de
Husimi).
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Figura 4.3: Média sobre 5 espacamentos médios. A coluna, & esquerda
mostra uma sequéncia de médias vizinhas dos estados 75 ao 83; a figura
no meio ji mostra a cicatriz vertical < 77,81 >. A direita a sequéncia de
médias vizinhas dessa vez sobre os estados 86 ao 94; nesse caso ndo aparacem
cicatrizes.
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Figura 4.4: Média sobre 5 espagamentos médios. A coluna, A esquerda
mostra uma sequéncia de médias vizinhas dos estados 96 ao 100; a figura
no meio j4 mostra a cicatriz vertical < 98,102 »>. A direita a sequéncia
de médias vizinhas dessa vez sobre os estados 110 ao 118; nesse caso nio
aparacem cicatrizes.
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Figura 4.5: Média sobre 5 espa¢amentos médios. Mostramos uma sequéncia
de médias vizinhas dos estados 119 ao 127; a figura no meio ji mostra a
cicatriz vertical < 121,125 >
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Figura 4.6: Média sobre 2 espacamentos médios, A coluna, A esquerda
mostra uma sequéncia de médias vizinhas dos estados 76 ao 81; a figura
10 meio j& mostra a cicatriz vertical e horizontal < 78,79 >. A direita a
sequitneia de médias vizinhas dessa vez sobre os estados 97 ao 102; nesse
caso as cicatrizes apatrecem na mdédia < 100,101 >,
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Figura 4.7: Média sobre 2 espacamentos médios. A coluna, i esquerda
mostra uma sequéncia de médias vizinhas dos estados 120 ao 125; a figura
1o meio j& mostra a cicatriz vertical e horizontal < 123,124 >, A direita a
sequéncia de médias vizinhas dessa vez sobre os estados 135 ao 140; nesse
caso s6 aparece a cicatriz hotizontal na média < 137,138 >.
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Figura 4.8: Média sobre 2 espagamentos médios. A coluna, b esquerda
mostra uma sequéncia de médias vizinhas dos estados 147 aa 152; a figura
no meio ji mosira a cicatriz vertical e horizontal < 149,150 >. A dircita a
sequéncia de médias vizinhas dessa vez sobre os estados 163 ao 168; nesse
caso 50 aparece a cicatriz horizontal na média < 165, 166 >.
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Capitulo 5

Autofuncoes no Espaco de
Fase

Pelo fato de esperarmos que as estruturas invariantes da mecanica
classica scjam relletidas nos estados estaciondrios da mecinica quintica, as
fung¢bes de onda propéem um bom argumento para o estudo do prinefpio de
cotrespondéncia. No caso de sistemas integrdveis sabe-se que as autofungdes
estio associadas aos toros invariantes quantizados, onde a agfio desses toros
proporciona um conjunto de nimeros quinticos através da regra de quan-
tizagio E.B.K. Para sistemas nio integriveis a gituagio & mais complexa, ja
que o espago de fases contém uma mistura de trajetérias periddicas estiveis
e instiveis, toros e regioes cadlicas, nao existindo uma associagio simples
entre essas estruturas e os estados estaciondrios. Por outro lado, sabemos
que para essag regides cadlicas a presenca das trajetdrias periddicas instiveis
[25], quebra a hip6tese de uma distribuig¢io uniforme. Tais estruturas, clas-
sicamente de medida zero, tem uma influéncia dominante sobre as fungdes
de onda (fato discutido no capftulo anterior).

O propésito deste capitulo & apresentar uin método que permita o
estudo das fungbes de onda no espago de fase. Para isso, faremos uso dos
estados cocrentes dos grupos de Lie [3,4], uma vez que as autofungdes foram
expressas na base nimero de ocupagio do oscilador harménico para obter-
mos uma distribui¢io definida positiva. Com esta importante ferramenta
faremos um estudo numérico das se¢des de Poincaré.

33



5.1 Distribuigao de Husimi

5.1.1 Sistema Unidimensional

Para sistemas com um grau de liberdade, definimos
S IR NS T
h/2 { bo of)

|z >= expzal|0 > (5.1)

sendo que &0 >= 0, z é um niimero complexo relacionado com os valores
médios (g , p) dos operadores §, i por z = 715{515 —tbgp}, 7 é 0 seu complexo
conjugado, e |z > é o estado coerente. Assim as coordenadas (z,7) gerarao
0 espaco de fase candmico.

Define-se a distribuigio de Husimi [3], para um certo estado | > como
sendo

| <z > |2

5.2
< z|z > (5.2)

Wy(pq) =

onde a constante de normalizagio & dada por < z|z >= exp Eﬁi Veja-se que,
o eatado coerente |z > & um pacote de onda Gaussiano centrado no ponto
(p,q) no espago de fase com largura by e com pardmetros de disperssao
Alg = EEE-E e Ap = 5%,-, por tanto a eq.(5.2) di a probabilidade da fungio
de onda |y > estar mm‘:a. célula (A g, A p) centrada em (p, ¢) no espago de
fase; compatibilizando assim com os requerimentos do principio de incerteza.

Existe também, uma outra maneira de representar um estado |3 >
no espago de fases, a qual é dada pela distribuicio de Wigner [2,4,26] que &
definida como

tir
wy(p,q) = or ﬁ_/ dr <z — —|1,b >< ¢]r+ > exp (== p) (6.3)
e que conlém toda a informagio quantica associada com a matriz de densi-
dade p(q,q').

Uma relagdo direta entre ambos tipos de distribuigoes, eqs. (5.2) e
(5.3), pode ser estabelecida :

Wy(p,q) = f dp' dy' Zp gi(p, q) @y q) (5.4)
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onde

N B2(m )2
Zy o) = s exp (- LA ML) (5.5)

Essa expressio diz que, a distribui¢io de Husimi de um estado | >, é
obtido pela suavizacio da distribuicido de Wigner por uma Gaussiana. Além
disso, nela vemos que mudando o parimetro by podemos mudar a largura de
suavizagdo nas diregdes (p, ¢), a0 passo que o produto A p X A g é mantido
constante, mas pelo contrario, fazendo h — 0 estreitamos as larguras nas
duas escalas.

Note-se que, a distribuigio de Husimi segundo a eq. (5.2) é uma
distribui¢io definida positiva, a diferenca da distribuigio de Wigner (eq.
5.3) que pode as vezes ser negativa.

5.1.2 Sistema Bidimensional

Uma extensao natural da distribuigao de ITusimi unidimensional per-
milird tratar sistemas com mais de um grau de liberdade. Para isso consi-
deramos os operadores canénicas com as operagdes

{6, B;} = iR &i; ]

{6,465} = {0, B;} =0 (5.6)

para i, 7 = 1,2. Seguindo a sequéncia do tépico anterior, definimos

HT = .-1_ & ‘b'n
o hﬁ b; iy 1_}
|21, 22 >= exp {fla;f +32&I}|U > (5.7)

Onde ;|0 >= 0, e |2, z; > & 0 estado cocrente com o parimetro b; definindo
a largura da gaussiana.
As coordenadas (p, ¢), se relacionam com as coordenadas (z;,%;), pela
equagio
1

= ﬂ(g—: — ibipi) (5.8)

55



Agora a distribui¢io de Husimi se define como:

< -’:132|ff|2122 -
< ZIZQIBIZQ >

Wylp, @) = (5.9)

onde a norma da fungéo que determina a estrutura no espago de fase &
1
< anluzn >=ep{p(an + nh)} (5.10)

Note-se que no limite semicldssico i — 0, Wy, — H,.

Veja-se que o calculo de < 2,2314; > serd simples, 86 no caso que a
auto-fungio |; > seja conhecida na base do oscilador harmonico, de forma
que para esses auto-estados a seguinte expressio sera ttil

h"
Ty 'n

Ining >= /2 @y @m0 > (5.11)

Com ajuda das relaghes (5.7) e (5.11), & facil verificar que

oo
f 1
lz122 >= Z m??l z’z"“hnnz = (5.12)
nyng=0 )

por meio das quais a distribuicio de Husimi pode ser expressa como
<z g |?
Ty Ey|2y A

|E:’1‘nz_o <21 ag|nine > <ny nglb>|?
<xyagle g

—21¥F — 4 Fy
|Z cxp(_l#L)
nyng [ ngT_

X z11z5% < nymg|y > |? (5.13)

W,p(zlf] , 2‘232)

fl

Nesse contexto é as vezes, também conveniente introduzir as varidveis
angulares e de agdo mediante a substitugio z; = /7, expi¢; , permitindo
escrever (5.13) na formas:

exp —(2 b exp —( 2 n2
Wub(]lth]'qu’ﬂ) = ’Zﬂ]ﬂ'}—ﬂ \/ ph"(lé-i)lj J ph“&_gﬂ)ﬁ
X expi(n ) + nage) < nynglyy > |? (5.14)
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5.2 Secao de Poincaré Quantica

No caso de gistemas de dois graus de liberdade as distribuicbes de
Husimi para auto-estados de Hamiltonianas independentes do tempo podem
ser facilmente calculadas como se viu na segio anterior (eq. 513). Mas
acontece que por elas serem ob jetos de quatro dimensdes, a sua visualizagio
fica um tanto dificil. Na contrapartida cldssica essa dificuldade é superada
definindo as chamadas Proje¢des e Se¢bes de Poincaré Quénticas.

Classicamente um Mapa de Poincaré para wm sistema conservativo é
definide eliminando uma das varidveis, para o qual usamos o argumento de
conserva¢ao da energia junto i fixa¢do da sua varidvel conjugada candnica
[27). Dessa maneira a dimensio do espaco de fases se reduz em dois,
Também o tempo & eliminado completamente, a0 passo que a se¢io seré ro-
tulada pela energia. Quéinticamente, obtemos uma construgao comparavel
com esse procedimento, integrando a distribuigao estaciondria sobre uma das
varidveis e fixando a sua correspondente variavel conjugada, o que definird
uma sec¢io plana. Por exemplo podemos definir a distribui¢ao de probabili-
dade nas variiveis(pi, q1), obtida na segdo plana gz, {fazendo:

qu(Plsql)zfszww(quthq;z) (5.15)

Uma maneira alternativa de consegair vina distribugao parecida com
a mencionada acima, consiste em restringir a distribuigio & superficie de
energia

S (ptyq1) = Wy (p1, 01, P2 By P1 915 62), 92 ) (5.16)

onde ¥, € um auto-cstado com auto-encrgia En , ¢ p2FE,p1,q1,92), €
obtido a partir da Hamiltoniana cldssica [28, 29]. J4 que as distribuicdes
dos auto-estados no limite semiclassico sdo intensas sobre a energia quintica,
a integral na expressio (5.15) recolher contribuig®es efetivas s6 para pontos
com E = E, , portanto os resultados acima (5.15), e (5.16) serdo muito
similares.

Por outro lado, as projegdes sio obtidas integrando sobre duas das
variaveia:

Plg1,q2) = _/ dp dps Wy(p, @1, P2, 42) (5.17)

Note-se que, essa expressio pode ser vista como uma versiio suavizada da
distribugdo de probabilidades para a fun¢io de onda |¢(¢1, 42)|%



5.3 Resultados

Nessa parte estudamos tanto o sistema unidimensional como bidimen-
sional no espago de fases correspondente aos bilhares de agio antes definidos.

5.3.1 Bilhar Unidimensional

A nossa previsio do sisltema se movimentando segundo trajetdrias
retas e refletindo especularmente para o caso da Hamiltoniana H = — cos ¢,
foi excelentemente corroborada.

A segnir, apresentamos a distribuigio de Husimi para duas auto-
funcgdes. O cdlculo foi baseado na eq.(5.2), sendo o valor da varidvel A=0.001;
foram assim gerados 400 auto-estados.
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Figura 5.1: Auto-fungoes no espago de fase px g para o bilhar unidimensio-
nal. A figura & esquerda mostra uma autolungdo com cnergia £, = 0.7071,
A direita, wmna outra autolungao dessa vez com autoenergia £, = —0.7071.
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5.3.2 Bilhar Bidimensional

A extensao natural da Hamiltoniana unidimensional a duas dimensées
junto ao fato de se ter escolhido uma fronteira do tipo estidio, no espago de
agoes , fez com que o sistema apresente situagdes que nio s&o tao simples,
Lembre-ge dos resultados obtidos no Capitulo 2, onde apresentamos um
conjunto de desenhos refletindo o comportamentos tanto cadticos como nio
ca6ticos das auto-fun¢des no espago de agdes.

Nosso interesse agora é saber qual é o comportamento de tais auto-
func¢bes no espag¢o de fases. Com esse objetivo, fizemos uso das resultados
(5.7),(5.9) e (5.15) (sega0 5.1.2), junto ao importante resultado (5.16) (secéo
5.2), que define a secio de Poincaré Quéntica. Nesse ponto é importante
dizer como foram fixadas as érbitas:

Escolhida a auto-fun¢ao com sua auto-energia, o primeiro passo foi fixar nm
certo valor do momento, por exemplo p; ; a sua correspondente varidvel
conjugada g; foi obtida a partir da hamiltoniana cléssica de forma que

g1 = qi(Em, p1, 92, 92)

feitas essas consideragdes, a segio ficou determinada assim

Spl(quQQ) = W'l'm(ql(Espl:QQ:p'Z): P, 92, 13'2)

Pois bem, nos casos de auto-estados com cicatrizes de érbitas periédicas,

o4 resultados mostram trajetérias muito parecidas com as apresentadas uo
caso em que o sistemna ¢ unidimensional, isso é trajeldrias radiais (figs.
5.2, 5.3, 5.4, 5.9). J4 no caso de auto-estados com estruturas mais aleatérias
o espaco de [ase é preenchido quase uniformemente numa certa regisio (figs.
5.7, 5.8, 5.9). Por outro lado, umn autoestado apresentando trajetérias
misturadas mostrard estruturas ainda bem comportadas no espago de fase,
Mostramos a seguir exemplos desses comportamentos.
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Figura 5.2: Cicatriz Vertical(fig. 2.7). Energia=-1.3609, p; = 0.75.
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Figura 5.3: Cicatriz Gravata Borboleta(fig. 2.9). Energia=-1.414, p; = 1.35.
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Figura 5.5: Cicatriz Retangulo(fig. 2.11). Encrgia=-1.2186, p;q = 1.5.
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Figura 5.6: Cicatriz misturada(fig.2.13, direita). Energia=-0.9619, p, =

0.75.

4

-------------

Figura 5.7: Orbita Cadtica(fig. 2.14, esquerda). Energia=-{.2026, p; = 0.61.
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Figura 5.8: Orbita Caética(fig. 2.14, esquerda). Energia=-0.2026, pz = 0.86.
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Figura 5.9: Orbita Caética(fig. 2.14, direita). Energia=-0.0343, p; = 0.612.
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Capitulo 6

Evolucao Temporal dos
Pacotes de Onda

Na pesquisa semiclassica é muito natural pensar em pacotes de onda
localizados para frequentemente dizer que eles sio o anilogo quintico dos
pontos classicos. Em oulras palavras, tais pacotes de onda quando evolufdos
temporalmente representam, no limite semiclissico (b — 0), umna trajetéria
e 3ua imediata vizinhanga no espago de fase; fornecendonos assim uma visio
dinimica.

Uma representacio no espaco de coordenadas projeta a funcio de onda
em um estado cuja posigao ¢ perfeitamente definida mas, com momento in-
finitamente incerto{principio de incerteza). Essse argumento nos induz a
calcular todos o8 momentos possiveis simultaneamente, Vejamos por exem-
plo, o propagador atuando sobre certo estado no espaco de posighes |z >:
[x(t} >= exp (—i H t/h)}x > que corresponde as partfculas que sairam do
ponto z no instante ¢t = 0 com diferenies momentos p,.. Se no entanto, em
vez dessa representacio usarmos pacotes de onda Gaussianos |y >, onde:

Py =< 7|Ply >
ry =< y| X[y >

a dindmica do pacote serfa deserita por: |v(t) >= exp (-i H t/h)|y > atin-
gindo as trajetdrias que estio justamente na vizinhang¢a do ponto (p,, z;),
no limite A — 0. Este fato importante faz da representagiio de pacotes de
onda Gaussianos uma poderosa e intuitiva ferramenta semiclassica.
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6.1 Dinamica do Pacote de Onda Gaussiano

6.1.1 Sistema de uma Dimenséao

Seja H certo Hamiltoniano independente do tempo e { |1 > } e
{ E; } os seus conjunto de auto-fungdes e auto-valores, respectivamente, tal
que

H| >= Ei | > (6.1)

Seja também |{ > um pacote de onda construido sobre esse conjunto de
auto-funcdes { |41 > }

1¢>=)" el > (6.2)

l

A evolucdo temporal do pacote de onda é dada pela aplicagdo do propagador
sobre o vetor | > de modo que

|®(t) > =exp(—i H t/h)|¢ >
=5 aexp(—t E t/h)|r > (6.3)

Dado que nosso interesse estd apontando ao estudo dos pacotes de
onda na representacio de estados coerentes, elegemos a fungdo |¥(t) > de
maneira que no instante inicial (¢ = 0) tenhamos

|T(0) >= ij \/gg_k_' exp (—Zo 20/2R) |k > (6.4)

sendo {|k >} o conjunto de auto-fungdes na base de niimero de ocupagdo do
oscilador harmonico.
Fazendo uso das relagdes (6.2) e (6.4) teremos

: =k
<
a e >= O __ exp(—Zo 20/2R) |k >
2 > g ST/

de onde é simples mostrar que

=k
= £9 g ,
= 2 T, T R SIS (6.5)
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Substituindo essa expressao cm (6.3), oblemos a expressiao para a evolugéo
temporal do pacote de onda gaussiano unidimensional:

¥(0)> =i A= exp(-%o 2/20) < Yulk >
x exp(—1 Er t/h) |y > (6.6)

Veja-se que temos liberdade de expressar esse pacote de ondas gaussiano em
duas diferentes representagdes (Cap. 5), conforme explicitamos a seguir

Espaco de Agoes
Seja { |n > } o conjunto de auto-fungdes do oscilador harmonico entio,
EH -
< ﬂ.l‘I’(t) - = Ef.k.n 7# exp(—zo .«'.."Q/‘z!h) < ’!,()llk e
xexp(: Ert/h) < nl|yp > (6.7)
Espago de Fase

Segundo o Cap.5, uma representagio adequada no espago de fases
pode ser feita [azendo uso do vetor de estado coerente normalizado

|z »= exp(—z z/2h) |m >

z zm
m V™ m!

com o yual a projecio da fungio |¥(¢) > sobre o vetor |z > fica,

zE -
<z[¥(t) > =ikm 7;?‘_&_' exp (=%o 20/2R) < Pk >
x expt Brt/h 7-?—'“— exp(=7 z/2h) < m|yr >  (6.8)

A™ ml

6.1.2 Sistemas em duas dimensdes

De maneira similar ac caso unidimensional, dada a Hamiltoniana H,
com auto-fungdes |¢y > e auto-valores Ey, a evolugido temporal do pacote de
ondas serd regido pela eq.(6.3):

€(t) >= D e exp (i Ert/h) |9 > (6.9)
!
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Escolhendo em ¢ = 0, um pacote de onda da forma gaussianc em duas
dimensdes

k
|(0) > =T 4w VE‘;?E exp (—Z19 210/2h)
xvf*zv_ exp (=F20 220/2h) [k, k' > (6.10)

R g

De maneira similar ac caso unidimensional, temos que

- TR - -
[T(t) > = Tipp m exp (—(Z10 210 + Z20 220)/2R)
X exp(—i Er t/h) < dilk, k' > |oy > (6.11)

Nesse ponto, nosso interesse estd na dindmica no espago de agdes. Logo
escolheinos
k

N — —
< & 8’|\1’(I) > = El.k.k‘ m.ﬁ'_k'! exp (—(Z10 210 + 20 220)/2h)
X exp(—i By t/h) < hlk, k' > < s8> (6.12)

onde [s 8’ > & um vetor no espago de agoes representado na base de nimero
de ocupagio do oscilador harménico,

6.2 Auto-Estados

Desenvolvida a dindmica dos pacotes de onda, um método para a
obtengio de auto-estados pode sor extrafda pelo método da transformada
de Fouricr. Assim, dados os auto-estados |1, >, e 0s auto-valores E,, do
Hamiltoniano A, a diniica para um estado inicial [(0) >, é obtida por

[¥(i) >= exp (~iHt/h) [C(0) >
= 2onexp(~iEnt/h) [ty >< ¥[C(0) > (6.13)

onde o estado inicial |((0) > ¢ expresso como uma soma sobre auto-estados

[%m >

Tomando a transformada de Iourier de < ((0)|¥(t) >

S(E) = 5o f_: exp (i E 1/8) < ¢(0)|¥(t) > dt

resulta que:

2 B5(E) = 5 lealt 6(En ~ E) (6.14)
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onde ¢, & a projecio do estado inicial sobre os auto-cstados (< ¥ (0) >).

Veja-se que os auto-valores sio obtidos nos picos de 5(E), cujo con-
junto & chamado de Espectro de Estados de [¥(t) > (E.J.Heller [30]). Note-
§e que esses picos tem um peso proporcional a | c,|2. Assim, além de uma
conexio entre a dinimica e a sua respectiva complexidade espectral temos
informagio sobre as regides que a partfcula poderd explorar no espago de
fase.

Em um sistema integravel a complexidade da dindmica e o espago de
fase explorado dependeriio fortemente da condigéo inicial para |¥ > e isso
serd refletido no espectro de estados. Por outro lado, no case de um sistema
caético, pelo fato de se esperar que a superlicie de energia seja preenchida
completamente independente das condigbes iniciais, espera-se que o espectro -
de estados seja também independente das mesmas.

Destaca-se que, nio obstante (6.14) ter sido oblida integrando sobre
um intervalo infinito de tempa, na pritica a integragio ¢ feita num intervalo
de tempo finito.

6.3 Resultados

6.3.1 Bilhar circular (1-dim), no espago de fase

A evolugio temporal do pacote de onda unidimensional foi avaliada
usando a relagdo (6.8). Nos desenhos mostramos os resultados para um con-
junto de 400 estados, sendo A=0.001. Veja-se que em t=10.15 (fig. 6.2),
que corresponde a uma segunda colisao com a fronteira o pacote inevitavel-
mente comecard a espalhar-se. Nenhum efeito de reformagio do pacote foi
encontrado, mesmo para tempos longos.
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Figura 6.1: Evolu¢io temporal do pacote gaussiano 1-dim, num hilhar cir-
cular no espaco de fase. No instante inicial t=0 a particula se encontra no
circule interno, transcorridos t=5.05 a partfcula bate com o efrculo exterior

7N

..-n - ;0 -; [] ; ; ; L}
Figura 6.2: rvolugao temporal do pacote gaussiano l-dim, num bilhar eir-
cular no espago de fase. No instante t=6.0 a particula se encontra no circulo

externo, transcorridos t=10.15 a particula bate com o circulo interior
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Figura 6.3: Evolugio temporal do pacote gaussiano 1-dim, num bilhar cir-
cular no espago de fase, transcorrido o instante t=25.0. Veja-se o pacote
espalhado totalmente
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Figura 6.4: Evolugio temporal do pacote gaussiano 1-dim, num bilhar cir-
cular no espago de fase, transcorrido o instante t=30.0. Veja-se 0 pacote
espalhado totalmente

6.3.2 Bilhar do tipo Estadio (2-dim)

Em duas dimensoes a dinimica do pacote para o caso do est4dio encon-
tra certas limitagdes. De acordo com a expressao {6.12) a largura do pacote
é proporcional a h; os resultados mostrarain que é necessario abaixar mais

o valor de £, ¢ portanto incluir, mais estados, ja que o limite semiclassico
ndo foi bem atingido.
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Nas figuras, mostramos a evolugao temporal quintica do pacote gaus-
siano bidimensional para o bilhar dessimetrizado no espaco de agoes a0 longo
de uma trajetéria quase vertical. Veja-se que para o tempo igual a 3.15 o
espalhamento & inevitdvel.

A

Figura 6.5: Evolugdo temporal do pacote gaussiano para uma trajetéria
quase vertical no estidio dessimetrizado, Na coluna esquerda de acima para
abaixo a partfcula nos instantes 0.0, 0.45, 0.9. A direita os mesmos desenhos,
dessa vez nos instantes 1.35, 1.8, 2.25
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Figura 6.6: Evolugio temporal do pacote gaussiano para uma trajetéria
quase vertical no estddio dessimetrizade. Na coluna de acima para abaixo a
particula nos instantes 2.7, 3.15, 9.0. Nelas jé se aprecia o espalhamento do
pacote

Com relagio ao proceso de reformagio do pacote espera-se que tenha
efeito na vizinhanca dos estados com energia = 1.0, isso devido ao fato
que nessa vizinhanga a densidade de estados é bem comportada.
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6.3.3 espectro de estados

A express3o (6.14) tem a vantagem de nos permitir localizar cicatrizes.
Veja-se que a evolugdo do pacote dependerd sé das condigdes inicialmente
impostas. As trajetérias mais simples de estudar sdo a trajetéria horizontal
e a trajetéria vertical (bouncing ball). Para que elas sejam estabelecidas
bastaré fazer uma das variaveis angulares nula (j; = —t X sin ¢;) com o que
se assegura que o pacote viajard s6 numa diregéo, vertical ou horizontal,
segundo seja escolhido ¢ = 0 ou ¢; = 0 respectivamente.

Antes de mostrar os resultados, devemos dizer como foram escolhidas
as condigdes iniciais:

Trajetoria Vertical

n = 0.75
J2 = 0.45
¢2 = 15°
Trajetoria Horizontal
n = 0.75
J2 = 0.45
¢ = 30°

As figuras 6.7 e 6.8, mostram desenhos das intensidades < ¥,[((0) >
como fung¢io das auto-fungdes 9,. Note-se neles os picos em torno da auto-
funcdo 235. Pois bem, cicatrizes apresentando ambas estruturas sao encon-
tradas para as auto-fun¢des 233 e 234. No caso da cicatriz vertical, a fig.
6.7 mostra possiveis cicatrizes em torno dos estados no intervalo [ 270 —280].
Nesse caso uma cicatriz vertical é encontrada para a auto-fungdo 274. J&
no caso da cicatriz horizontal um pico pode ser encontrada na vizinhanga
da auto-fungio 260 (fig. 6.8) e, de fato, os resultados mostram uma cicatriz
para a auto-fun¢io 258. Por tanto, o método resulta ser um bom cami-
nho para a previsio aproximada de cicatrizes. E claro que, dependendo das
condi¢des impostas, o nimero de picos pode preencher quase todo o espec-
tro de autofuncdes. Esses casos foram descartados, pois nessas condigdes a
particular escolha do estado inicial ndo resulta ser seletiva. Apresentamos
em seguida os resultados obtidos.
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168 .

Figura 6.7: Cicatriz Vertical. Desenho < 4,|((0) > x|¢y, =

1og"

Figura 6.8: Cicatriz Horizontal. Desenho < ,|{(0)} > x|¥, >
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Conclusoes

Como vimos ao longo desta tese, existem varias diferengas entre o
nosso bilhar de a¢io e um bilhar comum(no espago de configuragdes). Em
primeiro lugar a peculiar hamiltoniana escolhida definindo a dindmica classica
do sistema, depois a téenica de quantizagdo. Além disso, j& nos referindo ao
estadio(no espago de ag¢oes), o comportamento incomum da sua densidade
média de estados diferente da densidade média constante como & no caso
do estaddio comum. Apesar desses fatos, mostramos que estes bilhares apre-
sentam comporlamentos similares com respeito s flutuagbes do espectro de
energia e as suas fun¢bes de onda.

Nos trabalhos pioneiros nesses tipos de sistemas, Ozério de Almeida e
Marcus de Aguiar[8], mostraram que as flutuagdes locais do espectro de ener-
gia seguem um padrio universal de matrizes aleatérias e que as oscilagoes
da densidade de estados em torno da sua média estio associadas As érbitas
periédicas, o que sugeriu o aparecimento das cicatrizes dessas drbitas.

Em particular num bilhar de agio do tipo estidio as flutuagdes do
espectro de energia seguem o padrio das matrizes do tipo G.0.E, como foi
corroborado.

Nosso principal resultado foi a verificagio de mais uma importante
propriedade desses sistemas em relagio aos bilhares comuns. Conseguimos
predizer o surgimenio de cicatrizes de 6rbitas periédicas fazendo médias
sobre um conjunto de estados com energias num dado intervalo de energia,
verificando a validade da teoria proposta por Bogomelny. A telagio direta
entre o dado intervalo de energia e o perfodo da 6rbita periddica foi feita,
tomando a transformada de fourier da densidade suavizada de estados. Isso
mostrou a perfeita correlagio das predi¢ies. Aqui vale a pena mencionar o
aparecimento quantizado das cicatrizes das érbitas verticais e horizontais,
fato que tem justificativa pela prépria teoria.
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Além disso, reportamoz o aparecimento aleatorio de cicatrizes de 6rbitas
periédicas das auto-fungbes no bilhar de agio, e verificamos o principio de
correspondéncia entre as mecénicas, quintica e cldssica pela distribnigio de
Husimi dessas auto-fungdes,

No entanto nosso estudo da dindmica no estddio nio foi tio completo,
um estudo futuro & factivel. Q problema do tempo de validade do propa-
gador semicldssico estd em aberto e & a principal motivagio. Nesse estudo,
sugerimos a inclusio no bilhar de ainda mais estados quanticos.

Conclusivamente, os resultados acima, qualificarn a Teoria dos Bilha-
res de Agdo como um bom modelo para estudar o Caos Quintico.



Apéndice

Calculamos os quase nimeros quanticos para as Grbitas verticais ou ho-
tizontais usando a relagio de Bohr-Sommerfeld dada no cap.2 , eq(2.18).
Tomando pata isso os autovalores menores que zero. Como ja foi discutido,
nesse caso um dos ¢; tem que ser nulo. Logo, para o k-esimo estado geu

nimero quéntico é calculado da seguinte maneira

Nﬂcr':;rlﬁxqb?
Nh,,,.=2><;lﬁx¢>1

onde ek = E(K)+ 1, sendo que consideramos:

ek < 0 ¢ = arccos(—ek)
ek > 0 ¢ =7 — arccos (—ek)

Na tabela mostra os resultados obtidos:

T=15 T=30" | T=15 T=30

Estado Nuamero Numnero Estado Namera Nitmero

74 787026642 | 15.740h3283 104 910506114 | 18.30132228 |
75 7.00533805 | 15.81067611 105 9.23855055 | 18.47710111
76 7.95467537 | 15.00935071 108 0.25030629 | 18.50061259
77 7.90675665 | 15.99351331 107 9.30070416 | 18.60140833
78 8.02625016 | 16.05250032 108 9.32208685 | 18.64597371
79 8.10536372 | 16.21072743 109 9.35164877 | 18.70029754
80 811236007 | 16.22472014 110 9.41802322 | 18.83604644
81 %.14032201 | 16.28064103 111 9 48818388 | 1B.97636775
82 2.16640629 | 16.33281258 112 0.51072681 19.03945161
83 8.20463774 | 16.58927549 113 9. 55879820 | 19.11750640
R4 2.30413554 | 16.60827107 114 9.63009666 19.26199332
Ro 8.43811619 | 168.67623237 115 49.66006081 16.32012163
86 8.38443783 | 16.76887565 116 9.67995786 | 19.35991572
87 8.40886830 | 16.81773660 117 0.71989236 | 10.43978472
88 8.49701863 | 16.99403726 118 9.74194677 | 19.18389354
a9 853222644 | 17.06445288 119 0.83312054 | 19.66625909
90 8.55206097 | 17.10592194 120 0.85533682 | 19.71067363
91 8.60082776 | 17.21165553 121 0.01322335 | 19.82644670
92 8.70500544 | 17.41001088 122 0.09097833 | 19.85905666
a3 8.72708012 | 17.45116025 123 996024793 | 1992049586
4 B. 78270713 | 17.565141426 124 10.02688208 | 20.05376416
05 8.82036666 | 17.64073332 125 | 10.05990526 | 20.11981052
06 8.88197728 | 17.76305456 126 | 10.07460584 | 20.14921167
07 #£.01296431 | 17.8250286G2 127 10.10175124 | 20.20350248
98 & 08389635 | 17.92779270 128 | 10.13355939 | 20.26711877
99 £.07116183 { 17.94232367 129 10.16880335 | 2033760871
100 | 899050711 | 17.98110423 130 | 1020200699 | 20.40401398
101 | 9.07054605 | 18,14100391 131 | 10.26425598 | 20.52851196
102 g.11003601 | 18.22007202 132 10.27A4TGAR | 20.54805117
103 | 9.11645970 | 18.23291940 133 | 10.32280058 | 20.64560115
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T=1.5 T=3.0 |
Estado Nuamero Numero
134 10.37691138 20.75382276
135 10.43250038 | 20.86500077
136 10.46568754 | 20.93137508
137 10.49876991 | 20.99753983
138 10.52937270 | 21.05874540
139 10.55584874 | 21.11169747
140 10.61860178 | 21.23720356
141 10.63658457 | 21.27316915
142 10.71110840 | 21.42221681
143 10.71849171 | 21.43698342
144 10.78920254 | 21.57840507
145 10.81126797 | 21.62253594
146 10.86774919 | 21.73549838
147 10.87830048 | 21.75660095
148 10.91474877 | 21.82949755
149 10.95329820 | 21.90659640
150 10.98613697 | 21.97227393
151 11.00365047 | 22.00730093
152 11.03149049 | 22.06298097
153 11.07551524 | 22.15103047
154 11.10979142 | 22.21958284
155 11.15943246 | 22.31886491
156 11.18301714 | 22.36603428
157 11.21405678 | 22.42811357
158 11.22975460 | 22.45950919
159 11.27330119 | 22.54660238
160 11.32896048 | 22.65792097
161 11.37794152 | 22.75588304
162 11.40852146 | 22.81704291
163 11.42706644 | 22.85413287
164 11.47046685 | 22.94093370
165 11.53088855 | 23.06177709
166 11.56987173 | 23.13974347
167 11.59685333 | 23.19370665
168 11.62164136 | 23.24328271
169 11.64635833 | 23.29271666
170 11.67972834 | 23.35945667
171 11.71116099 | 23.42232199
172 11.65793679 | 23.31587359
173 11.62015191 | 23.24030382
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