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amar a vida nao era o mesmo que satisfazer a fome sem nada fazer, ou viver
longamente sem nenhum objetivo. Significava, isto sim, esforcar-se para dar sentido
a essa inestimavel vida no momento em que se via obrigado a dela se despedir, dar-lhe
o devido valor, riscar no céu da humanidade, até o ultimo suspiro, o luminoso traco

de uma vida plena de significado.

Musashi, de FEiji Yoshikawa
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Resumo

Estudamos estados Gaussianos quanticos e as propriedades fisicas associadas a
operacoes sobre tal classe de estados que preservam a sua natureza Gaussiana. Pro-
priedades gerais de matrizes de covariancia globais representando estados Gaussianos
bipartidos de dois modos podem ser decompostas em propriedades de matrizes de
covariancia locais e seus complementos de Schur. Demonstramos que dado um es-
tado Gaussiano de dois modos po descrito por uma matriz de covariancia V 4 x 4, o
complemento de Schur de uma submatriz de covariancia local V, 2 x 2 pode ser inter-
pretado como uma nova matriz de covariancia representando um operador Gaussiano
do modo 1 condicionado a medicoes de paridade no modo 2. Como o valor médio
da paridade estd relacionado com a determinacao da fungao de Wigner de um estado
na origem do espaco de fase, que pode ser obtido facilmente através de experimentos
de fotocontagem, este resultado nos permite estudar propriedades desta funcao em
termos das probabilidades de medigoes pares e impares no modo local. Também ge-
neralizamos este procedimento para um estado Gaussiano de n modos e demonstramos
que o operador dos n — 1 sistemas condicionado a projecoes parciais de paridade esta
relacionado com uma matriz de covariancia tal que seus elementos bloco 2 x 2 sao
complementos de Schur de matrizes especiais locais.

A determinacdo da relagdo entre uma estrutura matemética (o complemento de
Schur) com um processo fisico permitiram a construgao de um protocolo para a iden-
tificacao de propriedades de emaranhamento de um estado Gaussiano de dois modos
via apenas medic¢oes/operagoes locais e um canal de comunicagao cléssica entre as
duas partes. Este protocolo se baseia na obtencao dos quatro invariantes simpléticos
locais do grupo Sp(2, R) que determinam as propriedades de emaranhamento e de
pureza do sistema Gaussiano de dois modos. Além disso, para uma classe de estados
Gaussianos simétricos, que inclui por exemplo o estado comprimido com ruido térmico
e o estado EPR, este protocolo também ¢ ttil para a reconstrucao de sua matriz de

covariancia.



Abstract

We study quantum Gaussian states and the physical properties associated to oper-
ations over such class of states, which preserve the respective Gaussian nature. Gen-
eral properties of global covariance matrices representing two-mode bipartite Gaussian
states can be decomposed into properties of local covariance matrices and their Schur
complements. We demonstrate that given a two-mode Gaussian state p;o described
by a 4 x 4 covariance matrix V, the Schur complement of a 2 x 2 local covariance sub-
matrix Vy of it can be interpreted as a new covariance matrix representing a Gaussian
operator of party 1 conditioned to local parity measurements on party 2. As the parity
mean value is related to the determination of the Wigner function of a state at the
origin of the phase-space, which can be achieved straightforwardly by photocounting
experiments, this result allow us to study properties of this function in terms of the
odd and even measurements probabilities of the local mode. We also generalize this
procedure to a n partite Gaussian state and we demonstrate that a n — 1 system
operator conditioned to a partial projection is given by a covariance matrix such as
its 2 x 2 block elements are Schur complements of special local matrices.

The determination of the relation between a mathematical structure (the Schur
complement) with a physical process allowed us to construct a protocol to iden-
tify the two-mode Gaussian state entanglement properties via only local measure-
ments/operations and a classical communication channel between the two parties.
This protocol is established from the achievement of the four local sympletic invari-
ants of the Sp(2, R) group, which determines the entanglement and purity properties
of a two-mode Gaussian state. Moreover, for the symmetric Gaussian states class,
which include for example the squeezed thermal state and the EPR state, this proto-

col is also uselfull for the covariance matrix reconstruction.
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Notacao e Convencao

A partir do Capitulo 4, as demonstragoes e os resultados serao apresentados por

uma notagao vetorial que sera explicada a seguir:

Letras mintsculas em negrito correspondem a vetores:

21 3]

.‘_

25 a

— (% * _ 1 (0 T _ 1
ZT_(217217227Z2) , L= ) aT_(a17a17a27a2) , A= )

z2 )

* T

onde z; e 7 sao os autovalores dos operadores de bésons a; e aj que descrevem o modo
1 de um estado bipartido.
Outros vetores: d; e s;, ambos com elementos correspondentes aos autovalores dos

operadores de bodsons.

Letras maiusculas em negrito correspondem a matrizes:

1
ny+ 3 my Mg me
* 1 * *
V — Vi C Y\ _ mi  ni+y  mg m;
c'v m’ m ng+2 m
2 s ¢ 27T 5 2

* * 1
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V é uma matriz 4 x 4 formadas pelas submatrizes 2 x 2 V;, V,, C e C'. Outras

I 0 0 1
=(ox)x=(10)

que corresponde a matriz de transposicao parcial, e X a matriz de tranposigao local.

o-(38)7-(3 )

Uma observagao importante em relacao a matriz E é a de que na primeira secao do

matrizes usadas sao:

Temos também

capitulo 4, onde lidamos apenas com estados Gaussianos de um modo, ela corresponde
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a uma matriz 2 X 2 dada por E = diag[l,—1] = Z. A partir da segao 4.2, na
generalizagao para um estado Gaussiano de dois modos, E corresponde a matriz 4 x 4
dada acima. Esta escolha foi feita para que a notacao das desigualdades obtidas nao
se alterem ao efetuar a generalizagao para o caso de estados bipartidos.

As matrizes W e P correspondem, respectivamente, as matrizes que determinam
a funcao de Wigner e a P-representabilidade de um estado Gaussiano.

Outras matrizes: U (transformagao unitaria geral sobre a matriz de covariancia),
Q (matriz representando a representagao Gaussiana do operdor densidade) e T'; (ma-

triz de um estado condicionado a uma operacao fisica).

Assim, nesta notacao, temos, por exemplo:

T T
D(Z) — e—zTEa _ e—zIZale—ZQZaQ _ ezlal—zfalezza;—zgaQ’

operador de deslocamento local nos modos 1 e 2 de um estado bipartido, e nas integrais
encontramos
dgq;dp;

1 1
dz; = —d*z; = —d Nd ([ ) = .
Z; - 2 - (Re z)d(Im z;) o
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Capitulo 1

Operacoes Gaussianas e a Teoria
de Informacao Quantica.

A proposta deste primeiro capitulo é relacionar o estudo e a importancia de estados e
operacoes Gaussianos no ambito da Teoria de Informacao Quantica, com o intuito de
ambientar o leitor ao escopo desta dissertacao. Na secao 1.1 discutiremos a relacao
entre a informacao e a Fisica e a importancia ao estudo de processos de informagao.
Na secao 1.2 encontra-se um texto a fim de fornecer uma idéia geral das bases con-
ceituais da teoria de informacao quantica. Devo frisar que os conceitos descritos nestas
primeiras secoes estao diretamente ligados a minha visao e perspectiva deste campo
de estudo, que adquiri através de leituras e discussoes no periodo de estudo. Na segao
1.3 ha uma discussao sobre a importancia no estudo de estados Gaussianos, a relacao
entre operacoes Gaussianas com canais quanticos de comunicagao e como esta classe
de estados e operacgoes foram exploradas nesta dissertacao. Por fim, na secao 1.4,
discuto a estrutura da dissertacao, descrevendo sucintamente os principais pontos dos

capitulos e dos resultados que serao apresentados.

1.1 A Fisica da Informacao

A informacao € fisica.

(Rolf Landauer)

A frase do fisico alemao Rolf Landauer, encontrada em diversas discussoes e artigos

sobre estudos de informagao [1], sintetiza uma relagdo entre a informacao e a Fisica.



Esta relacao provém do fato de que a informacao pode ser codificada e armazenada
em um sistema fisico, como, por exemplo, no nosso cérebro, em um computador ou
em uma folha de papel. A capacidade de um ser humano de se desenvolver a fim
de torna-lo um “animal inteligente”, ou melhor dizendo, um animal diferenciado em
relagao aos outros seres vivos, estd provavelmente relacionado nao apenas com a sua
interagao com o meio geografico em que vive mas, principalmente, devido a sua grande
capacidade de transmitir informacao para outros seres humanos. Neste caso, nao sé
o armazenamento da informagao no nosso cérebro é importante, mas também a nossa
capacidade de transmiti-la a outros seres. Provavelmente, o desenvolvimento da fala
veio da necessidade de se comunicar e transmitir informagoes através de meios mais efi-
cazes, e a escrita de codificar, armazenar e também transmitir tais informagoes. Com
o decorrer do tempo o ser humano foi se aperfeicoando e novos meios de transmissao e
armazenamento de informacgoes foram desenvolvidos, como a carta, o telefone e a in-
ternet. Note que todos os processos que envolvem informagao citados acima utilizam
meios fisicos para serem concretizados. Neste ambito, provavelmente a capacidade
de transmitir e armazenar novos dados foi um dos responsaveis por todo o desen-
volvimento da humanidade desde os primordios até os dias atuais. Logo, pode-se
observar a extrema importancia do estudo dos processos de transmissao, codificagao
e armazenamento de informacao e todas as vertentes a eles envolvidas.

Claude Shannon em um trabalho de 1948 [2] prop6s uma definigdo matematica
do conceito de informacao através de duas questoes fundamentais: que recursos sao
necessarios para transmitirmos informacao através de um canal de comunicacao?; e se
seria possivel enviar a informagao de modo que ela estivesse protegida contra os efeitos
de ruido no canal de comunicacao? A partir de entao a teoria classica de informacao
comecou a tomar forma desenvolvendo estudos embasados nas teorias cldssicas da
fisica e na descricao matematica de processos de informacao.

Em termos de sistemas quanticos, como veremos nessa dissertacao, tais questoes
podem ser abordadas em aspectos mais gerais, possibilitando, por exemplo, um me-
lhor entendimento de recursos e aspectos da Mecanica Quantica. Nesta abordagem,
os canais de comunicagao (ou os meios de transmissao) estao relacionados com canais

quanticos de comunicacao entre sistemas quanticos, que englobam recursos quanticos



nao locais (como o emaranhamento), operagoes fisicas e interagdes destes sistemas com
o meio externo. Um ponto importante é a caracterizacao dos sistemas quanticos en-
volvidos (e a distribui¢ao espacial destes sistemas) e as propriedades fisicas dos estados
condicionadas a efetivacao de operacgoes fisicas sobre os sistemas quanticos envolvi-
dos. O interessante é que todos os componentes dentro de um processo quantico de
informacao podem estar correlacionados, porém tais correlagoes possuem um carater
intrigante ja que estao associados a processos no qual seu entendimento ainda gera

muitas discussoes e investigagoes.

1.2 A Teoria de Informacao Quantica

No decorrer do desenvolvimento e da busca do entendimento da mecanica quantica
no século passado e a relagao entre sistemas fisicos e teorias cldssicas de informagao,
comecgou-se a questionar quais as implicagoes decorreriam de processamentos de in-
formagao utilizando sistemas quanticos. A partir destes questionamentos surgiu um
novo ramo de estudo, conhecido hoje como a Teoria de Informacdo Quantica. Esta
teoria pode ser divida basicamente por trés grandes frentes: a computagao quantica,
comunicagao quantica e o emaranhamento. Obviamente estas trés designagoes sao
arbitrarias e estao completamente correlacionadas.

Basicamente, a computagao quantica estuda novos processos de computacao da
informagao, embasadas nos postulados da mecéanica quantica [3], como: o desen-
volvimento de novos algoritmos e ferramentas para a efetivacao da computagao da
informacao; o estabelecimento de um sistema fisico padrao para a unidade basica de
informagao (qubit); e a viabilidade de implementacao experimental para a efetivagao
dos processos de computacao, regida por exigéncias bésicas para a construcao de um
computador quantico [4].

A comunicagao quantica engloba o estudo de todos os processos de informacao
utilizando sistemas quanticos, incluindo o estudo de sistemas de transmissao, codi-
ficacao e armazenagem de informagao por meio de canais de comunicacao e estados
quanticos, visando, por exemplo, o desenvolvimento de novos protocolos para trans-
missao de dados e identificacao de propriedades fisicas de sistemas quanticos.

J4 o emaranhamento quantico possui um papel importantissimo na teoria de



informacao quantica, ja que ele é um recurso fisico essencial em certos processos
quéanticos como a codifica¢ao superdensa [5] e o teletransporte quantico [6], e também
esta diretamente relacionado com a qualidade e a capacidade de um canal quantico.

Podemos entao, questionar como abordar as questoes de Shannon descritas na
secao anterior quando utilizamos sistemas quanticos em processos de informagao.
Observa-se entao que a teoria de informacgao quantica pode ser proposta na tentativa
de responder ambas as questoes de Shannon em termos de recursos e canais quanticos,
a fim de desenvolver processos de transmissao de estados quanticos de maior eficiéncia,
e extrair destas questoes o maximo de informacao possivel em termos de um maior
esclarecimento dos conceitos da Mecanica Quantica. Neste contexto, diversos estudos
vem sendo feitos e progressos vem sendo atingidos. Foi estabelecido, por exemplo, um
recurso fisico para codificagao da informagao quantica analoga ao bit classico chamado
de bit quantico ou simplesmente qubit [1]. Na abordagem de ruidos em canais, para
que haja uma comunicagao confidvel através de canais quanticos ruidosos, vem se
desenvolvendo teorias quanticas de corregao de erros [7, §].

Atualmente, a teoria de informacao quantica também é vista como um instrumento
para desenvolver ferramentas que auxiliam o entendimento da Mecanica Quantica a
fim de torna-la mais intuitiva. Esta teoria também esta relacionada com possiveis
descobertas de novos fenomenos fisicos, e também com o desenvolvimento de métodos
de manipulagao de sistemas quanticos isolados e complexos [1].

Nesta dissertacao, estaremos mais interessados nas vertentes decorrentes da primeira
questao de Shannon em termos de recursos quanticos em sistemas descritos por
variaveis continuas, isto é, que tipo de recursos necessitamos para a transmissao da
informacao via um canal quantico de comunicagao e além disso, quais as operagoes
fisicas envolvidas durante este processo. Dentro deste contexto se encontram: inves-
tigacoes de propriedades de classes de estados quanticos e de operagoes quanticas; a
relacao entre operacoes fisicas e canais quanticos de informacao; a identificacao de
processos fisicos envolvidos nestes canais; e o estudo do emaranhamento quantico.
Um ponto central é que o estudo de estados e operagoes quanticas sao de extrema
importancia para construcao de protocolos de comunicac¢ao, nao apenas para a trans-

missao de dados, mas também para caracterizacao de sistemas compostos, envolvendo,



por exemplo, a identificacao e quantificagao do emaranhamento. Isto possibilita um
maior esclarecimento em termos do condicionamento de estados quanticos sob certas

operacoes ou medicoes fisicas.

1.3 Operacoes Gaussianas e o Canal Quantico

Diversos aspectos da teoria de informacao quantica contam com a capacidade de
preparar e manipular o estado quantico de um dado sistema fisico. Certamente, esta
capacidade depende das operacoes fisicas disponiveis sobre um estado particular a
ser utilizado. Operagoes fisicas (incluindo medigdes) podem ser vistas como canais
quanticos que levam estados de entrada a estados de saida. Assim, reconhecer o
condicionamento de tais estados sob uma operacao fisica conhecida, e da mesma
forma, determinar o processo fisico que leva a um estado conhecido, sao importantes
no ambito de termos controle sobre a preparacao e a manipulagao de um sistema
quantico.

Dentro dos sistemas descritos por variaveis continuas, na classe de estados Gaus-
sianos® operacoes fisicas sao dadas por mapas positivos podendo ou nao conservar
a caracteristica Gaussiana do sistema. Assim, a definicao de operagoes fisicas como
mapas completamente positivos permite o estudo de tais canais. Neste caso, podemos
associar um canal quantico com um mapa completamente positivo, onde denominamos
canais Gaussianos aqueles relacionados a operacoes que mapeiam todo estado Gaus-
siano de entrada para um estado Gaussiano de saida (operagoes Gaussianas [9]). Um
mapa positivo é completamente descrito por uma transformagao simplética (canonica)
local Sp(2, R) sobre a matriz de covariancia do sistema. Como uma conseqiiéncia do

teorema de Stone-von Neumann?

e a caracterizacao de um estado Gaussiano pelos
momentos de segunda ordem, para cada transformacao simplética sobre a matriz de
covariancia, existe uma operagao unitaria unica agindo sobre o espago de estados cor-
respondente. Logo, podemos associar a transformagoes simpléticas sobre uma matriz

de covariancia canais quanticos reversiveis relacionados a operacoes unitarias. Tais

!Estados Gaussianos sdo aqueles que podem ser descritos por uma matriz de covaridncia contendo
apenas os momentos de segunda ordem.

20 teorema de Stone-von Neumann formula a unicidade das relacdes de comutacio entre oper-
adores de posicao e momentum.



operagoes correspondem a transformacoes induzidas por dispositivos 6pticos lineares e
nao-lineares (divisores de feixe, phase-shifters, e compressores de quadraturas). Neste
caso, nao € de se surpreender que protocolos de informacgao quantica vem sendo im-
plementados através de estados e operagoes Gaussianos [10, 11].

Além disso, todo o conjunto de operacoes unitarias nao apenas descrevem todas as
evolugoes de sistemas quanticos. Um mapa de evolucao geral de um sistema quantico
incluindo acoplamentos com sistemas auxiliares e medicoes também sao dados por

operagoes quanticas. Neste formalismo o mapa

<)
Trle(p)l’

conecta o estado inicial (de entrada) ao estado final (de saida). A operagao quantica e

(1.1)

¢ um mapa linear nao trago conservativo que preserva a positividade. Uma operagao
quantica e que satisfaz completamente a positividade é escrita como €(p) = > i A4 pA},
onde A; é um conjunto de operadores do sistema, que deve satisfazer ) i A}Aj <1.
Em termos gerais, “interagoes” com estados auxiliares (ou um reservatorio) satisfazem
a condicao traco conservativa » ; A}Aj = 1, enquanto medicoes quanticas satisfazem
Zj A}Aj < 1. Veja que devido ao carater de levar um estado de entrada a um estado
de saida (1.1), tais operagoes irreversiveis também podem ser associadas como canais
quanticos.

Em protocolos quanticos que utilizam estados que sao expandidos em um espaco de
Hilbert é necessario conhecer as operacoes fisicas que codificam este espaco de estados.
Porém, a eficiéncia de certos protocolos que utilizam sistemas compostos se baseia em
recursos nao locais como o emaranhamento quantico. Valendo desta dependéncia, pro-
tocolos de comunicacao sao embasados em canais associados nao apenas a operagoes,
mas também a estes recursos nao locais, como ocorre, por exemplo no teletransporte
quantico [11]. Desta forma, podemos descrever um canal quantico de uma maneira
mais geral, que leva em conta nao s6 as operagoes fisicas (reversiveis ou irreversiveis)
mas também as correlagoes nao locais de sistemas compostos. Particularmente, um
dos resultados originais descritos nesta dissertagao (Capitulo 5) mostra que para esta-
dos Gaussianos de dois modos, o estudo de canais Gaussianos em termos de protocolos

de comunicacao, permite obter um processo de identificacao de emaranhamento ape-



nas por meios locais, necessitando o emprego de canais de comunicagao classica [12].
Processos embasados em operagoes locais e comunicagao classica (LOCC) sao de ex-
trema importancia na teoria de informacao quantica pois em principio demandam
de menos recursos em relagao a processos que utilizam operagoes globais, ja que po-
dem ser feitas localmente nao necessitando da interagao entre os modos envolvidos,
podendo estes estarem distantes um do outro. Um protocolo de identificacao das
propriedades de emaranhamento para esta classe de sistemas descrito por variaveis
continuas via apenas operagoes locais e comunicacao classica nao tinha sido determi-
nado. Até entao, os protocolos propostos necessitavam de operagoes globais prévias
[13] ou a reconstrugao total destes estados, que também demandam operagoes globais
(15, 14].

Vérios autores descrevem canais e operagoes Gaussianos [16, 17, 18, 19, 20, 21]. In-
dependente do interesse especifico em cada uma destas referéncias, uma caracteristica
em comum observada é que o complemento de Schur [22] de matrizes quadradas
representando matrizes de covariancia de estados Gaussianos incorporam uma ma-
nifestacao de uma operacao fisica quando projecoes parciais e operacoes trago sobre
estados Gaussianos sao considerados [16, 17]. Entretando, o processo que fornece o
complemento de Schur da matriz de covariancia do estado Gaussiano bipartido de
dois modos de entrada nao tinha sido discutido até agora. Como mostraremos nesta
dissertagao (Capitulo 4), isto é possivel apenas quando operadores nao positivos sao
permitidos [23]. Torna-se entao interessante obter quais os processos fisicos efetuados
sobre um estado Gaussiano de tal forma que seja fornecida uma matriz de covariancia
na forma de um complemento de Schur, permitindo assim o desenvolvimento de novos
protocolos de comunicacao e o estudo das propriedades destes estados como a quan-
tificagdo do seu emaranhamento [12]. Veremos que tais processos estao relacionados
com medicoes de paridade sobre um dos subsistemas de um estado Gaussiano de dois
modos tornando a discussao ainda mais interessante devido a relagao entre as proba-
bilidades de obter resultados pares e impares e a funcao de Wigner de um modo na
origem do espaco de fase. Pudemos deste modo, relacionar uma entidade matematica

(0os complementos de Schur) com um processo fisico (medigoes locais de paridade).



1.4 A Estrutura da Dissertacao

A estrutura dos capitulos é discutida a seguir: No capitulo 2 hd uma pequena revisao
sobre alguns conceitos fundamentais como o operador densidade, os estados da ra-
diacao, a descricao quantica no espaco de fase, definindo assim as chamadas fungoes
de quase-probabilidade e o emaranhamento quantico. No capitulo 3 fazemos a carac-
terizagao dos estados Gaussianos em termos de matrizes de covariancia, primeiramente
para um estado de um modo e em seguida generalizamos para o caso de dois modos.
Vemos também como podemos extrair propriedades destes estados a partir destas
matrizes, tais como a classicalidade e a separabilidade. No capitulo 4 damos énfase
ao estudo das operacoes Gaussianas, isto é, operacoes que levam estados Gaussianos
a estados Gaussianos, dando as formas gerais destas operagdes. Apresentamos entao
o primeiro resultado original desta dissertacao que é apresentar o processo fisico cor-
respondente para a obtencao do complemento de Schur de matrizes de covariancia
locais, conectanto uma estrutura matematica com um processo fisico. No capitulo 5
utilizamos os resultados do capitulo 4 e apresentamos um protocolo para a obtencao
de propriedades de emaranhamento de um estado Gaussiano bipartido de dois modos
via apenas medigoes/operagoes locais e um canal de comunicacao cldssica. Por fim,
no capitulo 6 concluimos a dissertacao.

O leitor pode comecar a leitura da dissertacao a partir do capitulo 3 dependendo
de sua base tedrica em termos dos fundamentos da mecanica quantica. Aqueles que
ja possuem um conhecimento sobre as propriedades e caracterizagao de estados Gaus-
sianos em termos de matrizes de covariancia, podem comegar a leitura no capitulo
4 onde ¢ apresentada o primeiro resultado original desta tese, podendo retornar aos
capitulos anteriores caso necessite de uma revisao sobre os fundamentos da mecanica
quantica e a parametrizacao de estados Gaussianos. No apéndice A descrevemos teo-
rias de medigoes quanticas em sistemas de variaveis continuas, generalizando proces-
sos de medigoes tanto projetiva como nao projetiva, revisando a teoria de deteccao
homédina de medicao de quadratura de campos a partir da contagem de fétons e
a tomografia homoddina quantica que permite a reconstrucao das fungoes de quase-

probabilidade que descrevem um sistema quantico no espaco de fase.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo descrevemos alguns conceitos tedricos importantes para o desenvolvi-
mento do projeto. O conceito de estados puros e a generalizacao de estados mistos
sao estudados introduzindo o formalismo da matriz densidade ou operador densidade
(24, 25]. Sao apresentadas as propriedades que caracterizam este operador, assim
como uma condicao para a distincao de estados puros e mistos, a equacao que rege a
dinamica do operador e uma generalizacao para a representacao de estados bipartidos.
Em seguida ¢ feita uma revisao da estados coerentes do oscilador harmonico, esta-
dos de Fock e estados comprimidos [25, 26, 27]. Na se¢ao 2.3 definimos as chamadas
fungoes caracteristicas [25, 26] e apresentamos suas principais propriedades. A par-
tir delas a derivacao das chamadas fungoes de quase-probabilidade sao apresentadas
na segao 2.4 definindo trés delas: a fungdo P de Glauber, a funcdo de Wigner [28]
e a fungdo Q@ de Husimi [26]. Outras abordagens para a obtencao destas fungoes
também sao citadas e como algumas peculiaridades destas fungoes estao relaciona-
dos com correlagoes quanticas de sistemas. Na secao 5 definiremos e discutiremos o

emaranhamento quantico.

2.1 O Operador Densidade

Normalmente podemos descrever fenomenos na mecanica quantica quando o maximo
de informacao sobre o sistema em questao é disponivel. Toda a informagcao sobre o
estado do sistema dinamico estd contido em um vetor [1)) que pode ser expandido em

uma superposigao de vetores de estado na base {|¢x)}:



) =) cxlii), (2.1)

k
onde |cx|? sdo interpretados como as probabilidades de obtermos o autovalor de |¢)
em um processo de medicao, e ¢ € C. A partir desta equacao podemos calcular o
valor esperado de qualquer observavel para o sistema em questao. Estes estados sao

¢

chamados “estados puros” ou simplesmente “vetores de estados”.
Seja M um operador arbitrario, o valor médio deste operador sobre o estado [¢))

¢é dado por

(M) = Q| M), (2.2)

podendo ser reescrito na forma

(M) = Tr{M|¢) ([}, (2.3)

Até agora assumimos que o estado é puro, isto é, que fizemos medicoes suficientes
para determinar que o sistema esta no estado |¢)). Entretanto em vérios casos, como o
tratamento de um gas de moléculas por exemplo, nao possuimos informacao completa
do estado do sistema pela impossibilidade de medicoes suficientes serem feitas. Neste
caso descrevemos o sistema como uma mistura incoerente de estados puros, i.e., para
calcularmos a probabilidade do resultado de alguma medicao de uma quantidade fisica
sobre o sistema devemos saber a probabilidade de cada estado puro, atribuindo a cada
um deles um peso. Estes estados nao puros sao chamados de estados mistos. Logo,
como descrito anteriormente, atribuindo a cada estado [i;) um peso p; (ou seja, o
sistema tem probabilidade p; de estar no estado [i1), po de estar em |1)9), etc), onde

> pi = 1, a média estatistica de M é dada por

(M) = 32 pTr{ M) (- (2.4

O conceito de estado misto como uma mistura de estados puros originou-se da
conexao entre a mecanica quantica e a mecanica estatistica. O formalismo do Oper-
ador Densidade é uma ferramenta importante pois descreve apropriadamente as duas

situagoes. Podemos agora definir o operador densidade p(t) como
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p= Z}%WQ(%I, (2.5)

logo (2.4) se torna
(M) =Tr{Mp}. (2.6)

No caso em que conhecemos o estado (puro) do sistema evoluido no tempo [1(t)),

definimos o operador densidade como

p =)Wl (2.7)

O operador densidade defini-se pelas seguintes propriedades:

1. p é Hermiteano, e pode ser observado diretamente pela a equacao (2.5). Neste

caso:

p=r" (2.8)

2. Da conservacao de probabilidade temos

Tr{p} = 1. (2.9)

Esta relacao vale tanto para estados mistos ou puros. Ela é unitaria pois repre-
senta a probabilidade de encontrar o sistema em qualquer um dos componentes

de um conjunto completo de estados ortogonais.

3. Todo elemento diagonal de p é positivo semidefinido

(x|p|z) sz x|y (i) = sz (z|v:)]? >0, (2.10)

implicando na relacao de positividade de p, isto é, todos seus autovalores sao

positivos ou nulos. Neste caso falamos que p é um operador positivo (semi-

definido).
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4. Sendo p normalizado e como pode ser diagonalizado por uma transformacao

unitaria, temos que

0<Tr{p <1, (2.11)
onde para um estado puro
Tr{p®} =1, (2.12)
pois
p* = [0 (1) (W] = [v) (] = p, (2.13)

utilizando a condi¢do de normalizagao (¢[1)) = 1.

5. A evolucao do operador densidade pode ser obtida a partir da equacao de Von-

Neumann

mag—i’” = [H, p(t)]. (2.14)

O formalismo de operador densidade pode ser extendido para o caso de sistemas
bipartidos, ou seja, dois sistemas com espaco de Hilbert H; e Hy que formam um
sistema global, definindo um espaco total H pelo produto tensorial dos subespagos

correpondentes

H="H ®@H,

Sendo pio um operador densidade global correspondente a duas bases, {|¢;)} as-
sociada ao espaco Hy (i = 1,...n1) e {|¢k(t))} associada ao espago Hay (k = 1,...n2),
podemos obter os operadores densidade reduzido, correspondente a cada sistema em

questao a partir do trago parcial em p;5. Temos assim

p1 = Tra{pi2} (2.15)
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analogamente

p2 = Tri{p2} (2.16)

Estes operadores permitem a descricao total dos subsistemas envolvidos. Quando
o estado global pis é puro, a pureza (ou mistura) dos estados reduzidos p; ou py

representa o grau de emaranhamento entre os subsistemas 1 e 2.

2.2 Estados da Radiacao

Em Optica Quantica (e em Mecanica Quantica em geral) a radiagdo pode adquirir
diferentes estados determinando distintas propriedades fisicas. Nesta secao apresenta-
mos trés importantes classes de estados (estados nimero ou de Fock, estado coerente

e estado comprimido) e suas principais propriedades.

2.2.1 Estados de Fock

Os autoestados de energia do oscilador harmonico, descritos como |n), sdo denomi-
nados estados de ntimero ou de Fock [26]. Eles sao autoestados do operador nimero

N = a'a com autovalores n (=0,1,2,...):

N|n) = n|n), (2.17)

formando uma base ortonormal completa

(nlm) = dp.m, (2.18)

> fn)n| =1. (2.19)

A ortonormalidade dos estados de Fock conjuntamente com a agao dos operadores

de aniquilacdo e criacdo, a e af, sobre estes estados dada por:

aln) = n'?|n — 1), (2.20)

atln) = (n+ 1)V2n + 1), (2.21)
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garantem que o valor esperado de qualquer operador formado por produtos de poténcias
de a e a em relacdao ao estado de Fock é zero a menos que o niimero de ocorréncias
em a seja a mesma do que af. Em particular, os momentos de ordenamento normal
(ou normal ordenada) sdo

n!

(n|(a")'a™|n) = ———=0m, (2.22)

(n—1)!

para [ < n e caso contrario vale zero, enquanto os momentos de ordenamento anti-
normais (ou antinormal ordenada) sao

nla (e ) = " s, (2.23)

Por fim, devido a atuagao do operador de aniquila¢ao a dada por (2.20), podemos

obter o estado de Fock a partir do estado de vécuo |0):
——=—10). (2.24)

2.2.2 Estados Coerentes

Introduzimos nesta se¢ao os estados coerentes extremamente tteis em problemas de
radiacao, isto porque estes estados podem representar o campo gerado por um laser
e além disso muitos estados de propagacao de campos quanticos utilizam técnicas
matematicas provenientes do estudo destes estados. Estes estados sao dicutidos de-
talhadamente pela primeira vez em [29] por R. J. Glauber !. Tais estados sao definidos

como o autoestado do operador de aniquilagao do oscilador harmonico:

ala) = ala), (2.25)

onde o é um nimero complexo. Veja que |a) nido é autoestado de a', ja que a e a
nio comutam, pois [a,a’] = 1. Entretanto, de (2.25) temos (aja! = a*(a|. Desta
relagdo vemos que qualquer valor esperado sobre um estado coerente |a) de uma
funcdo normalmente ordenada de a e a é encontrada simplesmente substituindo na

fucao os operadores a e af pelos seus respectivos autovalores « e a*.

'Roy J. Glauber, professor da Universidade de Harvard (EUA), ganhou o premio Nobel em 2005
pela sua contribuicao para a teoria quantica de coeréncia éptica
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Estes estados também podem ser gerados usando o operador unitario de desloca-

mento

D(a) = exp(aal — a*a), (2.26)

quando aplicado sobre o estado de vacuo |0). Esta operagao consiste em deslocar o

estado fundamental até o ponto (Re{a}, Im{a})

la) = D(«)|0), (2.27)

ou utilizando a relacao de Glauber?, podemos reescrever a relacio acima como

o) = e 1oP/2e0at |0y, (2.28)

Usando a expansao em Taylor da fungao exponencial, isto é,

'y

n

3

(2.29)

em (2.28) e aplicando o operador de criacdo a' sobre o estado de vacuo, obtemos que

o estado coerente pode ser expandido na base dos estados de Fock {|n)} como

o) = P25 ﬁm. (2.30)

n

Assim podemos verificar a consisténcia da relagao (2.25):

_a2 lal2 a™
ala) = =5 Z a|n — e T5h Z 1/2|n—1>

T a|m = aja). (2.31)

O conjunto de estados coerentes formam um conjunto super-completo. Nesse caso

a relacao de completeza é dada por

/|a a|— _1, (2.32)

2Se A e B sao dois operadores que nao comutam e satisfazem a condigao [4, [4, B]] = [B, [A, B]] =
0, entdo eATB = eAeBe2AB] = ¢BeAgzlAB],
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onde a integracao é sobre todo o plano complexo. Se |a) e |3) s@o estados coerentes

diferentes, eles nao sao ortogonais pois o produto escalar segue a seguinte relacao

(a|B) = e zlol+IB)+as", (2.33)

Podemos obter a funcao de transformagao do estado coerente para a representacao

de coordenadas, (¢q|a) dado por

(qlo) = (%)1/4 exp {—%(q’ —(9))? +i%quriu 7 (2.34)

onde ¢’ é o autovalor do operador de posicao g e pu é uma fase real arbitraria.
A partir da equagao (2.30) podemos obter a fungao de distribuigao de probabilidade
do nimero de fétons P(n) em relagdo a um estado coerente |a):

—lof?

, (2.35)

2n
_ 2 _ af*"e
P(n) = [(n|a)|” = ,
n!
que é uma distribuicao de Poisson. Logo, podemos obter alguns resultados interes-
santes em relacao ao estado coerente, tal como o valor esperado do operador niimero

N = a'a dado por

(o] o 2n
_ =2 o™
(N) = nz:%nP(n) =e nz:%n—n! = |af*. (2.36)
A variancia de N neste estado é
(An)? = {(a|N?|a) = ((a|N]a))* = (a|N?|a) — |al*, (2.37)
mas
(a|N?|a) = (ala'aa’a|a) = (a|a*ad’ala)
= |o*(a|(a'a + Dala) = |a* (1 + |al?). (2.38)

Logo obtemos que a variancia de N é (An)? = |a|?, que é igual ao ntimero médio de

fétons como era esperado devido a distribuicao ser de Poisson.
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2.2.3 Estados Comprimidos

Os estados comprimidos surgem de modelos quanticos utilizando processos nao li-
neares, e sao gerados a partir de uma amplificacdo paramétrica via uma interagao
nao linear no cristal [30]. Basicamente uma amplificacdo paramétrica consiste em
dividir um féton incidente em dois fétons de saida, onde a conservacao de energia e
momentum linear deve ser satisfeita, por um cristal nao linear, que corresponde a um
meio onde nao ha uma relacao de linearidade entre a polarizagao e o campo elétrico da
luz. Estes estados sao caracterizados pela propriedade de que a variancia de um dos
operadores de quadratura, por exemplo X, é menor que 1, valor este associado aos
estados coerentes e de vacuo, enquanto a variancia do outro operador X5, devido ao
principio de incerteza de Heisenberg, excede 1. O estado comprimido |a, €) é definido

como [26]

la, €) = D(a)S(2)]0), (2.39)

onde D(«) é o operador de deslocamento e S(g) é o operador de compressao definido

por

S(e) = exp (%6*@2 — %5(aT)2) : (2.40)
onde € = re®.

A equagao (2.39) nos diz que o estado comprimido é obtido primeiramente com-
primindo o estado de vacuo e depois fazendo seu deslocamento.

Estes estados formam uma classe de estados de incerteza minima, mas podem
possuir uma incerteza reduzida em uma das quadraturas (Xi, Xs), que podem ser

vistos como quantidades andlogas a posi¢ao e momentum para o caso de um estado

da radiacao, onde X; e X5 sao dados em termos dos operadores de bdsons

X, =d +a, (2.41)

Xy =i(a" — a), (2.42)

17



com o custo de aumentar a incerteza na outra (AX; < 1 < AX5), ndo violando assim

o principio de incerteza

AX{AXy = 1. (2.43)

O estado coerente ¢ um membro particular desta classe de estados possuindo in-
certezas iguais em ambas as quadraturas (AX; = AX, = 1). Ele pode ser represen-
tado por um circulo de erro em um plano de amplitude complexa na qual os eixos
sao X7 e X5. Devido a diferenca dos valores da variacao das quadraturas, os estados
fisicos comprimido correspondem a incertezas descritas por uma elipse neste mesmo

plano.

2.3 Funcoes Caracteristicas

Nas proximas duas secoes apresentaremos métodos estatisticos para a descricao de
estados embasados nas fungoes caracteristicas e nas fungoes de quase-probabilidade.
Elas permitem obter o valor esperado de qualquer operador que seja funcéo de a e af.
Uma fungao caracteristica ou uma distribuicao de quase-probabilidade contém toda
informacao necessaria para a reconstrucao do operador densidade de um estado, neste
caso, elas representam uma maneira alternativa para uma completa descricao de um
estado. Ambas provém de propriedades dos operadores de bdésons e dos operadores
de deslocamento descrito nas segoes anteriores.

Freqiientemente estamos interessados nos momentos de algum operador M. Defin-

imos entao o [-ésimo momento de M como

(MY = Tr{pM'}. (2.44)

Estes momentos podem ser obtidos a partir da funcao geratriz de momento ou

funcao caracteristica do operador M definida como

xar(n, 1) = Tr{p(t)e™™}, (2.45)

onde o l-ésimo momento é obtido por

18



[

(M') = %w(n, t) N (2.46)

Apresentamos trés fungoes caracteristicas uteis

x(n) = Tr{pem ~me}, (2.47)
xn(n) = Tr{pem e}, (2.48)
Xa(n,t) = Tr{pemaem'y, (2.49)

que sdo as fungoes caracteristicas simétrica (ou de Wigner), de ordenamento nor-
mal e antinormal, respectivamente, levando-se em conta o ordenamento da base dos
operadores do oscilador harménico, formada por af e a. Observe que na funcao carac-
teristica simétrica o operador localizado ao lado do operaor densidade é o operador de
deslocamento que é aplicado no estado de vacuo para a obtencao do estado coerente.

As trés funcoes estao relacionadas por

X(n) = e3Py () = €2 x 4 (). (2.50)

Uma importante caracteristica destas fungoes pode ser notada ao expandirmos,

por exemplo, a funcdo simétrica x(n) em relacio aos momentos de a e af

x(n) = (e~

(5 b

= 1+ (n{a’) —n*(a)) +

+ %(n2<am> +n*2{a)? — 2|77|2<aTa + aaT>) + ... (2.51)

Logo obtendo os momentos de a e a' (valores mensuraveis experimentalmente)
podemos obter a funcao caracteristica, e assim, conseguir reconstruir o estado do
sistema. Particularmente, para um estado Gaussiano os termos predominantes da

expansao sao os de até segunda ordem. De forma inversa, como na equagao (2.46),
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também podemos obter os valores médios dos momentos a partir da fungao carac-
teristica normalmente ordenada:
8(l+m)

((ah)'a™) = WXN(W -n") ) (2.52)

2.4 Funcoes de Quase-probabilidade

Devido ao principio de incerteza de Heinsenberg, na qual a posicao e momentum
nao podem ser simultaneamente medidos, a representacao da Mecanica Quantica no
espaco de fase é feita por meio de funcoes de quase-distribuicao. Neste caso este
espago é formado por matrizes e nao por pontos devido a relagao de comutacao entre
os operadores de posicao e momentum. Um fato interessante é que tais fungoes podem
por exemplo assumir valores negativos para determinados sistemas quanticos. Seu uso
se extende do estabelecimento de conexoes entre a Mecanica Quantica e a Mecanica
(Classica no Espaco de fase a reconstrucao de alguns estados quanticos a partir destas
fungodes [31].

Em geral podemos definir estas fungoes como as transformadas de Fourier das
fungdes caracteristicas normal, simétrica e antinormal, definidas pelas equagoes (2.48,
2.47, 2.49), obtendo assim trés fungdes de quase-probabilidade denominadas: fungao
P de Glauber, funcao de Wigner e funcao Q de Husimi, repectivamente, cujas pro-
priedades discutiremos a seguir.

Estas funcoes sao similares a funcgoes de distribuicao de probabilidade sendo nor-
malizadas e os momentos dos produtos de a e a sdao calculados por integrais com
peso dado pela distribuicao de quase-probabilidade. Entretanto, as distribuigoes de
quase-probabilidade podem apresentar valores negativos, devido a caracteristicas par-
ticulares do sistema, fazendo com que sua interpretacao como uma distribuicao de

probabilidades legitima nao seja possivel.

2.4.1 Funcao P de Glauber

A fungao P de Glauber esta associada ao ordenamento normal e é obtida a partir da

fungao caracteristica normal ordenada (2.48),
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1

T2

P(a) = / ey () d*. (2.53)

Ela também ¢é obtida a partir da representagao diagonal em termos dos estados

coerentes do operador densidade de um certo sistema

p— / P(a)|a)(a|d%. (2.54)
A equivaléncia entre as duas defini¢coes abordadas acima pode ser demonstrada

se substituirmos a expressao (2.54) na fungao caracteristica normalmente ordenada

(2.48) e calcularmos sua trasformada de Fourrier como em (2.53), neste caso encon-

tramos
1 an*—a*n 2 1 2. _an*—a*n 2 nat —n*a
2 e xn(ndn = — [ d'ne Ir d°BP(B)|8)(Ble™ e

™
1 *_ o) —n*(B—a
= F/d277/d?gp(ﬁ)en(ﬁ )=n*(B—a)
P(a), (2.55)

onde a integragao sobre 7 fornece uma distribuicao delta de Dirac bidimensional, neste
caso 6@ (B — a).
Podemos descrever alguns campos a partir da sua funcao P. No caso de um estado

coerente |y), a fungao P é uma funcao Delta

P(a) =69 (a — ap), (2.56)

como pode ser observado diretamente da equagao (2.54).

Vemos que esta fungdo P(a) pode se comportar como uma fungao de distribuigao
classica, assim como pode tomar valores negativos e até mesmo tornar-se altamente
singular. Nestes tltimos dois casos os campos correspondentes nao possuem descri¢ao
classica e conseqiiéntemente P(«) ndo pode ser interpretada como um distribuigao de

probabilidade classica. Dizemos neste casos que os campos sao nao-classicos.

21



2.4.2 Funcgao de Wigner

A fungao de Wigner pode ser definida como a transformada de Fourier da fungao

caracateristica simetricamente ordenada x(n)

W(a) = % /wp(n*a —na’)x(n)d*n. (2.57)

A distribuicao de Wigner sempre existe mas nao é necessariamente positiva. A
parte negativa estd associada a caracteristicas quanticas pois esta relacionado com
fenomenos de correlagao quanticas descritos na discussao das fungoes de correlagao de
segunda ordem. Além disso, ela permite descrever conexoes entre a mecanica quantica
e a mecanica cldssica [31].

A funcao de Wigner também pode ser obtida a partir de um caso particular onde
ela representa um dos elementos constituintes de uma expansao que permite mapear
um operador genérico no espaco de fase e cujos coeficientes representam a transfor-
mada de Weyl [32]. Neste caso, o operador a ser mapeado é o préprio operador
densidade do sistema.

Utilizando as relagoes de completeza para as bases dos autos estados dos oper-
adores de posicao e momentum e a funcao de transformacao entre estes dois oper-
adores, podemos escrever um operador genérico F' como

dpdq

FZ/m (p, ))A(p, ), (2.58)

onde f(p,q) é denominada transformada de Weyl, dado por

) = [ ducap (o) ta+ w/2IFla = 0/2), (2.59

por sua vez A(p, q) representa uma base de operadores no espago de fase cuja expressao

¢é dada por

Mp.a) = [ dv e (ﬁq) o+ 0/2)(p — v/2]. (2.60)

Podemos interpretar a equacao (2.58) como uma decomposicao de F' em uma base
de operadores cujos componentes sao A(p, q).

No caso particular em que consideramos F' = p, obtemos a funcao de Wigner
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vaﬂwzjﬁvmm(%w)@—vmmm+vm» (2.61)

Assim para um estado puro p = |¥) (V| temos

[awma = e@k e [ S5we.0 = o)

Portanto, a partir da funcao de Wigner, podemos obter as densidades de proba-
bilidade marginais associadas as respectivas fungdes de onda W¥(q) e ®(p), nas repre-
sentacao posicao e momentum, repectivamente.

Podemos também associar a funcao de Wigner com qualquer operador através da

seguinte expansao:

p= / d?22(—1) @ ===y (). (2.62)

Para o caso em que p representa um estado bipartido descrito pelos operadores de

bosons ay(al) e as(al), onde 1 e 2 sdo indices que representam cada um dos modos,

temos [33]

p=2? / d*z / A2y e~ 2od—mD @ =) o= 2ah=)@2=22) |, (4 4 (2.63)

onde : . : representa o ordenamento normal. Aqui, as integracoes sao sobre os dois

espacos de fase dos modos, parametrizados pelas variaveis complexas z; e 2o, € 08 Op-
— T_ * _ — 1—_ * — ~

eradores normalmente ordenados : e~2(@1—#)(a1=21) . . o=2(a3=23)(@2=22) . 550 operadores

de paridade

(_1)111111 = eanJ{al . (264)

(1)t = g2 (2.65)

deslocados no espaco de fase por z; e z5.
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2.4.3 Funcgao Q de Husimi

A fungao @) estd associada ao ordenamento antinormal da funcdo caracteristica x 4(n)

Q)= = [ (2.66)
Esta funcao também pode ser definida considerando-a como os elementos diagonais

do operador densidade na representacao dos estados coerentes

Qla) = {alola) (2.67)

™

Por esta expressao podemos claramente observar que ela é uma funcao positiva,
ja que p é um operador positivo. Neste caso esta fungao estd associada com a proba-
bilidade do resultado de uma medicao conjunta dos dois componentes de quadratura
do campo (X; e X»).

Para um estado de Fock |n), por exemplo, a fungao @ é

a2
[{alm)* _ |af* el

T n!

Q) =

ou seja, uma distribuicao de Poisson. J& para o caso de um estado coerente puro,

, (2.68)

p = |8){(B|, temos que a fungao de Husimi possui a forma Gaussiana

algy2  e-la—pPR
Qo) = IS _ - (2.69)

™ ™

2.5 Emaranhamento e Separabilidade

O emaranhamento quantico é um recurso essencial para o estabelecimento e estudo
da teoria de informagdo quantica [34, 35]. Ele representa um fenémeno puramente
quantico e surge naturalmente ao aplicarmos o principio de superposicao a sistemas
fisicos compostos [36].

Formalmente, defini-se emaranhamento da seguinte forma:

Definigao 1: (Separabilidade) Seja um sistema qudntico composto de N sub-
sistemas definido no espaco de Hilbert H = ®§V:1 H;, tal que H; € o espago de Hilbert

: . , . . N
associado a cada subsistema e € descrito por um operador densidade p € ®j:1 A;,
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onde A; € o espago de Hilbert formado por todos os operadores que atuam em H;.
Dizemos que p representa um sistema nao emaranhado se, e somente se, p pode ser

escrito, para algum k, como uma soma de produtos diretos:

k N k

p=> nQ@r=> piene.. .0 o), (2.70)

i=0  j=1 i=0
onde p; > o, Zf:opi =1, epl € A

Um estado que pode ser escrito por (2.70) é denominado um estado separavel geral
e pode ser preparado via operagoes em cada parte do sistema (local) e comunicagao
classica (LOCC). Quando sao feitas medigdes sobre as partes de um estado separado,
os resultados possivelmente apresentam correlagoes que podem ser geradas via LOCC.
Porém na teoria quantica podem ser observadas correlagoes mais fortes chamadas
emaranhamento, que representam correlacoes nao locais ja que nao podem ser obtidas
via LOCC, ou seja, as parte emaranhadas possuem nao apenas propriedades locais
mas também propriedades conjunta (globais).

Veja que a definicao acima define apenas um estado separavel ou emaranhado,
porém quando lidamos com estados separdveis é muito dificil decompor o sistema de
tal forma a escrevé-lo como em (2.70), tornando esta definigao néo operacional. Além
disso, como o emaranhamento se tornou um recurso essencial para processos de in-
formagao quantica, a sua quantificacao se tornou extremamente importante. Porém
existem critérios praticos para verificar se um dado sistema é emaranhado ou nao,
como critério de separabilidade de Simon [37] e também propostas de medidas para
quantificagao do emaranhamento para certos sistemas bipartidos particulares, como
o emaranhamento destilavel, a entropia de von Neumann, de formacao e de emaran-

hamento [38, 39, 40, 41, 42].
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Capitulo 3

Estados (Gaussianos

Neste capitulo definiremos e discutiremos as principais propriedades dos chamados Es-
tados Gaussianos [9]. Estes estados sdo importantes de serem estudados pois s@o relati-
vamente acessiveis experimentalmente, sobretudo em experimentos de geragao de esta-
dos do campo eletromagnético que apresentam compressao das quadraturas. Similar-
mente, operagoes Gaussianas englobam todas as possiveis transformagoes/manipula-
¢oes que se efetuam em campos de luz por dispositivos 6pticos, incluindo os dispos-
itivos lineares, tais como divisores de feixe e placas de onda, bem como dispositivos
nao lineares tais como compressores (squeezers). As principais quantidades numéricas
que permitem descrever tais estados, e que serao discutidas neste capitulo, sao a
matriz de covariancia que especifica a funcao caracteristica do estado e as matrizes
associadas com as fungoes de distribuicao P de Glauber e de Wigner. Na primeira
secao descreveremos os estados Gaussianos de um oscilador harmonico unidimensional,
definindo inicialmente propriedades gerais de operadores Gaussianos. Apos isso des-
creveremos alguns critérios de positividade para estas operagoes obtendo uma classe
de transformagoes que as caracterizam, e os critérios necessarios para que o estado
seja P-representavel. Na segunda parte desta revisao generalizamos estes estados para
o caso bidimensional, agora caracterizada por uma matriz de covariancia 4 x 4. Apre-
sentamos um critério para testar a positividade de uma matriz em termos de decom-
posi¢cao em matrizes blocos e complemento de Schur. Os complementos de Schur serao
importantes ao longo desta dissertacao. Como estes sao estados de sistemas bipar-
tidos, podemos estudar critérios necessarios de separabilidade para estados quanticos.

Particularmente o critério de Peres-Horodecki [43, 44] ou critério PPT (Transposicao
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Parcial Positiva), védlido para sistemas puros ou mistos, que é uma condigao necessaria
e suficiente de separabilidade para estados pertencentes a espacos de Hilbert de di-
mensao 2 X 2 e 2 x 3. Temos também o critério de separabilidade de Simon [37],
uma extensao dos critérios de Peres-Horodecki para sistemas descritos por variaveis
continuas, sendo uma condi¢ao necessaria e suficiente de separabilidade para estados
Gaussianos. Por fim damos alguns exemplos como o operador de paridade, estados
puros, o estado térmico comprimido e a operagao de divisao de feixes (beam splitter).

A descrigao dos operadores Gaussianos sao feitos usando a algebra dos operadores
de bdsons e a sua representacao no espaco de fase pelas fungoes de distribuicao P de

Glauber e de Wigner.

3.1 Estados Gaussianos de um Oscilador Harmonico
Unidimensional

3.1.1 Parametrizagoes

Um operador qualquer relacionado a um oscilador harmonico, que é uma funcao dos
operadores de bdsons a e a', pode ser especificado pela sua fungao caracteristica x(z)

dada por

x(z) = Tr{D(z)G(a)}, (3.1)
onde D(z) = e~='Ba — pzal—z"a ¢ operador de deslocamento no espaco vetorial

bidimensional com a notagao compacta:

ﬂ:wﬂyz:(i>, (3.2)

z

a

auqd@,a:<d), (3.3)

onde a e a' sdo operadores de destruicao e criacdo para o sistema:

V2 V2

Zz =
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_ QP Q—iP
V2T V2

g e p sao os repectivos autovalores dos operadores de posicao e momentum @) e P. E

a

(3.5)

¢ uma matriz 2 x 2 definida como

E:(é _01> (3.6)

Restringiremos nossa discussdo para operadores hermiteanos G(a) = [G(a)]' na

qual suas fungoes caracteriticas sao da forma Gaussiana:

x(z) = e*%zwz, (3.7)
sendo V denominada matriz de covariancia de GG dada por
_(nt3; m _vi
vo(mehm ) v o
Expandindo em poténcias de 1 e n* as equagoes (3.1) e (3.7) podemos verificar

o significado fisico dos parametros n e m pela igualdade dos seus respectivos termos

quadraticos obtendo

n = Tr{a'aG}, (3.9)

m = —Tr{a*G} , m* = —=Tr{(a")*G}, (3.10)

que podem ser escritos em uma forma compacta como

1
Tr{aa'G} = EVE + 5B (3.11)

Igualando os termos lineares, obtemos que Tr{aG} = 0 e Tr{a'G} = 0, e para
z = 0 obtemos que Tr{G(a)} = 1. A anulac@o dos termos de primeira ordem ocorre
ao desconsiderarmos os termos de deslocamento em (3.7). Isso pode ser feito pois
deslocamentos nao afetam o carater Gaussiano do sistema [9].

A matriz de covariancia V de um operador Gaussiano deve ser positiva semi-
definida (V > 0).
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Para que um operador Gaussiano represente um estado fisico, sua matriz de co-

variancia deve satisfazer a seguinte desigualdade

1
Vi E>0. (3.12)

Esta desigualdade ¢é obtida a partir da relacao de incerteza de Heisenberg em termos

dos operadores de bdsons

(aTa> <aaT> > <aT2> (a®), (3.13)

podendo ser escrito em relacao aos parametros n e m como

n(n+1) > m*m (3.14)

1 1
> * - 1
n_\/mm—l—4 5 (3.15)

Prova das equagoes (3.12),(3.14) e (3.15):

Substituindo as relagoes entre os elementos da matriz de covariancia com os ope-

ou

radores de bdsons (3.9) e (3.10) na relacao de incerteza de Heisenberg (3.13), obtemos
diretamente a desigualdade (3.14). Desta relagao resolvendo a inequacao de segundo
grau em n, obtemos a outra desigualdade correspondente (3.15). Veremos agora que

a partir da desigualdade entre as matrizes dada por (3.12), obtemos (3.14) e (3.15).

|
V+—E:<”i1m>. (3.16)
2 m n

Devemos encontrar os auto valores desta matriz, a partir de sua equacao secular

n+1-—X\ m

m* n— A

1 / 1

Tomando o menor valor entre as duas solugoes, isto é, A_ e impondo que ele seja

‘ =n+1=XNn—-XA)—m"m=0, (3.17)

cuja solucao é

positivo, temos
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1 1

obtendo (3.15). cqd

Uma das maneiras de se obter o operador G(a) a partir de sua fungao caracteristica

é expandindo o operador na base do espaco de fase de Weyl [45] que consiste em

s t
operadores unitérios e* ¥2;

Gla) = / (dz)e oy (z), (3.20)
onde (dz) = Ld(Re z)d(Im z) = *d*z.

Da mesma forma podemos expandir o mesmo G(a) na base hermiteana de Wigner

[46], que consiste nos seguintes operadores

2(_1)(GT—Z*)(G—Z) _ e—zTEaQ(_l)aTa z'Ba _ ,—z'Bag irala

e =e ¢*'Ea (3.21)

Temos assim que o operador é dado por

G(a) = / (dz)2(—1)@ )@=y (5), (3.22)

onde

W(z) = 2 Tr{D(z)e"™ D' (z)G(a)} = 2 Tr{c™ *G(a + z)} (3.23)

1

é a funcao de Wigner de G(a)'. Como a equagao (3.1) é simetricamente ordenada,

neste caso sabemos que ela esta relacionada com a funcao de Wigner por uma trans-

formada de Fourier
W(z) = /(dz/)ezTEzlx(z’), (3.24)

x(z) = /(dz')e‘zTEz/W(z’). (3.25)

1O nome fungao de Wigner deve ser reservado apenas quando G(a) representar um estado fisico.
W (z) na verdade é a transformada de Weyl de G(a). No entanto para facilitar a notagdo vamos
utilizar W (z) como a fungao de Wigner de um estado fisico.
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Sabendo as formas normalmente ordenada dos operadores [16]

T —ziEa—1zf
e? Ea — e 2 Ea—z'z . (326)

2 Brg(—1)rage Ba . gp—(al—2T)(a—2) . (3.27)
com a integral de Fourier-Gauss
—1zTAz ztx 1 IxTTA 1%
dz)e” 2 e?r* = e2 , 3.28
/( ) vdet A ( )

valido para todas as matrizes A > 0 e todos os vetores coluna x, onde

T:((l) é) (3.29)

A partir da equacdo Gaussiana para a funcao caracteristica (3.7) obtemos que
tanto a fungao de Wigner como o operador G(a) na forma normal ordenada também

possuem caracteristica gaussiana

W(z) = Vdet We ™22 W2, (3.30)

G(a) = v/detQ: e 22Qa (3.31)

As matrizes Q, V e W, associadas ao operador GG(a), e as fungoes caracteristicas

e de Wigner respectivamente, estao relacionadas como

1.\ 1.\
Q=E (V + 5I) E = (Wl + 51) , (3.32)
1
V=EW 'E=EQ'E - b (3.33)
1 -1
W=EV'E = (Q - §I) : (3.34)

onde I é uma matriz unitaria 2 x 2.
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Prova das equagoes (3.30) e (3.31):
(7) Aplicando a transformada de Fourrier (3.24) na fungao caracteristica Gaussiana

(3.7), temos

W(Z) = /(dz)e—zTEz’e_éz/TVz’ _ /(dz)e_;zlfvz/ez/T(Ez)7

usando (3.28), temos

]_ 1 T -1 1 1 -1
Wi(z) = eE(EZ) TV~ (Ez) @§(ZET)V Ez’
(=) VdetV det V
mas
zET = —2'E, (3.35)
entao
W(z) = L deevoE (3.36)
VdetV
definindo W = EV'E como em (3.34), e verificando que
1
det W =detEdet V 'detE =det V! = v (3.37)

obtemos (3.30). cqd

(74) Substituindo (3.26) e a forma Gaussiana da func¢do caracteristica (3.7) em
(3.20), e lembrando que os parametros do vetor z nao sao afetados pelo ordenamento

normal, temos

G(a) _ /(dz) . ezTEa—%sz . 6—%ZTVZ —. /(dz)e—;zT(;I—FV)zezT(Ea) :

utilizando a integral de Fourier-Gauss (3.28) e usando um igualdade anéloga a (3.35),

obtemos

G(a) =: 1 o 3aB(1+V) 'Ea .

. \/det(31+V)
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Definindo Q = E (V + %I) “'E e verificando a relacao dos determinantes obtemos

(3.31). cqd

A partir da relacio EVE = V!detV podemos obter um resultado simplificado

para as matrizes W e Q, respectivamente

v

W= det V'’ (3:38)
V43I

Q= Z (3.39)

— .
det (V + £1)
Escrevendo essas matrizes em termos das variaveis n e m da matriz de covariancia,

temos

1 n+1 m
W = 2 3.40
(n+%)2—m*m< m* n—i—%) ’ ( )

B 1 n+l m\_(1l=-v pu
Q(n+1)2—m*m( m* 1>_( w 1—1/)’ (3.41)

tais que estas matrizes obedecem a relagao (2I + W)(2I — Q) = 4L

Note que as transicoes de V para W e Q s6 sao possiveis se as integrais de Fourier
(3.28) nao forem singulares, fazendo com que a matriz de covariancia deva ser positiva.

Neste caso temos uma relagao de desigualdade entre os valores dos elementos de V

1
n+ 5> vmrm =| m |, (3.42)

logo nao serao considerados valores de m e n que nao satisfacam a relagao acima.
Comparando com a relagao (3.15), vemos que se a matriz de covariancia representa
um estado fisico possivel, necessariamente ela é positiva. Outra conseqiiéncia é que

os valores das determinantes de W e Q também sao positivas.

3.1.2 Critério de Positividade

Podemos obter o operador gaussiano GG a partir de uma forma Gaussiana simples G|

Go=(1—g)g"" = (1—g):e -0 (3.43)
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onde —1 < g < 1. Podemos entao obter G a partir de uma transformacao unitaria

linear U em a' e a, denominada tranformacao de compressdo:

G =U'GyU, (3.44)
UlaU = ae' cosh 6 4 a'e™ sinh 6, (3.45)
Ula'U = a'e™ cosh § + ae™* sinh 6. (3.46)

Definimos entao uma matriz U caracterizada pelos trés parametros reais 6, ¢ e :

UlaU = Ua, (3.47)

UlalU = a'UT, (3.48)

Cco1m

e ¥ sinh @ e " coshf (3.49)

onde os parametros 6, ¢ — e g, podem ser descritos pelas varidveis n e m da matriz

U:( e coshf e sinhf )7

de covariancia.

A relagao (3.44) entre G e G equivale a

VvV =U'V,U (3.50)
e conseqilientemente a partir das respectivas relagoes (3.32) e (3.34), temos

-1

Q= |(U'QU) ! + JEI-UUE (3:51)

W =U'W,U. (3.52)

Veja que Q # UTQ,U, o termo extra da expressiao se deve a nio comutacio entre

U e E. Como EUE # U faz com que a seja substituida por uma combinagao linear
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de a e af, alterando o ordenamento normal, obtida na expressao para o operador G
(3.31).

A partir das matrizes V e V4 dado como
_1l+4g
21—y

e utilizando as equagoes (3.8) e (3.50), temos

Vo I (3.53)

1 1l+4g
— == h(26 .54
n+ g 21_gcos( ) (3.54)
11 ,
m = ii_é}ge-“¢—w>gnh(29% (3.55)

e a partir destas podemos escrever g em funcao de n e m,

(I

oy )ty

(3.56)

[(n+1)2— m*m]% +3

Para que G seja positivo devemos ter que g > 0, neste caso o argumento da raiz

quadrada da equagao anterior deve ser pelo menos 1/4, obtendo as relagoes (3.14) e

(3.15), fazendo com que a relacdo (3.12) seja necesséria e suficiente para a positividade
de G.

Em relacao a funcao de Wigner, ou mais propriamente dito, de sua matriz W

associada, temos que

Vdet W < 2 (3.57)

é uma condigao suficiente e necessdria para a positividade de G(a) apenas em uma
dimensao (quando generalizamos para o caso bidimensional esta relagao nao é valida),
obtido a partir das propriedades do traco do quadrado do operador densidade variar
entre 0 e 1, e a sua relacao com a raiz da determinante da matriz W.

Outra relagao de positividade é dada por

I- Q>0 (3.58)

com
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Q- ( Y ) = %(QJrEQE), (3.59)

1—v

que é obtida a partir de uma transformagao do operador G do tipo G = U 5‘ U, onde
U é uma operagao unitaria [9].

Vemos, portanto, que nao precisamos calcular os autovalores de GG para verificar
sua positividade. Além disso, obtivemos relagoes para avaliar a positividade a partir
da matriz associada a fun¢do de Wigner W e a matriz Q, a partir de (3.57) e (3.58)

respectivamente.

3.1.3 P-representabilidade de Operadores Gaussianos Posi-
tivos

Um estado Gaussiano positivo ¢ P-representavel se podemos escreve-lo expandindo

em uma base de estados coerentes,

G = / (dz) : =@ =)= . /ot Pe47P2 — / (d2) P(2)|2) (2| (3.60)

com a condicao de que a matriz P > (0. Desta expressao temos que : e~(@'==")a—2) . ¢

: —at
o projetor para os estados coerentes. No caso, por exemplo, em que G =: e™*“ :, ou

seja, em que é um projetor na base dos estados de vacuo, temos

Vdet Pe 7%'P* _ §(z). (3.61)

Da expressao (3.60) é facil verificar que se G for P representével significa que P(z) é
uma distribuicao de probabilidades legitma e G é dado como uma mistura de estados
coerentes. Assim é determinado que todo estado G que for P-representavel é um
estado classico. Neste caso, nao-classicalidade implica em nao P-representabilidade.

Verificamos que podemos associar a P-representacao do operador a partir de uma
matriz P. Da mesma forma anteriormente, esta matriz P esta relacionada com as

matrizes de covariancia V, a de Wigner W e a Q como

1.\ 1.\ ! _
P-E (V - 51) E= (Wl - 5I) - (Q -1, (3.62)
Prova das igualdades (3.62):
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Como descrito anteriormente, a funcao P de Glauber pode ser obtida a partir da

transformada de Fourier da funcao caracteristica de ordenamento normal do operador,

isto é
Plz) = / (de)e " .y (), (3.63)

onde
v (z) = Tr{e* e G(a)} (3.64)
xn(z) = eiZTZC’(z). (3.65)

Substituindo a forma Gaussiana do fungao caracteristica simétrica (3.7) na rela¢ao

acima, temos

XN(Z) —_ eiszef%zTVz — e%zT(%I—V)z. (366)

Agora, substituindo a equacdo (3.66) em (3.63) e sabendo que —z'Ez’ = z''Ez,
temos
P(z) = /(dz')eleEze_éle(V—él)z/, (3.67)

Utilizando a integral de Fourier-Gauss (3.28), temos

P(Z) _ 1 6%(EZ)TT(V—%I)_l(Ez) (368)
det(V — LI)
e entdo com as relacoes (Ez)T = zE e zET = —z'E, obtemos
1 1 1)1
P(z) = e 22 B(V=3l) Bz — \/jerPe-37P7, (3.69)
det(V — 1I)

ou seja, a primeira igualdade da relacao (3.62): P = E(V — iI)"'E ¢ invertendo-a,

temos a matriz de covariancia
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1
V=EP'E+ §I. (3.70)

Vemos também a equivaléncia entre as constantes multiplicativas da exponencial:

1\
E — =1 E
(v=31)

As relagoes entre as matrizes Q ¢ W com P de (3.62), s@o obtidas utilizando (3.32)

1.\ 1
det P = det — det (V — —I) = (3.71)
2 det (V — —I)

2

e (3.34), respectivamente

1. 1.\"' _
Q=E (EP—lE +oI+ 5I) E=(P'+1)" (3.72)
e
1.\ "' 1.\ "'
W = (Pl +1- 5I) = (P1 + 51) : (3.73)
lembrando que E = E™*. cqd
Logo se G for P-representavel, isto é, P > 0, temos
1
A\ §I >0, (3.74)
1
W — §I >0, (3.75)
Q'-1>0, (3.76)
que em termos de n e m pode ser descrito como
n > |mj. (3.77)

Vemos entao que o operador Gaussiano G da equagao (3.43) é P-representavel se

g > 0 pois

(1—g)g*® = /(dz) o Gl N (e S | P CRt R (3.78)
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Temos entao que a transformacao unitaria para P é dada por

-1
a1

P = |(U'P,U) 2E(I—UTU)E : (3.79)

Podemos obter uma condicao para um dos parametros da matriz de transformacao
U de (3.49), tal que esta leve a um operador P-representavel a partir de Gy (3.78),
neste caso devemos aplicar a condi¢ao de P-representabilidade (3.77) nos parametros

da matriz de covariancia Vg (3.50):

T N+i M
— t-! T _ 2
Vo =U"'VU _( e N+%> (3.80)
com
N > |M]. (3.81)
No caso, por exemplo, em que |m| = Re(me®~%) e escolhendo ¢ e ¢ tal que
tg(e — ¢) = %”Z((ZZ)) obtemos as seguintes expressoes para N e M
1 1 .
N + 3= (n + 5) cosh(260) — |m|sinh(26), (3.82)
o 1
M = 't [|m[ cosh(20) — <n + §> sinh(29)] (3.83)

e utilizando (3.81), a condigao de P-representabilidade, temos um intervalo de valores

possiveis para e

1
— = <M< 1+ 2|m|. 3.84
2n—|—1—2\m|_€ < 2n+ 14 2\m| (3.84)

Neste caso, qualquer # na qual a condicao acima seja vélida, o operador de trans-

formagao U relaciona um dado estado G' a um outro que seja P-representavel.
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3.2 Estados Gaussianos de um Oscilador Harmonico
Bidimensional

3.2.1 Parametrizacoes

As parametrizacoes sao analogas ao caso unidimensional, onde o estado gaussiano é
definido pela fungao caracteristica dada por (3.7), sendo que neste caso o ntimero de

variaveis dobram. Teremos entao que

7zt = (27,21,25,29) , 2= , (3.85)

al = (af,a1,a},a5) , a = , (3.86)

onde aq, ai, as e ag sao os operadores de criagao e aniquilagao para os subsistemas 1

e 2 respectivamente. E agora é uma matriz 4 x 4 definida como

E:(gg),zz(é_ol), (3.87)

assim como a matriz de covariancia V que descreve todos os momentos de segunda
_ i+ T _ T I
ordem Vi; = (=1)""7({v;,v;})/2, onde (vi,vy,v3,v4) = (a1,ay,az, ay), que pode ser

descomposta em quatro submatrizes de dimensao 2 x 2:

VvV, C
V= ( o VQ), (3.88)

onde V; e V5, sao matrizes Hermiteanas contendo somente elementos locais, enquanto

C contém toda correlagao entre os dois subsistemas. Explicitamente temos:

1
ny + b} mq Mg me
* 1 * *
V — my 7’L1+§ m. . mg (3 89)
* bl .
my Me ng + 5 mo
* * 1
m. Mg my  Ng+ 3

onde
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ny = Tr{ala;G}, my = —Tr{aG}
ny = Tr{ala,G}, my = —Tr{aG} (3.90)
ms = Tr{aadGY, m. = —Tr{aja;,G}.

Com estas substituicoes, as matrizes 4 x 4 V, W, Q e P estao relacionadas de
acordo com (3.32), (3.33), (3.34) e (3.62), respectivamente.

Segue também, como no caso unidimensional, que a matriz de covariancia deve ser
postiva semidefinida (V > 0), além disso o principio de incerteza generalizado (3.12)

deve ser satisfeito.

3.3 Decomposicao de Positividade em Termos do
Complemento de Schur

Um critério de positividade de uma matriz muito util é feito decompondo a matriz em
blocos e usando propriedades de positividade é a chamada Decomposicao de Schur
22]: Qualquer matriz hermiteana € positiva se e somente se qualquer matriz bloco
principal também for positiva, ou de forma mais apropriada, se a matriz bloco prin-
cipal superior e seu complemento de Schur também forem positivos. Assim, para a

matriz de covariancia (3.88), V > 0 se e somente se

V>0 (3.91)

e o complemento de Schur de V, dado por

S(Vy) =V, —-Cl(V)'C>o. (3.92)

Prova: Decomposicao de Positividade em termos do Complemento de Schur

Antes de comegar a prova, fagamos a seguinte operagao:
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VvV, C
(", y") < C% v, ) ( z ) = 2'Viz+y"Clz 4+ 2"Cy+ y*Vay

= @"Viz +y [V = C(V1) "' Cly +yC(V1) ' Cy +
+y*CT(V1)_1V1x + :E*Vl(Vl)_le
= y[Va—CN(Vy)"'Cly +
+[(V)'Cy + 2]'Vy[z + (V) ICyl. (3.93)
(i) Se V>0 entdo Vo — C'(Vy)"'C>0.
Quando V > 0 temos que

(2, y7) ( pe \(,32 ) ( y ) >0, ( ¥ ) (3.94)

Assim voltando a expressao (3.93), temos

y'[V2 = C' (V1) Cly + [(V1)7'Cy + a]"Vs[z + (V1) ' Cy] 2 0 (3.95)

Como a expressao acima € valida quaisquer que sejam z e y diferentes de zero,

entao, em particular, ela também é valida no caso em que

r=—(V) 'Cy (3.96)

Substituindo este valor de = em (3.95), obtemos

y* Vo = CI(V1)"!Cly > 0. (3.97)

Logo concluimos que [V, — CT(V})~'C] > 0. cqd
(ii) Se [Vy — CT(V1)~1C] > 0 entdo V> 0.
Substituindo (3.96) em (3.93) temos que
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e (G v ) (D) =rve-cvoton e

Y
Mas
[V, — CH(V,) '] > 0, (3.99)
logo
* * Vl C T
(m,y)(cf W)(y)z& (3.100)
entao

V > 0. (3.101)

3.3.1 Critério de Separabilidade para Estados Gaussianos

Um estado é separavel se seu operador densidade p pode ser escrito como uma soma

de produtos diretos da forma

p=> peri ®pf, (3.102)
k

onde pi, > 0: >, pr =1, e pit e pP sdo matrizes densidade dos subsistemas A e B.

Uma condicao necessaria e suficiente de separabilidade para estados gaussianos é
o critério de separabilidade de Simon [37]. Este critério é uma generalizagdo para
sistemas descritos por variaveis continuas do critério de Transposicao Parcial Positiva
de Peres-Horodecki [43, 44].

O critério de separabilidade de Peres-Horodecki pode ser estendido para o caso de
sistemas descritos por variaveis continuas e possui uma interpretacao geométrica no
espaco de fases em termos de sua representacao pela funcao de Wigner desenvolvida
por R. Simon [37]: se um operador densidade é separdvel, entio sua fun¢ao de dis-
tribuicao de Wigner é mapeada necessariamente em outra distribuicao de Wigner sob
a operagdo de reflexao temporal local no espago de fase [20]. Isto quer dizer que
quando uma transposicao parcial é feita no sistema, temos em termos da funcao de

Wigner
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W(z) — W(Tz), (3.103)

onde

Tz(é%),Xz(?é), (3.104)

¢é a operacao de transposicao parcial sobre o subsistema 2. Temos entao que

Tv = i - (3.105)

a2
Simom ainda mostra que no caso em que o sistema é Gaussiano, uma condicao
necessaria e suficiente para que este seja separavel, caso em que o operador densidade

pode ser escrito na forma (3.102), é que sua matriz de covariancia deva satisfazer

~ 1
V4 E20, (3.106)

sob reflexao temporal local, isto é, \N/': TVT.

Esta desigualdade, necessaria e suficiente para a separabilidade de estados gaus-
sianos, é obtida se impormos que a condigao (3.106) seja invariante por transformagoes
locais Sipear € Sp(2, R) ® Sp(2, R), que nao afetam o grau de emaranhamento do sis-
tema, e notarmos que o operador obtido pela transposicao parcial de p também é um
operador densidade se e somente se o estado for separavel, garantindo sua positividade
e fazendo com que sua matriz de covariancia, dada por \N/', deva satisfazer a condig¢ao
para que seja um estado fisico possivel (3.12). A prova detalhada em termos da repre-
sentagao de posicao e momentum dos critérios de separabilidade de Peres-Horodecki
e Simon podem ser encontrados em [36].

Utilizando o critério de positividade em termos da decomposicao de Schur descrito
na segao anterior, temos que a condicao de separabilidade (3.106) é satisfeita se ambas

desigualdades

1
Vit 220 (3.107)
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1 1\
(XVQX + 5z) —XCT (V1 + 5z) CX >0, (3.108)

forem satisfeitas.

3.4 Exemplos

3.4.1 Operador de Paridade

Observamos anteriormente que a transicao de V para W e Q ¢é nao singular para
V > 0. O limite V = 0 pode ser incluido e este caso é necessario para a construgao
da representagao de Wigner do operador Gaussiano. Para esta escolha de V a funcao
de Wigner correspondente a tal operador é dada por uma expressao singular e que

pode ser normalizada:

W (z) = 6@ (z) (3.109)

com

/dz W(z) =1, (3.110)

onde

/dz 5 (2)f(z) = [ (z _ { 8 D . (3.111)

Usando esta relagao obtemos de (3.22) o operador Gaussiano resultante

G=2:¢ 20 .= 9(—1)e =2 ¢m'e, (3.112)

irala

onde e é o operador de paridade.
O operador de paridade tem a propriedade de induzir reflexoes especulares no
sistema. Ele também pode ser definido como uma integral sobre o operador de deslo-

camento:

et = / dze " P2, (3.113)
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Neste caso, o operador de paridade pode ser visto como um operador Gaussiano com

matriz de covariancia com todos seus elementos nulos, ou seja, V = 0.

3.4.2 Estado Puro

O segundo exemplo é um operador Gaussiano representando um estado puro. Sabe-
se que para um estado ser puro seu respectivo operador deve satisfazer a seguinte

condicao

Tr{G*} = 1. (3.114)

Para o caso de um estado de um modo, temos que para um estado ser puro

1

Essa expressao ¢é obtida obsevando que

1

— 3.116
2vVdet' V ( )

Tr{G?*} =

e impondo a relagao (3.114).

Prova da relagio (3.114):

Escrevendo o operador GG na forma Gaussiana e calculando o traco do seu quadrado,

temos:
TrH{G*} = Tr{/dzeztzaeézfvz/dsesfzaeésfvs}
_ /dZdS T,r{e(z—i-s)Za} e—%s’ere—%zTVz
= /dZdS 5(2)(Z+S) e*%STVSefézTVz
—1ztVvz 1
= dz e 2 = Q\/ﬁ (3117)
cqd
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Para o caso de dois modos a condicao sobre a sua matriz de covariancia é dada
por
1

= — A1
detV 6 (3.118)

onde agora a relagao entre Tr{G?} e a matriz de covariancia V ¢ dada por

1
4v/det V'

A prova desta relagao é andloga ao caso unidimensional.

Tr{G*} = (3.119)

Para este caso temos um critério de separabilidade interessante, simples e sufi-
ciente, pois é necessario estudar apenas propriedades de V; ou Vs, que correspondem
as partes reduzidas do estado Gaussiano bipartido puro. Se tanto V; ou V. de-
screverem estados puros, entao o estado conjunto nao é emaranhado. Neste caso

devemos analisar se

1 1

Se por outro lado V; ou V, > 1/4 nada se pode dizer.

3.4.3 Estado Comprimido com Ruido Térmico

O estado comprimido com ruido térmico pode ser obtido acoplando cada modo do
estado comprimido de vdcuo em reservatérios térmicos externos independentes. Al-
ternativamente, isto pode ser interpretado como a transmissao dos dois modos através
de um canal quantico ruidoso.

Neste exemplo a matriz de covariancia de um estado comprimido com ruido térmicoé

simétrica [47]:

(3.121)

onde n + 1/2 = 2hcy /(2 —c3) e
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- _ _ 1 — eipl 1 — €7p2
¢ =2(e P +e ") 4+ (20 + 1) (py —|—p2)< . + p ) (3.122)
1 2

_ _ B 1 — efpl 1 J— e*P2
1 2

e (32) (22

x [em +(2n+1) (pl ;m) (1 ;;m)] (3.124)

onde os parametros p; = d+2r e po = d—2r sao usados. Chamamos d = ¢t parametro

de difusao e r = kt o parametro de compressao. n é o valor médio de fotons térmicos
inseridos no ruido quantico. O tipo de estado associado a V da forma (3.121) é dito
ser simétrico (det Vi = det V).

Em termos da representacao de Wigner, podemos obter sua matriz associada W

pela relacao matricial (3.34), obtendo

cg 0 0 ¢

. 0 C1 C2 0
W= 0§ o o o (3.125)

Co 0 0 C1

Quando o termo de difusao d é nulo, obtendo o caso do estado comprimido sem
a interacao térmica obtemos a seguinte matriz de covariancia dependente apenas do

parametro de compressao r, que é justamente o vacuo comprimido,

cosh 2r 0 0 sinh 2r
e 4 0 cosh 2r sinh 27 0
V= 2 0 sinh 2r cosh 2r 0 (3.126)
sinh 2r 0 0 cosh 2r

Foi mostrado que para estados Gaussianos simétricos, e somente para estes tipos
de estados, as condiges de separabilidade (3.106) e P-representabilidade (3.74) sao

equivalentes [20]. Lembrando que a condigao de separabilidade (P-representabilidade)
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Fig.3.1 Este grafico mostra os estados que sao separaveis. Estados sobre
ou acima da linha sdlida s@o estados separdveis. A linha tracejada-
pontilhada é para d = 5 enquanto a linha tracejada é para d = 2,5. Os
dois pontos correspondem a i = 0, isto é, vacuo comprimido. O valor
médio do numero de fétons aumenta de 0 a 10 em amabas as linhas. O
parametro de compressao estd fixado em r = 1,5. Todas as quantidades
sao adimensionais [47].

para esta classe de estados é dada por V. — 1/2I > 0, em termos dos elementos da
matriz de covariancia V, ela é equivalente a n > m. O estado térmico comprimido sera
separavel se e somente se os autovalores da eq. (3.74) forem nao negativos. Existem
neste caso quatro autovalores duplamente degenerados. Eles sao

(1 —eP2)(dn+r)

ers = , 3.127
1,2 o, ( )

(I —eP2)(dn — 1)
€34 = - . (3.128)

O primeiro autovalor possui a propriedade de que seu sinal é positivo para todos o

espaco de parametros, nao sendo assim importante para o estabelecimento da nao
separabilidade do estado. O segundo autovalor determinara a nao separabilidade do
estado. Para certas regioes do espago de parametros estes sao negativos, enquanto em
outras regioes sao positivos. A negatividade de e3 4 estd diretamente relacionada com

o sinal de (din — r). Logo o estado é nao separdvel se e somente se

r > dn. (3.129)

Esta desigualdade nos diz que para o estado ser nao separavel o parametro de com-
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Fig.3.2 Esquema de um divisor de feixes. Dois feixes, descritos pelos

operadores de bdsons a; (ai) e as (ag), incidem sobre um espelho e se

misturam, a fim de obtermos dois feixes resultantes, um de transmissao
T

~ . !/ !/
e outro de reflexdo, descritos pelos operadores a} (a]') e d) (a;).
pressao deve ser maior que o produto da taxa de perda de um féton, descrita pelo
parametro de difusao interno, e a média do niimero de fétons do reservatério. A figura
3.1 mostra um grafico da variagao dos parametros n e m. Estados que estao sobre ou

acima da linha sélida sao estados separaveis.

3.4.4 Divisor de feixes (Beam splitter)

O divisor de feixes consiste em misturar dois feixes incidentes em um espelho a fim de
se obter outros dois feixes de saida, sendo, respectivamente, os feixes de transmissao
e reflexao providos do espelho.

A algebra envolvida no tratamento de espelhos divisores de feixe pode ser encon-
trada na referéncia [48].

Seja a; e ay operadores de destruicao representando dois estados de entrada de
um divisor de feixes (veja figura 3.2).

A transformacao do estado de entrada p;, ¢ dada por uma operagao B:

Pout = Bpin BT, (3.130)
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a’ = BaB' = Ba, (3.131)

onde B é a matriz associada a esta operacao:

ay sinf 0 cos 0 ax
al : T
a; | 0 siné 0 cosf aq
ay | | cos®# 0 —sind 0 as (3.132)
al 0 cosf 0 —sind al

Em termos da funcao caracteristica do estado final, temos

Xout(2) = Tr{D(2)pout} = TT{D(Z)BIOWBT} = TT{BTD(Z)BPM} =Tr{D(Bz)pin}
(3.133)

Logo a forma Gaussiana resultante funcao caracteristica do estado final, sera:

Xout(z) - in(Bz) - 6_%ZTBTVBZ. (3134)

Vemos entao que a operacao de divisao de feixes é efetuada através de uma trans-
formagao por produto matriciais da matriz de covariancia do estado de entrada e da

matriz B que caracteriza a operagao de divisao de feixe:

V,.: = BT'VB. (3.135)
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Capitulo 4

Operacoes Gaussianas

Neste capitulo damos énfase ao estudo de operacoes Gaussianas e a interpretacao
fisica dos procedimentos matematicos envolvidos na decomposicao de propriedades
de positividade de matrizes em termos de propriedades de submatrizes bloco. Ba-
sicamente, uma operacao Gaussiana é aquela que preserva o carater Gaussiano do
estado de entrada. Desta forma podemos falar de uma operacao Gaussiana como um
mapa completamente positivo que leva estados Gaussianos de entrada a outros estados
Gaussianos [17, 18, 16]. Isto é feito usando o isomorfismo entre mapas completamente
positivos, que caracterizam agoes fisicas, e operadores positivos.

Observou-se que certo tipos de operacoes Gaussianas que envolviam projegoes em
estados puros em um dos modos de um estado Gaussiano bipartido de entrada e traco
parcial, faziam com que o estado reduzido de saida fosse Gaussiano com sua matriz de
covariancia na forma de um complemento de Schur de uma matriz especial [17, 18, 19].
Porém, a operagao fisica relacionada a obtencao do complemento de Schur da matriz de
covariancia do estado bipartido de entrada nao tinha sido identificada. Apds o estudo
deste problema, obtivemos que esta operacao esta relacionada com um conjunto de
medigoes da paridade em um dos modos do sistema, definindo um operador Gaussiano
no qual a sua matriz de covariancia possui a forma do complemento de Schur. Como
medigoes de paridade sao necessarias para obter o valor médio da paridade que esta
relacionada com a func¢ao de Wigner do sistema [49, 50, 51, 52], observa-se uma ligagao
entre o complemento de Schur e a obtencao desta funcao. Por fim, generalizamos
este procedimento para um estado Gaussiano de n modos e demonstramos que um

operador relacionado aos estados dos n — 1 sistemas resultantes de cada medida de
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paridade em um dos modos, a fim de obter seu valor médio, é dado por uma matriz
de covariancia tal que seus elementos blocos 2 X 2 sao complementos de Schur de

submatrizes especiais da matriz de covariancia global.

4.1 Formas Gerais de Operacoes (Gaussianas.

Defini¢ao 1: Dado um mapa completamente positivo (CP) e atuando em um operador
limitado com espago de Hilbert B(H), definimos o operador positivo Ejo € B(H) ®
B(H) como

Ei2 = (e @1)|P12) (D12, (4.1)

onde [®19) o Y 450 |k)1]k)2 corresponde ao estado de Bell generalizado. Dizemos
entdo que F1s é o operador correspondente ao mapa . Fisicamente a equagao (4.1)
nos diz que dado um mapa ¢, o seu operador Ej5 ¢ obtido a partir da atuacao do mapa
sobre um dos subsitemas de um estado bipartido puro maximamente emaranhado
|D12) (P12

Estudaremos agora o caso de uma projecao conjunta no estado de Bell generalizado
|Do3) (Po3| entre um estado de entrada ps com o modo 2 de um estado Gaussiano

bipartido pio, isto é

e(p) o< Tras (props| Pas) (Pas) = Trs (p13ps) (4.2)

onde T3 indica uma transposicao local no modo do estado bipartido que esta sendo

projetado conjuntamente com o estado de entrada ps.

Prova da equagao (4.2):
O estado resultante da proje¢ao conjunta no estado p3 com o subsistema 2 de pio

serg

5(0) o< T'ra3 {P12 ® P3’®23><q’23‘} = <@23’P12 & P3’<D23> (4-3)

Escrevendo pis na forma (4.1), temos
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e(p) o

(Posle @ I|@ 1) (Pra| p3|Paz) = (Paz|pze @ I[P 12)(P1a|Po3). (4.4)

Mas, utilizando a ortogonalidade da base de estados de Fock {|k)}, temos

(D 12| Po3) ox <Z (k|2 k‘) <Z 17)217) ) Zl<k|k>3 (4.5)

k>0 >0 k>0

Substituindo em (4.4), temos

onde

e(p)

(Dos|pse @ I|Py2) Zl<k’k>3

k>0

(Z;<bm>%5®1<;yjﬂ )(Z%km>>

Z{z 1 [3(ilpa(e @ I)[5)1)] 17)2} <Z1<k|k>3>
Z (Jlps(e @ D)) Zl<k|k>3

>0 k>0

Z (Flps|k)s) (e @ I|j)r 1(k])
Trs {ZVC 3 3(7lps(e @ D)5 1<k‘|}
Trs {,03 (e®T) Z 17)11K)s3 1<k|3<3|}

Try 4 pa(e @ )T (Z 1701170 1(kls <k|> TT}

Trs {P3T3 (e @ I|®13)(P13]) Ti,}

T7’3 {pSP% } )

n:(é%)ﬁ:(?&), (4.6)

obtendo assim a relagao (4.2). cqd
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Defini¢ao 2: G é um Mapa Gaussiano Completamente Positivo (GCP) se ambos

G e I ® G mapeiam estados Gaussianos para outros estados Gaussianos.

Podemos caracterizar o mapa GCP pelo isomorfismo entre o mapa e um operador
positivo. Para isso usa-se o fato de que o estado |®12) da equagao (4.1) seja Gaussiano.
Neste caso o operador G correspondente ao mapa GCP também deve ser Gaussiano.
Um operador Gaussiano G ¢ definido como aquele que pode ser escrito na seguinte

forma:

G = /(dz)ezTEae—ézTVz—i—dTEz7 (47)

onde V é a matriz de covariancia dada por (3.88) e

{ %>
d a
—(d) | ) | (4.8)
d2 <a2>
T
Isto quer dizer que G é um mapa GCP se o seu operador Gaussiano isomorfico
correspondente é descrito por uma matriz de covariancia V, que satisfaz o principio
de incerteza generalizado, isto é, V + %E > 0.
Em relagao a acao do mapa G em termos de seu operador correspondente no estado

Gaussiano de entrada ps caracterizado pela matriz de covariancia I[';,, um vetor de

deslocamento d;;, e descrito na forma Gaussiana (4.7):

g : prinadin - prouhdout? (49>

ou seja, o mapa atua em um estado de entrada levando-o a um estado de saida, estes
caracterizados pelos indices in e out respectivamente. Assim, obtemos que a matriz

de covariancia I',,; e o vetor deslocamento d,,; do estado resultante sao dados por

Tou = Vi — C(Vy + TT;,T) ' C (4.10)
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dows = dy + ZCT (TT, T + Vo) ' ZT(dyy, + da), (4.11)

ambos obtidos a partir da equagao (4.2).

Prova das equagoes (4.10) e (4.11):
Para facilitar a leitura da demonstracao vamos mudar os indices fazendo com que

a equagao (4.2) seja escrita como

prout7dout X TTQ {p,{%pQ} ) (412)
onde agora pr,, d,, = pP2-
Seja
pis = /dzez T2ET2a,— 52 T2V T2a+d Bz (4.13)
e
P2 = /dXQ@XgZaQB ;x;l"maz-ﬁ-dT sz (414)
onde

z:<2)a:($) (4.15)

Escrevendo a relagao (4.13) em termos das componentes dos vetores z e a, temos

_1( 1t I 1 T t 1
p{; :/dzezlzal z Za26 2(z1V1z1+222TC z1+z2TV2TZ2)+d1ZZ1+dZZZ2. (416)

Substituindo (4.16) e (4.14) em (4.12), temos

t7a —1(xiTy —2d! ot
Pout X TTz{/ dz/dmezlzae 3 (xaTin =2}, Z)  (x2—2) Zaz

(2] Viz1+220 TCY21+2] TV, T2 ) +d]| 221 +d] Zzz}

xez
iz
/dz/dx ef1%%e™ 3 (xdlin—2d] )Trg {e(xrz)Tza?}
e —3(2] V121422 TC' 21 +2] TV, T25 ) +d] ZZl-I-dTZZQ (4.17)
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Mas T'ry {e(XTZ)Tza?} = ¢l 5 (x, — 2,), temos entdo que

T 11 T L. _oqf
Dout X /dZ1€Z1Za2z1V1z1+d1Zz1/dz2€—2(z2rm 2dinZ)z2

1,1 i T
X6—EZQTVQTZQ—ZZTCTZ1+(12ZZQ (418)

Calculando a integral em z, da equagao acima com o auxilio da integral de Fourier-

Gauss [9], temos

3 (2iTinz2—2d], Zzo+2L TV2 T25+225 TCl 21 —2d} Z25 )

I(z) =

dzoe

dZ2€_ %Z;(Fin+TV2T)Z2 ezg{— [Z(dm,-‘,—dg)-{-TCTZl] }

——

T _
- e%[Z(dm+d2)+TcTz1] T(Tin+TV2T) " [Z(din+d2)+TC' 2]

— 3 [([dintd2) " Z(TTimT+V2) " Clay 42 C(TTim T+V2) T TZ(din+d2)]

w e? C(TTin T+V2) ' Clzy (4.19)

Mas

(dip + do)" Z (TT3, T + V) ' Cfzy = 2[C(TTWT + Vo) ' TZ (dyy, + ds),  (4.20)

logo

I(Z1) . 6%z{C(TrinTJrvz)—1cTzl+(dm+d2)TZ(T1‘mT+V2)—1CTz1

Substituindo em (4.18), temos

1,71 —1
Pout X /dzlezJ{Zme—2z1[V1—C(TI‘inT+V2) CT]Zl
Xe[d{+(dm+c12)TZ(T1"mT+v2)*1cfz]zz1

1
= A/dzlezizale_2ZIF°“‘z1+d°“tzzl, (4.21)

onde A é uma constante de proporcionalidade dada em termos dos determinantes

das matrizes envolvidas. Vemos entao que o estado resultante possui uma forma
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Gaussiana andloga a (4.7), caracterizado por uma matriz de covariancia e um vetor

de deslocamento dados por

Tow = Vi — C(Vy + TT,T) ' CF,

que é a equagao (4.10) e

di, =dl + (din + do)" Z (T, T + V,) ' C'Z = d,,,, T, (4.22)

respectivamente. Temos entao que

dowe = dy + [(dm +dy)" Z (TTinT + V,) ™! cfz] !
= dy + [Z(TTyWT + Vy) ' C'ZT]" (dy, + dy)
— 4, + (C'ZT)" [Z(TTWT + V)] (din + do)
= dy + ZCH (TTi\T + V) ' ZT (di, + dy) | (4.23)

obtendo a equagao (4.11). cqd

Observa-se que ha uma relagao desta matriz com um processo matematico de
verificacao de positividade de matrizes por meio de decomposicao em blocos e com-
plementos de Schur [22]. Neste caso temos que (4.11) é o complemento de Schur da

matriz

! Vl C
V= ( C' V,+TIT ) (4.24)

em relagdo a submatriz V; (veja Apéndice A).

Em relacao ao vetor deslocamento d;, do estado de entrada, podemos considera-lo
como o vetor que contém os resultados das medicoes projetivas em um estado puro
entre um dos modos de um estado Gaussiano bipartido e o estado de entrada.

Nos célculos acima consideramos apenas uma proje¢ao de um conjunto de projecoes,
estendendo o estado |®)(®| por um POVM (positive-operator-valued measure) con-
siderando todos os deslocamentos possiveis no estado de Bell, isto ¢, D(z)|®). Obser-

vando as transformacoes na matriz de covariancia e no vetor de deslocamento pelas
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equagoes (4.10) e (4.11), respectivamente, vemos que a matriz de covariancia do estado
resultante nao depende nem de d;, e D. Logo se conhecemos a matriz de covariancia
do estado de entrada e do estado bipartido, podemos calcular d,,; correspondente
as medigoes d;,, e por aplicagoes de deslocamentos podemos obter o estado de saida
deterministicamente, com sua respectiva matriz de covariancia dada por (4.10).
Vamos agora mostrar outros dois exemplos envolvendo um estado Gaussiano bi-
partido de entrada com modos 1 e 2. Verificaremos o condicionamento do modo 1 a
partir de medicoes ou operagoes no segundo modo de acordo com a forma resultante

de sua matriz de covariancia:

(i) A operagao de trago no modo dois de um estado Gaussiano bipartido pia:

p1 = Tra{p1a}, (4.25)

resulta em um estado reduzido com matriz de covariancia dada por V;. Analoga-

mente, ao reduzir o estado ao modo dois a matriz de covariancia resultante sera V.

(i) Aplicando uma projecao do estado de vacuo sobre o modo 2 de um estado

Gaussiano bipartido ps:

o\ = Try{]0Y5(0|p1a}, (4.26)

o modo 1 estard condicionado a esta projecao local de tal forma que sua matriz de

covariancia sera dada por

1\ 1
r'”-v,-c (Vz + 5I) Cf, (4.27)
onde I é uma matriz unitaria 2 x 2.

Prova:

Expandindo p;5 em termos de estados coerentes, isto é

= [ EHEEPG 5|00 ) By ol (1.25)
onde P(f, 32) é a funcao P de Glauber do sistema [71], substituindo esta forma em

(4.26), temos
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ol = Trz{!0>z<or / d251d25zp(ﬁ1752)|51752><5152|}
= [ OB as(al0)(015) Baloa) P, 52 50 54
= [ @311 [ @0 PE.5)
— /d251|51)<51\/d262 e 172 Py, By). (4.29)

Mas

Il / 2y eVl a b5 (4.30)

entao temos

o = [EBERIB| [ d e )
- /d2a2<042‘/d2ﬂ1d252P(51,52)/d2z2 67‘22|2€7Z;a2‘51,ﬁz)(ﬁnﬁz’ 622a$‘042>
= Try {/d222 e_ZQPeZZ“;e_zS“z/d251d2ﬁ2p(51,52)|51,52)(51,52|}

= Try {/d222 €_§|z226_z§“2+z2a;plz}
= Try { / dz, eizézaez%azm}, (4.31)

Substituindo agora a forma Gaussiana para p;2, desconsiderando o termo de deslo-

camento, ja que este nao afeta o carater Gaussiano do sistema:

P12 = /dz ¥ Bag=5' Ve, (4.32)

podemos fazer um célculo andlogo a prova de (4.10) substituindo a matriz Tsl';, T

por %I, temos entao

0 —zl _1,tv(0)
ap = /dzle leal/dzge 22 Ve

G t(V1 1/21) / dz, ¢ el [VimO(Vatat) el ]m (g a5
e 2+
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ou seja a matriz de covariancia do estado resultante sera o complemento de Schur da

matriz

\% C
©_( V1
v (cT V2+§I>

em relacao a Vy. cqd

Note que %I representa a matriz de covariancia do estado de vacuo.

(7i) Projetando no estado p., dado por

B /20+1_ "
f(C)— 20_1 16%*

>1
C —
27

no modo 2 de pi5 e tragando neste mesmo modo, isto é

onde

o\ = Tro{pepra},

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

o estado resultante também serd Gaussiano e possuira uma matriz de covariancia dada

por

Y = v, - C(Vy+c) ' C.

(4.39)

Veja que o estado p. é um estado Gaussiano P-representével, onde sua funcao P

de Glauber ¢é dada por (4.36).

Prova:
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A prova é andloga ao caso anterior. Subsitituindo as equagdes (4.35) e (4.28)
em (4.38), sabendo que para estados coerentes temos que (a]3) = e-2(lel* B +as" ¢

calculando as respectivas integrais nas varidveis € de p. [53], temos

. 1 1] 1822
é):a:7®ﬁ/ﬁwmmwn/f@e[lmm»“'Pwmm, (4.40)

onde a condigao de convergéncia é que f(c) > 0. Podemos escrever a exponencial em

(4.40) como

e
oI~ aar] 18 _ (1+ f(C))Z/d2OéQ e~ DIl (0| By) |2, (4.41)

Substituindo em (4.40) e rearranjando os termos, temos

O'§C) —_ /d2a2 e—f(c)(2+f(0))‘a2|2<a2| (/ d261d2ﬁ2p(ﬁ1aﬁ2)|ﬁ17ﬁ2><617ﬁ2|) |O_/2>

_ / Py e FOCTF@N0al (001001000

1 — e~y |2 Zoah—zia
B ﬂ@@+f@»/f%f@em@wwﬂ“zzQﬂwmd%>
X TTQ {/ d2226[%Jrf(ﬂ)(?l‘Ff(C))]'ZQQeZ§a2+22a£p12} . (442)

Quando f(c) é dada por (4.36), onde implica diretamente que ¢ > 1/2, temos

c _ 2 % T
Ui) x Ty {/d2z2€ clz2le Z2a2+z2a2p12}

1op Tt T
T ) {6 362222 o z2Z62p12}
t

_ /dZQ ezIZal/‘dZ2 e—%zTV(C)z
R

1
/dzz e Za1 3 ,
Vdet(Vy + )

ou seja, a matriz de covariancia do estado resultante 0%0) é dada pelo complemento de

Schur da matriz
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\Y C
(c) — 1
Ve = < C' Vy+d ) (444)

em relagdo a Vi, lembrando que a constante ¢ deve satisfazer (4.37). cqd

Vimos entao alguns exemplos em que num sistema Gaussiano bipartido o estado do
modo 1 estard condicionado a medigoes e/ou projegoes no segundo modo, de tal forma
que sua matriz de covariancia reduza a uma expressao na forma de um complemento

de Schur de alguma matriz 4 x 4 [16].

4.2 Propriedades Fisicas do Complemento de Schur
de Matrizes de Covariancia Locais

Nesta secao apresentaremos os primeiros resultados originais da dissertacao que en-
volvem a obtencao do complemento de Schur de uma matriz de covariancia que carac-
teriza um estado Gaussiano bipartido [23]. Primeiramente, apresentamos o processo
que envolve a obtencao deste complemento para um estado bipartido de dois mo-
dos inicial e depois generalizamos o resultado para o caso em que temos um estado

Gaussiano inicial de n modos.

4.2.1 Medicao de Paridade Local Sobre um Estado Gaussiano
Bipartido de Dois Modos

Como notamos nos exemplos da secao anterior, projecoes sobre estados e operagoes
de trago parcial fornecem complementos de Schur de matrizes 4 x 4. Entretanto es-
tas matrizes nao sao a matriz de covariancia do estado Gaussiano bipartido, ja que
matrizes de covariancia de estados Gaussianos auxiliares sao inseridos. Logo, neces-
sitamos um processo que possibilita determinar o complemento de Schur da matriz
de covariancia do estado Gaussiano bipartido V em relacao a uma das matrizes de
covariancia local, Vi ou V,. Veremos no capitulo 6 que a identificacao deste processo
permite a construcao de um novo protocolo de informacao para a determinacao das
propriedades de emaranhamento de um sistema Gaussiano bipartido de dois modos

[12]. Nesta secao descreveremos a operagao matematica que possibilita a realizagao
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desta tarefa, além de sua interpretacao em termos de operagoes fisicas.

Para um estado Gaussiano bipartido de dois modos temos que:

Teorema 1: Dado um estado Gaussiano bipartido pi2, a matriz de covariancia
I'y descrevendo o operador Gaussiano o1 do modo 1 condicionado a uma projecao de

paridade sobre o modo 2,

o1 = TTQ{eiﬁa;a2p12}, (445)

¢ dada pelo complemento de Schur da matriz de covariancia V do estado bipartido de

entrada p12 em relagio a Vy:

I, =V, -CV;!Cl (4.46)

Prova: Podemos escrever o operador de paridade como uma integral sobre o

operador de deslocamento [51, 52]:

9eimatar — / dsye 52202, (4.47)

Neste caso, a equagao (4.45) pode ser reescrita como

1
o1 = TTQ {5/ dSQQ_ngzmplQ} . (448)

Como p1o é Gaussiano podemos escrever seu operador densidade correspondente

na forma (4.32) e substituir em (4.48), obtendo

1 1
o = TT2{§/dSQeS£Z”/dzeZTEae2ZTVZ}

1
= —T'r’g {/ds e S2zaz/d21/dz e Za g3 Zan o 2ZTVZ}
= /dsg/dzl/dngrg (22— SQ)TzaQ}ezizale 72'Ve, (4.49)

Mas
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Try {em—sg)fz:m} = el 5@ (5, ), (4.50)

logo
1 T|z2—s2]2 5(2) zlZa; —1ztVaz
0 = 3 dse | dzy | dzoe 227520519 (79 — sy)e™ 1781 e 2
_ l/dzlezizal/dZQG_évaz
2
— %/dzlezIZal/dz2€—é(ZJ{V1Z1+z£Cz1+zJ{CTz2+z;V2z2)‘ (451)
Mas
tCz = 2Ot 4.52
2507 = 72,U 7, (4.52)
entao
o = %/clzlezizale_ézlvlzl/Olzze_%czle_éév2Z2 (4.53)
1 T 1t ty =1
_ dzlezlzale_izl(vl_c V;'C)z
2\/detV2/ ’

onde para a derivagao do tltimo passo usamos a integral de Fourier-Gauss (3.28),

sendo neste caso

x = Cz, (4.54)
A=YV, (4.55)
resultando
T 1t 1 1 T -1
dz €—z20z16—5z2V2z2 — ei(czl) TV, Cz; 4.56
/ 2 Vdet Vs, (4.56)

1 ef%zi (Vlfcfvglc)zl
vV det V2

onde usamos
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(Czy)T'T =zl CH, (4.57)

e a positividade da matriz V, > 0.
Agora temos que normalizar o operador o calculando oy /Tr1{o1}. O trago possui

o seguinte valor

1
Tri{o} = ——. 4.58
ot =5 v, 459
Logo o operador normalizado ; é dado por
0 :/dzlezizale_ézi(Vl_CTVQ_IC)Zl (4.59)

Novamente, como na projecao de vacuo, o operador resultante também possui uma

forma Gaussiana com matriz de covariancia dada por (4.46). cqd

Uma demonstracao alternativa do teorema 1 em termos da expansao do estado
Gaussiano bipartido p;o em fungoes de quase-probabilidade pode ser encontrada no

Apéndice B desta dissertagao.

O valor médio da paridade foi identificado independentemente por Grossmann
[50] e por Royer [49] como sendo proporcional a fungao de distribui¢ao de Wigner na

origem do espaco de fase:

W(0) =2 p. (4.60)

Os valores desta fungao em outros pontos do espaco de fase podem ser obtidos rea-

lizando deslocamentos sobre o estado de entrada [71, 49, 50, 51|, tal que

:%Z )" (n|D(@)pD' () ). (4.61)

Podemos estender esta relagao para o caso de sistemas bipartidos descritos por um
operador densidade pi2. Neste caso, a média da paridade do modo 2 esta relacionada

com sua funcao de Wigner como
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.
WQ(O) =2 Do = 2 T?”lg{@”mQanlg}. (462)

Isso faz com que o operador oy seja claramente identificado como a diferenga entre
os estados do modo 1 condicionados a projecoes em um subespago de Fock par e em
um subespago de Fock impar no modo 2 (um estudo mais detalhado da operacao de

paridade pode ser encontrada no Apéndice C):

o1 = Z(”z\mﬂ”z) - Z (2| p1a|nz). (4.63)

Npar Nimpar

Finalmente, podemos imediatamente identificar que a funcao de Wigner no modo

2 é obtida por

Wa(0) = 2 Tr {01} (4.64)

Neste caso, este resultado se torna muito interessante, pois significa que em um
estado Gaussiano bipartido, a obtencao da funcao de Wigner do subsistema 2, é o
trago do operador Gaussiano do subsistema 1 oy, como em (4.64), e vice versa, onde
a matriz de covariancia representando oy é dada pelo complemento de Schur (4.46).

Quando substituimos (4.63) em (4.64), vemos que a fungao de Wigner do modo 2
na origem ¢ proporcional a diferenca da probabilidade P, de obtermos um resultado

par neste modo e da probabilidade P do resultado ser impar:

impar

W,(0) = 2(B,,, — P (4.65)

impar) :

Como P, e P sao quantidades positivas, pode-se observar a possibilidade da

impar
funcao de Wigner possuir valores negativos. Isto ocorre, por exemplo, quando é mais
provavel que o modo 2 seja um estado impar.

Da equagao (4.62), também podemos derivar uma relac¢ao entre a fungao de Wigner
Wy do estado Gaussiano do modo 2, a matriz de covariancia local dada por V5 e o
complemento de Schur S(ny) desta matriz, que neste caso é um valor escalar. Temos

entao que

W»(0) = : (4.66)




sendo

S(ns) = <n2 + %) - % (4.67)

Além disso, observa-se que a fungao de Wigner de um modo na origem esta dire-
tamente relacionada com o elemento I = (ny + 1/2)% — |my|? do conjunto dos quatro
invariantes do grupo Sp(2, R)®Sp(2, R) correspondente a matriz de covariancia global
[20]: I, = det Vy, I, = det Vy, I3 = det C e I, = Tr[V,ZCZV,ZCZ] (veja a secao
6.1).

Expandindo p;5 em uma base de estados coerentes (4.28) e substituindo em (4.45),

o1 pode ser escrito como

o — / 25,16, (6, / PR, (0)P (51, o). (4.68)

‘ 2

onde W,(0) = 2e72%" ¢ a funcdo de Wigner do estado coerente na origem.

Quando temos apenas a reducao do sistema sem associda-la com uma medicao
em um dos subsistemas, a fungdo P(f;) de Glauber do estado reduzido pode ser
obtida integrando a funcao P(f;, 32) de Glauber do estado bipartido sobre a varidvel
correspondente ao modo tracado (). Mas em (4.28), a fungao P estd associada com
um peso na forma de uma funcao Gaussiana, onde mostra que os valores da funcao
P de 0y nas varidveis mais proximas a origem sao mais relevantes.

Devemos destacar o fato de que na prova do teorema 1, vimos que o7 é um operador
Gaussiano, e neste caso sua matriz de covariancia I'y é positiva. Porém, esta matriz
nao necessariamente satisfard a relacao de incerteza (I'y +(1/2)Z > 0), pois é formada
pela diferenca de dois operadores densidade que representam estados fisicos (4.63).

A influéncia no modo 1 por medicoes de paridade no modo 2 também pode ser
observada se compararmos a matriz de covariancia I'; (4.46) com a respectiva matriz
V1 do operador densidade reduzido p; = Tra{pi2}, indicando que a influéncia da
medicao de paridade insere propriedades globais nos termos locais do modo 1, que sao

utilizados para a construcao de TI';.

4.2.2 Medicao de Paridade em Estado Gaussiano de n Modos.

Agora generalizamos nosso resultado no caso de um estado Gaussiano de n modos.
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Teorema 2: Medicoes de paridade no modo m de um estado Gaussiano de n

modos com matriz de covariancia 2n X 2n dado por

Vii Cip Cy3 Cin
Cl, Vi Cag :
Vonxzn = | Cls Cly Vi , (4.69)
: e Cihn-1)n
cl, .. Cline  Vin

associa o estado dos n — 1 modos resultantes, de tal maneira que a matriz de co-
variancia resultante 2(n—1) x 2(n—1) é formada por matrizes blocos 2 x 2, localizadas
na linha v e coluna j, dada por

I'; = Mj; — 1VIim1\/[;11“11\/[-T (4.70)

im?’

tal que para i = j, My = V; é a matriz de covariancia do operador reduzido do
subsistema i, e para i # j, My; = C;; sdo as matrizes representado as correlagoes

entre 0os n modos do sistema global, note que neste caso temos que M;; = ML

Prova: Esta demostracao é feita por inducao. Como ja derivamos como uma
medicao de paridade em um modo de um estado Gaussiano bipartido afeta o outro
modo em termos da matriz de covariancia (4.46), podemos obter derivagoes para esta-
dos com 3 e 4 modos e verificar que existe uma forma padrao em relagao a influéncia
desta medicao com as matrizes de covariancia resultantes, permitindo realizar uma
generalizagao para o caso de um estado com n modos.

Para um estado Gaussiano tripartido com matriz de covariancia dada por

Vl Cl2 Cl3
Vigs=[ Cl, V, Cy |, (4.71)
cl, ciy vy

o operador Gaussiano bipartido resultante estard condicionado com a medigao de
paridade no modo 3 do sistema global tal que sua respectiva matriz de covariancia é

dada por
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Ty = < Vi—CiV;'Cly Ciy— CiyV;'Cly ) ‘ (4.72)

Cl, — CyV;'Cly Vy— CyV5'Cly
Observe que cada elemento bloco da matriz de covariancia é uma decomposicao

de Schur de uma outra matriz 4 x 4 e pode ser obtida pela relacao (4.70).
Com um célculo analogo para o caso de um estado com 4 modos, obtemos uma

matriz reduzida condicionada por uma medicao de paridade no modo 4 como

V, - CyuV;icl, C,—-CcuVv;icl, C;—Ccuv;icl,

F123 — CJ{2 — C24V21CJ{4 V2 — CQ4VZ10£4 023 - C24V11C§4 , (473)
Cl, — C3V;ICl, Cyy— CyyVICH, Vi3 —CyViICE,

da mesma forma para o caso de uma medicao sobre estados com 2 e 3 modos, observa-

se que os elementos blocos da matriz dada por (4.73) também podem ser descritas

por (4.70). cqd

70



Capitulo 5

Emaranhamento em Estados
Gaussianos de Dois Modos

Neste capitulo abordaremos a questao de como inferir sobre a qualidade de um canal
quantico, isto é, quantificar o emaranhamento entre dois subsistemas de um estado
Gaussiano bipartido de dois modos, além de obter sua pureza, a partir de operagoes
locais e um canal de comunicagao classica (LOCC). Para um estado Gaussiano de
dois modos, é possivel acessar diretamente as propriedades de emaranhamento por
medigdes locais, ap6s uma manipulagdo nos dois modos do estado bipartido [13, 21].
Porém, estes procedimentos requerem que os dois modos sejam recombinados por um
divisor de feixe, isto é, a efetivacao de uma operacgao nao local, em que as propriedades
de emaranhamento do estado sejam transferidos a termos locais do modo de saida.
Outra maneira possivel é reconstruir completamente o sistema quantico bipartido: um
procedimento que também demanda operagoes globais [14, 15].

Demonstraremos a existéncia de um conjunto minimo de operagoes locais e co-
municagao classica para quantificar completamente o emaranhamento de um estado
Gaussiano bipartido. Dizemos que o conjunto de operacoes necessarias sao minimas
pois estao relacionadas com apenas dois tipos de medicoes locais: a primeira para
caracterizar as matrizes de covariancia locais e o segundo para acessar localmente
a paridade de um dos modos do sistema. Além disso, a partir do mesmo procedi-
mento, podemos obter a pureza do estado Gaussiano e para certas classes particu-
lares de estados reconstruir a matriz de covariancia. Estes resultados s6 se tornam

possiveis devido a existéncia de uma operagao fisica que corresponde ao complemento
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de Schur das matrizes de covariancia locais desenvolvida no capitulo anterior. Na
secao 5.1 fazemos uma discussao das propriedades dos invariantes simpléticos locais
de um estado Gaussiano bipartido que estao relacionados diretamente com a mis-
tura dos estados reduzidos e do estado global. Na secao 5.2 discutimos estes invari-
antes em termos das propriedades de emaranhamento e de mistura deste sistema.
Na secao 5.3, apresentaremos o protocolo, que consiste basicamente na determinacao,
via apenas operacoes locais, de todos os invariantes simpléticos que nos permite, por
exemplo, testar a separabilidade do sistema, saber suas propriedades classicas (P-
representabilidade), e/ou quantificar o conteiido de emaranhamento presente. Por
fim, na secao 5.4, mostramos que para uma classe especial de estados Gaussianos
pertencentes ao conjunto de estados Gaussianos simétricos, como por exemplo, os
estados Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) e o estado de vacuo comprimido de dois mo-
dos, o protocolo se torna 1til para a reconstrucao da matriz de covariancia devido a
relativa facilidade em obter os elementos da matriz de correlagao a partir dos resul-
tados de medigoes realizadas localmente. Além disso, como a P-representabilidade
e a separabilidade para estes tipos de estado sao equivalentes, mostramos que para
um estado comprimido de dois modos com ruido interno [47] é possivel verificar se ha
ou nao emaranhamento via medigoes locais de contagem de fétons e quantificado via

emaranhamento de formacao.

5.1 Os Invariantes Locais Simpléticos

Vimos no capitulo 4 que um estado Gaussiano bipartido de dois modos é caracterizado
por uma matriz de covariancia V dada por (3.88). Esta matriz incorpora quatro
quantidades importantes definidas como: Iy = det Vi, [ =det Vy, I3 =detC e I, =
Tr[V, ZCZVQZCTZ], conhecidos como invariantes locais simpléticos, pertencentes ao
grupo Sp(2, R) ® Sp(2, R) [37]. Estas quantidades fornecem tanto propriedades locais
quanto globais do sistema bipartido. Em relacao a quantidade I3, veremos na segao
seguinte que as propriedades de emaranhamento sao obtidas sabendo apenas o seu
valor absoluto |/3| [37]. Assim, exploraremos nesta segao as relagoes entre Iy, I, |I3]
e ly.

Estes quatro invariantes estao relacionados matematicamente. Neste caso, podemos
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mostrar que a partir dos valores de Iy, I5 e |I3] é possivel obter a quarta quantidade

I, [13], pois

L = 2|I,|/T, I, (5.1)

que pode ser verificada a partir do seu calculo direto. Esta relacao se torna muito
importante pois possibilita a reducao da quantidade de informacao que necessitamos
para caracterizar as propriedades de emaranhamento do sistema bipartido, ja que
podemos obter as propriedades globais do sistema em termos de apenas trés quanti-
dades ao invés de quatro.

Uma segunda relacdo matemética importante é a que relaciona |I3|, que contém
as informacoes referentes as correlacoes globais entre os dois modos, com uma outra
quantidade [, = detV, isto é, o determinante da matriz de covariancia do estado

Gaussiano de dois modos. Para isso, a partir de um calculo direto temos que

[V :[112—[4+I§ (52)

Substituindo a equagao (5.1) em (5.2) podemos notar que |I3| é dada pela seguinte

relagao

|I5]* = 2|Is| /Iy + 1 I — Ty = 0, (5.3)

que é um equagao polinomial de segundo grau em |I3|. Das duas solugdes, uma delas
nao ¢ aceitavel pois neste caso V < 0. Para o caso particular de estados simétricos

temos

13| = VIl = /Ty (5.4)

Logo, pelas equagoes (5.1) e (5.4), vemos que para esta classe de estados as quanti-
dades |I3] ou I, estao contidas em [y, fazendo com que os quatro invariantes sejam
totalmente determinados por trés quantidades I, I e Iy,. Note que estes trés valores
sao equivalentes a determinagao das purezas dos modos locais P; (i = 1,2) e a pureza

global P:
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1 1

Um ponto importante, é que [y, se relaciona matematicamente com o complemento

Pi=

de Schur da matriz de covariancia V [22]:

Iy =detV = detVydet(V, — C'V[!C)
= det Vydet(V, — CV;'Ch). (5.6)

Note que esta relacao ja nos mostra uma conexao direta entre o complemento de Schur
e os componentes de correlacao dos invariantes simpléticos completamente determi-

nados por Iy.

5.2 Propriedades Globais de um Estado Gaussiano
de Dois Modos

As propriedades de emaranhamento de um estado Gaussiano bipartido de dois modos
sao obtidas a partir dos invariantes locais simpléticos I, Iy, |I3| e I4. Porém, vimos
na secao anterior que podemos reduzir a quantidade de informacao para trés valores
I, Iy e Iy e assim obter as quantidades |I3] e I;. Conseqiientemente, devido as
relagdes de pureza (5.5), vemos que as propriedades de emaranhamento deste sistema
sao determinadas pela mistura dos estados reduzidos e do estado global.

Um estado bipartido Gaussiano é separavel se sua matriz de covariancia satisfaz o
critério de separabilidade de Simon [37], que pode ser escrito em fungao dos invariantes
como

1 2 L+ 1
1112+<Z—1131> — I, > 11 2 (5.7)

Além disso, se um estado Gaussiano é emaranhado entao I3 < 0 [37] e, para um estado
simétrico (I; = I5), podemos quantificar o emaranhamento via o emaranhamento de

formagao (Er) [55, 58]:

Er(pi2) = f (2\/[1 + ] — 1+ 2[1|I3’) ; (5.8)
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onde f(x) = ¢4 (z) logy(c (x)) — o (2) logy(e—(2)) e cx) = (@12 £ 212)2/4.

Para estados Gaussianos bipartidos arbitrdrios (I; # I) Alice pode trabalhar
com limites inferiores para Er [58] ou calcular a negatividade ou a negatividade
logaritmica [59]. Estas duas ultimas quantidades s@o os melhores quantificadores de
emaranhamento de estados Gaussianos bipartidos nao-simétricos propostos até agora
(60, 61]. Neste caso, uma boa medida de emaranhamento é a negatividade logaritmica
média Ex (P12, P) que é dada como uma funcio analitica dos quatro invariantes ou

equivalentemente as purezas locais, P; e Ps, e a pureza do estado global P:

ma:v (7)1 2, 7)) mzn (7)1 2, 7))
9 3

En(P12,P) = (5.9)

onde

1
maz(,P1 2, 7)) == —5 log

1 P1+ P 4P¥P2
5 )< (ol

(5.10)

1 11 11 11 11\ 1

mzn :__1 s - i - - = o

(PraP)= =518 | 5o + 33 ~ 50~ 3 \/(Pf TPz T ope 2) P2
Podemos também definir o erro relativo 6 £y sobre Ey como

maac (7)1 2, 7)) mm (7)1 2, 7))
max (7)1 2, 7)) mzn (Pl 2 7))

Desta expressao, pode-se inferir que o erro diminui quando a pureza global aumenta

SEN(P1o,P) = (5.12)

e as purezas locais diminuem, ou seja, com o aumento do emaranhamento (veja fig.
5.1).

Note que a negatividade logaritmica média é uma quantificacao do emaranhamento
baseada na mistura dos estados reduzidos e do estado global. Ela é obtida a partir
da existéncia de limites de estados Gaussianos emaranhados maximos e minimos em
funcao das purezas locais e global, permitindo uma classificacao dos estados Gaus-

sianos fisicos [60].
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Fig.5.1 Erro relativo dEyx Eq.(5.12) em relacdo a negatividade logaritmica
média em fungao da razao P/P; para um estado Gaussiano simétrico (P =
P,), plotado para P = 0.5 [60].

5.3 Protocolo para Determinacao dos Invariantes

O protocolo para determinacao das propriedades de emaranhamento de um estado
Gaussiano de dois modos, visa basicamente obter via operacoes locais e um canal de
comunicagao cldssica os valores dos quatro invariantes simpléticos (I, Is,|I3| e Iy)
relacionados ao sistema bipartido em questao.

Basicamente, I} e Iy podem ser facilmente determinados pela recontrucao das
submatrizes Vi e V, ou por medigoes de pureza (fungao de Wigner na origem do
espago de fase) do modo 1 e 2 [52, 57], sendo a segunda menos exigente do que
aquela necessaria para reconstruir as submatrizes [13]. |I3] e I, sdo determinados
utilizando o teorema 1 (Capitulo 4), onde essencialmente devemos reconstruir a matriz
de covariancia I'y; (4.46) a partir da diferenca entre as matrizes de correlagao de
subconjuntos do modo 1 condicionados a projecoes em estados pares e impares nos
subsistemas do modo 2, e a equacao (5.6) (veja figura 5.2). Como medigoes globais,
obtidas através da recombinagao das duas partes em um divisor de feixes seguida
por deteccoes homddina locais, nao sao permitidas, teremos que lidar apenas com
medicoes locais, nas quais os resultados possam ser enviadas através de canais de
comunicagao classica para a outra parte.

Suponha que Alice e Bob compartilham varias cépias de um estado Gaussiano
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modo 1 modo 2
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Vi Vo
[72) (7 onpar
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Iy

[72) (1] par

Fig.5.2 Esquema geral para determinagao de I, I» e I,. A partir de um con-
junto de estados Gaussianos bipartidos (amarelo), obtem-se os invariantes I
e I, referentes a cada modo do estado. Com um outro conjunto de estados,
os sistemas do modo 2 (azul) sdo projetados em estados pares e impares sep-
arando os sistemas do modo 1 em dois subgrupos (verde). Cada subgrupo é
formado, respectivamente, pelos estados do modo 1 condicionados a projecoes
em estados pares e impares no modo 2. Iy é determinado pela diferenca das
correlagoes destes dois subgrupos.

bipartido, onde os subsistemas referentes ao modo 1 sao fornecidos para Alice e os
referentes ao modo 2 para Bob. O protocolo pode ser divido em seis etapas, as duas
primeiras relacionadas a medi¢oes dos termos locais de cada modo, e as restantes a

medigdes dos elementos globais do estado bipartido (veja figura 5.3):

(i) Primeiramente, em um subconjunto das cépias, cada parte realiza um con-
junto de medigoes locais de tal maneira a obter as matrizes de covariancia Vi e Vj,

associadas aos estados reduzidos p; = Tra{pia} € po = Tri{p12}, respectivamente;

(7i) Entao Bob informa a Alice, através de um canal de comunicagao classica, os
elementos da matriz V, (importante apenas para a reconstrugao da matriz de co-
variancia, caso constrario para a determinagao de emaranhamento apenas a obtencao

das purezas de cada modo é necessaria);

(7ii) Apds isso, na copias restantes, Bob realiza medi¢oes de paridade em seu
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modo, informando a Alice quais das suas copias correspondem as tais operacoes e
seus respectivos resultados, isto é, paridade par (auto-valor 1) ou paridade fmpar

(auto-valor —1);

(iv) Entao, Alice separa suas cépias em dois grupos, o par (p) e o impar (). O
primeiro grupo (p) contém todos os modos condicionados a uma paridade par nos
modos de Bob. O outro (7) contém os modos restantes, ou seja, aqueles condicionados

a uma medida impar dos modos de Bob.

(v) Para cada grupo, Alice mede as respectivas matrizes de correlagao Vy, e Vi,

que contém os momentos de segunda ordem para cada subsistema;

(vi) Finalmente, utilizando o teorema 1, Alice obtém a matriz de covariancia I'y,

subtraindo a matriz de correlacao impar da par: I'y = V;, — V.

H1o—1 -

Bob (2) 7
O

Alice (1) /

Ulpm‘

+1

O T~0

O/‘

11 mpar

O-]. - O-]-pﬂ.'l‘ _ O-lnnpm' 1 — > I‘
1

Fig.5.3 Esquema para obtengdo da matriz I'y (etapas (iii) a (vi)). A partir
de um subconjunto de estados Gaussianos bipartidos, Bob realiza operagoes
de paridade sobre cada modo e comunica Alice os respectivos resultados e os
modos correspondentes. Apos Bob completar todas as medidas, Alice separa
seus modos em dois grupos a fim de obter as correlagoes que permitirao a
construcao da matriz I'y.

Com estas 3 matrizes (Vi, Vy e I'1) em maos, Alice é capaz de caracterizar

completamente o emaranhamento do estado Gaussiano assim como sua pureza. Os
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dois primeiros invariantes sao I; = det V; e I, = det V5. A terceira |I3] é calculada
lembrando que I'y = V; — CVy ICt. A partir de uma &lgebra simples na expressio

anterior temos

det(V, —T'}) = det(C) det(V5 ') det(CT). (5.13)

Mas det(C) = det(C') = I5 e det(V3') = 1/ det(Vsy) = 1/I,. Logo

|I3| = /Iy det(V, —T). (5.14)

Além disso, a matriz I'y satisfaz

Iy = IydetT,. (5.15)

Logo, como obtivemos I'; e V5, podemos encontrar o valor de Iy,. Lembrando que [y,
estd relacionado com os outros quatro invariantes pela equagao (5.2), temos que I é

obtido pela expressao

Iy =11+ 12 — I,detT. (5.16)

Observe que todas estas matrizes foram obtidas sem qualquer tipo de medicoes
globais, o que torna o protocolo muito interessante pois desta forma ¢é possivel de-
terminarmos propriedades globais de um estado Gaussiano de dois modos a partir de
processos fisicos locais. Vale ressaltar que I; e Is podem ser determinados por medidas
de pureza (funcao de Wigner na origem do espago de fase) dos modos de Alice e Bob

[57, 62]. Esta medida requer menos recursos do que aqueles para reconstruir Vi e Vs
[13].

5.4 O Estudo de um Caso Particular: Estados Gaus-
sianos Simétricos

Além de fornecer todas as propriedades de emaranhamento de um estado Gaussiano
bipartido de dois modos arbitrario, o protocolo local descrito anteriormente também
pode ser usado para a reconstrucao da matriz de covariancia de certas classes de

estados Gaussianos. Basicamente o protocolo deve fornecer os elementos da submatriz
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C que contém os termos de correlagao entre os dois modos. Para isso, escrevemos a

matriz I'y como

([ mt % H1
(), -
onde
m = (alar), — (alar);, (5.18)
= (af)p — (ad)i, pi = ((a])®)p — ((a})?)s, (5.19)

sendo (.), e (.); os valores médios dos grupos par e impar de Alice, respectivamente.
As relagoes dos momentos de segunda ordem (5.18) e (5.19) podem ser obtidas a partir

da funcgao caracteristica normalmente ordenada do operador Gaussiano o;:

ez = Trifeieing)
_ TTl{G_ZlaJ{ e*1a1 (Ulpm- — Jlimmr)}
— TTl{e_zlaI GZTalo-lpaT} - Trl{e_ZIGJ{ QZIalo-limpm}

= (e, 25) = x4 (21, 2). (5.20)

Efetuando a derivada em 2; e 2} nesta funcao obtemos

82
— /4T _ n *
m = (aja1)y, = v Xgl)(zhzl) .
= <a]£a'1>par - <aJ{a1>impar- (521)

As relagoes em (5.19) podem ser obtidas em uma forma similar, onde

2
O w

0
0212 Xoy

y M1 = —onl

= — (21,21) (21,21) (5.22)

27=0 z1=0
Vale lembrar que embora I'; seja positivo semi-definido, nao satisfaz necessaria-

mente a relacao fisica, podendo resultar em um valor negativo para 7);.
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A partir da relacio do complemento de Schur, I'; = V; — CV,'C', abrindo em

termos dos elementos da matriz V (3.89), obtemos as seguintes relagoes

1 1
ny—1mn = ™ {(|mc|2 + |m?) (ng + 5) - Q%e(mgmsmb} , (5.23)
(ng + 5) — |m2|2

1 1
my — iy = ™ ; {Qmsmc <n2 + 5) — mim? — mgmg} . (5.24)
(712 + 5) — |my

onde as equagoes (5.23) e (5.24) fornecem os elementos da matriz I'; como fungao

dos elementos da matriz V. Note que se m, e my sdo reais as equagoes (5.23) e
(5.24) podem ser invertidas fornecendo m. e ms. Além disso, elas também podem ser
resolvidas facilmente para uma classe importante de estados, na qual suas respectivas
submatrizes de correlacio podem ser escritas de uma forma tal que C satisfaca CCT
I, onde I é a matriz identidade. Os estados que integram esta classe sao aqueles em
que a matriz C possui elementos diagonais ou nao diagonais nulos, ou seja, mg = 0
em. # 0 oum., =0emg # 0, reduzindo para um problema de duas incégnitas
reais. Nestes casos temos que CCT = |m;|*T, onde i = c ou s. Veja que dentro desta
classe de estados, se i = s o sistema é separavel, pois det C = |m,|> > 0, ou seja, a
correlagao entre os dois modos ¢ estritamente de origem classica. Caso contrario, se
1 = ¢ o estado nao é necessariamente separavel, podendo estar emaranhado, ja que
neste caso det C = —|m.|* < 0. Este tltimo caso é mais interessante de ser estudado
pois pertence a uma classe de sistemas em que podem apresentar caracteristicas nao
locais [37].

Os elementos diagonais (nao diagonais) de C, m; = |m;|e’® com i = s(c) sdo dados

a partir de (5.23) e (5.24):

(i) ¢ = ¢, neste caso mgs = 0:

2 (m—m) 1\? 2
me[* = =1 [{m2tg) —Imal), (5.25)
2
Qi — (H1 M) N2t : (5.26)
ny—m my '
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(ii) ¢ = s, neste caso m, = 0:

2 (i —m) 1\? 2
ms|” = Tt L na o)~ Imal”| (5.27)
2
o _ () Mt g (5.28)
ny—m my '

Observe que quando my = 0 a fase ¢; (1 = s ou ¢) fica indeterminada. Este prob-
lema pode ser resolvido por transformacoes unitarias locais fazendo com que tenhamos
uma nova matriz Vi com my # 0, onde um novo valor ¢ pode ser determinado. E
entao, fazendo a transformada inversa obter ¢;. Felizmente, existem diversos estados
Gaussianos bipartidos experimentalmente acessiveis no qual todos os parametros da
matriz de covariancia s@o reais e mg(m.) = m; = ms = 0 e m.(m;) # 0. Para tais
estados, apenas necessitamos resolver as equagoes (5.25) e (5.27) para obter C.

Um exemplo natural e importante pertencente a esta classe de estados é o estado
térmico comprimido de dois modos [47], j4 descrito na se¢do 3.3, que pode ser gerado
por um cristal nao linear com ruido interno, onde sua matriz de covariancia V esta
na forma simétrica e é dada por (3.121). Um outro exemplo ¢ o estado EPR.

Neste caso o protocolo compreende apenas medicoes locais simples, isto ¢, aquelas
para obter n, (ala;), e (ala); (ou equivalentemente 7;) por Alice e as medigoes de
paridade feita por Bob. A comunicacao classica ocorre nos momentos em que Bob
informa a Alice os instantes em que ele efetua as medicoes de paridade em seu sub-
conjunto de estados e os respectivos resultados obtidos. Logo, a equagao (5.25) é

simplesmente

m? = (n—mn) (n—l— %) (5.29)

Experimentalmente, n e 7; sao obtidos diretamente por fotocontagem, equanto a
medicao de paridade esta relacionada com a determinacao da funcao de Wigner do
modo de Bob na origem do espaco de fase [51], ou alternativamente a pureza do seu
modo, ambos podendo ser medidos por experimentos de fotocontagem [49, 52].

Se estudamos o limite fisico e a P-representabilidade deste estado simétrico, podemos

verificar que os estados fisicos emaranhados sao aqueles em que 7; deve satisfazer (veja

figura 6.4 e 6.5):
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n/2 n/2
s SIS
n+1/2 n+1/2

Para uma classe de estados Gaussianos caracterizados pela matriz V simétrica

(5.30)

dada por (3.121), o critério de separabilidade de Simon [37] é equivalente a condicao
de P-representabilidade para um estado quantico [20]. Em termos das matrizes de
covariancia um estado Gaussiano é P-representével se sua matriz satisfaz a desigual-
dade V — (1/2)I > 0. O limite superior em (5.30) é obtido escrevendo o critério
de separabilidade em termos dos elementos de matriz de (3.121) obtendo n > |m.|,
e aplicando a relagao (5.29). O limite inferior, que corresponde a todos os estados
puros, é obtido da mesma maneira, usando agora a relacao fisica (V + (1/2)E > 0)
ao invés da relacao de separabilidade. Este limite delimita o conjunto de todos os
estados Gaussianos simétricos emaranhados.

A figura 5.4 possibilita verificarmos uma caracteristica interessante dos estados
Gaussianos simétricos. Na regiao em que 7 = 0, que delimita dois subgrupos (par
e fmpar), estdo contidos todos os estados em que Bob tem a mesma probabilidade
de obter resultados pares e impares em suas medidas de paridade. O subconjunto
par n; > 0 contém todos os estados onde Bob possui probabilidade maior de obter
resultados pares enquanto o subconjunto impar 1; < 0 contém todos os estados onde
ele possui maior probabilidade de obter resultados impares.

O emaranhamento para sistemas pertencentes ao grupo dos estados Gaussianos
simétricos pode ser quantificado pelo emaranhamento de formagao Er (5.8) como
representado pela escala de cor na figura 5.4. Note que os estados mais emaranhados
estao concentrados no subconjunto impar (7, < 0).

A figura 5.5 ilustra as propriedades de emaranhamento de um estado Gaussiano
bipartido simétrico no espaco das quantidades medidas n e 7;, e delimita o espaco
que descreve a classe de estados Gaussianos simétricos em trés regioes: nao fisicos,
emaranhados e separaveis. Com o aumento do nimero médio de fétons (n) e da
pureza do estado global, o emaranhamento tende a crescer, ja que o emaranhamento
de formacao Er nao possui um limitante superior. Os estados puros correspondem
aqueles que satisfazem o limite inferior de (5.30) e est@ao na fronteira entre a regiao

dos estados emaranhados e a regiao que nao possui estados fisicos. Aproximando
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0.5

Fig.5.4 Acima da linha preta sélida (superior) estao situados os estados
separaveis. Abaixo desta linha, o emaranhamento é quantificado via emaran-
hamento de formagao (Eq. (5.8)). Os parametros n e 7; estao relacionados,
respectivamente, com o nimero médio de fétons do modo de Alice antes e apds
a medigao de paridade realizada por Bob. Abaixo da curva sélida (inferior)
situa-se a regido em que os pontos nao representam estados fisicos.

da classe de estados separaveis, o emaranhamento decresce chegando a zero no limite
superior de (5.30) que corresponde a fronteira do grupo dos estados emaranhados com
os separados.

Logo, para esta classe de estados, tudo o que Alice precisa saber para verificar
se seu modo esta ou nao esta emaranhado com o de Bob assim como a quantidade
de emaranhamento presente sao medicoes do numero de fétons antes e depois das

medicoes de paridade de Bob.
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emaranhado

Fig.5.5 Propriedades de emaranhamento do estado Gaussiano bipartido
simétrico. Podemos observar claramente as fronteiras que separam as classes
de estados emaranhados e separados, e a regiao em que estados fisicos nao
sdo permitidos. A quantidade de emaranhamento é quantificada pelo emaran-
hamento de formacao e corresponde ao eixo vertical da figura.
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Capitulo 6

Conclusoes

O estudo de estados e operacoes Gaussianos é motivado nao sé pela possibilidade
de produzir, manipular e detectar tais estados (operagoes) experimentalmente, mas
também pela sua descrigao peculiar em termos de matrizes, possibilitando uma anélise
analitica, além de gerar interessantes estruturas matriciais freqiientemente utilizadas
em aplicagoes matematicas.

Nesta dissertacao estudamos o condicionamento de estados Gaussianos sob operagoes
Gaussianas. O ponto central foi a investigacao do processo fisico que fornece o comple-
mento de Schur de uma submatriz da matriz de covariancia de um estado Gaussiano
bipartido de dois modos de entrada (Capitulo 4). Descobrimos que a medi¢ao de
paridade em um dos modos do sistema bipartido permite definirmos um operador
Gaussiano relacionado ao outro modo, caracterizado por uma matriz de covariancia
dada pelo complemento de Schur da matriz de covariancia reduzida do modo medido.
O fato de que o valor médio da paridade de um estado e a sua funcao de Wigner na
origem sao proporcionais, permitiu uma associacao do complemento de Schur da ma-
triz de covariancia global com a funcao de Wigner de um modo na origem e, devido
a invariancia das propriedades Gaussianas por deslocamentos locais, com qualquer
ponto desta funcao. Isto provém do fato de que esta funcao é obtida pelo traco do
operador Gaussiano caracterizado pelo complemento de Schur. Este operador esta
relacionado com a diferenca de dois estados do modo condicionado a projegdes em
estados pares e impares no outro modo. Isto possibilita verificarmos a estrutura da
funcao de Wigner de um estado na origem como a diferenca de probabilidades de

obtermos resultados pares e fmpares em medicoes de paridade sobre este sistema.
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Neste caso, a possibilidade da funcao de Wigner possuir valores negativos na origem
ocorre quando a probabilidade de projetarmos o sistema em um estado impar é maior.
Quando o sistema é Gaussiano, a sua fungao de Wigner esta relacionada com um dos
elementos do conjunto dos quatro invariantes do grupo Sp(2, R) ® Sp(2, R) e com a
pureza do estado. Além disso, generalizamos este resultado para um estado Gaus-
siano n-partido de entrada, verificando que apds a medicao de paridade em um dos
modos, o estado dos n — 1 modos restantes esta relacionado com um operador Gaus-
siano descrito por uma matriz de covariancia com elementos bloco 2 X 2 em forma de
complementos de Schur de matrizes especiais.

A identificacao do processo fisico que nos fornece o complemento de Schur, propor-
cionou importantes avancos em termos da identificacao da relagao de uma estrutura
matematica com operacoes fisicas e principalmente na determinacao de propriedades
de emaranhamento de estados Gaussianos bipartidos de dois modos. Estudamos o
problema de como determinar localmente se um estado Gaussiano bipartido de dois
modos esta emaranhado e também como quantificar o conteido de emaranhamento
localmente (Capitulo 5). Desenvolvemos um protocolo para a identificacdo e quan-
tificacao do emaranhamento de um estado Gaussiano bipartido de dois modos ar-
bitrério, através de apenas medigoes/operagoes locais e um canal de comunicagao
classica (LOCC). Vimos que para o caso particular de estados Gaussianos simétricos,
o protocolo também permite a reconstrucao das matrizes de covariancia dos elemen-
tos desta classe de estados quanticos. Este é um processo de informacao quantica
extremamente importante pois uma caracterizacao local do grau de emaranhamento
a principio requer menos recursos de medida e mais comunicagao classica do que
operacoes globais. Além disso, na maioria das situagoes praticas nao é possivel im-
plementar operacoes globais ou medidas conjuntas em ambos os modos de um estado
bipartido a fim de caracterizar seu emaranhamento. O que pode ser feito sao operagoes

locais e comunicagao cléssica (LOCC), que é o ponto central do protocolo apresentado.
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Apeéendice A

Medicoes Quanticas em Sistemas
de Variaveis Continuas.

Ao longo deste projeto foram estudadas situagoes em que ocorrem medicoes em sis-
temas quanticos definidos em um espaco de Hilbert infinito, isto é, descritos por
variaveis continuas, como medicoes de quadraturas e nimero médio de fétons. Neste
resumo revisaremos alguns conceitos relevantes em relacao a medigoes em sistemas
de variaveis continuas. Primeiramente descreveremos o conceito de medida valorada
por operadores positivos (POVM) que leva em consideragao a interagao entre o sis-
tema a ser medido e o instrumento de medigao utilizado [63], e processos de medigoes
nao projetivas [1]. Na segunda se¢do o processo de deteccao homddina é apresen-
tada, processo este que permite obter, a partir de experimentos de contagem direta
de fétons, o valor médio das quadraturas de um campo de luz. Na terceira secao
apresentamos o processo de obtencao de fungoes de quase-probabilidade a partir de
detecao homoddina denominada tomografia quantica.

Primeiramente, faremos uma pequena discussao em relacao as teorias que des-
crevem o processo de medicao quantica. Os processos de evolucao de sistemas su-
jeitos a medigoes foram durante um longo periodo descritos pela teoria quantica de
medigao de von Neumann [64], denominada medi¢do do primeiro tipo, que estabelece
duas evolucoes distintas do sistema: primeiramente existe uma evolugao unitaria que
obedece as leis da dinamica quantica na auséncia de medigoes seguida de uma trans-
formagao instantanea e irreversivel, regida pelo postulado de projecao, resultando em

uma reduc¢ao ou colapso da fun¢ao de onda do sistema em um dos autoestados rela-
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cionados ao observavel medido. Porém esta é uma teoria idealizada que parte do
principio de ocorréncia de uma transformacao instantanea. Em geral, um aparato
de medida faz medigoes continuamente, durante um intervalo de tempo, de um ob-
servavel através de varias corridas do experimento a fim de obter uma média de
alguma quantidade relacionada ao observavel em questao. Este tipo de processo de
medicao é denominado processo de medigcao continua, ou medi¢cao de sequndo tipo.
A fotodeteccao é um exemplo deste tipo de medicao. Como veremos nas préoximas
secoes, por intermédio da fotodeteccao podemos realizar diversos experimentos para
a determinacao de propriedades estatisticas do campo assim como sua completa de-

SCricao.

A.1 Observaveis e POVM

Para ganhar informacao sobre um estado quantico temos que medir alguns observaveis.
O processo de medicao inevitavelmente envolve algum tipo de interacao, que acopla
o modo sob exame (o sinal) e um ou mais modos do campo (a sonda). Conseqiien-
temente, os observaveis medidos nao estao definidos apenas no espaco de Hilbert do
sinal. Em vez disso, esta medicao reflete propriedades globais do estado que resulta
da interacao entre o modo do sinal e o conjunto de modos da sonda. Em alguns
casos € possivel que a estatistica dos resultados possa ser descrita em termos de um
observavel definido apenas no espaco de Hilbert do modo do sinal. Em geral, elimi-
nado os modos da sonda por trago parcial, ficamos com um objeto mais geral, isto é,
um conjunto de observaveis, a fim de obter uma descricao estatistica em termos do
operador densidade do sinal [63].

Seja H o espaco de Hilbert do sinal, K o dos modos da sonda, e X os observaveis
medidos em H ® KC. O espectro de medigoes de X é dado por x — E(x) = |z)(z| com
x € X C R (o espectro de X) e (2|z) = §(x — ') no caso de variaveis continuas. A

densidade de probabilidade do resultado de uma medi¢ao ocorrer é dada por

p(z) =Tr[p®cE(x)], (A.1)

onde p e o sao os estados iniciais do sinal e da sonda respectivamente, assumindos

como separados, e o trago é efetuado sobre o espaco de Hilbert total. A equagao (A.1)
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pode ser escrita como

p(x) = Try{p TreloE(x)]} = Trylp U(x)], (A.2)

onde referimos a fungao II(z) = Trrlo E(z)] como a medida valorada por operadores
positivos (POVM) do esquema de medi¢oes. Da defini¢ao temos que um POVM é um
conjunto {II(x)},cx de operadores positivos, II(x) > 0, e normalizados, [, dz II(z) =
I, que, geralmente, nao formam um conjunto de projegoes ortogonais.

O modo como as medicoes sobre sistemas quanticos devem ser descritas pode ser

apresentado através do seguinte postulado [1]:

As medicoes quanticas sao descritas por um conjunto de operadores de medi¢do
{M,.}, que atuam no espago de Hilbert do sistema observado. O indice m se refere
aos possiveis resultados da medicao. A probabilidade de um resultado m ocorrer para

um estado descrito por p, imediatamente antes da medicao, é dada por:

p(m) = Tr{M],M,,p}, (A.3)

onde o estado pos medicao serd

M,,,pM]
Plm (A.4)
Tr{M},M,,p}
Estes operadores devem satisfazer a relacao de completeza
> MM, =1, (A.5)
e de positividade:
M! M, > 0, (A.6)

para que p(m) seja interpretado como uma probabilidade.

Veja que para uma medicao projetiva de von Neumann temos que MIan/ = O/
e representa apenas um caso particular de uma gama de medigoes quanticas possiveis.

Logo, podemos considerar um POVM como um conjunto de medigoes com elementos
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dados pelo operador E,, = M,,M!  possibilitando a construcio dos operadores de
medi¢ao M, satisfazendo todas as propriedades necessarias.

Em termos gerais, um processo de detecao geralmente corresponde a medicao de
um observavel definido em um espaco de Hilbert global do sinal e da sonda. Se
restringirmos nossa atencao ao sistema do sinal apenas, a estatistica das medigoes é
descrita por um POVM que correspondem a descricoes em termos de medicoes nao
projetivas. O inverso também é verdade, isto é, a determinagao de um conjunto de
operadores que satisfaca as condigoes para formarem um POVM, pode ser entendido

como uma medicao de um observavel em um espaco de Hilbert global.

A.2 Teoria de Deteccao Homoddina

A teoria de detecgao homdédina proposta por Yuen e Shapiro [65] é a de maior im-
plicagao na Optica Quantica quando hé a necessidade da deteccao de quadraturas de
campos eletromagnéticos. Ela consiste em misturar, a partir de um divisor de feixes
ideal, o campo de entrada com um oscilador local (campo de referéncia) antes da
fotodeteccao. Esta mistura permite acessar a fase a fim de calcular as variancias das
quadraturas do campo.

Supomos um campo monomodal em uma cavidade, descrito pelos operadores de
criacdo e aniquilaciao a' e a. De acordo com a teoria de input-output [26], o campo

de saida da cavidade de largura de linha X\ é dado por

as = Va, (A7)

mais flutuacoes, as quais iremos desprezar. O oscilador local é descrito por um estado
coerente, onde o fluxo de fétons é dado por A|3|?, tal que 8 = |B|e?, com 6 sendo a

fase do oscilador local. Os dois modos de saida do divisor de feixes sao dados por

c:\/X<\/ﬁa+im ﬁ), (A.8)

d= ﬁ(iﬂa—l—\/ﬁﬁ), (A.9)
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onde /7 ¢ a transmitancia e /1 — 7 ¢ a reflectancia. A mudanca de fase de 7/2 entre
as ondas refletidas e transmitidas para um divisor de feixes simétrico foi incluida no

numero complexo i.

A.2.1 Deteccao Homédina nao Balanceada

A figura Al ilustra o esquema para este tipo de deteccao homoddina simples. Neste
caso, consideramos a transmitividade do divisor de feixes préxima a meio e é feita uma
medicao apenas em um detector. Considera-se também que o modo do oscilador local
é intenso. A partir da equagao (A.8) temos que o nimero médio de fétons incidentes

no fotodetector é dado por

(cle) = A Blala) + (1 = I8 — l81v/n1 = )((a)e ™ — ahe?)| . (A.10)

Veja que esta expressao apresenta termos do sinal de entrada, do oscilador local e um
termo de interferéncia entre os dois modos. Assumindo um divisor de feixe 50 : 50
(n = 1/2) e considerando um oscilador local forte em comparagao com a entrada, isto
é, |82 >> (a'a), o primeiro termo da equacao acima pode ser desprezado e o niimero
médio de particulas no modo ¢ pode ser escrito como

AlA]

(cfe) ~ T<X9+7r/2> +

A'g‘Q, (A.11)

onde

Xg=ae ™ +al e (A.12)

¢é a quadratura generalizada do campo da cavidade.

A contribuigao do oscilador local pode ser subtraida do niimero de fétons incidentes
no detector, fazendo com que este seja proporcional ao valor esperado da quadratura
de fase do campo na cavidade. Como o oscilador local é um campo que pode ser
controlado, podemos medir os valores médios das quadraturas para diferentes valores
de fase, a partir da variacao do parametro 6.

Podemos também calcular a variancia do numero de f6tons incidentes no detector:
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\___w"””

oscilador loeal

Fig.A1 Esquema de detecgdo homdédina ndo balanceada da
quadratura do campo da cavidade.

)\2 2 )\2 2
(an) = (n?) — (ny? = 12 oL

sendo (n) = (cfc) = >°°7  np,, tal que p, é a probabilidade de obtermos um ntimero

n de fétons, e

(AXGrs2) = (X mja) = (Xowrs2)”, (A.14)

a variancia da quadratura Xg, .

A.2.2 Deteccao Homédina Balanceada

Na deducao da média das quadraturas na deteccao homdédina nao balanceada, con-
sideramos que o modo do oscilador local era bem mais intenso do que o campo de
entrada. Descreveremos nesta secao o processo de deteccao homoddina balanceada
ilustrado esquematicamente na figura A2. Este processo se baseia na deteccao em
dois bracos do divisor, balanceando as saidas do divisor de feixes, a fim de que os ter-
mos de nao interferéncia possam ser eliminados completamente na média dos fétons
do campo. Utilizando novamente um divisor de feixes 50 : 50, fazendo a diferenca na

medida dos dois detectores, defiminos o operador

Nea = c'c — d'd, (A.15)

e calculando sua média obtemos a partir das equagoes (A.9) e (A.10)

(nea) = 21B(XG1ns0), (A.16)
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oscilador local

Fig.A2 Esquema de detecgdo homddina balanceada da
quadratura do campo da cavidade.

que representa o numero médio de fétons obtido da diferenca dos resultados entre
os dois detectores. Veja que agora os termos do oscilador local foram eliminados
restando apenas os termos de interferéncia entre o modo do oscilador local e o campo
de entrada proveniente da cavidade. Da mesma forma o termo relacionado ao oscilador

desaparecera na expressao da variancia
(An?) = 4|B*(AXF, 7o) (A.17)

A.2.3 Fotodetecgao

As teorias de fotodetecgao de Srnivas e Davies (SD) [66] e a dos operadores de fase
exponenciais [67, 68] consideram a conversao dos fétons detectados de um campo
em fotoelétrons. A quantidade mensuravel nestes casos é o nimero de fotoelétrons
ativados pelo feixe incidente. Consideraremos a teoria de fotocontagem continua de
SD, que basicamente se baseia na realizacao de varias corridas do experimento de
fotocontagem a fim de obter uma média para a determinagao de alguma quantidade
observavel, onde a probabilidade elementar P(k,t) que k contagens ocorram em um

intervalo de tempo t é dado por

P(k,t) = Z ( Z ) (1 —e)r(e )k p,, (A.18)

n=k
sendo n o numero de fotons incidentes por segundo no detector, v a fragao de fotons

que excitam fotoelétrons (eficiéncia do detector), p é o operador densidade do campo
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e p, = (n|p|n) é a probabilidade de ter n fétons no modo do campo.

Para este caso, o numero médio de fétons contados no periodo t é dado por

(k) = "k P(k,t) = (1—e")(n), (A.19)

enquanto que a variancia do nimero de fotocontagens é

(AK?) = (An?)(1 — e )2, (A.20)

Veja que tomando o limite de um periodo longo de contagem, isto é, lim; (k) = (n),
ou alternativamente, quando a eficiéncia do detector é alta, o niimero de fotoelétrons
contados pelo detector tende a ser o nimero médio de fétons do campo medido.
Primeiramente para o caso da deteccao homodina nao balanceada, podemos reescrever

a expressao (A.19) como

Al

() = (1 -2

<<X6’+7r/2> + |ﬁ|)v <A21>

e a variancia

(AK?) = %((Axgﬂm +1)(1 —e )2, (A.22)

Neste caso, para tempos longos de medicao ou alta efeciéncia de detecgao

21212
lim <Ak2> = —)\ 9]

yt—o0 4

(AXG .. Ja) +1). (A.23)

Agora, para o caso do processo de deteccao homddina balanceada, o nimero médio

de fotons é dado por

(k) = (1= e ") ANBKXo1n/2), (A.24)

e variancia

(AR) = AN [BAXZ, ) (1 — Y2 (A.25)

Obtendo para tempos longos de medigao ou alta eficiéncia de deteccao
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lim (AR?) = 4287 (AXE, /). (A.26)

yt—o0
Destes resultados podemos observar que as variancias do nimero de fotocontagens
reais permitem a obtencao da variancia na quadratura do campo no interior da cavi-
dade. Além disso, observe que a variancia das quadraturas do campo na cavidade
é limitada inferiormente pela variancia do nimero de contagens, devido a influéncia

continua do processo de contagem no campo na cavidade.

A.3 Tomografia homdédina quantica

Vimos no capitulo 2 que as fungoes de quasi-probabilidade (Glauber, Wigner e Husimi)
podem descrever o estado quantico de um sistema, fornecendo uma completa descri¢ao
de suas propriedades fisicas. Nesta se¢ao, apresentaremos o conceito de tomografia
homédina quantica usualmente utilizado em experimentos para obtencao da funcao de
Wigner e a matriz densidade de sistemas quanticos como o estado de vacuo, comprim-
ido e de Fock [56, 69]. Basicamente a tomografia homdédina quantica, desenvolvida
por Vogel e Risken [70], mostra que podemos obter qualquer uma das trés fungoes de
quasi-probabilidade a partir da distribuicao de probabilidade das quadraturas rota-
cionadas do campo.
Utilizaremos a distribuicao de quasi-probabilidade parametrizada por um parametro

s introduzido por Cahill e Glauber [71]. Estas distribui¢des podem ser definidas como

transformadas de Fourier das funcoes caracteristicas

x(n,s) = Trlexp(na’ — n*a + sin|*/2)p], (A.27)
isto é
1 * * 2
F(a,s) = = x(n, s) exp(an™ — a*n)d™n, (A.28)

onde p é o operador densidade. Temos que para s = 1 (A.28) serd a funcao P de
Glauber, s = 0 a fungao de Wigner e s = —1 a func¢ao Q de Husimi.
Podemos adicionar uma fase no angulo ¢ nos operadores de quadratura (A.12)

fazendo com que ela possa ser reescrita como
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Xy = (a'e” +e7)/2 = a, cos O — a;sin b, (A.29)

onde a, e a; sao as duas quadraturas de fase definidos como

a, = (a+a')/2 =X, (A.30)

a; = i(a' —a)/2 = X, o. (A.31)

A fungao de distribui¢ao de probabilidade f(z,6) definida como a transformada de

Fourier da funcao caracteristica

Xz(§,0) = Trlexp(i§ Xp)pl, (A.32)

isto é,

fa.0) = 5= [l ), (A33)

nos permite calcular qualquer valor esperado da quadratura de fase z = (Xy) para
um dado valor de €, sendo £ uma variavel real. Observe que como Xy é um ope-
rador Hermiteano, sua fungao de distribuicao de probabilidade (A.33) é sempre bem
comportada e positiva.

Agora estabeleceremos uma correspondéncia um para um entre a funcao de quasi-
probabilidade F'(a,s) e a fungao de distribuicao de probabilidade f(x,60) para as
quadraturas. Usando a defini¢ao (A.29) obtemos imediatamente uma relagao entre as

fungoes caracteristicas (A.27) e (A.32):

Xo(€,0) = x(i€e”, 5) exp(—sE7/8). (A.34)

Escrevendo na notacao real

n =1+, x(0,5) = X0, M, 5), (A.35)

temos
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X=(£,0) = x (—%f sin 6, %«S cos 0, s) exp(—s£?/8). (A.36)

Se a fungao caracteristica x,(&, ) é conhecida para todos os valores de £ no intervalo
—00 < & < oo e para todo 6 no intervalo 0 < 6 < 7, a funcao caracteristica x(n,, 7, s)
é conhecida em todo plano complexo 7, isto é, para n,. e n; € (—00,00). Portanto
vemos que hd uma correspondéncia um para um entre as fungoes caracteristicas (A.27)
e (A.32), e conseqiiéntemente também ha uma correspondéncia um para um entre a
fungdo de quasi-probabilidade (A.28) e a fungao de distribuigdo de probabilidade
(A.33). Usando a transformada de Fourier de (A.36), inserindo a transformada de

Fourier inversa de (A.28), mudando as varidveis de integragao para

a, =ucos —uvsinb, a; =usinf 4+ vcos#, (A.37)

e lembrando que agora

N, = —%5 sinf, n; = %5 cos 0, (A.38)

temos

f(x,0)= L F(ucos —vsinf,usinf 4+ vcosh, s e 5 W=D gy gy dg.
2
T
(A.39)

Para s > 0 podemos efetuar a integracao £ obtendo a seguinte expressao

2 2(u—z)2
f(z,0) = \/—8//F(ucos&—Usin9,usin9+vcost9,3) e du dv. (A.40)
7r

Para s = 0, isto é, para a fungao de Wigner, (A.39) se reduz a
f(z,0) = / F(zcos —vsinf, zsinf + v cosb,0)dv. (A.41)

A partir de passos similares, podemos obter a inversa de (A.39) a partir de (A.36)

1 [e’s) [e’e) s 2 )
Flay,ai,8) = 1 / / /O F(x,0) % HiElamareost—aisind) e 4o ge dp.  (A.42)
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Logo, as distribuigbes de quasi-probabilidade F(«,s) s@o determinadas unicamente
pela fungao distribuicao de probabilidade f(x,#) das quadraturas em uma detecgao
homdédina e vice versa, como se pode observar pelas relagoes (A.39) e (A.42). Isto
quer dizer que a partir de uma deteccao homodina e a conseqiiente obtencao da fungao
de distribuicao de probabilidades das quadraturas do campo, podemos reconstruir a

funcao de quasi-probabilidade a partir da correspondéncia entre estas duas fungoes.
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Apéendice B

Prova Alternativa do Teorema 1

Neste apéndice fornecemos uma prova alternativa do teorema 1, obtida a partir da
representacao do estado Gaussiano bipartido p;2 em termos de fungoes de quase-
probabilidade. Descreveremos detalhadamente a prova pela funcao P de Glauber.
Como a funcao de Wigner é obtida da fungao P a partir de uma transformada de
Fourier, a prova em termos da representacao do estado pi» na funcao de Wigner é
analoga a apresentada abaixo.

Partindo da equagao (4.45) e substituindo a forma de p;2 expandida em estados

coerentes (4.28), temos

.t
oy = Trg{e”a2a2p12}
— T?”Q {eim;”/dzleQP(zl,ZQH,Zl,z2>(21,22|}
4
— /d2042<042| (6””12&2/ledZQP(Zl7ZQ)|Zl,22><21,ZQ|) |Oé2>
g
_ / Lo, / d21d7aP (21, 2)|21) (21 (2ol un) (] e™9592] )
4
= /dzleQP(zl,22)|z1><21|(22|e“m2a2|22>, (B.1)

onde o ultimo passo foi obtido usando a relacao de completeza para estados coerentes

(2.32). Faremos agora o célculo do termo (z» |€ma§a2 |z2). Expandindo o estado coerente

em estados de Fock como na equagao (2.30), temos
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n
(alei™i2lzs) = (mletmeiere 2 YD i)
n

—|z2)? zy in
= <22|€ 2] /QZW(E ]n)

n

= (el (@@Z [n)

n

= (22| — 2)

e (B.2)

onde a exponencial foi obtida aplicando a relacao de nao ortogonalidade para estados
coerentes (2.33). Escrevendo a fungdo P(z1,22) em termos da funcdo caracteristica

simétrica, usando (2.53), temos

P(21,2) = /ds e Bzl (5, 5,). (B.3)

Substituindo (B.2) e (B.3) em (B.1), e lembrando que para o estado Gaussiano pi2 a

~ o T, _1/9st
sua fungao caracteristica simétrica é dada por x(s;,s2) = e 1/2s VS, temos

o = /dz/ds e " Bsez sl Hs2l?) =35V, IR PAYEN

= /dz/ds e~Esemas' (V- I)Se_2|22‘2|z1><zl|

= /ds =28 (V-31)s /dz e 28 1) z1|/dz g% A2l (B 4)

Calculando a integral em z; e zo, temos, respectivamente

/dzle_21251|21><751‘ - /Cllzuizlsik|Zl><Z1|(3_ZT“"’1
= [dmeifa e

x T _1 2
M5 e a5 — 651Za16 5ls1] (B5)
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/ dzge #2252l — %e—%lﬂ'z, (B.6)

onde a segunda integral foi obtida com o auxilio de [53]. Substituindo as integrais em

(B.4), temos

/ ds €S1Za1e—%ST (V_%I)Se_%(|sl‘2_|52‘2)

_1gt
/dS 651Za1€ 38 Vs

1
/d81 6slza1/d826_25TVS

1 1t (Vi—Ctvol
ds e512a1,—38' (Vi—CTV;'C)s. B.7
2\/detV2/ © (B7)

Normalizando analogamente como feito no capitulo 5, temos que oy sera um operador

N~ N~ N~

Gaussiano caracterizado por uma matriz de covariancia dada pelo complemento de

Schur de V (4.46). cqd
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Apeéendice C

Operacao de Paridade

Neste apéndice comecamos estudando a operacao de paridade sobre um estado de um
modo. Em seguida, a partir de um estado bipartido, vemos como o condicionamento
do estado de um dos modos em relagao a aplicacao desta operagao no outro modo do

sistema deve ser interpretado.

C.1 Estado de um Modo

Temos que funcao de Wigner na origem do espaco de fase é dada pela média da
paridade de um estado p. Sabendo que os resultados possiveis de uma medida de
paridade é 1 (par) ou —1 (impar) com probabilidade dada por P,, onde v = 1 ou —1,

temos

W(0) =2 i VP, =2 Tr{e™ “p}. (C.1)

v=-—1
Quando efetuamos uma operagao de paridade, representada pelo super-operador

N, sobre p, resultando em um estado de saida p, condicionado ao resultado da medida

v, temos
_ N
" TNy 2
onde
P, = Tr{N,p}. (C.3)
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Substituindo a expressao P, na primeira igualdade de (C.1), temos

W) = 2 > vIr{N,p}

v=-—1

onf3 )

v=—1

= 2Tr{Nip—N_ip}. (C.4)

Da segunda igualdade de (C.1), inserindo a relagao de completeza dos estados de

W(0) = 27v{am“<§:mxm>p}

- 2Tr{2<— >"rn><nrp}
= ZZZ )" (m|n)(n|p|m)
= 22 )" (nlpln) (C.5)

Fock, temos

Neste caso, podemos escrever

emlep = Z(— )" [n) (n|p|n) (n]
= Ejm/nmm (nl = > ny{nlpln)(n (C.6)

Npar Nimpar

Comparando a relagdo acima com (C.4), temos

1

zﬂafap_ Z I/Nl,pz./\/’lp—./\[,lp, (C?)

v=—1

logo, podemos obter a representacao de soma de operadores de paridade par e impar:

= In)(nl.n)(n| (C.8)

Npar
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Nopo= ) [m){nln)(nl, (C.9)

Nimpar
com seus operadores sobre o espago de estados F,, sendo iguais ao projetor no espaco

de Fock E,, = |n)(n|, onde

ST EEL = 3 In ] = Tyar (C.10)

Npar Npar

Z E”ErTL - Z |n><n| = 1impar7 (C.ll)

Nimpar Timpar
tal que:
1par S 1impar = lrock (Clz)
ou:
gparj-gimpar — gpar S 5impar - gFock- (C]'S)

Assim, as probabilidade P, sao dadas por

PL=Tr (N} = 3 (nlol), (C.14)
PL=Tr{Napt= Y (alph), (C.15)

tal que:

Pi+ Py = Y (nlpln)+ > (nloln)

Npar Nimpar

= Y {nloln)
= T {Z \n><n\p}

= Tr{p} =1, (C.16)
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como deve ser.

O estado pods-selecionado pode ser escrito como

S I (il
P =TT nlln)

e o valor médio da paridade p é dado por

(C.17)

p=3W0) =Y nloln) — 3 (nloln). (C.18)

Npar Nimpar

C.2 Estado de Dois Modos

Estenderemos o estudo para sistemas bipartidos com operador densidade p15. O estado

)

pos selecionado p§; condicionado a uma medida de paridade (v = 1, —1) sobre o modo

2 é dado por

p(l/) _ Nup12
2 TT{NVﬂlQ} ’

com probabilidade P, = Trj2{N,p12} e o super-operador N, atuard apenas no modo
2:

(C.19)

Ny =1® ) [na)(nal.Ing)(na. (C.20)

n2y

Neste caso temos o seguinte operador:

o = Try {eim;@pm}
= T?”g{ZVNme}
= Try {Z 2903 |n2><”2|f012|”2><712|}

n2y

= Z v Z<n2|/012|n2>

nay

= ) (malpialna) — Y (na|pizlna)

Npar Nimpar

(C.21)

Ulpar - O-limpar'
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Observe que se os elementos da matriz densidade do modo 1 relacionado aos modos
impares do subsistema 2 for maior que os elementos relacionados ao modo par, o1 nao
representara um estado fisico, neste caso dizemos que a operacao de paridade nao é
um mapa completamente positivo. Este resultado foi obtido a partir da obtencao da
média da paridade do modo 2 de um estado bipartido, porém para cada medicao da
paridade, o estado do modo 1 condicionado ao resultado da medida, isto ¢, oy,,, ou
é fisico.

01

impar?
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Apeéendice D

Transformacoes Simpléticas Locais

Sp(2, R)

A teoria de representacao de grupos sao ferramentas efetivas para a investigacao de di-
versos problemas em Fisica. Os grupos gerais de transfomargoes lineares homogéneas
que preserva a estrutura de Hamiltonianas da Mecanica classica e de sistemas de
Hamiltonianas canonicamente quantizadas sao os grupos simpléticos Sp(2n, R) [72].
Particularmente, neste apéndice fazemos uma discussao sobre a trasnformacao simplética
local Sp(2, R) em estados Gaussianos [20]. Basicamente mostraremos que qualquer
matrix de covariancia V de um estado Gaussiano bipartido pode ser transformada em

uma das formas invariantes I e II, dadas respectivamente por

1 , 0 me
Vi—(ni—l—§)1,2—1,2,eC—(mz 0 ), (D.1)
e
1 ) m, 0
Vi— (TL1+§) I, 2—1,2, e C= < 0 m: ), (DQ)

a partir de trasformacoes locais Sp(2, R) x Sp(2, R).

Podemos aplicar uma transformagao local Sy sobre V:

Vs, =SIVS,, (D.3)

tal que
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S, = ( Sol 32 ) : (D.4)

onde em termos das matrizes bloco de V, temos

V! =siv;s;, ¢ =sics,. (D.5)

Assumindo uma trasformacao local Sp(2, R) como

ip; . 105 o3 .
Si:( e?icoshf; e*isinh6; >’ (D.6)

e %iginh#; e "% cosh;
a condicdo que leva V a forma invariante I, com elementos nao nulos (V/);1 =
(V)22 = vi, e Ol 5 = (C15)" = e, € obtida definindo ¢; + @; = —p; + 7 e tanh 20; =
Imy|/(n; + 1/2) = |m.|/|ms|, para i = 1,2, respectivamente, onde e~ = m;/|m;|,
para |m.| > |ms| (estado separavel).
Agora a condicao que leva V a forma invariante II, com elementos nao nulos
(Vi = (V)22 = vi, e Cl 5 = (C 5)" = i, é obtida novamente se ¢; +@; = —p; +,
mas agora tanh 20; = |m;|/(n; + 1/2) = |ms|/|m.|, onde agora |m.| < |ms].

Os novos elementos trasnformados sao

1\° @, Ms
Vi = \/<nl + 5) — |mil?, ps = €Z¢S|ﬂml_ [msl* = [mel? (D.7)

5|
para |m.| > |mg|, com ®, = (¢ — ¢s) e

—i®, e

e = € W |77’Lc|2 — |ms|2 (Dg)

el
para |m.| < |mg|, com ®. = (¢1 + ¢2), tornando agora explicito os quatro invariantes
do grupo Sp(2,R) ® Sp(2,R): I = detVy, Iy = detVy, I3 = detC and I, =
Tr[V\ZCZV,ZC'Z)].
A transformacao geral Sp(2, R) x Sp(2, R) (D.3) na forma (D.6) é obtida através
da operagao de compressao Uy, = U; ® Us,

U, = 3 lmia])e¥i—niate o] (D.9)

)
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sobre o estado Gaussiano bipartido caracterizado por V, com |k;|t = 6 = 2r;, que é

o parametro de compressao associado com a transformacao sobre o modo i e ¥ =

Kif|Ki|-
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Artigos submetidos para publicagao originados por esta dissertacao.

e L. F. Haruna e M. C. de Oliveira, Physical Properties of the Schur Complement
of Local Covariance Matrices, quant-ph/0701196.

e L. F. Haruna, M. C. de Oliveira e G. Rigolin, Minimal Set of Local Measure-
ments and Classical Communication for Two-Mode Gaussian State Entangle-

ment Quantification, Phys. Rev. Lett. 98, 150501 (2007).
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