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dificuldades e soluções.

Agradeço a todos os professores e funcionários do Instituto de F́ısica da Unicamp.
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R. P. Feynman, Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum
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Resumo

A supercompleteza da base de estados coerentes gera uma multiplicidade de representações

da integral de trajetória de Feynman. Estas diferentes representações, embora equivalentes

quanticamente, levam a diferentes limites semiclássicos. Baranger et al calcularam o limite

semiclássico de duas formas para a integral de trajetória, sugeridas por Klauder e Skager-

stam. Cada uma destas fórmulas envolve trajetórias governadas por uma diferente repre-

sentação clássica do operador Hamiltoniano: a representação P em um caso e a repre-

sentação Q no outro. Nesta tese, nós constrúımos outras duas representações da integral

de trajetória, cujos limites semiclássicos envolvem diretamente a representação de Weyl do

operador Hamiltoniano, isto é, a própria Hamiltoniana clássica. Mostramos que, no limite

semiclássico, a dinâmica na representação de Weyl é independente da largura dos estados

coerentes e o propagador é também livre das correções de fase encontradas em todos os ou-

tros casos. Além disto, fornecemos uma conexão expĺıcita entre as representações quânticas

de Weyl e de Husimi no espaço de fases.
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Abstract

The overcompleteness of the coherent states basis gives rise to a multiplicity of represen-

tations of Feynman’s path integral. These different representations, although equivalent

quantum mechanically, lead to different semiclassical limits. Baranger et al derived the

semiclassical limit of two path integral forms suggested by Klauder and Skagerstam. Each

of these formulas involve trajectories governed by a different classical representation of the

Hamiltonian operator: the P representation in one case and the Q representation in the

other one. In this thesis we construct two other representations of the path integral whose

semiclassical limit involves directly the Weyl representation of the Hamiltonian operator,

i.e., the classical Hamiltonian itself. We show that, in the semiclassical limit, the dynam-

ics in the Weyl representation is independent of the coherent states width and that the

propagator is also free from the phase corrections found in all the other cases. Besides, we

obtain an explicit connection between the Weyl and the Husimi phase space representations

of quantum mechanics.
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Introdução

O estudo das aproximações semiclássicas da mecânica quântica começou pouco tempo de-

pois da descoberta da própria teoria quântica, primeiramente com a aproximação que ficou

conhecida como WKB, que se mostrou muito útil na resolução de problemas envolvendo

potenciais muito complicados, cujas soluções exatas via equação de Schrödinger eram ou

imposśıveis ou desconhecidas ou muito complicadas. Além disto por volta desta época

aconteceram os famosos debates entre Einstein e Bohr sobre os fundamentos da Mecânica

Quântica, muito bem relatados no livro de Andrew Whitaker [58]. Um dos problemas

mais importantes para Bohr era o delineamento dos limites de validade e das relações de

dependência entre as duas teorias.

Em 1933, Dirac publicou um trabalho fundamental para a história da f́ısica [15], onde

expôs a seguinte indagação: O que corresponde na teoria Quântica à formulação Lagrangiana

da Mecânica Clássica? Neste artigo Dirac descobre uma correspondência não totalmente

detalhada que responde parcialmente a sua pergunta utilizando o limite semiclássico h̄ 7→ 0.

O trabalho de Dirac influenciou Feynman que trabalhou neste problema na sua tese de

doutorado de 1942 e seis anos depois publicou um artigo fundamental [19] onde apresentou

a sua formulação da Mecânica Quântica em termos de Integrais de Trajetória.

De acordo com a revisão histórica da formulação de Feynman apresentada por Grosche

e Steiner [24], houve muitas reações negativas a este trabalho, reações estas advindas em

geral dos f́ısicos que haviam criado a Mecânica Quântica, incluindo Niels Bohr. Uma notável

exceção se deve a Pauli, que propôs ao seu aluno de doutorado Choquard que estudasse

os termos de ordem superior da expansão semiclássica do Propagador de Feynman para

intervalos de tempo pequenos e finitos [11].
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Nas últimas décadas houve muito interesse na aplicação da aproximação semiclássica

de Integrais de Trajetória no entendimento das propriedades quânticas de sistemas classi-

camente não integráveis. Um resultado muito importante neste campo, foi a obtenção da

fórmula do traço por Gutzwiller [25], [26], [27], [28], com a qual se obtém uma relação entre

o espectro quântico de energias e as órbitas clássicas periódicas. Na maior parte destas

aplicações o ponto de partida é a Integral de Trajetória que no limite semiclássico h̄ 7→ 0 ,

apresenta como termos principais aqueles relacionados com as órbitas clássicas.

Além da formulação tradicional da Mecânica Quântica, baseada na utilização de ope-

radores em um espaço de Hilbert, da formulação de Feynman em termos de integrais de

trajetória, existe uma terceira formulação quântica, a Mecânica Quântica no espaço de

fases. Esta é edificada tendo como elementos básicos a função de quase distribuição de

Wigner [59] e a regra de correspondência de Weyl [56], [57] entre operadores quânticos e

funções no espaço de fases. Esta formulação, segundo Zachos [60], é muito útil na descrição

de processos quânticos de transporte, nas aplicações da óptica quântica, na f́ısica nuclear, na

f́ısica da matéria condensada, no estudo da transição para a Mecânica Estat́ıstica Clássica e

no estudo do limite semiclássico de sistemas mesoscópicos. É o formalismo mais adequado

para o estudo do caos quântico e da descoerência. Além da função de distribuição de Wigner

e da regra de correspondência de Weyl, existem outras funções de distribuição e outras regras

de correspondência associadas.

Nos últimos anos ressurgiu o interesse no estudo das aproximações semiclássicas com

estados coerentes, as quais tem alcançado grande sucesso em aplicações em várias áreas da

f́ısica e da qúımica. O instrumento fundamental para a obtenção destas aproximações é

o propagador semiclássico em termos de estados coerentes, que é obtido partindo da sua

expressão em termos de integrais de trajetória na representação de estados coerentes e do

cálculo do limite semiclássico utilizando-se a aproximação de fase estacionária. Em virtude

dos estados coerentes formarem uma base supercompleta, existem várias maneiras de se

escrever o propagador em termos de integrais de trajetória, conforme já havia sido apontado

por Klauder em [33], [34], [36], [35] e revisto por Baranger e outros [7]. Klauder e Skagerstam

em 1985 [35], sugeriram duas formas espećıficas para o cálculo do propagador com integrais
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de trajetória na representação de estados coerentes, cada uma delas relacionada com um

determinado ordenamento do hamiltoniano.

Em 2001 Baranger, Aguiar e outros [7] analisaram as possibilidades sugeridas por Klauder

e Skagerstam e calcularam os seus correspondentes limites semiclássicos. Esse cálculo

mostrou que a dinâmica clássica subjacente não era regida pela hamiltoniana clássica, mas

em um caso pela representação Q do hamiltoniano (associada ao operador hamiltoniano

ordenado normalmente) e no outro caso pela sua representação P (associada ao operador

hamiltoniano ordenado antinormalmente). As fórmulas semiclássicas obtidas, embora dis-

tintas, diferiam por termos proporcionais à h̄.

Esse resultado é, de certa forma, frustrante, pois não esperamos que no limite semiclássico

a dinâmica do sistema não seja governada pela hamiltoniana clássica. Note que estamos

usando a base mais clássica posśıvel, que é a dos estados coerentes. É exatamente neste

ponto que surge o principal desafio desta tese: construir uma terceira forma para o cálculo

do propagador com integrais de trajetória na representação de estados coerentes que possua,

no limite semiclássico, a dinâmica governada pela representação de Weyl do hamiltoniano,

ou seja, pela hamiltoniana clássica.

Ao longo desta tese apresentaremos duas novas formas de integral de trajetória para

o propagador em estados coerentes. A primeira forma, discutida no caṕıtulo 2, não leva

diretamente ao limite semiclássico desejado, mas é uma boa aproximação para ele. A segunda

forma, apresentada no caṕıtulo 3, é realmente nova e tem o limite semiclássico governado

exatamente pela hamiltoniana clássica.

A tese está organizada da seguinte forma: no caṕıtulo 1 desta tese, apresentaremos uma

revisão dos conceitos básicos sobre o cálculo do propagador, sobre estados coerentes, bem

como uma discussão a respeito das diversas tentativas de se obter uma regra única para

a transformação de funções clássicas em operadores quânticos, o conhecido problema de

ordenamento e a conexão deste com os diversos tipos de função distribuição.

No caṕıtulo 2 vamos rever como é obtido o propagador de estado coerente e a sua apro-

ximação semiclássica nas versões de Klauder e Skagerstam [35], isto é, nas representações

Q e P. Em seguida obteremos uma primeira solução do problema principal desta tese, que
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consiste em uma nova versão para o propagador, utilizando uma combinação mista das duas

versões anteriores bem como a obtenção do seu correspondente limite semiclássico, onde

será verificado que a dinâmica clássica será dominada aproximadamente pela hamiltoniana

de Weyl.

No caṕıtulo 3 construiremos uma nova forma de cálculo para o propagador em termos dos

operadores de reflexão e de translação, calcularemos o seu limite semiclássico e mostraremos

que a dinâmica clássica será regida exatamente pela hamiltoniana de Weyl, resolvendo assim

a questão principal desta tese. Finalmente no caṕıtulo 4 apresentaremos as discussões finais

e a conclusão desta tese.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo apresentaremos uma rápida revisão sobre o cálculo do propagador, sobre os

estados coerentes e sobre o problema de ordenamento de operadores na Mecânica Quântica.

Esta revisão está longe de ser completa e algumas referências serão oportunamente indicadas

para um estudo mais profundo destes conceitos.

1.1 O propagador

O propagador é definido por:

K(xf , tf ; xi, ti) = 〈xf , tf |xi, ti〉 ≡ 〈xf |e−
i
h̄

Ĥ(tf−ti)|xi〉. (1.1)

Ele recebe este nome porque a partir dele determinamos como a função de onda se

propaga no tempo, por exemplo:

ψ(xf , tf ) = 〈xf , tf |ψ〉 =

∫

〈xf , tf |xi, ti〉dxi〈xi, ti|ψ〉 =

∫

K(xf , tf ;xi, ti)ψ(xi, ti)dxi. (1.2)

O principal problema aqui é como calcular esse propagador. O procedimento mais uti-

lizado é o que Feynman apresentou em [19], que segue resumidamente os seguintes passos:

I) dividimos o intervalo de tempo (tf − ti) em N intervalos de largura ǫ;

II) escrevemos x0 = xi, xN = xf , t0 = ti, tN = tf e introduzimos na j-ésima fatia de

7



tempo uma identidade do tipo:

11 =

∫

|xj〉(dxj)〈xj |; (1.3)

III) introduzimos ainda, em cada intervalo intermediário, um elemento identidade em

termos do momento;

IV) calculamos as integrais nos momentos, que são integrais de Fresnel. Para Hamilto-

nianos unidimensionais da forma p2/2m + V (x) esse procedimento leva à expressão

K(xf , tf ; xi, ti) = lim
ǫ→0

A−N

∫

{

N−1
∏

j=1

(dxj)
}

exp







i

h̄

N−1
∑

j=0

ǫ
[ m

2ǫ2
(xj+1 − xj)

2 − V (xj)
]







(1.4)

onde A = (2πih̄ǫ/m)1/2 é um fator de normalização. Cada termo dessa integral múltipla

representa um caminho, x0, x1, x2, ..., xN , que pode ser pensado como uma trajetória seguida

pela part́ıcula. O termo no expoente é claramente uma versão discretizada da ação sobre

essa trajetória. Podemos formalmente escrever o resultado acima como:

K(xf , tf ;xi, ti) =

∫

dF x e
i
h̄

S[x(t)] (1.5)

onde dF x é a medida de Feynman e S[x(t)] é a ação calculada ao longo da trajetória x(t).

Este procedimento de fatiamento do intervalo para obter a soma sobre todas as trajetórias

não está livre de problemas, os quais não discutiremos aqui e aparecem detalhados em [54]

e em [24].

É importante destacar que na última fórmula o termo exponencial oscila intensamente

para h̄ 7→ 0 e neste caso a contribuição mais relevante vem da trajetória estacionária que é

a trajetória clássica.
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1.2 Estados Coerentes

O Hamiltoniano de um oscilador harmônico quântico unidimensional pode ser escrito na

forma padrão como:

Ĥ =
1

2m
(p̂2 + m2ω2q̂2). (1.6)

Os operadores de criação e de destruição são definidos como:

â† =
1√
2

(

q̂

b
− i

p̂

c

)

, â =
1√
2

(

q̂

b
+ i

p̂

c

)

. (1.7)

Nas fórmulas acima q̂, p̂, â† e â são operadores. Os parâmetros:

b = (h̄/mω)
1
2 e c = (h̄mω)

1
2 (1.8)

definem as escalas de comprimento e de momento, respectivamente, e o seu produto é igual

a h̄.

Em termos dos operadores â† e â o operador hamiltoniano do oscilador harmônico

quântico fica:

Ĥ = h̄ω(ââ† +
1

2
). (1.9)

O estado coerente |z〉 é definido como um auto-estado do operador de aniquilação com

autovalor z, isto é:

â|z〉 = z|z〉. (1.10)

Pode-se mostrar que

|z〉 = e−
1
2
|z|2ezâ† |0〉 (1.11)

onde |0〉 é o estado fundamental do oscilador harmônico e z é o número complexo que

caracteriza o estado coerente, definido por:

z =
1√
2

(q

b
+ i

p

c

)

. (1.12)
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É importante destacarmos que os estados coerentes, para quaisquer valores de z, corres-

pondem a pacotes de onda gaussianos tanto na representação de posição:

〈x|z〉 = π−1/4b−1/2 exp

{

− 1

2b2
(x − q)2 +

i

h̄
p(x − q/2)

}

(1.13)

quanto na representação de momento:

〈px|z〉 = π−1/4c−1/2 exp

{

− 1

2c2
(px − p)2 − i

h̄
q(px − p/2)

}

. (1.14)

Os números q e p são os valores médios dos operadores correspondentes calculados no estado

coerente |z〉:

q = 〈z|q̂|z〉 (1.15)

e

p = 〈z|p̂|z〉. (1.16)

Dados dois diferentes estados coerentes |z〉 e |z′〉 eles satisfazem a seguinte relação, que

demonstra que eles não são ortogonais

〈z|z′〉 = exp

{

−1

2
|z′|2 + z⋆z′ − 1

2
|z|2

}

. (1.17)

Outra propriedade importante de estados coerentes é que, embora não sejam ortogonais,

ainda assim satisfazem a relação de completeza

11 =

∫

|z〉d
2z

π
〈z| (1.18)

onde devemos lembrar que d2z/π = dqdp/2πh̄.

A partir da relação acima podemos mostrar que os estados coerentes formam um conjunto

supercompleto, isto é, eles não são linearmente independentes visto que

|z′〉 = 11|z′〉 =

∫

〈z|z′〉d
2z

π
|z〉. (1.19)
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Em outras palavras, podemos expressar o estado coerente |z′〉 como uma superposição

de estados coerentes |z〉 e isto significa que qualquer estado pode ser expandido na base,

mas não de forma única.

Esta propriedade de supercompleteza possibilita o aparecimento de algumas alternativas

nas aplicações que utilizam a expansão de operadores em termos de estados coerentes e isto

será fundamental para os desenvolvimentos que serão descritos nos caṕıtulos posteriores.

Há vários motivos para que os estados coerentes sejam considerados os estados quânticos

com comportamento mais próximo do clássico entre todos os estados puros e também para a

sua utilização em um número muito grande de aplicações. Em particular, devemos lembrar

que os estados coerentes são correspondentes a pacotes de ondas gaussianos nas repre-

sentações da posição e do momento.

Algumas caracteŕısticas dos estados coerentes: a) minimizam a relação de incerteza

de Heisenberg; b) mantêm a sua forma sem se dispersar no caso do potencial do oscilador

harmônico; c) podem ser utilizados em uma descrição formalmente equivalente de part́ıculas

e fótons; d) são definidos para várias áreas da f́ısica o que possibilita extensões e ou aplicações

de resultados de uma área em outra completamente diferente; e) são as representações

quânticas mais próximas de pontos no espaço de fases.

Os estados coerentes do oscilador harmônico quântico foram propostos pela primeira

vez por Schrödinger em [51]. Ele queria encontrar estados que se comportassem de forma

clássica, ainda que estes estados não tivessem esta denominação na época. O termo estado

coerente foi criado por Glauber em [22] onde mostrou que estados coerentes são produzidos

quando uma corrente clássica interage com um campo de radiação. Aliás Glauber em [22],

[21] e Sudarshan em [53], criaram todo um novo campo de aplicações dos estados coerentes.

Quase que imediatamente depois, Klauder em [31], [32], desenvolveu um conjunto de estados

cont́ınuos onde aplicou as idéias básicas de estados coerentes aplicados em grupos de Lie,

o que teve seguimento nos trabalhos de Perelomov em [47] e de Gilmore em [20]. A idéia

geral aqui se apóia no fato de todos os problemas formulados na teoria quântica envolvem

algum grupo dinâmico, para o qual constrúımos uma base de estados coerentes, que assim

não ficam mais restritos ao oscilador harmônico e podem ser aplicados em uma grande
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variedade de problemas f́ısicos, conforme detalhado por Klauder e Skagerstam em [35] e

também por Zhang, Feng e Gilmore em [61].

Os motivos listados acima mais a extensão de aplicabilidade dos estados coerentes justi-

ficam a nossa escolha em trabalhar com integrais de trajetória na representação de estados

coerentes para expressar o propagador, já que posteriormente efetuaremos o cálculo de seu

limite semiclássico e isto abre a possibilidade de efetuarmos cálculos semelhantes em outras

áreas da F́ısica.

1.3 Ambigüidades na construção de Operadores

Desde o ińıcio da Mecânica Quântica até os dias atuais, vários autores tentaram resolver, sem

sucesso definitivo até agora, um problema ligado com a quantização de um dado sistema

clássico, o problema do ordenamento dos operadores. Dada uma hamiltoniana clássica,

H(q, p) = T (p) + V (q), a construção do operador hamiltoniano quântico correspondente é

livre de ambigüidades. No entanto, se a hamiltoniana clássica, H(q, p), for dada por uma

soma de monômios do tipo piqj , com i, j > 0, há um número infinito de formas posśıveis

para o operador quântico correspondente, cada uma relacionada com uma determinada regra

de ordenamento, ver [50], [12], [2], [29], [37],[55], [14], [52]. O problema do ordenamento

consiste em determinar se há uma regra definitiva para fazer a escolha do ordenamento

correto em todos os problemas de quantização. Este problema ainda não foi resolvido e não

parece que terá solução em um futuro próximo.

Por exemplo, à variável dinâmica clássica q2p podem corresponder as variáveis quânticas

q̂2p̂, q̂p̂q̂, p̂q̂2 ou qualquer combinação linear destas expressões. É claro que estas expressões

não são equivalentes já que o comutador de p̂ e q̂ não é nulo.

O problema em si envolve questões matemáticas ligadas à convergência e regularidade

de expansões de funções destes operadores, isto tanto em representações diretas quanto

em representações integrais destas funções, bem como a conveniência da escolha de um

certo tipo de ordenamento particularmente útil para descrever certo conjunto de medidas,

conforme discutido por Cahill e Glauber em [9]. Dada uma hamiltoniana clássica HC(q, p),
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há vários operadores Ĥ’s correspondentes, visto que q̂ e p̂ não comutam e a ordem em

que são considerados em cada monômio altera o operador hamiltoniano total. Isto significa

que temos então vários problemas quânticos diferentes com muitos resultados diferentes

correspondentes, sendo que as diferenças entre eles se tornam cada vez menores a medida

que h̄ se torna menor. Entre as infinitas possibilidades de ordenamento há algumas mais

conhecidas e mais utilizadas e entre elas, três são as mais importantes, o ordenamento

normal, o ordenamento antinormal e ordenamento de Weyl. O ordenamento normal é

obtido se reescrevermos HC em termos de z e z⋆, ordenando os termos de forma que, em cada

monômio, os z⋆ fiquem todos à esquerda dos z e substituindo z por â e z⋆ por â†, fazendo com

que cada monômio apareça na forma cmn(â†)m(â)n. O ordenamento antinormal é constrúıdo

inicialmente da mesma forma, mas com os z⋆ à direita dos z, de modo a se obter os monômios

correspondentes na forma cmn(â)n(â†)m. O terceiro tipo, conhecido como ordenamento de

Weyl, é descrito a partir de várias definições equivalentes. Em uma delas, primeiro devemos

escrever todos os posśıveis ordenamentos de cada monômio e depois tomarmos a média entre

todos eles. Uma outra definição do operador de Weyl, ÂW , correspondente a uma função

clássica A(q, p) pode ser obtido da seguinte maneira: primeiro escrevemos A(q, p) como a

transformada dupla de Fourier

A(q, p) =

∫∫

dαdβ B(α, β)ei(αq+βp) (1.20)

onde B(α, β) é a transformada inversa de A(q, p) e então o operador de Weyl é obtido pela

substituição de q e p por operadores nesta fórmula:

ÂW =

∫∫

dαdβ B(α, β)ei(αq̂+βp̂) . (1.21)

A regra estabelecida pela fórmula anterior é conhecida como regra de correspondência de

Weyl. A sua aplicação forneceria o seguinte operador associado à variável dinâmica clássica

q2p anteriormente citada:

q2p 7→ 1

3
(q̂2p̂ + q̂p̂q̂ + p̂q̂2). (1.22)
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De forma geral podemos dizer que a regra de Weyl faz corresponder ao produto qnpm

uma combinação linear totalmente simetrizada de termos, cada um deles com n fatores q̂’s

e m fatores p̂’s, com a expressão final dividida pelo número total de termos na expansão.

Desta forma, temos entre as infinitas possibilidades, três diferentes maneiras de se asso-

ciar um operador com uma função no espaço de fase clássico, levando-se em conta os três

ordenamentos descritos acima. Utilizaremos então as seguintes notações para estes opera-

dores ÂN , ÂA, e ÂW . Dos três , ÂW é o mais conveniente para o cálculo do limite clássico.

Por outro lado, também há três modos de associar uma função clássica com um dado ope-

rador Â, as quais são as transformadas inversas das transformações acima citadas. A mais

interessante (veja [29]) é a transformação de Weyl-Wigner, que é dada por:

AW (q, p) =

∫

ds e
i
h̄

ps
〈

q − s

2

∣

∣

∣Â
∣

∣

∣ q +
s

2

〉

. (1.23)

AW (q, p) é denominado śımbolo de Weyl do operador Â . As outras duas transformações

inversas também têm denominações próprias, as quais são apresentadas de maneiras difer-

entes de acordo com a referência. Adotaremos aqui uma das possibilidades encontradas na

literatura. No caso da transformação que associa um operador normalmente ordenado a uma

função clássica, a sua correspondente transformação inversa é denominada transformação Q

e a função clássica é chamada de śımbolo Q do operador

A(q, p) =⇒ ordenamento normal =⇒ ÂN

AQ(q, p) ⇐= transformação Q ⇐= Â .

(1.24)

Analogamente, o inverso do ordenamento antinormal é denominado como transformação P

e a função clássica é o śımbolo P do operador

A(q, p) =⇒ ordenamento antinormal =⇒ ÂA

AP (q, p) ⇐= transformação P ⇐= Â .

(1.25)
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Há uma expressão expĺıcita muito simples para o śımbolo Q

AQ(q, p) = 〈z|Â|z〉 . (1.26)

Para o śımbolo P não há nada tão fácil, mas ele é dado implicitamente pela exigência:

Â =

∫

|z〉AP (q, p)
d2z

π
〈z| . (1.27)

De todos os três śımbolos, o śımbolo Q, que é anaĺıtico tanto em z como em z⋆, é o

mais suave de todos. O śımbolo P é provavelmente o mais singular entre os três. O śımbolo

de Weyl fica numa posição intermediária em termos de singularidade. De acordo com o

que é discutido por Cahill e Glauber em [9], virtualmente todo operador de interesse possui

uma expansão em séries de potências convergente em termos dos produtos normalmente

ordenados dos operadores de criação e de destruição, enquanto que expansões em séries de

potências em termos de produtos antinormalmente ordenados apresentam uma generalidade

bem menor, além de que mesmo para muitos operadores bem comportados, os respectivos

coeficientes tornam-se infinitos.

Nos próximos caṕıtulos trabalharemos com três versões clássicas do hamiltoniano quân-

tico. A primeira será dada por HQ que é o śımbolo Q associado com o operador Ĥ, a

segunda, HP , que é o śımbolo P e finalmente com o śımbolo de Weyl HW .

Em resumo, de acordo com o que foi dito a respeito da três representações, dado que

teremos três hamiltonianas clássicas associadas com o hamiltoniano quântico Ĥ, o grau de

suavidade entre eles decresce na ordem HQ, HW , HP . Isto fica evidente a partir das relações:

HQ(q, p) =

√

2

π

∫

d2z′e−2|z−z′|2HW (q′, p′)

HW (q, p) =

√

2

π

∫

d2z′e−2|z−z′|2HP (q′, p′) .

(1.28)
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Indo no sentido oposto, as relações são:

HP (q, p) =

(

exp −1

2

∂2

∂z⋆∂z

)

HW (q, p)

HW (q, p) =

(

exp −1

2

∂2

∂z⋆∂z

)

HQ(q, p) .

(1.29)

As relações acima são deduzidas e discutidas de maneira mais detalhada por Agarwal

e Wolf em [2], onde os autores também apresentam alguns exemplos relacionados com os

diversos tipos de ordenamento.

É importante destacarmos que desde que Wigner em [59] introduziu a sua função de

distribuição com a qual ele mostrou que os valores esperados quânticos de certas grandezas

podem ser escritos em uma forma matemática semelhante as médias da mecânica estat́ıstica

clássica, observou-se que a associação da função de distribuição de Wigner com o estado do

sistema, envolve implicitamente uma certa regra de ordenamento, no caso o ordenamento

de Weyl, apresentado primeiramente em [56]. Isto significa que a partir do momento que

foram considerados outros tipos de ordenamento surgiram associadamente novas funções

de distribuição, a partir das quais os problemas quânticos podem ser expressos de uma

maneira quase clássica. Devemos notar que a escolha do ordenamento está intimamente

relacionada com a escolha da função de distribuição correspondente ou como também se

denomina, a representação correspondente. Outras funções de distribuição incluem a P de

Glauber-Sudarshan, a Q de Husimi e a de Kirkwood, para mais detalhes ver [39], [29]. De

acordo com Lee em [39] a escolha de uma dada função de distribuição não é tanto uma

questão de gosto e sim mais uma questão de necessidade. Por exemplo, na teoria quântica

da coerência óptica, vários dos cálculos essenciais envolvem valores esperados de produtos

antinormalmente ordenados, o que justifica a utilização da função de distribuição P de

Glauber-Sudarshan, enquanto que em problemas que envolvem a descrição de processos

de colisão no espaço de fase, utiliza-se freqüentemente a função distribuição de Wigner e

na descrição no espaço de fase de sistemas classicamente caóticos, utiliza-se a função de

distribuição Q de Husimi.

É importante relembrar que, durante um certo tempo, acreditou-se que a formulação
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da Mecânica Quântica em termos de integrais de trajetória estaria livre do problema de

ordenamento, o que gerou muitos trabalhos interessantes com opiniões controversas, o que

mostra que ainda há problemas com os ordenamentos, isto pode ser visto com mais detalhes

em [30], [41], [13], [18], [42], [43], [38] e [23].
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Caṕıtulo 2

Obtenção aproximada do

propagador com a Hamiltoniana de

Weyl

Neste caṕıtulo veremos as construções da integral de trajetória de Klauder e Skagerstan [35]

e suas aproximações semiclássicas [7]. Em seguida construiremos uma nova representação

quântica e obteremos o seu limite semiclássico, expresso na equação (2.19). Finalmente,

mostraremos que, dentro do limite de validade das aproximações, esta equação coincide com

a sugerida em [7], conforme publicado em Santos e Aguiar [16].

2.1 O Propagador de estado coerente e a sua aproximação

semiclássica nas versões de Klauder e Skagerstam

Como já vimos no caṕıtulo 1 o conjunto dos estados coerentes forma uma base supercompleta

e não ortogonal, já que cada estado do conjunto pode ser escrito como uma combinação linear

dos demais estados. Esta supercompleteza tem, por outro lado, importantes conseqüências

na formulação do propagador em termos de integrais de trajetórias. Em particular, isto

implica na existência de várias formas para as integrais de trajetórias, todas equivalentes

quanticamente, mas cada qual com um limite semiclássico ligeiramente diferente. Klauder
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e Skagerstam [35] propuseram duas formas básicas da integral de trajetória de estados

coerentes, cada uma delas tendo suas correspondentes vantagens e problemas [35]. O limite

semiclássico destes dois propagadores básicos foi considerado em [7], onde foi mostrado que

ambos os propagadores podem ser escritos em termos de trajetórias clássicas complexas,

cada uma governada por uma diferente representação clássica do operador hamiltoniano Ĥ:

a representação P em um caso e a representação Q no outro. Vamos rever brevemente estas

representações nesta seção.

2.1.1 O propagador

Dado um operador Hamiltoniano independente do tempo Ĥ, o propagador correspondente

na representação de estados coerentes é o elemento de matriz do operador de evolução

temporal entre os estados coerentes |z′〉 e |z′′〉:

K(z′′, T ; z′, 0) = 〈z′′|e− i
h̄

ĤT |z′〉. (2.1)

Vamos nos restringir aos Hamiltonianos que podem ser expandidos em séries de potências

dos operadores de criação e de destruição â† e â.

Na obtenção do limite semiclássico do propagador, o operador Hamiltoniano Ĥ é subs-

titúıdo por uma função Hamiltoniana clássica H(q, p). Esta substituição todavia, não é

univocamente definida, e as ambigüidades que existem na relação entre o operador Ĥ e

a função H(q, p) também surgem em conexão com a supercompleteza da base de estados

coerentes, como será mostrado nas próximas subseções.

Como já dissemos no caṕıtulo 2 trabalharemos com as três possibilidades citadas, orde-

namento normal, antinormal e de Weyl, que estão associados respectivamente com HQ, HP

e HW . Como ilustração vejamos como ficam estas três diferentes representações clássicas

para o seguinte operador hamiltoniano:

Ĥ = −1

2

∂2

∂x2
+

1

2
x2 + x4

19



(m = h̄ = 1) para o qual obtemos:

HQ = 1
2(p2 + x2) + x4 + 1

4(b2 + b−2) + 3b2x2 + 3b4/4

HP = 1
2(p2 + x2) + x4 − 1

4(b2 + b−2) − 3b2x2 + 3b4/4

HW = 1
2(p2 + x2) + x4

onde b é a largura do estado coerente. Observemos que o termo proporcional a x2, que

aparece com sinais opostos em HQ e HP , realmente modifica a dinâmica clássica com respeito

a HW .

Por outro lado é fácil percebermos que neste exemplo temos:

(HQ + HP )/2 =
1

2
(p2 + x2) + x4 + 3b4/4 = HW + O(h̄)2.

O resultado acima sugere a idéia de combinar de algum modo a ação dos dois procedimen-

tos sugeridos por Klauder e Skagerstam, fazendo com que no limite semiclássico a dinâmica

clássica seja determinada por uma média entre HQ e HP , o que daria aproximadamente

uma dinâmica governada pela hamiltoniana de Weyl, HW .

Nas próximas subseções ficará claro como estas diferentes representações aparecem natu-

ralmente no limite semiclássico do propagador de estados coerentes.

2.1.2 Integrais de Trajetória básicas e suas Aproximações Semiclássicas

O cálculo do propagador semiclássico na representação de estados coerentes a partir de

integrais de trajetória está discutido em detalhes em [7]. Nesta seção resumiremos estes

resultados prévios enfatizando a não unicidade do limite semiclássico como conseqüência da

supercompleteza da representação de estados coerentes.

Para conseguirmos escrever uma integral de trajetória para K(z′′, T ; z′, 0), temos que

dividir o intervalo de tempo em um grande número de fatias e, para cada fatia, um propa-

gador infinitesimal tem de ser calculado. Conforme apontado por Klauder and Skagerstam

[35], há no mı́nimo dois diferentes modos de se fazer isto. Cada um deles dá origem a uma

diferente representação da integral de trajetória. Embora eles correspondam a quantidades
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quânticas idênticas, suas aproximações semiclássicas são diferentes. A construção destas

duas representações será revista abaixo. Cumpre esclarecer que, no que segue, utilizaremos

o ı́ndice 1 para representar os cálculos feitos na representação Q e o ı́ndice 2 para representar

os cálculos feitos na representação P.

A primeira forma da integral de trajetória é constrúıda pelo fracionamento do intervalo

de tempo T em N partes ou fatias de tamanho τ e inserindo o operador unidade

11 =

∫

|z〉d
2z

π
〈z| (2.2)

entre todos os intervalos seguidos da propagação, isto é, em cada fatia. A parte real e a

parte imaginária de z serão denotadas por x e y, respectivamente. Em todas as integrações,

d2z/π significa dxdy/π. Depois de todas as inserções o propagador fica expresso como uma

integral em 2(N − 1) dimensões sobre todo o espaço de fase.

K(z′′, t; z′, 0) =

∫

{

N−1
∏

j=1

d2zj

π

}

N−1
∏

j=0

{

〈zj+1|e−
i
h̄

Ĥ(tj)τ |zj〉
}

(2.3)

com zN = z′′ e z0 = z′. Usando a fórmula de superposição de estados coerentes:

〈zj+1|zj〉 = exp

{

−1

2
|zj+1|2 + z⋆

j+1zj −
1

2
|zj |2

}

(2.4)

e expandindo e−iHτ/h̄ ≈ 1 − iHτ/h̄ podemos escrever:

〈zj+1|e−
i
h̄

Ĥ(tj)τ |zj〉 = exp

{

1

2
(z⋆

j+1 − z⋆
j )zj −

1

2
z⋆
j+1(zj+1 − zj) −

iτ

h̄
Hj+1,j

}

(2.5)

onde

Hj+1,j ≡
〈zj+1|Ĥ(tj)|zj〉

〈zj+1|zj〉
≡ H(z⋆

j+1, zj ; tj) (2.6)

e (1 − iHj+1,jτ/h̄) foi aproximado de novo por e−iHj+1,jτ/h̄. Com estas manipulações a
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primeira forma do propagador, que será representada por K1, resulta em:

K1(z
′′, t; z′, 0) =

∫

{

N−1
∏

j=1

d2zj

π

}

exp







N−1
∑

j=0

[

1

2
(z⋆

j+1 − z⋆
j )zj −

1

2
z⋆
j+1(zj+1 − zj) −

iτ

h̄
Hj+1,j

]







.

(2.7)

Quando o limite N → ∞ (respectivamente τ → 0) é tomado, as somas acima se transfor-

mam em integrais, e a expressão em (2.7) pode ser considerada exata, a não ser pelos bem

conhecidos problemas relacionados com os significados de tais integrais funcionais. Também,

Hj+1,j se reduz à função hamiltoniana suavizada H(z, z⋆) ≡ H1(z, z⋆) ≡ 〈z|Ĥ|z〉. Usando

as propriedades â|z〉 = z|z〉 e 〈z|â† = 〈z|z⋆ , vê-se que H pode ser facilmente calculado se Ĥ

for escrito em termos dos operadores de criação e de destruição com todos â† ’s à esquerda

dos â ’s. Portanto, H é exatamente o śımbolo Q do operador Hamiltoniano [29].

A segunda forma da integral de trajetória começa a partir da representação diagonal do

operador hamiltoniano, isto é:

Ĥ =

∫

|z〉H2(z
⋆, z)

d2z

π
〈z| . (2.8)

Supondo que Ĥ seja polinomial em p e q ou uma seqüência convergente de tais polinômios,

esta representação diagonal sempre existe. O cálculo de H2 não é tão direto quanto àquele

feito para H1, mas como vimos [29], H2(z
⋆, z) é exatamente o śımbolo P de Ĥ. Esta

segunda forma será comparada com a primeira forma da função hamiltoniana H1(z
⋆, z).

Para facilitar a comparação da segunda forma do propagador, que representaremos como

K2, com a primeira forma K1, é conveniente dividir o intervalo de tempo T em N −1 fatias,

ao invés de N . Escrevemos então:

K2(z
′′, T ; z′, 0) = 〈z′′|

N−1
∏

j=1

e−
iτ
h̄

Ĥ |z′〉 (2.9)

e, seguindo Klauder e Skagerstam, podemos escrever os propagadores infinitesimais como:

e−
i
h̄

Ĥτ ≈
∫

|zj〉
(

1 − iτ

h̄
H2(z

⋆
j , zj)

)

d2zj

π
〈zj | ≈

∫

|zj〉e−
iτ
h̄

H2(z⋆
j ,zj) d

2zj

π
〈zj | . (2.10)

22



O propagador completo K2 se torna igual a :

K2(zN ,T ; z0, 0) =

∫ N−1
∏

j=1

d2zj

π
〈zj+1|zj〉 exp

{

− iτ

h̄
H2(z

⋆
j , zj)

}

=

∫

{
N−1
∏

j=1

d2zj

π
} exp







N−1
∑

j=0

[

1

2
(z⋆

j+1 − z⋆
j )zj −

1

2
z⋆
j+1(zj+1 − zj) −

iτ

h̄
H2(z

⋆
j , zj)

]







.

(2.11)

Aqui é importante dizer que os cálculos dos limites semiclássicos dos propagadores apre-

sentados nas expressões acima envolvem vários procedimentos que incluem: obter os pontos

de fase estacionária, efetuar uma mudança de variáveis de tal modo que as novas variáveis

sejam os deslocamentos em relação aos pontos de fase estacionária, expandir o expoente

até segunda ordem em torno dos pontos estacionários, calcular as integrais gaussianas por

algum método de recorrência e fazer o limite do cont́ınuo. Além disto, devemos lembrar que

durante estes procedimentos, as variáveis z e z⋆ são totalmente independentes, por isto é

usual fazermos u = z e v = z⋆.

As diferenças entre K1 e K2 são sutis, mas importantes . Enquanto que os dois argu-

mentos de H1 em K1 pertencem a dois tempos adjacentes no reticulado de pontos, os dois

argumentos de H2 em K2 pertencem ao mesmo tempo. Embora ambas as formas forneçam

resultados idênticos quando computados exatamente, as diferenças entre os dois são im-

portantes para a aproximação de fase estacionária, resultando em diferentes propagadores

semiclássicos. Os cálculos semiclássicos de K1 e K2 foram apresentados em detalhe em [7].

Aqui apenas resumiremos os resultados:

K1(z
′′, t; z′, 0) =

∑

ν

√

i

h̄

∂2S1ν

∂u′∂v′′
exp

{

i

h̄
(S1ν + I1ν) −

1

2

(

|z′′|2 + |z′|2
)

}

, (2.12)

K2(z
′′, t; z′, 0) =

∑

ν

√

i

h̄

∂2S2ν

∂u′∂v′′
exp

{

i

h̄
(S2ν − I2ν) −

1

2

(

|z′′|2 + |z′|2
)

}

, (2.13)
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onde

Siν = Siν(v
′′, u′, t) =

t
∫

0

dt′
[

ih̄
2 (u̇v − v̇u) − Hi(u, v, t′)

]

− ih̄
2 (u′′v′′ + u′v′) (2.14)

é a ação e

Ii =
1

2

∫ T

0

∂2Hi

∂u∂v
dt (2.15)

é uma correção para a ação. A soma sobre ν representa a soma sobre todas as trajetórias

clássicas (complexas) que satisfazem as equações de Hamilton:

ih̄u̇ = +
∂Hi

∂v

ih̄v̇ = −∂Hi

∂u
(2.16)

com H(u, v) ≡ 〈v|Ĥ|u〉 e com as condições de contorno:

u(0) = z′ ≡ u′ , v(t) = z′′⋆ ≡ v” . (2.17)

É importante frisarmos que as duas fórmulas semiclássicas aqui obtidas não contêm apenas

a ação correspondente da trajetória clássica complexa, mas também contêm um termo de

correção, I, que aparece com diferentes sinais em cada uma delas (ver Eqs.(2.12) e (2.13)).

Os fatores I ′is representam uma parte importante das fórmulas acima e são absolutamente

necessários para recuperar o propagador exato para hamiltonianos quadráticos. Sem eles,

mesmo os cálculos para o oscilador harmônico ficam errados. Uma complicação técnica que

aparece aqui é que as trajetórias que satisfazem as equações (2.16) e as condições de contorno

(2.17) são em geral trajetórias complexas e, além disso, nem todas devem ser inclúıdas no

cálculo semiclássico. Uma discussão sobre trajetórias não contribuintes pode ser encontrada

nas referências [49, 1].
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2.1.3 A aproximação de Weyl conjecturada

Conforme já dissemos, existe um terceiro tipo de função Hamiltoniana, que pode ser obtida

a partir de Ĥ utilizando-se a transformação de Wigner:

HW (q, p) =

∫

ds e
i
h̄

ps
〈

q − s

2

∣

∣

∣
Ĥ

∣

∣

∣
q +

s

2

〉

. (2.18)

Este é a Hamiltoniana de Weyl. Como HW é obtida de Ĥ pela completa simetrização

dos operadores de criação e de destruição, isto faz com que HW seja uma média exata

entre H1 e H2 caso Ĥ só contenha até monômios cúbicos em â e â† e apenas uma média

aproximada para os outros casos. A fórmula semiclássica com H1 vem com uma correção

+I1 para a ação e aquela com H2 vem com uma correção de −I2. Isto sugere a possibilidade

de existir um terceiro tipo de aproximação semiclássica para o propagador, onde se usa a

Hamiltoniana de Weyl com nenhum termo de correção, visto que a média de +I1 e −I2 deve

ser aproximadamente igual a zero. Esta é a aproximação de Weyl, que foi conjecturada em

[7]:

KW (z′′, t; z′, 0) =
∑

ν

√

i

h̄

∂2SW

∂u′∂v′′
exp

{

i

h̄
SW − 1

2

(

|z′′|2 + |z′|2
)

}

(2.19)

com SW dado pela Eq.(2.14) com Hi substitúıdo por HW e a soma indicada deve ser feita

sobre todas as trajetórias clássicas.

Das três aproximações semiclássicas apresentadas, a aproximação de Weyl parece ser a

mais natural, visto que envolve o hamiltoniano clássico diretamente sem nenhuma correção

para a ação. Entretanto, esta fórmula não decorre das duas formas mais naturais da in-

tegral de trajetória propostas por Klauder e usadas nesta seção. Na próxima seção vamos

propor uma terceira forma de integral de trajetória cujo limite semiclássico coincide com a

aproximação de Weyl até primeira ordem em h̄.
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2.2 Uma forma Mista para a Integral de Trajetória

Neste caṕıtulo a fórmula dada na Eq.(2.19) será obtida por meio da construção de uma

nova representação da integral de trajetória quântica, Eq.(2.23), seu limite semiclássico,

Eq.(2.48), será então relacionado com a Eq.(2.19), conjecturada em [7]. Nós mostraremos

que as trajetórias clássicas envolvidas nesta fórmula são governadas pela média entre as

representações P e Q do operador Hamiltoniano. O termo de correção na fase, por outro

lado, será igual à metade da diferença entre os termos correspondentes nas formulações

anteriores. Mostraremos então que esta Hamiltoniana média pode ser substitúıda pela

Hamiltoniana clássica se for descartado o termo de correção, o erro sendo da ordem de h̄2.

O nosso resultado final será a fórmula conjecturada, Eq.(2.54).

A nova forma de integral de trajetória que descreveremos foi inspirada no fato de HW

ser quase a média de H1 e H2. A idéia é forçar o aparecimento desta média, combinando a

primeira e a segunda formas de integrais de trajetória de forma alternada em cada subin-

tervalo ou fatia do intervalo total considerado. Primeiramente escrevemos

K(z′′, t; z′, 0) = 〈zN |
N−1
∏

j=0

e−
i
h̄

Ĥτj |z0〉 (2.20)

onde zN = z”, z0 = z′, τj é o intervalo no tempo e consideraremos N par por conveniência.

Mesmo que mais tarde todos os intervalos de tempo τj sejam considerados iguais, o ı́ndice

j será mantido para controlar a seqüência dos intervalos de tempo.

Para j ı́mpar podemos aproximar:

e−
i
h̄

Ĥτj ≈
∫

|zj〉
(

1 − iτj

h̄
H2(z

⋆
j , zj)

)

d2zj

π
〈zj | ≈

∫

|zj〉e−
iτj
h̄

H2(z⋆
j ,zj) d

2zj

π
〈zj | . (2.21)

Para j > 0 par inserimos simplesmente um operador identidade à direita do propagador

infinitesimal:

e−
i
h̄

Ĥτj =

∫

e−
i
h̄

Ĥτj |zj〉
d2zj

π
〈zj | . (2.22)

Multiplicando este operador à esquerda pelo bra 〈zj+1| que advém do termo ı́mpar j + 1

e usando a aproximação empregada na primeira forma de integral de trajetória, Eq.(2.5),
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obteremos a seguinte forma mista para o propagador:

K(zN , T ; z0, 0) =

∫







N−1
∏

j=1

d2zj

π







exp







N−1
∑

j=0

[

1

2
(z⋆

j+1 − z⋆
j )zj −

1

2
z⋆
j+1(zj+1 − zj)

− iτ

h̄
ajH2,j −

iτ

h̄
bjH1,j

]}

≡
∫

{

N−1
∏

j=1

dz⋆
j dzj

2πi

}

ef(z⋆,z) (2.23)

onde aj é zero para j par e um para j ı́mpar, bj é zero para j ı́mpar e um se j for par. Neste

ponto foi suprimido o ı́ndice nos intervalos de tempo e foi colocado τj = τ . O expoente f é

dado por:

f(z⋆, z) =
N−1
∑

j=0

{

1

2
(z⋆

j+1 − z⋆
j )zj −

1

2
z⋆
j+1(zj+1 − zj) −

iτ

h̄
ajH2,j −

iτ

h̄
bjH1,j

}

(2.24)

onde introduzimos a notação abreviada H2,j ≡ H2(z
⋆
j , zj) and H1,j ≡ H(z∗j+1, zj).

2.2.1 A Aproximação de Expoente Estacionário

No limite semiclássico h̄ → 0, podemos calcular as integrais da Eq.(2.23) utilizando a aproxi-

mação de fase estacionária. Podemos dizer que as contribuições mais significativas para

estas integrais acontecem nos pontos de fase estacionária, que são encontrados exigindo-se

que sejam nulas as derivadas de f com relação a z e z⋆ separadamente. Obtemos:

∂f

∂zj
= z⋆

j+1 − z⋆
j − iajτ

h̄

∂H2,j

∂zj
− ibjτ

h̄

∂H1,j

∂zj
= 0 ; j = 1, . . . , N − 1

∂f

∂z⋆
j+1

= −zj+1 + zj −
iaj+1τ

h̄

∂H2,j

∂z⋆
j+1

− ibjτ

h̄

∂H1,j

∂z⋆
j+1

= 0 ; j = 0, . . . , N − 2 . (2.25)

Agora definimos novas variáveis de integração η e η⋆, as quais descrevem os desvios de z

e z⋆ em relação aos pontos de fase estacionária, z → z + η , z⋆ → z⋆ + η⋆, com as condições

de contorno:

η0 = η⋆
0 = ηN = η⋆

N = 0 . (2.26)
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Expandindo-se o expoente em uma série de Taylor em (η⋆, η) próximo aos pontos de fase

estacionária (z⋆, z) até segunda ordem e reinserindo o resultado na Eq.(2.23) temos que:

K(z′′, t; z′, 0) = ef(z⋆,z)

∫







N−1
∏

j=1

dη⋆
j dηj

2πi







exp

N−1
∑

j=0

{

− iτ

2h̄
[bj

∂2H1,j

∂z2
j

+ aj
∂2H2,j

∂z2
j

]η2
j

− i

2h̄
[bjτ

∂2H1,j

∂z⋆2
j+1

+ aj+1τ
∂2H2,j+1

∂z⋆2
j+1

]η⋆2
j+1

−
(

1 +
iτaj

h̄

∂2H2,j

∂z⋆
j ∂zj

)

η⋆
j ηj +

(

1 − iτbj

h̄

∂2H1,j

∂z⋆
j+1∂zj

)

η⋆
j+1ηj

}

. (2.27)

As integrais na Eq.(2.27) podem ser efetuadas usando as mesmas técnicas apresentadas

em [7]. A idéia é integrar primeiro sobre η⋆
1 e η1, e então sobre η⋆

2 e η2, etc. Uma fórmula

de recorrência pode ser prontamente estabelecida e, uma vez feitas todas as integrações,

obtemos:

K(zN , t; z0, 0) = ef(z⋆,z)
N−1
∏

j=1

1
√

(1 +
iτaj

h̄

∂2H2,j

∂z⋆
j ∂zj

)2 + 2i
τ

h̄
(aj

∂2H2,j

∂z2
j

+ bj
∂2H1,j

∂z2
j

)Xj

(2.28)

onde Xj satisfaz:

Xj = − iτaj

2h̄

∂2H2,j

∂z⋆2
j

− iτbj−1

2h̄

∂2H1,j−1

∂z⋆2
j

(2.29)

+

(

1 − iτbj−1

h̄

∂2H1,j−1

∂z⋆
j ∂zj−1

)2

(1 +
iτaj−1

h̄

∂2H2,j−1

∂z⋆
j−1∂zj−1

)2 + 2
iτ

h̄
(aj−1

∂2H2,j−1

∂z2
j−1

+ bj−1
∂2H1,j−1

∂z2
j−1

)Xj−1

Xj−1 (2.30)

para j = 1, . . . , N − 1 com X0 = 0.
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2.2.2 A Hamiltoniana Efetiva

Para obtermos o limite do cont́ınuo das equações discretizadas do movimento, Eq. (2.25),

primeiro devemos notar que, visto que aj é zero para j par e um para j ı́mpar e que bj é

zero para j ı́mpar e um se j for par, a segunda das equações em (2.25) dá:

−zj+1 + zj = 0 (2.31)

para j par.

Este resultado motiva a escolha de um novo passo para cada subintervalo de tempo,

ǫ = 2τ , de tal modo que a evolução temporal discretizada vá de zj diretamente para zj+2

para j par e de z⋆
j diretamente para z⋆

j+2 para j ı́mpar. Esta escolha de um novo passo

de subintervalo de tempo só é posśıvel caso se encontre uma Hamiltoniana efetiva capaz de

causar a correspondente evolução para ambas as variáveis z e z∗. Realmente, as equações

de movimento podem ser colocadas na forma:

zj+1 − zj−1

ǫ
= − i

h̄

∂Hef,j

∂z⋆
j

j = 1, 3, 5 . . . , N − 3

z⋆
j+1 − z⋆

j−1

ǫ
=

i

h̄

∂Hef,j

∂zj
j = 2, 4, . . . , N − 2 . (2.32)

onde

Hef,j ≡ (bjH1,j + bj−1H1,j−1 + aj−1H2,j + ajH2,j+1) /2

=











H1,j + H2,j

2
para j par

H1,j−1 + H2,j+1

2
para j ı́mpar .

(2.33)

Observemos que, como os saltos nos pontos são feitos agora com o passo no tempo ǫ = 2τ ,

perde-se o ponto z⋆
N na Eq.(2.32). Isto, todavia, não afeta o limite do cont́ınuo, se no final

tomarmos z⋆
N−1 = z⋆

N para assegurar a condição de contorno adequada.
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No limite onde 2τ = ǫ tende a zero, a Hamiltoniana efetiva se reduz a:

HC(z
⋆, z) ≡ H1(z

⋆, z) + H2(z
⋆, z)

2
. (2.34)

Como no caso das fórmulas semiclássicas Eqs.(2.12) e (2.13) para K1 e K2, a trajetória

estacionária é usualmente complexa. É então conveniente seguirmos a notação apresentada

em [7] e fazer as substituições:

z → u =
1√
2

(q

b
+ i

p

c

)

z⋆ → v =
1√
2

(q

b
− i

p

c

)

. (2.35)

onde q e p são váriaveis complexas e u 6= v⋆.

Em termos de u e v, as condições de fase estacionária (2.25) se tornam as equações de

Hamilton com HC :

ih̄u̇ = +
∂HC
∂v

ih̄v̇ = −∂HC
∂u

(2.36)

com condições de contorno idênticas à Eq.(2.17). A função f pode ser simplificada para:

f =

∫ t

0
dt′

[

1

2
(v̇u − u̇v) − i

h̄
HC(u, v, t′)

]

+
1

2
(v′′u′′ + v′u′) − 1

2
(|z′′|2 + |z′|2) (2.37)

onde u(0) = u′ = z′, v(0) = v′, u(T ) = u” e v(T ) = v” = z”⋆.

Em seguida calculamos o produto que aparece em (2.28). Efetuando o limite N → ∞ e
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usando a expansão ln(1 + x) = x + O(x2) obtemos:

Γ ≡ lim
N→∞

N−1
∏

j=1

{

(1 +
iτaj

h̄

∂2H2,j

∂z⋆
j ∂zj

)2 + 2i
τ

h̄
(aj

∂2H2,j

∂z2
j

+ bj
∂2H1,j

∂z2
j

)Xj

}− 1
2

= lim
N→∞

exp

{

−1

2

N−1
∑

j=1

ln[1 +
2iτaj

h̄

∂2H2,j

∂z⋆
j ∂zj

+ 2i
τ

h̄
(aj

∂2H2,j

∂z2
j

+ bj
∂2H1,j

∂z2
j

)Xj + O(τ2)]

}

= lim
N→∞

exp

{

− i

h̄

N−1
∑

j=1

τ [aj
∂2H2,j

∂z⋆
j ∂zj

+ (aj
∂2H2,j

∂z2
j

+ bj
∂2H1,j

∂z2
j

)Xj ]

}

. (2.38)

A fim de transformar estas somas em integrais devemos notar que:

lim
N→∞

{N−1
∑

j=1

τ(ajF (tj))

}

= lim
N→∞

τ(F (t1) + F (t3) + F (t5) + ...)

=
1

2
lim

N→∞
τ(F (t1) + F (t1) + F (t3) + F (t3) + F (t5) + ...)

=
1

2
lim

N→∞
τ(F (t1) + F (t2) + F (t3) + F (t4) + F (t5) + ...)

=
1

2

t
∫

0

dt′ F (t′) (2.39)

visto que para funções suaves, F (tj) → F (tj+1) para τ → 0. As integrais com os coeficientes

bj também adquirem o fator 1/2 . Usando estes resultados obtemos:

Γ = exp

{

− i

h̄

t
∫

0

dt′ (
1

2

∂2H2

∂u∂v
(t′) +

1

2
(
∂2H1

∂u2
+

∂2H2

∂u2
)X(t′))

}

= exp

{

− i

h̄

t
∫

0

dt′ [
1

2

∂2H2

∂u∂v
(t′) +

∂2HC
∂u2

(t′)X(t′)]

}

. (2.40)
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2.2.3 A Fase Efetiva

Substituindo Γ e f na Eq.(2.28) obtemos:

K(z′′, t; z′, 0) = exp

{

− i

h̄

t
∫

0

dt′ [
1

2

∂2H2

∂u∂v
(t′) +

∂2HC
∂u2

(t′)X(t′)]

}

exp

{

t
∫

0

dt′
[

1

2
(v̇u − u̇v) − i

h̄
HC

]

+
1

2

(

v′u′ + v′′u′′) − 1

2

(

|z′|2 + |z′′|2
)

}

.

(2.41)

Ainda devemos escrever a forma cont́ınua da fórmula de recorrência (2.29) para X(t).

No limite N → ∞ obtemos a equação diferencial não linear:

Ẋ(t) = − i

2h̄

∂2HC
∂v2

− 2
i

h̄

∂2HC
∂u∂v

X(t) − 2
i

h̄

∂2HC
∂u2

X2(t) (2.42)

com a condição inicial X(0) = 0.

Esta equação foi resolvida em [7] e o resultado é: X = 1
2

δu
δv onde δu e δv são soluções

das equações de Hamilton linearizadas:

δu̇ = − i

h̄

∂2HC
∂u∂v

δu − i

h̄

∂2HC
∂v2

δv

δv̇ = +
i

h̄

∂2HC
∂u2

δu +
i

h̄

∂2HC
∂u∂v

δv (2.43)

onde as derivadas são calculadas na trajetória estacionária e as condições iniciais são δu(0) =

0 e δv(0) arbitrária. O segundo termo na primeira exponencial de (2.41) pode agora ser

transformado com a ajuda de (2.43)

i

h̄

∂2HC
∂u2

X =
i

2h̄

∂2HC
∂u2

δu

δv
=

1

2

δv̇

δv
− i

2h̄

∂2HC
∂u∂v

=
1

2

d

dt
ln δv − i

2h̄

∂2HC
∂u∂v

(2.44)
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de modo que o primeiro expoente de (2.41) torna-se:

exp

{

− i

h̄

∫ t

0

dt′[
1

2

∂2H2

∂u∂v
(t′) +

∂2HC
∂u2

(t′)X(t′)]

}

(2.45)

= exp

{

+
i

4h̄

∫ t

0

dt′[
∂2H1

∂u∂v
(t′) − ∂2H2

∂u∂v
(t′)]

}

exp

{

−1

2

∫ t

0

dt′
[

d

dt′
(ln δv)

]

}

=

√

δv′

δv′′
exp

[

i

h̄

(

I1 − I2

2

)]

≡
√

δv′

δv′′
exp

[

i

h̄
IC

]

. (2.46)

O préfator δv′/δv′′ pode ser escrito também em termos da Ação usando ∂SC/∂u′ =

−ih̄v′, onde:

SC(v′′, u′, t) =
t
∫

0

dt′
[

ih̄
2 (u̇v − v̇u) − HC(u, v, t′)

]

− ih̄
2 (u′′v′′ + u′v′) (2.47)

é a Ação Efetiva. No final obtemos:

K(z′′, t; z′, 0) =

√

i

h̄

∂2SC

∂u′∂v′′
exp

{

i

h̄
(SC + IC) − 1

2
(|z′|2 + |z′′|2)

}

(2.48)

onde

IC =
1

2
(I1 − I2) (2.49)

é a fase efetiva.

2.3 A Aproximação de Weyl

A equação (2.48) é o principal resultado deste caṕıtulo. Ele representa uma terceira apro-

ximação semiclássica para o propagador de estados coerentes, envolvendo a Hamiltoniana

Efetiva HC = (H1 + H2)/2 e a fase efetiva IC = (I1 − I2)/2.

Para o oscilador harmônico I1 e I2 são exatamente iguais e IC = 0. Neste caso HC coin-

cide com a Hamiltoniana Clássica ou de Weyl HW , e a aproximação conjecturada em (2.19)

é obtida. De fato I1 = I2 e HC = HW para todas Hamiltonianas polinomiais envolvendo até
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no máximo potências cúbicas de q ou p [7]. Isto pode ser visto a partir das fórmulas [7, 35]

H1(z
⋆, z) = exp

(

1

2
δ̂

)

HW (z⋆, z) (2.50)

H2(z
⋆, z) = exp

(

−1

2
δ̂

)

HW (z⋆, z) (2.51)

onde δ̂ = ∂2/∂z⋆∂z. Isto dá:

HC = cosh

(

1

2
δ̂

)

HW = HW − 1

8

∂4

∂z2∂z⋆2 HW + ... (2.52)

o que mostra explicitamente que HC = HW para até polinômios cúbicos. Além do mais,

usando as relações:

q = (z + z⋆)(
b√
2
) p = (z − z⋆)(

−ih̄

b
√

2
) (2.53)

com b ∼ c ∼ O(h̄1/2), vê-se que termos quárticos ou de ordem superior contribuem para

HC ou IC apenas como termos da ordem de h̄2. Estes termos podem em prinćıpio ser

desprezados, visto que eles estão além do escopo da aproximação. Levando-se em conta

estas considerações, conforme publicado em [16], podemos reescrever o propagador como:

K(z′′, t; z′, 0) =

√

i

h̄

∂2SW

∂u′∂v′′
exp

{

i

h̄
SW − 1

2
(|z′|2 + |z′′|2)

}

(2.54)

onde SW é dado pela Eq. (2.47) com HC substitúıdo por HW . Esta é a fórmula de Weyl

conjecturada em [7].

Como observação final deste caṕıtulo devemos destacar que as diferenças entre as três

fórmulas semiclássicas apresentadas neste caṕıtulo são da ordem de h̄, e tendem para zero no

limite semiclássico. Entretanto, estas diferenças são sempre relevantes em baixas energias,

e podem se tornar expĺıcitas ao se considerar a transformada de Fourier destas fórmulas

dependentes do tempo. Uma discussão da representação de energia destes propagadores

semiclássicos foi apresentada na seção 6 de [7], incluindo a dedução das regras de quantização.
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Caṕıtulo 3

Integrais de Trajetória com estados

coerentes na representação de Weyl

Neste caṕıtulo construiremos uma integral de trajetória com estados coerentes utilizando

o śımbolo de Weyl para o operador Hamiltoniano. Seguiremos de forma muito próxima o

nosso trabalho apresentado em [17]. A representação que construiremos será muito diferente

das duas formas de integral de trajetória sugeridas por Klauder e Skagerstan em [35] e da

forma mista que propusemos, que foram discutidas no caṕıtulo 2. Mostraremos que o limite

semiclássico do propagador na representação de estados coerentes utilizando a regra de or-

denamento de Weyl é baseado em trajetórias clássicas que são independentes da largura dos

estados coerentes. Este propagador também não apresenta as correções de fase encontradas

em [7] para as duas possibilidades de integrais de trajetória sugeridas por Klauder ou a

correção média que obtivemos para a forma mista. A nova integral de trajetória obtida

fornece também uma conexão direta entre a representação de Wigner e a representação de

Husimi para o operador de evolução. Mostraremos que o limite semiclássico do propagador

em termos de estados coerentes na representação de Weyl é realmente dado pela expressão

que havia sido conjecturada em [7].

No caṕıtulo anterior apresentamos uma primeira tentativa de se obter uma representação

semiclássica envolvendo diretamente a representação de Weyl de Ĥ, conforme publicado

em [16]. Neste caṕıtulo vamos construir uma nova representação da integral de trajetória
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quântica na representação de estados coerentes que contêm precisamente HW e deduziremos

o seu limite semiclássico. A nova construção é baseada nas propriedades dos operadores de

translação e de reflexão [6, 45], os quais formam uma base para a expressão de operadores

gerais. Enquanto que nas integrais de trajetória apresentadas anteriormente cada trajetória

contribui com um termo da forma exp iS/h̄, onde S é a ação ao longo da trajetória (calculada

com HQ, HP ou HC), o expoente na nova forma é um tanto diferente e não se assemelha

imediatamente com uma ação.

3.1 Cálculo com o śımbolo de Weyl

A nova forma de integral de trajetória que descreveremos nesta seção é baseada em uma

expansão do Hamiltoniano numa base cont́ınua de operadores de reflexão, R̂, cujo coeficiente

de expansão, H, é exatamente o śımbolo de Weyl de Ĥ. Vamos rever primeiramente as

regras básicas da álgebra dos operadores de reflexão e de translação na mecânica quântica

[6], seguindo de maneira muito próxima o desenvolvimento apresentado na referência [45].

Em seguida usaremos estes resultados para construir a integral de trajetória.

3.1.1 Operadores de Translação e Operadores de Reflexão

Considere a famı́lia de operadores de translação:

T̂ξ = e
i
h̄
(pq̂−qp̂) = eipq̂/h̄ e−iqp̂/h̄ e−iqp/2h̄ = e−iqp̂/h̄ eipq̂/h̄ e+iqp/2h̄ (3.1)

onde ξ = (q, p) é um ponto no espaço de fase. Pode-se mostrar que T̂ξ forma uma base

completa, isto é, qualquer operador Â pode ser expresso como:

Â =

∫

dξ

2πh̄
A(ξ)T̂ξ (3.2)

onde dξ = dqdp.

A transformada de Fourier dos operadores T̂ξ forma uma famı́lia complementar de ope-

radores de reflexão, R̂x, conhecidos como operadores de paridade P, os quais também formam
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uma base:

R̂x ≡ 1

4πh̄

∫

dξ e
i
h̄
(x∧ξ) T̂ξ (3.3)

onde x = (Q, P ) e x ∧ ξ = Pq − Qp. Em termos destes operadores nós podemos escrever:

Â =

∫

dx

πh̄
A(x)R̂x =

1

4π2h̄2

∫

dξ dxA(x) e
i
h̄
(x∧ξ) T̂ξ (3.4)

onde dx = dQdP . Quando esta expressão é invertida para escrever A(x) em termos de Â,

nós encontramos precisamente a representação de Weyl. Isto é apresentado no apêndice A.

É conveniente escrever algumas destas expressões em termos de â, â†, z e z∗ ao invés de q̂,

p̂, q e p. Nós encontramos que:

T̂ξ = e(zâ†−z∗â) = ezâ†
e−z∗â e−|z|2/2 , (3.5)

o qual reconhecemos como o operador de deslocamento [22, 47, 44] freqüentemente utilizado

na óptica quântica. Também:

〈zk|T̂ξ|zk−1〉 = ezz∗k−z∗zk−1−|z|2/2 〈zk|zk−1〉 (3.6)

e

〈zk|Â|zk−1〉 =
1

4π2h̄2

∫

dxA(x)〈zk|zk−1〉
∫

dξ e
i
h̄
(x∧ξ) ezz∗k−z∗zk−1−|z|2/2. (3.7)

Visto que a integral sobre ξ = (q, p) é quadrática, ela pode ser feita imediatamente (note

que (q, p) aparece em ξ, z e z⋆). Definindo:

wk =
1√
2

(

Q

b
+ i

P

c

)

(3.8)

onde o ı́ndice k é adicionado por uma conveniência futura e encontramos:

〈zk|Â|zk−1〉 = 2

∫

dwkdw∗
k

π
A(wk, w

∗
k) e−2|wk|2+2z∗kwk+2zk−1w∗

k−|zk|2/2−|zk−1|2/2−z∗kzk−1 (3.9)
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onde

dwkdw∗
k

π
=

dQdP

2πh̄
. (3.10)

Como a notação sugere, esta expressão será nosso ponto de partida para construir a

integral de trajetória. Quando Â for substitúıdo pelo propagador infinitesimal e−iĤτ/h̄ ≈

1− iĤτ/h̄ e uma seqüência destes elementos matriciais forem multiplicados, descobriremos

que todos os zk’s e z∗k’s aparecem somente em formas quadráticas que são também integrados.

A integral resultante será escrita nas novas variáveis wk e w⋆
k.

3.1.2 A Integral de Trajetória

Nós partimos de:

K(z′′, t; z′, 0) =

∫

{

N−1
∏

j=1

dzjdz∗j
2πi

}

N
∏

j=1

{

〈zj |e−
i
h̄

Ĥ(tj)τ |zj−1〉
}

(3.11)

onde zN = z”, z0 = z′, τ é o espaçamento no tempo, Nτ = T e tomaremos N par por

conveniência. Os propagadores infinitesimais podem ser calculados com Eq.(3.9) simples-

mente trocando A(xk) por e−iH(xk)τ/h̄ onde H(xk) é o śımbolo de Weyl de Ĥ calculado em

(Qk, Pk). Nós obtemos:

K (z′′, t; z′, 0) = 2N
∫

{

∏N
j=1

dwjdw∗
j

2πi

}

∫

{

∏N−1
j=1

dzjdz∗j
2πi

}

×

exp {∑N
k=1

[

− i
h̄Hkτ − 2|wk|2 + 2z∗kwk + 2zk−1w

∗
k − |zk|2

2 − |zk−1|2
2 − z∗kzk−1

]

}

(3.12)

onde Hk = H(wk, w
∗
k). As integrais sobre os zj ’s e sobre os z∗j ’s são quadráticas e podem

ser calculadas exatamente. Quando isto é feito obtemos:

K(z′′, t; z′, 0) =
∫

{

∏N
j=1

dwjdw∗
j

πi

}

eφN− |z′|2

2
− |z′′|2

2

=
∫

{

∏N
j=1

dwjdw∗
j

πi

}

eψN+2CNz′′∗−2C∗
Nz′− |z′|2

2
− |z′′|2

2
+z′z′′∗

(3.13)
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onde

φN =
∑N

k=1

[

−iτHk/h̄ − 2|wk|2 + 2z′′∗wN+1−k(−1)k+1 + 2z′w∗
k(−1)k+1

]

+4
∑N−1

k=1

∑k
j=1 w∗

k+1wk+1−j(−1)j+1 + z′z′′∗.

(3.14)

Na segunda linha de (3.36) nós escrevemos a dependência do propagador em z′ e z′′∗ ex-

plicitamente e definimos:

ψN =
∑N

k=1

[

−iτHk/h̄ − 2|wk|2
]

+ 4
∑N−1

k=1

∑k
j=1 w∗

k+1wk+1−j(−1)j+1,

CN =
∑N

k=1 wN+1−k(−1)k+1.
(3.15)

No limite do cont́ınuo podemos escrever ainda

K(z′′, t; z′, 0) =

∫

D[w, w∗]eψ[w,w∗]+2C[w,w∗]z′′∗−2C∗[w,w∗]z′− |z′|2

2
− |z′′|2

2
+z′z′′∗ . (3.16)

3.1.3 Forma Alternativa e o Limite do Cont́ınuo

As equações (3.36) e (3.16) correspondem à integral de trajetória de estados coerentes na

representação de Weyl. Essa forma é muito diferente das apresentadas por Klauder e Ska-

gerstan em dois aspectos: a medida contém um fator 2 no denominador e, mais importante

ainda, o expoente não se parece nada com uma ação. Embora estas expressões pareçam ser

mais práticas para cálculos reais (veja seção C adiante), nós podemos manipular os termos

em φN para torná-lo mais familiar e parecido com uma função ação. Entretanto, só depois

de efetuarmos o limite do cont́ınuo que realmente podemos reconhecer a ação como parte

do expoente. Nós faremos estas manipulações agora, mas insistimos que as equações (3.36)

e (3.16) são os análogos diretos das equações (2.7), (2.11) e (2.23) para as representações

Q, P e mista respectivamente. Embora não usuais, e talvez mais complicadas, veremos que

no limite semiclássico, a forma de Weyl se torna a mais simples de todas. Mostramos no
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apêndice B que os termos quadráticos em φN podem ser escritos como:

−∑N
k=1 2|wk|2 + 4

∑N−1
k=1

∑k
j=1 w∗

k+1wk+1−j(−1)j+1

= 2
∑N−1

k=1,3

[

wk(w
∗
k+1 − w∗

k) − w∗
k+1(wk+1 − wk)

]

−4
∑N−1

k=1,3(wk+1 − wk)
∑N−2

l=k+1,k+3(w
∗
l+2 − w∗

l+1)

(3.17)

onde as somas do lado direito são feitas em passo duplo, de dois em dois. Os termos

proporcionais a z′ e z′′∗ podem ser reescritos como:

∑N
k=1 w∗

k(−1)k+1 = −∑N−1
k=1,3(w

∗
k+1 − w∗

k)

∑N
k=1 wN+1−k(−1)k+1 =

∑N−1
k=1,3(wk+1 − wk).

(3.18)

Quando estes termos são recolocados no expoente nós obtemos:

φN = 2
∑N−1

k=1,3

[

wk(w
∗
k+1 − w∗

k) − w∗
k+1(wk+1 − wk)

]

− iτ
h̄

∑N
k=1 Hk

−4
∑N−1

k=1,3(wk+1 − wk)
∑N−2

l=k+1,k+3(w
∗
l+2 − w∗

l+1)

−2z′
∑N−1

k=1,3(w
∗
k+1 − w∗

k) + 2z′′∗
∑N−1

k=1,3(wk+1 − wk) + z′z′′∗.

(3.19)

Esta é a versão discreta alternativa de φN . Embora não muito mais esclarecedora do que a

forma original, Eq.(3.37), a primeira linha mostra uma semelhança próxima com a função

ação. O mais importante aqui é que esta expressão está pronta para o limite do cont́ınuo.

Tomando N → ∞, τ → 0 com Nτ = T nós obtemos:

φ = − iτ
h̄

∫ T
0 Hdt +

∫ T
0 (wẇ∗ − w∗ẇ) dt −

∫ T
0 ẇ(t)

∫ T
t ẇ∗(t′)dt′dt

−z′
∫ T
0 ẇ∗dt + z′′∗

∫ T
0 ẇdt + z′z′′∗.

(3.20)

Observe que os fatores 2 e 4 são compensados pelas somas feitas em passos duplos.

As integrais no último termo da primeira linha podem ser reescritas como:

∫ T

0
ẇ(t)[w∗(T ) − w∗(t)]dt = w∗(T )[w(T ) − w(0)] −

∫ T

0
ẇ(t)w∗(t)dt. (3.21)

O último termo acima se cancela com um dos termos na equação (3.20). Depois de efetuar

as integrais na segunda linha da Eq.(3.20), fazer alguns simples rearranjos e uma integração
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por partes, nós podemos escrever o expoente na forma:

φ = i
h̄S + (z′ − w(0))

[

w∗(0) + z′′∗−w∗(T )
2

]

+ (z′′∗ − w∗(T ))
[

w(T ) + z′−w(0)
2

]

(3.22)

onde S é a ação (complexa) [7]:

S =

∫ T

0

[

ih̄

2
(w∗ẇ − wẇ∗) − H

]

dt − ih̄

2
(w∗(T )w(T ) + w∗(0)w(0)). (3.23)

Deve-se notar que a ação na representação dos estados coerentes não é apenas a integral cor-

respondente a pq̇−H, mas inclui importantes termos de contorno. Além disto o expoente φ

da integral de trajetória não é apenas a ação e também inclui termos de contorno adicionais.

Nós veremos, contudo, que os termos extras na Eq.(3.22) se anulam no limite semiclássico.

3.2 Limite Semiclássico

O Limite semiclássico do propagador é obtido efetuando-se as integrais sobre wk e w∗
k com a

aproximação da fase estacionária. Como o expoente φN não é uma fase, mas uma quantidade

complexa, usaremos a denominação ‘aproximação do expoente estacionário’.

3.2.1 A Condição de Expoente Estacionário

Usando a equação (3.37) para N e l pares nós obtemos:

∂φN

∂w∗
l

= − iτ

h̄

∂Hl

∂w∗
l

− 2wl − 2z′ + 4[wl−1 − wl−2 + · · · − w2 + w1] ≡ 0

e

∂φN

∂w∗
l+1

= − iτ

h̄

∂Hl+1

∂w∗
l+1

− 2wl+1 + 2z′ + 4[wl − wl−1 + · · · + w2 − w1] ≡ 0.

Somando estas duas equações, obtemos simplesmente:

− i

h̄

1

2

[

∂Hl

∂w∗
l

+
∂Hl+1

∂w∗
l+1

]

=
wl+1 − wl

τ
. (3.24)
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Para l = 1 nós obtemos:

∂φN

∂w∗
1

= − iτ

h̄

∂H1

∂w∗
1

− 2w1 + 2z′ ≡ 0. (3.25)

Para as derivadas com relação a wl nós procedemos da mesma maneira. Para l ı́mpar

obtemos:

∂φN

∂wl
= − iτ

h̄

∂Hl

∂wl
− 2w∗

l − 2z′′∗ + 4[w∗
l+1 − w∗

l+2 + · · · − w∗
N−1 + w∗

N ] ≡ 0

e

∂φN

∂wl+1
= − iτ

h̄

∂Hl+1

∂wl+1
− 2w∗

l+1 + 2z′′∗ + 4[w∗
l+2 − w∗

l+1 + · · · + w∗
N−1 − w∗

N ] ≡ 0.

Somando as duas equações, obtemos:

− i

h̄

1

2

[

∂Hl

∂wl
+

∂Hl+1

∂wl+1

]

= −
w∗

l+1 − w∗
l

τ
. (3.26)

Finalmente para l = N nós obtemos:

∂φN

∂wN
= − iτ

h̄

∂H1

∂wN
− 2w∗

N + 2z′′∗ ≡ 0. (3.27)

Tomando o limite do cont́ınuo e usando as variáveis u e v no lugar de w e w∗, as equações

(3.24), (3.26), (3.25) e (3.27) tornam-se:

ih̄u̇ = +
∂HW

∂v
, ih̄v̇ = −∂HW

∂u
(3.28)

com condições de contorno:

u(0) = w(0) = z′ , v(T ) = w⋆(T ) = z′′⋆ . (3.29)

A média das derivadas em passos consecutivos que aparecem no lado esquerdo das equações

(3.24) e (3.26) se parece com as condições estacionárias obtidas no caṕıtulo anterior. Naquele

caso, entretanto, uma das derivadas envolvia HP e a outra HQ.
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3.2.2 Expansão ao redor da Trajetória Estacionária

Considerando que w0
k e w∗0

k representam a trajetória estacionária e w0
k + ξk e w∗0

k + ξ∗k uma

trajetória próxima, podemos expandir o expoente até segunda ordem ao redor da trajetória

estacionária. Nós obtemos:

φN = φ0
N + δ2φN + O(3) (3.30)

(o termo de primeira ordem é nulo) com

δ2φN =
∑N

k=1

{

− iτ
2h̄ [Akξ

2
k + 2Ckξkξ

∗
k + Bkξ

∗2
k ] − 2ξkξ

∗
k

}

+ 4
∑N−1

k=1 ξ∗k+1

∑k
j=1 ξk+1−j(−1)j+1

≡ −1
2XT ∆̃NX

(3.31)

onde XT = (ξN , ξ∗N , ξN−1, . . . , ξ1, ξ
∗
1) e

Ak = ∂2Hk

∂w2
k

, Bk = ∂2Hk

∂w∗2
k

, Ck = ∂2Hk
∂wk∂w∗

k

(3.32)

são calculados na trajetória estacionária.

Quando o limite do cont́ınuo é tomado, as condições de contorno Eq.(3.29) cancelam os

termos extras no expoente φ, Eq.(3.22), o qual se torna simplesmente a ação da trajetória

complexa. Portanto o propagador semiclássico torna-se:

KW (z′, z′′, T ) = e
i
h̄

SW− 1
2
(|z′|2+|z′′|2) lim

N→∞
2N

√

(−1)Ndet(∆̃N )
. (3.33)

Como é usual, o cálculo do determinante da forma quadrática é o passo mais longo do

cálculo semiclássico. Neste caso o cálculo é particularmente complicado, por causa da soma

dupla no último termo da primeira linha da Eq.(3.31). A fim de não fugirmos do foco

principal deste caṕıtulo com estes cálculos algébricos, eles estão detalhados no apêndice C.
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O resultado final é realmente a fórmula conjecturada, Eq.(2.19) que repetimos aqui:

KW (z′′, t; z′, 0) =

√

i

h̄

∂2SW

∂u′∂v′′
exp

{

i

h̄
SW − 1

2

(

|z′′|2 + |z′|2
)

}

. (3.34)

É claro que se houver mais de uma trajetória estacionária, devemos somar sobre todas elas

no cálculo final.

3.3 Uma Comparação Entre as Três Formas de Integral de

Trajetória

Em prinćıpio, todas as formas discretas de integrais de trajetória dadas pelas Eqs.(2.7),

(2.11) e (3.36) são quanticamente equivalentes. No entanto para N fixo, elas não são

idênticas e no limite N → ∞ há problemas bem conhecidos de convergência, tornando

dif́ıcil a comparação. A fim de ilustrar as diferenças entre as três formas estudaremos os

propagadores discretos para o oscilador harmônico simples. O operador Hamiltoniano é:

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+

mω2x2

2
= h̄ω

(

a†a +
1

2

)

.

O propagador pode ser calculado exatamente e o seu resultado é:

KOH(z′′, z′, T ) = e−iTω/2ee−iTωz′z′′∗−|z′|2/2−|z′′|2/2. (3.35)

Escolhendo a largura do estado coerente como b =
√

h̄/mω, os śımbolos clássicos nas

variáveis u e v são:

HQ = h̄ω

(

uv +
1

2

)

HP = h̄ω

(

uv − 1

2

)

HW = h̄ωuv.

Apresentaremos aqui apenas os cálculos com alguns detalhes para o caso envolvendo

HW , os cálculos para os outros dois casos são semelhantes e mais diretos.
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Relembrando que o propagador é escrito como:

K(z′′, t; z′, 0) =
∫

{

∏N
j=1

dwjdw∗
j

πi

}

eφN− |z′|2

2
− |z′′|2

2

(3.36)

onde

φN =
∑N

k=1

[

−iτHk/h̄ − 2|wk|2 + 2z′′∗wN+1−k(−1)k+1 + 2z′w∗
k(−1)k+1

]

+4
∑N−1

k=1

∑k
j=1 w∗

k+1wk+1−j(−1)j+1 + z′z′′∗.

(3.37)

Lembrando que para o caso do oscilador harmônico temos:

Hk = h̄ωw∗
kwk (3.38)

e usando as equações estacionárias (3.24) e (3.26) obtemos:

− i

h̄

h̄ω

2
[wl+1 − wl] =

wl+1 − wl

τ
. (3.39)

e

− i

h̄

h̄ω

2

[

w∗
l + w∗

l+1

]

=
−w∗

l+1 + w∗
l

τ
. (3.40)

Utilizando as equações (3.25) e (3.27) encontramos:

w1 =
z′

1 + iτω/2
(3.41)

e

w∗
N =

z′′∗

1 + iτω/2
(3.42)
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Utilizando as equações anteriores obtemos as seguintes relações de recorrência que nos

dão a trajetória estacionária:

wk =
α∗k−1

αk
z′ w∗

k =
α∗N−k

αN−k+1
z′′∗

onde

α ≡ 1 + iτω/2.

O cálculo da fase φ0
N na trajetória estacionária é longo mas envolve apenas somas geométricas

simples. Várias simplificações ocorrem quando todos os termos em φ0
N são adicionados e o

resultado é:

φ0
N =

(

α∗

α

)N

z′z′′∗ − 1

2

(

|z′|2 + |z′′|2
)

.

O determinante da forma quadrática é calculado no apêndice C e o resultado é (ver Eqs.(C.1)

e (C.6))

det ∆̃N = 22N i2Nα2N . (3.43)

Colocando tudo junto obtemos:

KW (z′′, z′, T ) = (1 + iτω/2)−N e

(

1−iτω/2
1+iτω/2

)N
z′z′′∗−|z′|2/2−|z′′|2/2

(3.44)

o que claramente converge para o propagador exato quando τ → 0. Fazendo cálculos

similares para os propagadores Q e P encontramos:

KQ(z′′, z′, T ) = e−iωT/2+(1−iτω)Nz′z′′∗−|z′|2/2−|z′′|2/2 (3.45)

e

KP (z′′, z′, T ) = (1 + iτω)−N e
iωT/2+ z′z′′∗

(1+iτω)N
−|z′|2/2−|z′′|2/2

(3.46)

os quais também convergem para o resultado exato. Observemos que a fase total −iωT/2

resulta exata para KQ mesmo na forma discreta. Entretanto, o termo que multiplica z′z′′∗,

o qual tende a e−iωT quando N → ∞, converge muito mais rápido para KW do que nos
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termos correspondentes em KQ ou KP . Além do mais, para qualquer valor finito de N , este

termo tem módulo igual a 1 em KW , enquanto seu módulo é maior do que 1 para KQ e

menor do que 1 em KP . Apenas a t́ıtulo de comparação vamos chamar de µ este coeficiente.

Tomando ωT = 2π e N = 100 nós encontramos µQ ≈ 1.22 + 0.01i, µP ≈ 0.82 + 0.007i e

µW ≈ 0.999998 + 0.002i, que devem ser comparados com o resultado exato µ = 1. Isto

sugere que a nova representação da integral de trajetória deve ser melhor do que as duas

formas de Klauder e Skagerstan para cálculos numéricos.

3.4 Relacionando os Propagadores de Weyl e de Husimi

Nesta seção mostraremos que a representação de Weyl do operador de evolução:

U(q, p, T ) =

∫

〈q − s/2|e−iĤT/h̄|q + s/2〉 eips/h̄ds (3.47)

pode ser diretamente relacionado com a representação de integral de trajetória obtida neste

caṕıtulo. Este é um resultado formal interessante qua já havia sido obtido por Ozorio de

Almeida na seção 6 de [45] partindo da direção oposta, isto é, da representação em integral

de trajetória de U . O resultado propicia uma conexão expĺıcita entre estas duas famosas

representações da mecânica quântica no espaço de fases. Como veremos, a conexão é muito

simples quando escrita em termos de integrais de trajetória.

Nós começamos reescrevendo a Eq.(3.47) como:

U(q, p, T ) =
∫

〈q − s/2|z′′〉〈z′′|Û |z′〉〈z′|q + s/2〉 eips/h̄dsdz′dz′∗

2πi
dz′′dz′′∗

2πi

=
∫

D[w, w∗]eψ
∫

dseips/h̄
∫

dz′dz′∗

2πi
dz′′dz′′∗

2πi 〈β|z′′〉〈z′|α〉×

exp
[

− |z′|2
2 − |z′′|2

2 + z′z′′∗ + 2Cz′′∗ − 2C∗z′
]

(3.48)

onde nós usamos Eqs.(3.36) e (3.15) e definimos α = q+s/2 e β = q−s/2 na segunda linha.

As integrais em z′ e z′′ são quadráticas e podem ser efetuadas analiticamente. A integral
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sobre z′ é imediata e dá:

U(q, p, T ) = 1
π1/4b1/2

∫

D[w,w∗]eψ
∫

dseips/h̄
∫

dz′′dz′′∗

2πi ×

〈β|z′′〉 exp
[

− |z′′|2
2 + 2Cz′′∗ − α2

2b2
− z′′∗−2C∗

2 + α
√

2
b (z′′∗ − 2C∗)

]

.

(3.49)

Podemos verificar por inspeção que a exponencial na segunda linha acima pode ser escrita

como:

π1/4b1/2 〈z′′|α + A〉e−B (3.50)

com A = b
√

2(C + C∗) e B = −A2/2b2 − Aα/b2 + 2C∗2 + 2
√

2αC∗/b. Quando (3.50) é

substitúıdo em (3.49) a integral em z′′ produz 〈β|α + A〉 = δ(α − β + A) = δ(s + A). A

função Delta dá conta da integral sobre s e depois de algumas simplificações, nós obtemos

simplesmente:

U(q, p, T ) =

∫

D[w,w∗]eψ+2Cz∗−2C∗z+2|C|2 (3.51)

onde z = (q/b+ ipb/h̄)/
√

2. Comparando com a Eq.(3.36) mostramos que a integral de tra-

jetória para U(q, p, T ) está diretamente relacionada com aquela para K(z, z, T ). Realmente,

a integral de trajetória para o propagador de estado coerente diagonal tem um único termo

extra +2|C|2 com relação a U . Este resultado também foi obtido por Ozorio de Almeida na

seção 6 de [45]. O coeficiente C pode ser realmente interpretado como a corda de Wigner

ligando as extremidades de um poĺıgono no espaço de fase, cujos lados são dados pelas

variáveis Qk e Pk de wk. Nós podemos calcular explicitamente os dois termos que envolvem

q e p em (3.51). Usando a definição de C em Eq.(3.15), nós encontramos que:

2Cz∗ − 2C∗z =

N
∑

k=1

2i

h̄
(Qkp − Pkq) (3.52)

que é a soma das áreas simpléticas entre Xk = (Qk, Pk) e x = (q, p) e é independente da

largura b.
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Caṕıtulo 4

Discussões Finais e Conclusão

Lembramos neste caṕıtulo do nosso problema ou desafio inicial: Baranger, Aguiar e outros

[7] analisaram duas formas de integrais de trajetória sugeridas por Klauder e Skagerstam

para o cálculo do propagador na representação de estados coerentes e calcularam os seus

correspondentes limites semiclássicos. O resultado desses cálculos mostrou que a dinâmica

clássica subjacente não era regida pela hamiltoniana clássica em nenhum dos dois casos,

mas sim pela representação Q do hamiltoniano em um caso e no outro pela sua repre-

sentação P. Aqui está a questão motivadora desta tese: os resultados citados mostravam

que, mesmo utilizando a representação de estados coerentes, que é a mais clássica de todas

as representações, o propagador seria regido por dinâmicas não clássicas. Logo, o desafio era

construir uma terceira forma de integral de trajetória para o propagador na representação

de estados coerentes que possúısse, no limite semiclássico, a dinâmica governada pela repre-

sentação de Weyl do hamiltoniano, ou seja, pela hamiltoniana clássica.

A primeira resposta ao desafio apresentado foi a criação de uma terceira versão para

o cálculo do propagador em termos de integrais de trajetória na representação de estados

coerentes, utilizando uma combinação das duas formas sugeridas por Klauder de modo que

no final, no limite semiclássico, a dinâmica resultou regida por uma hamiltoniana média que

diferia da hamiltoniana de Weyl por termos negliǵıveis. Esta solução se mostrou interessante

mas era apenas uma aproximação em relação ao resultado pretendido.
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A segunda resposta ao desafio envolveu a criação de uma quarta versão para a integral

de trajetória na representação de estados coerentes, utilizando agora uma expansão dos

operadores em termos de uma base formada pelos operadores de reflexão. Neste caso o op-

erador hamiltoniano já aparecia escrito diretamente em termos do seu śımbolo de Weyl. No

final, após o limite semiclássico, a dinâmica se mostrou regida exatamente pela hamiltoni-

ana de Weyl, sem o aparecimento de nenhum termo de correção como acontecia nas formas

anteriores. Neste caso, foi feita uma comparação com as três versões do propagador, as

duas versões sugeridas por Klauder e Skagerstam e a que obtivemos nesta segunda resposta

para o caso do oscilador harmônico simples. No limite do cont́ınuo as três versões tendem

ao resultado exato, só que a nossa versão com a hamiltoniana de Weyl se aproxima mais

rapidamente. Isto nos leva a acreditar que esta versão se mostre muito útil em cálculos

numéricos.

É importante destacar que uma das principais conquistas da teoria das aproximações

semiclássicas foi a formulação de representações de valor inicial para o propagador semi-

clássico, conhecidas abreviadamente como IVR, ver [5], [40]. Um pouco da história destas

conquistas pode ser visto em Baranger e outros [7]. Recentemente Pollak e Shao [48] desen-

volveram um processo sistemático para aumentar a precisão das representações semiclássicas

de valor inicial.

É neste contexto, que as soluções apresentadas neste trabalho se mostram muito impor-

tantes, visto que há atualmente um grande interesse na comparação das diferentes versões

semiclássicas porque isto pode determinar vantagens na efetivação de cálculos numéricos

mais precisos se efetuados com esta ou aquela aproximação semiclássica do propagador [48].

Além disso acreditamos que este trabalho contribui para um melhor entendimento do limite

semiclássico da mecânica quântica no espaço de fases.

Muito do que foi posśıvel fazer nesta tese se deve à propriedade de supercompleteza dos

estados coerentes. Uma possibilidade muito interessante consiste em utilizar expansões em

termos de estados coerentes de diferentes larguras, o que foi feito por Paŕısio e Aguiar em

[46].

Há muitos trabalhos atuais em quantização geométrica [60, 10, 3] nos quais o ordena-
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mento de Weyl surge ligado com a própria geometria do espaço, o que talvez possa nos guiar

na resolução do problema de ordenamento.

51



Apêndice A

Expansão em termos dos

Operadores de Reflexão e de

Translação

Este apêndice segue basicamente a demonstração apresentada na referência [45]. A com-

paração entre as Eqs.(3.2) e (3.4) mostra que

A(ξ) =
1

2πh̄

∫

dxA(x)e
i
h̄

x∧ξ (A.1)

e invertendo a transformada de Fourier

A(x) =
1

2πh̄

∫

dξA(ξ)e−
i
h̄

x∧ξ . (A.2)

Usando a Eq.(3.2) de novo na representação de coordenadas, nós obtemos:

〈q+|Â|q−〉 =
∫ dξ

2πh̄A(ξ)〈q+|T̂ξ|q−〉

=
∫ dqdp

2πh̄ A(q, p)δ(q+ − q− − q) e
i
h̄

p(q−+ q
2)

=
∫ dp

2πh̄A(p, q+ − q−) e
i
h̄

q++q−
2

p.

(A.3)
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Esta transformada de Fourier pode ser invertida da seguinte maneira, nós definimos q′ =

q+ − q−, Q̄ = (q+ + q−)/2, multiplicamos ambos os lados por e−ip′Q̄/h̄ e integramos sobre

Q̄. A integral sobre Q̄ no lado direito é uma função delta em p − p′ e obtemos

A(ξ) =

∫

dQ̄〈Q̄ + q/2|Â|Q̄ − q/2〉e− i
h̄

pQ̄ (A.4)

onde (q′, p′) foi alterado de volta para (q, p). Finalmente nós usamos a Eq.(A.2) para obter

A(x):

A(x) = 1
2πh̄

∫

dqdpdQ̄ e
i
h̄

p(Q−Q̄)− i
h̄

Pq 〈Q̄ + q/2|Â|Q̄ − q/2〉

=
∫

dq e−
i
h̄

Pq 〈Q + q/2|Â|Q − q/2〉
(A.5)

que coincide com a Eq.(1.23).
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Apêndice B

Demonstração da Eq.(3.17)

Em primeiro lugar reescrevemos para N par

4
∑N−1

k=1

∑k
j=1 w∗

k+1wk+1−j(−1)j+1 =

4w∗
2w1 +

4w∗
3[w2 − w1] +

4w∗
4[w3 − (w2 − w1)] +

4w∗
5[(w4 − w3) + (w2 − w1)]+

4w∗
6[w5 − (w4 − w3) − (w2 − w1)]+

...

4w∗
N [wN−1 − (wN−2 − wN−3) − · · · − (w2 − w1)] =

4[w∗
2w1 + w∗

4w3 + w∗
6w5 + · · · + w∗

NwN−1]−

4(w2 − w1)[(w
∗
4 − w∗

3) + (w∗
6 − w∗

5) + · · · + (w∗
N − w∗

N−1)]−

4(w4 − w3)[(w
∗
6 − w∗

5) + (w∗
8 − w∗

7) + · · · + (w∗
N − w∗

N−1)]−
...

4(wN−2 − wN−3)[w
∗
N − w∗

N−1] =

4
∑N−1

k=1,3 w∗
k+1wk − 4

∑N−3
k=1,3(wk+1 − wk)

∑N−2
l=k+1,k+3(w

∗
l+2 − w∗

l+1).

(B.1)
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O segundo termo já está na forma necessária para a Eq.(3.17). O primeiro termo é então

modificado da seguinte forma: metade dele permanece inalterada e na segunda metade

somamos e subtraimos termos como em

w∗
k+1wk = w∗

k+2wk+1 − [wk+1(w
∗
k+2 − w∗

k+1) + w∗
k+1(wk+1 − w∗

k)] (B.2)

para k = 1, 3, . . . , N − 3 apenas. Nós obtemos

4
∑N−1

k=1,3 w∗
k+1wk = 2

∑N−1
k=1,3 w∗

k+1wk + 2
∑N−3

k=1,3 w∗
k+2wk+1−

2
∑N−3

k=1,3[wk+1(w
∗
k+2 − w∗

k+1) + w∗
k+1(wk+1 − w∗

k)] + 2w∗
NwN−1.

(B.3)

Nós finalmente adicionamos −2
∑N

k=1 w∗
kwk. A parte desta soma que contém os k’s ı́mpares

se junta com a primeira soma acima. Os k’s pares até N −2 se juntam com a segunda soma.

Nós obtemos

4
∑N−1

k=1,3 w∗
k+1wk − 2

∑N
k=1 w∗

kwk =

2
∑N−1

k=1,3 wk(w
∗
k+1 − w∗

k) + 2
∑N−3

k=1,3 wk+1(w
∗
k+2 − w∗

k+1)−

2
∑N−3

k=1,3[wk+1(w
∗
k+2 − w∗

k+1) + w∗
k+1(wk+1 − wk)] − 2w∗

N (wN − wN−1).

(B.4)

O segundo termo na segunda linha se cancela com o primeiro termo da terceira linha. Depois

de incorporar o último termo na soma, nós obtemos

4
∑N−1

k=1,3 w∗
k+1wk − 2

∑N
k=1 w∗

kwk = 2
∑N−1

k=1,3[wk(w
∗
k+1 − w∗

k) − w∗
k+1(wk+1 − wk)]. (B.5)
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Apêndice C

Cálculo do Determinante

A forma quadrática na Eq.(3.33) é definida pela matriz



































































iτAN/h̄ iτCN/h̄ + 2 0 0 0 0 0 . . .

iτCN/h̄ + 2 iτBN/h̄ −4 0 4 0 −4 . . .

0 −4 iτAN−1/h̄ iτCN−1/h̄ + 2 0 0 0 . . .

0 0 iτCN−1/h̄ + 2 iτBN−1h̄ −4 0 4 . . .

0 4 0 −4 . . .

0 0 0 0 . . .

...
...

...
...

...
...

0 0

−4 0

. . . −4 iτA1/h̄ iτC1/h̄ + 2

. . . 0 iτC1/h̄ + 2 iτB1/h̄



































































cujo determinante , det ∆̃N , é o que nós queremos calcular. Para simplificar a notação

vamos esquecer do śımbolo det neste apêndice e usar simplesmente ∆̃N para det ∆̃N .

É útil colocar 2i fora de cada elemento e chamar o novo determinante como ∆N . Cer-

tamente

∆̃N = 22N i2N∆N . (C.1)
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Isto cancela 2N e o sinal (−1)N na Eq.(3.33), deixando apenas ∆N . A seguir fazemos a

seguinte seqüência de operações que não alteram o valor do determinante :

coluna 2 → coluna 2 + coluna 4

coluna 4 → coluna 4 + coluna 6

...

coluna N-2 → coluna N-2 + coluna N-4

linha 2 → linha 2 + linha 4

linha 4 → linha 4 + linha 6

...

linha N-2 → linha N-2 + linha N-4.

Isto fez com que a matriz ficasse na forma de um bloco trigonal:



































































τAN
2h̄

τCN
2h̄ − i 0 0 0 0 0 . . .

τCN
2h̄ − i

τ(BN+BN−1)
2h̄

τCN−1

2h̄ + i
τBN−1

2h̄ 0 0 0 . . .

0
τCN−1

2h̄ + i
τAN−1

2h̄
τCN−1

2h̄ − i 0 0 0 . . .

0
τBN−1

2h̄
τCN−1

2h̄ − i
τ(BN−1+BN−2)

2h̄
τCN−2

2h̄ + i
τBN−2

2h̄ 0 . . .

0 0 0
τCN−2

2h̄ + i . . .

0 0 0
τBN−2

2h̄ . . .

...
...

...
...

...
...

0 0

τC1
2h̄ + i τB1

2h̄

. . . τC1
2h̄ + i τA1

2h̄
τC1
2h̄ − i

. . . τB1
2h̄

τC1
2h̄ − i τB1

2h̄



































































.

Nós podemos calcular o determinante pelo método de Laplace. Seja ΓN o determinante

obtido da matriz acima pela remoção da primeira linha e da primeira coluna. Os dois
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determinantes ∆N e ΓN satisfazem a seguinte relação de recursão:

∆N = τAN
2h̄ ΓN −

(

τCN
2h̄ − i

)2
∆N−1

ΓN =
τ(BN+BN−1)

2h̄ ∆N−1 −
(

τCN−1

2h̄ + i
)2

ΓN−1+
(

τ2C2
N−1

4h̄2 + 1
)

τBN−1

2h̄ ∆N−2 +
τBN−1

2h̄

[

1 + τ2

4h̄2 (C2
N−1 − AN−1BN−1)

]

∆N−2.

(C.2)

Mantendo apenas termos de primeira ordem em τ e tomando o limite τ → 0 nós encon-

tramos

∆N−∆N−1

τ = AN
2h̄ ΓN + iCN

h̄ ∆N−1 + O(τ2)

ΓN−ΓN−1

τ =
(BN+BN−1)

2h̄ ∆N−1 − i
CN−1

h̄ ΓN−1 +
BN−1

h̄ ∆N−2 + O(τ2)
(C.3)

ou

∆̇ = A
2h̄Γ + iC

h̄ ∆

Γ̇ = 2B
h̄ ∆ − iC

h̄ Γ
(C.4)

com condições iniciais ∆(0) = 1 e Γ(0) = 0.

Observe que no caso do oscilador harmônico Hk = h̄ωwkw
∗
k e, então Ak = Bk = 0 e

Ck = h̄ω. Neste caso as Eqs.(C.2) podem ser resolvidas exatamente, sem a necessidade de

se tomar o limite do cont́ınuo. Nós simplesmente encontramos:

∆N = −
(

τCN

2h̄
− i

)2

∆N−1 =

(

1 +
iωτ

2

)2

∆N−1 (C.5)

o qual pode ser iterado para dar

∆N =

(

1 +
iωτ

2

)2N

. (C.6)

Para resolver as Eqs.(C.4) no caso geral, nós precisamos de uma última mudança de

variáveis Ω ≡ 2i∆. Na nova variável obtemos:

Ω̇ = iA
h̄ Γ + iC

h̄ Ω

Γ̇ = −iB
h̄ Ω − iC

h̄ Γ
(C.7)

com Ω(0) = 2i e Γ(0) = 0. Identificando Γ com u e Ω com v, nós reconhecemos imediata-
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mente as equações de movimento (3.28) linearizadas ao redor da trajetória estacionária. A

solução que buscamos, ∆(T ) = Ω(T )/2i, pode ser obtida com ajuda das relações

−ih̄u′′ =
∂S

∂v′′
− ih̄v′ =

∂S

∂u′ (C.8)

onde usamos uma única linha para quantidades calculadas em t = 0 e duas linhas para

quando t = T . A variação na segunda destas equações leva a

−ih̄δv′ =
∂2S

∂u′2 δu′ +
∂2S

∂u′∂v′′
δv′′. (C.9)

Usando δu′ = Γ(0) = 0, δv′′ = Ω(T ) e δv′ = Ω(0) = 2i nós obtemos

Ω(T ) = 2i(−ih̄)

(

∂2S

∂u′∂v′′

)−1

(C.10)

e

∆ =

(

i

h̄

∂2S

∂u′∂v′′

)−1

. (C.11)
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