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SUNARI O 

A presente tese consiste cm nodificar o nodêlo de força tensorial

para rons pontuais pela inclus~o da intcruç~o elétron-íon. Este esquema foi aplJ_ 

cada para quase todos fliCtais de estrutura b.c.c. no cálculo da relaçao de dis

persão p-1ra -Fonons ao longo das di reçoes de sin~etria, calor específico da rede 

e tempc r a Lu r a éq ui v a 1 ente de O{;bye. 

A comparação Uos rcsul tados teóricos CO;Jl as observações experirnen -

tais e bastvnte favorável indicando então, que a nossa aproximução teõrica de -

modificar o noclêlo de forças tensoriais é rêlzoável. 

S Ufii1/\RY 

The present thesis consists of modi fying the point ion tensor force 

rrodel as far as thc: inclusion of the electron-ion interaction is concerned.This 

scher.e has been uppl icd for .;.Jlmost all b.c.c. me.tals by calculating the phonon 

dlspersion relation along sym~rx:'!try directions, lattice heat capacities and 

Debye equivalent terPperature. 

The theoretical results compare favorably well \·Jith the experimental 

observ.:Jtion indicaling, thus, the correctncss of our theoretical approach of 

nodi fyí ng tensor force nndcl. 
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CAPTTULO I 

INTRODUÇAO 

As v.ibrações térmicas das partículas de um sólido vao determinar uma 

gama de propriedades físicas do_ mesmo. Os modelos que surgiram para explicar 

o'comportamento dessas partículas nos sólidos tinham suas previsões compara

das com os resultados da experiência. O calor específico dos sólidos foi uma 

propriedade muito explorada desde quando empiricamente Dulong e Petit (1819) 

enunciavam sua "lei". Duas teorias quânticas que explicaram a "lei" de 

Dulong e Petit foram os modelos de Einstei·n. (1905) e de Debye (1912). Apesar 

de serem atraentes pela sua simplicidade esses modelos precisaram ser abando 

nados no que diz respeito a um tratamento vigoroso e geral dos sólidos, dan

do lugar ao modelo atomístico de Born-von Kãrmán, contemporâneo do modelo de 

Debye, mas que só ressurgiu em 1935, antes esquecido pelo fato de ser um po~ 

co mais .complicado que o de Debye. Esse modelo tem a vantagem de prever ou

tras propriedades, como por exemplo o espectro de frequências, de uma forma 

mais realística que· o modelo de Debye. 

O modelo de Born-von Kármãn considera um tipo particular de forças -

entre os átomos, o que o torna u~ modelo ainda um tanto restrito. Um modelo 

mais geral, baseado apenas na. simetria do cristal foi desenvolvido por Begbie 

B 1 . 1" • • td e orn • Para estarmos aptos a ap 1car essa teor•a, que e apresen a a no ca 

pítulo III, dedicamos o capítulo II ao tratamento'da dinâm-ica de rede .de uma 

rede cristalina de Bravai.s, deixando que o potencial~ tenha uma-forma ge

raf. Introduzindo esse poten~ial ~em aprc;>ximação ·harmônica nas .equações de 
I 

movimento dos átomos, e supondo_ ~ue esses movimentos podem_ser representa-

dos por ondas planas que se propagam pelo cristal, obtemos a equação deter

minantal que dá as auto frequências w de fonons em função dos respectivos -

vetores de onda: 

\ 

D(q) onde I e a matriz_ identidade, a matriz dinâmica (Sistema de coeficien-

tes da energia potencial para pequenos des-1 ocamentos dos átomos em torno 

de sua posição de equi 1 íbrio). Expandindo a matriz dinâmica para 
-+ O, q -+ com 

paramo-la com a matriz dinâmica dada pela teoria da elasticidade para um~ 

io contínuo elástico de mesma simetria que o nosso sólido. Dessa comparação 

podemos obter as constantes elásticas do crist~l como combinação dos parâ~ 

tros desconhecidos (derivadas da energia pote~cial ~). No final daquele ca-

- 1 -



píturo damos algumas definições úteis para o entendimento do trabalho .. 

No capítulo III é introduzido o Modelo de ForÇàs Tensoriais e aplic!_ 

do cristais bcc,. considerando-se interações de um íon com os seus primeiros 

e segundos vizinhos apenas.· 

Na dinâmica de rede de metais, os elétrons de valência têm um papel 

muito importante. Essé assunto é introduzido no capítulo IV. 

Muitos modelos fenomenológicos foram propostos para levar em consi

deração as interações íons-elétrons nos metais. No capítulo V falamos rapi

damente sobre os modelos existentes e descrevemos em ·certo detalhe o modelo 

de Krebs2, no qua I a i nteração Íon-e létron é levada em conta através do parâ 

metro.de blindagemk na interação Íon-'íon. c 
No capítulo VI introduzimos o modelo de Forças Tensoriais Modifica-

dO, que consiste em considerar in~erações de curto alcance entre os Tons 

através do Modelo de Forças Tensoriais e a interação Íon-elétron no modelo 

de Krebs. No mesmo capítulo, o modelo é aplicado a ,metais bcc, com intera

ções até segundos vizinhos. 
. . . 

As propriedades de metais bcc calculadas com base nesse modelo são 

· de~critas no capítulo VII onde são também mencionadas as expressões usadas, 

epquanto no capítulo VIII descrevemos os métodos numéricos usados para che

gar aos resultados. 

Os resultados são fornecidos .e discutidos no capítulo IX, ao fim d.o 

qual apresenta~s nossa conclusão. . ..... ~. 

A contribuição nova desse trabalho é o uso de inte.rações Íon-íon e 

interações. Íon-elétron que levam em consideração os requisitos de simetria • 

. I 

,, 

- 2 



CAPTTULO II 

DINÂMICA DE REDE PARA REDES DE BRAVAIS 

ESTABELECIMENTO DA REDE 

Para uma rede cristalina de Bravais e possfvel representar a posi -

çao de todos os pontos da rede pela equaçao 

onde ! 1, ! 2 e t
3 

sao inteiros 

rede. l representa o conjunto 

DINÂMICA DA REDE 

sao os vetares elementares 

(2-1) 

da 

Consideraremos o cristal como constituído de átomos puntuais. Oeno 

taremos o deslocamento do i-êsimo átomo de sua posição de equilÍbrio por 

~(!).A posição de equilíbrio sera denotada por ;o(!), de forma que 

onde a indica a componente considerada. 

A energia cinética do l-ésimo átomo sera 

1 ' ~ • 2 ( •) -' m L. uo. .(.. 
2 (l 

(2. 3) 

e a energia cinética total do conjunto de átomos sera 

(2 .4) 

A energia potencial, ~. pode ser expandida em potências do desloca -

mente atômico ~(!): 

~ =~o + l: ~ (!)u (!) 
fu (l (l 

1 +- l: 2 U'aB 

onde ~o e a energia potencial da rede correspondendo a configuração de 

equilíbrio dos átomos. Temos ainda de (2 .5) que 

(2.6) 

- 3 -



e 

= 4>fh (l'-l) (2. 7) 

o 

onde os subscritos 11011 indicam que as derivadas devem ser calculadas na po

sição equi Hbri o. Notemos que devi do à simetria trans laciona 1 da rede ~aa 

. depende de l- l' somente, e não separadamente de l e l'. Como a força agi n

eto sobre um átomo é dada peJo negativo do gradiente da energia potencial, -

- ~a(l) representa a componente a da força sobre o átomo (l). Aplicando a 

definição de. equitrbrio, temos 

., 
(2.8) 

Então a equaçao (3.5) se reduz a 

'\ 1 . 
~ • t + ---2 l t 0 (l-l')u (l) U0 (l') 

o la. ap a P 
(2.9) 

t•a 
Desprezamos em (2.9) termos cuja potência do desla~mento excede a dois 

(Aproximação Harmônic_a). Nessa aproximação, .a _Lagra~'giana. do sistema 

·L.•T·t 

será dada por 

L • ---2
1 

m L ·~ 2 (.t) - t -.:...!.... L taa(l-l.')ua(l.) U0 (l'), 
la.(l\ o 2la. p p 

(2. 10} . 

t•a 

onde usamos as expressoes (2.4) e (2.9) para Te ~ respectivamente. Podemos 

notar que 

e 

(l.) 

(2. 11) 

(2.12) 

Substituindo (2.11) e (2.12) na equação de movimento para o átomo-

d 
dt 

.. - 4 - . 

, . (2. 13) 



obtemos 

mü (!} + E ~ 0 (R.-t'} u0 (R.'} =O (2.14} 
Cl .e•s Cl~ ~ 

. 
Usando a equação (2 .. 14} podemos obter a força ~aS (O} de um ponto -

(t} sobre si mesmo. Suponhamos que toda rede e deslocada de ua(t} = cte., 

ü(t} = O, logo obtemos de (2. 14}: 

ou 

l: ~ (t-R.'} =o .e, aS 

E ~ (R.'} 
R.'#. aS 

(2. 15} 

(2. 16} 

Outras identidades Úteis são obtidas a partir do fato da energia -

potencial ser invariante com respeito a rotações. Aplicando uma rotação in-

f . . . 1 b 1 1n1tes1ma o tem-se 

l: ~ (R.-R.'} xlJ(t'} =E~ (t-R.'} x0 (i'} 
R. aS R.• <llJ ~ 

Vamos nos livrar do fator de massa em (2.14} definindo 

Dessa forma (3. 14} torna-se 

Ü (t} =- E C (f.-f.'} U0 (t'} 
a .e•s aS ~ 

onde CaS(R.} e um elemento genêrico da matriz.3x3 

C(t} 

c11(R.} c12<.e> c13(R.} 

c21<tl c22(R.l c23<tl 

c31<t> c32W c33W 

- 5 -

(2. 17} 

(2. 18} 

(2. 19} 

(2.20} 



Sejam ir1, ir2 e t>
3 

os tres vetores elementares da rede recíproca, en 

tão 

(2. 21) 

Umvetor' posição genérico no espaço recfproco sera dado por 

(2.22) 

Da mesma forma, um vetor posição genérico no espaço real e dado por 

(2. 23) 

donde 

(2.24) . 

. + + . 
Agora, se r e q são vetores das respectivas re$e1 temos (XQ) múltiplo de 

· 2'11', o que implica n~ periodicidade da funçãoeiq.r(l) no espaço recíproco.As 

equaçoes de movimento {2.19) podem agora ser resolvidas por ondas planas do 

tipo 

(2.25) 

cuja substituição em (2.19) dá 
_ .. · 

·~ 

2 . (+q) oo U -~tt 8 Ua ,, 
. a S a 1-1-

(2.Z6) 

onde 

C (+) ~ c (D.DI) -i· q.:{t(l)-1(!')} 
aS q • t, aS "'" "'" . _e_ - · (2.27) 

A condição de solubilidade para (2.26) é 

onde I é a matriz identidade (3x3 nesse caso). 

A equação secular (2.28) fornece-nos tres a.utovalore.s ci(Cj), que correspon

dem às tres frequências acústicas associadas ao vetor de onda q. 

- 6 -

' 



DOMTNIO DE q 

(·.;-(.e) - . - . • Vimos que e q e per1od1co no espaço reciproco. Temos também o 

fato de que as ondas planas (2.25) só precisam ser definidas em pontos 

r • ;-(l) onde existem átomos. Então, para dada frequência w, o estado vibra 

clonal do cristal pode ser dado por 

ou por 

+ .... 
com q1 = q + k 

·+ + 
e iq. r{l) {2. 29) 

(2.30) 

(2. 31) 

+ - ' onde k e um vetor da rede recTproca. Dessa forma podemos restringir o domT-

nlo de q a uma região do espaço recfproco onde um vetor ligando dois de seus 

pontos é sempre menor que um vetor da rede recTproca. Poder-se-ia escolher 

qualquer região que satisfizesse essa condição,mas por questão de conveniên

cia escolhe-se a região que oferece maior simetria. A região assim escolhida . -
é chamada primeira zona de Bril~ouin e coincide com uma cela de Wigner Seitz 

• no espaço rec1proco. 

CURVAS DE DISPERSAO 

+ - . Variando-se o módulo do vetor de onda q, numa direçao escolh1da, 

obtém-se para cada.ponto 'q tre_s frequências. Se plotarmos essas frequências 

contra o módulo de q, obteremos tres curvas {quando não houver degenerescên 

ela dos autovalores) que são chamadas curvas de dispersão naquela direção. 

FUNÇAO DI STR I BU I.ÇAO DE FREQUENC I AS 

Uma função importante para especificar vibrações de uma rede é a -

função distribuição de frequência g{w) que é definida como o número demodos 

por intervalo unitário de frequência em torno da frequência w, isto é, 

g(w)dw é o número de modos vibracionais possfveis com frequências entre w e 

w+dw. Para uma rede tridimensional não é possfvel obter expressões analfti

cas para g(w), sendo necessário empregar métodos numéricos para calculá-la. 

- 7 -
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L.l MI TE DE ONDAS LONGAS 

O procedimento que se segue visa obter relações entre constantes -

elásticas do cri-stal como combinações dos ~a.B(.t), em apr~ximação harmônica. 

O procedimento, devido originariamente a Max Born 3, é simplificado aqui pa

ra redes cristalinas de Bravais. 

As equações de movimento (2.26) podem ser escritas na forma 

+ 
ctt (q) 

+ 
ct2(q) 

+ 
ct3(q) ut ut 

+ 
c21 (q). 

+ 
c22(q) 

+ 
c23(q) u2 - (JJ2 u2 (2.32) 

+ + + , 
c3t(q) c32(q) c33 (q) u3 u3 

ou 

' + - o - 2 C(q)U • OU , :(JJ . (2. 33) 

+ + + 
Expandindo a matriz C(q) dada por (2.27) em potências de q, para q +O, 

+ 
.obtemos para o elemento ca.e (q) 

,, / . + 
+ = c~ 6 {o) 

acae(q) 
cae(q) +L 

y aqy 

Usando (2.27) obtemos 

+ q-o 

2 ·. (+) 
. 1 a_ca.e q 

qy +2 L qÀqlJ+ •.• 
/" Àll aqÀaqlJ + 

q•o 
(2.34) 

·. 

(2. 35) 

(2. 36) 

Para simplificar usamos em (2.35), (2.36) e (2.37) o valor de l =O, 

e usamos ainda a propriedade (2.7), de modo que Ca.B(o-l') • Ca.B{l'). Final

mente trocamos o fndice i' por l. 

- 8 -



.. 
Se expandirmos n eu do mesmo modo que caS (q) e desprezarmos termos .. 

de ordem superior a dois em q teremos: 

.. 
C(q) 

(O) (1) -+ (2) -+ 
= c + c (q) + c (q) 

(O) (1) 
n. n + n 

(O) ( 1) 
u = u + u 

( 2) 
+ n 

( 2) 
+ u 

(2.38) 

Para os tres ramos acústicos (e é soo que temos para redes cristalinas de 

) 
-+ -

Bravais , q-+ o implica w-+o, logo o termo de menor ordem em q na expansao 

de w é linear, o 
2 n -w ~ u e o termo 

que significa que o termo de menor ordem na expansão de 

quadrático em q. Logo em (2.38) temos 

(2) 
n = n 

Usando (2.8) concluimos que 

(O) 
c • o 

e desde que cada ponto da rede é um centro de simetria, 

( 1) -+ 

c (q) = o 

Usan.do (2.39) - (2.41) em (2.38) obtemos de (2.33): 

(2) (O) 
c u 

(2) (O) 
= n u 

(2.39) 

(2. 40) 

(2. 41) 

(2.42) 

(O) (2) 
Oe d. s'ombolos U e w2 ao o'nve"s de U n agora em 1 ante usareroos apenas os e .u , 

respectivamente. Logo, escrevendo (2.42) em termos de componentes, chegamos 

a: 

(2. 4 3) pode 

por (2.37): 

. (2) 

= Ep C o 
8 a~ 

ainda ser posta em forma mais explícita se usarmos 

2 pw U = E 
a 8 

- 9 -

( 2) -+ 
c (q) 

aS 

(2. 43) 

dado 

(2. 44) 



de modo que 

(aÀ,Slll - _e_ l: 
2 

(2.45) 

e Pé a densidade do cristal. Atr·avês da equaçao (2.16) vemos a propriedade 

de simetria! 

(2.46) 

Podemos agora comparar (2.44) com a equação de amplitudes para on -

das elásticas da teoria de elasticidade. Elas tem exatamente a mesma forma, 
** onde (aÀ,Sll) são as constantes elãsticas. Em vista das identidades (2.46) 

substituiremos as combinações de Índices 

aÀ = 11 22 33 2 3 31 12 

por 

z = 1 2 3 4 5 6 

Escreveremos Czt ao invés de (aÀ,Sll), com Czt = Ctz" Desse modo em (2.43) -
(2) + 

os elementos de p C (q) podem ser dados pela equaçao matricial 

(2) 
(+q) p c 11 

(2) + 

P c22 (q) 
(2) + 

P c33 (q), 

(2) J = 
P c23 (ql: 

, (2) I 
' +· 
'.P c31 (q)l. 
: (2) 
' + 
~ c12 q)J 

c24 c43 

c46 c35 

c62 c54 

c43 

c23+C44 
2 

c45+C36 
2 

c64+C25 
2 

c4.6 

c35 

c45+c36 
2 

c31+Css 
2 

c56+c14 
2 

' ! r q~ I, 
i, 2 

q2 

' 

2 
q3 

12q3q1 

eqlq2 J 

. (2.47) 

A teoria desenvolvida é geral no sentido de que nenhuma especifica -

çao foi feita sobre a forma do potencial inter-atômico. O oodelo de Forças 

Tensoriais será tratado em capítulos posteriores seguindo a notação acima. 

**Representando as constantes elásticas por CaÀa~ deveremos ter 

caySÀ + caÀSy = (ay,SÀ) + (aÀ,Sy). 

- 1 o -



CAP fTULO I II 

MODELO DE FORÇAS TENSORIAIS 

O modelo de Born-von Kármãn 4 foi desenvolvido quase que simultânea

mente com o modelo de Debye. Devido ã simplicidade deste Último, passou-se 

·algum tempo sem que muita atenção fosse dispensada ao modelo BVK. Mas quan

to mais dados calorimétricos tornavam-se disponíveis durante o período 

1912-1935, foi ficando claro que a teoria de Debye não podia explicar ade

quadamenteos dados experimentais. Uma maneira de se verificar quão bem o 

rode lo de Debye pode explicar os dados experimentais e a partir do valor 

de C calcular 8 de Debye efetivo e fazer um gráfico deste Último versus a 
v 

' temperatura absoluta. Se a teoria de Debye representa os dados satisfatoria 

mente, o resultado deve ser uma reta paralela ao eixo T, indicando um 8 

constante. Torna-se importante saber-se qu~ndo o desvio de 0 do valor cons

tante é devido a um fenômeno especial ou ao simples fato da teoria de 
4 Debye não considerar adequadamente a contribuição da rede. Blackman mostrou 

qualitativamente, em 1935, que a partir do modelo BVK podia-se esperar o 

desvio de 0 do comportamento constante em relação à temperatura. O modelo -

BVK foi generalizado por Begbie-Born 1, .sendo que esta generalização consis

tia em nao espeficar a forma do potencial entre os átomos. A esse modelo 

mais geral chamou-se Modelo de Forças Tensoriais ou Modelo de Born-von 

Kârmãn de forças gerais. 

MODELO 

No presente modelo a energia potencial é considerada como sendo uma 

função arbitrária qualquer do deslocamento dos Íons. De modo a encontrar as 

relações entre os elementos da matriz dinâmica e, portanto, reduzir o nume

ro de incógnitas, todas operações de simetria que transformam a rede nela 

mesma são usadas. Observemos que a translação por múltiplos de vetares da 

base já foram.considerados no capítulo II quando assumimos que a matriz di 

nâmica D(f,t') dependia somente de t-t' e não de te t' separadamente. 

Seja uma transformação T que a tua num sistema de eixos coordenados 

de modo que eles tomam uma nova posição no espaço. Um ponto originariamente 

com coordenadas xa(a=1,2,3) passa a ter coordenadas xA(A=l,2,3). Então va

le a relação 

X = 
a 

- 11 -
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Se o ponto x
0 

pertence a rede, então, usando a notação do capítulo III terros 

(3. 2) 

Se T é uma operaçao de sime·tria da rede então poderros achar um ponto da re

de (L), tal que 

para 

Combinando (3.2) e (3.3) obtemos 

a r= 1,2,3 
BJ 

( 3. 3) 

(3.4) 

Os elementos DaS(l-l•) da matriz dinâmica comportam-se, com respeito aos 

Índices a e 8, como um tensor covariante de ordem 2. A sua lei de transfor-
- -maçao sera 

o (!-!') 
a a :}= 1,2,3 

Então pontos da rede (L) e (L') podem ser determinados de modo que 

O (!-!') = D (L-L') aa MN 
a,a} 

, M,N· = 1,2,3 

então 

ou O(L-L') T D(!-!') T 

(3 .5) 

(3 .6) 

(3.7) 

(3 .8) 

onde T representa a transposta da matriz Te a mudança de (!) para (L) é 

obtido a partir de (3.4). 
O grupo espacial de uma rede possui uma base a partir da qual todos 

elementos do grupo podem ser deduzidos. Se ãs matrizes dessa base sao intra 

duzidas em (3.8) obtemos um conjunto de equações nos elementos de matriz, -

onde podemos ver algumas identidades entre os mesmos. 

·A teoria apresentada no capítulo II e o tratamento de simetria cor

respondente ao ~dela de Forças Tensoriais sao aplicados abaixo ao caso de 

~tais bcc. Designaremos esse modelo por TFM. 
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APLICAÇAO A METAIS BCC 

Na presente seçao aplicaremos o modelo TFM a metais bcc. Vamos con

siderar interações interatômicas até segundos vizinhos. A posição dos áto

IIDS em relação aos eixos coordenados são dadas pela figura III-I e tabela -

III-2 abaixo. 

r 
O ·· ·O 

~- ,, ' 

I I ')C. 
I I 
1 I 

I I I 1 I 

. i 

Fig. III-1: @. ãtomo zero 

• prime i ros vizinhos 

() segundos vizinhos 

l 2 3 4 5 6 7 8 

2 
x, (l) X a -1 -1 -1 -1 

2 
x2(l)xa -1 -1 -1 -1 

2 
x
3
(t)xa -1 -1 -1 -1 

l 9 10 11 12 13 14 

1 
x,wx.- -1 o o o o 

1 
x2(l)xa o o -r o o 

1 
x
3

(t) xa o o o o - 1 

TABELA III-2: Coordenadas dos primeiros vizinhos (t= 1 • 8) e 

dos segundos vizinhos (!=9, 14) do átomo zero(na origem dos 

eixos). 
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O grupo completo de operaçoes de simetria da rede podem ser geradas pelas -
-seguintes tres ope raçoes: 

A
1

: rotação x
1 

= x
2 

= x
3

, cuja matriz de transformação associada e 

o 
o 

(3.9a) 

Para usar a fórmula (3.8) é necessário que a mudança de Índices seja especi 

ficada. Essa mudança obtivemos através de (3.4) e resumimos na notação de 

grupos de substituição, assim: 

(3,6,7) (4,5,8) (9,13,11) (10,14,12) (3.9b) 

que significa, por exemplo, que a matriz 0(5) e obtida de 0(4) através da 

operaçao 

0(5) = Tt 0(4) Tt 

D(4) ê obtida a partir de 0(8) e assim por diante. fndices que nao constam 

nesSes ciclos indicam matrizes que são invariantes sob essa transformação. 

A2: Reflexão em plano na posição x
3 

= D, cuja matriz e mudança de Índices -

são· dados por 

'·- ~ 
A3: Plano 

o 
l 

o 

de 

o 
o 

-~ 
reflexão, 

( 1 ,6) (2,5) (3,8) (4,7) (13,14) (3.10) 

x1 x2 • cuja matriz e mudança de Índices sao 

(3,7) (4,8) (9,11) (12,10) (3.11) 

OBTENÇAO DAS MATRIZES C(t) 

Sabemos do capítulo II que as matrizes C(t) sao simétricas (eq. 2.7). 

- 14 -



Usando isso atribuímos uma forma inicial para a matriz C(l): 

"1 y3 Yo 
L 

C( 1) = 1 --m y3 . "2 y1 (3.12) 

y2 y1 "3 
~ 

Mas C(1) e invariante sob Tt, logo 

1"2 y1 y3 l"1 y3 
::1 
y2! 

1 I I 
Tt C(1) 1 I I 

T = --•Y "3 y2 = 
-m-G3 

"2 y1: t m 1 1 

l23 
y2 "1 y2 y1 i 

"3! 
~ 

de onde cone 1 ui mos que 
' 

.e (3. 13) 

A partir de C(1) podemos obter c·(6), usando Tm, logo 

"1 y1 -y 
1 

C(6) T C ( 1) T 1 -- y1 "t -y m m m 1 
(3. 14) 

-y 
1 

-y 
1 "1 

Procedendo analogamente obtemos as matrizes correspondendo aos primeiros -

vizinhos (!=1,8). 

Vemos em 3.9b, 3.10 e 3.11 as matrizes dos segundos vizinhos não estão re

lacionadas com as dos primeiros. Usamos então uma forma tentativa para 

C(9): 

r2 
E;3 E;2 

C(9) = - __!_ : E; a2 E;1 m 3 

E;2 E;1 a~ 
L 
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Essa matriz deve ser invariante sob T , logo: 
m 

Jaz 1;3 -I; 
2 

T C (9) T = -~~ Bz -I; = C(9) Portanto m m m 3 1 

. -1; -I; 83 2 1 

1;2 = 1;1 o . 

"z 1;3 o 

Então C(9) 1 
1;3 Bz o = --m 

Lo o 133 

A partir de C(9) obtemos C(13) usando Tt e, devido a necessidade de invariân 

cia de C(13) sob Td, obtemos que 

o o 

Logo C(9) 1 = --m 
o o 

o o 

Com o auxflió das operaçoes de simetria obtem-se todas matrizes corresponde~ 

tes aos seguintes vizinhos. A matriz. C(O) é dada por (2.15): 

C(O) = - E C(!) 
!;!O 

As matrizes C(!) (!=0,14) sao dadas abaixo: 
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=- _1_~1 YJ 

~ 
- _1_ 8' 

-yl -J c ( 1) 
"1 YJ c ( 3) YJ "1 YJ m I 1 m 

C(2) I y 1 YJ "1 
C(4) YJ yl "1 

'--

. 
r: 

YJ -yl r "1 
-yl 

~ 
I "1 

1 1 C(S) = --: y 
"1 -y c (7) = --

[1 
"1 -yl m i 1 . 1 m 

C(6) I C(8) 
h -yl "1 YJ -yl "1 i Ll 

~ 

~ o 01 r;: o o i (l2 I e2 1 ,J 1 C(9) =-- o c ( 11 ) = -- I o (3.16) m e2 m "2 o 
C(lO) c ( 12) 

Lo o o o e2 

~ 

e2 o o 

C( 13) 1 o e2 o =--m 
C( 14) I o o "2 

o 

~ C(O) 2 ( 4a 1 + "2 + 2e2l o =-
m 

o o 1 ! 
--' 

OBTENÇÃO DA MATRIZ DINAMICA 

A equação (2.27), que dá os elementos da matriz dinâmica toma, na 

a tua 1 ':l.otação, a forma 

.-> ->( ) =E C (!) e-oq.r! 
t ae 

(3. 17) 

Usando essa equação, 

o e 1 eoren to C 
11 

(q) : 

e com auxílio de (3.16) e da tabela III-2 obtemos para 
• 

8 • -a. + 
m 1 

c11(t) e-iq.t(t) 

14 
+ l: c11(t) 

!=9 

.-> ->( ) 
e-oq.r t . (3.18) 

Desenvo 1 vendo sepa radarren te os somatõr i os temos 

8 
E 

l=1 

. a 
-i-.q.t(t) -oq12 

e = e A = 2A cos q 1 ~ (3.19) 
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onde 

O outro somatório nos dâ 

m 

1 ·--m 
(3.21) 

Usando (3.19) - (3.21) em (3.18) obtemos 

Procedendo analogamente obtemos todos os elementos da matriz dinâmica, que 

podem ser resumidos na forma 

e (3.22) 

onde c . = cos(nq. __ a __ ) 
nt 1 2 = 1,3 

e = sen ( nq. __ a __ ) 5 ni 1 2 i = 1 • 3 

Os índices i , j e k sao tomados em or.dem c í c 1 i c a. 
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--~---~--~-~---------------~ 

L I MI-TE DE ONDAS LONGAS 

Como vimos no capítulo III, é possível obter as ~onstantes elásticas 

do cristal como*combinações dos elementos da matriz dinâmica, no limite 

q-+: O. Seguindo o procedimento lá indicado vamos obter (~) (q) e escrevê-la 

na forma {2.47), em função dos parâmetros a 1, Yf' a2 e a2• Uma comparação .. 

posterior com (2.47) nos dará as constantes elásticas em função daqueles P.! 

râmetros. 

Usando (2.37), Tabela 111-2 e equações (3.16) obtemos 

-+ r 
(al + 82) <a1 + a2> 

2 
Cll(q) (al+a2) o o o ql .. 

q2 -+ 
(al+a2> (al +a2) {al + a2) c22(q) o o o 2 

-+ 2 
(al+a2> (át + .a2> (al + a2) 

2 (3 .23) p c33{q) =- o o o q3 a 
-+ 

c23(q) o o 
' 

o· yl o o 2q2q3 
+ 

c31(q) o o o o yl o 2q3q1 
-+ 

c22{q) o o o o o Yt 2qlq2 

que comparada com (2.47) nos diz que ,·.· --~~/ . 
--· ' 

c11 
2 (a1 + a2) = c = c = --- , 

22 ·--. 33 a 

2 -· (3.24) c44 = css = c66 = ~ <at + a2~ , 

'--.. <ct2 + c44> = <c31 + css> = <c23 + c44> 
4 =-y ' a 1 

e as demais constantes elásticas são nulas. Vemos que o fato de usar um mo

delo mais geral não nos levou ã relação de Cauchy para cristais cúbicos, -

que diz que c12=c44 , prevista pprmodelos que consideram interações centrais, 

mas não observada experimentalmente. 5•6 
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CAPTTULO IV 

EFEITO DOS ELETRONS DE CONDUÇAO EM METAIS 
.. 

A estrutura metálica dá uma idéia da presença dos elétrons de condu

ção em metais. Os tra~alhos mais antigos em dinâmica de rede não consideravam 

sua influência sobre as frequências de fonons~ Era· suposto que os elétrons -

de condução contribuiam com um efeito mfnimo (e portanto desprezável) às fre 

quências de fonons. O modelo de Tons puntuais de Born-von Kárman4, o axial : 

mente simétrico de Lehman et a 1. 60 e o modelo de forÇas tensor i a. is de 

Begbie-Born1 foram baseados nessas hipóteses. O cientista que primeiro real

çou a· importância do efeito dos elétrons de condução em metais foi Fuchs64 • 

~uchs mostrou que as relações de Cauchy podiam ser evitadas com o uso dos 

elétrons. Born, por outro lado, mostrou que também o uso de forças angulares 

para suplementar a interação Ton-Ton total poderia evitar as relações de 

Cauchy. De Launay?-S foi o primeiro a utilizar a hipótese de Fuchs paracriar 

um modelo onde nós podemos ver a influência dos elétrons de condução sobre -

as frequências longitudinais. Mais tarde, Sharma e Joshi 12 , Bhatia 11 e 

Krebs2 criaram modelos melhores que o de de Launay. 

Outra escola de pensadores que segui~am a idéia de Born tentaram 

Ignorar o efeito dos elétrons de condução para levantar as relações de 

C h M . . Bh. ·r· h· 61 -62 Shkl Cl 63 auc y. utto recentemente e ar• e rapat 1 e u a e oss mostra-

ram que interações elétrons-Tons devem ser consideradas mesmo em interações 

ron-Ton não centrais. Ignorar a interação elétron-Ton nas interações metáli

c~s nao tem justificativa. Nós, então, consideramos o efeito da interaçãoelé 

trons-Tons para modifica~ o modelo de forças tensoriais. Os resultados numé

ricos descritos na última parte desta tese exibem a importância deste aspecto. 

- 20 -



CAPfTULO V 

., 
MODELOS FENOMENOLOGICOS DE INTERAÇAO fONS-ELETRONS 

Os primeiros trabalhos em cristais metálicos desenvolvidos por 

Flné (1935) e por Leighton6 (1948) foram baseados na hipótese de forças cen 
. . --

trais entre um átomo e seus vizinhos. As duas constantes.de Jorça.envolvi.das 

foram obtid.as..apartir dos. valores experimentais das constantes elásticas c44 
e c11 - c12 . Entretanto, cedo foi verificado que em metais a interação en

tre íons e elétrons de condução é de importância decisiva (capítulo IV). 
Em um modelo simples, de Launay7 (1953) introduziu o efeito do gás 

r 
de elétrons livres atribuindo ao mesmo um módulo de compressibilidade ke,-

supondo que tal gás influenciaria apenas ondas longitudinais. Quando as on

das não eram puramente longitudinais nem puramente transversais, como é ge

ralmente o caso em metais, os deslocamentos atômicos eram decompostos em -
\ 

componentes perpendiculares e paralelas ã direção de propagação da onda e o 

efeito eletrônico atuava somente sobre a componente longitudinal. Se a 1 e

_a2 são as constantes de· força associada aos primeiros e segundos vizinhos,

então, como na teoria de Leighton, elas. permanecem inalteradas para a compo 

nente transversal mas, para a componente longitudinal elas deveriam ser 
I I 8 

substitui das por a 1 e a2, onde (ver de Launay , 1956) . 

a2·· ~ (Cll - c12~ 
I 

2(a
1
-a1) (5. 1) 

3 

.para redes bcc. 

. A eq~ação secular pode ser obtida modificando-se 

equações d~ movimento originais. Dayal e Sharan9 (1960) 

'. 

adequadamente as 

usaram esse método 

para calcular as propriedades termodinâmicas de lítio e encontraram boa con 

'cordância com a experiência. Singh et al •10 (1965) calcularam relações de

dispersão em sódio_com forças angulares e centrais entre primeiros e segun

dos vizinhos e obtiveram também boa concordância com os dad9s experimentais. 

Outros modelos para considerar o efeito dos elétrons de condução s~ 

bre as vibrações da rede foram desenvolvidos por Bhatia 11 (1955), Sharma e 

Joshi 12 (1963), Toya 13- 14 (1958, 1965), e mais recentemente por Krebs2(1965). 
Desses modelos, os dois primeiros violam as exigências de simetria (Krebs 2, 

1965; Lax15 , 1965)·. Embora o modelo de Toya leve em conta as exigências de 

simétria, este envolve mui tos parâmetros e não é sempre satisfatório - como 

·to.i mostrado por Srivastava e Daya1 16 (1964). O modelo de Krebs é comparatl 
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vamente simples e leva em conta a simetria da rede. No presente trabalho -

consideramos a interação Íon-eletron segundo esse modelo, que passamos a -

descreve r. 

MODEL{) DE KREBS 

O modelo de Krebs, como.na teoria de Bhatia usa um modelo que é- -

baseado na interação coulombiana blindada entre íons; mas nesse modelo a 

simetria é obedecida considerando-se processos de umklapp. A influência 

dos elétrons é considerada através do parâmetro de blindagem da interação 

coulomb i ana. 

TEORIA: 

A matriz dinâmica é separada em duas partes, uma parte devida 

lnteração harmônicà entre íons puntuais e uma parte devida à· interação cou 

lombiana· entre íons modificada pela presença dos elétrons de condução, o

que dá origem à blindagem. 

A interação íons-elétrons será aqui. representada pela matriz Ia.a· 

Os coeficientes I ·são definidos como derivadas segundas do po -a.a 
tencial ~entre íons em (l) e (t•): 

t . (5. 2) 

I 1 
Para uma carga blindada o potencial é de forma- exp(-k r).Vamos r c 

fazer uma transformada de Fourier desse potencial, desde que estamos inte-
. 17 

ressados no espaço recíproco (ver Pines , 1963). 

·· ... 

t(r) a. l: 
k 

(5. 3) 

onde a soma se extende sobre todos os vetores de onda k permitidos aos elé

trons de valência ao redor dos íons. Substituindo a soma por integração 
+ ' . 

obtemos (usando q para vetor de onda do fonon). 

k k exp (t (q-k) .tJ dk 
X V . (5.4) 
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Usando agora a relação 

1: exp (i (q-k) . ·n = 
r 

-+-++ #. ô(q-k+h) 
h 

• 

onde vc é o volume da cela unitária e h vetor recrproco, 

obtemos 

(qx +h) (qy +hy) 

lq+hl 2 + k~ 
X V h h ] 

(5.5) 

(5.6) 

A é uma constante que depende da carga efetiva.dos Tons. O termo negativo... 
segue da condição de invariância translacional da rede. Na soma em h, 

a · a a (hx + hy + hz) -r,r tem que ser par para redes bcc e -r,r hx' 21T hy e 
a • ~ ~ . 
~ hz tem que ser todos ampares ou todos pares para redes fcc. kc e o pa-

râmetro de blindagem, que no modelo de Thomas-Fermi está relacionado com o 

vetor de onda kF na superffcie de Fermi por (Pines 17 , 1963) 

[ 

k ] 1/2 - 1/2 
k (TF) • _!_ __!_ • 0.814 (r /a ) kF ·c 'IT a .·· oo 

o 
(5. 7) 

Aqui r • (3/4'1Tn ) 113 = espaçamento intereletrônico; n • densidade eletrô-- o 2. e 2 .. e 
nica; e a • h /me • 0.529 ~ = raio de Bohr. 

o 18 
Aplicando teoria de perturbação de muitos corpos, Langer e Vosko 

(1959) mostraram que o parâmetro de blindagem em um gás eletrôni co de a 1 ta 

densidade nao e independente do vetor de onda eletrônico: 

·' 

onde 

~ f(t) - 1/2 + ln 1+t 
1-t 

(5.8) 

(5 .9) 

k·· -com t = 2k • A funçao f(t) vái à unidade para t + O e tem uma singulari-

dade logarf~mica em t = 1, que dá origem às chamadas anomalias Kohn nas cur 

vas de ~ispersão de metais (Woll and Kohn 19 , 1962). 

Uma conhecida falha da teoria de Thomas Fermi é o fato de que seu -

modelo não considera adequadamente a repulsão dos elétrons e, portanto, 

superestima o efeito de blindagem. Também, e especialmente para ondas longas, 
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esse fato nao foi melhorado pela inclusão da função f. Pines20 (1955) mos -

trou que um melhor parâmetro seria obtido se usassemos ao invés de k (TF), 
c 

um valor que e em torno de um fator 2 menor: 

k (P~ = 0.353 (r /a >112 kF c o o (5. 10) 

Combinando isto com a função f(t) obtemos então 

(5. 11) 

.... -O potencial efetivo para valores grandes de K, que corresponde a 

região-do caroço do átomo, deveria tornar-se muito pequeno, desde a energia 

po_tencial negativa de um elétron perto do núcleo atômico é aproximadamente 

compensada pela alta energia cinética associada com as rápidas oscilações

da função de onda perto da região do caroço (ver Cohen e Heine21 , 1961). 

Krebs leva esse efeito de cancelamento em consideração introduzindo na equ~ 

ção (6.6) uma função que nos é familiar dos cálculos de Wigner-Seitz: 

l<x) ·[ (5.12) 

onde x = r jq+itj. 
o ---. 

A escolha dessa função é arbitrária, mas serve ao propósito de redu 

zir á influência de altos val~res de k (~er Sham e Ziman22 , 1963). Além di~ 
so, Woll e Kohn 19 (1962) mostraram que a forma de g2 é a modificação essen: 

cial para o resuftado de elétrons livres que ocorre se assumimos que as fu!!. 

çoes de onda életrônicas são do tipo de Bloch (A mesma função é usada por

·Toya e Sharma e Joshi). Incluindo essa função decaimento obtemos, finalmen-

te, para a.parte de longo alcance da matriz·dinâmica 

Ixy (q) 
==A 1:[ (qx+h) (qy+hg) 

', h 1 <i +h 12 + k ~ 
..... 

(5. 13) 

..... 
onde h : jh I· 
Essa é a expressão· definitiva para os elementos da parte íon-elétron da ma

triz dinâmica, tal como será usada nos capítulos posteriores. O parâmetro A 

sera determinado fenomenologicamente, sendo conveniente escrevê-lo na forma 
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(5. 14) 

conforme veremos no capítulo VI. 

' 
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CAPTTULO VI 

MODELO TFM MODIFICADO PARA METAIS BCC. 

Até o presente, relações de dispersão em quase todos metais cúbicos 

já foram determinadas experimentalmente. Muitos esforços tem sido emprega

dos por teóricos para desenvolver modelos em primeiros princfpios (ver 

Price et a1 23 , 1970) e em bases fenomenológicas (ver, por exemplo, Cavalhei 

ro e Shukla24 , 1973) para entender as relações que realmente existem entre

átomos metálicos. A experiência tem mostrado que estamos ainda no primeiro 

estágio. Nenhum dos modelos propostos está, livre de falhas físicas e matemá 

tlcas. No presente capítulo um novo modelo fenomenólogico é proposto. 

MODELO 

\ 

Os modelos fenomenológicos separam a matriz dinâmica dos metais em 

duas partes, a parte devida a interação Íon-íon e a parte devida a intera -

ção elétron-íon. Vamos assumir que as interações íon-íon são dadas por for

ças de curto alcance e que as interações fon-elétron. ;_ão dadas por forças -

de longo alcance. Consi·deramos a interação íon-íon no modelo TFM (Capítulo 

III) e a i nter.ação íon-ele.tron no modelo. de Krebs (Capítulo V). 

As frequências de fonons para metais cúbicos sao soluções da equa -

ção secular 

I D(q) - llb)
2I I • o , (6. 1) 

onde w(•2'1TV) é a frequência angular, q é o vetor de propagaçao, e I é a ma

triz identidade 3x3. A separação da matriz dinâmica em duas partes é ·escri

. ta matematicamente 

(6 .2) 

onde i-i e t-e indicam ron-íon e ron-eletron, respectivamente. 

Considerando-se interações até segundos vizinhos, os elementos dia

gonais e nao diagonais da matriz o11 são dados por (3.22) 

(6. 3) 
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onde Cni = cos(nTiql) 

S . = sen ( nTiq 1•) n• 

= 1,2,3 e 

= 1,2,3 

Acima: 

q' = { ;TI )q 

onde q é o vetor de onda do fonon. 

Os elementos diagonais e não diagonais sao dados por (5.13). 

i -e -+ 
Di j (q) t 

(q.+h.) (q.+h.) 
=A~ I 1 J J 

h Jq+hl2 + k2 . c 

a = parâmetro de rede. 

DETERMINAÇ~O DAS CONSTANTES DE FORÇA 

{6 .4) 

-+ Para podermos obter a matriz dinâmica D(q} em (6.1), falta-nos co-

nhecer o valor das ·constantes de força a 1, ,Y1, a
2

, 82 defini das no capítulo 

III, além do valor da constante A em (6.4). 

Usando· o 1 i mi te de ondas_ longas podemos proceder analogamente ao· C,! 

pftulo III para obter tres equações relacionando as constantes de força e A 

as constantes elástica$ do metal. 

Usando, para A a forma 

{6 .s> 

onde k e um parâmetro ajustável, obtemos para D .• , no limite de ondas 
e IJ 

longas: 

. f q.q.+q.h.+q.h~+h.h ... ..., hih. 2 ] 
lim o~:e{q) ·=_limA~ 1 J 1 J 1 1 1 

J gL{Iq+hlr )- J g {hr) 
I J - . ...o h 1-+ + h 12 + k 2 o h 2 +k 2 _ o 

q-o q_'- q c c 

Podemos separar a soma nas seguintes 

q.h.l<lq+hlr) q.h. g2 (hr) 
1 ) 1 i m A #,h -•1 

... J"--_,_.--,----
0
- = A #, --

1 
-'!J!---~ 0 ;;...._ = O , por s i me t r i a . 

q-0 lq+hl
2 

+ k~ h h
2 

+ k~ 
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2) Lim A 
q-0 

pois 1 i m Jq+hl h,& O, + 
=.h, para e par<: h = O a expressao se anula automati-

q+Q 
camente .. 

2 l(hr ) 
q iq. g (hr ) 

1 o 
3) LimA & o A q. q. {--+ E h2+k2 } 1.,. .,.1 2 k2 q-0 h q+h + I J k2 h,&O c 

c c 

2 Devido ã queda de g (hr
0

) muito rápida com h, o valor da soma é extremamen-

te convergente. A soma converge para um valor que é desprezível em relação 
1 a parcela --

2
-

k 
c 

Dessa forma, os elementos da matri·z dinâmica o1e(Ci') tornam-se 

(6.6) 

no limite de ondas longas. Usamos para obter (6.6) a expressão (6.5) para A. 

Usando (6.6) podemos escrever a equação (2.43) incluindo a contribui 
- i e(+) çao O q . Dessa forma temos 

o(le 0 ie 
2v 2 { (q) + 

(le + 

"' (1 
=--E (q)} ufl.,. 

a3 e 
m m 

~v 2 
E O fl(q) ue 

2 0
ie (q) ue (6. 7) =-- +--E pw (1 

a3 e (1 a 3 e 
(le 

. 
(2) . 

onde D(q) = m C (q) • O fator - 1- tem sua origem na eq. (2.18). Agora pode-
m 2 . 

rros aval i ar a contribuição da inte.ração íon-elétron escrevendo --
3
- D

1
e(q) -

na forma (2.47) obtemos a equação matricial (ver eq. (6.8)) ,ondeaos elemen -

tos da matriz quadrada fora da diagonal são nulos. A segui r comparamos (6.8) 

com a matriz das constantes elásticas para meios de simet,ria cúbica (eq.6.9), 

denotando D'(q) seus elementos. Desse modo 

(6 .8) 
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2 

7 

r .. i -e 
>D11(q) 
I 

' .. 
' 022 (q) 
, I .. ' o

33
(q) kê 

,-

' ( .. )! 031 q i 

i 
'-+ ! 

0 12 (q), 
j 

' 
' 

Comparação 

cie 
44 = o 

cie 
11 

cie 
12 

I 
i 

1/2 
' 

o 

o 

o 

entre (6. 8) e (6 .9) nos dá 

= k e 

o 

1/2 

1/2 

I 2 l 
q ' 

1 

2 
q2 

2 
q3 

2q2q3 ,(6.9) 

2q3q 1 

(6.11) 

Oe (2.47) e (6.69) vemos que a aditividade das matrizes Di i e Die 

(6.2) implica na atividade das constantes elásticas associadas com cada ma

triz. 

De modo que levando em conta a 
i i ( .. ) -da matriz D q obtemos tres equaçoes 

tal, análogas às equações (3.24): 

contribuição às constantes elásticas 

para as constantes elásticas do cris-
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ac,, = 2a1 + 2a2 + ake 

(6.12) 

e temos po·rtanto tres equaçoes para nossas cinco incÕgnitas. (Notar que 

aqui ke é um parâmetro ajustãvel, que não tem o significado do ke de 

De Launa/" 8). 

Para obter as duas equações que faltam, resolvemos analiticamen

te nossa equação de auto-valores (6. 1) para um vetar Q particular; numa 

direção de simetria. A partir daf usamos o valor experimental de frequê~ 

cia correspondente àquele vetar de ondas, obtendo mais equações. As dire 

çoes escolhidas foram [100] e [111]. 

Nessas condições obtemos em (6. 1): 

Di reção [100] 

2(... i-i ... rn.ul q) = 011 (q) + 

Di reção [111] 

i-e + 
0 11 (q) 

rn.u~(q) = o;~i (q) + 2o;;i (q) + o;~e(q) + 2o;;e(q) 

(6. 13) 

(6.14) 

Em (6.13) e (6.14) os subscritos L indicam polarizações longitu

dinais dos fonons. 

Para metais bcc, no limite da zona de Brillouin nas direções 

[100] e [111], as frequênci'as longitudinais e transversais coincidem. Nós ... 
usamos nossos vetores q na zona de Bri llouin e, portanto, (6.13) e (6.14) 

nos fornecem duas relações independentes entre ake, constantes de força e 

frequências experimenta is. 

Temos agora a ferramenta necessãria para determinar a matriz dinâ 

mica e, a partir de (6.1) obter o espectro de frequências, fundamental p~ 

ra todas propriedades térmicas calculadas no presente trabalho. 
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CAP fTULO VI I 

PROPRIEDADES DE METAIS BCC, CALCULADAS COM BASE NO PRESENTE MODELO 

1 - Curvas de dispersão 

As relaçÕes frequência-vetar de onda de fonons em direções de sime

tria podem, desde aproximadamente dez anos, serem obtidas experimentalmente 

por espalhamento inelástico de neutrons. Aproveitando esse fato, resolvemos 

a equaçao determinantal 

-+ 
para q em direções específicas, a fim de comparar os resultados com os d~-

dos experimentais (ver fim do caprtulo II}. · 

2 - Função distribuição de frequências 

Essa função tem importância decisiva no cálculo do calor específico 

e outras propriedades térmicas aqui consideradas. Ela é definida no fim do 

caprtulo II. 

3 - Calor especrfico 

O calor específico foi calculado com base na expressao de Einstein 

·\)=\) 
max 

g(v) 

\) = o 

( 7. 1} 

onde N e o numero total de modos vibracionais considerados. 

4 - Temperatura de Debye 

A partir de C (T} a temperatura de Debye 
v 

absoluta é dada pela expressão (ver ref. 7} 

8/T 

C (T} = 2._ 
v ar h v dv 

o 
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CAPTTULO VIII 

.. 
CALCULOS NUM~RICOS 

1 - Cálculo das constantes de força. 

Usamos em {6. 13) o· d d -+ · . 21T vetor e on e v com componentes Q1 = ~' q
2
=q

3
=o 

e .(6.14) o vetor de ondas V com componentes Q
1

=Q
2

=Q
3 
... : ,e as respectivas 

frequências v1 e v2• Obtivemos então, conjuntamente com {6.12) um sistema de 

cinco equações a cinco incógnitas, a saber: 

,, 

4y 1 + ake = a{c12+c44). 

2a1 + 2B2 • ac44 {8. 1) 

16a1 
+ Z ake ' 4 2 2 = 1T vl 

Sal + 4a2 + 8B2 +V ake 
2 2 

"" 41T v2 

onde 

J 

· i-e -+) -
os~elementos da matriz O (q sao dados em (5.13). / 

~ Conhecendo-se ·os valores experimentais das constantes elâsti~as, de v 1 e v
2

, 

·podemos obter as constantes de força ·e ake. Os dados experimenta is necessa -

rios são dados na tabela VIII-1 • 

. 2 - Curvas de dispersão 

Uma vez obtidas as constantes de força, conhecemos os elementos da 

matriz dinâmica· em função do v~tor de onda q .. Resolvemos então {6.1) para o 

vetor q em di reções de simetria obtendo 3 valores de w para cada veto r q. 

3- Função distribuição de .frequências 

Para obter a função distr.ibuição de frequências usamos o método de 

amostragem de Blackman que é descrito em certo detalhe nas teses de mestrado 
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w 
w 

Metal 

'LTTIO 

SOO IO 

POTASSIO 

RUBTDIO 

a-FERRO 

CROMO 

MOLIBDtNIO 

TUNGSTtNIO 

11 2 ( 11 2 -_ . . . 11 2 o 
c11(10 dyn/cm) c12 10 dyn/cm) '. c44(10 dyn/cm) z A(A) 

1.484 1.253 
I 1.08 1 3.491 

0.808 0.664 0.586 1 4.240 

0.417 o. 341 0.286 1 5.225 

0.346 0.288 0.218 1 5.587 
I 

23.30 13.54 11.78 2 2~866 

35.00 6. 78 10. 10 2 2.884 
-

44.08 17.24 12. 16 2 3.14 7 

52.33 20.45 16.07 2 3.165 

TABELA VII I -1: Dados dé entrada para o _cã1 cu1o ,das constantes de força. 

' \ 
I 

: 

M( 1.0 -Z3 g) Nl1(10 12
H ) 

' z Nl2(10 1 ~ 

1.152 8.82 6.80 

3.818 3.58 . 2.88 

6.491 2.21 1. 78 

14. 190 1. 38 1.13 

9·271 8.52 7. 28. 

8.631 7.90 8.50 

15.926 6.30 6.53 

. 30.519 . 5.50 5.50 

... 

, 



de Huberto Closs (UNICAMP, 1975) e de doutoramento de Raul Cavalheiro(UNICAMP, 

1974) • 

A idéia básica é escolher um conjunto de pontos igualmente espaçados 

na primeira zona·de Brillouin. O trabalho é simplificado pois, devido à sime 

tria, podemos trabalhar com um conjunto de pontos situados nuam parte irredu 

tível da zona_ de Bri llouin equivalente a ~+i- .do total. A cada ponto conside 

·rado nesse conjunto, correspondem outros pontos em toda a zona. O proce·d lmen 

to total é o seguinte: 

Para a amostragem de pontos considerada (8000 pontos) somente um con 

junto de 256 nao são equivalentes. Calculamos as auto frequências para cada 

um desses pontos obtendo frequências de zero até v • . • Esse intervalo foi . 1 max1mo 
dividido em intervalos menores fl:v(==10 ° H~) "e· computado o .número de frequên-

cias que estava contido em torno da frequência central de cada intervalo. 

O número de intervalos de. frequência é v /~v. A frequência no cen-max v 
tro de cada intervalo é denotada por v.(i == 1,2,3, •.• , ~ax) e n(v.) denota 

' I 'V I . 

o número de frequências em torno de "i no i-ésimo intervalo. Nessa aproxima-

çãon(vi) representa g(vi)~'V, fato que será usado para calcular integrais 

através de somatórios. Temos ainda que n(v.) a g{v.). 
I I 

4 - Calor Específico 

Com n(v
1
) = g(vi)~v podermos escrever (7. 1) na aproximação 

vmax/~v hvi 2 hv./kT 
3~ 

I 

Cv(T) = r n (v
1
) ( ) e 

"'-... 
24000 i=·1 kT hv

1
/kT 2 

(e -1) 

{8.2) 

onde 24000 é o triplo do numero de pont.os recfprocos considerados, correspon 

· dendo ao número to ta 1 de modos v i.brac i o na is v1 ·• 

, 5 - Teta de Debye 

Para esse cálculo usou-se valores tabelados, a partir da integral 

(7.2), de c··f3R em função de e/T. Os valores foram tabelados por Pitzer e v . 
Brewer (ver Le~is e Randa1 25 1961).0s valores de e(C) foram obtidos por v 
Interpolação numérica tendo como base aquela tabela. Para valores de C tais v 
que C /3Rt < 0,01502 e foi calculado pela aproximação v 

1/3 
e = r 

indicada naquela tabela. 
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CAPTTULO IX 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Abaixo discutiremos os resultados para cada metal, e os compararemos 

com os dados experimentais disponfveis. E Útil mencionar aqui a nomenclatu

ra usada nas curvas de dispersão.Para os dados experimentais drculos ela -

ros ( ) correspondem a ramos longitudinais e cfrculos ou losangos escuros -

{Oou\>) indicam os ramos, com excessão das direções lç;~11 e 1112 1/2 ç;j,
para as ·quais. as ondas não são nem longitudinais nem transversais. Os qua

drados (; · ou , ') indicam frequências que pertencem a mais que um ramo. Nossos 
" resultados são dados por linha cheia e, finalmente, o vetor de onda reduzi-

do é definido como sendo o vetar adimensional 2 ~. q, onde q é o vetor de 

onda do fonon. As componentes de ·2! q são denotadas por ç;. As figuras en

contram-se a partir da pg. ' na sequencia em questãô discutidas ábai~. 
' 

dos 

VALOR DAS CONSTANTES DE FORÇA 

Os valores das constantes de forçã, base de nO..s sos cálculos, 

na tabela IX-1. .--. 

-..._ ,, 

METAL (ll y1 Q2 B2 

Lftio 2.265 2.749 1. 750 - 0.380 
SÕdio 1.215 1.417 0.680 0.027 
Potassio o.Soo 0.986 0.~22 - 0.052 
RubTdio 0.695 0.913 o.6ã3 - o.oã6 
a-Ferro 16.475 17.028 14.246 0.413 
Cromo 13.103 9.23B 31.501 1. 461 
Mol ibdenio 14.505 7.426 23.431 4.63B 
Tungstenio 21.02S t4.97B 33-932. 4.403 

.. , 

TABELA IX-1 
Valores das constantes de força para metais bcc em unidade de 

. 1 o3 dyn/cm. 
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Ake 

-2.851 
-0.366 
-o .667 
-0.823 
4.487 

11.727 
62.S49 
55.678 



LfTI O 

As curvas de dispersão experimentais para o lftio sao de Smith et a1 26 , 

e foram obtidas a 98 K. Os valores das constantes elásticas usados foram medi

dos a 78 K por Nash e Smith27. 

O nosso modelo não conseguiu explicar o cruzamento dos ramos transver

sais e longitudinal na direção [1;00). A temperatura T-80 K o lftio sofretran~ 

formações martensítica28 , onde parte da amostr~ assume estrutura hcp (hexagonal 

compacta) e, uma medida de constantes elásticas abaixo dessa temperatura deve 

indicar valores pouco diferentes dos que seriam obtidos pouco acima da mesma.

Apesar disso, a concordância ê boa, sendo que a maior discrepância é da ordem 

de 15% e ocorre na di reção [ssi;), ramo longitudinal. Poucos sao os desvios que 

nao estão dentro do erro experirrental. 

Os valores experimentais para 6 são de Simon e Swain29 , Martin3°, 

Filby e Martin3 1, e também de Roberts3 2. O lítio sofre transformação martensí

tica a 80 K, como dissemos acima. Portanto abaixo de 80 K constit.ui-se em par

te estrutura bcc e parte estrutura hcp. O calor específico da parte bcc é ma

ior que o calor específico da parte hcp 33. Logo, tal mudança de fase leva a um 

calor específico rrenor do que a amostra teria se permanecesse bcc, como é su

posto no nosso modelo. Isso explica porque, abaixo de 80 K, o valor de e cale.!! 

ládo é muito inferior ao obtido através da experiência. Acima de 80 K a concor 

dânci'a é boa, o maior desvio sendo da ordem de 3%. 

SODIO 

Dados experimenta is das curvas de dispersão foram obtidos por Woods et 

a134 a 90 K. As constantes elásticas foram medidas a 78 K por Quimby eSiege1 35 . 

Os presentes cálculos apresentam poucos desvios que não estejam dentro dos er

ros experimentais. Em geral esses desvios não superam 3%, com excessao de al -

guns pontos na di reção (sss) para I; - o. 75 e [1;1;0] para 1; - o. 3 em que os 

desvios foram de 6% e 10% respectivamente. 

Os dados experimentais para a temperatura equivalente de Debye sao de 

Martin36 , Simon e Zeidler37, Filby e Martin3 1, Roberts 32 , e ainda de Parkinson 

e Quarrington 38 . 

Sabemos que o Sadio sofre transformação martensítica 28 parte do cris e 

ta 1 assume estrutura hcp em torno de 40 K, dependendo da pureza e história tér 

mica da amostra. O calo r específico abaixo de 40 K será dado pela soma das con 

tribuições das frações bcc e hcp da amostra. Sabe-se que o calor específico da 

fase bcc é maior q~e o calor específico da fase hcp33 ; portanto o calor especl 

fico da mistura é menor que o calor especÍfico do cristal se esse fosse todo 
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bcc. Calor específico menor implica e maior, explicando a discrepância na fig~ 

ra, abaixo de 40 K. 

Devido à transformação martensftica em torno de 40 K, a experiência P,! 

ra determinar as•curvas de dispersão dever ser feita acima dessa temperatura

aumentando a poss i bi 1 idade das frequências serem a 1 teradas por efeitos anarmô

nicos. Pa~a um estudo mais detalhado dos metais alcalinos sem influência de 

efeitos anarrrônicos são melhores potássio e rubídio que, não apresentam tal -

transformação. 

POTASSIO 

· Curvas de dispersão experimentais foram obtidas a 9 K por Cowley et 

a139 e as constantes elásticas. Foram obtidas a 4.2 K por Marquardt e 

T . • i 40 A d. - . • 1 1 • - . rev sonno • s escrepanceas entre nossos ca cu os e a expereencea, que nao 

estão dentro do erro experimental ocorrem na direção [~oo) onde há um cruzame~ 

to dos ramos longitudinal e transversal. Esse cruzamento não é explicado pela 

presente teoria. Os desvios ocorridos nessa região são da ordem de 5%. 

Comparamos nossos dados para temperatura de Debye com os de Simon e 

. Zeidler37, Krier et a1 41 , Roberts 32 , FiJby e Martin3 1 e, com os de Lien e 

Phi llips42 • Nossos resultados para e concordam melhor com a experiência que os 

resul·tados de Cowley et ~139, principalmente na região 3 K < T < 10 K. Isso é 

devido talvez ao Valor das constantes· elásticas usadas por nõs40 , que diferem 

signtficantemente das obtidas por Cowley·et al. Para obter as constantes elás

ticas, Cowley et al mediram a inclinação das curvas de dispersão no limite 

ac_~~tico; sendo q-ue essas curvas de dispersão foram obtidas através de ajuste 

baseado nas frequências experimentais. O valor das constantes elásticas assim 

obtidas di ferem dos usados aqui de 8% aproximadamente. 

RUBfDIO 

Rubídio, assim como Potássio, nao sofre transformação martensítica, 

permitindo ·portanto que sejam feitas medidas de frequências de fonons a baixas 
. 4 

.temperaturas. T.rabalho de Copley e Brockhouse· 3 apresenta resultados a 12 K, -

80 K, 120 K e 205 K. Devido à medida de constantes elásticas feitas por Gutman 

T • • 44 • . f . ~ 1 f . 1 -e ravesonno a vareas temperaturas, 01 posseve azer enterpo açoes e extr~ 

polações,para obter constantes elásticas às temperaturas do trabalho de Copley 

e Brockhouse43 . Os bons resultados obtidos (ver Bone11i et aJ 45 ) a todas essas 

temperaturas demonstram a superioridade das medidas de Gutman e Trivisonno so

bre·as de Roberts e Meister46 . Aqui apresentamos apenas nosso resultado para-

12 K. As discrepâncias entre teoria e experiência, que não estão dentro doerro 
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experimental ocorrem nas d-ireções (~ooJ e c~~o] para os ramos longitudinais em 

torno de ~ - 0.5. Isso ocorre à todas as quatro temperaturas e o desvio perce~ 

tual é da ordem de 10% no pior caso. 

Dados e~erimentais para e foram obtidos de Lien.e Phillips42 , Fi lby e 

Mar~in 31 , Manchester47 e McCÓllum e Silsbee65 . Os resultados teóricos obtidos 

baseando-se na distribuição de frequências a 12 K deram uma concordância exce

lente a baixas temperaturas. Na figura são também mostrados os valores de 8 ba 

seados na distribuição de frequências a 120 K, estes concordam melhor com os -

dados experimentais em torno dessa temperatura e acima. 

a - FERRO 

As curvas de dispersão experimentais sao de Brockhouse et a1 48 , medi -

das a 296 K. As constantes elásticas foram medidas por Rayne e Chandrasek_har49 . 

A concordância com, os valores experimentais'é muito boa na direção c~oo), onde 

apenas uma discrepância de 5% é observada para~- O.]. A concordância também 

é boa para a direção (~~~J. Nessa direção os desvios estão dentro do erro exp~ 

rimental para o ramo transversal e, para o ramo longitudinal o desvio não exc~ 

de a 9%. A maior discrepância é observada na di reçã<? (~~o), ramo transversal -

inferior para o qual o desvio-máximo é de 17%, enquanto o desvio médio é da or 

dem de 9%. 

Os dàdos experimentais para e e C são de K.K. Kelly50 . A comparação v 
da temperatura e com a experiência mostra que a concordância e boa, o maior 

desvio sendo da ordem de 10%. 

CROMO 

As curvas de dispersão experimentais foram obtidas por Shaw-e 

Muhlestei-n5 1 à temperatura ambiente. Constantes elásticas foram medidas a tem

peratura ambiente por Bolef e Klerk52 .Para o cromo os erros experimentais nao 

estão representados na figura porque estes~ão são fornecidos pelos autores 

mas, segundo Sliaw e Muh1estein51 , estes. erros são da ordem de 2%. O cromo apr~ 

senta quatro anomalias, relacionadas provavelmente com a forma de sua superfí-
~-

cie de Fermi, que não são explicadas pelo presente modelo. Uma anomalia ocorre 

nas di reçÕes (~00) e c~~~J perto de ~ = 1. 0, quando as frequências caem brUSC,! 

mente. Outra anomalia é a depressão no ramo transversal inferior na direção 

(~~O). Ainda temos o fato de que o ramo longitudinal na direção r~~~), para ; 

pbuco acima de 0.5, quando as frequências permanecem quase constantes com rela 

ção~. ~-
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Fora das regiÕes de comportamento anômalo a concordância do modelo com a expe

riência é boa, sendo que o maior desvio ocorre no ramo transversal superior 

~~~Oj, e é da ordem de 10%. O desvio máximo na di reção l~OOj, que parace ser

grande, é de apenas 9%. 

Os dados para e e Cv sao de Clusius e Fanzosini53. A concordância en

tre teoria e ·experiência para e é melhor para baixas temperaturas (10 < T <50) 

onde o desvio percentual e da or~em de 7%. Para temperaturas T > 50 o desvio -

aumenta e fica da ordem de 8%. 

MOLI BDEN I O 

As constantes elásticas do Molibdénio ·foram medidas por Featherston e 

Neighbours54 e as curvas de dispersão experimentais sao de Woods e Chen55 . Os 

erros experimentais só são mencionados naquele trabalho para alguns pontos es

peciais, sendo difíci 1, em alguns casos, saber se a discrepância entre aquela 
' experiência e nosso trabalho está dentro do erro experimental. Molibdénio tem 

superfície de Fermi parecida com a do Cromo sendo, portanto, de se esperar que 

.~presente anomalias análogas. Essas anomalias dão-se nas direções l~ooj e 

~~~~jpara ~- 1.0 quando o valor das frequências cai bruscamente, assim como

p~ra o Cromo. A discrepância entre a teoria e a_ experiência para a di reção 

j~ooj é maior para a frequência !1'1âxi~ longitudinal, sendo da ordem de 13%. Pa 

r a a di reção I~~~ I o desvio máximo ocorre per to da zona de comportamento anôma

Jo para o ramo transversa 1 e é da ordem de 11%. N~ di reção I ~~O I o. desvio máxi 

mo e da ordem de 8% e ocorre para ~ - 0.5. 

O 1 · • e c - d c 1 • F · _. • 56 p s va ores exper~mentats para e sao e ustus e ranzos1n1 . o 
~, v 

demos ver que a concordância para e e boa,, os desvios médios e mãxi mo renda em 
I 

torno de 9% e 20% respectivamente. 

TUNGSTENIO 

As curvas de dispersão experimentais sao as obtidas por Chen e 

Brockhouse57 à temperatura ambiente. Os valores das constantes elásticas foram 

. medidos, também à temperatura ambiente, por Featherston e Neighbours54 . Na di

reção l~ool a cor.tcordância é boa para o ramo transversal, ao passo que para o 

ramo longitudinal a maior discrepância é da ordem de 10%. Na direção ~~~~~ a

maior discrepância para o ramo transversal é de 5%. O ramo longitudinal nessa 

direção foi o que apresentou pior concordância sendo o maior desvio da ordem

de 10%. Nosso modelo não conseguiu explicar o cruzamento dos ramos transversais 
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na direção (ssO) e a maior discrepância foi da ordem de 10%, nessa direção. 

Devido aos desvios experiência - teoria serem grandes, cabem aqui alguns come~ 

tários sobre a experiência (ver Chen e Brockhous;7) .•. As estimativas dos erros . 
experimentais são fornecidas apenas para alguns pontos, naquele trabalho. Tam-

bém é me'ncionado, sem dar valores numéricos·, que há alguma incerteza com rela

ção às freq~ências longitudinais (~~o) e que as frequências longitudinais 

c~~~J são "mais do que usualmente incertas". Não dispondo no presente de outros 

trabalhos sobre curvas de dispersão desse metal, tivemos que usar este mesmo.

Na figura nao estão representados os desvios experimentais por falta dos mes -

mos. 

Os dados experimentais para C ~e são de Clusius e Franzosini 56 . A . v 
concordância para e é excelente, sendo que os desvios máximo e médio são da or 

d~m de 8% e 4% respectivamente. 

I 

\ CONCLUSAO 

O presente trabalho apresentou um modelo para dinâmica de rede de me -

· t~is com aplicação a metais alcalinos bcc e metais de transição. Esse modelo

considera interações inter-iõnicas segundo o Modelo de Forças Tensoriais 1 que 

leva en conta todos os aspectos de simetria. As interações íon-elétron foram

consideradas no Modelo d~;Krebs 2 · que também leva em conta os requisitos de si

metria. Para os metais .alcalinos a concordância é excelente, visto que somente 

cinco parâmetros experimentais são usados. Para os metais ~e transição a forma 

da superfície de Fermi desses metais parece influenciar muito as curvas de dis 

persão, causando anoma 1 i as (anoma 1 i as Kohn58} que para se rem exp 1 i cadas necess~ 
tariam um modelo mais elaborado de interaÇ~o Íon-elétron. No entanto a concor

dância e boa fora dàs regiÕes ahômalas. Um aprimoramento desse modelo seria a 

inclusão da dependência da interação elétron-fonon da forma exata da superfície 

de Fermi, .. informação que poderia ser obtida .através de cálculos como o de 

lomer59 para metais de transição do grupo do cromo. 

Podemos conclui r que dentro da estrutura de modelos fenomenolÓgicos o 

presente modelo deveria ser considerado sem falhas. As interações íon-íon fo

ram aqui consideradas mais exatamente do que as obtidas do modelo Born-von 

Kármán (angular e· central) e de lehman et al. 

Nós deveríamos ter considerado o efeito da blindagem dielétrica sobre 

os fonons calculados. Não usamos esse esquema aqui mas em futuro próximo tal -

problema será enfrentado. 
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Nossos cálculos são representados por linha cheia e os pontos re 

presentam os dados experimentais. 
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