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1. 
RESUMO 

Foi proposto um modelo de fÕrça elástica para 
metais cijbicos, considerando-se interações de curto alcance en 
tre ions do tipo central no esquema de Born-von Kãrmãn, e do -
tipo angula~ no esquema de Clark, Gazis e Wallis, juntamente -
com interação de longo alcance do potencial de Coulomb blinda 
do. 

O presente modelo foi aplicado para estudar a 
dinâmica de redes e algumas propriedades térmicas de metais al 
cal i nos e de transição. Foi obtido bom acordo, em geral, entre 
os resultados calculados e experimentais. 

As caracteristic~mais notãveis do presente-
modelo sao: 

1. As interações angulares entre 
mõdulo de rigidez volumétrico do gãs de 
çao a hipõtese de Fuchs. 

ions formam parte do -
elétron, em contradi 

2. O presentemode_lo com apenas cinco parãmetros ajust~ 
veis, fornece resultados muito melhores que aqueles obtidos 
por outro~ modelos com grande n~mero de parimetros. 

ABSTRACT 

An elastic force model for cubic metals has 
been proposed by considering the short range interactions in 
metal ions ie. central one on BVK scheme and angular one on 
CGW scheme together with the long range interaction on the -
screened Coulomb po~ential. 

The present model has been applied to study 
the lattice dynamics and some thermal properties of alkali 
and b.c.c. transition metals. An overall agreement between 
the calculated and experimental resulÚ has been achieved. 

The noteworthy features of the present model 
a r e: 

1. The angular ionic interactions form a part of the 
bulk modulus of the electron gas. This is in contradiction 
to the Fuchs' hypothesis. 

2. The present model with only five adjustable par~ 

meters gave results much better than those offered so far 
by other models with large number of parameters. 
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INTRODUÇIIO 

E de conhecimento geral, que a teoria da dinã . 
mica de rêdes possibilita o tratamento unificado de vãrias 
partes da física do estado sÕlido, tais como a teoria do ca 
lor específico de cristais, propriedades Õpticas e dielétri 
cas e de alguns aspectos das interações de radiações, tais c~ 
mo o raio-x e neutrons com os cristais, como também das condu 
tividades térmicas. Naturalmente, não ê possível considerar 
as propriedades dinâmicas de um cristal isoladas de propri~ 

dades de estruturas eletrõnicas e magnéticas. 
No início deste século, surgiram os trabalhos 

pioneiros de Einstein(l) (1907) 'Planck's theory of radiation 
and the theory of specific heat', de M. Born e T. von 
Kãrmãn1 2 l em 1912 'On vibrations in space lattices ', e P. 
Debyel 3 l (1912) 'On the theory of specific heat'. 

Einstein, em seu modelo, considerou o cristal 
como sendo constituido de osciladores independentes,cada qual 
com a mesma frequência wE' de modo a vibrarem livremente no 
espaço. 

Supôs ainda, seguindo Planck, que a energia 
de cada oscilador era quantizada de ~w. e mostrou que a ene! 
gia média de um cristal de N itomos, a temperatura T, é dada 
por: 

u = 

. 
onde, K8 e a constante de Boltzman 

E, o calor específico seria dado por: 

dÜ 

dT 

( 1-1) 

(I- 2) 

Nota-se que Cv é zero em T = O, e tende assin 
toticamente ao valor 3NK8 = 3R, onde T>>e e e = hwE/K 8 . 

Observa-se também que a quantização não é tão 
importante em altas temperaturas, e o calor específico possue 
o mesmo valor, como se para cada grau de liberdade do sistema 
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~ivesse associada a energia 1/2 K T; e em temperatura mais -
B 

baixas, a discrepância acentuada seria resultante do teorema 
da equipartição de energia. 

A teoria de Einstein, não fornece resultados 
corretos para qualquer material, pois se apoia num modelo de 
cristal qe' e muito simples. 

Born e von Karman( 2), empregaram um modelo 
mais realista; assumiram que os ãtomos estão dispostos em ar 
ranjo periÕdico em três dimensões, de formas que a força atu 
ante Sobre u~ ãtomo dependesse não de seu deslocamento de sua 
posição de equilíbrio, mas de seu deslocamento relativo aos 
seus vizinhos. O movimento de tal sistema, por sua vez seria 
descrito não em termos de vibrações individuais dos ãtomos , 
mas em termos de ondas viajantes, denominadas "vibrações de 
rêdes" por Born, e cada qual caracterizada por um vetor de on 
da, frequência e característica de polarização. 

As ondas acima referidas, constituem os modos 
norma. is de vibração do sistema, e a energia de cada uma e 
quantizada da mesma forma a de um oscilador harmõnico. Desta 
forma, ao inves de termos uma frequência associada com o cris 
tal, teremos uma faixa de frequências, ou seja uma distribui­
çao de frequências que depende da forma das fÕrças interatõmi 
cas (Born, 1913). 

Debye (1912), por sua vez, publicou uma teo 
ria menos rigorosa em princípio, que a teoria de Born-von 
Kármán, e que obteve sucesso devido ã sua simplicidade.Em sua 
teoria, Debye tratou os modos normais de vibração como se fos 
sem ondas num meio continuo, isotrõpico, ao invis de um sist~ 
ma de massas dispostas discretamente. Com isso,conseguira uma 
simplificação na forma de distribuição de frequências, e como 
na teoria de Einstein, expressou o calor específico a volume 
constante em função de T/~o para todos QS cristais, sendo e0 
a temperatura característica de Debye. ' 

A distribuição de frequência, introduzida por 
Debye, possue alguns aspectos da atual distribuição de fre 
quências, porém, a partir de 1930, foram verificadas 
pãncias de sua teoria com os dados experimentais, e a 
cação correta foi dada em termos da teoria de Born-von 
por Blackman. ( 9) 

discre 
explj_ 

Ka'rmá n, 
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De acõrdo com Cochran( 5), se a fõrça sobre um 
ion ~ proporcional ao seu deslocamento relativo de ãtomos vi 
zinhos cada modo normal deve se propagar independentemente 
dos outros, onde deve-se aplicar o principio da superposição 
e teriamos o que ~ denominado cristal harmõnico. E, para o r~ 
ferido cri~tal não teríamos um coeficiente de dilatação t~rml 
ca·e as propriedades elãsticas seriam independentes da temp~ 

ratura, efeitos que diferem em um cristal real, em que as fÕ~ 

ças são aproximadamente lineares. Sabemos que, a dinâmica de 
r~des •e torna bastante difícil, se tais efeitos anharmõnicos 
forem incluidos, e que sua presença~ importante para a com 
preensão de fenômenos como a condutividade t~rmica e resistên 
cia t~rmica. 

A abordagem tomada no presente trabalho, nao 
leva em consideração o efeito aMarmõnico, por~m inclue o efei 
to de fÕrças angulares, al~m das fõrças centrais conforme o 
modêlo de Born-von Kârmán~ 2 l. 

As constantes elãsticas são utilizadas para 
efeito de cãlculo de constantes de fõrças~i.nteratõmicas, e nu 
ma abordagem fenomenolÕgica, incluimos o efeito dos eletrons­
livres do metal na blindagem entre os íons, conforme o modêlo 
de Krebs(7l. 

A inclusão do efeito dos el~trons livres 
dinâmica de rêdes foi sugerida por Fuchs( 6), para explicar 

na 
a 

discrepãncia na relação de Cauchy, isto é,c 12 ~ c44 ,para m~ 

tais de estrutura cübicas, se fossem levadas em conta somente 
forças centrais. 

Com o objetivo de verificar as propriedades -
do modêlo proposto neste trabalho, calculamos as frequências­
de .fonons para as principais direções de simetria do crist.al 
B.C.C. pela solução da equação secular, para valores partic~ 

l•res de vetor de onda. 
Observamos que 

nolÕgicos em dinâmica de redes 

' a elabor\ção de modelos fenom~ 
estã ligada principalmente, a 

existência de discrepância entre os dados experimentais de 
curvas de dispersão de fonons, geralmente obtidas de experi 
ências de espalhamento de neutrons lentos, e curvas obtidas -
do modêlo de fõrças de Born-von Kârmãn que necessitamde gra~ 

de numero ·de parâmetros de entra.da. para efetuar o "fitting" 
em tais curvas. 
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Em nosso modelo, limitamos as interações de 
fõrç~s centrais at~ os segundos vizinhos mais prÕximos de um 
ion, com o objetivo de verificar a inclusão ( o efeito)de fõr 
ças denominadas angulares, adicionadas ao efeit~ de blindagem 
entre os ions devido ã presença de el~trons livres do metal. 



CAPITULO - II 7. 

DIN~MICA DE REDES NA APROXIMAÇ~O HARMONICA 

Neste capftulo, efetuamos a anâlise das vibr! 
çoes da ride na aproximação harm5nica, empregando m~todos da 
~ecânica clâssica. 

Ao assumirmos que os âtomos são massas punti 
formes que se movem dentro de um potencia 1 devi do as i nteraç5es 
mútuas, vamos estabelecer as equações de movimento. 

Se denominarmos os vetores primitivos de tram 
+ + + -

lação por a 1 , a2 e a 3, e tomarmos um ãtomo como origem, a P.!!. 
sição de equilfbrio do âtomo na t-~sima cela ~ dado pelo ve 
tor: 

+ + + + 
R(1) = tlat + t2a2 + t3a3 (11-1) 

onde, por sua vez, a posição do_ s_~ésimo âtomo, na t-ésima cela -e expressa per: 

... ... ... 

R(~) = R(t) + R(s) 
(11-2) 

onde, se r e o numero de âtomos de uma cela, s pode tomar r va 
lores. 

Em termos d~ deslocamentos dependentes do tem 
po u(h a energia cin~tica total do cristal ~: 

T = l/2 .(11-3) 
tsa 

onde, Ms é a massa do s-ésimo âtomo. 
Com relação ã energia potencial, supõe·-se a 

existência de alguma função V, dependente da posição de todos 
os âtomos em um dado instante. E se V for uma função que e 
possfvel ser expandida em séries de potências em termos dos 
deslocame~os obtem-se: 



V•V + 
o 

R.S 

1 1 s . 

= v + v 1 + V2 + ..• 
o 

onde, o coeficiente no Vn e um tensor de ordem n: 

·e 

'ttoJ I a2V J, 

~ lss') = l (1 1 r1 ., 
au :aul ·J 5 j 5 I 

o 1ndice O (zero), indica a configuração de equilfbrio. 
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(II-4) 

(II-5) 

(II-6) 

E, se V3 e todos os termos de ordem superior 
são desprezados, temos o que ê denominado como aproximação har 
mõnica. 

O termo constante V , nao ê importante na pre 
o 

S1!nte discussão, e V1 se anula desde que a expressão (II-5) ê 
a fõrça de restauração atuando sobre o ãtomo (t,s) e e nula 
na configuração de equilíbrio. 

A componente ne do tensor (II-6), representa a 
fÕrça na direção a sobre o ãtomo (R.,s), quando o ãtomo (R.'s') 
sofre um deslocamento unitãrio ao longo da direção e. 

Segue-se de (II-6) que: 

(I_I-7) 

A propriedade mais importante ê imposta pela -
invariãncia· translacional da rede. ' 

Considerando-se a periodicidade da rede, as fÕr 
ças não podem depender dos valores individuais R.,R.', mas somen 
te das posições relativas das celas, o que implica em: 

Considerações adicionais de translação de cor 
po r1gido, levam ã relação: 
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( t t 'l = ~ae ss' L (II-9) 
11 SI t•s• 

De (II-3) e (II-4), a Hamiltoniana de todo o 

cristal na aproximação harmõnica e: 

tsa 
l L 
2 
!Sa 

(II-10) 

Apesar de obtermos um numero infinito de equ~ 
çoes diferenciais acopladas, da periodicidade da rede resulta 
em grande simplificação. 

Supondo ãtomos de diferentes celas, (t,s) e 
(!', s'), da solução: 

+ 

onde Us(t) i.independente de 1 , e contim o fator 
do tempo e-lwt. 

Substituindo-se em (II-11) temos: 

w2 u = as L 0aa (ss'q)Uas' 
as' 

+ 
{~1 M' )-1/2 $ (~!·)exp(-i~.;(IJ) onde, oa

6
(ss'q) = L s s 

! 

(II-11) 

dependente 

(II-12) 

(II-13) 

Este problema foi reduzido desta forma, a 3r 
eq,uações, desde que os indices combinados as assumem 3r val.Q_ 
res. 

Se os pares as e es' forem vistos como indices, 
as componentes de D formam uma matriz 3~ x 3r, que i conhecida­
tomo matriz .dinâmica, para um dado vetor"q. 

A condição para que a equaçao (II-12) possua 
solução nao trivial i que a solução seja dada pela equação (s~ 

cular: 

!Da
6
(ss' ,q) - w26ae&ss' I = O (II-14) 

e os 3r valores de w2 serão obtidos para um dado q. 
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RELAÇAO DE DISPERSAO 

Verificamos que a din~mica d~ redes de um 
cristal em três dimensões, efetuando-se algumas aproximações, 
se torna me~os dificultosa, porêm, sob o ponto de vista algi 
brico, devido ~ existência de grande numero de índices empr~ 

gados, a solução se torna complexa. 
Considerando-se que alguns aspectos essen 

.ciais podem ser obtidos, vamos discutir primeiramente um 
"cristal unidimensional", ou seja, uma cadeia linear. 

Os modos normais de vibração do sistema consi 
derado (limitado a se movimentar em um plano), são ondas esta 
cionãrias, de numero inteiro de meias ondas, ajustadas ao com 
prirnento do referido sistema. 

A amplitude de cada urna destas ondas, consti 
.tui uma coordenada normal do sistema, e a energia total do sis 

tema vibrante ê dada pela soma das energias dos diferentes mo 
dos de vibração existentes. 

! 

' 

A frequência de cada modo de vibração ê inve~ 
sarnente proporcional a um correspondente comprimento de onda , 
isto ê, proporcional ao numero de onda. 

As condições de contorno impostas, são mais 
'convenientes sob o ponto de vi~ta matemático e menos realista 
sob o ponto de vista físico. Sendo que as mesmas podem ser o~ 
tidas supondo-se que o sistema seja ligado em forma de um 
círculo contínuo, ignorando-se a dificuldade em manter tal ~s 
tema sob tensão, de modo a permitir que vibre livremente 
(Born-von K~rrn~n). · . 

Os referidos modos de vibração,constituern on 
d~s viajantes em qualquer direção, em torno do círculo, cad~ 

qúal de numero inteiro de comprimento de onda ajustado ã cir 
qunferência. 

Supomos para efeito de simplificação, um 
cristal ~onstituido de itornos de massa m, um por célula uni 
tãria, de dimensão a, e assumindo-se que as fõrças de intera 
ção são estendidas somente aos vizinhos mais prõxirnos e que 
o cristal seja harrnõnico , na forma como foi exposta no ca 
pítulo I, representando-se a fÕrça restauradora de constante 
a. 
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Ao supormos que as vibrações são longitudinais, 

isto é, que as mesmas sejam ao longo da cadeia, cada ãtomo e 
identificado pelo indice t, tal que a posição de equilibrio se 
ja medida de-uma origem conve~iente, de forma 

N1 =ta, t =O, 1, 2, N - 1 (II-15) 

Sendo U
1 

= o deslocamento do t-ésimo ãtomo, a 
_equação de movimento correspondente serã: 

(II-16) 

Assumindo-se que a solução e da forma: 

onde, (Nm)-
1

/
2 :ê o fator de normalização 

!B(q) I :amplitude da onda 

q numero de onda 

w frequência angular 

a fase inicial 

Pela substituição da equaçao (II-17)em (II-16), 



12 

encontramos a solução: 

mu2(q) = 2a(l - cosqa) = 4asen2 1/2 qa (11-18) 

A relação entre w e q e denominada relação de dispersão. 

No limite para q + O, resulta que: 

w(q) = qa (a/m) l/
2 

(II-19) 

que e o mesmo resultado obtido para uma cadeia linear continua, 
de densidade m/a, submetida ã uma tensão aa. 

Se o comprimento de onda for grande comparado -
ao espaçamento da rede, uma perturbação desta ordem deve se pr~ 
pagar como uma onda longitudinal em meio continuo de velocidade 
definida pela inclinação dw/dq. 

Observa-se que a frequência alcança o valor ma 
ximo em 2 (a/m) 1

/
2 em q = !, cai a zero em q = 2: e que w(q) e 

periÕdico (de periodo !!., \ue e-~ dimensão de uma cela recipr~ 
ca unidimensional). a 

Lembrando que r = ta, aumentando-se q de um nu 
mero inteiro de!!. não hã diferença no deslocamento u

1 
de um 

ãtomo e nem para a a frequência. 

Sob este aspecto, as ondas de tal sistema dife 
rem das de um meio continuo e obtemos todas as frequências po~ 

siveis restringindo-se o valor de q ao intervalo (-f. +:).isto 

e, q pode ser tomado na primeira zona de Brillouin. 

Da condição de contorno imposta (Born-von Kãrmãm) 
u

0
= UN' observa-se que somente e possivel um numero inteiro s -

de comprimentos de onda, ajustados em Na, isto e: 

s!! = Na ou seja, q 
q 

2f = s-
a 

(II-20) 
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MODOS LONGITUDINAL E TRANSVERSAIS DE VIBRAÇAO 

Uma primeira aproximação para tratarmos. de um 
cristal em três dimensões é supor que num cristal unidimensi~ 
nal, os átomos possam ser deslocados em qualquer uma das três 
direções perpendiculares, sendo U3 um deslocamento longitudi 
nal, u2 e u1 os deslocamentos transversais. 

para o 

As constantes de fârça para os dois desloca 
transversais serão iguais, porém a constante de fârça 
deslocamento longitudinal serã diferente. .. 

Para cada vetor de onda q,existirão três mo 
dos ·independentes de vibração, dois transversais, que podem­
ser degenerados em frequência. 

As condições adicionais, tais como: periodici 
dade entre frequências e vetor de onda; numero de valores per 
mtti~os de q, não vão ser diferentes. 

FORÇAS DE LONGO ALCANCE 

Se considerarmos interações estendidas além 
dos vizinhos mais prÕximos em um cristal uni dimensional, e 
se tratarmos somente de ondas longitudinais, representando in 
teração entre itomos situados em r 1 e rt+p' separados de pa , 
através de fârça de restauração de constante a, a equação de 
movimento sera: 

Substituindo-se a solução da forma como estã 
em (II-17), encontramos a relação de dispersão: 

mw 2 (q) = 2 L ap (1 - cospqa) 
p 

que e a m~sma, àquela encontrada anteriormente. 

(II-22) 

Podemos verificar que a forma da curva de dis 
persão e alterada se o alcance da fÕrça interatâmica for maior, 

·maior serã o numero de termos da série de Fourier para w2 (q). 
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CAPTTULO - I I I 

DINAMICA DE REDES EM TRE~ DIMENSOES 

Constantes de Força 

Nesta seção, discutiremos a dinâmica de redes 
de cristais reais, pois a teoria at~ aqui exposta foi tratada 
em primeira aproximação. 

Em principio, continuaremos a adotar a aproxi 
maçao harmõnica. 

Para efeito de revisão, discutiremos o concei 
to de constante de fÕrça, antes da mesma ser aplicada a três 
dimensões. E, para efeito de simplificação, consideremos um 
cristal com um ãtomo por cela, e que a energia potencial en-_,. 
tre dois itomos, separados de r, seja l(r). 

A •nergia potencial deve ser minima, quando -
somadas sobre todos os itomos na configuração de equilibrio , 
e nao deve variar quando o cristal ~ translacionado ou girado. 

Sendo (x, y, z) as componentes cartesianas de 
r , e considerando-se o i-êsimo ãtomo na cela, a fôrça atuan 
~e sobre o mesmo, na direção x, devido ao ãtomo da cela i',~: 

... 
= ['at(r)Jl_,. _ ... 

ax r-ri, 
(III-1) 

Eita grandeza não_,.~ necessariamente igual a 
zero, porem desde que o itomo em ri estã em equilíbrio, a fõr 
ça resultante sobre todos os outros itomos seri zero, tal q~e: 

r ~~ (r) l 

la x J ... = o 
i' ... ... 

r = r - r 

(III-2) 

i' i 

... 
Se o ãtomo em rs'~ deslocado de ui'y na dire­

çao y, a variação na componente x da fÕrça resultante em ... -e : 
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=u , l'~J
1 

1 Y a xay 
(III-3) 

Esta relação linear entre fôrça· e o deslocamen 
to define uma constante de fôrça que pode ser escrita como: 

a.e..t•, 
_ r~1 

xy - laxa) r (III-4) 

o numero destas constantes de fôrça,é freque.!!. 
'temente reduzido pela simetria. Consideremos, por exemplo, os -
itomos vizinhos mais prôximos num cristal de estrutura cÜbica -
de corpo centrado (BCC), tal como num cristal de sôdio ou potã~ 

si o. 

Fiq. III-1 

Rêde B.C.C 

Pode-se concluir que as fôrças produzidas sobre 
o 1-esimo ãtomo, devido aos pequenos deslocamentos do 1'-ésimo 
ãtomo nos darã a relação: 

"'11 1 ,xx = "'11 1 YY = "11 1 ,zz (III-5) 

e 

aR..R..',xy = a9..9..',xz = aii',yz (Ill-6} 

Podemos observar deste modo, que hã, somente 
duas constantes de força independentes. E, que a interação e.!!_ 
tre o 1-ésimo ãtomo e seus vizinhos mais prõximos, é determi 



nada por estas duas constantes de fÕrça. 

Observa-se também, que: 

a12. 1 ,XX =at.t••, XX 
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(III-7) 

E,que em estruturas mais complicadas, as rela 
çoes entre constantes de fÕrça são impostas pelo grupo de sime 
tria. 

Quando o potencial interatõmico depende somen 
te de r, existirão apenas duas constantes de fÕrça independen­
tes .entre qualquer par de ãtomos. 

Para isso, consideremos o eixo x, como a linha 
dos centros, e por simetria, as derivadas segundas: 

~ ~ ~ 

a2 $(r) e a2 $(r) = a2 $(r) (111-8) 

ay2 

podem ser diferentes de zero, e serao denominadas constantes 
de fôrça radial e tangenciais. E componentes do tensor cons 
tante de fõrça em um sistema de coordenadas em rotação sao ex 
pressas em termos destas duas. 

Mcidos normais 

Para efeito de simplificação, suponhamos uma 
estrutura simples de um ãtomo por célula unitãria. A equação 
de movimento para o 1-ésimo ãtomo, pode ser escrita da forma: 

m = I 
t I 

(111-9) 

e, de forma anãloga, mais duas equaçoes podem ser escritas p~ 

ra o movimento nas direções y e z. 
E, conforme as considerações anteriores, consi 

deremos a solução da forma: 
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(III-lO) 

q 

A onda plana, desta forma é explícita por um 
vetar de onda q, que determina tanto o comprimento de onda co 
mo a direção de propagaçao. 

envolvem 
a dotadas 
ma: 

As soluções para u1Y e uR.z são semelhantes e 
e (q) e e (q). Através da substituição das soluções 

y ~ -
nas equaçoes de movimento, obtem-se soluçoes da for 

~ ~ + ~ + + 
= Dxx(q)ex(q)+Dxy(q)ey(q)+Dxz(q)ez(q) (111-11) 

Os elementos da matriz dinâmica (3x3), sao de 
terminados para um valor particular de q, pelas constantes de 
fõrça e a geometria da estrutura do cristal. 

Os autovalores da matriz, são as frequências -
~(q) para j = 1, 2, 3 e, correspondentes a cada frequência ou 

ramo do espectro de vibração da rede existem três autovetores-.. .. .. 
e .(q), e .(q), e .(q) que determinam a forma do deslocamento 

XJ y J Z 1 
atõmico, para um modo particular~ 

Uma vez satisfeita a condição de normalização: 

podemos introduzir um vetar unitãrio 
tor de polarização). 

(111-12) 

.. .. 
ej(q), para cada modo (v~ 

+ + + + + + 
Pode ser mostrado que e 1 (q), e 2(q) e e 3(q),são 

mutuamente perpendiculares. E, em geral ~uas orientações rela-.. - -tivas a q dependem das constantes de força, porem, quando q es 
tiver em algumas direções de simetria, tais como: Iloo), [noJ 
e (111), numa estrutura cubica simples, os modos sao vincul~ 
dos pela simetria, sendo puramente transversal ou puramente 
longitudinal. 

O deslocamento genérico de um ãtomo, quando tQ 
dos os modos estão simultaneamente presentes, pode ser escri 
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to' como: 

(lll-13) 

Por analogia com a discussão feita em 
podemos esperar que todos os ramos serão acústicos, havendo 
também periodicidade na rede recíproca. 

Isto é verificado do fato que o elemento da ma . . . 
triz O (q), da matriz dinâmica, sempre envolver q, como em 

xy,.... -+ -+ - -+ 
exp(iq.(r1-r1)). Quando q e acrescido de um vetor Kh da rede 
recíproca, a exponencial complexa fica inalterada, porque 
Kh.(r1•-r1) e 2v vezes um inteiro 

CONDIÇUES DE CONTORNO 

Observamos que 
• os valores permitidos de q sao 

contorno. 

• 
a curva de wj(q) e contínua, e 
determinados pelas condições de 

Isto é. uma justificação menos Õbvia se se tra 
tarde condições de contorno em trés dimensões. 

Pode ser verificado que os câlculos de propri~ 

dades que dependem do volume, tais como o calor específico,não 
podem ser ·afetados pela escolha de condições de contorno.Desta 
forma podemos imaginar um cristal de dimensões indefinidas, de 
modo a formar um conjunto.de blocos contigues e idênticos, ca 
da qual medindo N1a, N2a, N3a . 

• 
Da condição, de•ut ser o mesmo para os ãtomos 

separados por uma translação Niai, co~ i = 1, 2, 3 ou soma des 
sas translações ( !11-13 ), pode ser verificado que os valores 
permitidos de q estão separados de 2V 2V 2V em dire 

• • • ções b1, b2 e b3 da rede recíproca. 



19 

Verifica-se desta forma que um volume (2,) 3/V 
do espaço recíproco circunda o extremo de cada vetor de onda 
+ 
q, onde V= N1 N2 N3v e o volume do cristal. Segue-se que hã 

~ 

N = N1N 2 N3 valores diferentes de q na zona de arillouin, des 
de que o ultimo ocupa volume (2~)3/v do espaço recíproco. 

~ 

Se N for grande, e justificado que q seja vis 
to como sendo uniforme e continuamente distribuído no espaço 
recíproco. 
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MODELO DE CLARK, GAZIS E WALLIS 

Clark et al ( 11 ) , empregaram um modêlo para a 
dinâmica de redes, baseado no esquema de Born-von Karman, para 
a determinação de espectros de frequências para uma rede cubi 
da de corpo centrado. 

O modelo proposto pelos referidos autores, in 
clue f5rças d~ rigidez angular~ bem como f5rças centrais entre 
os primeiros e segundos vizinhos mais próximos de um ion. 

Para efeito de aplicação do modelo, calcularam 
a distribuição de frequências para o vanãdio, comparando-a com 
a dispon1vel experimentalmente através de espalhamento de neu 
trons lentos e encontraram acordo qualitativo razoável entre 
as formas de distribuição teóricas e experimentais. E, um mes 
mo tipo de cálculo foi efetuado para as curvas de dispersão do 
ferro, encontrando bom acordo com os dados experimentais. 

O tipo de fÕrças interatômicas empregados por 
CGW, incluem f5rças não centrais do tipo introduzido por Gazis,-
Herman e Wallis(lO), utilizarias no tratamento de ondas de su 

perf1cie. 
Um dos primeiros objetivos desses autores, foi 

de examinar o~eito da inclusão de fÕrças não centrais na dis 
tribuição de frequências. Efetuaram comparação entre o modelo 
de f5rças centrais e o modelo proposto, para o ferro e vanãdio, 
que e um dos cristais cúbicos dos mais anisotrõpicos sob o po~ 
to de vista da teoria da elasticidade. 

fQUAÇDES DE MOVIMENTO (Modelo de Clark, Gazis e Wallis). 
' Para estabelecer, as eq~ações de movimento, em 

pregamos a notação de delaunay(lZ). 

Ao considerarmos o vetor deslocamento com com 
ponentes u, v e w nas direções de x, y e z, a fÕrça na direção 
x, sobre o ãtomo em (j, m, n) devido ãs interações de fÕrças -

centrais entre os primeiros vizinhos mais próximos, ê dado por: 
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~ 1 : ângulo primitivos 

t2: ingulos secundirios 

FIG: IV-! 
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onde 

u = 

F = [au- 8u. +v+ Nj
1 

x1 J,m,n 

[uj+l,m+l,n+l 

+ uj+l,m-l,n-1 

+U +U· + j+l,m+l,n-1 j+l,m-1 ,n+l 

+ uj-l,m+l,n+l + uj-l,m+l,n~l + 

+ uj-l,m-l,n+l + uj-l,n-i ,m-1) 

j+l,m+l,n-1 - j+l,m-l,n+l V ·= [v.J'+l ,m+l ,n+l + v v 

- vj+l,m-l,n-1 - vj-l,m+l,n+l + vj-l,m+l,n-1 

+ vj-l,m-1 ,n+l + vj-l,m-1 ,n-11 
J 

W = [wj+l ,m+l ,n+l + wj+l ,m+l,n-1 - wj+l ,m-l,n+l -

wj+l ,m-1 ,n-1 + wj-1 ,m+l ,n+l + wj-1 ,m+l,n-1 -

wj-l,m-1 ,n+l + wj-1 ,m-1 ,n-lJ 

onde a e a constante de fôrça do vizinho mais prÕximo 
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(IV-1) 

(!V-2) 

(IV-3) 

(IV-4) 

De modo análogo, a interação de fôrça central entre os segu~ 

dos vizinhos mais prõximos resulta em uma fÕrça sobre o ãtomo 
(j.m,n) na direção x, dada por: 

F = B[U· 2 + u. 2 - 2u. ) (IV-5) x2 J+ ,m,n J- ,m,n J,m,nj 

onde, B e a constante de fôrça para os segundos vizinhos mais 
prõx i mos .. 

Para fôrças não centrais no modêlo empreqado por 
. ( 11 ) 

Clark et ~ · i suposto que a variação no ãngulo estã relaci~ 
nada com a variação na energia potencial por uma constante ''re 
gida pela lei de Hooke". 
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Consideraram os autores acima mencionados, que se 
V e_a nergia potencial e ô$ a variação sobre o ângulo,obtem-se: 

1 2 
V=-y {õ$) {IV-6) 

2 

onde, y e~ constante de fÕrça (angular). 
E, que sob este tratamento, dois tipos de ângulos 

foram considerados; 36 ângulos de tipo $
1 

Figura (IV-1) associados 
ã constante de fÕrça y 1 , e 72 ângulos do tipo $ 2 associado com a 
constante de fõrça y2 . 

A expansao da energia potencial e a contribuição 
total dos ângulos considerados, resultaram numa fÕrça sobre o 
itomo (ou lon) de interesse, na direção x dada por: 

I 
Fx

3 
= y1 [-20u. + 2u - V - W + 4 (u. 2 + 

J ,m,n J+ ,m,n 

+ uj-2,m,nl + ( u ' 2 + u. 2 + u. 2 J , m+ , n J , m- , n J ,m,n+ {IV-7) 

' r 3 + uj,m,n-2lj+ y [-3(\J. + 3U + ( v + ~I ) + 
2 J,m,n 2 

3 ' + ( u. 2 +U. 2 + u . 2 + u 
j,m,n-2)) 

2 J , m+ , n J , m- ~ n J ,m,n+ 

onde U, V e W, sao as equações {IV-2), {IV-3) e {IV-4) 

Uma das vantagens destas fÕrças não centrais e 
que sao invariantes sob rotações de corpos rígidos< 61 l. 

A equação para a fÕrça na direção x, sob o ãt~ 
mo (j,m,n) devido a fÕrças central e não central consideradas--e dada por: 

F = mU. =- u. [8a+2&+20Y
1 

+ 30Y2) + x J ,m,n J ,m,n 

+ls+4yJ (u "+2 +u ·-2 J + t' -yl + J ,m,n J ,m,n 

x(u. 2 +u. 2 + u. 2 + u. 2') J ,m+ ,n J ,m- ,n J ,m,n+ J ,m,n- + (IV-8) 
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SOLUÇOES DAS EQUAÇOES DE MOVIMENTO 

As soluções das equaçoes de movimento, são supo~ 
tas serem ondas planas, onde a condição de contorno cíclicas -
de Born( 2 l·~ão aplicadas. 

As soluções para o movimento do ãtomo, (n-ésimo) 
são escritas como: 

.. .. 
un = X exp 2, i (vt + K.rn) 

.... 
vn = y exp 2~ i {vt + K.rn) (IV-9) 

.. .. 
wn = z exp 2v (v t + K.rn) 

.. 
onde, X, Y e Z são componentes da amplitude da onda plana, e K 
e o vetar de propagação na rede recíproca, cujo módulo é recí­
proco do comprimento de onda . .. 

Os valores de K estão restritos a primeira zona 
( 8 ) de Brillnuin 

As substituições destas soluções nas equaçoes de 
movimento, resultam em trés equações lineares em X, Y e Z. 

E, uma solução não trivial, requer que os deter 
minantes dos coeficientes de X, Y e Z se anule. Esta condição, 
resulta por sua vez na equação secular: 

Al - mw 2 c 

B A2 - mw 2 o = o IV-lO) 

c o A3 - mw 2 ) 

onde: 



B = 8(a 

c = 8(a 

D = 8(a 

· onde, ~; 

3 
COShSin~1sin~3 - y·l +- y ) 

2 2 

3 
COS$JSin~ 2 sin~ 3 - YJ + -y2) 

2 

= 11a k. 
1 

(i=1,2,3) 

?5 

(IV-11) 
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FORMULAÇAO GERAL DO MODELO PROPOSTO 

Modelo de Fôrças nao centrais modificado. 

No modêlo adotado no presente trabalho, o me 
tal ê representado por uma rede cubica de corpo centrado, con~ 
tituido de íons de carga Ze, imersos em um gãs de elêtrons de 

condução. 
Consideram-se íons que interagem elasticamente 

atravês de fÕrças centrais, conforme o esquema de Born-von 
Kãrmãn, sendo que interações deste tipo, foram tomadas atê se 
gundas camadas de Íons vizinhos, alem de incluirmos interações 
de fôrças não centrais (angulares, que dependem da variação do 
ingulo formado entre as linhas que unem um Íon e seus primei 
ros vizinhos, e de outro ângulo formado entre as linhas une o 
mesmo íon considerado e seu primeiro vizinho e do que une o 
íon de referência e seu segundo vizinho mais prõximo~ do mode­
lo seguido por Clark, Gazis e Wallis(ll). 

A matriz dinâmica correspondente para o sis~e 

ma e expressa pela soma Je tr~s parcelas. 

Dic + Dia + 0ie 

onde os elementos de Dic, são: 

Dia(~) = {l6y
1
+24y 2) (1-cicjck) -

i i ... 

" - 2yl (4c2i-c2j-c2k-2) + 3y2(2-c2j-c2k) 

(v -1 ) 

(V-2) 

(V-3) 

(V-4) 

( v- 5 ) 

Os termos de 
pendentes do volume atõmico, 
são dados por: 

Die, relacionados ãs energias de 
'7) baseados no modelo de Krebsl , 



0i -e = 
ij 

h'+ 
z,z 

_a_'-f(tz) 
4~2 
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(V-6) 

onde, ai e yi são respectivamente as constantes de fõrça cen 
trais e angulares, para o i-esimo vizinho. 

s1 , c1 e c21 são respectivamente, sen(l/2.aq 1), 
cos (l/2aq 1) e(cos(q 1a). 

a e o parâmetro de rede 

(K1 , h1 ) são respectivamente o i-esimo compo­
nente dos vetares da rede direta e da rede recíproca. 

qi e o i-esimo componente do vetar de onda 
i.e. qi = 2~/a K1 . 

A funçã~ g(u) e a mesma do modelo de Krebs. 

A somatõria em Di-e e efetuada sobre os veto 
res da rede recíproca. 

Sendo os vetares primitivos na referida rede, 
expressos por: 

(V-7) 

Os vetares, nos quais a somatõria e efetuada 
sao da forma: 

~ +* +* +* 
K = ha 1 + Ka 2 + la 3 (V-8) 

A soma em K, na expressao de Krebs e limitada 
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_,. 
pelo fator g2 , que tende a zero com o incremento de IKI. 

Para efeito de cãlculo, o corte da somatõria é . _,. 
efetuado pela convergência de 01 -e com K, que ocorre na tercei 
ra camada de pontos K(nK = 27, para K =0), para-interações en 
tre ions atê os primeiros e segundos vizinhos mais próximos, -
critério utilizado nos trabalhos de Si1ukla e Closs(53 l. 

o parãmetro de blinda9em Kc é escrito na forma 

K = c(r /a ) 1
/

2 K c o o F 

onde, a
0 

e o rãio de Bohr, 

(V-9) 

r
0 

= é a distância inter ionica, definida da densida 
de eletrõnica n : e 

para um metal B.C.C., de valência Z, temos: 

n = 2Z/a 3 , uma vez que a célula unitãria de volume e 
a3, contém dois ions. 

O vetor de onda de Fermi foi calculado, na apr~ 
ximação de elétrons livres 

(V-12) 

que segundo Krebs, os melhores resultados para a curva de dispe~ 

sao foram obtidos para c = 0,353 que é valor obtido por Pines. 
Melhores resultados foram obtidos por outros -

6 2 ' 
pesquisadores, tais como Dayal, para c ,o.814 da teoria de 
Thomas-Fermi, no cãlculo de calor especifico para metais de es 
trutura cúbica de face centrada. 

f ( t) = 
1 l-t2 

+ -- tn 
2 4t 

.l_:l:_!.l 
1-t 

(V-13) 

onde, 
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... ... 

lq + Kl k 
tl = e tz = ( V-14) 

2KF 2Kf, 

g(u) = 3u 
_3 

(senu - ucosu) 

... ... 
u1 =r lq + K I • Uz = r .K (V-15) . o o 

as quatro constantes de fôrça e o parâmetro Ke são determinados 
das constantes elásticas experimentais, no limite de ondas lon ... . 
gas, isto e, para q+O, sendo obtidas desta forma tres equações. 

Através do emprego de frequincias experimentais 
para efetuarmos o "fitting", com os valores da solução da equ2_ 
ção secular, obtem-se as curvas teõricas. 

A matriz dinâmica no limite de ondas longas(li 
mi te do continuo) e da forma: 

... 
1 i m D ( q) = 1 i m 0i-c(q) 
... ... 
q+O q+O 

As primeiras 
substituição das funções C 

ni 
de Taylor, desprezando-se os 

. ... 
+ 1 i m 01-a(q) + 1 i m 

... ... 
q+O q+O (V-16) 

duas parcelas sao obtidas pela 
e sn., por suas expansões em serie 

1 
termos superiores ã segunda ordem. 

Da, substituição de C e S , dados por: 
ni ni 

1 im C . .,. n1 
q+O 

= 1 -
(nqia/2) 2 

2 
e 1 im S . .,. n1 (V-17) 

q+O 

nas formas limites de Dii e Dij (relações v-2 a v-5), resulta 
em: 

. + a 
lim o1-c(q) = 
... i i 4 q+O 

. ... 
lim 01-c(q) = 
- o· i j q-r 

... 
1 i m ... 

i-a 
D 

i j 
(qj = (l2y

1
+24y 2)- ly a2q2+ ly a2q2 + 

4 1 4 2 
q-+0 

(V-18) 

(V-19) 

(V-20) 
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1) 2 
-Y,- a q. q . 

2) 1 J 
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(V-21) 

e, para q+O, o gas eletrônico se comporta como um meio continuo, 
resultando: 

i-e ... a 3 K 
1 i m ( q ) e 

q~ D = ... i i l 1 
q+O 

(V-22) 

i-e ... Ke 
1 i m D ( q) = a3 -q.q. ... i j 2 1. J 
q+O 

(V-23) 

No limite de ondas longas, a matriz dinimica 
correspondente ãs relações de propagaçao de ondas acústicas num 
cristal de estrutura cÜbica é da forma: 

... 
l~im D(q) - w2p I I = o (V-24) 
q+O 

onde ... 
c44)q. 2+ q2 1 • Dii(q) = (c 11- C44 . , m ... , (V-25) 

q+O 

... 
lim Dij(q) = (c12 + C44 ) q. q . , J (V-26) 
q+O 

Desta forma, sao obtidas as relações entre as 
constantes elásticas: 

acll = 2a 1 + 2a 2, + 12Y 1 + 6y2 + ake 

aclz = 2a 1 - 6yl + 3yz + ake (V-27) 

ac44 = 2a 1 + 2y 1 + 9yz 

Das Últimas equaçoes, obtem-se: 
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(V-28) 

O que implica, segundo o model~ de Krebs< 7l, 
que o gãs e~etrônico não modifica somente as componentes lon 
gitudinais das amplitudes de propagação. 

+ 
A diagonalização de D(q), da solução da equ! 

ção secular 

+ 
I D ( q ) - mw 2 I I = O (V-29) 

+ e calculada para q em algumas direfões particulares de sime-
tria, tais como: [loo).[no) e[lllj, sendo que o referido vetor 
de onda tem componentes: (q,O,O), ()z) (q,q,O) e [~) (q,q,q). 

Para efetuarmos o "fitting", atravis dos dados 
experimentais de frequincias, escolhemos as direções [loo) e -
[ln), tomando-se a frequência no ponto (1,0,0) modo longitudi­
nal, correspondente ao limite da zona de Brillouin na direção 
[loo); e a frequência no ponto (1/2, 1/2, 1/2), modo transver 
sa1 para a di reção [ 111). 

Necessitamos de cinco equaçoes lineares para d~ 
terminar as constantes de força a! e, y 1 , y 2 , mais o parãmetro­
ke' e uma vez que dispomos de três equações (V-27), estabelecemos 
mais duas, obtidas de duas frequências experimentais acima refe 
ridas: 

!2. 
mw; T 

I 111 

2 
mwl 

100 

i-e - D 
ij 

= 16 (a+2y
1

+3Y 2 ) + Di-e (1,0,0) 
i i 

1 1 1 ]\ 
[2' 2' 2) 

1 
"2"' 

(V-30) 

(V-31) 

onde, oi~e e o que provem do modelo de Krebs( 7l, ficando as duas 
+ 

equações (V-30,31) escritas para q da primeira zona de 
Bri lloui n. 
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CAP!TULO - VI 

CKLCULOS NUM(RICOS 

Para efeito do cãlculo das curvas de dispersão 
e algumas propriedades térmicas de alguns metais bcc, utiliza 
mos os dados da tabela -1 (dados de entrada). 

De início, foram calculadas as constantes de -
fÕrça e o mõdulo de rigidez volumétrico do .elétron, pela utili 
zação ·das equações (V-27/31, para os metais: sõdio, potãssio , 
lítio, rubidio, tintalo, tungsténio, ferro(alfa)~ vanãdio. 

Sendo que os dois ultimos elementos acima men 
cionados, não possuem os dados tabelados para curvas de dispe!_ 
são disponíveis, o que nos impediu de efetuar comparações com 
os valores calculados pelo emprego do modelo proposto. 

Consideramos interações até os segundos vizi 
nhos mais prÕximos, tanto para as fÕrças angulares, como tam 
bim pJra as centrais. 

Uma vez calculadas as constantes de fÕrça 
a 1 , a 2 , y 1 , y2 e o mõdulo de rigidez volumétrico ak ,substitpi e -
mos as mesmas nas expressoes da matriz Dij e foram càlculadas+ 
as frequincias, para valores particulares de vetor de onda q 
para as principais direções de simetria. 

Os espectros de frequincia g(v), foram determi 
nados pelo método de amostragem, isto é, foram calculadas as 
frequências para um grande numero de pontos q, na primeira zo 
na de Brillouin (fracionada em pequenos elementos "cubicos" e 
foram detetadas (contadas) as incidincias de valores em pequ~ 

nos intervalos de frequências. 

A acuidade na determinação da distribuição de 
f~equência g(v) depende do numero de pontos distintos em que 
a primeira zona de Brillouin é dividida~ fixamos em 8000 o nu 
mero total de pontos, o que faz corresp~nder a 24.000 frequên­
cias diferentes utilizadas na determinação da distribuição de 
frequências. 

Pela simetria espacial da rede recfproca,neces 
sitamos somente de l/4Bda primeira zona de Brillouin, reduzin­
do-se desta forma a 256, o numero de vetores distintos para re 

solvermos a equaçao secular. 



ma.::>.::>a al.OIDlCa 
METAL z c1 !(10 11 d/cm 2) c12 (10 11 d/cm 2) c44 (10 11 d/cm 2) 10-23 

9 
t 

SODIO 1 0,854 0,709 0,582 3,8163 

LI TIO 1 1 '484 1 '253 1 '080 1 '15 2 

POT~SSIO 1 0,4167 0,3413 0,2860 6,4909 

RUB!DIO 1 3,26 . 2,78 1 '57 14,188 

FERRO(a) 2 23,310 13,544 11 '783 9 '271 

TUNGSTEN IC 2 52,327 20,453 16,072 30,519 

UNTA LO 2 26,090 15,740 8,182 30,04284 

VAN~DIO 2 22,8 11 '88 4,26 8,45858 

DADOS DE ENTRADA PARA O C~LCULO DE CONSTANTES DE FORÇA: 

TABELA - 1 

o 
" "111) L(100) T('2" '2' '2' 

a(A) 10I2Hz) 
•· 

4,24 . 3,56 

3,491 8,82 

5,225 2,21 

5,62 1 '315 

2,865! 8,520 

3,164' 5,50 

3,30 5,03 

3,04 8,60 

( ) 

2,88 

6,80 

1 '78 

1 '09 

7,20 

s· ,so 

3,78 

5 '70 . 

w 
w 

' 
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A rede reciproca de um cristal de estrutura 
BCC possue estrutura FCC, cuja celula primitiva é a zona de 

Brillouin (célula de Wigner-Seitz). 

A parte irredutivel da primeiri zona de 
Brillouin jmpõe que terã que satisfazer a relação: 

(VI-l) 

além da relação., 

(VI-2) 

onde "i e da forma: 

"i = 20(a/2)qi (VI-3) 

desta forma obtemos as regras de seleção que serão utilizadas 
na divisão da zona de Brillouin na determinação da distribui­
ção de frequéncias. 

DETERMINAÇ~O DO ESPECTRO DE FREQUENCIAS 

Para determinarmos o espectro de frequinciai­
que i utilizada para calcularmos o calor especifico Cv' consi 
deraruos as frequincias determinadas pelas soluções das equações 
secu.lares pa·ra os cristais BCC, associadits ao total de N3 pO.!!_ 
tos K = (K 1 , K2 , K3 )da primeira zona de Brillouin, definidos -
por N3 vetares K = K1 e 1 + K2 e2 + K3e3. 

A equação secular ~ara cristais BCC, com um ãtomo 
por célula unitãria, fornecerã um total de N3 pontos do espaço 
reciproco K = (K 1 + K2 + K3), de onde obteremos 3~3 frequincias 
de fÕnons acústicos, sendo N3 longitudinais e 2N3 transversais, 
mais a origem. 
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Considerando os argumentos de simetria, é sufi 
ciente resolvermos a equação secular ,a um número de vezes, co~ 
respondentes ao número de pontos não equivalentes pertencentes 
a parte irredutlvel da primeira zona de Brillo~in. 

Os demais pontos equivalentes da zona ( 19 de 
Brillouin)' ~ão obtidos através das considerações de simetria e 
dos pesos estatlsticos com que cada um dos N. pontos e~uivalen 

1 -
tes estão presentes na referida zona. 

Esses pesos, fornecem o numero de posições 
equivalentes a uma posição K = (K1, K2, K3), fornecidos pela 
"International Tables for x-Ray Cryst~llography", conhecido o 
grupo espacial da rede reciproca do cristal em estudo. 

Cada um dos pesos acima referidos, atribuídos 
dos pontos K das faces, arestas ou vértices da primeira zona 
de Brillouin, deve ser dividido por um fator que depende do nú 
mero de poliedros da primeira zona, necessários para preencher 
todo espaço em torno do ponto. 

A soma de todos os pesos associados a cada um 
dos Ni pontos K(da primeira zona irredutlvel), resulta n~ to 
tal de N3. 

o numero de pontos não equivalentes depende de 
N e os pontos são obtidos pelas condições (ver(V~l ),(VI-2)e(VI-3): 

Ficando a primeira zona de Brillouin dividida 
em N3 partes correspondentes a N3 pontos K, resultando em 3N3 
frequências de fÕnon para os cristais cúbicos, dotado de um 
átomo por cela unitária. 

Em nosso caso, (cristal BCC), estabelecemos 
N = 20 resultando portanto em 24.000 frequências. 

C~LCULO DE CALOR ESPEC!FICO 

O calor especifico de cada metal foi calculado 
considerando-se o caráter discreto do espectro de frequências, 
para um tQtal de 3N3 = 24.000 frequências, pois tomamos N = 20. 

Utilizamos a fórmula de Einstein para a deter­
minação de Cv(T): 
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(VI-4} 

o 

onde, x = .hv/KT 

Para efeito de cãlculo numérico, utilizamos 
fõrmula: 

2 ni 
6 n. X i e 

c v = 3R/n r 1 (VI-5} 

i= 1 (exi_l)2, c/ n = 24.000 

f ) 
O intervalo de frequências (O,vmax)foi dividi 

do em N intervalos, de passo 0,5 THz; sendo ni o numero de 
frequências contidas dentro do i-ésimo intervalo e n é o niime 
ro total de frequências do espectro, distribuidas no interva­
lo (o,v - Jl. max 

Cãlculo de e 0 (T} - (Temperatura característica de Debye). 

a 

res tabelados 

Cv/3R. 

Para o cãlculo de e , foram utilizados os valo 
por Pittzer e B~ewer<68) de e/T em função de 

E, e0 foi obtido em função de Cv' para 
Cv/3R < 0,01902, e calculado pela aproximação fornecida, 

éo = T .[77,927x3r} 

c v 

1/3 

utilizado nos trabalhos de H. Closs< 53l. 

(V-6} 
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CAPfTUlO - VII 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

Neste capitulo discutiremos os resultados obtl 
dos, (tabela - 2), das constantes de fõrça obtidas pela aplic! 
ção do modelo proposto. 

As constantes obtidas, são utilizadas para 
termos as curvas de dispersão nas principais direções de 
tr-ia do cristal. \ 

\ 

METAL 

SÕdfo 

L iti o 

Potãssfo 

Rubi di o 

Tungstênic 

Tântalo 

Ferro {c) 

Vanãdf o 

.. 
3 

1 O (d/ cm) 

1,363602 

3,129418 

1,039438 

1,193006 

10,57695' 

17,80353 

15,47433 

17,29016 

s 
3 

10 (d/cm) 

0,9101312 
--

1,853440 

0,743999 

1,140380 

32,28815 

3,407766 

12,93530 

-2,158703 

yl 
3 

lD (d/cm) 

-0,05912109 
- -~ 

-0,02574385 

0,0314424 

-0,0312062 

o ,4116348 

2. 2_24 7032 

-0,0439252 

3,696508 

TABELA - 2 

CONSTANTES DE FORÇA CALCULADAS 

y2 
3 

lO (d/cm) 

-0,01569807 

-0,2707854 

-0,0575820 

-0,1589078 

3,209543 

1 ,456346 

0,3258466 

-o ,3224772 

ob -sime · 

ake 
3 

10 (d/cm) 

-0,1228656 

-2,851433 

-0,667196 

-1,686718 

55,67215 

25,44810 

8,58310 

14,03961 



SODIO 

As frequencias experimentais 
dio foram obtidas por Brockhouse et 
ticas por Quimby e Siegel( 14 l. 

da curva 
al(l3l,e 
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de dispersão do so 
as constantes elãs 

pela 
A CQncordância entre as 

aplicação de nosso modelo 
curvas de dispersão determinadas 
e os dados experimentais é exce 

lente. 
Observa-se que a maior discrepância verificada, é para a 

direção [1 ,o.o), em t = 0,7 que é de 3,5% para o modo longitudi­
nal, e da mesma ordem para a direrão [l.l,l) em~= 0,3 e~= 0,8. 

Com relação â direção [lJPJ, hã maior discrepância (6%) , 
em~ = 0,5 no limite da zona de Brillouin. 

Os dados experimentais de calor especifico Cv(T) e da te~ 

peratura caracteristica são de Filby e Martin( 15 l. Podemos obse~ 
var que a maior discrepância entre os dados experimentais e os 
valores calculados através da aplicação de nosso modelo é de 2% 
para temperaturas abaixo de 40 °K. Foi observado por Martin( 15 l 
que tal discrepância pode ocorrer devido ã mudança de estrutura 
do cristal ( de BCC para.HCP). 

Verifica-se, melhor acordo, ocorre para 30 °K < T < 70°K, 
para e0(T). Para a distribuição de frequência não hã dado expe­
rimental disponivel. 

LI TIO 

Os dados experimentais de frequências de fonons utiliza­
dos, são os de H.G. Smith et al(lGJ, tomados a 98 °K, e os va 
lares experimentais de constantes elásticas foram obtidas por 
Nash e Smith( 17 l, a 78 °K. 

Observamos maior discrepância entre valores teôricos e 
experimentais da curva de dispersão para a direção (1 ,o,o) que 
é de 10% para ~ = 0,6, ponto onde ocorre o efeito de cruzamênto 
entre os ramos longitudinal e o trans~ersal, que é um efeito 
anômalo, não previsto pelos modelos fenomenolôgicos existentes. 

Para obterem melhor "fitting", Smith_ et al( 17 l, utiliza­
ram 16 parâmetros que correspondem interações entre os ions es 
·tendidas até aos oito vizinhos mais prôximos no esquema de 
Born-van Karman. 

Os dados experimentais de calor especifico em função da 
temperatura Cv(T), foram obtidos por Marti~(lSJ, Simon e SwaiJ 19 l, 
sendo o coeficiente do calor especifico eletrônico y, o de 
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Martin( 20 l. 
Na comparação entre os dados ~xperimentais e os valores 

teóricos, observa-se discrepância mãxima de 20% para t~mperaturas 
entre 42 °K ~ 90 °K. 

Para e0 (T), a maior discrepância verificada é de 17%, ha 
vendo melh~r concordância com os dados "de Simon e Swain( 19 l. Ob 
serva-se maior discrepância para T < 100 °K, provavelmente devi 
do â mudança de estrutura do litio. 

POTlíSSIO 

As frequências de fonons experimentais foram obtidas por 
Cowley, Woods e Doling( 2ll a temperatura de 9 °K e as constan 
tes elâsticas por Trivisonno e Marquardt( 22 l a 4°K. 

As maiores discrepâncias entre os valores calculados ba 
sead·os em nosso trabalho, e os dados experimentais estio nas cur 
vas de dispersão para a direçio (l,o,o), modo longitudinal, para 
~ = 0,65, que ê de 5%, sendo excelente a concordância para a di 
r e ç ã o [1 , 1 , 1) . 

A maior discrepância, que é de 4%, para a direçâo · (1,1 ,o). 
estã no limite da zona de Brillouin. 

Os calores especificas C (T), foram obtidos experimental-
mente por Simon e Zeidler( 23 l, ~rier et al( 24 l, Roberts( 25 l, -
Filby e Martin( 26 l, Lien e Phil]ipJ2 7l. 

Para efeito de comparação com os valores calculados teori 
camente, tomamos os de Krier et al( 24 l e Filby e Martin( 26 l, po; 
fornecerem dados em maior faixa de temperaturas. O coeficiente -
de calor especifico eletrõnico y =497 v cal mol-

1
°K- 2 foi obtido 

por Filby e Martin( 26 l. 
A discrepância máxima verificada em e0 (T) foi de 5% para 

T = 90 °K, havendo boa concordância para T < 40 °K. 

RUBfDIO 

Os valores experimentais de frequências da curva de dis 
persão sãÕ os de Copley et al( 28 l, tomados a 120 °K e as consta~ 
tes elásticas disponiveis por Roberts e Meistener( 29 l a 80 °K. 

Para efeito de cálculo de constantes de forças. os valores 
de constantes elásticas que utilizamos foram extrapolados para a 

o temperatura de 120 K. 
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A maior discrepância entre os valores de frequências da 
curva de dispersão ê na direção (l,O;o), em~= 0,7 que ê de 12% 
para o modo longitudinal. . · 

E, na. direção ( 1,1,1) de 6%, em ~ = o,g;·modo longitudinal, 
sendo que para o restante das direções ~bserva-se boa concordãn 
cia com os dados experimentais. 

Os valores experimentais de C (T) foram medidos por Lien­
e Phillips< 27 l, Filby e Martin< 26 l evManchester< 30 l. Os valores 
tomados para efeito de compar~ção são os de Filby e Martin< 26 l. 

As maiores discrepâncias ocorrem para temperaturas acima 
-de 100 °K, provavelmente devido aos efeitos anharmônicos da rede. 

A temperatura característica de Debye, apresenta discr~ 

pãncia maior, de 10% em torno de T = 100 °K, comoconsequência da 
discrepância existente para Cv(T). 

FERRü(a) 

As constantes elásticas empregadas foram as de Rayne e 

Chandrasekhar< 34 l medidas entre 4,2 a 300 °K. 
A discrepância entre c12 e c44 , foi atribuida ao mõdulo 

de rigidez eletrõnico, devido aos elêtrons s do ferro e que a -
contribuição devido a banda d não preenchida ê insignificante 
(Chandrasekhar). 

As frequências de fonons experimentais foram obtidas .por 
Minkiewicz, Shirane e Nathans<62 ). As maiores discrepâncias e_!! 
centradas foram para a direção (1, L 1) sendo de 9% em ~ = 0,7 
para o modo transversal, havendo excelente concordância para o 
modo longitudinal. Para a direção [1, l,o]. não hã dado disponí 
vel para o modo transversal T1, sendo que maior discrepância foi 
verificada para T2 , prõximo ao limite da zona de Brillouin. 

Os dados de calor específico foram obtidos por G. 
Duyckaerts< 36 l e K. K. Kelley< 37 l. 

Verifica-se que para temperaturas menores que 140 °K, os 
valores experimentais são 10% menores que os valores obtidos em 
nosso modelo, para temperaturas acima de 140 °K, os valores ex 
perimentais suplantam de 10% os valores calculados, apesar do 
desconto ~a contribuição da parte do calor específico 
co, y = (12,06 ± 0,12)cal/mol °K2. 

eletrõni 

Dados experimentais da temperatura caracter1stica de Debye 
obtidos por Lange< 38 le Zuikkler< 39 lconcordam melhor com~lores cal 
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culados no modelo por n5s proposto. Isto i, para T > ·100 °K, ve 
rifica-se aumento de e0 , o que não e observado nos dados obtidos 
por Clusius e Franzosini< 40 l mais concordantescom os r~sultados 
obtidos pelo.modelo de Krebs< 41 l, sem inclusão de fÔrças não cen 
trais. 
TUNGSTrN I O. 

As frequências de fonon do tungstênio foram obtidas 
Chen e Brockhouse< 31 l. E as constantes elásticas utilizadas 
Featherston e Neighbours< 32 l.· 

por 
por 

Encontramos maiores discrepâncias entre dados experimen 
·tais e te5ricos das curvas de dispersão na direção (t,o,o). 12% 
P.ara ~ = 0,6 modo longitudinal, e 5% para~= 0,8 na direção 
(t, 1, 1). para ~ = 0,8 tanto para o ramo longitudinal como para 
transversal. 

Podemos notar o cruzamento dos dois ramos transversais p~ 
ra ~· = 0,35 na direção (1, 1 ,o). efeito que nenhum dos modelos fe 
nomeno15gicos prevê mesmo considerando interações ate três cam~ 
das de ions vizinhos. 

Para a interpretação de dados experimentais, geralmente 
os pesquisadores experimentais apresentam "ftting" empregando o 
e ""Ue~~ A~ n~~~-••~n Va~man ~nrlu~nAn 1'ntoraç~e< d• seto cam•d•o 

~l.j IIIU \.1\,. IJVIII 11' ... 11 ~~ ,,., .. ,., ,.,....,, '"""""' .,,.._ ~- ..,. -- ···- --~ 

envolvendo dezesseis parâmetros. 
Observa-se que apesar de estendermos as interações inter­

iônicas somente para dois vizinhos mais pr5ximos, a concordância 
em outras direçôes e bastante boa. 

O tungstênio, como a maioria de outros metais de transi 
çao, as interações para segundos vizinhos são significativas e 
da mesma ordem de grandeza que as dos primeiros vizinhos. 

Com relação ao calor especifico em função da temperatura­
Cv(T), nota-se discrepância na ordem de 2,5% entre 40 a 120 °K, 
sendo que os valores calculados foram comparados aos resultados 
experimentais obtidos por Clusius e Franzosini( 33 l, jâ com odes 
conto da contribuição do calor especifico eletrônico. 

Para a distribuição de frequências g(v), não dispomos de 
dados experimentais para efeito de comparação. 

Os dados experimentais de temperaturas caracteristicas de 
Debye fo~am utilizados os dados de Clusius e Franzosini( 33 l. 



TliNTA LO 

As constantes elásticas foram medidas 
Neighbours1 32 l, no intervalo de temperaturas 
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por Feathe_rston 
o de.4,2a300 K. 

e 

Observa-se uma anomalia no mÕdulo de rigidez eletrônico 
em função dil temperatura, e uma dependê·nci a 

1 tro-
sensível do param~ 

2 As frequências experimentais foram obtidas por 
Woods1 42 l. E a maior discrepância encontrada foi para a direção 
( l,o,o), ~ = 0,6 de 8,5%, e como no caso do lítio nota-se entr~ 

.laçamento entre os ramos dos modos longitudinal e transversal -
para ~ = 0,65, o que nenhum dos modelos de fôrça prev~. 

Na direção (1,1,1). a maior discrepância encontrada ê de 
3,5%, havendo boa concordância para o modo longitudinal. 

Os dados de calor específico foram obtidos por von Clusius 
e C. G. losa< 43 l, sendo que hã boa concordância para temperat~ 
ras inferiores a 140 °K, o que pode ser relacionado as constan-
tes elãsticas acima mencionada. 

A temperatura característica de Debye, apresenta ~nomaliB 
nao previstas para T > 100 °K, isto e, hã decréscimo rãpido p~ 

ra temperaturas acima de 260 °K. 
Verifica-se boa concordância com os valores calculados -

na faixa de temperaturas de 30 a 100 °K, sendo que a maior dis 
crepância verificada é de 14% a 10 °K. 

Com relação â distribuição de frequências, nao hã dado 
experimental disponível para comparação. 

VANi'IDIO 

As constantes elãsticas do vanãdio foram medidas por 
(46) . (47) o Alers e Bolef a temperatura de 27 C. 

As curvas de dispersão do vanãdio foram determinadas por 
Colella e Batterman1 45 l, que mediram através da técnica de de 
espalhamento de rãios-X difuso. Como os resultados obtidos pela r~ 

ferida técnica dependem de método indireto (cale. X-quadrado)d~ 

vidos âs flutuações do resultado de medidas, resolvemos não ef~ 
tuar comparações com os nossos dados, por não haver disponibil~ 
dade de frequências em forma tabelada. 

As medidas de C (T) foram efetuadas por von Clusius et 
al{Sl), e o coeficient~ de calor especifico eletrõnico e de 
y = 15,5 x 10- 4 cal/mol °K 2 . Observa-se discrepância acentuada-
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para temperaturas mais elevadas na curva de Cv(T), o que prov~ 
velmente foi gerado por considerarmos interações inter-iõnicas 
somente até aos segundos vizinhos. 

As medidas de temperaturas caracteristica de Debye,foram 
(52) . obtidas por Brockhouse , e as discrepâncias sao acentuadas 

acima de 120 °K. 
Para a distribuição de frequências do vanãdio, Pretti 

et al( 44 > forneceram argumentos teóricos para uma possivel exis 
tência de picos de baixa energia associados ao efeito Kohn( 54 )~ 
que foram observados experimentalmente por Nakagawa( 48 >, 
Page( 49 >, e P~lah(SO). 

Apesar de nosso modelo incluir a interação eletron-ion, 
segundo a formulação de Krebs( 7l, devido a interação inter-iõni 
ca ser bastante forte, ao restringirmos somente a dois vizinhos 
mais próximos, provavelmente estes efeitos foram camuflados. 
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CONCLUSOES 

Através da aplicação do modelo proposto neste 
trabalho, podemos concluir os seguintes itens: 

a. O modelo apresenta bons resultados na reprodução 
de curvas de dispersão e algumas propriedades térmicas 

(Cv e e 0 ) de metais alcalinos, como também para alguns me 
tais de transição de estrutura B.C.C., apesar de limitarm~ 

o numero de parâmetros a cinco para a determinação dos mo 
dos normais. 

b. Os elementos da matriz dinâmica, env6lvem termos 
correspondentes as fôrças angulares e da interação eletron­
ion, alem das fôrças centrais, que satisfazem as condições 
de simetria, invariância rotacional(Gl) simultaneamente, o 
que a maior parte dos modelos fenomenolÕgicos nao obedece~. 

c. o efeito Kohn nao é observado apesar da formula 
çao do presente modelo conter a parte da interação eletron­
ion. 

d. O modelo i matematicamente consistente, porem as 
constantes de fôrças carecem de. significado fisico, como -
em todos os modelos fenomenolõgicos. 

e. Para metais dotados de interações inter-iônicas 
de longo alcance (alguns de transição), as fôrças angul~ 

res influenciam de forma predominante se compararmos com 
interação eletron-íon,· sendo que para obter melhor 
"fitting" nas curvas de dispersão e necessãrio estender.[!lOS 
interações a mais vizinhos. 

Um melhor tratamento para a dinâmica de rêdes, 
seria formular modelos baseados em primeiros princípios 
incluindo-se os efeitos anharmõnicos. Como exemplo, citar~ 
mos o de Toya< 56 l, dotado de modificação, levando-se em -
conta os efeitos de spin para metais de transição. 



61 

API:NDICE - A 

MODELO DE KREBS 

Krebs( 7 ), utilizou um modelo baseado na inter~ 
ção de Coulomb bindada entre ions, e como no modelo de 
Toya(56lem acordo com o de Lax( 7l, incluiu processos de unklapp 
para que os requisitos de simetria fossem satisfeitos. 

A influência dos elêtrons ê considerada atra­
vés do parãmetro de blindagem da interação de Coulomb. 

Da contribuição da interação elêtron-ion. 

Esta parte, provêm da interação entre ions do 
metal (interação coulombiana) que ê modificada pela presença 
dos elêtrons de condução, efeito que resulta numa blindagem. 

Os coeficientes atõmicos Ixy sao definidos co 
mo derivadas segundas do potencial entre ions em n e n': 

O potencial de carga blindada e da forma: 

1 
kc' parâmetro de blindagem 

r 

Uma vez que estamos interessados no espaço q, 
e conveniente trabalhar com a transform~da de Fourier do refe 
rido potencial. 

onde, 
tidos 

a somatõria 
de vetor de 

deve 
onda 

" 

ser estendida a todos os valores permi-
+ -k do gas de elêtron, em torno dos ions. 



62 
c k [ 2' 1 k' e x = lr a

2 
J n e trocando-se om = a J 

a somatória por uma integral, resultou em: 

+ + + I Ixy(n)exp(ivq.n)a 

n 

e da relação, 

( + ~ +) Í expli'(q-k)n = 
+ + + 

6(q-k+h) 

n 

+ 
onde v é o volume da célula unitária e h está relacionado ao 

c ... ... (2 •1 vetor da rede recíproca K por K = stj h. O que resulta em: 

A,e uma constante que depende da valência 
efetiva dos 1ons. 

O segundo termo negativo provem da condição 
de invariância translacional da rede. 

+ 
Na somatõria em h, hx + hy + hz e par para -

redes BCC e, impar para redes FCC. 
kc, e o parâmetro de blindagem, e que no mode 

lo de Thomas-Fermi estã relacionado ao ~tor de onda kF, na su 
perf1cie de Fermi por: 

r I/2 
= 0,814 ( ~) 

o 
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onde, 

r 

1/3 

= ( 4v
3
nJ o 

n o • e a densidade eletrõnica 

-1f o 
a = = 0,529 A (rã i o de Bohr} 

o 
me2 

Da teoria de muitos corpos, Langer e Vosko<l, 
mostraram que o parãmetro de blindagem para um gãs de alta den .. 
sidade depende do vetar de onda do elêtron (K}: 

com, f(t} = 1 l-t 2 
+ -- tn 

2 4t 
l+t 
1-t 

' t = 

A função f(t}+ 1, quando t+O, com singularid~ 

de em t=l, que resulta na anomalia Kahn nas curvas de dispersão 
ou distribuição de frequências dos metais. 

Uma das inconveniências da teoria de Thomas­
Fermi ê que seu modelo não leva em consideração a repulsão dos 
elêtrons e super estima o efeito de bindagem. 

Pines< l, mostrou que o melhor parâmetro e 
que, se empregarmos ao invés de kc(TF), o valor: 

Combinand~ kc(P} com a função f(t}, obtem-se 

k 2 = k 2 (P} f(t} c c 
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E, como o potencial efetivo para grandes K, cor 
respondente a região do caroço do ion deve ser tornar pequeno , 
foi introduzida a função (dos cãlculos de Wigner-Seitz), 

onde, x = (
2
av] 

Desta forma, os coeficientes do potencial iõnico, fica escrita 
como: 

2 ( ) 2 
h +[~ k 2 

2v c 

g(Bh) 

onde, B = [~J r 
a J o 
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ERRA 'I' A 

1. Na -expressao (II-14) página 9, ao invés de 8ss' leia-se 6 ss' 

2. Na expressao (III-3) página 15, ao invés de 8Flx leia-se aF1x 

3. Na 2! linha, página 23, ao invés de nergia, leia-se energia. 

4. Na 6! linha, página 27, ao invés de (cos(qia), leia-se cos(qia). 

S. Na 2! linha, página 32, ao invés de "e algumas propriedades •••• • ' 
leia-se "e determinação de algumas propriedades ••• " . 

6. Na 20! linha da página 41, ao invés de "ftting•, leia-se "fitting•. 

7. Nas páginas 38 a 42, omitir as virgulas quando se tratar de dire­
yão ou direções de simetria do cristal. Ex. ao invés de 

. ll,o,o), leia-se (1oo). 

8. Na 42 linha, página 11, ao invés "de forma", leia-se "da forma". 
-- --~·· 

9. Na g! linha, página 11, ao invés de "é da forma", leia-se "seja da 
forma". 

a 10. Na 7- linha página 18, ao invés de "que o elemento", leia-se,"de 
o elemento". 

11. Na 13!! linha, 

somente 
página 41, ao invés 

" [ 111) • • • • • • 

de [1,1,1), para t = 0,8,leia-se 

12. Na 16!! linha, página 63, ao invés de"Pines C ) . ,·leia-se "Pines (Sg) •. 

13. Na 2ê linha, página 64, ao invés de "ser", leia-se 11 Se". 

14. Na 6ê linha, página 64, ao invés de "fica escrita", leia-se "ficam 

escritas". .. ) lS.Na expressão de Ixy(n), página 64, fechar com uma chave. 


