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S U M Ã R I O 

Um modelo de força angular para metais cúbicos foi de 

senvolvido em bases fenomenolÓgicas dividindo a interação interiô 

nica total em três partes: interação eletron-ion que foi consider~ 

da com base no formalismo de Krebs, a interação central ion-ion no 

~squema de Born-von Kirm~n e a interaçãQ irin-ion angular no de de 

Launay. 

A dinâmica de rede e algumas propriedades térmicas de 

dez metais bcc foram estudadas. O efeito das várias funçÕes de 

blindagem dielêtrica nos fonons foi calculado. 

S U M M A R Y 

An angular force model for cubic metals has been devel~ 

ped on phenomenological basis by dividing the total interatomic i~ 

teractions in three partes: electron-ion interaction that has been 

considered on the basis of Krebs formalism, central ion-ion inte 

raction on Born-von Kãrman scheme and angular ion-ion. interaction 

on de Launay's one. 

Lattice Dynamics and several thermal properties of ten 

bcc metals have been studied. The effect of various forms of dielec 

tric screening functions on the phonons have been calculated. 
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CAPÍTULO I I N T R O D U Ç Ã O 

Todas as propriedades fÍsicas do cristal que dependem 

~o movimento das par.ticulas constituintes requerem, para sua expli 

cação detalhada, um conhecimento sobre a forma do espectro de fre 

quencia. 

As teorias sobre as vibraçÕes dos átomos tiveram seus 

fundamentos no desenvolvimento das teorias clássicas para o calor 

específico dos sÕlidos. 

Em 1819, DULONG e PETIT descobriram empiricamente que 

o calor especifico por átomo grama de um cristal para qualquer el~ 

menta era 3R, sendo R a constante dos gases. Verificou-se que essa 

' lei era valida somente para a temperatura ambiente e acima dela.P~ 

ra baixas temperaturas, descobriu-se que o calor especifico dos 

cristais era consideravelmente menor. Em 1907, EINSTEIN (l) desen 

volveu pela primeira vez uma teoria quântica para o calor específi 

co dos cristais. Ele admitiu que os âtomos no cristal se comport~ 

vam como se fossem osciladores quinticos, vibrando com uma frequi~ 

cia fixa, independentemente um do outro. Com esta teoria,Einstein, 

explicou o decréscimo do calor especÍfico com o decréscimo de T 

Entretanto, a relação obtida por ele nao estava correta. Tal dis 

crepância entre teoria e experiência foi removida em 1912 por DEBYE 

e quase simultaneamente por MAX BORN e VON KÁRMÃN. O modelo intro 

duzido por Debye (2) usou a ideia de um sólido como um contínuo e 

listico para deduzir o espectro de frequências permitidas. O pri!!_ 

cipal resultado de Debye foi prever o decréscimo 

da temperatura para temperaturas bastante baixas 

de C com o cubo v 
(Lei T3 Je'Debye~ 

Born e von Kirmin (3) investigaram as relaçÕes de dis 

persao e o espectro vibracional de uma rede unidimensional de pa .E. 

tículas puntiformes que interagem harmonicamente, ou seja,eles con 

sideraram a rede como uma mola elâstica. A tensão na mola, sendo 

igual simplesmente i fofça atrativa entre os vizinhos. A partir di~ 

so eles demonstraram que as constantes de força que entravam naB 

relaçÕes de dispersão podiam ser relacionadas com as constantes e 

lâsticas experimentais. 

Devido i simplicidade do modelo de Debye, o modelo de 

Born-von Kârmãn ficou esquecido por aproximadamente 20 anos, mas 
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BLACKMAN (4) mostrou que o calor especifico dos sÓlidos se afastam 

da predição de Debye para temperaturas acima de temperaturas extr~ 

mamente baixas, onde a teoria de Debye deve ser exata.Blackman mos 

trou ainda que o espectro de frequ~ncia n~o cresce monotonicaruente 

como função da frequência como no caso da aproximação de Debye. 

Blackman mostrou tamb~m que esses problemas n~o ocorriam no modelo 

de Born-von Kãrmán. Com a volta do modelo de Born-von Kãrmán foi 

dado o principal passo para se entender a contribuição vibracional 

às propriedades termodinâmicas dos cristais, pois a teoria da dinâ 

mica de rede deixou o modelo continuo e partiu para o modelo ato 

místico. 

O uso de uma interação traduzida por uma força do tipo 

central pelo modelo de Born-von Kármán conduz a uma relação teÕri 

ca entre as constantes elásticas conhecida como relação de CAUCHY, 

que para metais cúbicos é: 

(I. 1) 

Observa-se experimentalmente que os metais deixam de sa 

tisfazer a condição de Cauchy. 

Por um lado, essa dificuldade pode ser contornada consi 

derando-se interaçÕes não centrais e buscando estabelecer as cons 

tantes de força, em número portanto maior, lançando mão de mais p~ 

râmetros experimentais ou impondo um pequeno alcance às intera 

çÕes. Por outro lado, pode-se considerar explicitamente a natureza 

das interações num metal, e atribuir ã desigualdade de Ca:uchy c121c
44 

a presença dos eletrons de .condução. 

Neste trabalho por acharmos que os resultados experime~ 

tais passaram a exigir a formulação de modelos mais elaborados, e 

que n~m somente a interação ion-ion atravês de uma força central e 

de uma força angular e nem a interação central mais a eletron- ion 

sejam suficientes de per si para uma descrição adequada da dinâmi 

ca de rede dos metais resolvemos propor um modelo que usasse am 

bas, a força angular e a interação eletron-ion alem da força cen 

tral. 

As forças angulares,· como foi apontado por SHIMIZU e 

NIU (5) são necessárias na interação interiônica, principalmente 

nos elementos d2 trdnsi~ão. A interação ~letron-ion é absolutamen 

te indispensável, pois estamos trabalhando com metais os quais po~ 

suem grande densidade de eletrons livres e que portanto, 

ciam a interação ínteriônica. 

-4-
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A teoria de Born-von K~rm~tl foi reformulada por BORN e 

BEGBIE (5), quando nenhuma restrição foi imposta ao tipo de forças 

existentes entre os átomos. Essa formulação, chamada tensorial, es 

teve diretamente vinculada ã progressiva disponibilidade de resul 

tados experimentais sobre a propagação de fonons em cristais, devi 

do ao grande n~mero de parãmetros a serem determinados. Em 1962, 

LEHMAN et al, (7) propuseram uma formulação mais simples onde a 

simetria axial da interação era considerada explicitamente. O p~ 

tencial de interação ion-ion foi dividido em uma parcela correspo~ 

dente a distensão da ligação e outra associada a deflexão. A vanta 

gero e que o número de parâmetros e menor. 

Entremeando esses modelos surgiram dois modelos de for 

ça angular o de de LAUNAY (8) e o de CLARK, GAZIS e WALLIS (9). O 

primeiro modelo considera um tipo de força que depende do ângulo 

que a linha que une os dois âtomos em movimento faz com a posição 

de equilÍbrio dos átomos (seção II. 2). No outro modelo as forças an 

gulares se originam na resistência à deformaçio de certos 

formados por 3 pontos da rede. A vantagem do modelo de de 

ãngulos 

Launay 

sobre o outro é que o mesmo ê consideravelmente mais siciples. 

A interação eletron-ion e de difícil abordagem por cons 

titui~ um problema de muitos corpos, mas pode ser tratada via teo 

rias fenomenol5gicas, que então mereceram grande atenç~o. Os ruode 

los que levam ·em conta os efeitos dos eletrons de conduçio nas vi 

braçÕes da rede foram desenvolvidos por de LAUNAY (lO),BHATIA(lll, 

SHARMA e JOSHI (12), TOYA (13), e LAX e KREBS (14). Destes,os três 

primeiros violam os requisitos de simetria (seção III.l). Embora o 

modelo de Toya leve em conta os requisitos de simetria, ele envol 

ve muitos parãmetros e nao e satisfatório. O modelo de Lax e Krebs 

(seção III.l) e comparativamente simples e leva em conta os requi 

sitos de simetria da rede pela inclusão dos processos de ''unklapp''. 

A influência dos eletrons de condução e considerada através da 

blindagem da interação coulombiana de longo alcance, entre os ions. 

Em nosso modelo estamos usando a interaçio ·central at~ 

a segunda camada de vizinhos com base no modelo de Born-von Kãrmân 

e a interação angular também atê a segunda camada de vizinhos com 

base no modelo de força angular desenvolvido por de Launay. Quanto 

ã interação eletron-ion estamos usando o modelo desenvolvido por 

Lax e Krebs, pois este satisfaz os requisitos de simetria da rede. 

As vantagens deste modelo podem ser ~istas no desenvolvimento que 

fazemos no capítulo III onde ~preoentRmas este e as outras modelo~ 

-5-



-Neste trabalho estamos testando, pela primeira vez,com nosso 

modelo as virias funç;es de blindagem que s~o LINDHARD (15) ,HUBBARD 

(16) , GELDART E VOSKO [171 e S1NGW1 et al. [18) (seção 111.3). Com 

essas vãrias funçÕes de blindagem calculamos [capÍtulo IV) as curvas 

de dispersão, espectro de frequências, calor especÍfico, temperatura 

de Debye para os seguintes metais: Na, Rb, K, Li, ~-Fe, Cr, W, Mo,No 

e Ta. Calculamos ainda, para alguns destes elementos (Na, ~-Fe,Cr) o 

fator de Debye-Waller, deslocamento quadrático medio e a temperatura 

característica de Debye. Os resultados sao apresentados no capitulo 

VI. 

-6-



CAPfTULO Il I N T E R A Ç Ã O ! O N - I O N 

Neste capÍtulo fazemos uma dedução geral para a matriz 

dinâmica da interação ion-ion (seção II.l), em seguida aprese~t~ 

mos o modelo que estamos usando que e a interação central com ba 

se no esquema de Born-von Kãrmán e a interação angular com base 

no esquema de de Launay, ambos ati a segunda camada de vizinhos 

(seção II.2). Os elementos da matriz dinâmica 

lo são deduzidos na seção II.3. 

referentes ao mede 

II.l. E Q U A Ç Õ E S D E M O V I M E N T O 

Estamos interessados em.obter as equaçoes de movimento 

de uma partÍcula de massa M devido às interaçoes com N partÍculas 

vizinhas tambem de massa M. 

NÕs sabemos que os átomos em um sólido executam pequ~ 

nas oscilaçÕes em torno 
_,. 

por u(i) o deslocamento 

de suas posiçÕes de equilÍbrio. 

instantâneo do i-êsimo átomo de 

Denotemos 

sua posi:_ 

çao de equilÍbrio e suas componentes serao denotadas por u.(i)(i= 
~ 

1,2,3). Assim, a energia cinética total d~ rede será dada por 

E= (M/2)í.l:(ú.(i))2 
c ii ~ 

(II.l) 

onde a soma sobre i implica uma soma tripla sobre ~ 1 ,i 2 e i
3 

que 

sao numeras inteiros e servem para descrever a posição de equil! 
+ _,. 

brio de cada átomo em relação a uma origem arbitrária (r(i)=i 1 a 1+ 
+ 

onde a 1 , 
_,. 
a

3 
sao os vetares primitivos da rede) 

A energia potencial da rede, V, pode ser expandida em 

serie de Taylor em potências do deslocamento atômico ~(i). Assim 

1 
V =V O+ L~ V. ( Q.) u . ( 2) +~ !: ~L 1: Y .. ( Q. Z ' ) u. ( t) u . (X- ' ) + 

9. ~ ~ ~ ~ 2 2'i j ~ J 1 J 
(II.2) 
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onde v
0 

~ a energia potencial 

ção de equilÍbrio dos âtomos, 

de generalidade e 

da rede ccrrespondendo ã configur~ 

que pode ser tomada zero sem perda 

v o (i) 
]. 

v o o ( H I ) =i! 2 v I 
l.J au.(i)au.(i) o= 

]. J 

V .. (H') 
J ]. 

(II.3) 

onde o subscrito zero indica que as derivadas sao calculadas na p~ 

sição de equilíbrio. Sabemos que o gradiente negativo de um pote~ 

cial representa uma força, então V. (i) darâ a componente i negati 
]. ->-

va da força sobre o âtomo situado em r(i). Devido ã definição de 

equilÍbrio, entretanto, a força atuando em cada âtomo em sua pos~ 

ção de equilÍbrio deve se anular. Assim Vi(i)=O. 

Desta maneira a equação (11.2) se transforma 

V= HEE V .. (H')u.(i)u.(i') 
l.J ]. J 

(ll.4) 

Para escrever (11.4) nos negligenciamos termos de or 

dem maiores que dois no deslocamento. Esse fato constitui a apr~ 

ximação harmÔnica. Os termos de ordem mais alta dão origem a al 

guns efeitos tais como: expansão térmica, interação fonon

( l 9 ) o 

fonon 

Tomando-se a lagrangiana do sistema na aproximaçao har 

mônica a equação de movimento fica 

MÜ o (i) =-E E v o o (H I ) u o (i I ) 

]. i'j l.J J 
(11.5) 

Nesta equaçao -V .. (ii')u.(i') representa a força exer 
]. J J 

cida na direção i no âtomo i-ésimo (que estâ deslocado de ~(i) ) 

devido ao deslocamento u.(i') do âtomo ~·-ésimo na direção j. As 
J 

Sl.m 
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MÜ. (2.)=l:F. {9.') 
1 R.' 1 

(11.6) 

Como a força restaurada entre dois átomos depende so 

mente da separação relativa e nao das suas posiçÕes atuais na re 

de, V .. (11 1
) nio depende dele 1 1 separadamente mas de 1- 1 1

• Don 
lJ 

de escrevemos 

V .. (H')=V .. (1-1 1
) 

lJ lJ 
(ll.7) 

Com isso as equaçoes (II.S) formam um conjunto infini 

to de equaçoes diferenciais acopladas descrevendo o movimento dos 

átomos 

II. 2. F O R Ç A N Ã O - C E N T R A L 

O tipo de força para a interaçio ion-ion que vamos usar 

em nosso modelo é uma combinação de dois tipos de força:força cen 

tral (Born-von Kãrmãn) e força angular (de Launay).A força resul 

tante dessa combinação e chamada força na o central. 

A força central e aquela que a tua ao longo da linha 

que une as duas partículas. 

Na figura II.l., 
.,. 

os dois vetores u(l) e ~(I') represe~ 

tam os deslocamentos das partículas em A e em B, a partir de suas 

posiçÕes de equilíbrio e sao admitidos serem muito menores do que 

a distância interatômica. 

B 

~ (I') 

A 

.... 
u ( 1) 

Fig. II.l. 
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A variaçao na distância entre as duas partÍculas, ao 
> 

longo de c 9! , 
-+ -)>- -~ 

é <]:•(u(~)-u(~ 1 )) , Em consequência a força restaura 

dora, atunndo êm A devido a B é 

(II.8) 

onde ex e a constante de força central. 

A força angular é aquela que depende somente do ângulo 

que a linha que une as duas partículas em movimento, faz com sua 

posição de equilÍbrio. Neste caso vamos encontrar a componente da 

força perpendicular i linh~ que une as duas particulas. 

" A componente de u(t) perpendicular i ~inha que une as 
- • ..,. - -+ -+( ) -+ -+ ' - -+ -+( ) _,. posiçoes de equ1l1brio, e (c~,xu ~ )xct,e de u(~ ) e(ct,xu t' )xc~,. 

Assim a variaçio na distância será (~~x(;(~)-;(~')Jx~~~ . A força 

restauradora e 

e a variação de energia potencial 

y e a constante de força angular. 
-

(II.9) 

onde 

A equação geral para as componentes da força na o cen 

tral e 

3 " F.(~')=- y 
1 

(u. (t)-u. (~') l-
1 1 

(cx-y)A.(~') E l.(~')(u.(~)-u.(~')l 
1 'lJ J J J= 

(II .lO) 

onde A.(~') sao os cossenos diretores de 
1 

" e~, (tabela 1I.l). 

I I. 3. E Q U A Ç Ã O S E C U L A R 

As equaçoes (11.10) juntamente com as -cquaçoes (II. 6 

são usadas para o cálculo das relaçÕes de dispersão. 
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ãto 
constantes de coordenadas dos - fÔrça 

mo 
Central Angular X y 

1 ex yl al2 al2 

2 ex yl -al2 -al2 

3 ex yl -al2 -al2 

4 ex yl al2 al2 

5 ex yl al2 -al2 

6 ex yl -al2 al2 

7 ex yl -al2 al2 

8 ex yl al2 -al2 

9 s Y2 a o 
10 s Yz -a o 
11 s Y2 o a 

12 s Y2 o -a 

13 s Y2 o o 
14 s Y2 o o 

;; 

13 

5~------------~~~ 1 

--B-1·- - - - -
12 

8 

Fig. II.2. 
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âtomosjcossencs diretores 

z 

al2 

-al2 

al2 

-al2 

al2 

-al2 

al2 

-al2 

o 
o 
o 
o 
a 

-a 

~1 >-2 ~3 

1!13 1113 1 I 13 

-1113 -1113 -1/13 
-1 I 13 -1113 li 13 

1113 1!13 -1 I 13 

1113 -llh 1 I 13 

-1113 1!13 -1113 

-1113 1 I 13 1 I 13 

1113 -1 I 13 -1113 

1 o o 
-1 o o 
o 1 o 
o -1 o 
o o 1 

o o -1 

• - átomo de referência 

e- primeircs vizinhos 

O - segundos vizinhos 
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Devido a periodicidade da xede nüs.escolheruo8 uma solu 

çao da forma: 

u. (R,)=A. exp (-i(wt-q•;(R,))J 
1 1 

(II.ll) 

onde A. representa a amplitude da onda e ê independente de R,; w ê 
1 

a frequência de fonons e q ê o vetar de onda do fonon. A equação 

(II.ll) ê essencialmente uma onda plana se propagando através da 
-+ 

rede na direção representada pelo vetor de onda q. Substituindo -

-se (II.ll) em (II.5) nôs obtemos: 

2 - 3 -+ Mw A.- E D .. (q)A. (II.l2) 
1 j =1 1J J 

+ 
onde D .. (q)= 

1J 

Como a soma em (II.l3) ê sobre todos os valores de 

ser independente de R, • Dai 

D .. (q)= EV •• (R.') exp(+iq•J!"(R,')l 
1J R! 1J 

R,' • 

(II.l3) 

-+ 
D .. (q) deve 

1J 

(II.l4) 

Comparando-se (II.l2) com (II.5) vemos que o problema 

fica reduzido a resolver um conjunto de três equaçÕes lineares ho 

mogeneas em termos de A .. Essa simplificação drástica e possível 
1 

somente porque estamos considerando uma rede perÍodica infinita. 

NÕs podemos reescrever (II.l2) como 

l:(D .. (q)-Mw 2 ô .• lA.=O 
. 1J 1J J 
J 

Para soluçÕes nao tríviais o determinante dos coeficientes 

se anular, ou seja, 

-12-
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JD .. (q)-Mw26 .. J=O (II.l6) 
1 J 1J 

Esse determinante 3x3 quando expandido darã uma equ~ 

çao cÚbica em w2 Para um dado valor de q existem três soluçÕes. 

Estes são os tres ramos acústicos da relaçaÕ de dispersão, e o de 

terminante(II.l6) e conhecido como EQUAÇÃO SECULAR. 

Para uma rede com base, esse determinante seria de or 

dem 3s, se existem s-âtomos por célula unitária. A expansão do de 

terminante darã uma equaçao de ordem 3s em w2 • Com isso obtemos 

3s ramos, sendo que três dos quais serão acústicos e os demais se 

rao Õpticos. 

Substituindo-se a solução (II.ll) nas equaçoes (II.lO) 
+ 

nos obtemos os elementos D .. (q), da equação (II.l2) para o caso 
1J 

de força não central 

(11.17) 

+ 8 
D .. (q)=-3S.S.Ck(a-y 1 ) 

1J 1 J 
i ;i j (II.l8) 

Em nosso modelo estendemos as interaçÕes atê a segunda 

camada de vizinhos mais prÓximos. Assim,a e S sao as constantes 

de força central para os primeiros e segundos vizinhos respectiv~ 

mente; y 1e r 2sao as 

e segundos vizinhos 

constantes de força angular para os primeiros 

mente sen(q.a/2), 
1 

respectivamente e S., 
1 

cos(q.a/2) e cos(q.a). 
1 1 
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CAP1TULO III - I N T E R A Ç Ã O E L E T R O N - I O N 

A primeira interpretação satisfatória, com base em um 

tratamento eletrÔnico, para a falha da relação de Cauchy foi pr~ 

posta por FUCHS (20) Ele atribuiu essa falha ã falta de se consi 

derar os eletrons de condução nos metais. Fuchs dividiu a intera 

ção total presente nos metais em duas partes: uma delas represent~ 

da por uma interação central entre os 

ção dependente do volume entre os ions 

ions e a outra, uma intera 

e eletrons de condução.Seus 

cálculos mostraram que um gãs ideal de eletrons contribui para a 

combinação das constantes elásticas que são envolvidas na variaçao 

de volume mas não para aquelas envolvidas em deformação de cisalh~ 

menta. Assim o gas de eletrons não afetaria a velocidade do som de 

uma onda puramente transversal. Sejam c
11

, c
12 

e c
44 

as constantes 

elásticas medidas e ci
1

, Ciz e c4 4 as correspondentes para a rede 

com força central negligenciando o efeito dos eletrons. 

A teoria de propagação de ondas elásticas em cristais 

(21) nos fornece as equaçoes para a velocidade do som de ondas p~ 

ramente· longitudinais e puramente transversais. 

Assim Fuchs obteve as seguintes relações invariantes: 

e C'1z (III.l) 

Essas relações sao conhecidas como relações de Fuchs 

Elas tim tido uma influincia muito grande em todos os calctilos su~ 

sequentes do espectro de vibração e propriedades térmicas dos cris 

tais. 

Dedicamos este capitulo para apresentarmos alguns mode 

los de gas de eletrons ja existentes(seção III.l) e apresentamos 

na seção III.2. algumas das varias funçÕes de blindagem existentes 

na literatura. 

III.l. MO D E L OS DE: DE LAUNAY, BHATIA,SHARMA E 
• 

JOSHI E LAX E KREBS 

-14-



III.l.l. MO DE L O D E D E L A U N A Y 

O primeiro modelo baseado nas relaçÕes de Fuchs foi pr~ 

posto por de Launay (lO) que considerou o cristal como sendo uma re 

de puntual imersa em um gás de eletrons. Os ions interagem através 

de forças descritas no modelo de Born-von Karman e de Launay limi 

tau essa interação atê a segunda camada de vizinhos, esse fato lhe 

permitiu lidar apenas com duas constantes e reservando o terceiro 

parâmetro independente, determinável pelas constantes elásticas, a 

descrição da interação eletron-ion. 

O gás eletrônico, como no caso de Fuchs, ele o conside 

rou como sendo um contínuo compressivel com mÓdulo volumétrico de 

K , mas 
e 

sem mÕdulo de rigidez de cisalha rigidez ("bulk modulus") 

menta (''shear modulus''). Para um gas de Sommerfeld K ê da mesma ar 
e 

dem de grandeza das constantes elásticas. 

Quando a combinação rede + gas eletrônico acha-se sujei 

ta a uma propagação elástica, o gás deve acompanhar aproximadamente 

o movimento dos ions,- de modo que não ocorra grandes valores de car 

ga localizada. Isso exige que o gas de eletrons sofra as mesmas mu 

danças de volume que o ion da rede experimenta. 

Para levar em conta a contribuição do gas eletrônico 

de Launay dividiu a amplitude de uma onda qualquer em uma compone.!!_ 

te quase longitudinal e em uma quase transversal, corrigindo 

a quase longitudinal. 

entac 

Nas expressoes de Born-von Kãrmãn para as componentes 

do deslocamento u, v e w,as mesmas sao substituídas pelas somas u
1

+ 

uT, v
1

+ vT, w
1

+ wT, as constantes a e y são mantidas como coeficiente 

das componentes transversais e para as longitudinais, de Launay, to 

mou a' e y' para levar em conta o gás de eletrons. A matriz dinâmi 

ca ê então obtida por introdução das soluçÕes u, v e w. A condição 

de que a matriz dinâmica não se modifique para q+O, impoe que 

2a' - 3y' = 2a- 3y (III. 2) 

restringindo assim o numero de parâmetros independentes. Para metais 

bcc, de Launay obteve: 

3a 
a =z-C44 (III. 3) 
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De (III.3) segue-se imediatamente que c
11 

- c
12 

e c
44 

independem do 

gãs eletrônico. Assim, as relaçÕes de Fuchs foram mantidas por de 

Launay. Neste caso 

(III. 4) 

Comparando com a teoria da elasticidade ele mostrou que 

a discrepância na relação de Cauchy e justamente o mÕdulo volumetri 

co de rigidez do gãs eletrônico, isto e, 

K = 2("' -")/a 
e 

(III. 5) 

De Launay obteve bons resultados para as propriedades 

térmicas dos metais, mas sua teoria não foi capaz de fornecer uma 

concordância satisfatória com os resultados experimentais para as 

curvas de dispersão em direçÕes de simetria. Seu modelo também nao 

satisfaz os requisitos de simetria. 

Um modelo mais apropriado foi desenvolvido por SHUKLA e 

CAVALHEIRO (22) que estenderam o modelo de de Launay ate a 

camada de vizinhos. 

III.l.2. M O D E L O D E B H A T I A 

quar-ta 

Um segundo modelo nesse mesmo esquema foi proposto por 

Bhatia (lll que admitiu serem as forças em um ion originadas por (a) 

uma interação central W(r) entre os ions que e significante entre 

os primeiros vizinhos somente, (b) certas energias que dependem do 

volume atômico somente e que são originadas pela presença dos ele 

trens livres e por suas interações com os ions. 

Para calcular o efeito de (b) nas vibraçÕes iônicas Bhatia 

admitiu, seguindo o modelo de Sommerfeld, que na ausência de movi 

mento térmico a densidade de carga iônica e a de carga eletrônica 

são iguais e constautes em .::.ada ponto do metal e o potencial eletros-
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titico <j>do sistema e urna constante •o· Quando uma onda elistica pR~ 

sa através do metal, as densidades de carga variam de ponto para 

ponto. Esse fato origina uma variação em <Pque passa a depender das 

coordenadas do espaço e do tempo. 

Bhatia considerou <P = <P 
0 

+ <P
1 

(r) e que para pequenas a~ 

plitudes das ondas elásticas 4>
1 

(r)<<<P
0

, que ê a condição para vali 

dade do método de Thomas-Fermi. A concentração eletrônica e o pote~ 

cial <P estão relacionados por (23): 

+ 3 3/2 3/2 n(r)=(81f /3h ) (2me) (q, (r) J (III. 6) 

+ + 
Bhatia supos variaçoes do tipo exp(í(q•r-wt)J tanto p~ 

+ + 
ra o deslocamento u(r) dos íons como para <P 1 (r) e obteve as seguintes ex 

pressoes para q,
1

(r) e para a força no íon, após calcular as varia-

çoes nas densidades 

+ + 
<Pl(~)= -í4neN 0 (e•q) A + + 

exp (Í(q•r- wt)l (III,7) 

q 2 + 41fn 'e 

+ + + 
F(r) = -ell<j> 

1 
(r) 

4 2 N (~ +) ~ + 
= _ q 1fe O e•q A exp(í(q•r- wt)l 

q 2 + 41fri' e 

(III. 8) 

onde N
0 

díreção 

ê a densidade 
+ 

iônica no equilÍbrio, e ê o vetar unitário na 

do deslocamento, + -q e o vetar de onda e n' e dado por 

(III.9) 

-+ + + -+ 
F(r) ê a força que deu origem ao deslocamento u(r) e 

surgiu de um potencial que expressava a interação dos ions com os e 

letrons de condução. 

A ínteração de troca entre os eletrons e incluída 

modificação de DIRAC (24] ao método de Thomas-Fermi e seu 

corresponde a trocar n' por n, onde 

-17-
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(n) -1 ( ')-1 ( )-?i3 = n - 0.33e no - (III .lO) 

onde n
0 

e a densidade média eletrônica no equi1Íbrio(n 0 ~N 0 ). 

A matriz dinâmica obtida por Bhatia, para a interação e 

letron-ion ê dada por: 

i -e 
D •• = 

1J 

4 ne 2N
0 

q. q . 
1 J 

q 2+4rren 

i 'j = 1,2,3 

a· efeito do gas eletr~nico ficou restrito ao 

(III.ll) 

parâmetro 

A matriz dinâmica total obtida por Bhatia contém três 

parâmetros 13, O e K a serem determinados pelas constantes elásticas e 

andeS eó acham-se relacionadas às derivadas de primeira e segunda 

ordem da energia potencial na expansão em série de Taylor da mesma 
-1 

eK estã relacionada com o gãs eletrônico por K = en 2 n o 
No limite de ondas longas Bhatia mostrou que as constan 

tes de força satisfazem: 

e (III.l2) 

Assim, também o resultado de Bhatia manteve as relaçÕes 

de Fuchs, pois c
44 

e c
11

- c
12 

independem de 
-T 

determinadas pelo potencial W(r). Por outro 

troca é desprezada (n = n') 

K ficando completamente 

lado,se a interação de 

(III.l3) 

e, como em de Launay, a terceira constante e justamente o mÓdulo vo 

lumêtrico de rigidez do gâs eletrônico. 

Os resultados obtidos por Bhatia foram apenas satisfatÕ 

rios. A falha principal no seu modelo é não satisfazer os requis!_ 

tos de simetria. Recentemente SHUKLA e CAMARGO (25) apontaram um 

erro no cálculo de ne daÍ no parâmetro de blindagem. Esses autores 
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calcularam o valor de tal parametro através das constantes 

cas para vários metais e encontraram que esse parãmetro e 
elâsti 

imagin~ 

rio para o cobre e o nÍquel. Para evitar isso eles calcularam o 

parâmetro através da teoria de Thomas-Fermi. Somente no limite de 
+ 

ondas longas (q+O) e que os cálculos de Bhatia seriam corretos. 

III.l.3. MO DE L O DE S H A R M A E J O S H I 

Um outro modelo, também no esquema de Fuchs, foi propo~ 

to por Sharma e Joshi (12) que admitiram que as forças em um ion 

sio originadas por: a) uma interaçio central entre ions que e limi 

tada ã primeira e ã segunda cameda de vizinhos, b) certas energias 

que são originadas pela compressibilidade dos eletrons de condução 

e suas interaç~es com os ions. 

Eles consideraram que a energia potencial do cristal p~ 

dia ser expandida em termos do deslocamento na aproximação harmôni 

ca e acrescentando-se a energia potencial devido aos eletrons: 

onde K 
e 

K 1 + =---'=- x2 (r)dr 
2 v 

e a compressibilidade isotérmica do gas de eletrons 
+ + - + 

(III.l4) 

e 

x(r) = -di v u (r) e a tensao compressiva no ponto r. A integral em 

(III.l3) e calculada sobre todo o volume cristalino. 

Sharma e Joshi substituíram o poliedro atômico pela es 

fera de Wigner-Seitz e encontraram o seguinte valor para o valor 
- . m -+ med1o de x (r): 

-+ -+ -+ :hn 
-i(e•q)A exp(i(q·R -wt)lG(qr

0
) (III.lS) 

onde G(x) = 3((sen x - xcosx)/x3J (III.l6) 

e o centro da esfera de Wigner-Seitz, r
0 

e o raio da esfera 

Substituindo-se (III.lS) em (III.l4) e tomando a media 
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no tempo, a energia potencial dependente do volume do cristal devi 

do aos eletron~ de condução e 

(III.l7) 

A força sobre os ions, devido ã compressibilidade dos 

eletrons e ao longo da tensão compressiva e portanto ao longo de 

q. A amplitude do movimento iônico ao longo do vetar de onda e 

A(é.q)/q Assim a parte da força sobre o m-êsimo'ion devido aos 

eletrons e 

(III.l8) 

+ + d' O fator e•q 1z-nos que, realmente, as ondas transver 

sais nao sao afetadas pela presença dos eletrons. 

A partir disso a matriz dinâmica e obtida de forma usual 

e contém três parâmetros a, a' e K . A primeira e a segunda 
e 

estao 

relacionadas com a interação ion-ion e a terceira com a 

eletron-ion. 

interação 

. . + 
No l1m1te de q+O, os valores encontrados por Sharma e 

Joshi foram: 

a = -ac44' a' (III.l9) 

Este trabalho acrescentou pouca coisa aos anteriores 

III.l.4. M O D E L O D E L A X E K R E B S 

Entre os modelos fenomenolÓgicos o mais bem sucedido 

foi proposto por Krebs (26), (14), tendo como base o resultado de 

Lax (27) para a ínteraçRo eletron-ion. Para Lax os mcdelos fenome 

nolÕgicos anteriores (III.l.l., III.l.2., III.l.3.) violavam as 

condiç~es de simetria no espaço reciproco, pois como se sabe, as 
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frequências calculadas para a rede de ions puntiformes sao periÕd~ 

cas no espaço recÍproco, mas essa periodicidade é porém destruÍda 

pela inclusão de um contÍnuo eletrônico, ao qual correspondem 
-+ -+ -+ ;t 

locamentos diferentes para vetores de onda q e q+K(K = vetor 

de recíproca). Lax demonstrou que essa dificuldade podia ser 

rada ao se considerar os processos de 11 unklapp" na dedução da 

des 

da re 

SUP!:_ 

ma 

triz dinâmica. No desenvolvimento de Lax os ions metálicos intera 

gem via um potencial Coulombiano blindado. 
-+ 

O deslocamento u 
n 

do 

ion n, de carga Z e, de sua posição de equilíbrio, provoca no ion 
n 

m, de carga Z e, uma força 
m 

-+ 
F m,n 

2 -+ -+ 
Z Z e VVHr)u 

m n n 

onde Z e~(;) e o potencial eletrostãtico na separaçao de 
n 

brio. Fica assim definida uma matriz de constantes de força 

tal que 

f = -K ti 
mn mn n 

Para uma carga blindada o potencial toma a forma 

-+ H r) = 
1 

exp 
r 

(-k r) 
c 

(III.20) 

equilf. 

K 
mn 

(III. 21) 

(III.22) 

onde k e o parâmetro de blindagem. Tomando-se a transformada de 
c 

Fourier da matriz K obtemos a matriz dinâmica, assim 
mn 

gerais, 

E K exp(i q•i) 
n mn 

Como vamos trabalhar com parâmetros de blindagem 

vamos substituir k2 
c 

por e vamos agora tomar a 

formada de Fourier de '-+) <j>\1 

-21-
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onde a integral se estende sobre os possíveis vetores de onda k do 

gãs de eletrons que envolve os ions. 
i-e 

A matriz dinâmica D.. se torna 
~J 

+ 
dk . (+ ,..) + L exp (~ q-k •r) 

n 

Vamos usar agora a· conhecida relaçio 

. (+ ,..) + L exp (~ q-k •r) 
n 

= 
(2TI) 3 

(III. 25) 

(III.26) 

onde t e um vetor da rede recíproca e Q e o volume da celula unitâ 

ria. 

Substituindo (III.26) em (III.25) temos 

4"e2z z 
n m " (q.+K.)(q.+K.) 

L ~ ~ J J + c 

onde c e determinado de forma a satisfazer a condição de 

(III.27) 

invarian· 

ça translacional da rede para deslocamentos infinitesimais, ou se 
i-e 

ja D .. (O) = O. Com isso a expressão final para os elementos da ma 
~J 

triz dinâmica para a interação eletron-ion e 

4"e2z z n m 

[

(q.+K.)(q.+K.) 
L ~ ~ J 

t 1 <Ht !2 + À c<Hz) 
(III. 28) 

Lax usou >..Ci+f) como sendo o parãmetro de blindagem de 

Thomas-Fermi ao quadrado, que e valido só para pequenos vetores de 

onda, assim 

(III. 29) 
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I ) l/3- . -. . onde r
0

=(3 4~n e o espaçamento 1ntereletron1co; n = dens1dade 
e e 

eletrônica; a
0

= ~ 2 /me 2 =raio de Bohr, kF ê o raio de Fermi •.•... 

(3~ 2 Z/n) 113 . 
Krebs introduziu no resultado de Lax duas modificaçÕes 

em bases empÍricas. A primeira refere-se ao parâmetro de blindagem, 
+k que Langer e Vosko (28) demonstraram depender do vetar de onda 

num gás de eletrons de grande densidade; Krebs substituiu k~F p~ 

la expressão proposta por aqueles autores 

k 2 (LV) 
c 

com t= 

2 
= kTF f(t) com 

l l-t2 
f(t)=2 + 4"1: ln 

1.!:.::!1 
l-6 

(III.30) 

A aproximação de TF não foi melhorada para grandes com 

primentos de onda com a inclusão da função f(t) e por isso PINES 

(29) mostrou que um melhor parâmetro seria obtido usando-se 

k (P) 
c 

Assim 
+ + 

À(q+K) = = k'2 
c 

(III.3l) 

A segunda modificação proposta por Krebs, ao modelo de 

Lax, foi multiplicar os resultados pela função 

G2(x) = (3(sen(x) - x aos(x))/x3J 2 com x= r
0 

lq+KI (III.32) 

que torna o potencial efetivo suficientemente pequeno para grandes 

valores -+ - .- - • • ....... de K, correspondentes as reg1oes prox1mas ao caroço 10n1co. 

Segundo WOLL e KOHN (30), o aparecimento de G2 ê a modificação e~· 

sencial introduzida nos resultados para eletrons livres ao assumir 
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-se que as funçÕes de onda eletrÕnicas sao do tipo de Bloch. 

A forma final da matriz dinâmica de Krebs para a contri 

buição eletrÕnica é 

A E 
-+ 
K 

(III. 33) 

sendo 

onde a constante A e um parâmetro determinável no limite de ondas 

longas. Como Krebs considerou as interaçÕes ion-ion com base no 

modelo de Born-von Karman ate a segunda camada de vizinhos, ele fi 

cou com três constantes a serem determinadas a partir das 

tes elásticas. O resultado obtido foi o seguinte: 

constan 

(III. 34) 

Com esse resultado volta-se a atribuir a 

na relação de Cauchy ao gas de eletrons. 

discrepância 

O ponto fundamental do modelo de Krebs foi introduzir 

os termos de ''unklapp'' e com 1sso introduzir a periodicidade da r~ 

de recÍproca aos vetares de onda eletrÔnico, mas foi insatisfatõ 

rio po.r simplificar as interaç~es i~nicas tratando-as no 

de Born-von Karman. 

III.2. F U N Ç Õ E S D E B L I N D A G E M 

esquema 

Uma formulação natural e muito útil da teoria de blinda 

gem em um gas de eletrons ê baseada na introdução da função dielê 

trica dependente do vetor de onda e da frequência. Essa função su~ 

ge em um grande número de cálr.ulos para metais que tê~ elet~ons li 

vres. 

-24-



O modelo usual ê o de um gas de eletrons em seu estado 

fundamental, estando a rede iÔnica,positivnmcntc carregada, imersa 

no mesmo, tal que todo o sistema seja neutro. Ao se colocar uma 

carga fixa nesse sistema, devido ao campo elêtrico dessa carga, os 

eletrons redistribuem-se no sentido de blindar a carga a longas dis 

tâncias. O principal requisito físico que precisa ser satisfeito 

e que a carga seja completamente blindada. Para uma blindagem peE_ 

feita requer-se que o potencial produzido pela carga caia 

mais rapidamente que l/r para r grande. Pela aplicação da 

muito 

lei de 

Gauss vê-se que isto ê satisfeito quando a carga eletrônica 

deslocada e igual em grandeza à carga puntual. 

total 

A primeira teoria que surgiu baseada nesses aspectos g~ 

rais foi a de Thomas-Fermi. Eles encontraram para o potencial to 

tal (31) 

onde kTF 

-Fermi. 

_.. 
~(r) ~ (e/r) exp (-kTFrl (III.35) 

e o vetor de onda de blindagem de Thomas 

A função dieletrica obtida e 

(III .36) 

Esse resultado mostra que E~ 00 quando q~o, ou seja, um 

campo externo de longo comprimento de onda e blindado, quase total 

mente, pelo fluxo de eletrons. 

A constante dieletrica obtida na aproximaçao de Thomas-
_.. 

Fermi e válida somente para pequenos q (grandes distâncias). Para 

o estudo da blindagem a pequenas distâncias surgiu a expressão de 

Lindhard. 

Lindhard (15) foi quem primeiro deduziu uma expressao 

para a função dieletrica dependente do vetor de onda e da frequi~ 

cia, para tanto, utilizou teoria de perturbação. Nesta aproximaçao, 

os eletrons respondem como partículas livres ã influência do pote~ 

cial de HARTREE. A função dieletrica obtida é: 
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onde 

-+ 
E (q) 

L 

onde f(t) ê dado em (III.30) e 

Se q-+0 em (III.37), 

no resultado de THOMAS -FERMI. 

k'2 
c 

kF ê o raio de Fermi. 
-+ 

E 1 (q,O) tende para ETF e 

(III. 37) 

(III. 38) 

recaímos 

Neste caso a blindagem e finita na origem e oscila para 

grandes valores de r. 

Atê aqui cada eletron foi tratado como uma partícula i~ 

dependente se movendo em um potencial bem definido e as interaçÕes 

entre os eletrons de condução foram ignoradas. Mas nos sabemos que 
- -essas interaçÕes sao fortes e de longo alcance e sao a força de 

Coulomb entre as cargas e a chamada força de troca ("exchange") as 

saciada com a antissimetria das funçÕes de onda. 

Hubbard (16) modificou essa expressão para a função die 

l~trica ao levar em conta os efeitos de troca (''exchange'')entre os 

eletrons cujos spins são paralelos. A expressão obtida por ele ê ; 

-+ -+ 
EH(q) = 1+ Q(q) (III.39) 

(III.40) 

( -+ -O fator f q), que e realmente o ponto central da teoria 

de blindagem, ê dado neste caso por: 

f (q) = (III. 41) 

Embora a função dielêtrica de Hubbard inclua adequad!!_ 

mente efeitos de troca (''exchange''), esta forma juntamente com a 

de Lindhard, não satisfaz a regra de soma da compressibilidade por 

causa da exclusão das correlaçÕes coulombianas de curto alcance. 

Geldart e Vosko (17) modificaram a expressão de Hubbard atravês da 
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introduçio de um parimetro t de tal forma que o limite para longos 

comprimentos de onda (q+O) da funçio diel~trica leve a uma expre~ 

são correta para a compressibilidade. Assim (III-41) foi substitui 

da por 

+ 
f ( q) (III. 42) 

No esquema de interpolaçio de NOZ lERES e PINES ( 31), t e 

dado por 

t = 2/(1+0,026~ r
0

) (III.43) 

onde ro e um parâmetro definindo a distância intereletrônica, ..... 

~ = mef/m,n =volume da c~lula unitária. 

A funçio diel~trica de Geldart e Vosko satisfaz a regra 

de soma da compressibilidade, mas apresenta um comportamento nao 

satisfatório de outras formas para grandes valores de q, nos quais 

a função correlação de pares dâ valor negativo, um resultado fi si 

camente impossível. Singwi et al. (18) deduziram uma teoria de 

blindagem auto-consistente, a qual ê satisfatória em ambos os limi 

tes. O método consiste essencialmente em assumir uma certa função 

correlação de pares, com isso deduzir correçoes do campo local p~ 

ra efeitos coulombianos e de troca ("exchange") expressadas por u 

ma função f(q)em (III.40), e relacionando a função diel~trica na 

maneira usual com o fator de estrutura e então voltamos a função 

correlação de pares; este ciclo de equações ~ resolvido iterativa 

mente através de computador at~ que a ·forma auto-consistente 

obtida. 

Singwi et al. publicaram dois artigos, o primeiro 

seja 

apr~ 

sentou bons resultados para grandes vetores de onda e para a fun 

ção correlação de pares e o segundo apresenta bons resultados para 

pequenos vetores de onda e para a regra de soma da compressibilid~ 
- + 

de. Eles apresentaram uma interpolaçao f(q) entre o primeiro e o 

segundo com o propósito de obter bons resultados em ambos os 

tes, que ê 

-27-
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(111.44) 

onde A e B sao dependentes de r
0 

e acham-se tabelados em (18). 
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CAPÍTULO IV - F O R M U L A Ç Ã O G E R A L D O 

M O D E L O P R O P O S T O 

O metal simples em estudo ê representado por uma rede 

cúbica de corpo centrado (bcc), composta por ions puntiformes Ze i 

mersa num gas de eletrons de condução. Os ions interagem elastica 

mente atravês da força central com base no trabalho de Born-von Kar 

man e da força angular segundo de Launay. O alcance dessa 

ção foi limitado atê a segunda camada de vizinhos, pois a 

intera 

contri 

buição dos outros vizinhos e pequena. A i~teração eletron-ion estã 

sendo considerada com base no trabalho de Lax e modificado por 

Krebs. Com esse modelo estamos fazendo um teste com as vârias fun 

çÕes de blindagem apresentadas no capÍtulo anterior. 

A matriz dinâmica .do sistema é a soma de duas parcelas 
i-i i-e i-i 

D + D . Os elementos D 

. . ... 
~-~ 

D. . ( q) 
~1 

(IV. 1) 

ilj (IV. 2) 

dão conta das 

pítulo II. Os 

interaçÕes interiônicas 
i-e 

elementos D 

e foram desenvolvidos no c a 

i-e 
D •• 

l.J 
(IV. 3) = 

2 

representam a influência eletrônica na interação. 

Para a função de blindagem de Lindhard, À(q+K) assume 

o valor dado em (III.31), o qual foi usado por Krebs. 

No caso de Hubbard a função À(q+K), de acordo com (III. 

40) assumira a seguinte expressao 

(IV. 4) 

... 
com f(q) dado por (III.41) 
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Para se obter o À(q+K) correspondente ao tratamento de 

Geldart e Vosko e Singwi et al. substitui-se f(q) dado em (111.41) 

pelas expressoes (III.42) e (111.44) respectivamente. 

O parirnetro K em (IV.3), de acordo com os resultados e 
de Krebs onde o parimetro A (III.34) estã relacionado com o módulo 

volumétrico de rigidez do gãs eletrÕnico, fica estabelecido como 

parâmetro ajustável numericamente. A determinação de K envolve as 
e 

constantes elásticas e as 

O somatório em 

frequências experimentais. 
i-e 

D e sobre os vetares da rede recípr~ 

ca da rede bcc. Essa soma deve ser de alguma forma limitada e esse 

limite e estabelecido pelo fator G2 que tende a zero com o aumento 

de K = IK_,_I 
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M O D E L O P R o P o s r o 

O metal simples em estudo ê representado por uma rede 

cúbica de corpo centrado (bcc), composta por ions puntiformes Ze i 

mersa num gas de eletrons de condução. Os ions interagem elastica 

mente atravês da força central com base no trabalho de Born-von Kar 

man e da força angular segundo de Launay. O alcance dessa 

ção foi limitado atê a segunda camada de vizinhos, pois a 

intera 

contri 

buição dos outros vizinhos e pequena. A i~teração eletron-ion estã 

sendo considerada com base no trabalho de Lax e modificado por 

Krebs. Com esse modelo estamos fazendo um teste com as várias fun 

çoes de blindagem apresentadas no capÍtulo anterior. 

A matriz dinimica ·do sistema ~ a soma de duas parcelas 
i-i i-e i-i 

D + D • Os elementos D 

• • -+ 
1-1 

D. . ( q) 
11 

(IV. 1) 

i#j (IV.2) 

dão conta das 

pÍtulo II. Os 

interaçÕes ~nteriônicas 
1-e 

elementos D 

e foram desenvolvidos no c a 

i-e 
D •• 

1J 2 

representam a influência eletrônica na interação. 

Para a função de blindagem de Lindhard, À(q+K) 

o valor dado em (III.31), o qual foi usado por Krebs. 

(IV.3) 

assume 

No caso de Hubbard a função À(q+K), de acordo com (III. 

40) assumirá a seguinte expressao 

(IV.4) 

+ 
com f(q) dado por (III.41) 
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Para se obter o À(q+K) correspondente ao tratamento de 

Geldart e Vosko e Singwi et al. substitui-se f(q) dado em (III.41) 

pelas expressoes (III.42) e (III.44) respectivamente. 

O parimetro K em (IV.3), de acordo com os resultados 
e 

de Krebs onde o parimetro A (III.34) estã relacionado com o mÓdulo 

volumétrico de rigidez do gãs eletrônico, fica estabelecido como 

parâmetro ajustável numericamente. A determinação de K envolve as 
e 

constantes elásticas e as 

O somatório em 

frequências experimentais. 
i -e 

D é sobre os vetares da rede 
~ 

rec~pr~ 

ca da rede bcc. Essa soma deve ser de alguma forma limitada e esse 

limite i estabelecido pelo fator G2 que tende a zero com o aumento 

de K = IK_,I 
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CAPÍTULO V - C Ã L C U L O S N U M ! R I C O S 

V.l. CÁLCULO DAS CONSTANTES DE FORÇA E K 
e 

Para resolvermos a equaçao secular precisamos conhecer 

a matriz dinâmica 
+ 

D(q) referente ao modelo e a estrutura que esta 

mos considerando. As equaçÕes (IV .1), (IV. 2) e (IV. 3) nos dão a 

matriz dinâmica que deve ser utilizada, mas para conhecermos o seu 

valor numérico, 
+ . 

para cada vetar de onda q, prec1samos conhecer 

constantes de 

As 

força envolvidas e mais o parâmetro 

quatro constantes de força e K 
e 

sao 

K . 
e 

determinados: 

as 

a) mediante relaçÕes obtidas quando tomamos o limite da equaçao se 
+ 

cular para q~ e comparamos esse resultado com o resultado da 

teoria da elasticidade;assim obtemos três relaçÕes ent~e as 

constantes elásticas cll'cl2 e c44' as constantes de força e K 
e 

b) através de frequências das curvas de dispersão determinadas ex 

perimentalmente para direçÕes de simetria, com elas fazendo co1n 

cidir os valores obtidos pela solução da equação secular, assim 

obtemos as duas relaçÕes adicionais necessárias. 

As três primeiras relaçÕes asseguram que as curvas de 

dispersão obtidas 
+ 

teoricamente tenham a inclinaç~o certa para q+O_, 

as restantes podem ser escolhidas de forma a se obter uma boa re 

produção das curvas experimentais. 
+ 

A matriz dinâmica no limite para q+O e entao 

q+O q+O q+O 

i-i 
Os elementos.D (q) 

~-e 

foram apresentados em tiV.l) e 
(IV. 2) e os elementos D (q) o foram em (IV.3). 

As funçÕes seno e 
i-i -+ 

cosseno em D (q) sao expandidas 

em série de Taylor e desprezam-se os termos de ordem superior a 

dois. Com isso obtemos: 

i-i -+ 
lim D .. (q) 

~~ 
(V. 2) 
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transforma 

q+O 

Nesse limiteM= p(a 3 /2) para 

em llim (2/a 3 )D .. (q) -pw 2 ó •• 
1 J 1) 

q+O 

(V.3.) 

metais bcc e (II .16) se 

Por outro lado para q+O o gas eletrônico passa a se co~ 

portar como uru meio isotrÕpico para todas as funçÕes de blindagem 

que estamos usando. 

i-e + 
a 3 K 

lim 
e 

q~ D.. (q) = 
q+O 11 2 1 

(V. 4) 

i-e + 
a 3 K 

lim 
e 

D. . ( q) q. q. 
q+O 1) 2 1 J 

(V. 5) 

Nesse limite, a matriz dinâmica deve corresponder aos 

resultados para propagaçÕes acústicas num cristal cúbico (2l),isto 

e, llim D(~) -w
2 pi 1=0, onde 

q+O 

... 
q~ c 44 q2 lim D •• ( q) (cll-c44) + (V. 6) 

11 1 

q+O 

... 
lim D .. (q) = (Cl2 + c44) q. q. (V. 7) 

1J 1 J 

q+O 

Obtemos assim as seguintes relaçÕes: 

ac
11 

= (2cx /3) + 2S+ (4y 1 /3) + aKe (V. 8) 

2y 2 + aKe (V. 9) 

(V.lO) 
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Para resolver o nosso problema, falta-nos ainda duas re 

laçÕes, pois temos cinco parâmetros a determinar. Essas duas rela 

çÕes sio obtidas atrav~s do uso de frequ~ncias experimentais nas 

direçÕes de simetria, pois sabemos que a diagonalização de D(q) e 

simples para essas direçÕes de simetria. 

Para o nosso caso, vamos tomar as direçÕes (~.0.0) e 

(~.~.~) nas quais o vetor de onda tem componentes (q,O,O) e (q//3, 

q/13, q//3). Nessas direçÕes vamos tomar a frequência longitudinal 

em (1,0,0) e a transversal (.5, .5, .5) . Usando as relaçÕes (IV.l), 

(IV.2) e (IV.3) obtemos 

direção (ç,O,O) -ponto (1,0,0) 

i-e 
(16a/3) + (32y

1
/3) + D11 

direção (ç,ç,ç) -ponto (.5, .5, .5) 

i-e 
= (8a/3) + 4 S + (16y1 /3) + 8y 2 + D

11 

-As equaçoes (V.ll) e (V.l2) foram escritas 

primeira zona de Brillouin 

o ~ a 
q'~ 1 

2n 

i-e 
- D12 

->para q 

(V.ll) 

(V .12) 

na 

onde q' q para a direção (1,0,0) e q' =L para a direção (1,1,1) 
13 

Atravês de (V.ll) e (V.l2) vemos que o gas eletrônico , 

modifica nao somente as componentes longitudinais das amplitudes 
-de propagaçao. 

Os dados numêricos de entrada acham-se listados na tabe 

la (V.l). As constantes elásticas e as frequências experimentais 

foram tomadas, sempre que possível ã mesma temperatura. 

V.2. CURVAS DE DISPERSÃO 
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ELEMENTO 

SÕDIO 

LÍTIO 

RUB1DIO 

POTÁSSIO 

C ROXO 

TÂNTALO 

ALFA-FERRO 

MOLiaiD~NIO 

TUNGST~NIO 

NIÕBIO 

I 
w .. 

MASSA 

(10-22g) 

0,3817 

0,1152 

1,419 

0,64925 

0,8631 

3,0045 

0,92706 

1,5926 

3,0527 

1,5426 

Tabela V.l - DADOS DE ENTRADA PARA O CÃLCULO DAS CO~STANTES DE FORÇA 

PARÂMETRO DE CONSTANTES ELÁSTICAS (l0 12din/cm 2 ) REF. FREQU~NCIAS EXPERIMENTAIS REF. 

-8 
vL(lOO) 1012Hz v 12 REDE (lO cm) s_, c, o c/,/, T(.5.5.5)10 Hz 

4,24 0,08080 0,06641 0,05862 39 3,58 2,88 35 

3,491 0,14346 0,12052 0,10751 40 8,82 6,81 36 

5,62 0,03121 0,02621 0,01861 42 1,32 1,10 38 

5,225 0,04171 0,03412 0,02862 41 2,21 1,78 37 

2,884 3,51001 0,67821 1,00812 50 7,82 8,70 49 

3,3 2,60901 1,57421 0,81820 44 4,96 3, 72 43 

2,8665 2,35410 1,35442 1,19120 48 8,62 7,23 47 

3,1473 4,45181 1,72432 1,21651 44 6,61 6,63 51 

3,1647 5,28121 2,04531 1,60701 44 5,75 5,60 52 

3,3 2,46122 1,34210 0,28702 45 6,41 5,04 46 



A relação entre os auto-valores da matriz dinâmica e o 
+ 

veçor de onda q ~ conhecida como curva de dispersio. Foram determi 

nadas curvas de dispersão ao longo das principais direçÕes de sime 

tria (ç,O,O)• (ç,ç,OJ (ç,ç,ç] Tomamos essas direçÕes, pois ne 

las as ondas são puramente transversais ou puramente longitudinais. 

Para os metais alcalinos também calculamos as curvas de 

para as direções (.S,.S,ç) e(ç,ç,ll 

dispersão 

As constantes obtidas no item anterior, cujos valores 

estão na tabela (V.2), são substituídas nas equaçÕes para os ele 
+ 

mentos D .. (q) para se computar numericamente as frequências para 
~J 

os vetares de onda nas direçÕes de simetria. 

v. 3. ESPECTRO DE FREQU~NCIA 

O espectro de frequência para cada metal foi calculado 

pelo método da amostragem introduzido por Blackman (32) em 1934, O 

grau de precisão do calculo de g(v) depende do número de pontos s~ 
• lecionados na primeira zona de Brillouin. Neste trabalho ela foi 

dividida em 8.000 pontos dando um total de 24.000 frequências uti 

lizadas na determinação do espectro. 

A simetria espacial da rede recíproca permite reduzir 

esses 8.000 pontos a 256 para o caso da rede bcc. Os demais pontos 

são considerados através dos pesos estatÍsticos com que cada um 

comparece na primeira zona de Brillouin. Esses pesos nos dão conta 

do número de posiçoes equivalentes e são fornecidos pela " Interna 

tional Tables for X-Ray Crystallography''. 

O espectro foi calculado 

1010Hz e associando-lhes 

enumerando intervalos de fre 

quência de acumuladores n0 ), 
m 

onde v 
m 

e 

o valor médio da frequência no intervalo, aos quais são adiciona 
+ 

dos os
1 

pesos dos vetares q para os quais v ca~ dentro dos respecti 

vos intervalos. Para efeito de representação gráfica, valores me 

dios podem ser computados para g(v) em intervalos maiores. Os gr~ 

ficos de g(v) nao são apresentados nesse trabalho, pois não se dis 

pÕe de bons dados experimentais para comparação. 

V.4. CALOR ESPECÍFICO 

A partir do espectro de frequência foi entao computada 
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a curva do calor específico com base na generalização da expressao 

de Einstein para C 
v 

\vmax 
= (3R/N~

0 
g (v) 

exp(x) dv (V. 13) 

(exp(x)-1) 2 

onde x hv/KBT, N e o numero total de modos vibracionais conside 

rados, R e a constante dos gases perfeitos, h ~ a constante de 

Planck,v w/ 2 11 

absoluta medida 

quencia. 

, KB ê a constante de Boltzmann, T ê a temperatura 

em Kelvin e g(v) e a função distribuição de fre 

Como estamos considerando o espectro como discreto, a 

expressao acima se torna: 

c = 
v 

No 
(3R/N) E 

i=l 
n (n.) 

1 

x;> exp(x.) 
1 1 

2 
(exp(x.)-ll 

1 

(V. 14) 

O intervalo de frequência O+v . f<i.i dividido em N
0 

inter 
. max . . lO 

valas fechados ã esquerda, de compr1mentos 1gua1s 10 Hz, com o va 

lor v. tomado no ponto médio do i-ésimo intervalo. 
1 

Os resultados obtidos foram comparados .com os dados 

perimentais apÔs subtraÍda destes a contribuição eletrônica yT. 

ex 

C (T) 
v 

= 
a 

ar 

V.S. TEMPERATURA DE DEBYE 

De C (T) obteve-se a temperatura de Debye 
v 

[J: hv dv 
exp(x)-1 

0(T) em 

(V. 15) 

para valores discretos da temperatura. 

Para tanto, foram utilizados os valores tabulados por 
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Pitzer e Brewcr (33) para 8/T 

do por interpolação numérica. 

em função de C /3R. O 8(C ) foi obti 
v v 

Para pequenos valores de C (C /3R< v v 

0.01902),8 foi calculada pela aproximação ali indicada, 

/3 

8 = T 
77,927x3R 

c 
(V.l6) 

v 

O mesmo procedimento foi usado para calcular 8 (T) 

partir de C (exp)-yT, para comparaçao com os valores teóricos. 
v 

a 

V.6. FATOR DE DEBYE-WALLER, DESLOCAMENTO QUADRÁTICO MÉ 

DIO E TEMPERATURA CARACTERÍSTICAS DE DEBYE 

O fator de Debye-Waller exp(-2W) expressa o efeito do 

movimento térmico na intensidade da onda de raio X espalhada e nos 

resultados das experiências do efeito M6ssbauer. A quantidade 2W 

(chamada exponencial de Debye-Waller) está diretamente relacionada 

com o deslocamento quadrático médio dos átomos no cristal. Ela tem 

sido correlacionada com alguns fenÔmenos da fÍsica do estado sÕli 

do tal como espalhamento de neutrons, condutividade elétrica e po~ 

to de fusão de cristais. 

O expoente de Debye-Waller tem sido usualmente calcula 

do aplicando-se o modelo de Debye às vibraçÕes da rede cristalina, 

e e expresso como uma função conhecida da temperatura característi 

ca 8 • Este método tem se mostrado bastante inadequado ao se comp~ 

raros seus resultados com os dados experimentais. Este resultado 

nao é surpreendente já que o espectro vibracional de um sÕlido es 

tá muito longe de ser do tipo proposto por Debye. É então de inte 

resse calcular o fator de Debye-Waller usando um modelo mais rea 

lista que o de Debye como é o modelo que propomos neste trabalho 

Na aproximação harmônica o expoente de Debye-Waller es 

ti relacionado com o deslocamento- quadritico m~dio dos itomos e e 

dado por (34) 

<[+ + 
2W= K•u(n) I:) (V. 1 7) 
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-+ 
onde ~(n) ~ o Jeslocamento do n-Esímo ~tomo e K e a diferença en 

tre os vetares inicial e final da onda. 

O fator de Debye-Waller segundo a aproximação de Debye, 

para um cristal cúbico monoatômico no qual o vetar polarização 
-J.-+ 2 -(K•e+ .) pode ser substituído por seu valor medio fora da 

q,] 
ria, e (34) 

2W = G(>P) cotgh 
·w 

[h -w ] d 
L2KB T Ul 

somatô 

(V. 18) 

Da equação (V.l7) obtem-se o deslocamento quadrático me 

dio dos deslocamentos do átomo de sua posição de equilÍbrio: 

(V.l9) 

Para o modelo de Debye de um sólido, a dependência com 

a temperatura do expoente de Debye-Waller pode ser escrito como(34) 

2 

2W = (12h2/MKB 0M) ( 4>~x) + ~) ( s~n e) 

onde 4> (x) e a função integral de Debye e x = 0M/T 

Conhecendo-se o espectro de frequência G(w), podemos 

2W através de (V.l8) e a partir disso determinamos <u 2 >com (V.l9) e 

mos eM usando (V.20). 

(V. 20) 

determinar 

determina 

A comparação entre teoria e experiência, para o fator 2W, e fei 

ta em termos de um parâmetro dado por: 

Y = log e 
10 

(À/sen8) 2 (2W - 2WT) 
r o 

Essa quantidade e independente de À e 8, e e diretamente 

(V. 22) 

acessí 

vel a partir das intensidades medidas da reflexão de Bragg nos experimentos de 

difração em raios-X. 
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CAPÍTULO VI R E S U L T A D O S 

Com base no modelo exposto no capÍtulo IV nos calcula 

mos as curvas de dispersio, o calor especifico, a temperatura de 

Debye para os seguintes elementos bcc: sÕdio(Na), potassio(K),Lítio 

(Li), Rubídio(Rb), Tântalo(Ta), Cromo(Cr), Alfa-Ferro(a-Fe),Molibd~ 

nio(Mo), NiÕbio(Nb) e Tungstênio(W). 

O fator de Debye-Waller, o deslocamento quadrático me 

dio e a temperatura característica de Debye foram calculadas para 

três elementos somente: sÕdio, a-ferro e cromo, isto por acharmos que 

estes 3 elementos seriam suficientes como amostragem da capacidade do modelo. 

Todas essas propriedades foram calculadas, usando-se as 

quatro funçÕes de blindagem (111.3), somente para os metais alcali 

nos (Na,Li,Rb,K), pois para os metais de transição tivemos dificul 

dades em obter dados para a massa efetiva a qual é necessária na 

função de blindagem de Geldart e Vosko e por issonão fizemos cálculos 

com a mesma para os metais de transição. 

Um estudo das tabelas V.l e V.2 nos mostra que as cons 

tantes de forças atômicas dos elementos variam muito pouco com as 

diferentes funçÕes dieletricas de blindagem. 

Todo o espectro de fonons desses elementos nao diferem 

de um para outro mais quel,5%quando frequências individuais sao com 

paradas para as diferentes funçÕes de blindagem. Essa espécie de re 

sultado e um pouco surpreendente quando comparado com resultados dos 

modelos de primeiros princÍpios (72) onde as diferentes funçÕes di~ 

tétricas de blindagem tem uma influência muito grande nas 

cias de fonons computadas para metais simples. 

frequê!: 

Um estudo comparativo dos resultados obtidos para as 

curvas de dispersão de cada metal com as funçÕes de blindagem mos 

traram que hã alguns pontos na primeira zona de Brillouin onde as 

diferenças são maiores. Esses pontos situam-se geralmente nas prox~ 

midades da zona de Brillouin e as diferenças maiores são observadas 

nos ramos longitudinais principalmente nas direçÕes (ç,O,O) e (ç,ç,OJ • 

Quanto às outras propriedades, como sao cálculos basica 

mente estatísticos que são feitos tomando-se uma média sobre todo o 

espectro de fonons, as diferenças foram ainda menores. 

Como os resultados obtidos com as várias funçÕes de 

blindagem são bem semelhantes para todos os elementos, nÕs aprese!!. 
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tamos neste trabalho os resultados obtidos com a função de blinda 

gem de Singwi et al., pois ela ê teoricamente mais consistente 

Passamos em seguida a apresentar comentários específi 

cos para cada metal e os respectivos gráficos obtidos para as várias 

propriedades. Nos grificos as linhas cheias representam os 

resultados; a linha interrompida, para o caso dos alcalinosJ 

nossos 

repr~ 

senta o resultado em primeiros princÍpios de Price et al. (72). Os 

outros sÍmbolos representam dados experimentais. O vetar de onda re 
~ ~ ~ 

duzido e definido como sendo o vetar admensional (a/2rr)q, onde q e 

o vetar de onda do fonon. As componentes de (a/2rr)q são denotadas 

por ç • 

Uma outra observação de cariter geral que deve ser fei 

ta e quanto aos grifico (C -T). Devido ao problema de escala não se 
v 

pode representar graficamente com inteira fidelidade os dados teôri 

cos e experimentais a baixas temperaturas. 

A. LÍTIO 

As frequências de 

980K por Smith 

fonons para o LÍtio foram medidas a 

temperatura de et al. (36), Devido à falta de 

experimentais com relação às constantes elásticas do Lítio a 

temperatura, fizemos uma interpolação nos dados apresentados 

Slotwinski et al. [40] para obtermos as constantes elásticas 

Os resultados são apresentados nas figuras VI.l, 

dados 

esta 

por 

a 9B°K. 

VI.2 e 

VI.3. Para o LÍtio fazemos uma comparação de nossos resultados com 

os de Price et al. (72) obtidos em primeiros princípios. Pela sim 

plicidade de nosso modelo, ele apresenta resultados muito bons. Ap~ 

sar disso ele não foi capaz de predizer o cruzamento dos ramos lon 

gitudinal e transversal na direção (;,0,0) apresentado pela curva 

de dispersão experimental. 

Os miximos desvios sao apresentados nos pontos (.7,0,0), 

(.7,.7,.7) e (.5,.5,0), chegando a ser da ordem de 8%. 

Os valores do calor específico C e temperatura de Debye 
v 

0 experimentais foram medidos por Simon e Swain (56),Martin (57) e 
Filby e Martin (54). O valor do coeficiente do calor específico ele 

trÔnico foi tomado do trabalho de Martin (66). 

Os resultados de C e 0obtidos teoricamente 
v 
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uma excelente concordincia com os valores experimentais dos traba 

lhos citados acima, exceto para 

o Lítio sofre uma transformação 

temperaturas abaixo de 78°K,na qual 

martensítica. Pois de acordo com 

Martin (57) um estudo térmico da transformação martensítica mostrou 

uma grande anomalia no calor especÍfico na região de 78°K e que o 

calor especÍfico acima de 78°K e dependente da história térmica na 

região de dupla fase(bcc+hcp). O calor especifico nessa regiao de 

pende da proporção das duas fases presentes. Como o calor 
~ .. 

espeC1J...!_ 

co da fase hcp ê menor que o da fase bcc isso vai introduzir um au 

menta na temperatura de Debye abaixo de 7S°K, explicando assim a 

discrepância entre os resultados experimentais e teóricos. 

B. POTÁSSIO 

As frequências de fonons experimentais usadas para com 

paraçao com os valores obtidos teoricamente foram medidas por Cowley 
o et al. (37) a 9 K enquanto os valores das constantes elásticas fo 

o 
ram medidas por Marquardt e Trivisonno (41) a 4,2 K. 

Os resultados são mostrados nas figuras VI.4, VI.S. e 

VI.6. Também para o Potássio fazemos uma comparação de nossos resul 

tados com os de Price et al. (72). Sem dÚvida para esse elemento o 

nosso modelo apresentou excelentes resultados sendo que o desvio 

maior e da ordem de 4% na região de cruzamento dos ramos longitudi 

nal e transversal na direção (Ç,O,Ol que nosso modelo não preve. 

Os calores específicos Cv experimentais que usamos p~ 

ra comparação com nossos resultados foram obtidos por Filby e Martin 

(58) e por Krier et al. (59). O coeficiente do calor especifico ele 

trônico foi obtido do trabalho de Filby e Martin (58). 

Os valores experimentais da temperatura de Debye foram 

obtidos por Simon e Zeidler (53), Krier et al. (59), Lien e Phyllips 

(62),Filby e Martin (54) e Roberts (60). 

Tanto a curva (C -T) como a curva (0-T) estao em 
v 

ex c e 

lente acordo com os dados experimentais em todo o intervalo conside 

rado, principalmente na região de baixas temperaturas. Isso pode 

ser devido ao fato de nõs termos usado os valores das constantes e 

listicas e das frequ~ncias experimentais a baixas temperaturas e 

também devido ao fato de o Potissio nio apresentar anowalias como o 

Lítio e o SÓdio. 
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C. RüBÍDIO 

As frequências de fonon para o Rubídio foram medidas a 

o 120 K por Copley et al. (38) enquanto que as constantes elásticas fo 

ram avaliadas experimentalmente por Gutmann e Trivisonno (42) no in 

tervalo de 78°K a 170°K. 

Como pode ser visto nas figuras VI.7, VI.8 e VI.9 os 

nossos resultados apresentam poucos desvios em relação aos experi_ 

mentais, chegando a ser melhorés que os de Price et al. (72) em de 

terminadas direç~es. O desvio m~ximo encontrado foi da ordem de 4%. 

Os valores de C para o Rubídio foram determinados por 
v 

Filby e Martin (58), 

Lien e Phyllips (62) 

enquanto que os de 0 foram determinados 

, Manchester (63), McCollum e Silsbee (64) 

por 

e 

Filby e Martin (54). O coeficiente do calor especÍfico eletrônico te 

ve seu valor dado por (58). 

A curva teórica para C reproduz muito bem a curva exp~ 
v o 

ate, aproximadamente a temperatura de 200 K, alem da rimental 

qual os valores teóricos tendem a se manter constantes enquanto que 

os valores experimentais tendem a crescer. 

Quanto ã curva Ce-T), os resultados teóricos, também, 

sao muito bons sendo que o maior desvio e da ordem de 4%. 

D. SÕDIO 

Para o sódio houve uma ligeira dificuldade de encontrar 

os valores das constantes elásticas medidas na mesma temperatura das 

frequências de fonons, pois a curva de dispersão foi obtida a 90° K 

por Woo~s et al. (35) e as constantes elásticas foram medidas por 

Martinson (39lem um intervalo de 80°K a 300°K com algumas temperatu 

ras intermediárias. Para obtermos as constantes elásticas a 90°K fi 

zemos uma interpolação. 

A concordância entre os resultados teóricos e os experi 

mentais e excelente e as discrepâncias que hâ entre os dois resulta 

dos são, em geral, da ordem de 3%. A comparação com o resultado de 

Price et al. (72) mostra que para esse elemento o cilculo fenomenol6 

gico ê tão bom quanto o feito em primeiros princÍpios. 
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Os dados experimentais para o calor específico sao de 

Simom e Zeidler (53), Filby e Martin (54)e Martin (55); e para a 

temperatura de Debye são de Roberts (60), Parkinson e Quarington(61) 

e Simon e Zeidler (53). O valor do coeficiente de calor específico 

eletrônico foi obtido do trabalho de Martin (65). 

O sÕdio sofre transformação martensítica em torno de 

40°K, sendo que abaixo dessa temperatura parte do cristal se trans 

forma em hcp, dependendo da pureza e da história térmica da amostra. 

O calor específico abaixo de 40°K ê dado pela soma das contribuiçÕes 

das fraçÕes bcc e hcp. Sabe-se que o calor especÍfico da fase bcc e 

maior que o da hcp (73)e portanto o calor específico da mistura e 

menor que o calor especÍfico do cristal se esse fosse todo bcc. Ca 

lar especÍfico menor implica temperatura de Debye maior explicando 

assim a discrepância na figura ( 0-T), abaixo de 40°K. 
o 

O maior desvio acima de 40 K para 0 ê de ordem de 4%. A 

curva (C -T) teórica esta de acordo com resultados experimentais atê 
v 

a temperatura de Z00°K, quando os valores teóricos se estabilizam e 

os experimentais tendem a subir. 

Como o nosso trabalho ê baseado na aproximação harmÔni 

ca, os resultados teóricos obtidos para os parâmetros Y, ~e 0M sao 

bons apenas para temperaturas afastadas do ponto de fusão (sÓdio p. 

f. 386 K), onde predominam os efeitos harmÔnicos. A comparaçao de 

nossos resultados com os experimentais de Dawton (74) ê feita na fi 

gura VI.l3. Os outros resultados estao representados nas 

VI.lO, VI.ll, VI.l2 e VI.l4 

E. MOLIBD~NIO 

figuras 

Os valores experimentais das frequências de fonons, usa 

dos para comparaçao com os resultados teóricos, foram obtidos do 

trabalho de Woods e Chen (51), os quais fizeram as medidas a 

ratura ambiente. As constantes elásticas que usamos foram 

por Featherston e Neighbours (44) desde 00K até 3000K. 

temp~ 

medidas 

O fato mais marcante da curva de dispersão deste elemen 

to ocorre no ponto H(l,O,O) da zona de Brillouin onde o valor de v 

ê muito baixo. No ramo (ç,ç,çl longitudinal no intervalo de 0.60< ç 

<0.95 nós temos o valor de 6.2 + 0.1 10
12

Hz que cai rapidamente a 

5,51 + 0,08 10
12

Hz no ponto H. Devido a esse fato, nós usamos a fre 
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12 quência 6,61 10 Hz no ponto (1,0,0) numa tentativa de obter uma 

boa concordância com os dados experimentais atê (.9,0,0), pois o 

nosso modelo nao preve o mesmo. O nosso modelo também não preve a 

queda brusca em (.37,.37,0) que hã no ramo r 1 de(ç,ç,Ol. 

Na região de pequenos vetares de onda, ou seja, longe 

dos pontos críticos a concordância dos resultados teóricos com os 

experimentais é boa. Nas regiÕes críticas os desvios maiores 

da ordem de 12%. 

foram 

Quanto aos valores experimentais do calor específico c 
v 

e da temperatura de Debye 8 do Molibdênio, estes foram obtidos do 

trabalho de Clusius e Franzosini (70 l, o qual jã fornece o calor es 

pecífico da rede somente, ou seja, subtrai do calor específico to 

tal o calor especifico eletrônico. Tal trabalho também nos 

8(C -C). 
v e 

ocorrendo 

O desvio máximo na cruva (C -T) e v 
na curva (8-T). A descrição geral 

foi muito boa. 

da ordem de 6%, 

qualitativa das 

fornece 

o mesmo 

curvas 

Os nossos resultados juntamente com os experimentais se 

acham representados nas figuras VI.lS, VI.l6 e VI.l7. 

F. TUNGSTl':NIO 

As frequências de fonons para o Tungstênio foram deter 

minadas experimentalmente por Chen e Brockhouse (52) a temperatura 

ambiente; como valores experimentais das constantes elásticas usa 

mos os fornecidos por Featherston e Neighbours (44) também na temp~ 

ratura ambiente. 

Para este elemento os dois ramos transversais na di r e 

çao (ç,ç,Ol sao quase degenerados e se cruzam no ponto é=0.45. A 

concordância geral das curvas de dispersão para o Tungstênio foi u 

ma das melhores entre os elementos de transição. O desvio mâximo 

foi no ponto (.4,0,0)1 e foi da ordem de 7%. Os dados experimentais 

fornecidos pela referência (S7l apresentam alguma incerteza com re 

lação às frequências longitudinais ( ç, ç,Ol e ( ç, ç, çl 

Os valores de C da rede e também de 8 , para este me 
v 

tal, foram obtidos experimentalment~ por Clusius e Franzosini C70l 

no intervalo de lOOK a 273,16oK. Os resultados teôritos estão de a 

cardo com os experimentais dentro de um desvio máximo de 5% nas cur 
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vas (C -T) e (0 -T). 
v 

Representamos nas figuras VI.l8, VI.l9 e VI.20 os resul 

tados teóricos e experimentais. 

G. NI6BIO 

Os valores experimentais das frequências de fonons para 

o NiÕbio foram obtidos do trabalho de Nakagawa e Woods (46) a 2960K. 

As constantes elásticas foram medidas por Bolef(50) i temperatura 

ambiente. 

Como revela a figura VI.21, há duas anomalias marcantes 

nos dados experimentais das curvas de dispersão. Os ramos transver 

sais em (Ç ,ç ,Ol se cruzam e no ramo longitudinal em (Ç ,0,0) hâ um 

inesperado mÍnimo em torno de (.7,0,0). A direção (ç,ç,O) e toda ela 

anômala, havendo concordância boa somente para pequenos vetares de 

onda. No ponto (.5,.5,0) o desvio e da ordem de 30%. No ponto(.7,0,0) 

o desvio e de 15%. Esse e o elemento de transição que apresenta mais 

anomalias em sua curva de dispersão, quase não havendo nem possibi 

lidade de comparaçao. 

Os valores experimentais de C da rede e de 0 foram ob 
v 

tidos do trabalho de Clusius et al. ( 69). A concordância na curva 

boa (C -T) 
v 

entre os valores calculados e os experimentais é muito 

(~ig.VI.22) Quanto ã curva (0 -T) o desvio máximo é da ordem de 4% 

(fig.VI.23) Esses resultados de C e 0 mostram que maus resultados 
v 

para a curva de dispersão ainda pode dar bons resultados para os 

mesmos, pois esses cálculos são estatísticos. 

H. TÂNTALO 

As frequências de fonons para o Tântalo foram medidas a 

296°K por Woods (43) . As constantes elásticas foram medidas por 

Featherston e Neighbours ( 44) i temperatura de 3000 K. 

Este elemento também apresenta algumas anomalias em sua 

curva de dispers~o experimental. Apresenta cruzamento na direçio 

(ç ,O ,Ol no ponto ( .65,0,0). A direção E ou (Ç ,ç ,0) se apresenta com 
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pletamente anCmala como pode ser visto na figura VI.24. Nas outras 

duas direçÕes o comportamento qualitativo é bom, sendo que osdesvios 

são da ordem de 4%. 

Comparamos os valores teóricos para C e e com os valo 
v 

res experimentais de Clusius e Losa (67), que estudaram a variaçao 

dos mesmos com a temperatura entre l0°K e 273,2°K. Os resultados p~ 

ra C (fig.VI.25) são bons e todo intervalo de temperatura. O des 
v 

vio máximo apresentado pela curva (0-T) (fig. VI.26) é de 8%, sendo 

que o desvio médio não excede a 4%• 

I. ALFA-FERRO 

Os valores experimentais das frequências de fonons para 

o Alfa-Ferro foram obtidos do trabalho de Brockhouse et al. ( 47) ,m~ 

didos à temperatura ambiente. As constantes elásticas foram medidas 

por Rayne e Chandrasekhar (48) no intervalo de 4,2 K a 300°K. 

Dos elementos de transição estudados, este e o que me 

nos anomalias apresenta e e para esse elemento que os nossos resul 

tados são melhores. As curvas de dispersão teóricas e experimentais 

estao representados na fig.VI.21. O desvio máximo ocorreu no ponto 

(.5,.5,0) no ramo T
1 

e foi da ordem de 7%, mas o desvio médio geral 

não chega a 3%. 

Os valores experimentais de C e 0 foram obtidos do tra 
v 

balho de Kelly (71) A concordância da curva (C -T) é melhor para 
v 

temperaturas em torno de 180°K. Quanto à curva (0-T) o desvio máxi 

mo é da ordem de 8% e ocorre para temperatura em torno de 30oK. Es 

ses resultados estão representados nas figuras VI.28 e VI.29. 

Para temperaturas próximas ao ponto de fusão há predomi 

nancia dos efeitos anarmSnlcos, da! o fato de os nossos resultados 

não serem bons a essas temperaturas. Onde vale a aproximaçao 

nica os resultados teóricos e experimentais apresentam boa 

harmÔ 

concor 

dância (fig. VI.30). Pode se ver nessa figura que os resultados ex 

perimentais são bastante discordantes. 
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J. CROMO 

As frequências de fonons experimentais usadas para com 

paraçao com os valores te5ricos foram medidas por Shaw e Muhlestein 

(49) à temperatura ambiente, enquanto que as constantes elásticas 
foram medidas -a 300°K por Bo1ef e K1erk (50). 

Os resultados teóricos para a curva de dispersão deste 
elemento foram apenas regulares, pois o mesmo apresenta um série de 

anomalias na curva de dispersão experimental. Hâ uma depressão pe~ 

to do ponto N de simetria no ramo r
1 

da direção (ç,ç,O) 

ocorre perto do ponto H de simetria no ramo transversal da 
o mesmo 

(Ç,0,0) . Devido à essa anomalia nós usamos, para nossos 
direção 

câlculos, 
a frequ~ncia no ponto H como sendo 7,82 El2 em vez de 7,58 El2 como 

foi mostrado na referência (49). 

O desvio máximo foi de 11% no ponto (.7,.7,.7) do ramo 
longitudinal da direção (Ç,ç,ç) 

nos vetares de onda somente. 
A concordância foi boa para pequ~ 

Os valores experimentais 

ratura foram medidos por Clusius e Franzosini (68). Neste 
de C e 0 em função da v temp~ 

trabalho 
da rede e de encontramos os valores de C 

v 
de lO a 273,2°K. Os resultados teóricos 

0(C -c ) no v e intervalo 

de C e 0 para o 

os piores resultados obtidos dentre os lO elementos em estudo. Os 

desvios na curva (C -T) sao maiores para baixas temperaturas chega~ v 
do a ser de 15%. O desvio máximo na curva (0-T) e de 10%. 

v Cromo, sao 

Voltando-se ã tabela V.2, vemos que os valores encontra 

dos para as constantes de força deste elemento, para as várias fun 

çÕes de blindagem , sao bastante diferentes, o que nao ocorre com 
os outros elementos. 

Uma outra discordância entre os resultados teóricos 

experimentais ocorre para o deslocaménto quadrático mêdio, onde 

valores teÓricos sao maiores que os experimentais de Wilson et 

(75) . Não temos nenhuma explicação para isso, mesmo porque os 

sultados para Y e 0M estão dentro do esperado. 
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C O N C L U S Ã O 

Neste trabalho propomos um modelo fenomenol6gico para 

estudar a dinimica de rede de metais bcc. Em nosso modelo considera 

mos a interação ion-ion como sendo central e angular, sendo a cen 

tral com base no trabalho de Born-von Karman e a angular com base 

no trabalho de de Launay. Consideramos ainda a interação eletron -

-ion atravês de um potencial coulombiano blindado segundo o modelo 

de Lax modificado por Krebs. Com este modelo testamos, pela prime! 

ra vez, os efeitos das funçÕes de blindagem de Lindhard, Hubbard, 

Geldart e Vosko, e Singwi et al. 

Nossas prediç~es te6ricas para as curvas de dispersão 

estao bem pr5ximas dos dados experimentais principalmente para ps 

metais alcalinos; os elementos de transiçio em geral apresentam bas 

tante anomalias que não são previstas por modelos fenomenolÓgicos 

Kahn (77) foi quem primeiro mostrou que as interaçÕes en 

tre os eletrons de condução e as vibraçÕes da rede podem dar origem 

ã anomalias observáveis nas relaçÕes de dispersão. Esse comportame~ 

to anÕmalo esta relacionado com a superficie de Fermi, a qual nao 

estamos considerando com detalhes neste trabalho. 

Foi considerado tambem o calculo das propriedades têrmi 

cas dos metais bcc com base no modelo apresentado para se testar a 

sua aplicabilidade quando se abrange todo o espectro de frequências. 

Entre essas propriedades encontram-se o calor específico, a temper~ 

tura de Debye e fator de Debye-Waller, o deslocamento quadrático me 

dia e a temperatura caracteristica de Debye. Uma analise 

va dos resultados experimentais com as nossas prediçÕes 

-,-

compara ti 

teóricas 

mostram que os resultados apresentados estio de acordo, senao qua~ 

titativamente pelo menos qualitativamente, com os experimentais.Com 

exceção do elemento Cromo que apresentou alguns resultados totalmen 

te inesperados. Alguns comentários sobre o comportamento desse ele 

mento sao encontrados na ref. (49). 

A teoria aqui desenvolvida pode ainda ser aplicada para 

algumas outras propriedades tais como parimetro de Gruneisen, resis 

tividade eletrica e condutividade térmica dos metais. 

NÓs gostaríamos de fazer comentários críticos 

dos efcito3 das v~rias funç~es Jial~tricas no c~lcul0 das 

cias de fonons de metais. 
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Deve ser notado que para se calcular as constantes de 

forças atÔmicas nós fazemos o limite dn matriz dinâmica para q+O 

Assim procedendo as diferentes formas das funçÕes dielétricas dão 

o mesmo resultado (V.4 e V.S). Isso e devido ã introdução do mÓdulo 

de rigidez volumétrico do gás de eletrons (K ) no limite de 
e 

longos 

comprimentos de ondas o que faz com que seja impossível detectar o 

valor absoluto da blindagem eletrÔnica, nos metais, nesse limite. 

NÓs, entao, tentamos calcular os efeitos das funçÕes de 

blindagem dielétrica nas frequências de fonons calculadas nas re 
+ 

gioes de q grande. Foi determinado que o desvio máximo encontrado 

entre uma função e outra para máximo q (zona de Brilloui-n) nunca ex 

cede mais do que l,5%(um e meio por cento). 

Para se distinguir o efeito da blindagem dieletrica nos 

fonons calculados, nós devemos encontrar os parâmetros do modelo 

em diferentes valores de q mas não no limite de q~o. NÓs tentaremos 

desenvolver esse trabalho num futuro prÓximo. Mas, nós não 

muito certos de que nós obterÍamos resultados inteiramente 

estamos 

diferen 

tes do que aqueles encontrados presentemente. Pois, nos modelos fe 

nomenolÕgicos a interação eletron-ion entra como parte referente a 

perturbação somente. 

Assim, nós pudemos encontrar sarnento o efeito de blinda 

gem dieletrica para uma parte da frequência total para qualquer ve 

tor de onda. NÓs não temos meios de corrigir qualquer erro se tiver 

sido cometido, de alguma maneira como em nosso modelo. A melhor ma 

neira de levar em conta adequadamente o efeito da blindagem dielé 

trica nos fonons é usar modelos em primeiros princípios. 
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' 

E R R A T A 

1. Na - (II. 3) 
~ 

pâgina 8 de uj (1) leia-se u.(ll) equaçao a em vez 
J 

2. Na (II.3) 
~ 

pâgina 8 de v .. (ll 1 ) leia-se v .. (l 1 1) equaçao a em vez 
J 1 J1 

3. Na - (II.8) 
~ 

pâgina 10 de ii'. o~> leia-se F (1 I) equaçao a em vez 
l. 

4. Na equaçao (II. 9) a pâgina 10 em vez de F.(l 1
) leia-se F ( 1 I) 

l. 

5. Na - (II. lO) pâgina 10 de Fi(l 1
) leia-se F.(ll) equaçao a em·vez 

l. 

6. Na -equaçao (III .12) a pâgina 18 em vez de =9(Cl2 + 2C44 -cll) 

leia-se =(9/16)(c 12+2C 44-c 11 ) 

7 • Na - (III.l2) pâgina equaçao a 18 em vez de K=Cl2 - c44 leia-se 

K=C 11 - c44 

8. Na - (III.l4) pâgina 19 de . .. dr leia-se 3 equaçao a em vez •• d r 

9. Na (III. 30) pâgina 23 de f(t)= •.• ln l+t leia-se equaçao a em vez 

l+t 1-6 
f (t)=. • .ln 

1-t 

10. Na fig. VI.3 ã pâgina 50 em vez de bcc+bcc leia-se bcc+hcp 

11. Na equação (IV.3) ã pâgina 29 em vez de k 1 2 
c 

leia-se 


