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Resumo

ﬁeéte‘trabalho, o modelo axiaimehte simétri—
co de Lehman et al é modificado pela inglus%o da interacao
elétron-ion com base na formulagao dé Krebs, e aplicédo a
dez metais de estrutura cﬁbicé de faces cen;radaé:.cobre, ‘
prata, ouro, aluminio, niquel, plafiﬁa. palédio..tério, cal
- cio e estroncio.

Esses dois esquemas sao situados em :élég%o
as démaié abordagens fenomenoldgicas do problema, de forma
~ a estabelecer a consisténcia fisica‘da presente modificaczo.

S%o ent3o calculadas ﬁara aque1e§ metais as
curvas de dispersido de fonons, distribuicio de'frequ%ncias.
calor especifico:e temperatura de-Debye; e gomparadas aos

resultados experimentais disponiveis.

-
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capfrTuLo I SUMARIO HISTORICO

- No présente sumario restringimo-nos as origens histo-
ricas da pesquisa da din%mica de redes Crisialinas. até a
"formulac3o de Born e von Karman. NZo & possivel estabelecer
aqﬁi senao o0s marcos principais desse desenvolvimento, sem
analisar pormenorizadamente as varias influéncias que, em
maior ou menor grau, convergiram sobre os trabalhos mais re-
levantes. A densa 1nvestlgagao tedrica realizada nas tres ul
timas décadas, diversificada na natureza do problema atacado
e mais notadamente no ﬁétodo de abordagem, nio merecen mais
do que uma rapida mengao, reservando~-se maior atengao, no se
- gundo cépitulb,'a alguns.modelps formulados dentro de um es-
quema fenomenoldgico, no qual se baseia este trabalho.

Os primeiros modelos para redes cristalinas foram de-
senvolvidos visando 3 compreens@o de fendmenos fisicos espe-
cificos e n3o & anilise de propriedades éerais.APode-Se di-
zer que historicamente a dindmica de redes tem sua origem |
prlnc1pa1 na pesquisa de modelos tedéricos para explicar os
valores do calor especifico de SOlldOS. 7

A prlmelra observacao experlmental concernente ao com
ﬁortémento do calor especifico de elementos sblidos data de
1819, duando Dulong e Petit constataram que, a temperatura
ambiente, o produto de C, pela massa atomica era aproximada-
mente independente do elemento considerado. Mediante a rela-
¢@o Cp- C, =ﬁaKVT (p= coeficiente de expans3o térmica, K=md
dulo volumétrico de rigidez), a capacidade térmica a volume
constante de um Atomo-grama era calculada em 6 cal/°K at-g.

0 resultado de Dulong e Petit foi justificado teorica
mente por Richardz em 1893, usando o teorema da equiparticao-
da energia de Maxwell: num gis ideal os termos quadraticos
da enérgia-cinética de cada particula, correspondéntes aos

tres graus de liberdade de seu movimento, contribuem com kT/2



cada para a energia total, resultando um calor especifico mo
lar 3R/2; num sélido monoatOomico onde os atomos oscilem har-
monicamente em torno de suas posiqﬁes'de equilibrio, cada a-
tomo acrescentara 3kT/2 correspdndentes a energia potencial

média desse movimento, o que leva a
Cy= 3R = 546 cal /°K dt-g.

_ Nos anos que se seguiram, medidas experimentais e re-
sultados teorlcos colocavam em questao a valldade da lei de
‘Dulong e Petit. Verificava-se que C, e Co aumentavam para va
lores de T acima da temperatura ambiente e caiam - a certa
altura pronunciadamente - para baixos valores de T; a parte
desse comportamento geral, algumas substancias, como o dia-
mante, deixavam de obedecer a lei ja a temperatura ambiente,
enquanto outras, como o chumbo, mantinham C,~ 3R mesmo a bai
xas temperaturas. '

As hlpoteses Eormuladas sobre o comportamento do ca-
lor espec1fico a baixas temperaturas dividiam-se entre pre-
ver limites finitos'diferentes de Cv-pafé diferentes éiemen--
tos ou sua converg%ncia para um valor extremaménte pequeno
comum ou zero, com T->0. Por outrc lado, a existéncia de uma
‘estrutura interna complexa no atomo, sugerida por Drude em
1904 para, atraves das_vibraQSes dessa, explicar a dispersao
de Frequeéncias ultravioleta em sdlidos, adicionava graus de
liberdade n3o considerados na relacao de Dulong e Petit, e
gque implicariam em valores mais altos para C.

Suportar teoricamente o comportamento quaiitativo do
calor especifico de sdlidos com a températura foi um dos pri
melros sucessos da teoria guantica, cuja formulacao se ini-
ciava. Apbds ter conseguido justificar a partir da hipbtese
de Planck os resultados do efeito fotoeletrico. Einstein (1)
apllcou-se ao desenvolvimento de uma teoria para o calor es-

pec1f1co fundamentada em aque também os osciladores mecanicos



 deviam ser quantizados. Para tantc, supos que O movimento vi
bracional de cada atomo de um SOlldO monoatomico pode ser
' descrito associando-lhe tres 03011adores de Planck mutuamen—
te perpendiculares,'correspondentes aos tres graus de liber-
‘dade vibracional do Atomo. Esses osciladores obedecem a uma
éstatiSfica de Boitzmann, isto e, 2 probabilidade de gue um
03011ador tenha energia nhv - onde n & um ntmero inteiro, h
a constante de Planck ev o guantum de Prequen01a -~ & propor-
cional a exp(wnhv/kT), o valor médio da energia de vibragao
de um Atomo é entao '
°Z° q;,e_-n.hv/é,r |
E= 3hv 2= ' = 3hv]e
: i e_n'h-a/k'r

- M=o

.;hvm'“ 1]—f )

apds alguma manipulacdo matematica e tendo em vista que

0< hv/kT < 1. Einstein fez a suposicic de que todos os Atomos
“do 361ido vibram com mesma frequéncia de ressonanciaV; a e-
nergia média de um mol & entao 0 rimero de Avogadro vezes o
valor acima, e o calor espec1£1co molar é obtldo por derlva-

caos: ' S
2 ho/ kT
e .

¢, 2E _ (‘n?
- ar o (em/ar 1)

Nesta expressﬁo,{?e um parametro aaustavel_ao “fitting®
de C (T), e através do qual Einstein pfocurou justificar 0s
desv1os & 1e1 de Dulong e Petlt. De acordo com essa formula,
as substancias que obedecem a citada lei. apresentam a tempe-
ratura ambiente frequéncias no 1nfravermelho tais que'kT/h071,
isto é,A = q/0>'4§p,(2,= comprimento de onda, ¢= velocidade
da 1uz no vacuo); substincias com C,<3R s%o imediatamente ex
plicadas como:tendo )w(48}o. Por.outro lado, a contribuigéo
| das-v1bracoes atomlcas 1nternas propostas por Drude seria

levada em contz_ ¢¢1c1onando-se a expressao de -C, uma parcela'

-n4—-



;lﬂ}j / kT

( hoy (T 1)2,

onde os V; s3o as frequéncias ultravioleta dessas vibragdes.

th

3R
o

‘Mas, conforme observou Einstein, tais frequéncias s2o sufi-
cientemente altas para que, a T=300°K, sua contribuigao tor-
ne-se desprezavel. '

| A teoria de Einstein juntava~se ao teorema de Nernst
no:prever abanulagéo de Cy para T—>0, e em consequéncia dava
grande impulso ao. levantamento experimental do calor especi-
fico dos s0lidos a baixas temperaturas. Essa pesquiSa veio
demonstrar que Cv acabava por diminuir expre551vamente com
T, mesmo para substancias que respeltavam a lel de Dulong e
Petit dentro dos limites de baixa temperatura até ent3o uti-
- 1izados. Mas veio demonstrar também que nao era possivel Oob-
ter com a férmula de Einstein senZo uma concordancia qualita
tiva com os dados experimentais. Seu defeito fundamental'- a
suposicac de uma tinica frncuenc1a de resconancia, de nature-
za Otica, comum a todos os Atomos, foi esclarecido por Made-
lung em 1909 e Suthérland no ano seguinte, ao promoverem -1
con51deragao da natureza fisica das v1bragoes na. elaboragao
de uma teoria para o calor espec1£1co de s6lidos, argumentan
do com a existéncia de propagagdes de natureza elast;ca aue
dariam lugar a presenca de frecuéncias acusticas, alem das
infravermelhas: observavam aue se o menor comprimento de on-
da para as ondas elasticas num sblido for tomado da ordem do
dobro da distincia interatdmica, a Frequéncia calculada empre
gando como velocidade de propagagac a velocidade do som, ou
utilizando as constantes elasticas, cai na faixa do infréveg
melho. Sugeriam, portanto, a consideracio de um espectro a=-
custlco completo, com comprimentos de onda compreendidos en-
tre esse limite minimo e um maximo da ordem das dimensdes do

cristal.



As consideracdes propostas por Madelung e Sutherland
foram seguidas simultaneamenté em 1912 por Debye e Born e
von Karman,_mas de formas diversas. O tratamento dado por De
bye baseava-se em suposicﬁes.iniciais que, apesar de pouco
realisticas, conferiam-lhe grande simplicidade, e teve ainda
sucesso imediato na reproducac dos dados experimentalmente
determinados'é época de sua formulacac, fatos aue determina—
ram aque as aténgBes dos pésquisadores'no campo para ele deri
vassem sua atencao durante os vinte anos seguintes, em detri
mento da melhor encaminhada mas mais complexa abordagem de
Born e von Karman.

No modelo de Debye (2), o sdlido é representado como
‘um continuum n3o dispersivo ( o que lhe evita tratar explié}
tamenté a natureza do acoplamento entre 0s atomos e simplifi
car o -«chlculo) onde a freguencia ﬁnica:dé Einstein & substi-
tuida por um espectro aciistico cujo intervalo & limitado pe~
la conSiderach da hatureza real do meio, isto &, wma rede
discreta de atomos. Assim, o espeCtro é representado_pela
distribuic3o de frequencias g{¥), normaliZada_limitando o nia
mero de modos vibracionais de No stomos (3N,) através de uma
frequéncia de corte v caracteristica de cada substincia, e
due deve“corresponder-aproximadémente_ao méximo ¢omprimento
de onda proposto por Madelung: D

o o
f 4(v) dv = 3N,
o _ .

Supondo dque a energia média de cada modo é a mesma as

sociada por Einstein a cada oscilador com frequencia vV, a

energia vibracional dos N, atomos &

Ty o
- 2(0) ho dv

E= _
IILT_

- % e

Debye adotou para g(V) a expressao da distribui¢ao de

-6 =



modos normais de frequéncia num sdlido esférico, cujo resul-
tado é equivalente-ab de Rayleigh e Jeans ou ainda ao de Ortvay
para um paraielépipedo (pode-se demonstrar Gue a mesma dis-
tribuic3o assintdética & obtida assumindo qualquer forma, des

‘de que as dlmensoes do sblido sejam suficientemente grandes):

o numerc de modos por unidade de volume com frequenC1as en—~
tre V eV+ dv é

2
'-‘J(‘D) D = ATTY d>
3

onde Vv @ a velocidade de propagag%o. Representando por v, e

v, respectivamente as velocidades dos dois modos transver-

L
© sais e do modo longitudinal, e por V o volume do cristal,

o 4.2
4 dy = 41?\/(‘13 + ?})1}

" onde a fltima expressio & obtida aplicando a condicao de nor.

aN,

D

malizacio da pagina anterior. A energia vibracional & ent3o
9/Tz

™ o de

ot J ™ 1
0

tE= IR

onde foi introduzida a variivel x=hd/kT e definida uma tempe
ratura caractefistica da substancia (conhgcida como tempera-
tura caracteristica de Debye) através da relagao ké=hv .

A teoria de Debye reproduz o valor de Dulong e Petit
para temperaturas altas, o que pode ser visto tomando o 1limi
te da integral quando x-»0. A integral pode também ser calcu
lada diretamente para temperaturas extremamente baixas, con-
siderando que a principal contribuigZo ao integrando provem

de altas frequencias, o aue permite aproximar o extremo supe

rier para infinito, obtendo



3

¢ oE - 12MtR (T

U aT - s 6

Para valores f1n1tos de T, CV & dado por uma série in
finita, ainda fungao do parametro aJustavel 0.

‘ A teoria de Debye teve excepcional sucesso‘na'reproqE
gﬁo'dos resultados experimentais de C, num grande intervalo
de temperaturas, mediante escolha adeauada de_e para cada ma
_terial. Em especial, permitiu prever a'dependéﬂcia de C, com
73 . a baixas temperaturas, que somente seria verificada expe-
' riméntalmente no ano seguinte, por Bucken e Schwers; traba-
lhando com temperaturas até o limite inferior de 16°K.

' Os dados experimentais a balxas temperaturas acumula-
dos nos anos seguintes ev1denc1aram as 11m1tagoes.da formula
de Debye, com a qual nem sempre podiam ser reproduzidos me-

. diante uma fmica constante caracteristica ©. 0s valores de ©
computados separadamente para cada valor experimental de Cy
-variaﬁam com a temperatura, espebialmenté para metais., Em

1928, Sommerfeld demonstrou aue os elétrons de condﬁg%o con~
tribuiam com.Um_fator Y'T para o calor especifico dos metais.
'Mas em geral a dependéncia de 6 em T persistia, mesmo apds
removida a contribuicZo eletronica. Os desvios a teoria e-
ram entEofatribuidos a fatores como a presenca de impurezas
ou imprecisio das medidas experimentéis.' _

Somente a partir de 1935, através de Blackman, ficou
demonstrado que esses desvios podiam ser previstos calculan-
do os calores és?ecificos 2 partir dos espectros de Erequén~-
cia obtidos com base na teoria de Born e von Xarman..

o Esses dois pesquisadores nao foram os primeiros a es—
tudar o movimento de uma rede unidimensional discreta. Hamil
- ton, por exemple, obteve uma sdluqéo-exata para o'movimento

dé cada particula, considerando as interagoes até o segundo



vizinho mais pr6ximo, e apresentou-a também, em forma inte-.
gral, para uma rede bidimensional com a interagao tomada a-
penas com OS v141nhos mais proximos; nao preocupou~se, porém,
com as pr0priedades termodindmicas do sistema e, além disso,
deixou de publicar, na epoca, grande parte desse trabalho.'Jé
Kelvin enfatizou o significado fisico dos resultados matema-
ticos do estudo da propagagao de ondas em redes discretas, -
sugerindo que determinados fenOmenos Oticos podiam ser expli
cados por modelos mecanicoss; chegou a tratar as_pfopriedades
.de redes diatdomicas, obtendo o gap proibido na relagzo de
dispgrséo (frequéncia versus vetor de onda).

Born e von Karman (3) investigaram as relacdes de dis
persao e o espectro vibracional de uma rede unidimensional
de particulas puntiformes que interagem harmonicaﬁente com,
os vizinhos mais préximos e ainda de uma rede tridimensional
ciubica 51mp1es, onde as interacoes foram consideradas também
" com os segundos vizinhos mais proximos: demonstraram ent3ao
que as constantes de forca que entravam nas relagoes de dis-
Persao podiam ser relacionadas com as constantes elésticas
experlmentals. _ o

A essencia do metodo de Born e von Karman pode ser fa
cilmente apreendlda_atraves do exemplo mais simples de uma
rede monoatomica linear, representada como uma cadeia de N
particulas de massa m afastadas quando em equilibrio de uma
distincia constante a e aue se acham ligadas por uma forga
eléstica de constante & atuante apenas entre particulas vizi
nhas. Se o deslocamento da n-ésima particula de seu ponto de
equilibrié é representado.por u,, a energia potencial total

da rede é
4‘ \?

U".:" Z—-“‘D((“'m.q.q"‘bm,)

n 2 .

e o movimento de cada particula & governado por uma equagao



do tipo

Born e von Karman sujeitaram o sistema a condicOes de contor
no ciclicas, isto &,

ﬂ’-n,'_" u"ﬁv+N
awe sugerem uma solugdo da forma

U, = EXP [ (w'l: + fpwu)]

com
q_=+]Ts , 9=1I2l3 e B,
| Na.

‘Mediante substituic3o da solucBo proposta se obtém entre w e

: ' : e Mz
wzwol‘iﬂj\u&' ) wo-:@(m)
. Z. . A,

que contem o0os N modos normais de frequen01a U= W/27T corres

q a relacao

pondentes aos valores de g compreendldos na zona de Brlllouln
[:-TI_'/A,;;M, +"T/R-MA,¢], onde Aua= 2a & o menor valor assumido
ﬁelos'comprimentos de onda A= 27 /q. '

0 espectro de frequéncias & derivado reescrevendo as
frequéncias normais em funcao de s e considerando o caso li-

‘mite em aue s pode ser tratado como varidvel continua:

- V=V, aen ST
' 2N )
d;D — Tr'\?o W TI'S

ds 2N . 2N

" e, tomo o nimero dé Frequencias g(V)d-D entre V e V4 dd fica
,defiﬁido por (ds/dp)dy, * ' o

w10 -



GO b = 20 1

No limite de ondas longas, a rede linear discreta com
porta-se como um continuum, o que pode ser verificado, por e
xemplo, notando que V¥ tende a ser linear com 4, due as velo
cidades de fase e de grupo das ondas elasticas tendem a um
va;or comum a@x/m)mée gque o espectro tende a uma constante
_(igual ao valor de Debye), para d-»0. De'fato, como a dimen-
sao FPinita da-rede'impﬁe um valor finito T /Na ao vetor de
onda minimo, o limite nulo de q & obtido mediante Na-—»oo,
que & facilmente visualizavel como a passagem de uma cadeia
discreta a um continuum elbstico. | |

0 mesmo tratamento fol estendido a casos particﬁlares
de redes bidimensionais e obtidas solugdes exatas por Mon-
ﬂtroll e Bowers e Rosenstock. No caso tridiménsional, Born e
von Karman confinaram sua'anéiise a uma rede de Bravais cﬁhi
ca simples conténdo uma particula de massa m por'célula, que
interage atraves de forcas elbsticas com seus primeiros e se
_gundos.vizinhos. As particulas s3o referidas a origem do sis
‘tema cartesiano (x,v,z) da rede através de indices inteirecs
1,m e n obtidos de seus vetores-posicio a(l&,+mé +ng,), e as
componentes dos deslocamentos de cada particula segundo as
direcBes cartesianas s3o representadas respectivamente por
%, v e w, mais os indices que identificam a particula consi-
derada. Seguindo Blackman (4) em seu artigo de reviszo, re-
presentamos as constantes de forgca relativas as interacdes |
elésticas entre primeiros e segundos vizinhos respectivamen-
te por o e ¥ e, para maior simplicidade, deixamos de incluir
aqui forcas dependentes da variacado dos %hgulos das ligacodes
. entre és particulas, consideradas na formulacao original de
Born -e von Karman; este segundo tipo parece a Blackman n3o

ter sido entéo abordado de forma comp;eta.



De modo analogo ao caso unidimensional sao ‘montadas-
-as equagoes dlferenc1als que rela01onam as componentes da am
plltude do mov:mento "de .cada partlcula 33 constantes de for-'
ca:
WVW = & | U W | - 2L
tryn [ £, m * TR B R SR Y

' + w ; -
lﬂ.M,Wff Ltq, hatdt m+ %QH.‘M, -y + u.(,+1'm-g,w

"W

- + U + N, ‘
4 1.*'{,'_1“,,1»- + Leg, M R4 | £-f Yt + L—-'f, W, !
T, 4w
+ L1, 1, n 4 Ly e W + V’h' 1, N +. b metw
- %tt'hﬂ&’,“’ f‘r;n;')w#‘l“h,- + WH‘I'M,M" + w'o"cmt At

-~ N“"V'tmi“"' - N""r’“’f‘“@l]

. e equagoes similares para vV e w.

-~ As dimensdes da rede sao limitadas tratando-a como um
cubo de lados_Na (a= parametro de_rede) e se impoe condigdes
de contorno ciclicas nas superficies do cubo, isto &,

i N, 7t N, Wt N ! etc.

'Ent3o solugdes

| }u’g;"“ﬂ"f — #o EXP [L(uft-f' G.L ‘eﬂg’f' QVM&' 1 @;Ww):(
P RTINS

Wi, =

w, ewp[ (wt-!-q,,({'ﬂf*?y'w‘w" Q;ha.)]

L . ~
levam as restrigoes

g+ Tp =+ T _ L Ts
N Q)c i Na ? ?’Y N~ y . 7—2 '*Trq, ?

onde p, r e s sao inteiros compreendidos no intervalo'[},N].

-1 -



Por substituiclo das.solu¢des propostas para u, V € W nas e=
guacoes de movimento, resulta um sistema de tres equacoes si
multaneas em ® (g, ,9,,49z), cuja condicdo de compatibilidade

e
e

| D@ - mw?1] =

onde D ()= 2e¢ (1-C;) + 4% (2= CiCy=CiC,)
.com. _ Ci= tgw (agqi) Sj= 4“4‘«(“41)

s30 03 elementos da "matriz din%mica" 3) e I & a matriz i-
dentidade de ordem 3; nas expressdes acima se fez correspon-
der o conjunto ciclico de indices i, j e k as direcdes x, Vv
e z. Os autovalores w (ﬁ)'de D s3o conhecidos como os trés
ramos achsticos da propagac@o na diregao d. |

' Onze anos apds sua formu1a956 inicial, o modelo de
‘Born e von.Karmaﬁ foi extendido por Born (5) em forma de uma
teoria mais geral das vibragtes cristalinas com base em inte
racdes centrais. As particulas no interior de uma célula de
vetores unitarios 31, a,.e 33 sdo enumerados por um indice k:
;a posicao de uma particula qualquer da rede € entdc descrita

por um vetor 2 g

T.L—_ + 7

'onde'?k é seu vetor posicao na'célula unitéria 1, e esta a-
cha-se referida a uma origem na rede pelo vetor

| Pl £,8y + by + L2 25
Em equilibrio, a energia potencial total da rede & a soma de

parcelas
v(IF;i )= v( 77 ) V("f')

correqundentes a energia.potencial do par formado por uma



particula k da célula 1 e vma particula k' localizada na cé~
lnla 1'; quando cada partlcula (1,k) acha~se deslocada de ui
em relacao a sua posicao de equlllbrlo, a energia potencial

. do par passa a ser

V(T)= ( Aéi. ' Aii.l)

: , '
onde | aiﬁé == ‘a—i“ U .
Essa energia potencial & expandida numa série de poténcias

em gelacéo as componentes cartesianas uf (i=x, vy ou z) dos

deslocamentos i , em torno de u%az 0. Na exppgssao da ener-
~gia potencial total da rede os termos de primeira ordem deé-
- sas expansoes anulam-se para satisfa#er as condigdes de equi
1ibric quando'ﬁi

mais altas s3o desprezados - correspondem a interacOes n3o

= 0, e os termos de terceira ordem e ordens

harmdnicas entre as particulas. O movimento da particula

{(1,k) & ent3o0 governzdo por tres equacoes do tipo
R brp) wl =0,
" ' L‘Q! R 'kl._ ’
oL RGP B 4
onde m é a massa da particula X e

e

( 4) o ) %V o |
L { !
k; 9%}&'] 'ui:i’l"" 0

Born generalizou as condigoes ciclicas para uma rede

de forma qualquer considerando-a como um paralelepipedo de

3

lados na1. na2 e nas. e portando com n® células unitarias,

imersa numa rede infinita do mesmo tlpo, impondo entao

i _1'1"71,124-»7\,,55-!-7\-.:: ‘aef,l_z,f—;
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Assim, os valores permitidos das componentes q; do ve

tor de onda ficam restringidos ao intervalo

[__ ST, o, ST
; ?
Zna,;. 2na;

SupOe~se que as solugcbes sao ondas planas

através das quais se obtém um conjunto de 3s equacdes do ti-
bo . | . | -
- > kK . '.
© kAki+ZZ.[43]A€y =0
o k=1 .

onde s. & o numero de particulas na célula unitaria e

W)=z (o),

‘7

s30 os elementos da matriz dinamica.

Para cada valor permitido de qy existem 3s solugﬁes'
n3o triviais de w; trés delas anulam-se para —0 e s3o chg
" madas. ramos acﬁstitos;'és (35- 3) restantes assumem valores
constantes nesse 11m1te e s30 referidas como ramos dticos.

No limite para 1ongos comprlmentos de onda, as equa-
cBes podem ser resolv1das_expand1ndo 0s deslocamentos-e as
frequéncias em séries de potencias em q; as equacdes de se-
gunda ordem em ¢ podem ser comparadas entao as eduacoes para
a propagagao de ondas num continuum elastlco, que determlnam
o comportamento vibracional do cristal para comprimentos de
onda suficientemente iongos comparados as diménSSes-de uma
célula unitéria. As constantes de forca podem ent3o ser rela
- ¢cionadas com as constantes elisticas determinadas experimen-

&L

talmente.
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Deve-se a Blackman (6), due numa série de trabalhos
publicados entre 1935 e 1937 retomou a teoria de Born e von
Karman para‘calcular o espectro vibracional de redes a uma,
duas e tres dimensSes, o desvirculamento da dinZmica de redes
ao modelo‘continuq de Debye. A partir desses espectros, Black
man computou 0s calores especificos e comparou-os com os re-
'sultados de Debye; evidenciava assim que a variacio de © com
a temperatura devia-se & inadequabilidade da teoria de Debye.
0Os espectros enfﬁo calcﬁlados para'redes bi e tridimensib—
nais nEQ cresciam monotonamente com a frequencia, como na a-
broximaqﬁo de Debye, mas apresentavam‘singularidades cuja na
turéza os métodos numéricos empregados por Blackman impedi-
ram-no de identificar. Montroll o faria em parte dez anos |
mais tarde, guando conseguiu expressar analiticamente o es-
pectro de uma rede bidimensional @uadrada e verificou que as
descontinuidades correspondiam a pontos de inflex3o nas cur-
vas 'V = constante no espago dos vetores de onda para cada ra
mo das curvas de dispersﬁo: pma'anélise_mais completa da o~
correncia dessas singularidades sO foi fornecida por van Ho-
ve, em 1953, atribuindo-as de modo geral a pontos criticos
nos ramos das curvas de dispersao vinculados 3 periodicidade
-da rede. | | _
| Depois de revisto por Blackman, o esduema de Born e
von Karman foi amplamente explorado, servindo de base também
a intmeros modelos em dinZzmica de redes. Mas as principais
contribuicdes ocorridas nos anos seguintes préndem—se a ob-
tencao de dados experimentais. Em 1942, Born .sugeria a
determinac3o experimental das curvas de dispersio através do
estudo da distribuicdo de intensidade dos raios X espalhados
pelas vibracdes térmicas dos sglidOS'cristalinos, enquanto |
.Wéinstock, em 1944, estudava teoricamente o espalhamento ine
’léstico de neutrons lentos por essas vibracOes, que oito a-

. nos depois seria demonstrado por Placzek e van Hove servir.
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também a determinacio de relacdes de dispers3o e espectros
‘de fregquencia. Em 1948 pela pfimeira vez utilizou-se o espa-
lhamento de faioS X na determinaciio de curvas de disperszo,
enquanto as‘experiéncias em espectroscopia de neutrons ini- |
ciavam em 1955, impondo-se rapidamente sobre as de raios X
como instrumento de_obtengéo_das propriédades din%micas de
cristais.'Esées pProgressos experimentais,-qué se estendiam" _
também a medida de,cqnétanteS'elésticas a baixas temperaturas
com grande precis®o através de técnicas de pulsos ultrassdni
cos e a obtenggo de dados calorimétficos a tempefaturas cada
vez mais baixas, ditaram.os esforgos que se.seguiram na cons
trucdo de modelos para a dindmica de redes de cristais. A
pér da disponibilidade_de resultadOs experimentais;'essa pég )
quisa tedrica, como de resto quase todos os ramos da fisica,
Poi impulsionada de forma definitiva pelo advento dos. compu-—
tadores, gue tornavam possiVel_tradnzir nunericamente resul-~
tadbs té6ricos de grande complexidade, a fim de compara-los
eus dados provenientes dos laboratérios. A-dénsidade da pes-
quisa tedrica desenvolv1da em dinamica de redes nas ultlmas
trés décadas nao permlte aue se estabeleca aqul senao suar |
linhas gerals. |
"~ As determinacdes experimentais passaram 2 exigir a

construcio de modelos mais elaborados. AsSim; por exemplé,_
para buscar uma melhor concordancia dos resultados tebdricos
Com as' curvas de dispersﬁo obtidas por eépectroscopia de neﬁ
trons, fez-se necessarlo abandonar a representacao 51mp11f1—:
cada de ions em cristais ionicos como cargas puntlformes,
passando a levar em conta sua polarlzabllldade e deformablll
- dade. Ja paraimetais as discrepancias-em relagcaoc aos dados
experimentais conduziram inicialmente a inclusﬁo; além das
interaggas centrais, de interagﬁes n%o'cehtrais entre 0s éto'
'mos, e posterlormente a con51deragao expiicita da 1nteracao

entre os fons metilicos e ‘o5 elétrons de condugao, verlflcou
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;se que essa interacio, de dificil abordagem por‘constituir
essencialmente um problema'de muitos corpos, podia ser ryazoa
velmente tratada via teorias fenomenoldgicas, que entdo mere
ceram grande atencao e dentro de cujo esquema'acha-se inseri
de o presente trabalho.

Outro avango 1mportante a citar ocorreu a época da
formulacao das primeiras teorias acerca da utilizaqao de
raios X ¢ neutrons lentos como instrumentos na investigacao
experimental da dinamica de redes crlstallnas. atraves do de
senvolv1mento por Lifchitz de uma teoria para a contribuicgao
de 1mper£elgoes a4s propriedades dinamicas do cristal; seus
traﬁalhos abrangeram desde a previsao de modos vibracionais
ldcalizados-induzidos por impurezas - constatéﬁa experimenQ
talmente dezesseis anos apds —'até'o estudo dos-eféitoé da
 _exist%ncia de superficies livres e das propriedades vibracio-
nais e termodinamicas de cristais desordenados. A frea de
pesquisa.fundada por Lifchitz & atualmente uma das mais im—:
portantes na dinfmica de redes tedrica e experimental,

'Finélmente, cabe citar o estudo das propriedades vin-
culadas aos termos anarmonlcos da energia potenc1a1 cristali
na. A variacao de volume com temperathra nos SOlldOS era con
siderada no estabelecimento de suaslpropr1edades térmicas Ja
no inicio do século, e em 1914 Debye procurava-expiicar a rg
éistividade térmica de isolantes atribuindo-a & interacdo en
tre propagagoes ondulatérias proporéiénada pelés termos anar
mahicos do potencial. Born e Brady em 1921 investigavam sua
contribuicio ao calor especifico a altas temperaturas e Pau-
1i em 1925 invocava-os para explicar aspectos da absorgao in
fravermelha dos quéis a teoria harm&nica nao dava conta. Es-
se_campo'desenvolveu—se grandemente a partir de 1950, atra-
vés de Leibfried e colaboraderes, tendo também sofrido o im-
pacto das técnicas de raios X e'espalhamehto'de neutrons; a

analise tedrica de propriedades anarmonicas exigiu o desen-
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volvimento de métodos de grand_e cémplexidade, desde teorias.-
de perturbac3o de muitos corpos até cdlculos auto-consisten=—
tes para sbélidos cujo grau de anarmonicidade nZo permite sua
aborldagem como perturbacao. |
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capfTuLo I1 ALGUNS MODELOS FENOMENOLOGICOS

_ Pode-se demonstrar que, se apenas forgas centrais sao
supostas numa rede ciibica, as constantes elisticas satisfa-

. o o~ ran a
zem a relagao classica

conhecida como cpndigéo de Cauchy. Observa-se expérimental-
_mente que'metaiS'deixam de satisfazer a condigzo de Cauchy.
Por um lado, essa dificuldade Dode'ser‘contOrnada consideran
do-se interacdes nao. centrals e. buscando estabelecer as cons
tantes de forca, em numero portanto malor. langando mao de
malq Dardmetros experlmentals ou 1mpondo um.pequeno alcance
_as 1nteracoes./Por outro lado, podemse con51derar explicita-
mente a natureza das 1nteragoes num metal e atrlbulr a de51-
;gualdade Cu:* C4s 2 presenca dos elétrons de condugao. As in
téracﬁes jon-ion e elétron-ion s3o entéo calculadas na apro-
xlmagao adlabatlca. Dois modelos relevantes formulados den-
tro do primeiro esguema acham-se descritos nos paragrafos
1.1 e 1.2 encuanto as prlnc1pals contrlbulgoes que examinam
'£enomenologlcamente a interac?o elétron-ion s3o apresentadas

nos paragrafos 2.1 a 2.41_‘

1 ~ A interacao ion-ion

1.1 Tensores de férca

A teoria de Born e von Xarman Poi'ainda_reformﬁlada
por Born e Begbie (7) em 1947, quando nenhuma reétriq%o foi
1mposta ao t1p0 de forcas ex1stentes entre os atomos. Seu de
senvolvimento & formalmente analogo a generallzagao de Born
esbogada no capltuio'antgrlcr, somente.que acui as constan-—

‘tes de forga sao definidas em termos das derivadas de segun-



da ordem de um potencial total da redelescrito como funcao

dos deslocamentos das particulas de suas posigdes de equili-
brio e expandido numa série. de poténcias nas componentes des
‘ses deslocamentos. Pequenas vibracdes da rede s3o ent3o con-

troladas por coeficientes

" 9%0 | qg) (u')
244,"_8%;:; o T e

I

o

iSto é, a forga sobre um atomo devida ao deslocamento de ou-
tro atomo da rede de sua p051¢ao de equilibrio é representa—
da por um tensor (P(H».) cujos elementos sao as constantes de
lforga, segundo.cada dlregao do referencial da iede, ‘relacio-
nadas a‘cadé componenté do desiocamentO'do segundo atomo. A
" matriz dinZmica D(§) é'a transformada de Fourier desse ten-
‘sor. Como as frequénCias'dé‘fononﬁ em planbs'ou_diregﬁés de
simetria est3o relacionadas a forgas respectivamente entre
linhas e planos atomicos na fedeg-é possivel por inspégéo
| dos resultados dessa formulacao tensorial estabelecer o tipo
de informagao fornecida por determinado tipo de propagacao

e assim a limitac3o de parametros determiniveis em presenca
de dada disponibilidade de informac3o experimental. £ eviden
fe,-portanto. aue a impoft%ncia da fFormulacao tensoriél este
ve diretamente v1ncu1ada Y progre531va dlsponlbllldade de re
sultados experlmentals sobre a propagagao de fonons em redes
‘cristalinas. _

Seguindo a nétacﬁo:de Squires (8) para cristais c&bié

- cos monoatomicos. a constante de forca 1nteratom1ca ¢> é dé-
finida como a forca na dlregao i gue atua num atomo tomado
como orlgem do 31stema de coordenadas quando um atomo locali -
.zado no ponto P sofre um deslocamento;unitério na diregEo je
'_ Para redes cublcas, a matrlz ¢ﬂ’e 31metr1ca, e seus elementos

sao representados por
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q)P

-
&y

25
P2

|

e

Py

O

P

Por consideracdes de simetria da rede cristalina de-

" correm elementos nulos ou iguais em PP. Como o &tomo em P

faz.parte de um conjunto de n vizinhos equivalentes (equidis

tantes do atomo-origem), as matrizes 4ﬁ'de um mesmo conjunto,

consistem de rearranjos dos mesmos elementcs. Esses cdnjun-

tos sZo entdo representados por indices s=1,2,3,etc., corres

pondentes respectivamente &0s primeiros vizinhos, segundos

. . . . = . - -]
vizinhos, etc.; o indice superior s distingue os X e .ﬁss de

conjuntos diferentes. As constantes de forga'paragcada‘con-

junto s s3o0 definidas através de atomos situados em pontos

v(a/2)(h?,h§;h§), onde os hf_séo indices inteiros positivos

S 4 » : ) ” )
con h?;hzzha. Finalmente, o numero de atomos da rede no con-

junto s & representado por_ng;‘Com esta notacao, o primeiro,

segundo e terceiro vizinhos mais prdoximos tipicos numa rede

f.c.c. tém indices hyg

Toel | [2e0] e

com nl= 12, nf = 6, en

3

= 24, e as matrizes de for¢a corres-—

pondentes sao, respectivamente,

o s .M
Xy f3 O

p: o O

(o) o Xz

- C

2 .
0(1 o)
2
O o,
O o
-

3
B3
3

IH

)
By

(@ﬂde<h5==¢ﬂ para s=3 de modo a garantir a hermiticidade

da matriz dinadmica e n3o para satisfazerem a condi¢des de si -

metria da rede).
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Ainda para redes fcco monoat&miqas, 0s elementos da ma
. ™ . . % : ’ ’
triz dinamica D{q) em

D@ merI|=o

considerados tantos conjuntos de vizinhos dquantos se queira,

isto &, para s aualquer, s#o

(q.) = 8 E_'Z'g' ["" o Cs (Cgﬁ A1 c:.}z t+2 *+ C;d Dy 341 92 )]

5 s s
“"H q')” 824'8 Z {GF J:“f'-’- [QJ*’,G 53‘-42,4:42 * Sjiz,é Sjm,c-l-f]
. S < .
. onde J-...... Gog 4}‘, g, ] = ébla? a;

No limite para ondas longas, as séguintes relagdes en

) g : e - . , -,
tre os OC{ e ﬁ,g e as constantes elasticas ficam estabelecidas:

'&C‘g.!--— 3 49 ( ) 0’

S

Wl E T Lcw (K)o
Q(C12+C44)= 16 %“"&fé‘ BZ r"\,;+1 lva*z ﬂ(‘a

‘Das expressdes acima e observando os treés tensores de
forca apresentados anteriormente, fica claro que se somente
as constantes elisticas s3o conhecidas num cristal fce, a de
terminacdo das constantes de‘forga em func3do destas Gltimas
80 & possivel se se impde a centralidade das forgas'interatg
micas e se iimita seu alcance azos segundos atomos vizinhos
mais‘préximos; issd equivale a introduzir naqueles tensores

as restrigoes
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Se nenhuma restricZo & feita & natureza das forgas in
teratomicas, cinco constantes de foréa precisam ser determi-
nadas 1imitando-se o alcance dadquelas a camada dos segundos
v121nhos mals prox1mos, nove 11m1tando—o aos tercelros vizi-
'nhos e a551m por dlante. De modo a nao restrlnglr severamen-
te o alcance das forcas 1nteratom1cas, um numero cada vez
maior de constantes de forca precisam, portanto, ser ‘determi
nadas, o aue sO pode ser felto buscando relagoes ad1c1ona15
entre estas obtidas das-curvas de dlspersao._

Assim, por exemplo, para propagagoes em due o vetor
de cnda q & paralelo a um dos eixos de simetria [100] [1100
'e [11{] 0s &tomos 51tuados em planos da rede perpendlcula-
_res-a_a movem-se COmMo um todo, esse-mov1mento podendo ser a-
nalisado em termos de constantes de for¢a interplanares; pa-
ra esses Ffonons, um dos vetores de polarizagéo é'paralelo'a
- q (modo longitﬁdinal_purd) enquanto que as frequéncias dos
dois modosrtransvefsais sao iguais —jcorrespondentes a veto=-
res de polarizagéolem planos perpendiculares a'ﬁ - para as
diregdes [}Od] e [111], e geralmente diferentes - correspon-
dendo a polarizacoes nos planos [116] e [ooi] - para a dire=-
cao [110] Sete tipos de constantes de forca interplanares
ficam assim definidas. Por exemplo, para q = {q,0,0) hé cons
tantes de forga interplanares longitudinais e transversais;
representando os planos atomicos perpendiculares'afa como
pontos de ﬁma redefmondat?micare indicando esses_pontos por
n, a constante longjtudinaITTz é.definida-através da forga
NTT@ { N= numero de atomog no Dlano n da rede tridimensiocnal)

gque atua num ponto-orlgem na dlreqao flod]em resposta a um
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deslocamento unitarioc do ponto n nessa mesma direczo, a par—
tir de sua posicio de equilibrio,-isto é,

2247

nvrur

onde n, vew sio‘inteiros positivos ou negativos que definem
pontos ha rede tridimensional; os termos a direita podem ser
reordenados para corresponder a contribuiééofde sucessivos
conjuntos s, ' | | |

e

onde os m® sBo inteiros que dependem dos indices hy (por exem
plo, m = O se todos os hi# n). De Forma analoga sdo defini-
dos os coeficientes transversais ﬂ;f,-e reduzidos a forma
1V |
4 s s
t..._..z_zm( +°‘k)'

As propagacoes nas diregﬁeé de simetria [110] e [;li]
est2o relacionadas respectivamente a coeficientes iﬂterplang
res | |

n
PP P.e o, 0,

r Tty T g

Das curvas de dispersio nessas tres diregGes de sime-
tria, através das reléqaes entre as constantes interplanares
e os elementos dos tensores de forga_gf', e possivel determi
nar todos os 12 eiementos dos (ﬁs até s = 4. Sete relacdes
entre as constantes interplanares sempre ocorrem, duatro de-
1as porgue oS sete valQres de dq/dq_no limite de ondas lon-
gas-éﬁo fixados pelas constantes elésticas e outras'trés-pog
que 0s vetores de onda (2W/ a,2n/a,0) e (27n/a,0,0) represen—
tam ondas equivalentes. | - |

0 modelo tensorial foli inicialmente aplicado a redes :
fce por- Jacobsen (10) e Walker (11), gue através das curvas
de dis#ers%o ras tres dirégﬁes_dé'simetriafdeterminadas por
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anilise de espalhamento difuso de raios X obtiveram valores
das nove primeiras constantes de forca respectivamente para
o cobre e o‘aluminio:_com as constantes assim determinadas,
um "fitting" rezoavel das curvas de dispers%q foi obtido.

A

1.2 Modelo axialmente simétrico

Um calculo das nove primeiras constantes de forga do
cobre com base em primeiros principios, desenvolvido por Whi
te {12) em 1958, apresentou resultados bem diversos dadqueles
obtidoé por Jacobsen trés anos antes. Suas constantes de for
ca apresentavam'simetria axial, due era mantida nos resulta-
dos de Walker para o aluminio mas que deixava de ocorrer en-
tre as de Jacdbsen, também para o cobre. '

‘ Se se considerar que as forcas num cristal originam-
- se de_botenciais\/(r) entre pares de particulas que dependem
somente de sua distancia, relagbes adicionais s3o introduzi-
das entre as constantes de forga independentes definidas en~
tre esses Atomos no paragrafo precedente. 0 potencial \/(r)
pode, porem, depender do tipo de V121nho con31derado, e as'

forgas dele derzvadas sao chamadas por Brockhouse (13) "a-

x1a1mente 51metr1cas"' J4 se V(rﬂ for uma fungdo idéntica

da dlstanc1a para todos os tipos de atomos vizinhos e nac e-
xistem outras. forgas interatdmicas além das descritas por
V(r), mais um conjunto de relagbes entre as constantes de
forga_é acrescentado através da condig3o de minimizacio do
.potencial total U(r) no estado de equilibrio. Forcas deriva-
das de potenciais desse tipo s3o ent2o chamadas “centrais®.
As restricdes adicionais sobre as constantes de forca defini
das .a partir do potencial total U(r) sem impor a centralida-
de das forcas interatomicas s3o obtidas duando se considera
o potencial V(r) entre cada par de particulas, por exemplo
entre uma'particula-origém e cada uma das particulas‘aue a

envolvem; demonstra-se entao que
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cLV aL"’\/
-¢> ff)‘“' 1;?ti1\ (5 "') t = 1~a 6U%2 "

onde T, e a dlstanc1a de equmllbrlo entre 0 par considerado.
Ha assim apenas d01s parametros jndependentes = as derivadas
.maprimelra e sequnda ordem de V em T = para cada camada d=
paiticulas equidistantes da escolhida como origem, € portan=

to apenas duas constantes Pz independentes.

Por ex%emplo, para @& prlmelra camada de vizinhos no

ot (d.\l) 4___1__'_9_’{_.-}!_)

! aﬁ Ay, A+

\54__‘_'_“1____(“_' +____(d.2\’
drJv,

u:;__..___.._. )
Te

Em 1962 _yehman, Wolfram e De Wames (14)'proPuseram

[ Jalet]

1 A 1
oe 0(|-"5s2‘:.'_':: &3 -

a conslderagao das interdgoes entre 1ons de metais com base
uma formulagao mals simples do que © modelo tensorlal, e on
_de a simetria axial da 1nteragéo é_c0n51derada exp11c1tamen~

te; nesse wmodelo axialmente gimétrico® (A-S) apenas seis

constantes a0 requerldas de modo & 1nc1u1r 1nteragoes até a
camada dos terceiros vizinhos mais prox1mos nos metais sim-
ples.fcc, enquanto nove Se faziam necessarias no mnodelo ten-—

sorial% essas nove constantes podem ainda'ser determinadas a

partir das'Séis Constantes'empregadas no modelo A-S3 final-

- mente, conforme camadas de atomos mais di.stantes cho conside

radas, as donstantes do modelo A—S tendem a ZEro, ac passo

que no modelo. tensorial elas podem asgsumir valores negativos

de modulo° 51gn1flcantes.

Lehman dividiuw © potencial de interacao entre um par
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de ions methlicos da rede deslocados de suas posigdes de equi

~1librio em.uma parcela correspondente a distens3o de sua liga
¢ao e outra associada a deflex3do dessa ligacao; a primeira
aparece COmo um termo quadratlco na conponente do deslocamen
to relativo u dos 1ons segundo 0 vetor R que liga suas posi-
cOes de equlllbrlo, a segunda como um termo quadratico na
componente de u verpendicular a R. Todas as dire¢des num pia
no normal a R s3o consideradas equivalentes, o due se traduz
eﬁ;éo na simetria axiai do pctencial e portanto das forgas.

Escrevendo a energia potencial de interdcao entre um
-

. par.de lons em funcdo de sua separacdo R,na expansao de

, V (fﬁ4ﬁﬁl) em torno do equilibrio,

| V(lﬁ.-i-ﬁl):: V(R.) + RV d,‘R, "(-a, R) + -L ﬁ R:'z (#,x R’.
A2V e (B EYe
+:.2_..££..R'2 B2(A-R) + o,

65 dois Gultimos termos considerados dao origem, respectiva-
mente, a uma forca de resfauragéo.da direcao de equilibrio
da 1ligac3o entre os ions e a uma forga de restauragao da dis
tancia de equilibrio desses.‘h parte desse potencial que de-
termina o espectro'vibracional da rede numa aproximag@o har~
monica & ent3o escrita para um atomo (0,x) da célula unita-

ria 0, tomado como origem do sistema de coordenadas:
P o -2 . K -——\o& aad 2.
V(o,«.):i_z_z__ IR.Pl [C"(?,mﬁ)(R.p.AR"fﬁ)
2 ¥ 7 7
P i |
+ Ca(?u“ﬁ")( °x ARS ﬁ)]

~* o, . - -~ . . -~
onde R{B é o vetor posicdo do atomo (j,p) em relacic a essa
origem no equilibrio, A um operador cue produz pedquenas va-

riacSes; C (j,xH) e-Ca(j,mp)_sﬁo as constantes de forca éfg
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tivas respectivamente da forga de distensao e da forga de de
flex3o entre o atomo P da célula j e o 4tomo-origem (0,c¢ ).

Por simplicidade, consideramos o caso de uma rede com um ato
mo por célula unitaria; os elementos da matriz din3mica D(T)

‘na habitual equagdo secular

| D(@E)- mu_uﬁr |=o0

s'éicf.“ent‘éov : | :D,:i (3) = A (o) - A(q’) . |

com

. . ) " az |
A (i) = % [“‘kq (S), Rm.(s)l (ﬂ}) + CB (S) A‘ta':] G CS> )

' : - . o ‘ .
onde R,, & o vetor posigdo do n-ésimo atomo da camada s de
vizinhos em relacao ao atomo tomado como origem, G(s) uma

funcao geratriz para a camada S, dada por

Glo= 3 =xr[if. RW]
: n(s)

&; é o delta de Kronecker e

k ()= C1 (s)— Cg (S)

Varshni e R.C. Shukla (15) derivaram uma expr‘es}sﬁo geral pa-

ra os geradores G(s) para redes clbicas fec ou bec:
G(S?: 8 (1"5/42) {Cfx [Czy Csz + Cay sz] + Cw [sz Cax + Caz- sz]
+Crz {_sz Cay + Cax Ciy]} ) '

onde | _ C)u.--- Cea KLI\, 9-4, ;

aqui os inteiros positivos h' correspondem, como no paragra-

fo 1. 1, a um atomo tlplco (a/2)(h,,h2,h3) da camada s, esco—

lhido com hi » h3z h§ . |
Aprespntamos 0s elementos da matriz dlnamxca para uma

rede monoatomica fcc, incluidas interagoes ate os terceiros
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 vizinhos mais proximos:
D, () = 4G (D[ 3-C. =G 'c,,,._ C.Cc] + :z-c&(é)[a_ Coc
- —CZ)'-C?JQ] + 3Ce»(3)[3 CZLC]C{:, C~C Ch Czac C;]

+ 2k () 2- c,.(‘_?,tc,@,)] - 26«(2)[1-624.,

.;...._&1 -’}[6 4C2cc)ct-— Ce (CZ) b.."”CE&p )} -

‘ .é (1) 41;4(1)5 ‘3} +4 4 é (3) [St Cz,b + ZC,b (8:¢ S2 + 524 s._)]

Os seis par%metro* do‘modeld A-S para o cobre e o alu
minio foram calculados por Lehman. Wolfram e De Wames, por

"meio das relagoes
cﬁ(?) + Cs (2) + 6 Cﬁ_(?’)"‘ _j.;{:_.-a,(_z 644 "‘"CfZ'"” 044)
&,1(2)3-:1-— ‘L (2(’4?.—. Ciz— 3_644)
by (1) + 6&;(3) = “*-(szf 04__4 )

vinculando-os as constantes elasticas Cye o sz e C4q no 1imi
te de ondas longas (k1(2) flca jé& univocamente determlnado)
igualando os autovalores v a tres freauencias do espectro,
 proximas aocs estremos da zona de Brillouin, o que fornece
tres equacdes adicionais. Selecionando diferentes conjuntos
‘de pontos experimentais das curvas de dispersao, valores qua
se id%nticos'FOram obtidos para as'seis constantes, cujaé'méf
dias s3o apresentadaé no trabalho original.

Mediante comparaczo entre os. elementos das matrizes
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~dinamicas construidas com base no modelo tensorial, as se-
guintes relagbes sdo obtidas entre as constantes de forca de

finidas nos doig formalismos:
| o!= Cp(1) +.12__ ke 1)
= Cp(1)
1 .
. ‘53_—.—_ cx;'... oe..;':-.. —%Ja,(")
0(12::.. Cg (2_)+ kf (2.) '
O(Zzz. CB (2.) . Y
= Cy(3) +2 4, (3)
o2= Cs(3) + L4 ()
¥ ] " 3 3
163= 2‘)61 = ";—'k‘l ()

A terceira e as duas ultimas das igualdades acinia ex-

pressam a simetria axial das forcas .interatdmicas.

2 - A interacio elétron-ion

2.1 De Launay

Em 1935 e 1936, Fuchs {16) estudou quanticamente a
contribuic3o dos elétrons de condugclo das redes metalicas as
constantes elasticas, propondo que essa contribuicao restrig
gia~se aquelas constantes envolvidas em variagdo de volume.
Para metais cﬁbicos, isso implica em

Cay= Cpp = Cy _-"C;z

< ' .
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onde os simbolos C& sao as constantes elasticas . da rede idni
ca sem o gas eletronico. ' |

Em 1§53. de'Launay (17) aproveitou essa hipdtese e
formulou um modelo para metais cibicos fcc e bee no qual a
rede dé lons metadlicos estéd imersa num gas eletrdnico. Os
fons sZo considerados como particulas puntiformes que intera
gém através das forcas descritas no modelo simples de Born e
von Karman, e de Launay limitou essa interacZo até a camada
de segundos vizinhos mais proximos: isso lhe permitia lidar
apenas com duas constantes x ey , reservando o terceiro pa-
rametro independente determinével pelas constantes elisticas
a déscricao da interac2o elétron-ion.

0 gés eletronico &, em sua aproximagao, um continuum

_compressivel com mbdulo volumétrico de rigidez ("bulk modu-

lus") Xe, mas sem modulo de rigidez de cisalhamehto'(“shear
modulus"); Pafa um gés eletronico de Sommerfeld, Ke & da mes
ma ordem de grandeza das constantes elasticas metalicas.
Quando a combinacao rede mais gas eletronico acha-se sujeita
a wma propagacac elastica, o gas dave acompanhar aproximada-

mente o movimento dos lons, de modo aue n3o ocorram grandes

valores de carga localizada. De Launay supos entao due os e-

letronq afetam somente a parte 10ng1tud1na1 das propagagoes.
Isso pode ser compreendldo con51derando que, Se uma pressao
Ap & aplicada ao metal, os dois meios sofrem a mesma varia-

¢do de volume AV, com

APR == KR AV/V

Ap,=-KeAV/y , Ke= Cy

(o indice R assoc1ado a rede 1on1ca e o indice e ao gas de e

létrons), ou seja

p APR+APe-KA\(.._-(K + Ke AV
Vi Vv
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Para propagacoes na direc%o_l}oo]. por exemplo, espe-

ra—-se que as relacﬁes classicas de dispersao sejam entao
_ ' .
47”)17 /q_ C11 C." + ke

4rrzf’«7$-/ §* == Cqq= Cyq .

Como apenas para determlnadas dlregoes de simetria da
propagacao existem modos puramente longltudlnalﬂ e puramente
.transversais, de' Launay dividiu a amplitude de-ﬂualquer onda
em una componente longitudinal e uma componénte transversal,
corrigindo entac a componente lbngitudinal para levar em con
ta a contribuig3c do gas eletronico. Assim, se n'e & sio res
‘pectivamente um versor perpendicular e um versor paralelo ao

- il
vetor de onda G, a amplitude é escrita como

) .y e

A=A+ A A(m‘\l'e+<~u4f4'e)

onde“P & o angulo entre A e 4. Se P, r € § S30 OS5 COSSENOs

5 ' S ' - - o
diretores de g e p', ' e 5' 0os de A em relagao aos eixos da
rede, as tres componentes de A e de AT segundo esses eixos,

representadas por u, v € w mais o indice L ou T, an entao

A= Aptor¥ - N = Av e Wi= Astes ¥
wp= A(P-peet)  Vr=A(rreaet)  wp=A(s-sent)

Nas expfeSsBes de Born e von Karman para u, v e w, as
componentes u, Vv e W $ao entao substituidas pelas somas
u, + Wy, vL4-v}, v, + wré as constantes o« e Y sao mantidas
quando coeficientes de componentes transversais, e constantes
o e¥' passam a ser os coeficientes das componentes longitu-
dinais. A matriz din3mica é ent3o obtida por introducdo das
solugﬁeé u, v e w; no limite de ondas longas, a condigEo de
que 0 gas eletronico n3o modifique a forma de D(9) para on-

das acusticas impde de imediato que
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_3 = 2o~ 3V

restringindo, assim, .a trés.o numeroc de parametros indepen-
dentes, que podem entzo ser determinados em funcao das cons-

‘tantes elasticas. P’ar'a metais fecco, de Launay obtem.
| Dy= 2x [2* Ce (Cf*‘ Ck)] +47Si + 2(x-x')pe T

Dip= 2 S:S; + 2 (=-=*) pi T3

com T = ;3,; ]_2 %S?'/?_v_._ Ce (c?;CL)‘] + fh;ScS?+ P, ‘34: S
| =P, fz-‘— | P3—-_3
c;-,'_—_ @hﬂzi_c , S¢.== uM,__fi__
e aipda '{x___ﬂ___ a,,C;M
Y‘m-ﬁ%’-(C;r Cia- 344) |
x'= = (sz 644)
_Y"m e (x'-x)/4

Das- rela'g'ées acima, segue-~se que Cﬁ' - Cy e 044_ inde-

pendem do gas eletronico. Por outro lado, se a contribuicao
. . . P

dos elétrons & levantada, fazendo-se X'zt e Y=Y , a re

lacao de Cauchy & obtida; se esse n3o & o caso, ela e substi

CppmCyq = 3(x!-0¢)/a

tui da por

Finalmente.' voltando\ao exemplo da propagagao na dire

cao [100], onde para grandes comprlmentos de onda

—-'-'411290 /g i c,1 cky r:A_,1 = c,, s ke,




temos (fazendo p=1, r=s=0 e § =4m/a3) |
ou . o ke“__"s(ml_o‘)/a’

Segue~-se que

?

isto &, a discrepancia na relacio de Cauchy é justamente o
.mddulo volumétrico de rigidez do gas eletromicc.

De Launay obteve bons resultados para as propriedades
térﬁicas de métais, como o calor especifico e a temperatura
de Debye, mas sua teoria ndo foi capaz de fornecer uma con-
cordincia satisfatdria com os resultados experimentais para

as curvas de dispers3o em direcdes de simetria.

2.2 Bathia

Bathia (18), em 1955, obteve também as relagdes pro-
postas por Fuchs por meio de uma abordagem diferente, na
gqual a interacao elastica entre ions & limitada aos vizinhos
mais proximos e as energias depehdentes.apenas do volume atod
mico, devidas & presenca de elétrons livres, s®o calculadas
pela variacdo do potencial eletrostatico do metal perturbado
por propagacoes elisticas.

A parcela da energia potencial do cristal vinculada
apenas as coordenadas dos ions mais préximos em relacao ao

ion~origem do sistema é

?w}\,
Lm n

U= > v([em -4 l)

- <A ~ o .~ :
onde u, e u, sac os deslocamentos de suas posigoes de aqui
1ibrio do ion tomado como origem e do ion localizado no pon-

to (1,m,n), & ?; 0 vetor-posicio deste na rede estatica.
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Quando essa parcela é expandida até termos de segunda ordem

e,m r (r = '-‘i:emn,l)' ‘

" 1@‘ T=e  (a Pl "4 o "‘-2}
U=Z {3} [ e ) + 4 |20 2

o

REREIPRER N RGNS |
2 | AT dr Iy " ™ ?

a derivada de primeira ordem de V nao é zero, visto que U(r)

ndo & o potencial total que determina a distancia de equili-

brio 1, . Ha, portanto, duas constantes de forga relaciona-

"das a U. & forga na particula (0,0,0) devida a essa intera-

cac e entao ""7-0[)

; Bathia emprega a aproxima¢3do de Thomas-Fermi para cal -
cular a varia@%o'do potencial‘eletrostéticot? da réde quandc
os ions 3o deslocados; ela & aqui considerada como um conti
| nuum: na ausencia de vibragdes, segundo o modelo de Sommer-
Peld as densidades de carga ionica e eletronica sZo iguais
e constantes ao 1ongo do metal, e o potencial eletrostatlco--
'-e uma constante ¢» . Para ondas elastlcas de pequena amplitu-

de, em que as varlagoes qﬂ(r) em

CH=%+ G
sao pequenas em comparagao com o comprimento de onda de de
Broglie dos elétrons de Fermi, a densidade eletronica n(T)

acha-se relacionada a ‘P(T) por

= (SL) (2me) [0)] "

onde m e -e s30 a massa € a carga eletrdnicas, e se supos

que a energla E. do nlvel mals alto ocupado por um elétron

de conducao mantemwse cons tante por depender de variacces de
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volume do metal, e se escolheu 47(?)=0 tal que E,, =0. Como
q%‘g;¢a , pode-se escrever para a densidade eletronica, que

& funcao de ponto no metal,

AN(D) = () = No= 1P,
onde "{.'.=-(4Trme/h2)(3)/ﬂ)’/3 ' 2

e n, & a densidade média de elétrons no equilibrio (= No,
densidade média de ipns), obtida fazendo ¥ =%, . Por sua vez,
' a densidade idnica no ponto ¥ decorre do deslocamentc do ion

"localizado em T, isto &
AN@E = N-no =N, din W (7).

‘0 potencial Fﬁg(?) & obtido através da_equagﬁq_dei

) Poisson, | | o | o
V{e+e)=V G =-41f= ame Me—-an@®],
isto &, pode-se.éscrevér para. qﬁ(r) a exfresséo
UGB = _4me ANG) /(Y- 4men) .
A forga sobre o ion em r & entzo |
Fe-e 3'rwi,'~f9 == eg~md/ %(V‘)

A interacio de troca entre os elétrons & incluida pe-
la modificacao de Dlrac ao resultado de Thomas—Ferml, e seun

efeito corresponde a tro»ar 7L por q_, onde.

= (v - ——(——) ws.

A solucao

A= A EXP[ﬁ[i--;_ cut)}

e proposta para descrever o0s deslocamentos 10n1cos, na con=

tribuicao apresen*ada ac1ma, ela da origem a uma forga
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- R ¥ 4n€2 Md 6 -h‘
FP)=-4 ( 1)
Lo 4rren' + 9%

A ep[i(F-wt)]

atuando no ion situado em T; & € agui o versor ma direcao do
.Y : . ' | ; ' o,

deslocamento . Combinando essa parcela a referente a intera

c%0 elastica entre ions derivada anteriormente, a equagdo de

movimento do ion-origem é

'mif‘,o'-_-_-- YZ%V i+ F(O) .

_ A.matriz_dinémiéa & obtida na forma usual e, como em
de Launay, contem tres parametros f5r5-e K a serem determing
dos.pelas constantes elasticas, e onde Pe d acham-se rela-
cionadoé as derivadas de‘primeira e'segunda ordem de V na -
expansio de U e Kzenquﬂ'Prpcedendq ao limite para ondas lon - -
gas, Bathia demonstra que suas constantés_de forca satisfa-
gem _ : _ . - “

Coyy~Cip = 3ﬁ+J
' C44== 4@-&—5 '

isto é, Cyq © (Cyy - sz) ihdependem de X, ficando completa-
'mente,determinadas.pelo'potencial v(r)y, logo de acordo com a
ﬁipétese de Fuchs. Por outrc';ado, se a interacao dé troca
entre os elétrons & desprezada (isto &, ﬂ'¥7f ),

k= (K -(—-—E-jf/:"z |
S \GTTm 3 ’

e, como em de Launay, a terceira constante & justamente o mo

dulo volumétrico de rigidez do gas eletronico.

2.3 Sharma e Joshi

_ A tnica inovac3o acrescentada ao problema pelo'modelo
publicado em 1963 por Sharma ezjoshi (19) consiste em intro-

duzir a periodicidade da rede no calculoc da contribuiczo do
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gas eletronico. Novamente dois parametros servem a descric3o
das interacdes ion-ion, consideradas centrais e até segundos
vizinhos mais prdéximos; a forca no ion-~origem na diregdo i &

entao
n

3 n
'—ZZZ{ (PL) {L} '

S=1 N

. Y
onde u? & a componente j do deslocamento u™ do ion n de sua

~ = o o ~ ) .
posicio R de equilibrio, e sac os elementos das matrizes

n
4
“de forca (veja paragrafo 1.1) correspondentes aos ions das
duas primeiras camadas, apos reduzidas para a aproximagao
"
. : . . P | 2
central; para metais fecc, Ch:jw o, ou &y,
Para calcular a parcela da energia potencial Cristali
na vinculada & compressibilidade do gas de elétrons de condu
cao, |

The [Xyav,

v
" Sharma e Joshi tomaram o valor médio da deformagﬁo compressi
va }f(r) ao longo de uma esfera de Wigner-Seitz; a deforma-
gao Wﬁzﬁ do meio eletronico no ponto §7‘+'? no interior
-de uma esfera de Wigner-Seitz centrada em f”’, associada a

um deslocamento da forma : ‘ _
ar@) = A exr{i[3: (k) - wt]]
do meio nesse ponto, & entdo |
X" = - div- A*F),

e sua média no volume 0 = 4TTrf/3 da esfera (r, tal que (2

& o volume por atomo) vale

<Xw>===- “L(if@?) EXP{{[i-im—_ wt]} 2,(.4113,) ,
onde

?(x):. 3x'3(¢6n~x—- X Ceg x) .
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A média temporal da integral de X% no volume Vv do
¢ristal fornece entEO'a paréela'dependente de volume da/ ener
gia potencial,_

Ue

fi

4 —3.4)2 z, ) Ke V.
(A% 4 (g7)

A forga exercida num ion devido 2 compressibilidade_
do gis eletrdnico & na direc3o do gradiente da deformacio
comvressiva, e portanto do vetor de onda 3. e a componente
da amplitude do hovimento idnico nessa direc3o vale K'-ﬁ/q '
'logo a forca exercida num ifon n por ac3o das deformaces do

' gas de elétrons & da forma
(J:") -—-——c (A q_) WP[{,(Q. 3 -w‘t)]

onde C & determinado 1gua1ando a energia potenc1a1 média do

movimento harmdnico mantido por (F"‘)e a Ue, e vale

C = Kedl§® 3*(?13) .

Observe-se que o fator (A . q) na expressao de (F™),
determlna que apenas a componente longitudinal das propaga-
coes seja afetada pela presenca dos-eletrons; esse efeito é
por sua vez controladoc por g%(qr,), que diminui com aumento
da frequencia.

Ke é ent3o o terceiro parametro da matriz dindmica de
Sharma e Joshi, dque obtém para metais fcé,'no limite de on-

das longas, as relagdes

=2 (¢11-Cra- C4q)

e, como de Launay,

Ke= Cy3~ Cyqq .
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2.4 Lax e Krebs

Um dqs modelos fenomenoiégicos.mais bem sucedidos no
estudo'da dinamica de redes‘metéligas_foi proposto por Krebs
(20) em 1964, baseado no resuléado de Lax (21) para a intera
c3o elétron-ion. Lax¥ observou que os tratamentos fenomenold-
gicos até entao formulados para metais (parégrafos 2.1 a 2.3)
violavam as condicOes de simetria no espago reciproco: se as
frequéncias. calculadas para redes de fons pontiformes s3o pe
ridodicas no espago reciproco, essa periodicidade & porém des
truida pela inclusdo de um continuum eletr&hicq, a0 qual cor
respondem deslocamentos diferentes para vgtores de onda T e
-3‘1 X (f.: vetor da rede reciproca). Lax demonstrou entEo{
--que essa difiéuldade podia_ser-superada considerando os pro-
cessos de umklapp na derivacao da matriz dinfmica. Sew desen
volvimento & formalmente anilogo ao de Bathia, isto &, os
ions metélicos interagem via um poténcial-coulombiano blinda
do. © desiocameﬁtb'ﬁh; do ion h, de carga 2,e, de sua poéi-

R ! X -
cao de eéquilibrio, provoca no ion m, de carga Z,e, uma forga.

Y : ' | - :
2 3
' 1:%1\,: Z‘mzne VV‘P(?\-) * 'u")\. )
onde Z,e¥(r) & o potencial eleétrostatico na separacio de e

quilibrio; fica assim definida uma matriz de constantes de

forga Ko, tal:que,

- -3
=""‘K '3 T
¥;MTL T B Un

0 potencial blindado é escrito fazendo
o Kev
G- L e
)= — € -
onde K, & um parametro de blindagem. A matriz dinamica cor-
respondente a interacdo elétron-ion é entdo a traﬁéformada

de Fourier da matriz de forga K, .. s

- 41 -



DE ()= 3 ko 60 (£:3).

A fungao ‘P(r) em Ko, . & convenientemente escrita
ipor sua transformada de Fourier, apds substituicZo de ‘Kf
por uma func3o de blindagem mais geral. ?\.(f), aue pode va-

riar com X:

(p(-»)_." j ek ?) g

3 . . N !
(ZTT) B o+ Az)
onde a integral'se estende sobre os possiveis vetores de on-
' -d I ' » . £
da k do gas eletronico que envolve 0S 1ons.

§ L3 - - e K]
A matriz. dinamica Dy torna-se

Dfa, (q-‘) = Z ZWZM‘”TC [ kl é‘} Exp (-'"& 'H") EK'P((’?' 1N) d};
w o (2m)? + A(k)
Zx 2 4‘77'62 étkz d'/z s D Y
= J S exp[(3-k)-F
(z2m)? [ K+ 2(k). w A

£ faciimente demonstrivel que

> - CZH 5 -
T e[ (3R) ] = L 5 f(g- LX)
" 2 % |

onde K & um vetor da rede reciproca e () é o volume da célu-

la unitiria. Mediante substituicao da express'éo acima,

D (410 AT EnTr 5 (qurin3jsrp)

T+ i+ C
o (S kK Jg+r}? +l(1+k,)

onde C & determinado de forma a satisfazer a condicBo de in-
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varianca translacional da rede para deslocamentos infinitesi
mais, 0 que implica em

_ 47Té? £n2m.'r kikj
£ B kZ+2(E)

e
D.‘:J,(O):;:O-, ou C-"='~
Para pedquenos valores de'a, pode~se escrever
. SR | 2
A@)z A (G+k)x ke |

e a expressao final dos elementos da matriz dinamica para a

interacdo elétron-ion &

-Die (i): 4”21&_.21%‘62 Z (?tfn")(q} ‘L.k‘}.__)___ %i. @C{)‘ :
g n R L1382+ 2 K* v KE

Krebs introduziu no resultado de Lax duas modificagdes
em bases empiricas. A primeira refere-se ao parametro de ‘
blindagem, due Langer e Vosko (22) demonstraram depender do
vetor f num gés de elétron$ de grande‘densidade; Krebs subs-

. . . 2 " e )
tituiu K. pela expressac proposta por adgueles autores,

. ’ 2 . .
KE= K f(E) f(t)=-‘f£-+i§-§-a£.,,-i'ff .

com t = k/akF . Para K. , empregou 0 valor fornecido pela

teoria de Thomas-Fermi,

, ' /2 ' 1t
= (i_’&f_.) — 0,814 (Z) b

M Qe

‘onde r, & a distincia interidnica no equilibrio e a, o raio
' de Bohr, e a modificacdo proposta por Pines (23)

: v Nz
Kc: 0,355_(%) .&,F. .
. B '

- 43 -



Em segundo lugar, Krebs multiplicecu ao resultado de

Lax a fungao
GFoo= [3x“5(¢mx - X ercx)]z . ox= %3k},

jé utilizada por Sharma e Joshi, e que torné 0 potencial efe

tivo suficientemehte pequeno para grandes valores de f: COY -
respondentes as regides proximas ao carogo idnico. Segundo’

| Woll e Kohn (24), o aparécimento de g° é a modificacio es~
sencial introduzida nos resultados para_eélétrons livres ao

.assumir-se que as funcoes de onda eletronicas sao do tipo_de

. Bloch. ' ' o

A forma final da matriz dlnamlca de Krebs para a con-

tribuic3o eletronlca &

.D () AZ_ (Q-H’kw)(glf—ﬁ) (Iq_}k')mﬂ_f_i_fa_m?(—p;,)_;
| K !‘:‘_L+k +kc. | ]

onde a constante A, dépéndente das cargas ionicas efetivas,
é um parametro determinivel no limite de ondas longas. Res-
tam assim duas constantes a calcular por meio das constantes.
elasticas, para metais chbicos; Krebs considerou entdo as in
teracdes ion-ion com base no esquema de Born e von Karman
(capitulo I), limitando-as as duas camadas mais proximas de

jons vizinhos. O resultado obtido para &,

=2 (CamCu)
volta'a atribuir a presenca dos elétrons a discrepancia na
relagEO'de Cauchy; Para metais fcc,-as-éonstantes de Eor¢a
da 1nteracao ion-ion sho relacionadas as constantes elisti-

cas por .

— 0404.4 '. . 'x\m %CC‘!«,— C?Z"" C‘!;f).
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¢aPfTULO III  MODELO AXIALMENTE SIMETRICO MODIFICADO
PARA METAIS FCC

1 - Introdugaoc

Ao formular uma teoria due levasse em conta a sime-~
tria axial das forgas interatdmicas, Lehman et al (14) obti-
veram como produto colateral uma economia dos par%metros ne-—
cessarios a reproduczo de resultados experimentéis, que exi-
giam um grande numero de constantes de forga definidas no es
_quema de Born (7), indicando assim a existencia de intera-
'gﬁes de_maiorAalcénce. Por outro lado, a disponibilidade de
bons dados experimentais sobre as curvas de dispersao permi-
tiu que se lancasse mao de mais_parémetros tebricos ‘do que o
nimero determinavel apenas pelas constantes elasticas no 1if
mite para ondas longas. Essa restrigéo levou de Launay (17),
Sharma e Joshi (19) e Xrebs (20) a 11m1tarem o alcance das
forgas interidnicas a segunda camada de ions mais prox1mos,
enquanto o esquema de Bathia (18) permitiu-lhe con51derar a-
penas a primeira camada. Algumas dessas teorias foram esten-
didas por Shukla e colaboradores (25) de forma a incluir um
nimeroc arbitrério de camadas idnicas, as custas de frequén-
cias extraidas das curvas de dispers%o'experimentais. Se eg~-
sa generalizacgao proporcionou melhores‘ajustamentos as cur-
vas experimentais, n3o alteron, porém, suposicdes basicas in-
satisfatdrias contidas naquelas Fformulagdes, a comegar pela |
centralidade do potencial interianico,/o mérito da formula~-
cao axialmente simétrica de Lehman et al consiste em que ela
é capaz de reproduzir os elementos dos tensores de forga do
_ parégrafo‘II—l.l - a teoria menos restritiva dgue se pode fa
zer para intéragﬁes entre particulas pontiformes dentro dos

limites da aproximac3o harmdnica ~ apds conferir-lhes a sime
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tria axial. Nela baseamo--nos, entac, para descrever'as inte~
racoes entre OS ions metélicos em estruturas fcc; se mais do
que tres caﬁadas'ianicas precisam ser consideradas, pode-se
lancar m3o da extensdo de Varsnhi e R.C.Shukla (15) para o
modelo A-S. _ '

Mais do que a n3o observan01a da relacao de Cauchy pe
1as constantes elisticas methlicas ~ pois essa relagdo & por
demais restritiva -, o progressivo sucesso das teorias ﬁara
a interacio elétron-ion em bases fenomenolbgicas na reprodu-
cao das curvas de dispersao aponta, porém; a necessidade de

considerar os elétrons de condugio na dindmica de redes metd

licas. O modelo de Lehman, Wolfram e De Wames deixa de consi

deré-los. Bajpai e Neelakandan (26) adicionaram a ele a abor
dagem de Sharma e Joshi para os elétrons de condug3do, mas
conforme demonstrado por Lax (21) tanto esta como as de de
Launay e Bathia tém em comum o defeito de ndo incluirem 0 e-—
feito da periodicidade da rede reciproca.ao descreverem o
comportamento do g gas elEtTOﬁI»O em presenca de pPropaganoss
elésticas no metal. Em Bathia a contribuicZo eletrdnica &
calculada apenas nos pontos onde est2o localizados os ions:
ja Sharma e Joshi consideram o efeito medio dessa cdﬁtribui-
cao numa esfera de Wigner-Seitz; mas somente em Krebs, atra-
vés da introducido de termos de umklapp se impoe aos vetores
de onda eletronicos a periodicidade da rede reciproca.

A0 tratamento axialmente simétrico das interagdes io-
nicas acrescentamos entao o resultado de Krebs para o efeito
de blindagem exerc1do pelos eletrons, dque contem a citada pe

riodicidade. O modélo proposto por Krebs, por sua vez, & in-

satisfatorio por simplificar as interactes ionicas tratando-

-as no esquema de Born e von Karman.
Paralelamente a nossa aplicagao do modelo A-S modifi-
cado a metais simples de estrutura fcc, Shukla, Lima e Bres-

cansin atacaram sha aplicacdo a metais bec, mais especifica-
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mente ao sodio, com resultados excelentes (27) para as cur-—
cas de dispersao em diregoes de simetria, que obtinhamos tam

bém, logo apds, para o cobre (28).

2 - Formulacao geral

0 metal simples & ent3o representado como uma rede qg
bica de faces centradas composta por lons pontiformes de car
ga Ze imersa num gis de elétrons de conducdo. Os ions intera
gem elasticamenfe através de fOfgas axialmente Simétricas de
‘finidas com base no esquema de Lehman et al (14); o alcance
 dessa interacdo foi limitado a uma, duas ou trés camadas de
‘ions vizinhos, conforme exigiram duer. a necessidade de um me
lhor ajustamento &s curvas de dispers3o, para os diferentes
metais simples fecc analisados ao longo do presente trabalho.
A matriz dinamica para o sistema é a soma de duas par
celas '

D‘"“".' + D{-‘g ; | . (1)

onde D¢ ,» de elementos
Dbt 4A1[3 €1 Cj- C; Chm €, C ] + 2A; [ 3- cz._..cz?-cm]
+8A3[3‘-C2€Ca.'ch" CZj-Cb.Ci“ CZk.C‘: C.}'] -!- 261 [2*6{(C)’.4~ Ch)]

vzef1-Ca) + S lo- 40l (Gl r Cacy)] (@)

f:“(- | ) o . . . .
D{j = 231 S{S}' +...4§.. BB [-J{,Si_ Czk‘. + ZCA& (52‘: Q' + Szj S;)]
da conta das 1nteracoes 1nter10n1cas e e extrdlda do traba-
lho de Lehman et al, e D‘e' - re]dolonada as energlas dque de
pendem do volume atomico - sera abordada mais adiante, com

base em Krebs.
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Nas equacoes (1), as constantes definidas por Lehman
foram reescritas por simbbloé A; eB; , 1 =1 ~ 3, para
maior simplihidade na leitura, e sao tpaduzidas para a nota-
¢ao original através de

. CB(‘C)—"—-" Ag
k.», (L) = B¢

Cada camada ibnica considerada estabelece,'portanto;
duas constantes-de forca a determinar; para 1imitar o alcan-
ce das forgas a‘uma ou duas camadas vizinhas basta cancelar
'os A; e B; para i=1 e i=1 e 2, respectivamente. '

Ca¢ © Sal sao funcgoes definidas por
Cpi= v (ng;042) Spi = dtm (ngeafz)

onde a & o parimetro de rede, i= X,y ou z, e 4; & a componen

te i do vetor de onda q =”(qg;qy,qz) da propagac2o elastica
/q,(r-)—-— (:’XPIL(‘:]. wt)_] (4)

0 sistema xyz & definido na rede_direta_pela forma u-

. ” PR _
sual, isto e, os vetores primitivos a

- - ~ .
.+ 2g. € @, S30 relacig

'nados aos versores X, ¥ € z por | . |
A a. A A . = (& P2 = & - A
_Nesse referencial, os tres primeiros conjuntos de ions

—vizinhOS'equidistantes de um ion escolhido na origem (0,0,0)

tém vetores de posicgdo - . A .
A o a S
= Ny + Rplp + Nya3

=Z[(ns 1) %+ (2 #7)+ (rae )i

T _ -8 -



—':%(h"ﬂk_?,h’ﬁ)_:. | o (6)

onde os ny , e portanto os h; , sao inteiros; a soma destes

4 - , - - .
ultimos e necessariamente par, pols

3
S hi= 22 W,
1 1.

As trés primeiras camadas idnicas vizinhas, ja citadas no pa

régrafo 1I-1.1, s3o

S h47/ hz?} gy ns
1 12
2 2 it 0 6

3 2 1. 1 24
A Parcela Diﬂg.tem'elementos (20):

Cpie 2Kk (wxomw})% oy

R RPr R f) Koo KE ()

ﬂgeli{l (7)

onde - com base nos resultados obtidos por Krebs com intera-
'gaes centrais entre os ions.'que relacibnam'seu parametro A
(veja paragrafo II-2.4) ao mddulo volumétrico de rigidez-do
ghs eletronico - estabelecemos Ke -como par%metro ajustavel.
numericaménté; Assim, uma constante adicional as 2s anterio-
res (s = nomero de camadas 1on1cas con51&éradas em D‘*‘) £Fi-
ca definida em D' :-que ela possa_ser associada ao mddulo
Ke; fica sugerido nao somehte pelo resultado de Krebs, mas
por.todos'os'oufros'éélculos-apresentadbs nos parégrafos 
II-2. Com excecio do ourd, chlcio e estroncio, para os quais
nao se dispDS'de dados experimentais para as curvas de dis-
pers3o, a determinacio de Ké'é; portanto, numéfica, envolven
do o emprego de frequencias experimentais;'assim;'essa cons—

tante n3o0 fica, como naqueles trabalhos a excessdo do. de
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- Sharma e Joshi, literalmente definida em funcao das constan-

tes elastlcas.

0 somatorlo em Dive . é sobre os vetores da rede rec1pro

ca. 0s vetores primitivos nessa rede,

2k 2 A, . n o

L

- - 3 e . -
onde V = a - a,x a,= a & o volume da célula unitaria, s@o

,a:;;ﬁz(..;eﬁ £3) (9)

Os vetores sobre os quais o somatOrio na ed. (7) & e-

fetuado'sﬁo,entﬁo, da forma
= A,a,, = k,a,z 4+ 'g,d.a

—-—~[(k h+e)x.p(h+k ﬁ)y+. k+Q+8)z]

EEF;(KT;kZ,KS) | - : -. (10)

0s inteiros K; para um mesmo vetor X s3o todos pares
ou todos imparés. pois s%oxobtidos uns dos outros por adigao
de um numero par. As doze primeiras camadas de pontos equi-
distantes da origem no espago reciproco estao listados no
quadro 1. ' _ '
| A soma em X na expresszo de Krebs deve ser de alguma
forma 1imitada:-esse-1imite-é eétabelecido pelo-fatbr g?
que tende a zero com aumento de K = rfl . A0 longb dos calcu
los, estabelecemos 0 corte pela converqenc1a de p* com'f :
ela ocorre ]a com a tercelra camada de ponros X (n = 27,

computado X = 0) para interacOes interionicas consideradas
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‘até os primeiros e segundos-vizinhos mais proximos e com a
oitava camada {.n; = 113) quando essas interagbes sao esten-

didas aos terceiros-vizinhos mais proximos.:

QUADRO 1

s K kK K P
‘9 1 1 1l

2 2 0 o0

5 s 2 o 12
4 3 1 1 24
5 2 2 2 8
. 4 0 0

W g gt 24
8 4 2 o 24
9 42 2 B
0 3 3 3 8

Para o barametro de bllndagem Kc escrevemoq
Ke = C(‘f‘/q,a)lzkp R o (11)

Aqul. a, & o raio de Bohr.

(12)

er, a dlstanc1a interidnica, definida a partir da ‘densidade

eletronlca Ne : _ o
To= [z S | (13)
Para um metal fcc cujos ions tém véléncia 2
4%

4. | B : :



visto que a célula unitaria de volume ad

contem 4 ions. O
vetor de onda de Fermi des elétrons foi calculado na aproxi-

,"maggb de elétrons livres,
2 N3 | :
AF:(W ne) . ;(1‘.5)

_ Krebs obteve melhores resultados para as curvas de
dlspersao empregando para C o valor de Pines O, 353 ESSe va-
lor foi 1n1c1a1mente testado fazendo—o variar de 0,3 a O, 8
em 1ntervalos de 0 05, e adotando como crlterlo a reproducao'
das curvas de dlspersao' confirmou-se entao que seu valor o-
tlmo acha-se no entorno ‘de 0,35 para todos os metais adqui
calculados para os auais se lancou mao de freauenc1as na de-
‘termlnagao das constantes de- forga, os resultados finais pa-
Ta estes foram calculadoa usando o valor de Pines. Para os
.tres metals dos quais nao se dispoe de curvas de dlsperqao,
foi utilizado C = 0,814 da teorla de Thomas-Ferml, com o
qual_Shuklé e'baYal'(29)1thi§éfam‘melhoreS'vaIOreé para o
calor especifico do ouro (n3o h# resultados expérimentais'pé

ra C, do Ca.e Sr}).

- Finalmente,
| ettt 4+t.!
fO=7+"% REE |
B (26)
= l%+k‘ = K .
ETH 2hg -
e 4= 3w n - w e W) |
o - - (17)
%127'6,?{_%?25 _ ﬂ2= Y:K'

As seis constantes de forga mals o) parametro Ke sao

'.determlnado
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- através das constantes elasticas C; , C;; e Cy4

-k

H

~ . . . % ~ " -
mediante relacoes obtidas no limite q-—»0; tres eduacoss cao

obtidas nessa etapas

~ atraves de freauencias das curvas de dispersao de-
terminadas experimehtalmente para direcoes de simetria, com
elas fazendo coincidir os valores obtidos pela solugcav da e-
aquacio secular; quatro relacdoes adicionais s?o necessarias

cuando tres camadas ionicas s3o consideradas.

As tres primeiras relacdes asseguram qué as curvas de
dispersZo obtidas teoricamente tem a inclinacac certa para
?—640, as restantes podem ser escolhidas de forma a se obter
" uma boa reproducao das curvas experimentais.

A matriz dinamica nc limite para grandes comprimentos

de onda & entzo

. . A " ‘:—‘(:,A * {:Mc "y
L D(F) = Lo DTG) + L D@ (1)
0 G~>0 ¢u+o :
A primeira parcela & calculada substituindo as fun-
goes C,; e Sn¢ na eda. (2) por suas expansoes de Taylor e

desprezando termos de ordem superior a 2:

bone Cns 1— (rginf2)"

i z

IR

(19)
b Sy 22 Ngia/2
§—0

Obtem-se entao
2

* '.(:'{: P a :
'g{'/:fo -D{{. (?)m ‘Z-[(4A1 + 4 A7+ 24,&\3 + B1+ 663)%{‘1

*7(31*‘683*45.2)?1] ( 20)
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G DD =S [ 2084 6By)
g0 *

figjj

— ~ .
Yor outro lado, para q¢-—»0 o gés eletronico passa a

comportar-se como um meio isotrdpico, e

3
. @ k; E
bivw D () = 4"3- 9:
4o (21)
_ ‘ 3
; Y Ke
Loiin, D{- (‘:,}):7-‘ --(L—-~——-* Q{ -faz. )
N d 4
4~»o

isto &,

fdu,a, Da (‘?) =

—— L(4‘1+4A2 + 24 A3 + B; + 6ﬂ3}t z
4—>0 '

+(B1+ 6 Ba + &Ke +4Bz)@ij
(22)

o a
oy ”) _ﬂﬂ.[fég +12£ 4.ake) ]
L O “ 4 L 93

Nesse limite, a matriz dinzmica deve corresponder aos

resultados para propagacoes acusticas num cristal ctbico,

is
to &,
Lo D)~ @ P I \: G (23)
Q*?O
com
L D¢ (8) =(Car- (344)@ + Coq 2°
4-—>0 |
e & 4 (24)
Lo Dyla) = icf‘l“cm)‘ia@j ;
g—>0 |

a densidade f para um metal fcc & calculada por
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P A2 (25)
aq

820 assim obtidas as relacDes

2(61-!'- 663) +_ddke = Q.-(C;g-‘- CM)
81 + 683 +- &k—e + 4 Bz:: 1. (_C'f‘i"" 64‘:) (26)

4(‘5\17-2- Az-l- 5A3) +_E'; + 683 == QC,:,'(:_

As constantes elasticas s3o isoladas por manipulac3o

algébrica das eqs. (28), obtendo-se

aCp,—= FA1+ 4Az + 24 A3+ 2B, + 4B, + 12 B3+ ake
aCprm —4hy—4Az— 2443 + By + 6 B3 + ake (o7)
a C‘?q = FAr+ 4421‘- 24 43 + 81 + & 83

Pas duas altimas eds. (27) scgue-se aue
akfp = a,(Cm-— C4.4_) + 8 Cn‘ﬂ.-g +~ Az + 6!5‘5) (28)

ficando claro Gue na teoria de Xrebs o gas eletronico nao mo
difica somente as componentes longitudinais das amplitudes
de propagaczo.

4 diagonslizacdo de D (§) através da resolucho da e-

auwacdo secular

|D(§) ~ 'l [ =0 (29)

& particularmente simples para @ escolhido em determinadas
direcdes de simetria; para metais fec, essas dire¢des sao
[100], [110] e [1113, isto @, o vetor de conda tem componen-—
tes (q,0,0), (1/V¥2)(q,q,0) e (1/¥3)(q,d,9), e mediante sua

0 + Lt - [3 -~ ¥
substituicao na matriz dinamica se obtem:
LI
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direcao [}OO] |

D= Dyp== Dz == 0 D2y = Dy
2 | 2 (30a)
me‘:ﬁ D..“ : varﬁ D;iz-
direcao [110]
D’a = D23 = 0 D.ﬁﬁ DZZ.
M wZ e Dyt D
L= Ut Vg (30b)
2 z
mwy, = Dy~ Dy, M., = Dﬁ
diregao [111}
Dip= Diz= Dpg Dyy= Dzp== D33
- (30¢)
2
?w(uf:: D11+2D12 ')wa_)_r._.._._: 51 D12

Nas eqs. (30), o indice 1 indica propagacdes longitu-
dinais, T transversais polarizadas paralelamente acs eixos vy
ouz, T, eT, transversais com polarizacao respectivanente
paralela e perpendicular ao eixo z. _

' Quaisauer auatro das sete eqs. (30), escolhidos gua-

tro pontos das curvas de dispersao, completam assim o siste-
ma de sete edquagoes lineares para a determinagio dos A; , By
e Ke. Os coeficientes dessas auatro equagoes foram computa-

dos numericamente, visto due s assumem valores simples para
a escolhido nos extremos da zona de Brillouwin, e mesmo nesse
caso o coeficiente de XKe (veja ea. {7)) envolve um somatdrio
sobre vetores da rede recivroca. Essas sete equacoes podem

ser mais explicitadas substituindo-se as expressoes dos ele-~
-4

mentos de D {eqs. (20)) nas eas. (30):

diregan [100]
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MW = 651 AL+ 452 Az + 16(260 + 52) Ay 4 854 By

49 i-e
+ 45, B, + _1_3@(5,+ 25,) B; + D,

= 16S1Ay + 45742 + 16(25)+ 5, ) Az + 45, By
£ {-e
+‘3‘(531+92) By + D, (31a)

direcao [1 10]

wwy = 4(451 + 92) Ay + 8S2A2 + 8(2S1+S2+4255) 43

i-e i-e
+4(51+5) By + 45282 "‘%“(514- 252+9S3)83 + D+ D"

N
’ld\.&_,(u_?q::: 4(45f+92)£\1 + 8S;A2 + 8(25, + Sz + 2853 ) Az

- t-e 4 e-C
4+ 4S8; + 45: Bz-f--%- (as¢+ S3) 83+ D57 = D

,‘W«wizr— 4(4Si+S:)A1+ 8Sz4Az + g (251+S24 253) A3

t-e

+ 853,84 +%—(51+ 23a+55)B3+ D3, (31b)
diregao Llll]

we? = 125, A1 + 125245 + 12 (252+ S4) Az + 852 By + 4528,

. (-e é-c
+_‘_£;1(52+ 294)B3 + D¢ + 2D,

-t

wmwl== 128241 + 125242 + 12 (2524 Sa ) Az + 25, By + 45 B,

(-8 -~ '
+%(MSZ+S4) B3 + -D; = D:z (31c)
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2faq
onde OS¢ = 4“*’(ﬁ£?): (32)

Y

9'=¢ para [100] | q'-z,_f'g; para [110] | g_'z% para [111]
2

——t
As cas.(31) foram escritas para g contido na primeira

zona de Brillouin, isto &,

0% ;ﬂ q' £ 1 em (31a)
o& & q & 075 em (31b)
2T ,

ot 2 9" & 0% em (31c)

”, I'd .
3 - Calculos numericos

No auadro 2 acham-se listados os parametros de entra-
da empregados nos chlculos para os metais incluidos no pre-
sente trabalho. 4s constantes de forca para o ouro, calcio e
estroncio foram galculadas unicamente pelas egs.(27), com
A; =B, =0, i=2,3, posto daue para esses metais a falta de
curvas de dispersEo experimentais implica em considerar inte
racoes somente entre primeiros vizinhos. Bssas interacodes fo
ram consideradas até segundos vizinhos para o cobre, prata,
aluminio, platina e tério. Niquel e paladio exigiram estende
~las até os terceiros vizinhos para se obter um bom "fitting®
das curvas de dispers?o. Para os oite ultimos metais, as
constantes de forca sao obtidas resolvendo numericamente o
sistema composto pelas equagdes (27) e (31), com A; = By = O,
e portanto apenas duas das egs.(31), a excecao do Ni e do Pd,

Essas constantes, cujos valores estao no auadre 3, sao entao

injetadas nas eqs.(2) e (7) para os elementos D, e computa-

d
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QUA

DRO

2

Dados de entrada para o
calculo das constantes de forca

-22

substancia m (10 g) a, (A) Cyq o Cqy  ref.
(10" dyn cm’®) #
cobre 1,055 3,615 1,6839  1,2142  0,7539 (31)
prata 1,791 4,086 1,2399 00,9367 0,4612 (32)
ouro 3,270 4,0704 1,923 1,631 0,420 {32)
aluminio 0,448 4,025 1,1373  0,6191L 0,3128 (33)
niquel 0,975 3,5239 2,246 1,5 1,22 (34)
platina 3,239 3,9237 - 3,467 2,507 0,765  (35)
paléadio 1,767 3,8904 2,271 1,761 0,717 (36)
torio 3,852 5,0843 0,753 0,489 0,478  {37)
calcio 0,665 5456 0,2456 0,1106  0,0735 {(38)
estroncio 1,455 6,05 0,2034 0,071 00,0608 (38)
¥ para as constantes elésticas.
substincia 3,=ad,/2m Y(5) k) g=ad /o u(d)  ulk)  rer.
‘ : (1074 Hz) " (10" Hz)
cobre (100) 7,19 5,08 —_— — —_— (29)
prata (08 00) 4,71 3,25 - - - (40)
ouro - —— —— —— — — —
aluminio {1 0 0o) 9,68' —- (95 g5 05) 9,64 _ (41)
niquel (10 0) 8,55 6,27 (a3936¢3) 7,44 3,37 (42)
platina (4 00) %,80 3,84 - - --  (43)
paladio (1 0 0) 6,70 4,56 (o505 as5) 6,86 3,21 (44)
torio (1 0 0) 3,474 2,259 - - -  (45)
calcio - - - - - —— -
. estroncio - — -— — - — -
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QUADRG 3

Constantes de forca calcwladas
(103 dyn em~)

e

substancia A Ay Az By B, . By ake

cobre 0,9231 0,425 - 21,862~ 3,916 - 27,423
prata 0,256 |- 0,206 ~ | 18,616|- 1,662 - 19,802
ourc - 1,302 - - 22,304 - - 38,868
aluminio |- 3,026~ 2,331 - 34,018 7,424 - -30,529
nicuel - 2,186~ 0,663! 0,608{ 34,233|- 3,052] 1,851! 16,276
platina ~ 4,289~ 4,287 - 64,321} 10,489 - 1-0,259
paladio 0,808| 0,328~ 0,451] 33,978!~ 0,443] 0,066] 28,051
torio - 2,592 0,858 - 31,239{~ 0,966 - ~23,313
calcio 0,855 - - - 0,667 - - 8,901
estroncic | ©c,960, - - - -~ 0,163 - - 8,791
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das numericamente as freauencias para vetores de onda g nas
tres direcoes de simetria, através das eas,(30). As curvas
de dispersao assim obtidas foram acrescentados,para compara—
¢ao, valores determinados experimentalmente.

Os espectros de frequéncia foram calculados pelo métg
do de amostragem: sao computadas as freauencias para um dgran
de ntmero de pontos q uniformemente distribuidos na primeira
zona de Brillouin e medida a incidéncia de valores contidos
em pequenos intervalos de frequencia. Adui, os vetores a nao
estao, portanto, em apenas uma das treés direcbes de simetria
citadas no'parégrafo anterior; nao se pode mais langcar mao
das relacCes de dispersao (30), e a matriz diq%mica é diago-
nalizada numericamente. . _

0 graw de precisdo do calculo de g (v) depende do nt-
mero de pontos selecionados na primeira zona de Brillouin.
Neste trabalho ela fbi dividida em 8000 pontos com um total,
portanto, de 24000 frequencias utilizadas na determinac3o do
espectro. A simetris espacial da rede reciproca permite que
apenac 1/48 da primeira zona de Brillouin sejam consideradcs,
reduzindo a 262, incluida a origem, o numero de diferentes
vetores para 0$ quais @ necessaric resolver a equacic secu-
lar. A rede reciproca do fcc tem estrutura cubica de corpo
centradec, e a primeira zona de Brillouin é a célula de Wigner
~Seitz desté: a fracao irredutivel da primeira zona esti re-

presentada na fig.l, escolhida de forma a se ter sempre
9172 427 937 ©
isto &,

07 Wy Wy M3 O (33)

onde as coordenadas inteiras

Ni= 20.%_q,
4 7 q.(, ( 34)



-

. . "~ —
sa0 mais adeauadas a representagcac dos pontos q.

Bss6s pontos sao

nte calouladog

lembrando aue,

além de satisfazer a condic3o (33), estio contidos num polie

dro determinado pelos planos

7‘»1 +

o + Hz = 30

?‘LTrf:. plel

(35)
(36)
(37)
(38)

(39)

e que 0s n_ sao simulianeamente pares ou simulteneamente im—

pares (veja ea.(10)). Os pontos assim computados acham-se

listados no quadro 4; para o calculo do numero de pontos e-

i}

quivalentes, dque entram como peso estatistico de cada ponto

no levantamento da distribuiczo de frequencias, basta consi.-
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derar que esse aumero e reduzido de 48 para poentos pertencen

. . ’ . . -t
tes a plancs, eixos ou vertices de simeirial

pontos localizades nos planos (35) e (36) s3o comuns

2 - 4 3 - [a) w P r r

& duaos células de Wigner-Seitzs os planos (37), (38) ¢ (39)
s%o comuns a duas fracdes irvedptiveis da primeira zona de
Brillcuir; pontos situados nas arestas determingdas pelas in
terseccdes dog planos (25) e (36) sho comuns a tres colulas,

dos. plancs (35) e (3 7) a2 tres chlulas e duas fra
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o
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wn
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vértice (20,0,0) & cormum a duas células e a cito frégges, 0
(15,10,10) a duas cdinlas e oito Fraches, o (20,10,0) a tres
cdiulss e duas fracdes; os vértices {15,15,0) e (20,5,5) vio
jew' @ condicio de paridade comum imposta aos n; ;i a origem é
comua as 49 fracoes ecuivalentes

0 especrro foi calculado enumerando intervalos de fre
auhnoiz de 10%Y Hz e znsosicado-lhes acuwrmladorens n {0, ) -
Vn, = valor médio de freoguencia no intervalo — aos duais gao
edicionudes 0S8 pecos dcs vetores @ para os auais VvV cail den-
tro dos respectivos intervalos. Para efeito de revresentadao
gré?ica. valores medios foram cnmgau ades para g (V) em inter
vaios 10 veves rmaiores,

A partir dessc espectro foi ent3o computada a curva
de calor especifico atémico versvs temperatura, com base na
expressao de Einetein para C, : essa expressac pode ser gene

. - - . - s ~ .
ralizada, auando se ceithece a distribuicao de frequencizs
r o

para
Vaax 5 AV/RT
~ _ 37 [ ) /}u,‘ e 4D
Loy 752 -«-r;s——-— i {f\ v {”E‘;‘” ] 2 ? ( 40)
J ' (e& A )
=0

onde ¥ €& o nimero totel de modos vibracionais considerados.
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] L4 . -
A eq.{40) &, portante, waa média, sobre todo o espectro, dos
valores do Cy na teoria de Binstein. Com a primeira zona de
Rrillounin dividida em 800U pontos, & constante de normaliza~

cio N & 24000, e a média & sobre valores discretos de v 3

. 262 . \2 eh\}f&’.‘!‘
! } ¥ e <7 ., - L2 X
C%Lrﬁxt?w*wr & mﬁ%)ijfij 5 (41)
2w ot KT ( phve /il 1)

onde n (v;) & o nimero de pontos (n,,n,,nz) resultantes da

divisfdo da primeira zona para 0s Gucis

Ze) . £2
-\7{._ 05 x 1 Hz £ V& W+ 08x 10 Hy

c (T} foi calculado no intervalo 10 - 300 °K para va-
lores mbltinlos de 107K. 0Os resuitados obtidsos foram compara
. . ’ : R ¢ .
dos aos dados exverimentais apos subiraida desses a contri-
buicio eletrdnica Y T.
De C, (T) cbteve-se a temperatura caracteristica de

Pehye 6(T) enm

e/
C.. {T - _?A.- _’.‘_’E ,_n,f_:f___._.
Ve oy b i (42)
& l i\.#. t_?'v‘- EERN i
o

para acqueles valiorves discretos da temreratura.

Para tento, uvilizou-se os valores tabulados por Pit-
zer e Brewer (30) para /T cm funcho de C,/3R. Essa tabela
esta apresentada no cuadro 5. 8(Cy) foi obtido por interpo-
lacdo numerica. Para pecuensns valores de C, (Cy /3R<0,01902),

6 foi caleulado pelia aproximacao ali indicada,

r P T L
77,427 x 3R ) (43)

~ |
J

G= T | .
L Cv



QUADRD 5

Calor especifico de Debye, Cy/3R
em funcao de 6/T
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Q0 mesmo procedimento foi usado para calcular €(T) a
partiv de Cu(exp) - 7T, para comparacac com oS valeres teodri

COS.

4 -~ Dizcussao dos resultedos

0s valores calculados para &s curvas de dicpersao de
fonons nas tres principais direcdes de simetria, LlOO], [110j
.Q [111], funcio distribduicho de frequencizs g{v), calor espe
cifico molar C,{T) da redes e temperatura de Debye ©(T) pare
os dez metais fcc estudados acham-se apresentades graficamen
te nas figs. 2 a 49, comparados sempre dque possivel a dados
experimentais. & seguir, consideranos seperadamente 05 resul

tados cbtidos para cada nietal.

Cobre

As curvas de dispersio calculadas para o cobre (figs.
2 e 3), considerando interagdes até a segunda camada de fons
vizinkos, concovdam satisfatoriamente com 03 resultados expe

» - . . Ll =
rimentais de Svensson et a1 (39), @ excegoo de peduenas dis-
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pava vaiores airtos do veitor do onan.

Nao hh vesuitados experimcrtais aos auails comparer a
carva de distribuicac de freauencias obtids teoricamonte
(Fig. 4). Os resultados para ¢ calor especificn forenm compa-
rados, naa £ig. 5, 205 valores medidec por Martin (9), ophs
subrraida destes a contribuicio eletronice Y7, coum } o=

0,69 mI mol~Tex ™™ {a6).

S\

A curva 6(7T ) caiculada (fig. 6} epresenta volorcs a-

.

proximadsmente 3% abaixo dos experimentais, reproduzindo-llies

a forma.

i ~ . -
Ha boa concordancia entre oo valores calculados e 08

asultadcs exrterimentais de Yamitakahara e Brockhcuse (40)

o
o
i

nera as curvas de Jdispers®o (figs. 7 e 8. excelo por
rengae da orden de 4% na motade supevior do vems L
L= ag: /or . Como nao se dispde de resulcedos experiieatals
para as {requencias longitudinal o trenuversal no tiaite

Lo (2,06,0) da monma de Brillouln, vtiiizou-se os dados mals

. N ’ "
préxinos, V, (0.3,0,0) e -(0,8,0,0), no calculo das cons-

. . ¢
tantes de Forca pera primeiros e segundos vizinhos mais pro-

Os valores de Cy{T) computodos a partir de gfv} (fig.

c3o comparados na fig. 10 aos resnltados de Meads et al

Qu-5e §o= 0,6(’-) ™7 mOl“‘f OK—: (48)0

9)
{(47), ornde para o ~&hculo da contxlbu1cao eletronica Eenpre—
g

Como psrs o zobre, a curva cumputada teoricamente pa-—
ra 8(7) (fig. 11) revroduyz bem o comportamento da curva expe
rinvental, com Valoreg arroximadamante 3% mais baixoe do dque

og obtidos a rar E’r da C. erperimental.

Ouro

Como neo se disnbe de curvas de dispersao exporimen-
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tais mara o ouro, as intecacoes fo. .- limitadas a comada mais
’ 4 . . .
prox:zma Jd2 Lons vizinhos, de forms a determinar as constantes
. . . e . . .
de forca através das constentes elasticas; as curves de dis-

as estac nas figs. 12 ¢ 13 e a distribuicac de

=2
]
+3
4
jod
Q
—
P
[o)]
=3
[
!

frequencias na fig. 14.

vara efeito de comparacao conta-se apenas com as medi
das de C,{T); os resultados experimentals de Geballe e Giau-
que (49) - tendo-se utilizado Y= 0,74 mJ mol™ °K™* para cal
cular a parcela eletronica subtraide destes -~ acham-se na
. fig. 15 comparados & curva tedrica.

Verifica-se na fig. 16 cdue o comportamento das curvas
tebrica e exterimental para 6(T) coincidem, coin um desvio mé

ximo de 4,4% a 90°K.

Aluminio

Para o estudo do aluminio foram utilizzdos cs dados
experimentais de Stedman e Nilsson (41) para as curvas de
dieperein a 20°Y; assim, 03 parametros de entrada para este
metal (quadro 2) corvespondem a B8C°K e nZo a temperatura am-
biente, como ocorre para os restantes dados 12 indicados. Me
~lhor cuoncordancia geral foi obtida para as curvas de disper-
cao (figs. 17 e 18) empregando duas frequéncias longitudi-
nals correspondentecs a extremoé da zona de Brollouin. A maior
diferenca entre ous valores tebdricos e experimentais & ent3o
observada para oS ramos transversaic nas tres principais di-
yecdes de simetria, sendo no maximo da ordem de 6 a 7¥%.

L distribuicio de frequencias calculada acha-se na
fig. 19. Os poucos pontos experimentais apresentados ma fig.
20 vara comparacso com os resultados para Co(T) foram obti-
dos de Ciauvaue e Meads (50); para ¥ empregou-se 1,37 mJ.
(51).

A curva tadrica para €(T) {(fig. 21) difere pouco dos

o -2
mol™™ °K

valores exporimontals eantre 50 ¢ 100°K, encuantc uma discre-—-
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pincia maior proxime a T = 30°K node indicar a inadequabili-
dade do precente mcdelo a éssa temperztura ou um maior erro
exneripental.

Niquel

As interacOes interionicas foram estendidas a terceim
re cemada mais prdyima pars oue se obtivesse wma melhor re-
producdo das curvas de dispercio experimentais do nlouel;
também em funcao dessa malor concerdancia geral, a escolha
da segunao par de frecuencias de eatrada para o calculo das
conetantes de forca desse metal {cuadro 2) nao obesdecau ac
'criiér;o geral, 1isto ¢, pontos nos extremos da zona de Bril-
louin. Os resuitade:z tedricos assim obtidos {figs. 22 e 23)
ajustem—se satisfatoriamente és medidas experimenteais de 3Bir

gernezu et al (42), com maior discrevancis para © ramo 1{%‘50]

e vetores de onda proximes aos limites da zonz de Brillouin
na directo {111}. 4 concardancia @ melhor nos ramos longitu-
Aivaiec do ous noT tranevercais, Chserve-ce aue Birgenenn et
al emcrzgaram um modelo axialmente sinétrico com interagoes
aré a uvinta cameda vizinha noe “fitting® de seus resultados,
~encugnto cue com a incilusFo da interacho elétron~ion 1imité~
mos & considerag%o‘dés interacoes é'térceira camade.

Tros diferventes curvas expaerinentals para g{v) versus
2 30 disporiveis, correspondentes as medidas de Tchernople-
kov et al {52), Brugger (53) = Hozer et al (54), e diferem
censidersveimente entre si. Assim, o resultadc teOrico foi
COmDAaYraco as tres na fig. 24 - aguelas respectivamente repre
centadas por ==, azr € 00, en ascala arbitriria; o modelo nao
reproduy completsamente nenhuma deles, mas descreve aproxima-
damente seus compertamentos gerais.

Como o nimmel & Ferromagnético abaixo de 631°K, &os
valores eyperimentais de Busey e Giauaque {55) para o calor

especifico fei subtraida (56), além da coantribuicZo eletroni
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_ o b ok
co usual YT (= 7.05 mJ <Al 1ey™ ), a contribuigze das on-
~

-2 3 i
? : a curva CT)

das de spin Cpo= 8,8 X 10 7T “ mJ roi-teg !
acha-se na f£ig. 25.

4 curva ta2drice para (7)Y (fig. 26) reproduz a forma

"!
0

dos ultados experimentais determinadcs por Rayne e Kemp
(56) a partir das medidas de Busey e Glaudue (55): os vale-
res calculados shc eproximadzmente 7% mals baixos do oue c¢s

experimentals.

Platina
A curva de epersao de foaons,calculsda para intera-
cOed até os segqundos vizinhos mais proximos, epresenta con-

cOrd%ncia satisfatéria {figs. 27 e 28) com os resultados de
Duttcn et al (43), excecic Feita ao rame T L%l , cujos va
lores tornain-se ineatisratdrios prdoximo so limite de zona de
Brillovin: o comnortarento beculiar do ramo T; da direczo
EllOJ nzo ficou exnlicado pelo presentcoc cidlculc. Dutton et
al precisaram empregar 26 parametros disponiveis para repio-
duzir suas curvas exparimentails |

A fig. 29 apresenta a curva obtida para & distribuicdc
de [vesuencias. 0s resultades para GV{T) achem-se ne fig. 30.
Lois diferentes conjuntos de determinagoes experimentoic. de
(7)), devidos a Shoemake e Rayne (57) e a Clusius et al (58)
acham-~se anrecentados - respectivamente por o e A - na fig.
31: os resultados tebricos ajustamn~se melhor acs de Clusius
et &l a curva calculada apresenta, perem, um limite de satu
racao @ alta temperatura cue nao concorda corm nenhum dos re-
sultados experimentais. Esse compertamento pode ser atribui-
do a fortes interagoces elétron~fonon ou efeitos anarmonicaos

nao considerados no presente modelo.

r .
Paladio
Umz melhor renroducho dos resultedos experimentais de

»

Miller e Brockhouse (44) exigiu considerar interagoes ate 03
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terceiros visinhos mais proximos. 4 concordincia é suito boa
(figs. 32 ¢ 33), com excec 20 do ramo T4 da direg 20 1’10 e
de poucos votores também neesa direczo de simetria. Miller e
Brockhouse utilizeram 206 par%metros paira ¢bter resultados
nzo muito diversos.

A distribuic3o de Frosuencias acha-se na fig. 24. Valo
res experimentais de C,(T) foram obtidos de Pickard e Simon
(56} e Clusius e Schachinger (60), subcraindo-ihes a contri-
buicio eletronica com Y= 13,0 mJ cal™ °k% , e acham-se na
fig. 35 junto aos resultados teoricos.

A curva teorica pera & T) (Fig. 36) apresenta um limi
te de sateracao a aita temperatura, enduanto os valores expe
rimcntais tendem a crescor; escse comportamento, due pode ser
obseryvado tambem no estunde da vlatina, pode provavelmenta
ser explicado se a forma apropriada da supe pfinia de Fermi

for levada em conta.

ﬂ‘ v\-s-l 0
A reproducio dos resultados exparimentcis de Reesse ot

rs®o (figs. 37 e 28) & satis-

:'0

al {(45) para as curvas de disp

igp
[111] , Para a aqual observa-so

‘\R

fatoria a monos da direc
. ~ . ' ~ . .

grande discrepancia na regiac de altas freouenciac. Congide-

rando-se duc o toric & um supercondutor, com forte interacac

’ . co s
eletron-fonon, encuanto duce o presente medelo atribul um com

portamentc de elétrons livres aos elétrons de condugdo, e
considerando ainda que Recee et al necessitavam de 24 parimg
tros no "fitting®™ de seus resultados, actul reduzidos a cinco,
esse resultado & bom,

Na aucséncia de dados experimentais pera C, , limitamo
-nos a abresentar as curvas calculadas para glv), Cu(7T) e

6(T), nas figs. 39 a 41.

Chlcio e estroncio

N30 existem dados experimertais para a disperszo de

71 -



fonons e o calor especifico dessas terras raras. A disponiil

- - . s s e’ e
dade das constantes elheticas permitiv estuda-los connide-

ot

rando interscoes apenas até os primeirvos vizinkos mails proxi
mos. Os resultados obtidos pera o caleio est2o naz Figs. 42
a 45 ¢ nara o estroncio nas figs. 46 a 4%. Gurskii e Krasko
(61), Animalu (62) = Swaroop et al (63) estvderam teoricamen
te a dinamica de redes desses metais. Nocios resultados para
as curvas de dispersio estdo mais proximes dos calcoulados
por Gurskii e Krasko; cinco valores numéricos dispoalveis
das frecuencias por eles computadas estao representados nas

figs. 42 e 46 para comparagad.

5 w Conclusao

- [ . EN Y -, 4 -~ 2 ]
Apresentamos nas paginas enteriores o dinamica de re-
. . £ . . P . . - .
des o »reopriedades ternicas de verios metals e para oS
. . . - »~ ~a
cuais existen enm gerel dodos experimentais sobre as relecoos

de dispersize, conslantes el futicas o capacidades téymicas ca

reds. Um estudo critico dos resvitados aaui resentedos a0
trou aue em midia as frequencias de fenons cobtidas teorics-
mente nao diferem muito das ewperimentais e aue a méxima dis
‘erenzincia entye os dois resultados costwnn oCcorver em pontos

da zova de Briliouin proxinos ac limite da zona.

Embora a curva 6(T) nRo constitue um indice muito sow-
gure da validade do modelo, ela fornece um teste independsn
te, de modo cue fei calculada para todos os metais, Verifi-
cou—~ze que reproduzem relaitivemente benm O comportanento das
curvas ewperimentais. Um desvio da ordem de 2 a 3% a altas
temperaturas & consequencia de nZo termos, para o calculo de
propriedades térmicas, computado as corstantes de forga na
temberaturad moais avropriada (zero ¢graus Kelvin).

0 presente eztudo indica nue este wodelo, :aseado na
hipdiese do que a interagho entre os ions poatiformes & aw-

+ . . - B .Y * o &
xialmente simétrica e cue a interagac eletron—-ion € governa=



da vpor um potencial coulenbisun blindadeo de longo aloance,
foi bem sucedido. Anteriormente, alguns pesauisadores, coms
Lebman et al (14), LBiteecnkorva (64} e Bajpai e Neelakandsn
(26) tentaram também desenvolver nodelos fenomenaldgicos em
~bases similares. Encuanto os trabalhos de Lehren et al e
Lthtesnkorva igacram & intoracao elptrou—lon, Bajpali e Neele
kandan incluirem ecse termo ne fovmalismo de Sharma e Joshi
(19), que falha an n3o prever a periodicidade das ondas na
rede,

Em comclusdo, podemos dizer que o presente modelo é
consistente matematica e figicomente. Ele contém poucos Pa-
rametroe e prediz a dintmica de redes de cuace todos 0S MEw

» - #
tais fco com relativo sucesso. Ohserve-se tambam que ecquc-

1

cmas cimilares tiverem sucesso no estvdo de metais boo & hop.
L4 . e ~ £ - .

& unica modlificacao possivel serlia coasiderar @ blin-

degem eletronica com base em oufras eprovimacoes {6%) nara o

funrio dielétrica.



Fig.

0.0

103
O

i)

ne.

e

o

C.C



g ,
) € p
A
O f |
e _WS_
’ o
/// / A
NS
| o L i)
N |9
N _ X
A /
o
| | L 9
©Q < |
FATRARS

BN



¥

. st N

o

i

~ [THz]
T

M.: YVIAVILIGgXY Q‘Emml—

1a VB



U
o
=4
fe.
M
1
o
—0
N
el
2
b=
€
"l !0
e ~Na
el
o
4]
L L L L L !
0w N < i3 N -

. _H.Tuo 1 TOR ﬁdgﬂ | ODIJISAdSE  NOTVD



9

om.oﬁm

34qo0

- 78 -






Fig.

| prata /JF
| L |

- 80 -



e,

-  iad
-

i~

5
oy

' prata

Y

L _

J
TE@EE% ﬁqomﬁ TL@




prata

- 80 -

]
T 200
T

Fige l()



TT




bl

4

< wn

_.___,__,.___...__._.__._.'____._____Hp\.:

|
1

ct0?]

cdno

[ZH L] ~

- B -



Fig. 13

OUIro

a5 -

it



Fig. 14

OuTro )

R
- .--.-’"-_'_--

3
e
-
el
e

- = - -
o~ r -1 3

. R

N WA



..1':.

s

-
.

| _ l
100 T 200
T [°K]

- 87 -

Pig. 15



oJano

- 88 ~



|:z: H J;I A

o



OTUTUMITY
LS

o



——— B
.,._..—-—-.....—-’
<::—__’-———
= :_':m*‘".‘_::\_
pa— U
L iy s i <; ]
_____}.
-
< T —
- —
h-—.____“_%
'ﬁ‘—.“_—
S _
w—n-l‘”“-“"""_z‘
e
- .-~
L ¥ i g 7. 2 - - .
- MRS e - .
o TR T T : -~
-E““b-\_::“ )
—E—— - & R
T
f‘-“ : e R
‘Z‘Mt“ - -',s--;ﬂ-.
IR — ot
s T
e . e
';-____,
"_‘,_....-""
L. At g-,r
4] -
T
ool
\:_-_; :
15
] S ——
4
Q) (

i

89



o
o
~1

24

I

19) N 3
[t_ko - TOH ivd]

-

00IJJ0AdEE  JOLVD



Tenbru
-

0

..M.N
”.l

S 9&‘.}, s




vimuel

L q L



TRV

ni

[

_n YA T TSI AT

griwned | )

'}



100

| | |

i ey ) o —

[tnxo - TOK TVOI 00I4JOUdSHE  YOTVD

- 07 -



TendIu

0L

8L

&

Cib——

)
i)
nf;i'

- 53 -



BHQK

w GG .



i
J

'v[THZ

92

platina

-

100 -~

¥ig.

25



[ESCALA ARBI TR.&RIA:[ )

g {v)

platine

-t*-;;‘_:__.;g-—-

et =
M

Fig. 29



e

o
14

P
_',j
v}

)i
i

P

l |

|

| |

0w

[I_mo L _fiOH qvol

19}

(\i —

00T4J0AdSH  AOTVD

200

100



|
(4]

eutietd

vV —ozz

oz
—0g2

o - —0%8¢

I:)i 010

- 103 e



A

(ZH L)

- 104 =



e g]

Fig. 33

0.0

0.25

- 105 -

0.5



g (v]




35

Fig.

200

00

N R A

v MmN -
[I_Xo IO 1?5]  00I4I0EISE  AOIVD

e 10T -



gg

iy
[+ 9

orpeTed .

- 108 -



‘DHQWP

I ”

R

- 109 -



-~ 110 =

B



i

39

Fig.

orio

A3

N

S THmﬁaHmmﬂ 3«8& m__n?wm

- 111 -



Fig. 40

0.
e -
b
0
+H

1C

<

N

L

B

G

.[1_'“'_10_ 1 TOH 'w:}] 00I4I0AdSH  YOIVD



OTa03

Th 813

- 113




. OTOTED e
101E _




|
2=

g (v) {ESCALA LRBITRARI

calcio

Fig. 43



Lk

- 116

60
-
g
O
o
A
—
L ¥}
Q
e’ < al
[ (3. [_10H qva] 0014ID2dSH  AOIVO

200

100



. - Gh

um.-ﬁ.m

001

-~ —ooz

SToTED
-

&5

- 11T -



O
110
%{’}.s.m

a4 313

PRy PSSP | o

oTOoUCII D

- 118 -



~ ) [ESCALA ARBITRE.RIA]

(

3

o -
QULTroanelIc

W

Tig.e 47



48

i)
e
fas

,-—-"""".'"—_

-

»

estroncio

6w

[hﬁo .00 1YD

o N

0DIJIORISH  JOTVD

200

100

T Px]



X

001

OTOUCIISD

o¢i
21 ®
iy
A
F X~ I

gt

._,,_1'2_1._ o



Referencias

(1) =~ A. Einstein, Ann. Phys. 22, 180 (1907)
(2) - ». Debye, Ann. Phys. 39, 78% (1912)

(3) - M., Born e T. von Karman, Physik. Z. 13, 297 (1912):
14, 15 (1913) |

(4) - M. Blackman, no Handbuch der Physik {ed. S. Fltgge),
vol., VII-1, 325 (1955) | o

(5) = M. Born, Atom theorie des festen Zustandes (1923}

(6). - M. Blackman, Proc. Roy. Soc. Al48, 365, 385 (1935);
A149, 117, 126 (1935); Phil. Trans. Roi. Soc. A236,
103 (1936): Proc. Roy.‘Soc. Al59, 416 (1837); Proc.

- Cambridge Phil. Soc. 33, 94 (1937)

{7) - M. Born e C. H. Begbie, Proc. Roy. Soc. Al88, 179
(1947) |

(8) - G. L. Sauires, Arkiv Fysik 25, 21 (1963)

(¢} - D. L, Martin, Caﬁad. J. Phys. 38, 17 (1960)

(16) - E. H. Jacobsen, Fhys. Rev. 27, 654 (1955)

(11) - €. B. Walker, Fhys. Rev. 103, 547 (1956)

(12) ~ H., C. white, Phys. Rev. 112, 1092 (1958)

(13) - B. N. Brockhouse, E. D, Hallmen e S. C. Ng, Atomic
Vibrations in Metals and Alloys Studied by Neutron
Spectroscopy, in Magnetic and Inelastic Scattering

of Neutrons by Metals (ed. Rowland et al), (1967)

{14) - G. W. Lehman, T. Wolfram e R. E. De Wames, Phys.
Rev, 128, 1593 (1962) '

(15) -~ Y. P. Varchni e k. C. Shukla, J. Chem. Phys. 43,
3966 (1965)

- 122 -



(16)

(17)
(18)

(19)

(20)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

K. Fuchs, Proc. Roy. Soc. Al53, 622 (1935); Al57,
444 (1936)

y. de Lawnay, J. Chem. Phys. 21, 1975 (1953)
A. B. Bathia, Phys. Rev. 97, 263 (1955)

P. K. Sharma e S. X. Joshi, J. Chem. Phys. 39, 2633
(1963): 40, 662 (1964)

K. Xrebs, Phys. Lett. 10, 12 (1964); Phys. Rev., Al38,
143 (1965) '

M. Lax, Proc. Int. Conf. on Lattice Dynamics A24,

Copenhagen (1963)

J. §. Langer e S. H.‘Vosko, J. Phys. Chem. Solids 12,
196 {1959)

D. Pines, Solid State Phys. 1, 367 (1955)

E. J. Woll e W. Kohn, Phys. Rev. 126, 1693 (1%62)

. M. M., Shukla e J. B. Salzberg, Phys. Lett. A43, 42¢

(1973):; J. Phys. F: Metal Phys. 3, L99 (1973): M. M.
Shukla e R. Cavalheiro, Il Nuovo Cimento B16, 63

(1973)

R, P. Bajpai e K. Neelakanden, Solid St. Commun. 9,
167 (1971)

M. M. Shukla, I. C. da Cunhka Lima e L. M. Brescansin,

$01id St. Commun. 11, 1431 (1972)

M, M. Shukla e H. Closs, J. Phys. F: Metal Phys. 3,
L1 (1973)

M. M. Shukla e B. Dayal, J. Phys. Chem. Solids 26,
1342 (1965)

Lewis e Randall, Thermodynamics, McGraw-Hill (1961)

W. C. Overton e J. Gaffney, Phys. Rev. 398, 969 {(1955)

- 123 -



(32} - J. R. Neighbours e G. A. Allers, Phy. . Rev. 111,
707 {19%8) K

(33) - G. N. Kama e G. A. Allers, J. Appl. Phys. 35, 327
' (1964) |

(34) - J. de Klerk, Proc. Phys. Soc. 73, 337 (1959)

(35) - R, BE. MacFarlane, J. A. Rayne e C. K. Jones, ?hys.
Lett. 18, 91 (1965)

(36) ~ J. A. Rayne, Phys. Rev. 118, 1545 (1960)
(37} - H. B. Huntington, Solid St. Pays. 7, 274 {1558)
(38) - W. Xoster e H. Fronz, Metall. Rev. 6, 18 {1968)

(39) ~ E. C. Svensson, B. N, Brockhouse e J. M. Rowe, Phys.

Rev. 155, 619 {1967)

(40} -~ W. A. Kamitakshara e B. N. Brockhouse, Phys. Lett.

A29, 639 (1969)
(41) - R, Stedmsn e G. Nilsson, Fhys. Rev, 145, 422 (1366)

(42) - R. J. Birgeneau, J. Cordes, G. Dolling e &. Ds B.
Woods, Phys. Rev. 4136, 1359 (1564)

‘(43),_ D. H. Dutton, B. N. Brockhouse e A. P. Miller, Can,
J. Phys. 50, 2915 (1972)

(44) - A, P. Miller e B. N. Brockhouse, Phys. Rev. Lett. 20,

(45) - R. A. Reese, S. X. Sinha e D. T. Peterson, Phys. Rev.

(46) - W. S. Corak, M. P. GarFfunkel, C. B. Satterthwaite e
A. Wexler, Phvs. Rev. 98, 1699 (1956)

(47) - P, P, Meads, W. R. Forsythe e W. F. Giaudue, J. Amsr.
Chem. Soc. 63, 1902 (1941)

(48) - B, Yates e F. BE. Hoare, Proc. Roy. Soc. A240, 42 {10571



(49)

(50}

(60}
(61)

(62)

(63)

-

T, H. Geballe @ W. ¥, Giaugue, J. Amer. Chem. 5Soc.

We B Giauqué e P. . Meads, J. Amer. Chem. Soc. £3,

1897 (1941)

p. H, Howling, BE. Mendoza e J. K. Zimmerman, Proc.

Roy. Soc. A225, 86 (1955)

. A. Tchernoplekov, M. G. Zemlyanov, A. G. Tchetse
rin e B. C. Lyashtchenko, Inelastic Scattering of

Heutrons in Solids and Liguids, vol. 2, 159 (1%962)
R. M. Brugger, A.E.R.E. (Harwell) Report R 4562 (1964)

B. Mozer, K. Otnes e H. Palevsky, Phys. Chem. Solids,

referido em {42)

R, H. Busey ¢ W. F. Giauque, J. Amer. Chem. Soc. 74,
5157 (1952)
J. A. Rayne e W. R. G. Kemp, Phil. Mag. 1, 918 (1956)

6. ¥. Shoemake e J. A. Rayne, Phys. Lett. 426, 222
(196¢)

¥. Clusius, C. G, Losa e P, Franzosini, Z. Naturfosch

12, 34 (1957)

G. L. Pickard e F., E. Simon, Proc. Phvs. Soc. 61, 1

(1948)

K, Clusius e L. Schachinger, Zeits. Natur. A2, 9C

(1947)

Z., A, Gurskii e G. L. Krasko, Soviet Phys. - Dboklady
16, 298 (1971)

A. 0. E. Animalu, Phys. Rev. 161, 445 (1967)

A. Swaroop, B. M. Bohra e L. M. Tiwari, Physica 66,
403.(1973)

- 125 -



(64) - E. E. LBht
. B, eenkorva, Ann. Acad. Sci |
| | . rad. rient. Fenni
| - . (1369) cae A322,
' (6' - 5 .. ) ' ;
(65) - A. P. Pathak e M. Yussouff, Phys. Stat. Sol. B49
431 (1972) ' | ‘ .

- 126 -



