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RES UHNO

No presente trnabalho, o modéto de Bhetia, com algu
mas modificagoes, & utilizado pana o estudo da dinamica
de rede e de algumas propriedades tZamicas de onze me-
tais com esthutura f.c.0,

Foeram defenminados Leonicamente, para os metais -
em questac: as cunvos de (ispensao de fonons ao Longo -
das principais direcoes de simetnia, o calor especlfico
a volume constante, C,» as cunrvas [6p - T) obtidos dos
dades de CU, 0 fater de Pebye-wWallen W, o desfocamento
quadratice médio (u2>, as curvas (o, - T} obtidas dos -
dados do faton de Debye-Wallen, e um estudo a hespedto
do criterio de Lindemann para a fusao, A comparacao dos
esubtados teornicos com o4 experdimentals revelam um ex-
cefente acondo, dewmenstrando que o modélo descrito aqud
e consideravelmente satis fatondo, apresentando, em cen-
Los casos, resultados superiones dagueles encontrados -

por modifos aliamente s04isticads.



DINAMICA DE REDE DE METAIS

1.1 - Introducao

Um dos mais interessantes fenomenos associados com os cris
talis sao os modos de excitagao da sua energla interna. 0s quantas
desses modos sao as quasi-particulas do solido. Neste trabalhc um
tipo particular de mode interno — as vibragoes da rede — sera con
siderado. Este modo ¢ importante no seu dominio individual (ex:-
contribui para o calor especifico dos cristais), e & Importante -
também por causa da sua interagao com outros modos de excitagao, -
i. &, no estudo de propriedades oticas, elétricas e numerosas ou-
tras no campo da fisica do estado solido. O0s estudos experimenta-
is e teoricos da dinamica das vibracoes dos atomos na rede, usual-
mente chamada de dinamica de rede, tem sido de interesse para 0s
fisicos guase que continuamente durante os ultimos sessenta anos,-
seguindo a publicagao dos trabalhes pioneiros de ﬂebgé e Boxrn -von
Kﬁkmauz, em 1912, que conduziram a fundagac da teoria moderna da
dinamica de rede e sobre os guais invocaremos neste trabalho, muj
ta atengao. HNos Ultimos snos passados tem-se aplicado técnicas mo
dernas e poderosas, tanto teoricas quanto experimentais, para o es
tudo das propriedades dinamicas das redes cristalinas, e um corres
pondente acréscimo de interesse nesse cazmpo foi desenvolvido,

Dentro da teoria de dinamica de rede os metais constituem
uma das areas mais interessantes, dado o esforgo que tem sido devo
tado a eles. £ basicamente um problema de muitos corpos, com ele
trons interagindo com os fons que constituem a rede e portanto nao

pode ser resolvido exatamente. £ entac, imperativo apelar para va



rias aproximagoes na tentativa de alguma solugao do problema.

Nos descreveremcs um metal como um conjunto de carogos i

Joy

nicos ordenados, entre os quals permeabilizam os elétrons de va

léncia ou condugao. O seu Hamiltoniano exato €

H 7 uli v2 o+ Ty (7, -R) o+ ] e’
= - ; r. - -

i 2m 152 ° L 5|7, -T-’J.|

2 2 —
-3 ve o+ 1 U (R, - Ry,
£ 2M, DL 1.1

onhde:
?i : vetor posigao do i-ésimo elétron.
>

Ry : vetor posicao do £-ésimo fon deslocado do equilibrio.
* » . = e
M£ : massa do fon localizado na posicac R,

'm : massa do elétron

v

0s fndices | e j correm sobre todos os elétrons de valen-
cia, enquanto os fndices £ e £’ estendem-se sobre todes os fons.

0 primeiro termo € o operador energia cinética para os -
elétrons,o segundo € a energia potencial devido a interagao ele-
tron-{on e o terceciro € a énergia potencial devido as Interacoes~
elétron-elétron. Os Gltimos dois termes da equagao 1.1 siZo, rcs

pectivamente, o operador energia cinetica dos font e a energia po
tencial da interacgoo direta entre os fons. 0 G(ltimo, 1. €&, -
e b . . -~ . - N
Ul ( R£ - Rz, Y, inclui a repulszo coulombiana entre os tons e in
teracao de "exchange' dos elétrons dos carogos. 0O termo -
-+ % X . - , .
Ub {ri - '£) inclui interagao de 'exchange' entre os eleirons do
caro¢go e os de condugao. As singularidades que surgem por causa-
da interagao coulombiana apresentada em I.1 sao evitadas tomando-

-se a media espacial da energia potencial como zero e excluindo-sc



a interagao da particula com ela mesma.
0 problema da determinagao dos auto valores do Hamiltonia

no da equagac I. ) @ bastante dificil.

1.2 - Aproximac3o Adisbatica e Harmonica

L Aproximagao Adiebatica introduzida por Bonn~0ppenheimei,
simplifica consideravelmente o problema, separando os aspectos di
namicos dos movimentos dos elétrons daqueles dos carogos ionicos.
Nesta aproximagao os elétrons de valéncia seguem adiabaticamente =
os movimentos dos carcgos jonicos e presume-se ainda que os ele- -
trons do carogo movem=-se rigidamente com os nicleos e nao podem-
ser excitados & energias avaliaveis.

Langando mao da aproximacao adiabatica, podemos escrever-

a equacao de Schrbdinger para um metal como:

-+ -+ e
(4, B+ £ (B)] x,, (B = € o Xqn (%) 1.2
onde;
2
v L L : 2 - + 1.3
H O (R) = - ] —— ¥, 4 ) ’ UI(R£ rl')
£ 2|£ £>L

e En(ﬁ) & o auto valor da equagao de SchrBdinger para os elétrons-

com aute funcgao Qn(¢,ﬁ) para uma dada configuragao dos nGcleocs. A
fungao an(ﬁ} ¢ o coeficlente de expansao da funcao de onda total-
Qq do Hamiltoniano completo com auto valor cq, em termos de umuc0£
junto ccmpleto e ortonormal de auto fungoes eletronicas wn(?,ﬁ).
Denotamos a parte da energia potencial da equagao I.2 por
VR) = T v, (B, - Ry, o+ E (R) 1.4
£>2°
A enefgié potencial definida dessa forma, dependendo das

ccordenadas de todos os fons, astinge seu valor mals baixoe {(minimo)



para uma configuragao que forma ume rede perfeita (configuragao de
equilibrio).
- > -+ -
" | H -
Em termcs dos vetores bisicos a1, Ay, a3, 3 posigeo de -

+ r . " - - - -
equilibrio dos fons na rede, e ew relagao a crigem em um dos fons,

£ = El a, + £2 a, ¥ £3 a3 1.5

onde £,.£2 e £, sao quaisquer conjuntos de inteiros que podem ser

3
.positivos, negativos ou nulos, dentro de certos limites, os quails
denotaremos coletivamente por £. Os atomos constituintes de um 50
lido exccutam pequenas oscilagoes ao redor da posigao de equilibrio
como resultado de flutuagoes térmicas em temperaturas finitas. Se
ja o deslocamento do atemo da sus posigao de cquilibrio denotado -

-+ . . ~ » - - -
por u assim que a posig¢ao deslocada, com respeito a origem, ¢ da

7’
da por
R, = £ + u I.6
Para pequenas oscilagoes, nos podemos expandir a energia~
potencial em potencias dos deslocamentos em torneo das ﬁosigaes de
equiltibrio. A série & esperada convergir rapidamente se cs deslo-

camentos 530 pequenos comparados ac espagamento interstomico. Pa

+

ra a maloria dos cristais esta condigao € bem satisfcita em tempe-
raturss niao proximas 2o ponto de fusao {melting point). Uma boa
aproximacao € obtida desprerando-se termos maiores que a seqgunda -
potencia do deslocamento na serie para a energialpotencial V, e -

com isso temos a chamada Apxoximacac Harmeonica:

. a B
Vv AT
V(B = vy + — ] ] i 1.7
2! aﬂ,f.' OL,B ¢ Ui g UZ; 0
-)'o +Q "0 H H
ohde VO = V(Ri’ ys eea RY, ...) ¢ apenas a energia potencial es-

tatica (equilibrio) do cristal.

0 subscrito 0 (zero) indice que as derivadas sao avalia -



das para a configuracao de equilibrio, onde :E’ = 3£ = 0, € por is
50 0 termo linear esta ausente. O primeiro termo da expansao aci
ma € uma constante.

Somente na aproximacao harmonica € que se pode obter resul-
tados para fonons em uma forma fechada

[

1.3 Matriz Dinamica

0 Hamiltenizno da equagao 1.2 pede ser escrito, para o caso
de um metal monocatomico com um atemo por cela unitaria, na aproxi-

magao harmonica, por :

1 a 2 H a B ap
He J L@y W8GRy 1.8
o o b N L T M

[ . 1t 1 C
onde P£ € a ceompeonente cartestana o do "momentum’’ e up @ componen-
‘ + - .
te cartesiana ¢ do deslocamento Up do atomo em 2. A quantidade -
. v75 S . . . . -
tensorial Vyp, e a derivada da encrgia pctencial de interagao en-

tre os carogos em relagao aos deslocamentos.

Z., >
VC‘B i 3 v( ..Rﬁ;..) I.g
LL’ Eu% Bu%, (...u%....u%,...) = 0

A equacao I.8 pode ainda ser escrita na forma matricial se-

-

gr - Ups 1.10

Ve

-+ - -
onde Pp e up sao matrizes colunas 3 x 1,



XX Xy xz |
Veer  Vaer Ve
? = ¥ X Yy yZ

Ve, e Verr Ve Ve ’ .

ZX zy 2z

V(’.-ﬂ' vﬂzr V‘E‘Er

L J

e ﬂg e 3; sao matrizes conjugadas hermitianas de ?2 e ﬁp , ou seja,

matrizes linhas t x 3.

No casc de uma rede com uma base a equagaoc L.10 torna-se

1
2,6 2H

>+ - -+

ERS TS

1
+—-—-—.
£,b 2 Zb,&'b”

b I.12

onde a posigao do atomc € dado por 7+ b, sendo 2., o vetor de posi-
¢30 da cela unitiria e b o vetor de posig¢ao do itomo na base.

Podencs, resclver o problema classicamente, atraves dos -
formalismos de Hamilton, de Lagrange ou de Hewton, para tanto va-
mos escrever a equagao 1.12 na forma:

. ) A 2 1 of o g
" g ng 2, Fep) a%B £b§£’b’vzb£’b' eb ferp
I.13

No formalismo de Hamilton encontrawos as equagces de movimenteo do
3 T + . e N - =
fon na posicao de equilibrio I + b e cujo deslocamento e Up |+ da

seguinte forma:

o no LI S S 8 1.14

1] D3 T seesec— V yrr Wao,p. oy
b “£b Ry, G ogripe LB TL'B

Existem tantas equagaes deste tipe quantos forem os atomos da base.

0 fator V%ﬁﬂ’b’ , ¢ para uma primeira aproximagao, a com-
ponente cartesiana o da forga (com sinal menos) que age ne dtomo -
situado em t . g, quando no atomo cm T B produzinos um desloca--
mento unitario ao longo da diregcao R, com todos os outros atomos -
fixos nas suas posigoes de equilibrio. Chamamos V%E&’b’ , que -
sao as derivadas dc segunda ordem da energia potencial com respei-
to aos deslocamentos atomicos, na configuragao de egquilibrio, de
Constantes de Forca. Da sua definigao, equagao 1.9, nos temos que

V%Eﬁ'b’ satisfaz a COndigéo de simetria:



B
£’b'£b ¥

o

Veborp: =V

porgue o valor de uma derivada parcial mista € independente da or
dem em que as derivadas sao tomadas.

Existem, entretanto, relacoes adicionais entre as censtan
tes de forga que podem ser estabelecidas explicitamente, e elas -
caem em duas categorias. Na primeira categoria estaoc as relacgoes
gerais que sao impostas pela invarianga da energia potencial com

-

respeito as translagoes e rotagoes de corpo rigido, e que sao va

lidas para todas as colecoes de atomos, se o$ atomos constituin--
tes estao localizados nos pontos da rede de um cristal ou nao, i.
€, os seus resultados se aplicam também a qualguer colegao de um-
nimero finito de atomos cuja energia potencial total € uma fun=-
¢ao das suas posicoes instantaneas. Na segunda categoria estao =
as relacoes que sao Impostas, pele estrutura especial & simetria-

de um cristal particular.

Uma relagao que tal da segunda categoria de restrigoes so

bre as constantes de forga € que V%Si’b’ depende de fe f'somente
atraves de sua diferenca: 1.16

Gl aB o _prn b af v e g aB

V,Ebz_'b’ = V (‘e' 'E b’Ob ) = V (0b|'£ -'Eb ) U.ﬂ‘.&’bb’

Da primeira cateqoria temos mais duas relagces restriti--

vas:

T v (2-22b,0b%) = 0 r.17

‘E!
pois se provocamos uma translacao uniforme 3 rede toda a equagao-

I.14 resulta na equagao I.17. A outra restrigao € a invariancga -

sob rotagao de corpo rigide da rede como um todo



Iov¥e-ern,000) (eb-20b0), = § v eb-27b0), 1.18
2 £’

As demonstracoes das citadas propriedades encontram-se na
raferencia 5.

Como o ¢ B podem tomar valores iguais a 1, 2 e 3, V£-£'bb’

representam matrizes 3 x 3 cujos elementos 5a0 as constantes de
forga, V%?E’bb’ , associadas com diferentes deslocamentos relati--

vos de pares de atomos.

A equaczo .14 corresponde ao movimento de um atomo; se =
consideramos os demais vamos ter um conjunto infinito de equagoes-
diferenciais lineares simultaneas. Sua solucao é simplificada pe
la pericdicidade da rede e pela equagao I.16. TCom isso podemos fi
xar nossa atengao ao movimento dos atomos dentro de uma cela unita

ria somente. A equagéo ]1.14 pode entaoc ser escrita como:

¢ a8 B 1.19
M, ous, + 7 T VT, Upss = O .
b e T gl g T Lrbe YR

para os n, Atomos na cela unitaria situada em £.

£ interessante as vezes adotar as variaveis reduzidas:
o o
2gp 5 ¥ My Ugy ’ 1.20

obtendo-se para a equagao 1.19, o seguinte:

§ 7 7o B L% 1.2]

llU‘
Z + r Lpars
LRI SRS LU

onde L = p-pre

.
"L,bb’ MM o £-£'bb?

Vamos agera propor uma solucao para equac¢ao J.21, do tipo



0

E)} [.23

a o . o+
Zpy = Z, exp {ifwt q.R

- Feal - ~
ara cada atomo b na cela f. onde q € um vetor de prepagacac com
p q prepagag

magni tude igual a 2; , sendo ) o comprimento de onda das ondas

formadas pelas vibragoes da rede.
A equagao 1.23 representa uma onda plana de amplitude Zg
que depende da magnitude de 3§, e para cada atomo na cela esta am
plitude pode ser um numero complexo, diferindo em magnitude e f
se, uma vez que a equacao ].2) nao pode ser resolvida por uma -
tnica onda plana. -
Substituindo a equagao [.23 nas equagoes do tipo [.21 te

mos .

) " o 0 o 1.24
i - ok st > _ v 1
0z = L D2y Lo Tippe explnian Ry, - Ry )
b* B L
ou
2,0 ol = B ’ I1.25
'z = ) ngr,(q) Zy, .
b 7 kg Thb b
onde
0% @)y =T T expl-ia. (RS, - Fo)) I.26
bb* 9 b TL,b,b PLTIG-ARp» 2
Esta ¢ a forma canonica da Matriz Dindmica para a estruty
ra cristalina . Para cada valor de ' & uma matriz de dimensao ny

onde cada elemento sao as submatrizes 3 x 3 associadas as cons--
tantes de forga devido ao par de atomos fb e £’b",

Nos reduzimos entao o problema de resolver um conjunto in
finto de equacao de movimento I.14 ao problema de resolver um con
junto de 3ng equagoes lineares homogeneas nas 3ng incognitas, os

a bl - - - - -
Zb. Esta reducao e uma consequencia da periodicidade da rede co



mo foi expresso pela equagao 1.16, pois se ngﬂ +p» nac fosse uma
fungao somente de [£ - %'], mas dependesse de £ e Z’separadamente
aB + - Iy : ]
os coeficientes de Dbb’ (q) nao pcderiam ser indcpendentes de £.
A condigao para que o conjunto de equagdes I.25 tenha -

uma solugao nao trivial é que o determinante dos coeficientes se

anulc, i. &,

.27

il
[

| D bb' (Q) I |

ocnde ] € a matriz unidade de dimensao 3n, .
Esta equagao determinantal restringe as possiveis fre- -
quencias. E£la & chamada de Lquacao Secular e é da ordem 3n,  em

s - > - 2,r
w - As 3n, solugoes para cada ¢ serao denotadas por Uj(q) onde

j =1, 2,3, ..., 3nb. Pestas solugces, tres tendem ao valor ze
ro quando ¢ comprimento de onda X tende @o infinito e as outras
(3nb -~ 3) solugoes tendem a valores constantes de u@. ‘As solu~ -

¢oes gerais do primeiro tipo sao denominadas acisticas, as do ou
tro tipo sao referidas como o6ticas.
E facil mostrar que:

. *

P, @1 = 0% (@) - T.28

o que demonstra que a matriz D(q) é Hermitiana e os seus valores-
proprios ou auto valores sao reais.
Uma discussao mais detalhada da matriz dinamica encontra

~5¢ na referencia 5.

1.4 Dominio do Vetor de Onda ¢

Até o presente momento nao colocamos nenhuma restrigao -

o - -’ -
a respeito dos valores que o vetor de onda q possa assumicr. £



claro que eles serao determinados pelas condigoes de contorno im
-’.
postas nas componentes dos vetecres deslocamentos Yp
13 + Lo - -
0s diferentes valores de q sao aqui determinados pelas -
. TR PR “ - +
bem conhccidas condigoes cfclicas de Born - von Karman em U p

Esta condigao € melhor expressada se nés introduzimos uma rede re

” - » -+ - »
ctproca com vetores basicos B’ ’ 32 e b, definidos por:

3
2..B, = 278,
i"7j ij 1.29
Alem disso, os valores G permitidos sao dados por:
b,
S PRI

onde Li;i sao as dimensoes das unidades repetidas de Born - von -
Karman. £ obvio que s adigao de um vetor da rede reciproca a ;
deixa o valor de u inafetado. Todas as solucces do problema se
rao obtidas restringindo-se o vetor de onda E a uma ;ela uni ta-
ria da rede reciproca, i. ¢, 0<hi<Li. Aléem disso, existem -
Ll L2 L3 = N diferentes valores permitidos de E uni formemente -
distribuidos em uma cela unitaria do espago reciproco com densida
de igual a N/(EI.EZ x 33) = Vc/ g3 onde Vc e o volume do cristal
todo.

Para N grande, a distribuigao aproxima-se a um continuo-

. . + . - >
e o somatorio sobre q pode ser trocada por uma integragac sobre q:

Y
I - —*‘"Eg— f 53q '
3 {27) I.31

Em vez de escolher a cela unitario no espago reciproco -
. + - - - .
como dominio de q, € conveniente usar uma 2zona de Brillouin, que
explicitamente dispoe a simetria da rede reciproca.

A discussao acima {(das vibragoes da rede) foi baseada na



mecanica classica. Para uma descrigao mecanico-quantica, o Hamil
toniano harmonico, pasra a rede cristalina, pode ser guantizade na
N 6

forma de segunda quantizagao na teoria de campo.. Isto conduz a
uma descrigao das vibragoes da rede em termos de fonons, que po
dem ser imaginados come 0% quantas viajantes da energia vibracio-
nal. Um fonon pode estar em varios estados estacionarios rotula-
dos pelos nimeros gquanticos q.,p. No cdlculo da equagao .27 pode
mos lancar mao da teoria classica ou quantica ja que os operado--
res quanticos ficarao restritos 2 ft e este por sua vez nao ocor-
re naquela equagao.

0s termos de ordem maior que ug, ou 0% termos anharmanl
cos que foram ncgligenciados na expansac da energia potencial em
I.7, dao origem » interacao das ondas de redes da aproximagao =
harmenica. A Entcragéo cntre as ondas de rode (interagéo fonon-
~fonon) & uma condig3o sine qua nhon para o entendimento de varios
efeitos fisicos tais como a expansao térmica, a resistividade ter
mica, e o alargamento e deslocamento dos picos de um fonon no ex
perimento de espalhamento ineldstico de neutrons. HNote-se que as

- ¥ - -~

freguencias uh(q) para um dado g¢,p sao diferentes para diferen--
tes temperaturas, por causa das constantes de rede, das quais es
tas freguencias dependem, variam com a temperatura. Em cada tem
peratura, nos expendiriamos a energia potencial em poténcias dos-
deslocamentos dos atecmos das novas posigoes de equilibrio e as -
constantes de forga devem ser avaliadas para estas novas posigaes.
As constantes de forga dependentes da temperatura definidas deste

modo sao usadas como na aproximagao harmonica. Parece assim, que

uma parte dos efeitos anharmonicos ja esta incluida nas freguenci

as . %(3)'



CAPITULO II

ESPECTRG DE VIBRACAD DA REDE

II.1 - Introducao

Ho capftulo I, vimos que o dinamica das vibragoes dos atg
mos na rede ficava reduzida a solugao de uma equagao de auto valo
res da matriz dinamica Dyp+ » Desde que o nétmero de atomos em um
cristal € muito grande e os auto valores sao muito densos e limi-
tados, & mals conveniente trabalhar com uma funcao distribuigze -
de frequencia, ou espectro de fregquéncias, que com frequencias in
dividuais,

Todas as propriedades fisicas dos cristails querdependem -
do movimento das particulas constituintes requerem para sua expla
nagao detalhada um conhccimento da forma real do espectro de fre

quencias.

I1.2 - Teoria do espectiro de frequencias vibracionais

Desde que para cada E, existe um conjunto correspondente
de frequencia, nos podemos définir a distribuicao de frequencias-
g (bW) em cada clemento de volume no espago E, de mocdo que g (w)dw
¢ o namero de frequéencias entre w e w+dw, i. €, entre duas super-
flcies de frequencias constantes no espago @ com frequéncias -
W e w+ do. Para se obter glw)dw basta determinar o volume no es

-+
.

pago ¢ compreendido entre as superficies w(E) e wH+dy e dividir=-

pelo "volume'" ocupado por cada modo.



Considerando-se condig¢oes de contorno periodicas, os modos
4 - . -»>
permitidos estao igualmente espacados no espago g . CLomo existem

N possiveis modos em cada ramo e © volume da zona de Brillouin &

3 L]
igual a Hi%ﬂl“_, onde Qo € o volume da cela unitaria no espago re

o
al, entao o "volume" v ocupado por cada modo e dado por

. (2w}3
Ve T e < v IT.1
6 <

sendo V_ o volume do cristal., Assim sendo, a fungao distribuigao-
de freguencias sera dada por:
Ve | 3
g{w)dw = ———— f d”q 11.2

(217)3 0, 0+ did

onde a integral &€ feita no espago a entre as superficies w(a)w w
e w(d) = w + dw . A definigso acima € para cada ramo da relagao -
de dispersao w(a).

Se dSq & o elemento da superficie wl(q) = w, en£§o o elemen
to de volume d3q pode ser escrito cemo dSq dq, , sendo dq, o desip
camento normal a superficie. Como a diregao do gradiente de w(q)

é perpendicular a superficie de frequéncia constante entao

dw
| o dq, = dw 11.3
ou seja
Y; ds
glw) = —FE— | 11.4
(2m)3 | v{wlq)} |
w=cte.

Obviamente, para se obter a fungao distribuiczo de frequéncias com
pleta deve-se somar sobre todos os possiveis ramos.
Da equacao Il.4 podemos observar que g (w) apresentara sin

gularidades nos pontos onde:



-+~

| v {wig)} | = 0@ IT.5

i. €, onde a2 velocidade de grupo das '"ondas' de rede e zero., Ela
impiica que onde w(a) tem um valor extremo, & fungao distribuigao
de frequdncias apresentara uma singularidade. Esses pontos sao -
denominados pontos criticos e as singularidades sao normalmente =
chamadas singularidades de van Hove. Elas nao sao sérias, mas =
sempre ocorrem. £ bastante diffcil localizar as posigoes dessas-~
singularidades numa curva a(w). Entretanto, isso nao € tao crucl
al, visto gue elas nao afetam as propriedades termodinamicas de
uma maneira seria. Elas ocorrem em ramos Individuals e como a -
funcao distrlbuicao de frequencies total € composta pela contri--
buigao de todos os ramos, entao a contrtﬁuigéo dos outros ramos =
aparece como um''background''. Um excelente estudo a respeito des
sas singularidades pode ser encontrado na referéncia 5.

A determinacio experimental da funcao distribuicao de fre
quéncias s6 € possivel em alguns poucos casos. A medida das sec-
goes de choque de espalhamento inelastico de neutrons nos da dire

___bt? - -

tamente cssa fungao . Entretsnto, € pequeno o numero de subs+-
tancias gue apresentam apreciave) secao de choque & a resolugao -
em energia das experiéncias com espalhamento € bastante pobre pa
ra revelar detalhes minuciosos de gf{w). Vanadio, titanio e ni- -
quel!, entretanto, tem sido estudado com Sucessos por esse praoces-
so. Para as cutras substancias a funcao g{w) calculada s9d pode
ser testada ccmparando os valores calculados de algumas proprieda
des termodinamicas que dependem de glw}, comc por exemplo, o ca
lor especifico, com os dados experimentais.

0 espectro de frequencias reais (exatos) sao tao comple--
x0s que formas aproximadas s3o ainda de consideravel importancia-

pratica no calculo de quantidades como calor especlfico, amplitu-



de das vibracoes atomicas em cristais, fator de Debye-Waller,etc.

IT.3 - Calculos aproximados do espectro de frequéncias

I11.3a- Metodo de Debye

No passado, muites trabalhos foram feltos com um espectro
1

aproximado de frequéncias introduzido por Debye em 1912, encaran
.do o solido como um continuo elastico nao dispersivo.

A derivagao original de Debye foil para a distribuicao dos
modos normais de um s6lido esférico. ueyla mostrou que o calculo
para qualquer forme de corpo daria a mesma distribuicao assintoti-
ca das frequéncias dos modos normais, uma vez estabelecido o com
'primento do corpo ser suficientemente grande. Os termos de erros
serac sempre da ordem da razao do nimero de dtomos na superflicie-
pelo nimero de atomcs total no sdlido, e dal vai a zero quando o
comprimente do solido cresce sem limites. O trabalho de Weyl e
completamente matematico, tratando de solugaes de equagaes dife-=
renciais e fol estimulado por uma nota felta por Lorentz: - desde
que as propriedades termodinamicas dos sollidoes sao independentes-
da forma da amostra, deve existir algum teorema matematico concer
nente a independéncia da distribui¢ao dos auto valores de certas-
equagoes diferencials da forma do contornc da regiac a qual os au
te valores correspondem,

Nos segulremos & procura da distribuiczo dos modos norma-
is em um cubo.

Consideremos ondas estaclonarias em uma calxa cubica de

aresta L e voliume Q = L3. A czixa possuira muitas ondas estacio-



nartas com frequencias Indo até uma moxima vy Por serem as on-
dss estacionarias, elas devem satisfazer a condicac de contorno -
de possuirem nodos nas paredes {diferentes das ciclicas). Esta -
condi¢ic limita o nimero de modos em que as ondas podem ser forma
das a um valor finitoe., Suponhamos uma onda de comprimento de on
da A. Secjam a e B os angulos que as frentes desta onda fazem com
os elxos x e y, respectivamente. Ao longo do eixo x temos um com
primento de onda efetivo Ax = A/ cos o, enquanto ao longo de y te

mos AY = A/ cos B. Se Yy € o angulo que as frentes formam com o -

eixo z entao Az = A/ cos Y.

Tae rebativoy botaeey 2, A, Ay o, nud (T

Se nOs escrevermos q, = /A, q, = ]/ky, q, = /X, , nos

- -+
vemos que q_, qy, q, sao as componentes carteslanas de um vetor g

de magqnitude 1/X, cue ¢é normal a frente de onda, i. €, o chamado-

vetor de propagagao. Sejam N nY e n,  os nameros de meios com--

primentos de onda ao longo dos eixos x, y e z, respectlvamente.

»

Dat,



X X Az
nx X = | ' n __....1_. = L s ﬂz = L
2 L 2

onde R N,oen sao Inteires e dados por:

y z
2L 2Lcos «
n = A =z A = 2qu
X
ny . iL - 2L;os B 214
y Y
2L 2Lcos ¥
Ny = lz - X = Zqu

n? 4 n? 4 ni = hquz 11.6

Para cada vetor 4, existe um modo de vibragéo longi tudi--
nal e dois transversais, para um melc isotropico. Usualmente a
velocidade U, das ondas longitudinals & duas ou trés veczes maio~~
res que a velocidade Ut das ondas transversais. Como qu/Uz e
q = V/Ut para as ondas longitudinals e transversals respectivamen

te, temos a seguinte relacao entre a frequéncia e os nuameros quan

ticos n_, n_ e n
X

Y z
2 2 2 2 72,2
N+ ny + A = LL®v /Uy I't.7
2 2 2 2 2,2 [1.8
n, * ny + 0 Li®v /Ut (2 vezes)

Vamos agora examinar as equagoes 11,7 e I1.8 no "espago-
dos nimeros quanticos'. 0Os numeros n_, n,en, sao inteiros po
sitivos e servem cono coordenada para localizar pontos no octan-

te positivo do sistema de coordenadas mostrado abaixo.



"y - 25 .

As equagoes I11.7 e II.8 seriam equagoes de esferas de ral

oS 2L\)/Uz ou 2Lu/Ut sen ,n en, assumissem valores continuos,-

X Y
pesitivos e negativos. Reaimente, as coordenadas nes R €M lo

Y z =
calizam pontos discretos na superficie do octante de uma esfera -
cujo guadrado do raio deve ser expresso como a soma dos quadrados
de trés inteiros. Desde que L, U, e U_ sao constantes, v deve va

z t -
riar descontinuamente, Para grandes ndmeros quanticos (031023),-
entretanto, vV parece variar quase continuamente. 0 velume do oc¢
tante da esfera & (1/8).(hﬂf3).(2Lv/Uz)3 para as ondas longitudi=
nais. Expressoes similares sao validas para as duas ondas trans-
versais. Cada das quantidades N ny e n, vartam por passos uni-
tarios. Cada dos tres inteiros determinam um cubo no espago dos-~
ndmeros quanticos. Para um raio suficientemente grande, o octan-
te da esfera seri preenchido com um nimero grande de cubos unita-
rios, grande assim que as descontinuidades da superficie possa -
ser ignorada., Neste caso o nimero de cubos uniférios contidos no
octante da esfera € apenas o volume do octante da esfera dividi-
do pelo volume do cubo unitario.
Nés podemos agora calcular a fungao g(v), a fracao dos mo
dos normais com frequéncias no intervalo {v,v+tdv). Para este pro

posito nés notamos que o nimero de modos com frequéncias menor =

que v vindo dos modos transversais € apenas duas vezes o numeros-



inteiros pesitivos (nx, nyo nz}, que obedecem
2 2
2 2 2 LINY)
(nx + ny + nz) < —“Ef“—— I1.9
t

gue € duas vezes o nimero de pontos (nx, ny, nz) contido dentro do
octante da esfera de raio (&szZ/Ui) . Assim o numero de modos -

transversais com fregquéncias menores que v €

- 1 Ly 2Lv 3 11.10

Similarmente, o numero de modos longitudinais com frequen-
clas menores que Vv &

1 ho 2Ly 3
M) =y ()

IT.11

Se nos denotarmos a soma Nt(v) e Nz(v) por N(v) entao

R e e S e e RS G R
z t I1.12
Da equagao II.12 vemos que M(V) cresce sem limites quando-

v cresce. Entretante,um solido real pode ter somente 3n N frequén
clas de modos normais, onde ng & o nimero de atomos na cela unita-
ria e N o nimero de celas no cristal. Assim para fazer o modelo -
de Debye significativo para um solido real nos devemos cortar o -

crescimento de N(v) apdés o ponto onde ele € lgual a 3nbN. Isto €,

YARY 2Ly
] b D 3. D 3y _
5 3 {( Uz 17 o+ 2 ——U;"* )- ) = 3nbN

como L agora € o comprimento do cristal, temos

ki 3 A 2 _ 1 a
7 Vo { .3 + % } 3n N 11.13
A t
Entao,
] ]
9n N — ) 2 -
. v, = ( b )3 { + } 3 I1.14



Em termos desta frequeéencia, N(v) torna-se

Hiv) = 3n N (v/vD)3 fgvey
IT.15
= 3nbN wEv

Da sua definic3o sabemos que o espectro de frequencias &
dado em termos de N(v) pela relagao:

g(v)dv = H{vedv} = N(v) = K'(v)dv 11.16

no ltimite com dv 0.
Combinando as equagoes II.15 e 11.16 nos obtemos final--
mente a aproximacac parabolica de Debye para o espectro de fre- -

quencia de um solido.

9n, N
g{v) = ? vz Usvsvo
Vo 11.17
= [} >y

Ceve ser enfatizado gue Vg ¢ uma frequéncia limite e ar-
tificial que conduz a uma correta normalizagio de g{v) e exibe -
ncnhuma relacao simples com a frequeéncia maxima verdadeira dc -
cristal.

Tentativas tem sido feitas de tempo em tempo para aper~-
felcoar o espectro de Debye como dado pela equagao I1.17, mas -
elas faltam com a simplicidade dada pela equagao I1.17 que é mul
to Gtil para propositos computacionais.

0 espectro de frequéncia de Debye, na sua forma original
é um espectro fenomenologico e envolve tres suposigoes basicas:

1. 0 solido e isotropico.

2. Nao ocorre disperszo da onda no mefo, i. €, a frequén
cia é proporcional ao vetor de onda.

3. 0s trés ramos sao degenerados.



Na pratica rcal nenhuma destas € estritamente aplicavel.
r férmula de Debyec trabalha bem para z maioria dos soli-

dos. Contuds nos devemos notar gque na der

vacao da formula de -
Debye nos fizemos drasticas suposigoes. A fungao distribuigac de

- . - . . 2 - -
frequencias qg{v) € assumida ser proporcional a v~ ate um valor ma
. R - . 2
ximo v, . (Cilculos exatos mostram que g{v) & proporcional a v 50
mente perto de v=0 ( onde o material comporta-se como um continuo-~
elastico) nos modos aclsticos. A curva exata de g{v) para um mate
rial apresenta pontcs criticos e um comportamento diferente daque-
le previste por Debye, apareccendo contribuicoes de ramos com dife-
rentes polarizagoes e diferentes velocidades. 0 espectro se esten
de além de vy e nas altas frequéncias aparece um pico devido a dis

ersso porto da superficie da zona de 3rillouin.
E

0 sucesso do modele de Debye repouss no fato dele traba-

1t

Thar bem nos Timites das baixes temperatures.e cue no limite das -

[1i3 ]

altas tcmpersturas qualguer espectro propriaemente normelizado da o
resultado da equiparticac para o calor especifico, onde o modele -
¢e Debye teve a sua malor e mais comum aplicagao.

Passaremos agora ao estudo do métedo do trago do momento

para o calculo do espectro de frequéncias.

11.3b~ Metodo do traco do momento
9
Montroll foi quem propos este método por volta de 1942,
0 métode consiste essencialmente em expandir a funcdo distribuigao

em polinemios de lLegendre e obter os coeficlientes de expansao dire

tamente da matriz dinamica D. Assim



glw) = Z a Pn(mfum} IT.1¢8

onde & a frequéencia maxima., Os coeficientes de expansao a ,sao
dados por
_ , ,
8. = i I g(mmx)Pn(x)dx 11.19
-1
Desde que gf{w) é uma fungao par (para w<0, glw) & definido
por g{-w) = g{u))de w, somente os coeficientes pares, a, . seras -
nac nulos., Assin:

1
4
42n ° Thn+i J g(wmx) P2n(X)dx
0

0 momento par, W, do espectro de frequeéncia & definido-

11.20

por
(l
Uzn - win-fl g(wmx) x2n dx 11‘21
)
Desde que PZn(x) contém scmente poténcias pares de x, nos

obtemos & seguinte expressao simbolica para os coeficientes By, NE
equaczo I11.18, conbinando as equagses I1.12 e 11.21:
w_ a = 2 P, (x)
moo2n Ln+1 Zn )I{En__}J
“F2n

Como Montroll mostrou u, ¢ dado por:

- i - . '
Hon T T3Em, zTr { o' (q) } , 11.22

q
onde Tr{ £"(5)} representa o trago da n-ésima poténcia da matriz -
dinamica.
Obtido o momente H, podemcs facilmente cobter os coeficien

tes a 0 método do momento tem sido usado por Montroll para cal

2n’

cular o espectro de frequéncia para uma recde quadrada hidimensio~~
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nal ¢ das redes b.c.c. e cubice simples.  Galard e Jura (1954) usa
ram o méetode dos momentos para calcular o espectro de frequéncias-

de cristais f.c.c.. /I grande vantagem do métedo € que ele nos da

-

uma expressao analitica para glw). Entretante, ele ¢ pouco preci-

8]

so nas vizinhangas de uma singularidade, devido 5 convergencia len

ta da expansao em Pelinomios de Legendre.
13

Thirring em 1814 fol o primeiro a fazer uso dus momentos -

para cncontrar uma expansao para o calor especffico em altas tempe

raturas em potéencias inversas desta. Ele fez uso da um modelo <de
- - 2 -

Born von Karmann, desenvolvido na mesma epoca para uma rede de Bra

vais CGbica simples para estudar o calor espec{fico, e as constan-

tes foram ajustadzs aos dedos eldsticos. Para tanto Thirring mos

trou que cera suficiente construir somente © determinente secular -

para as frequéncias de vibragac e que nao era necessario conhecer-

o espectro vibracgionel. Isto levou a um importante desenvolivimen-

+

to da dindmica de rede, i. €, a uma extensao do modelo ¢e¢ born von

[34)

o ¢os cristals. fsto foi fel

i

Karmann a uma teoria geral de vibrag
. 12

to em 1923 por Born onde inicielnente temou forgas centrais. Esta
' 12

teoria fol ainda generalizada por Born e Beghie em 1947.

Em vez de expandir a fungdo distribuic3o em polinomios de
Legendre pode-se expandirta em fungaes senos e cossenos. 0 uso -
dos pelincmios de lLegendre tem uma vantagem sobre os outros méto -
dos analfticos porque os coeficientes de expansao podem ser calcu-
tados em termos dos nomentos o5 quals podem ser obtldos caleculando
~se o tracc d¢e D e suss potencias. Entretanto, recentemente foi -

14 15
notado por Aggarwal et. 2l. em 1365 e por Mahanty em 1966 que com
ajuda de computadores eletronicos nao ¢ diffcil de calcular os cog
ficientes de expansao das series de Fourier ¢ tem sido observado -

-

que a convergéncia da serie ¢ muito mais rapida.



iI.3¢~ Metode de dovsion

U outro retodo aproximado para caleutar o espectro de fre
quéncias e, por extensao, propriedades termodinamicas de cristals -
cibicos foi introduzido por Houston em 1948, Embora este mctodo te
hha o defeito de introduzir singularidades espurias no espectro, ©
mesmo tem alcancado popularidade porque ele di melhores resultados-
em balxas fregudnclas e¢ alim disso & valloso para o caleculo das pro
priedades termodinamicas em baixas temperaturas.

A equagao secular para as frequenclas de vibracao de urm a
rede cristalina pode sempre ser reduzida 2 uma equagao de ordem 3nb
no guadrado das frequéencias. Para uma rede monoatomica esta € uma
equagac cuibica, dando as frequénclas de vibragoes em termos dos ve
tores de prapagag¢ao. 0Os diferentes vetores de propagagao preenche-
rzo uniformemente o e<paco em uma zona de Drilleuin da rede recipre

Lal

Daf, o probleme € resolver esta cquagao cthice para achar as

ca.
frequencias como uma fungao das coordenacdas dentro desta zona. A -
equagéo pode scmpre ser resolvida, no minlmo numericamente, parg um
[3 ~ HI : Poagno 3 - = b =k I & d

ponto especifico. Pesolver & equagaoc parn bastante pohtos para car
ura distribuicgao de frecguiéncias € que reguer labor.

Ao longo de qualquer raic vetor do centro na rede recipro
ca a frequéncia é uma fungao somente da distancia,w =w{q). Se a -

equacao ¢ resolvida au longo desta linha particular & solugao poder

ar a dlstancia da origem ao ponto em que a fre

—

Cm

ser invertida para

e

quéncia tem quzlquer valor assunido, q=q{w). A quantidade q2 %a duw
dara entac o numerc de pontos, por unicdade de angulc solido no espa
¢o do vetor de propagagso, cujas frequéncias de vihragao estao en--
tre w e U+dw, e que cstao multo proximas da linha ao longo da gqual-
a equagao fci resclvida. Pode~se imaginar um estreito cone ao lon

go desta linha, e uma fungao gJ(w.G,¢) que da a distribuigao de fre



t
R3]
ra

i

quéncias para ¢ j-€simo ramo do espectre total nesta particular d
re¢ao. Se a equagao sccular pode ser resolvida ao longo de um -
grande numero de tais linhas, a soma da distribulgao resultante se
ra a distribuicao de freguencias desejada. Quanto mals juntas as
linhas forem tomacdas, mais preciso sera o resultado.

A fim de aproximar o resultado desejado sem uma quantidade
Indefinida de trabalho, podemos usar a simetria do problema. A -
frequincia como uma fungao da distancia do centro, como tambem a
fungao gj(m), serd invariante aquelas rotagoes sob as quais a rede
cristalina por si mesmo € invariante. Dai € necessario estudar a
distribuigao somente numa pequena porgao c¢o angulo solide todo, e
no caso da rede cubica somente 1/48 do angulo solido precisa ser -
coberto.

A funcao g{w) ac longo de uma linha definida pelos angulos
6e &6,i. €, gj{m,6,¢) pode ser expressa como uma série de fungoes,
cada multiplicada por uma harmonica clbica que tem a simetria da

rede.

ai(m) Ki(8,¢) 11.23

| B~ 8

g.(w,6,¢) =
J 0

i
onde K, = 1 @ a prima no somatorio significa que o termo correspon
dente a i = 1 € onitido.

Os (i(O,Q} satisfazem a sequinte condigao de ortonormalids

de
i 27

v . ; VoL 11,24
sind do dd Km(8,¢) kn(8,¢) &ﬁym6mn

onde Y € uma constante de normalizagao. A série na equagao 11.23
pode ser levada até quanto se deseja, mas parece que selecoes pro
prize das linhas usadas para determinar as funcgoes ai(w), um pegue

no numero, tal como trés ou seis, ja darie uma boa aproximagao.



Os primeiros poucos Ym podem ser cpcontrados na referencia 5.

Se as diferentes diregoes ao longo das quais a equagao se-
cular é resolvida sao designadas pelos subscritos s, e se s tem R
valores diferentes, 25 R equagoes l!lneares

s R=1

g;lw,8,0.) = iéo a; (w) K, (0_,0.) I1.25
podem ser resolvidas para as R fungoes a,{w). Quanto maior o va-
lor de R, mais de perto a expansao 11.25 representara a distribui-
gao real.

A fungao distribuicao tofal € entao:

gj(w) = J J gj(w.6,¢} sing d8 d¢ 11.26

Se nds substituirmos a equagao 11.23 na equagao I1.26 e fi
zermos uso da equag¢ao Il.24, nos obtemos

gj(w) =4 moag(w) Ir.27

Para obter o coeficiente ao(m), Houstoun procedeu como se
gue. Existem diregoes no espago reciproco 20 longo das quais a -
eduaggo secular fatora em equacoes de baixo grau em wz que podem -
ser resolvidas exatamente para Wcomo uma fungao de 3. Tals dire--
¢oes sao, por excmplo, a {(100), (110) e (111) no caso dos cristals
cubicos. Ao longo destas diregoes W pode scr €xpresso como

m’“j(qsvesv‘?s) 11.28
Desde que estas cquacoes podem ser invertidas exatamente para ob--
ter a para modelos bastante simples, segue que nos podemos'obter"
gj(w,05,¢s) exatamente para estas direcoes especiais. Se nds ago
ra retermos tantos termos na expansao da cquagao 11.23 quantas fo
rem as direcoes (Bs,¢5) 0s an(m) sac cdades como a solugac de un -
conjunto simultaneo de equacoes lineares, cujos coeficlentes sao -

os valores de gj(w.9.¢) go longo das diregoes (95.¢5). Houston no



seu “paper' tomou as diregoes (100), {(110) ¢ (111}, e para isso ne

cessitou das tres harmOnicas cubicas de ordem mais baixao.

Estas -
podem ser tomadas como
~ |
KQ = L PU(COSG)
, h . .
\2 = ‘"“713;'&— Pb(cose) + ~—5‘G—7{;~w—- P#(COSB) COSL}-‘) II 29
s
K3 = ?13 P6(c056) - —iizmzz— P?(cose) cosb¢
Vi 720V b

onde o©s

as tres

nita a

Dal nos

onde os

(110) e

ente de

respondente a equacgao [1.32 em

m - P om .
r {(cosB) sao os polinonios associados de Legendre.

Substituindo os valores dos angulos 6 e & correspondentes-

direcces {(100), (110), (ri1), temos
i gl(wI,U,O) = ag + 33I + V13 3,
VBT g, lw,,m/h,0) = ag - (3/8)a, - (13/73/8)a,  T1.30
Yir g, (v ,cosn](lf/i),ﬁlﬁ) = a,~2a,+{16/13/9)a
3°73 0 1 2

Reseolvendo-sc este sistema de equagces 11.30 para a incog-

temos

: £y 11.3]
temos
g;(w) = (hn/35) (1Ug?fw) ¥ 169?(w) + 9g5(w) ) 11.32
supercscritos f, B e C em g significam as diregoes (100}),-
{111), respectivamente.

0s calculos de Houston contem um erro numérico no coefici-

a, na terceira equagoo do seu sistema, e dai a equagao cor

}

scu '‘paper' ¢ dada incorretamente,

E claro que o metodo de Houston pode ser usado para a ava-

liacao aproximada de qualquer integral da forma:
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m rzT!
J = fo sing 48 j = d¢ 1(6,¢) 11.33

onde 1{90,4¢) tem simetria cObica. Nos seguimos os resultados de

18
Betts, Bhatia e Wyman nas diregoes (100}, (110}, (111}, (2i¢) ,

(2¥1) e (221} chamadas A, B, C, D, E e F, respectivamente. Entac
se, por exemplo, o valor de 1(8,$¢) ao longo da diregao A € denota

19
do por IA’ as segquintes expressoes para J podem ser encontradas:

Ly
Jy = 3T (IOIA + 161, + 9]5)
.
J2 Sy T (QSIA + SZIB + ZQBIC + 62510)
b
J, = {61, + 81, - 3. + 24]_) _
A B ¢ £
3 > I1.34
J, = T (171, = 641, - 1251, + 2431 )
ho T B c F
_ b
Jg = —Tﬁggg—(119?lA + thsel, + 72$IC + 31251, + 38881))

Jo o= g?Tg——(72311 - 1331213 - 13608}c + h37SUID+ 590451 .)

_ b i ,
J7 =TI (11TIA + 4]613 + Zghlc + 6721£ 729 F)

_ b= .
Jg = —yyEreEs— (1176031 + 76544 L+ 17496 1. + 3812501 +

31101;01E + 1771471F)

Ao lado mostramos o espec-

tro obtido dos calculos de Houston

para uma rede cUbica monoatdmica -

simples.
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Em particular, vemos uma singularidade espuria da raiz qua

drads que surge da natureza unidimensional da solugao da equacgao s5e
20

cular ac longo da linha dada. MNakamura publicou um trebalho em que
tentou rcmediar essas singularidades esplrias. Sua idéia € expan--
dir a funcao gj(w,6,¢) em série até somente as primeiras singulari-
dades de cada ramo. O espectro de frequéncias derivado convergira-
a um real somente se o numero de diregoes ao longo da qual a fungao
gj(w,B,Q) é avaliada cresce sem limites. Se s diregoes sao usadas,
deve~se resolver um conjunto de s equagoes lineares para an(w}; dai
a impraticabilidade do método em cristais anisotrdpicos. Por outro
lado, © método dos mementos, ou modificagaes requerem somente um
acréscimo no nGmero de momentos e a precisso da aproximagdo cresce;
Entretanto, a convergéncia € usualmente vagarecsa a menhos que S& pos
sa precisamente localizar a singularidade, Em suma, pode-se dizer
.que os dois métodes sao grosseiramente complementares, com o método
do trago do momento sendo mais precisc em altas frequéncias ¢ o de
Hous ton mais preciso em baixas frequencias. Na pratica real cstes-
métodos sao mais frequentemente usados para calcular propriedades -
termodinamicas que espectro de frequéncias.

Concluindo enfatizamos que o método de Houston na sua for

ma original, nzo modificada, € evitado a todo custo para o calculo-
do espcciro. As direcoes no espago g para qual o determinante se
cular fatora, sempre conduz a um ponto de alta simetria na zona de
Brillouin e dal um ponto critico que sempre contribui a uma espdria
singularidade unidimensional ao espectro de frequéncias surge. HNOs
insistimos nestec ponto porque mesmo agora, muitos anos apos a inade
quacidade do método de Houston, ''‘papers' aparecem na literatura os

quais apresentam esse calculo do espectro, preoponde serem eles os

dos cristals reais. O mérito principal no método de Houston e € =



considaravel, esta contide na simplicidade com que ele permite o

calculo de funcgoes termodinamicas em baixas temperaturas de um T
5

cristal,

I1.3d4 - létedo da amostragem

Um método muito simples para calcular g{w) € gerar um ndme
ro muito grande de freduéncias resolvendo a equacgaoc secular 1.27 -
num ndmero grande de pontos uniformemente distribufdos na primeira
zona de Brillouin e, em seguida, aproximar o espectro por um histo
grama normalizadoe. Obviamente pode-se utilizar os operadores de -
simetria e calcular as frequencias em apenas uma parte da zona de
Brillouin, atribuindo aos pontos do interior e da superficie dela-
pesos apropriados. Comc os resultados dos calculos sao plotados -

em histograma, as singularidades na fungao distribuigao nao apare-

cem,
- 2 2 -
Este método foi introduzido por Blackman por volta de 193L
numa série de trabalhos. Posteriormente foi investigado tambem -
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por Kellermann . Com o auxillc de grandes computadores digltais,-

noés podemos resolver a equacgaoc secular num grande numero de pontos
na zona de Brillouin e além disso calcular a fungdo distribuigao -
de frequdncias para qualquer precisao desejada. Uma melhora sobre
este método ¢ o método da extrapolagao que serd discutido na proxi

ma $ecao.

I1.3e - Metodo da extrapolacgao

Um desenvolvimento notavel e recente tem sido o poderoso -

4
método de extrapolacao do cdlculo de g(w). O método da amostragem
¢ muito lento. No método da extrapolagao, a secao irrcdutivel da

zona de Brillouin & divida em um ''"mesh" uniforme de pontos. A ma



_38u
triz dinamica D{a) ¢ diagonalizada no valor d correspondente ac
centro do pequeno cubo do 'mesh''. Se U(E) € a matriz unitaria -
que diagonaliza p(q), a solugao do problema de auto valor pode -

ser e€scirito como:

V@) 0@ u@ =A@ 11.35
onde A(E) ¢ a matriz diagonal e estabelece-nos as frequéncias de
fonons

Z +
= = 2 .

As auto frequéncias correspondentes a todos 05 outros pon
tos dos pequenos cubos centrados en a's do "'mesh' sao obtidas -
por extrapclagac linecar dos seus respectivos valores nos ceniross
Para atingir uma tal extrapolagaoc, € necessario obter os valores-
dos gradientes em cada centro. Se nés movemos O centro por 63, a
variacao na matriz dinamica €:

A= 0(3 + 63) - D(d) 11.37

Uma aplicacao simples de teoria de pcrturbagéé da a se

- - - - +
quinie expressao para a variacgao nos auto valores de D(a).

2 2
Sw~ = A’ 4 A A = A.L) o+ L.,
o = hpp T L g7/ Uy Ay 11.38
J=P 2u
ohde A = U + AU. Gilat e Dolling mostraram que para um favoravel
grau dc precisao
swl = A (3,80 11.39
W = .3
cuw, pp 9,09 ‘

A equagao I1.39 pode abastecer-ncs com valores dos gradi-
entes da freguéncia. Se nos assumimos pequenos deslocamentos -
éuéqu ao longo da diregao de cada dos eixos cartesianos especifi-
cados pelo vetor unitario éa’ nds podemos escrever para as compo-
nentes do gradiente de I11.39.

- o “‘ 11.40
Vuw = 6wp /6qOL (Zmp) (a

oo (q,8q.) / 8q,)

pp’



No métode da extrapo]agéo, pode-se expandir o espaco todo
e extrair efetivamente todas as fregueéncias na zonea de Brillouin-

usando a formula:

w(q + 69) Zw(q) + (qu)-ﬁa 11.47

0 método € extremamente preciso e leva adiante todas as
caracterisiicas essenciais do espectro para um dado modelo. Os
tempos para computagaoc sac razoaveis. Apesar deste método ser ma

is preciso que o da amostragem, preferimos o ¢ltimo pela simplici

dade.



CAPITULO 11l

PROPRIEDADES TERMICAS DOS METAIS

ApSs os conceltos basicos a respeito da dinamica de rede e
do espectro vibracional de um sélido, especializamos este capitulo

-a um breve estudo do calor especffico, fator de Debye-Waller, tem-

-
I

peratura de Debye e o ponto de fusao. Estas propriedades estao n
timamente relacionadas com a2 funcgeo distribuigace de frequencias -
gf{w).
1171.2 - Calor especifico

0 calor especifico de uma substancia € definido como a

quanéidade de calor requerida para elevar de um grau de temperatu-
ra 2 unidade de massa da substancia. Obviamente essa quantidade -
de calor depende de como a substancia € aquecids. Dal que um cor
po pode ter um numero qualquer de calores especificos. Entretanto,
de importancia sao os calores especificos a volume constante, Cv,
e & phressac constante, Cp’ 0s quais sao obtidos quando © corpo €
aquecido 3 volume constante e a pressao cohstante, respectivamente.
Todos os processos em gque calor e trabalho tomam lugar sao
governados pelas leis fundamentais da termodinamica. Se uma quan~
tidade de calor ¢ fornecida a uma substancia, uma parte vai fazer-
crescer a energia interna U do sistema e uma parte € utilizada na
realizagao de trabalho externo W. Da primeira lei da termodinami-

ca temos que:



di = dU + dW = dU + pdV I11.1

0s calores especificos Cp e €, podem ser escritos como

C
P

"

(EQ/BTJP 111.2

c

, = (3Q/3T) = (3U/3T), I11.3
Experimentalmente nds medimos Cp, desde que € dificil fi-~
xar constante o volume do corpo quando ele € aquecido. Entretanto,

teoricamente € malis facil calcular cv.

III.2a -Teoria classica

25
Em 1819, Dulong e Petit observaram que o produto do calor

especifico e a massa atomica de cada elementoc sélido € muito apro
ximadamente independente do elemento, uma observacao que € conheci
da como "fei de Dufong-Pezit". Edes viram nesta implicagao que a
capacidade de calor por atomo € aproximadamente a mesma de elemen-
to para elemento. Por esta razgao em 1841, Regnau%i propds o no
me "calor atimico” para a capacidade de calor de um mol de um soli
do mconoatamico,

0 valor médio do produto obtido por Dulong e Petit, usando
valores do calor especfifico na temperatura ambiente, € por volta -

de 6.3 cal/{mol K). Este € o calor atomico médio @ pressao cons=~-

tante. Podemos calcular o calor atomico a volume constante da re

27"
lagao termodinamica conectando Cp e C,
T(av/aT):  Tva?

C «C, =- P = X 111.4

p v (HV!BP)T B !
onde

) X
ey, = g (=7 )p



. .

€ o coeficiente de temperatura da expansao volumétrica & pressao p
constante, e

= L
B o= — =

é a compressibilidade isotérmica, onde kK € o médulo de Bulk isoter
micoe VE o volume molar. O coeficiente de expansao volumetrica-
a, érquase tres vezes o coeficiente de expansao linear o Assim-
nos podemos escrever:

9TVaL

C - C = o IT1.5

B

Note que, enquanto o coeficiente de expansao linear nao € difficil-
de medir como uma fungao da temperatura, a compressibilidade, B, e
usualmente medida nas vizinhangas da temperatura ambiente.

Quando utilizamos a equagao IIl.4 com os valores medidos -
experimentalmente, o calor atomico € alterado de 6.3 a 6.0, Em ge
ral, a temperatura ambiente a diferenga entre Cp e Cv & pequena -
comparada com o valor de Cv' Obviamente, a diferencga continua a
crescer com a temperatura. Um "plot'" tipico de Cp e CV para o -

chumbo € mostrade abaixo:

o RN N,

{0 DU NS NV (RPN N SRR SRR PPV I S|
(-2 == A [N 25

(AR GRS

The €, and O coves for Led The ordinate 15 in citl mode-deg.

A explanacao tedrica da lei de Dulong e Petit foi dada pri

, 28
meiro em 1893 por Richarz.



De acordo com a teoria classica os atomos num solido 5a0

assumidos executarem movimentos harmoni cos simples ao redor de -
suas respectivas posigoes de equilibrio. A energia de vibragao -
de cada atome serd a mesma que aquela de tres osciladores harmoni

cos unidimensionais, um para cada diregao de movimento. Mas a -

energia total de um oscilador harmonico simples unidimensional ¢€
2
p 1 2.2 111.6
€= w2 Mex
A energlia vibracional de un c¢ristal contendo N atcmos é

equivalente a encrgia de um sistema de 3N osciladores harmonicos-~
sendo cada oscilador unidimensional. Para cada oscilador nos -
aplicamos a lei de Boltzmann, que de acordo com a qual a probabi-
lidade do oscilador ter uma energia total £ € proporcional 2 -
exp(-e/KBT). E nos podemos escrever issC COmO:

exp(-8/K,T)
Ple) = —5 : 111.7

f exp(-E/KBT) de

Esta € a fungac de distribuigao de Maxwell-Boltzmann. 0 seu deno

[~

minador assegura que

SP(E) de = | , I11.8

pois o oscilador estaria em algum estado de energia.

A energia nédia do oscilador sera dada por:

IOP(E) £ de Io € exp(-a/ﬁg1) de
Le> = Jw"( = —2 = KT I11.9
£) de J exp(—elKBT) de
0 0

Assim, de acordo com a teoria classica, a energia total -
média de um oscilador unidimensional € % T. Se existem N atomos a
gnergia total do solido, £, € iigual a energia total de 3N oscila-

dores harmonicos unidimensionais. Assim,



E=3NKBT 11T1.10
Para um mol de um cristal monoatomico, © nimero total de

atomos € igual ao numero de Avogadro N,. Nesse caso,

- an - 111.11
E = 3!“‘0 P’BT 3IRT
onde R € a constante dos gaeses. Daf,
C, = (3E/3T) = 3R = 6 cal/(mol K) [11.12

A equacao II1.12 € a expressao teorica da lei de Dulong -
Petit. Poderfamos chegar ao mesmo resultado através da analogia -
com os gases ideais € do uso do principio de Maxwell da equiparti-
cao da ener gia.

Mui tes dos trabalhos experimentais nos calores atomicos du
rante noventa anos Sseqguintes ao enunciado da lei de Dulong-Petit,-
féram devotados ao teste da lei. Algumas excegces foram encontra-
das, tais comoc o diamante, berilio, boro, silicio, etec. Na ternpe-
ratura arbiente estas substancias tem um calor atomico menor que
aquele dado petla lei. For outro lado algumas substancias, notavel
mente o chumbo, obedecem a lei recularmente até baixas temperatu--
ras. Entretanto, em baixes tempervaoturas Cv decresce e para todas-
as substancias ele tende a2 zero com T3 quando a tempecratura também
tende. Este resultado n3o poderia ser explicado com base na teo~~
ria classlica.

£ Qtil apontar uma importante estensao da lei de Dulong--
Petit ¢cm que a capacidade de calor moiltar de um composto é igual a
soma dos calores atomicos dos elementos constituintes. Assim wolé
culas diatomicas e triatomicas tem o calor especifico molar aproxi
madamente 12 cal/( mol K) e 18 cal/{mol K), respectivamente. Esta
lei, € algumas vezes chamada 2 lei de Neumann e Kopp. Uma vez -

mais, existem mui tas substancias que desviam desta lei.



111.2b -Teorias Quanticas

Em 1905 Einstein reviu a importancia fisica da hipdotese -
quantica de Planck e usou cssa nova interpretacao para explicar os
resultados experimentais de Lenard sobre o efeito fotoelétrico. Co
mo um teste das hipoteses quanticas, Einstein desenvolveu uma teo-

29
ria do calor atomico (1907).

Einsten se comprometeu explicar duas dificuldades concer--
nentes aos calores atomicos com a ajuda da teoria quantica. Pri--
_reiro que certas substancias nao obedeciam a lel de Dulong-Petit.
Segundo, Drude propos um trabalho em 1904 em que o fenomeno da dis
persao Gtica dos sGlidos poderia ser explicada supondo que os ato-
mos tem estruturas complexas. As auto frequéncias infravermelhas-
foi atribufda por Drude as vibragoes de cada atome como um todo, -
enguanto as frequéncias ultravioletas eram airibuidas as vibragoes
internas dos atomos. A tcoria de Drude implicava um acréscimo nos
graus de liberdade de cade atomo o qual causaria um calor atomico-
excedendo a lei de Dulong-Fetit por uma consideravel quantidade.

Einstein assu=iu um modelo em gque cada atomo vibrava com -
uma frequéncia constante v, o qual era equivalente a tres oscilado
res de Planck mutuamente perpendiculares. Desta forma ele assume-
que as vibracoes sao governadas por hipdoteses quanticas. Cada os-
cilador € capaz de adquirir quantidades discretas de energia nhv
sendo n um inteiro e h a constante de Planck. Fisicamente isto im
plica em requerer uma energia minima, hv, para excitar um oscila--
dor. Se a temperatura do cristal € tal que K T<hv, entao poucos -
osciladores serao excitados., Isto implicaria num calor especifico

menor quando comparado com o caso classico, onde os osciladores po

dem ser excitades por qualquer quantidade. de energia, entretanto =



baixa. Sorente quande a temperatura € alta, tai que Ky T>>hv, € que
cada oscilador € excitado a um alto nimero quantico e nds aproxima-
mos do caso classico,

A probabilidade gque um oscilador tenrha a energia nhv na =~
temperatura T é, pela estatistica de Maxwell Boltzmann,.proporcio--
nal a exp(—nhvlﬁsT). Assim, o valor esperado ou o valor médio da

energia, €, de um oscilador €

o
) nhvexp(-nhv/KBT)
<ey = ~0=0 111.13
L
z exp(*nh\)/KBT)
n=0
Seja x = exp\-hva3T). Entac, nesta hotag¢ao a energia média €
o n-1
Ponx o
<es>= hvx =2 £ hux —— fn( T ") I11.14
® dx
n n=0
) x
n=0
Has a soma de x| & (17{ 1-x}}, desde que 0<x<1. Substituindc na soma
IIT.14 obtemas
hv
<e> = . I11.15

exp(-hv/KBT} -
Para um oscilador isotropico tridimensional, a energia média &
3<e>= Jhv/(exp( ~hv /K, T) = 1) 111.16

Desde que existem NU tais osciladores num mol de um solido monoato-~

mico, a energia total E do sdlido €

E = 3t hv/(exp(-hv/KgT) - 1) 111,17
e dai
hv exp{ hv/K T)
c, =——-§-$—-i = 3R( )2 L 7 111,18
Ky T ( explhu/K, T) - 1) |

£ de costume escrever hv=K 8_, onde 8. € a "temperatura de
E E

Einstein”. Em termos de SE, nos temos



exp(OE/T)

iy 2
Cy = 3R{0L/T) 5 111.19

{exp(GE/T) - 1}

Como a frequencia caracteristica v, a temperatura de Einsten
GE € uma quantidade"{{xa" para uma dada substancia mas pode variar -~
de material para watertal

Se existem n, atomos em uma cela o calor especifico molar de

b

acordo com a teoria de Einstein sera

2 exp(BE/T)

= 111.20
Cy 3an(8E/T)

{exp(0,/T) -1}

Com isto Einstein resolveu as duas dificuldades descritas acima.
Para altas temperaturas, i. €, (GE/T)<<] pode-se e xpandir as

exponenciais, obtendo-se

] 2 ’
¢ = 3an {1 - SV (SE/T) O 111.21

v

a qual se reduz a lei de Dulong~Petit se n= 1 e T>>8p.

Para baixas temperaturas (T<<g;) entao
2 111.22

c, = San(BE/T) exp (-8, /T)
¢ que mostra que CV val a zero quandc T tende a zero mas nao com T3.
Por outro lado C_ € apenas funcao de 8/T e € uma curva universal va
lida para todos os solidos moncatomicos.

0 resultado de Nernst que para todos solidos cristalinos c,
tende a zero quando T tende a zero e a teoria de Einstein deram um
grande impulso nas medidas do calor especifico dos salidos em baixas
temperaturas. foi encontrado que em muitas baixas temperaturas a -
teoria de Einstein nao explicou os resultados experimentais para a -

matloria dos materiais.

Em 1911, Einstein conclulu que o fracasso de sua formula foi



resultado de se ntilizar wuma Unica frequéncia vibragao dos atomos
no cristal e sugeriu que sua formula para o caler especifico pode-
ria ser melhorada empregando um grande numero de frequéncias, e -
que as frequéncias deviam ser associadas com as ondas elasticas -
(sonoras). Estas sugestces foram acatadas de maneiras diferentes-

1 L2
por Debyc e Born von - Karmann que obtiveram uma melhora substanci
al na2 teoria supondo os atomos no solido serem acoplados e vibra--
rem coletivamente.

A fim de estimar o espectro sem fazer detalhadas considers
goes com o acoplamento, Debye usou a hipotese simplificada de que-
um solido € um meio continuo.

0 fato do sélido ser realmente uma rede discreta e naoc um-
continuo ¢ eventualmente tomado na teoria, quando se limita o ny
mero de modos € além disso as frequéncias. E como ja mostramos, -
num solido tridimensional o numero de modos vibracionais permiti--

dos . com freguencias entre v e v+dv seria dado por
N 2
LN

glv)dv = 7 dv para 0sviv,
v .
9] IT ,22
= 0 para v>vD

Notamos também que o numero total de modos € igual a 3N e-

Vg é a maxima frequénecia permitida, i. e,
v
(D .
3 = ju glv) dv 111.23

A energia do sistema sera dada por uma soma das energias -
médias dos osciladores de Einstein, equagso III.5, com frequéncias

correndo o intervalo (v, v+dv), i. €,
Y
£ = J g(v}hv dv
0

e xp( hw.)/lﬁ3 T) - 1

' I11.24

ou usando I]22,
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v
E e —2H0 I ° viav 111.25
3 -
vy exp(hv/KBT) ]
E conveniente expressar v, em termos da "Zemperatura carag
tenistica de Debye” 6y » definida por:
- Iir.z26
KB BD h Vi

Também, nés podemos simplificar a notagac colocando:

£ = hv/K T e dg = hdv/K T
Entao 8./T
o0 3 27
E =9 R —— El_dE . I11.
6> DL
L 0
Daf
‘ 0./T.
3E T .3 [ Db o e
C ={( ——=— ) = 3 R (——) 5
- 11.28
v 3T 6, | (e® - 1) I
Jo
" integrando per partes, nos obtemos:
' GD/T 3 4
T 3 £” dg 3 (BD/T)
9 I A
-0 Ja e e I11.29
Colocando &§ = 8./T , Nos obtemos
m D
= I11. 30
FEEEE A
onde Em 3
{ (e ) ] [ 12 £7 dg 3 €
E = —— . i
D m & 111.31
o2 S o .

a s chamada "dungao de Debye”,
Nesta equag@of J Cm) é chamada "{fung i
A integral na equagao I11.31 n3o pode ser avaliada analiti
camente para valores arbitrarios.de Em' 0 calor atomico de uma -

substancia solida tem que ser calculado numericamente usando as e-

quagoes 111.30 e IIT.31.



Se nés dividimos os valores do calor atomico por 3R, nos
obtemos o valor da funcao de Debyc, que fol estudada por ele em
detalhes.

Exister dois casos limites que a expressao &D(Em) pode ser

simplificada:

i~) Em baixas temperaturas: T<<@, ou £.>>1.

Aqui o espectro ¢ excitado principalmente na regiao de on
das longas.

£ X . - .
Desde que e~ cresce mals rapidamente que qualquer potencia

£
de £ & quantidade gm/(e mo 1) tende a zero guando Em tende a infi

nito. Além do mais, na integral em III.31 podemos estender o limi
te superior de integracac ao infinito sem introduzir qualquer crro

apreciavel (¢ integrando decresce rapidamente com o crescimento de

£}. Dail nés cbtemos:
2 | 3 e 2 3 _-nt
§ e = —5 3 =— g7 e " dg
e eb - 1 £2  n=
0
¢
) 4
Y SRS WU SN £ | 111.32
3 b 3
- n=1 n £ 20
m m
Daf, ,
Y
_12r T 43 I11.33
que € a famosa "Led - 73w de Debye do calor atomico em baixas tem-

peraturas com uma precisao de 1% ou melthor para valores de GD/T -
que sac maiores que 12, Esta lei € o analogo acustico da lei de
Stefan-B oltzmann da radiagao do corpo negro.

ii-) Em altas temperaturas: T>>8, ou § <<I.

£

Neste caso, & = 0 ¢ (e” = 1) » &, nds obtemos para &D o

seguinte:



1 g3
- “m 3 111.34
%D(E;m) - ——3-— L2 B 3€m } )
g 3
e
c, = 3 R 111.35

que € a lei de DULONG-PETIT.

As caracteristicas principais da funcao de Debye que da o
calor especifico sao:

1.) Ela € uma fungao universal para todos os solidos, de--
terminada por um parametro BD na forma GD/T.

2.) Ela segue uma "lei - 30 para 8,/T>12.

A primeira caracteristica significa que uma escolha sutil-
da escala de temperaturas, o calor especifico de todas as substan-
cias se reduziriam numa mesma curva. A segunda caracteristica €
uma lei universal em temperaturas muito baixas gque encontrou um lu
gar permanente na teoria do calor especifico.

Em vista dos remarcaveis sucessos, a teoria de Debye encon
trou uma posicao permanente na fisica do estado solido. Ela se be
sefa num modelo simples. O Cv ¢ expresso em termos de um gnico pa
rametro BD e esta num acordo razoavclmente bom com os valores expe

3

predito em baixas temperaturas € ve

rimentais. 0 comportamento T
rificado. Além do mais, a teoria permite uma correlagao satisfatg
ria das medidas calorimétricas com as elasticas e outras proprieca
des das substancias como veremos mais adiante.

Uma formulacao alternativa da teoria do calor especifico ¢

L 22 )

a teoria de 3orn von Karmann. Conforme Blackmanrnn o calor especi-
fico dos soltidos na teoria de Born von Karmann depende somente de
um parametro BB ha forma BB/T, onde 93 tem sido escolhido empirica

mente. A fungao de 3orn von Karmann como feoi cbtide nao difere -

mui to da fungao de Debye. Esta teoria atraiu menos atengao que a



teoria de Debye, embora isto ocorreu sem qualquer investigagao cri
tica.

A grande popularidade da teoria de Debye do calor especifi
co nao blindou-nos de seus defeitos. Ja em 1929 a posicao a res--

30 _
peito do sucesso da tcoria muda quando Eucken publicou uma revisao
extensa das posi¢oes tedricas e experimentais. A discrepancia en
tre as duas posicoes tornou-se evidente. O0s desvios apontados por
ele eram do fato que Debye toma o solido como um continuo elastico
e isotropico quando na realidadc a maioria dos cristais sao aniso-
trépicos.
- - - 31»32,313

Atraves de varios calculos, 3 tackmann em 1935, apontou -
que a maioria das dificuldades, senao todas, que tem surgido em
comparacac com a teoria de Debye ¢ o experimento desaparece quando
se utiliza a teoria da rede discreta. Enquanto ela € talvez bas--
tante prdoxima do acordo exato entre teoria e experimento, o acordo
€ certamente tao bom quanto pode ser esperado no presente estagio-
da teoria.

Sob o ponto de vista quantico, sabemos que o movimento dos
atomos pode ser descrito como uma série de osciladores harmonicos,
- . -> -+ .
cada um com uma frequencia (g , p) onde q ¢ o vetor de onda e p a
polarizacao (e ramo no caso de mais que um atomo por cela unita- =

ria), cuja energia ¢ igual a

E (q,p) = fi(q,p) { n(q,p) *‘“il‘ } 111.37

Como o numero de acupagao n(a,p) a uma dada temperatura T
€ dado pela fungao distribuigao de 3ose-Einstein.

1
exp{ﬁw(a,p)/KBT} -

n {q,p) =

Entao a energia total sera:



1717.38
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3 ., | :
£ =} J fwlq,p) { - * }
p=1 q exp{ﬁwfq.p)/%'T} -1 2

ou ainda, transformando a soma em ¢ em uma integral e derivando em

relacao a T,temos:

_ _8E_ _
¢, = =7 =
= ] B VC fiw(q,p) exp{ﬁm(a,P)/ﬁaT}dBQ
2 >
K5 T (27)3 P (exp{’ﬁwfq.p)KBT} - 1)?

28, I11.39

Introduzindo a densidade de frequéncias g( %), 17.2, obte -

mos : )
(ﬁwp) exp(ﬁwp/%'r)

C, = ——= ) r dwp o w )

T P | P - 132
% J {exp(ﬁmp/ﬁgT) i}
IT1.40
A formula obtida por Einstein € encontrada usando g(mp) co

mo umra fungao delta.

£ Gtil apontar aqui que o calor especifico calculade ate -
agora corresponde 2 contribuicao apenas da rede, faltando, ainda a
contribuicao devida aos eletreons de valéencia. No nosso caso, de
metais, essa contribuicao nao ¢ desprezivel, principalmente em bai
xas temperaturas onde ela excede a contribui¢ao da rede. A contri-
buicao eletronica € proporcional a T, obtendo-se entao, para bai
xas temperaturas:

C = a. T + a2T3 117.47

v 1
ou

Cv/T = a, + a.T 111.4?

I11.3 - Fator de Debye Waller e deslocamento guadratico medio

0 fator de Debye-Waller € uma das mais importantes proprie



dades térmicas dos cristais que entram em varics fenomenos da fi-
sica do estado solido, tal como ¢feito Mossbauer, espalhamento de
neutrons, difracao de raio X, etc. Ele representa o decréscimo -
nas intensidades das ondas, espathadas num espalhamento elastico~
nao ressonante, devido ao movimento termico da rede. Este fator-
exponencial depende do deslocamento quadratico médio dos ato -
mos .

Recentemente, um consideravel interesse tem sido mostrado
no estudo experimental da variagao térmica do fator de Debye -
Waller de metais por meio de difragao de raio X. Tais resultados
experimentais tem sido usuvalmente interpretados em termos da tepo
ria de Debye, uma vez que este fator esta intimamente relacionado
com a funcao distribuicao de frequéncias.

Fol mostrado nas Sccgoes anteriores que a teoria de Debye
do espectro era bastante limitada. Um dos nossos objetives nesse
trabalho € dar uma methor interpretacao nos resultados experimen-
tais cor o nosso modelo do espectro que & mais apropriado, e in -
clui os elétrons de valéncia. Para tanto desenvolveremos os prin
cfpios basicos da tecria e posteriormente utilizaremos os resulta
dos no estudo do efeito da tenmperatura no fator de Debye=faller,-
deslocamento quadratico médio ¢ na temperatura caracteristica de
Debye.

: 35
Sequindo R. W. James, suponhamos que o deslocamento de -
uma onda (de raio X, por exerplo) que e espalhada de um ponto na
origem da rede e que atinge o ponto Q em um tempo t € (QO/R)eiwt.
A quantidade @0 representa a amplitude do onda espalhada na dis -

- = . - -
tancia unitaria do ponto de espalhamento na diregcac s. Ela sera

em geral uma funcao do 3naulo de espalhamento, deppndendo da natu
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reza da unidade espaihadora, e no comprimento de onda e estado de

polarizacao da radiagao incidente.
0 deslocamento y em Q num tempo t devido a uma onda do pon

to de rede, dado pelo vetor posigao T da origem, € dado por :

~
1

= (9,/R) exp (iwt + ikr.3) I11.43
onde % = T~ 3 e k= 2n/Xx .

Desde que Q € suposto estar a ura distancia grande do cris
tal em conparagad com suas dirensoes lineares, de modo que as dis
tancias de todos pontos de rede ate O devem ser tomadas come cons-
‘tantes e iguais a R, O distUrbio Y resultante em Q devido ao cris
tal todo pode ser obtido sorando a equacao III.43 sobre todos 05

pontos da rede. Suponhamos os pontos, guando em suas posicoes de

> +
r

.« g ' . “+ >
equi ifbrio, caracterizadas pelos vetores Fis Toseces r

n’ m

, L

Entao,

= (0 /R) exp (int ) § esxp (ikr .3) 111.44

n

A soma ¢ tomada sobre tedos os pontos de rede.

| Para calcular a intensidade da radiagao espalhada, nés de-
vemos multiplicar Y pelo seu complexo conjucado Y*, o que seria to
mar o quadrado do modulo de Y. Isto da para a intensidade JD=iYI

devido a rede nao perturbada, a dupla somatoria.

= ([e4 L/R) 2 Z Z exp ik(F - F .3 - 111.45

Cada sona-tem que ser estendida sobre tcdos os valores de n e m,
que vao de 1 2 N, sendo N o numero total de pontos da rede. A e-
quacao I11.4S & bastante geral para qualouer arranjo de pontos es-
palhadores e nao depende como esta arranjada a rede.

0 -> >
Assumiremos agora pequenos vetores deslocamento Ups Uysens

En’ Em, ... dos pontos de rede das suas posigoes de equilfbrio. 0Os
n+

) -> - ~ -+
vetores r e r na equagao II1.45 ter de ser trocados por r,o* Uy



> - - X
er. + u , & a expressao para a intensidade torna-se:
P e I11.46
2 ¢ ik - 3 ik - . P
J = (J@D[/R) 2 Z e (rn rm) e (un um) $
n m

Tratando o movimento térmico como oscilagoes dos pontos,se
ra necessario tomar a média na equagao IIl.%46 que representa a in
tensidade devida a alguma configuragao instantanea dos pontos S0

bre um periodo lango comparado com o perfiodo de vibragao de qualt -
guer ponto. O primeiro fator dentro do sinal de somatorio nao va-
ria com o tempo, € € o sequndo fator que temos de tomar a media. A
expressao 11I1.46 pode somente ser usada se as frequencias de osci-
lagzo dos pontos € pequena conmparada com aguela da radiagao inci -
dente, assim que qualquer configuracao dada pode ser considerada -
como persistente sobre um terpo lonpa comparado com o periodo da
onda, uma suposicao esta que ¢ bastante justificavel no caso que -
nos consideraresos.,
Pare discutir a média do fator envolvendo deslocamentos -
dos atormos n e m,ncs colocamos por simplicidade,
Ry % 111.47

N
k(un un).S =P

Se nos escrevemos, por instante, p para qualquer das quan-

ti es & me
dad Pom? temos

(o)1 ) - ()

RENNEN

0 valor medio dos termos envolvendo potencias impares de p sera ze

111.48

h

ro, desde gue valores positivos e necativos da diferen¢a do deslo-

camento dos dois pontos paralelos a qualquer diregao sera i gualmen
- - £ " - + - L]

te prevavel, ou ainda mals, porgue u e um movimento randomico em

~ . 1] - - L] -~ +
torno do equilibrio nao correlacionado com a diregao S.
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A equacao 1II.48 pode, para uma aproxiracac fechada, ser es

crita na forma
1 2
(ip) "T<P> 117.49
e o e

um resultado dado por Debye e por {aliler.

0 valor médio de ITI.46 torna-se

> 1/ 2
iK(7_ - ¥ ).3 SR () I11.50
(3) = (|¢0|/R)2 T T e " m e 2 'Nm
B m
Agora
) brsing - .
Pom =3 (Ups = Upg) ; 111.51

onde Upg € U e sac as componentes do deslocamento dos dois pontos -
de rede n e m, paralelos a diregéo do vetor § gue define o plano de

reflexao. MNos podemos e€screver:

<(uns - ums)2> - <uis>+ <‘i5> - 2<uns ums> I11.52

Debye em 1313, langou um "paper' sobre o efeito de terpera-
tura no qua! supunha que as oscilacces dos diferentes pontos de re
de fossem independentes, e que todos possuiam a mesma energia média.

Se isto fosse assim, nos poderianos colocar:
- ; 2N n (W) = 2 111.53
<”ns ”ms>"' 0 <“ns> 3 <urr8> = )
onde er i s elongacao média quadratica de qualquer ponto da rede-

S

da sua posicao média em uma direcao paralela ao vetor 3.
Ma ecuacao 1I1.50 a soma dupla conteéem N2 termos, sendo N o-
numero total de pontos da rede. Em N destes termos n=m, e para ca

da destes o fator exponencial € igual a unidade. Para todos termos

\

envolvendo um par de diferentes pontos de rede, (%_.) (pim/ € o mes
mo, e por 111.51, IIT.52 e III53 € iqual a 2W, se

W= 8 nz u2

5 (sinze)/l2 ou

.o 111.54
2y = |k § . 4 .



A equacao IIl.50 pode entao ser escrita como

-2 ik(r - rm).§ 111.56

w ’ ¥
<J>= (IQO/R)z ( N + e J 1 e )
. n m

onde as linhas nos somatorios denotam que ©s termos n=m devem ser
excluidos.
A equacac III.55 gque da a intensidade espalhada pode ainda

ser escrita:

e-ZH) + 4 o 2H T 111.56

2
J=(!<1>0|/R) N (1] 0

ENER
- ) .
0 . RZ

0 segunde termo em IIl.56 representa o espectro da rede. Ele tem

‘ZH (J

pois o segundo termo em III.56 é igual a e

valores apreciaveis somente quando as condigoes de Laue sao satis-
feitas, e nos vimos que a simples suposicao que nds temos feito so
bre a vibracao da rede, o maximo de Interferéncia € apenas tao es

treito quanto para a rede estatica. Suas intensidades estao entre

H -
, gue e frequentemente co

tanto, todas reduzidas por um fator e
nhecide como fator de Debvye.

O primeiro termo na equacac II1.56 nao tem um miximo es -
treito . Ele contém dois fatores que dependem do anguio de espa -

24
e ), que

thamento, [®0|2, que decresce com @ crescente, e {1 -
é zero paora 6 = 0 e tem seu maximo valor para § = 180°, o produto
dos dois fatores corresponde a um muito largo maximo de espalhamen
to geral em angulos moderados.

Até agora assumimos as vibracoes dos atomos situados nos =
diferentes pontos da rede serem inteiramente interdependentes, Com
isso foi possivel encontrar uma equagao do tipo III.56 para a ini-
tensidade espalhada total de comprimento de onda nao modificado.

Acontece que num cristal real, as moléculas ou stomos associados -

com os pentos de rede sao ligados uns aos outros por forgas intera



tomicas. Os deslocarmentos de um atomo devem em principio, afetar
aqueles dos seus vizinhos. 0 valor médio de K g'(:n - :m) nao €
além disso o mesmo para todos os pares de atomos. Nos devemos aqo
ra éonsiderar quais efeitos a interdependencia dos ponios da rede-~
terao nos métodos usados para calcular esta média ¢ na intensidade
espalhada.

Para calcularmos <EK §.(3n - :n’)}2> em termos das coorde-
nadas ﬁormais consideremos o caso das vibracoes térmicas em uma re
de composta de atomos de uma so espécie. NOs podemos representar-
os deslccamentos dos pontos de rede como uma soma de seus desloca-
mentos devido a 3N ondas elaticas, todas inteiramente independen -
tes.

Se a temperatura rao € muito elevada podemos desprezar os
efeitos de expansaoc térmica, i. €, aproximacao harmonica poae ser

utilizada, entao podemos escrever para o vetor deslocamento u do

ponto de rede n.

-~

- o .) III.

u o= e . 7
n 3%] ql qjJ qJ qJ

(31

onde qu €& um vetor unitario em uma das tres direcoes independen -
tes de vibragao da rede, Wa j a frequencia angular e aqj uma fase -
gue pode mudar muitas vezes, num modo arbitrario, em quaiquer tem
po bastante longo para uma observacao ser feita; aqj € a arplitude
da onda de vibracao, a soma contém 3N termos, ¢ tomada sobre os N
-+ .
valores de g e os tres valores de j.
. 2 . P - .
A quantidade Pan* Cula media temporal e requerida, pode -

ser escrita por

2L = k3 - P - 111.58
= () (k g.eqj) 24 {Cosqujt - q.r - aqj) - cos(mqjt'q.rnraqj)})

q.,J



0 quadrado da série 111.58 contém quadrados dos termos cor

+ -
responde a cada par de valores de q € j e produto de termos tendo-
valores diferentes. Estes produtos anulam~se na média sobre o tem
po, desde aue suas fases sac inteiramente independentes, e nos fi
camos com o0$ quadrados dos termos tal como aqueles nas chaves. Des

tes, cada terro em cossenc ao quadrado da 1/2 na média, enquanto =

duas vezes o produtc de cads cosseno da o cossenc da soma, que anu

- . >, > - .
la na média, rais o c¢osseno da diferenga cos q(r - rn,). Assim o
valor médio de (1/2) \rodv ser escrito como:
o T11.59
2 1 c 2 32 /2 AP
— y = a——  S.e ) a .> {1 - eos g.{r_ - r_,
;o 2 E;'E.j ( 1J <"_QJ 070 7 Tar)

-

0 primeiro termo er L111.59 & igual a S“Z(Ciﬂze/l I < >

onde o sufixo $ denota gque a corponente de aqj.que e para]eia aop -
vetor 3, e 28 o angulo de espalhamento. 0 deslocarento quadrati-
co médio devido a uma onda é a metade da amplitude quadratica me-
dia; e desde que as ondas sao intziramente independentes, o deslo-

- . - ’A .
camento medio quadratlco(ps> fgual a soma dos desleccanantos qua

€
-
S

draticos rédios na diregao de das ondas individualis. Assim, o

primeiro termo de 111,59 é igual a
16r 2 (u2) (sin? 0)/27
ot a 21, o valor obtido pare o expoente do fater de tenmperatura pe
lo simples método anterior, € o mesmo para qualquer par de atomos-
(equacao IIL54). O ecfeito de acoplamento dos atomos esti contido
no segundo termo de 111,59, o qual representa a modificacao intro-
duzida pelo método mais preciso de tirar a médis. A existencia -
deste terno foi apontada por Fax;:.

Podemos encontrar uma relagao entre a amplitude quadratica

média ¢ a temperatura, Para tanto seja a encrgia cinetica wmedia-



da rede, Ec’ e dada por

[11.60
i 3
SRR S
c 2 n n
sendo m a massa de um ponto na rcde. Pela equagao II].57, temos:
e - ¥ s a w cos{w .t - 3.7 =~ a_.)
n st i aj Yaj qj 9 h 7 Gqj

e 0 valor quadratico desta velocidade e:

R A}
| q,J A |
desde que os produtos dos senos correspondentes a diferentes valo-
“res de w ., anulam-se na wmedia, por causa da independencia das fa-

ses das ondas, e a média de cads termo quadrado € (1/2), enquanto-

aj € um vetor unitario.

-3 )

Agora <$‘ , a encragia total média, ¢ duas vezes a energia-
cinetica média, ¢ assimpor 1I11.60 e III.61.
2 2
<E> = 1/2 N m . <g'. .62
(1/2) LI o qJ) 111

G,
sendo N o numero total de atomos.

Se <qu> ¢ a encrgia nédia associada com a onda q,j

<E> = ETZJ <qu> 111.63

e comparando J1J11.62 e 111.63 ndés obtemos para a amplitude guadra-

tica média devido ao modo g,]
< : > :
a .y =
qJ

Da teoria quantica do oscilador harmonico,

(e |
.__.._EZLL._ 111.64
mN tw
G4

(qu> = (g )+ 172 K ow I11.65

onde <nqj> ¢ o valor médio do numero quantico do oscilador harmo
nico em equilfbrio térmico, € isto, pelo teorera de Planck, € da-

do por



<n >= | | _ 111.66
qJ exp{tha,J)/KgT} -1

% sendo a constante de 3oltzmann, e T a temperatura absoluta.
As Ultimas tres egquagoes expressam agj como uma funcgac da
temperatura, e da frequéncia da onda corrcspondente.

A equacao 1II1.59 pode agora ser escrita:

1 2 _ + 11.67
-5 <pnn’> = +z‘ qu {1 cos q.(rn rn’)} !
q,)
onde a 2 !
n (e 3a 0 () o3
qj - N
m wqj IT1.68
h (k 3.8 )2 1 hw .
= - QJ coth( ——— .._...___H.J.-..)
2 mi w_ 2 KT
q)

Em termos da nossa notagao previa

M = 6, =
+Z. qj
g4
- 2
£ (K S.¢ .} 1 hw .
- ] q coth{ —— ——al. ) 111.69
i 2 i ) K, T :
Q,J w “aj 2 8

Da equacao II1.54, a média quadratica do deslocamento 'to -
tal de um atomo da sua posigao de equilibrio € dada por
2

T sin 8

pois
* > 2 1 +2 2
2y = <|k 5.0 >=--3- <uT>{k %)
Para temperaturas bastante altas (KBT>>hmqj)

|
(<“qj>*“i'“)"‘“’qj > KT 111.71

€ neste caso



B -+
2= azj mN w2 e S!eqj
' qJ
uma forma que é frequentemente bastante precisa.

I11.72

Notamos que o calculo preciso de W envolve um conhecinento
das frequencias da rede mq}’ e isto envolve um conhecimento das -

forcas interatomicas.

I11.3a~ Teoria de Debye

Da equagao [II.68 e I11.69 temos:

2W = ,] G_. =
q,;j ) 1
(k 3.8 )% ( n . + =2=)
_ ;o q9j 9] 2 111.73
ITN Q|.| wqj

Verificamos de 111.73 que a determinac3o de 2N envolve uma
soma sobre todas as freguéncias da rede, e nao requer o conhecimen
to explicito das frequéncias individuais. Por esta razao é possi-
ve} em certos c250s usar métodos aproximados que conduzem a valo -
res numéricos de 2} provavelmente n3o muito longe do verdadeiro.
Podemos entao aindas hoje fazer alguras estimativas usando o modelo
de Debye de um solido que assume este ser isotrdpico ¢ nao disper-
sivo, e os modos longitudinais e transversais serem degenerados.|s
to sionlfica que todas as diregoes sao equivalentes e Y] ( ou qu=

Ehuhj) depende somente da magnitude de J. A relagao conectando -

%(q) ¢ |§] é entao:

R ,
wj(q) = c_la| 111,74
onde a constante c_ € a velocidade média do sorm, 1. &,
3 | 2 )
_ = ( +
i 3 3
e UL UT

N6s podermos reescrever a equagaoc 111,73 como



2 -
£ coth{&(q) /2K, T) 3
2w e ] e §o(xte ?
2N £(q) 4J 111.75

+ -
q j=1
Pesde que pare uma rede de Bravais simples os vetores de -

polarizagao sao reais e formam uma triade de vetores unitarios re

tangulares, nos temos:

f ( k §.aqj)2 = kZ 52 I111.76

je=1
Dai
2 2.2 - .
117k . £
W = —-——-—ztr.qs-——- J (coth{ Zl(iq?)' })/E( ) II1.77
Hil - B
q

Agora, desde que os vetores de onda permitido formam um -
conjunto maravilhosamente denso, nds podemos trocar o somatorio so

-+ . - -
bre ¢ por uma integracgao, usando & relagao

o .o S I o £) df 111.78

6ndelg(£) ¢ a densidade de estados ( ou fu.ng'éo distribuicao de fre
quéncias) para qualquer um vetor de polarizagao.

Na aproximagao de Debye a fungao distribuigao de frequénci
as para qualguer umra polarizacao & dado por

3N 2
i I 2 para 0<E<K, 6,

H ~para £>K380

onde 6, € a temperaturz de Debye e N € o numero total de atomos. -

fazendo uso das equacoes [11.77, II1.78, I1I1.79, nés obtemos:

8
ﬁ2k2523ﬂ K:'S D : £ )
24 = 3 -—= coth (—————} £~ df
20N( K, 6 ) 3 26, T
9
I111.80
= b k252



onde .
' 2
o Eﬁe r 111,81
"B D
€ , KBGD : |
F = 3 £ coth{ —=— ) df I11.82
2( KBGD) D 2K 7
Agora, desde que
2
E coth(£/2%'T) = (1 + }

exp{E/KBT} -1

nos obtemos

%5 % %5 % - 111.83
| £ dg '
Foa 7 E dE + 2 )
2(K 0p) exp{E/K T} ~ 1
0 0
1 z 1 z B df
- ( + — 111.84
z b z eB -
]
= {o(z)/z + 1/4} 111.85

onde z = GD/T.

Finalmente nos obtemos:

2 )
2y = — 3R te (272 /8 kPSP 111,86
m K3GD
A fungao ©(z) foi avaliada numéricamente por Debye. Uma

tabela pode ser encontrada também rna referéncia 37.

A temperatura caracteristica BD para um dado cristal, de
termina grosseiramente falando, que temperatura pode ser conside-
_rada como "alta' em se tratando de Cristéis. Se T>eD, ou z< | 0
fendmeno quantico torna-se relativamente sem importancia, e nos -
podemos assumir como uma boa aproxi magao a equipartigao da ener -
gia entre os difcrentes modos de vibragao da rede.

€ conveniente agora, como discutiremos mais tarde, tro -
car a notagao de 80 para a temperatura caracteristica de Debye. -

neste caso por B be TIII4L, nos obtemos:

Ho



2. 2 2
3k A ol 2) |
2” = { -+ } =
mKHGH z L
5 9 I11.87
_ _l12h { .¢(z) N 1 } sin" @
miﬂ3 GM z N . AZ

desde que

k252 = 16n* (sinfennl).

0 valor de W obtido por Debye em 4914 foi da mesma forma
- que [11.87, ras a metade er magnitude. A necessidade para o fa
tor de dois extra foi apontado por Waller, e é devido ao método-
de contar os modos normais da rede vibrante. Desde entao 2W pas
sou a ser chamado de fator de Debye-Wallex.

0 termo 1/4 no parenteses veio da energia de ponto zero-
da vibraczo da rede, que € uma consequéncia necessaria da teoria
quantica do oscilador harmdnico. 0 termo também aparece na ex-
pressao de Debye, muito embora numa data anterlor ao desenvolvi-
“mento da recanica guantica. Sua necessidade tem sido inferida -
por Planck, da forma tomada pela expressao quantica pafa a ener-
gia média de um oscilador em altas temperaturas.

Desde cue Y € icual, pela equagso.Ill.54, a

8w2<u§> (sinze)/iz
onde <ﬁ§> € o deslocanento rmédio gquadratico de um ponto de rede-
paralelo a g, nés achamos corparando esta expressao com 111.87-
o sequinte valor para o deslocarento quadrético'wédio, paralelo-
a diracao §, em termos da‘temperatura e constantes fisicas para

o5 cristais cubicos moncatomicos.

<> —EL'T—-—— {o( x) + =} . I11.88
s 0 4 |

A média quadratica do deslocamento total de um atomo da

sua posicao de equilibrio € dada por



2

2 9 h™ T *
(U >= gy { e x) + }
hr mK3eH k 111.89
3 1 A2
Bﬁzsin i)

No caso de cristais clbicos, usando ss consideragoes de si
metria, o fator de polarizacao (kg.ij)Z pode ser trocado pelo seu
valor médio no lado de fora da soma em II1.69. Se gf{(w) € a fun-

gao distribuigao de frequéncia para o fonon a equagao I1I.69 torna

-5e
h)m
. = TR N X 0 cot 2K, T w

IT1,90
1]
onde w_ € a frequéncia maxira do espectro de vibragao.

Se glw) € comhecido, a equagac I111.90 pode ser usada para
calcular 2H e dai da equacao III.71 e III.87, <u$} e ¢, podem ser
determinadas. Hesse trabalho nds usamos o rodelo de 3 hatia modifi
cado para a avaliagao de g {(w).

A comparagao entre a teoria e os dados experimentais nas =

medidas das intensidades de raic-X &€ feita em termos de um parame-

tro Y dado por

. )2 ¥ o) 111,91

Y = (2 log1ﬂe) (A/sind ('U T
onde HO ¢ ”T sao os valores de W nas temperaturas T0 e T respecti-
vamente. Esta quantidade € independente de A e O e € somente -
dependente do espectro vibracional. ©s valores de Y sao diretamen

te acessiveis das intensidades medidas da reflexao de 3 ragg no ex
perimento de difragao de raio-X. Se RT e Ry sac as intensidades -
integradas medidas de uma certa linha de difracao nas temperaturas

TeT respectivamente, nos temos

0’

i 2
Y = (A/sind) 1064, 'ﬁ%’ 111.92



I11.4 - Critério de iLindemann para o ponto de fusao
e

Desde 1910, quando Lindemann sugeriu que a fusao ocorre
gquande a2 amplitude guadratica média das vibracoes térmicas -
atinge uma certa fragao critica, v, do quadrado da distancia ep
tre os vizinhos mais proximos, os estudos tedricos a respeito =~
do mecanismo e das leis da fusao tem recebido por parte de vari

319+40r 4] -
os pesquisadores ura especial atencgao.

Para o estudo do critério de Lindemann da fusso, a quab

tidade de interesse € a razao

0

<
il
<

o M

IT1.83

- . - + .
onde R, € o espagamento interatomico ¢ u e o deslocarento do

y
. - . 42
atomo da sua posicao de equilibrio. De acordo com Pines a ra -

_zao Ypode ainda ser escrita como:

-~
L]

2 2
Jp (g o)/ MM KRG ug, 111.94

»

ohde wq € a frequencia angular do rodo norral do vetor de on
b ol
b . - - - . - - -
da q e polarizacaoc p, M € a massa do atomo, H ¢ o numerc de ato
. - N - v 3
mos por unidade de volume, <Eqp)e a cnergia media do fonon q,p
- + .
e a soma ¢ sobre todos os vetores dec onda g e ramos de polariza
¢ao p. Na regiao de altas temperaturas tLtemgs,
E = T .
() = 5

bai no ponto de fusao T , a razao y _ taorna-se

Yo = (—5 ) 1 oy 111.95
MNR q.p P y

38
Lindemann no seu trabalho original derivou uma relagao entre a

temperatura de Debye, GD, ¢ a temperatura de fusao Tm de um so=



lido. Para tanto utilizou o modelo de Debye no calculo de

que aparece na equacao I]1.95.

. - - -
Na teoria de Debye nos teros que Uyp ™ cm[q| , dal que
KBT KBT 1
yo= ] 7z Tz 52
MY Rg @l MNRge® K
q
D
3 I%T VC
= 55 3 Lndq
MNR C (2m)
0 m
. 0
- %'T
“m
ou
- T ‘hq
2
y = 1.6 ( L) 111.96

e -
5 D
Com isso nos podemos escrever a scguinte relacao entre &

temperatura de Uebye, BD’ e a terperatura de fusao {assumindo -

Tm>eD): . 2

Y M Ky Ro 111.97

onde nos introduzimos Y © valor critico de y quando a fusao to
: i
ma tugar.

A equacgao 111.97 pode também ser escrita como

; 1/2
= [ —_—T
% (= V273 ) 111.98
onde A & a massa atomica, A = 6,02 x 1023M, VD € o volume atomico
M/H, e
2 .
Yo KB 3 0
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conm ”0 sendo ¢ numero de Avogedro.

A equagao 111.98 é essencialmente a expressao original da
formula de fusao de Lindemann e ¢ esperado ter validade geral se C,
ou Y fosse constante para os diferentes solidos.

Na tabela V1.3 do capitulo VI apresentamos os valores de Y
encontrados usando valores experimentais das quantidades na equagao
I11.98,

3y - -

Recentemente, Gupta e Sharma fizeram uma revisao na hipote-
se de Lindemann para varios metais cubicos levando em conta a pre-
senga do gas eletronico que teve uma drastica influencia nas pro -
priedades da dinamica de rede daqueles metais. O seu trabalho este
ve concentrado no calculo da fragao vy, para metais pertencentes a
di ferentes grupos da tabela periddica, no ponto de fusao, usando um
espectro mais realfstico que o de Debye para o calculo da expressao
II11.95. 0s resultados, para o0s metais em estudo ha prescnte tese,-
encontrado por ecles acham listados na tabelaVIl,3 do capitulo VI .

Um estudo critico dos valores encontrados para Y dos da -
dos experimentais e os resuitados de Gupta e Sharnglevcu"1hes a in
ferir que a hipotese de Lindemann do valor constante de Y, pare to-
dos os metais € em geral inacequada. Embora Yo tenha aproximadamen
te o mesmo valor para todos os elementos pertencentes a um grupo -
particular da tabela periddica, existe uma grande discrepancia nos
valores de Yo, de um grupo a outro. Entretanto, a discrepancia nos~

valores de Y esta de acordo com a natureza da ligacao quimica dos

elementos.



I11.5 - Temperaturz de Dobye

Como menclonamos nas secoes anteriores, a temperatura de

1

Debye é entao definida em termos da frequencia de 'cut-off" por

hvG
G, ' ————— ITI.T100

f KB

0 espectro aproximado de frequencia introduzido por Debye, a di -
zer, a distribuigcao parabolico, € usualmente demonstrado calculan-
do os 'valores efetivos de BD necessarios para ajustarem os dados -
experimentais com a equagzo 111.29, em cada temperatura. E claro,
que se o modelo de Debye & realmente correto, um valor constante -
de GD seria obtido, mas na pratica isto nao € assim. Frequentemen
te, quando a temperatura ¢ diminuida o valor efetivo de 90 comega~
a decrescer razoavelmente ao redor de 90/2, tem um minimo, e entao
sobe até atingir um valor constante abaixo de 90/50. Assim, em -
temperaturas bem abaixo de 90/50 e acima de 50/2, a teoria funcio~
na bem, ¢om um valor de GD diferente em cade '"range'. Até antes -
de 1934,-tais desvios foram julgades como provenientcs de erros ex
pgrimcntais, smostras impuras, e outras causas estranhas, mas des-
de o trabalho de Blackmann , ficou-se sabido que os desvios eram
genuinos do modclo.

Como ja dissemos a deficiencia fundamental no modelo de =
Debye ¢ o tratamento inadequado dos efeitos provenientes do arran-
jo atomico no c¢ristal ser discreto. A periodicidade da rede causa
o meio ser dispersivo. ¢Esta dispersao foi tomada corretamente no
" modelo de Born - von - Karmann paralelamente a0 trabalho de Debye
Entretanto, este modelo de rede resultou em complicagoes matemati-
cas, e Born-von Karmann nao deram um t3o bom ajuste com os experi-
mentos quanto os de Debye. Dal a aplicagao da dinaminca de redes

{que Born continuou a desenvolver em conexao com outros problemas-

no estado solido) para a questao do calor especifico ficou escond]l



da atd que a analise de Blackrann mostrou scu significado fundamen
tal e o dilema foi resolvido.

Nesta tese, o autor toma um modelo de dinamica de rede (dg
senvolvido nos capfitulos posteriores) para estudar a variagao de

6. com a temperatura a partir de resultados dos valores do calor -

D
especifico, conforme veremos nos capitulos VI e VII , como um tes-
te do modelo.

Da discussao acima, € obvio que a temperatura caracteristi
ca de Debye BD perde seu significado original como uma medida da
frequencia limite das vibracoes da rede e torna-se um parametro e-
fetivo descrevendo o comportamento térmico do solido. Muitos feno
menos nhos solidos envolvem vibragaes da rede, e suas tecorias tor -
nam~se bastante complicadas para ser de uso pratico, a menos que
elas descendem da aproximacao de g{w) com uma simples distribuigao
de Debye. Assim, o BD e comumente encontrado nos estudos do esta-
do so6lido. Em vista das aproximagoes feltas nas teorias, nao exis
tem razoes para esperar que os valores numericos de b, derivados -
de medidas calorimétricas (que denotaremos ainda por BD) ser exata
mente igual aqueles obtidos das vérias outras prepriedades. Embo
ra o calor especifico pode ser grosseiramente estimado delas se os
dados calorimétricos nao existem; inversamente, um conhecimento do
calor especifico € de uso em outros campes de estudo. Daremos no
capftule VI uma breve discussao de como encontrar os valores da
temperatura de Debye a partir de gquantidades estudadas neste traba
lho.

Podemos obter valores de GD a partir de outras proprieda=~
des alem das estudadas aqui, como por exemplo, a partir das cons -

tantes elasticas, do coeficiente de expansao térmica, da resistivi

dade eletrica, etc.



CAPITULD 1V

MODELO DE BHATIA

IV.1 - Introdugao

Ate este ponto procuramos apresentar os conceitos fundamen
tais a respeito das vibragces atomicas na rede e das propriedades-~
termicas com ela relacionadas. Vimos que para conhecermos o espec-
tro, i.e, g{w), era necessarlio encontrar os auto valores w, da ma-
triz dinamica D na equagao 1.27. Esta matriz dinamica contém todas
informagoes a respeito das interagoes entre os atomos que consti -
tuem a rede, e encontrar para ela uma forma adequada levando em
conta os varios efeitos € o papel desempenhado por todos aqueles -
especialistas em dinamica de redes cristalinas. Na eguagao I.h4, te
mos a energia potencial efetiva do metal, orde nao apresentamos ex
plicitamente cada fator, mas temos visto atraves de [.3 e 1.1 que
U!(ﬁz - ﬁﬂ’) € a encrgia potencial de interacao direta entre os =~

fons que inclul a repulsdc coulembiana entre os fons e interagao -

de “exchange' dos eletrons dos carogos e En(ﬁ) é o auto valor do
. . , - . — > ﬁ

hamiltoniano dos eietrons gue contem a interagsao Ub(ri - E) dos

eletrons com os ions e inclue a interacao de '"exchange' entre 0s

eletrons do carcgo e os de condugao. De acordo com iste a matriz -
-, - ~ .
dinamica D(g) da eguacao 1.27 pode ser entendida como sendo prove-

niente de tres fontes i.e
p(q) = 0°(q) + DX(Q) + oE (D) Iv. )

onde
DC(E) & devido a energia potenclial de repulsao coulombiana
entre os ions.
DR(a) & devido a energia potencial de "exchange' entre os
eletrons dos. fons.
DE(E) & devido a energia potencial de interagao dos ele -~
tro trons de condug¢ao com os fons, incluindo a interagao
eletron-eletron.
As duas primeiras contribuigoes vem do primeiro termo de

I.h e a dltima, DE(E), vem do segundo termo, En(ﬁ). Certamente es-
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ta Gltima contribuicao & que caracteriza um metal.

Existem duas diferentes aproximagoes para a avaliagaoc das
diferentes partes da matriz dindmica. Uma e a aproximagao rigorosa
que conduz as teorias fundamentais e @ outra € uma aproximacao -
mais simples que conduz as teorias fenomenologicas. A primeira es-
ta fora do escopo do presente trabalho e portante nao sera discuti
da aqui.

Nas teorias fenomenologicas a matriz dinamica € calculada~
a partir de certas quantidades experimentais e somente forgas de
curto alcance sao tomadas em conta. Nestes modelos costuma=~se divi

- . > .
dir @ matriz dinamica D{g)}, em duas partes, a dizer

p(3) = o " (d) + 07 | V.2

8 -
e a parte que representa a

onde 0171 & a parte interionica e pli-
‘interagac fon-eletron. Todas as duas saoc calculadas fenomenologica
mente.

A parte devido a interagdo Ton-ion da matriz dinamica for-
ma a sua maior parte. A parte devido a interacdo eletron-fon, pode
ser pensada como uma perturbacao ma parte fon-ion. A despelto de
sua pegquena magnitude este termo contribui de forma deominante nos
valores numéricos das frequéncias. Além do meis €& essa contribui -
¢ao que justifica & discrepancia apresentado pele maioria dos me-
talis da rclag5o de Cauchy, obtido quando se considera as intera ==
coes totals serem do tipo central.

Necte trabalho nos estamos envolvidos com um modelo fenome

L5 bty
no]égico desenvolvido por Bhatia em 195%. Passaremos agora a des
crever tal modelo procurando desenvoive-lo de uma forma geral de

sorte que podemos utiliza-lo para qualquer tipo de rede cristali -
na. o proximo capltulo mostraremos o motivo que nos levou a esco-
lha deste modelo.

Primeiramente invocaremos sobre a parte devido a interagao

fon-{on e apos a outra parte devido a interagac eletron-fon.

IV.2 - Interagac ion-ion

IV.2a~- Formalismo Geral

Vamos calcular a energia potencial de interagao entre dois



fons que estio deslocados do equilibrio em um cristal. Seja R o ve

tor que liga as posicoes de equilibrio dos 2 fons sob consideracgio
-+ -

e W(|R|) a energia potencial de interag3o entre os dois Tons no

equilibrieo, entao
W(E + 3]) = WwRr) + w(rR) R (3.R) +

—— W R R (E X B2 e 5w (r) RTE(3LR)?

+ termos SUPBI’IOI’ES (=1 5. IV'S

onde R ¢ a magnitude de ﬁ, § & o vetor deslocamento relativo arbi-
trariamente pequeno, g = 3£ - GE, e as primas em W{R}) denota dife-
renciagao com respeito a |§ + 3|. 0 termo linear em & na equagao -
IV.3 deve ser tomado em conta quando se considera a estabilidade -
estatica de uma rede mas pode ser negligenciado na determinagao do
espectro vibracional. 0 terceiro e o quarto termo na equagao [V.3
sac as contribuic¢oes "bond-bending' e “bogg-stretching”, assim cha
mados na teoria das vibragoes moleculares . 0 cdlculo detalhade -
da equacao IV.3 encontra-se no Apéndice A. £ Gtil notar que W’(R)
nao € nule no nosso caso desde que W(|ﬁ + 3]) nao € o potencial to
tal do qual se dctermina a distancia de equilibrio R de 2 ifons num
- metal.

Paodemos escrever os termos quadratices na energia poten ~-=
cial de interagac associada com o {b~csimo fon na O-csima cela uni

taria com todos os outregs tons no cristal como

' 1 bbbt -2 , bbh? bb*,2
v(ioL) = ——i-—f y Rge | {C (L,bb") (Ryp (ARG, )T+
b' ¢
» bb? bb',2
+ CB(E,bb ) {RUf X &RDK 1<), 1v.4
onde

¥ - s 3 bb,
C,(E,bb%) = W2 (Ry5 ) )

'Y us fubb’ bb?
CB(E,bb ) = W (R02 )/ RGJE

~ bb’ . ,
Nestas equagoes, ﬁez denota um vetor da origem, escolhida
- - L 2 - - . - . » - . r
como o bh~esimo Ton na O-esima cela unitaria, ao b’-esimo fon em -

equilibrio na £-esima cela unitaria. 0 A denota um operador de pe-



quenos deslocamentos, C,(i,bb'), utilizande a nomenclatura de -
Lehman et alhs, € a conscante de forga efetiva '"bond-stretching' -
para a interagao do b’~ésimo Ton da L-esima cela com o b-€simo Ton
na erigem. Similarmente, CB(E,bb’} representa uma constante de foL
¢a efetiva "bond=-bending',

Do mode usual, obtém=-se as equagoOes dinamicas para o movi-
mento dos atomos na cela central {capitulo I) e apés introduz=-se -
as condigdes ciclicas do contorno de Born-von Karman., 0 espzctro -

vibracional € obtido resolvendo o determinante da equagEO 1.27
Ip(3) - 1] = 0 1v.5

A matriz dindmica, D, pode convenientemente ser tomada como uma su

permatriz n_ x ny cujos elementos sao matrizes 3 x 3, Da equagao -

b
Iv.4, T1.22 e 1.26, nds obtemos o elemento bb' da supermatriz, D, -
como 1V.6
L Ny
> - 2 bo _ abb? >
[P@]),,, = (m, mys) [6bb’o£1 A7 (0) - A% ()]
onde iy € a massa do atomo do tipo b e 6bb' ¢ o usual delta de

bb? > . .
Kronecker. A (q) denota uma matriz 3 x 3 correspondente a intera
¢ao dos fons b e b?, _
. , , -+
Consideremos os blocos na dlagonal da supermatriz D(q), ou
. had - - [ 4
seja os elementos correspondentes as interagoes de ifons do mesmo -

tipo na cela 0 e na cela £, MHeste caso o segundo termo do ltado di-

reito da equacgac IV.6 fica Abb(a), e o primeiro termo se tornez -
"b
¢=1

i.é, devemos tomwar tamb&m & interacao do b-ésimo atomo na origem =
com seus vizinhos na mesma cela. 0 simbolo be, no primeiro termo-
da equacao IV.6 serve para nao contarmos novamente a interacao b-g
da mesma cela quando fossemos tomar a interagao do fon b (na cela-
0) com um Ton b’ (na cela £) diferente de Ton b, i.&8, o primeiro ~
termo em [V,6 sO aparece nos blocos sobre a diagonal, Concluindo ~
podemos dizer que |D(a)lbb contém interagoes de atomos semelhantes
em celas diferentes ¢ de atomos diferentes na mesma cela. O0s ele -

mentos de matriz fora dos blocos da diagonal, |D(a)[bb, . contem
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interacoes de atomos diferentes em celas diferentes,

Observemos que no primeiro termo do lado direito da equa -
¢ao IV.6 aparece AbG(G), i.e, a parte da matriz dinamica correspon
dente a este fator independe do vetor de propagagao 3 da onda de
vibracao da rede., Isto & assim porque nos tomamos na equagaoc .23
ondas com mesma fase e frequencia, poréem de amplitudes difercntes-
como solugaoc da equagao I.21, e isto implica que os atomas dentro-
de uma cela estao vibrando em fase ¢ com a mesma frequéncia para -
qualquer onda que se propaga pelo c¢ristal, logo este fator & a par
te da matriz dindmica que representa a interagado direta entre os
atomos de uma mesma cela e deve ser a mesma para qualquer onda.

A matriz din3mica Abb,(a) ¢ dada por

. 2> 2bb
I I ST .7

Do fato da energia potencial de interagio W{|R + 3[) de -
dois Tons no cristal ser central, i.&, depender somente da magnitu

T + - - -
de B + § da distancia que separa os 2 fons, podemos escrever, ver

Apéndice B, para a constante de forga total desta interacgao o se
quinte:
abb’ 1 dw Re Ry Re Ry 4%y
T oy URgy 1 == = ey 7t 7 2
R dR R R dR
1v,8
onde as expressbes sao avaliadas para a separac3o K de equilfibrio,
s w bb? ~ ‘ . abb?
i.c, R = KUK . RX e Ry sao as compoenentes cartesianas de §0£ . Fa

zendo uso desta expressao, temos:

bb* 1 du 1 du
oy IRge B = = —gr 6,y o3 Ry Ry =g *
2
R, R, d%W iy
+ 3 5 = 63( +
R dR R dR 4
Re Ry, d%u 1 dw
* 7 (== - ) -
R dR R dR

R R
- » x am ’
= Co(£,bb") Sy * -__Eil_ (Cl(t,bb ) CB(£,bb ) )



Portanto,
Khb’ Rx R ¢ . P ,
- o R D) = = kg (B,007) + Cp(£,0b7) 5

R
Iv.9

onde
kl(i,bb') = cl(ﬁ,bb’) - CB(£,bb')

Neste caso a equag¢zo IV.7 fica, com ajuda da cguagao IV.9,

> =bb?
bb* Ry R 16 Ry
A7 (q) = % {(—stk  (£,bb)+6 o (£,bb)}.e
R xy B
]
b ) 2( iq.REE )
- - Ty y 3" (e
% ]ﬁo£ | "%k, (£,bb") ERETS +
1580,
+ CB(ﬁ,bb’)ny e
AP e T O[-IREE T TR (e b ) ‘ "
‘0 148 N
¢ £ °g, aqy
TRV
+ Cyle,bbls, Je L Iv.10
onde fizemos uso do fato que
2 i REP ig.REP Vo1
...__..._.3_.__.__._ [e £ ] - RXR e £ *
39, 69, y
como temos na frente de Abb,(a)'o sinal de menos, equacao IV.6,
entao
[ bb? E [ !ﬁbb' -2 32
- A (q) - - | “ky(g,bb?) —rrr—  +
jxv Z z ! 99, da,
bb?
ig.R
Tog Iv.12

+ ce(z,bb’)axy].e



0s subscritos x e y em E na equagao JV,12 referem-se as suas compo
nentes carteslanas.

Na equagdo acima existem fatores que sao comuns aos fons -
de uma camada de fons vizinhos (entende-se por primeira camada os
primeiros vizinhos, segunda camada os sequndos vizinhos, e asslm
por diante), a saber, k,(£,bb"), ]KE%’I e £ ,{£,bb"). Tomando estes

fatores em evidéencia ficamos com o seguinte:

2

. abkb! o _ =2 , 3
[ A (Q)ny g [ps k1(5,bb )W +

bBb?

i1q.R
+ C.{s,bb?)s ] e 0£
b *Y7 2 %s) V.13
onde
bb'
P = |ﬁ£(s)l

e a distancia entre um fon b e um fon b’ na s-ésima camada de
nhos ao rcdor do fon b, 0 simbolo £(s) significa que a soma & res
trite a s-¢sima camada.

Definindo geradores de fons para camadas de vizlinhos como
1310
G{s,bb’) = % e ) 1v.14
£(s)

a equa¢ao IV.13 pode ser reescrita como

2
bb? -2 3
[' A (Q)]XY = Z ["k.l(s ,bb )ps '—aqx aa-;—- +

+ Cy(s,bb?) axyj.G(s,bb’) IV.15

0 formallsmo desenvolvido até este ponto para o calculo da
contribul¢ao fon-fon a matriz dinamica € geral, no sentido que po-
de ser usado para qualquer estrutura com um numerc arbitrario de -
atomos por cela unitaria, e consliderar interagdes com tantas cama-

das de vizinhos quanto julgarmos necessario,



Na pratica as interacoes sao assumidas existirem entre uma
partfcula e um grupc limitado de vizinhos, Isto limita o ndmero to
tal das constantes de forga. A determinagao das constantes de for-
¢a apropriada requerem um conhecimento dos valores observados dos
dados fisicos. Os pesguisadores que adotam estes modelos usualmen-
te utilizam os dados das constantes elasticas para a avallagao das
constantes de forga. Devido ao pequeno nimero de constantes elastl
¢as nao € possfvel um progresso sem antes algumas simpliflicagoes ;
assim os modelos tem a necessidade de serem de forgas lnteratomi -
cas de curte alcance. A analise dos resultados obtlidos com o espa-
thamento de neutrons mostra que as curvas de dispersao dos metals
nao podem ser descritas em termos de um pequeno numero de constan-
tes de forga de Interacao. Modelos de forga de muito curto alcance
$a0 bastantes grosseiros e ndo representam as forgas reais nos so-
lidos. A escolha de um campo de forga para um modelo esta aberta a
critica e ao questionamento, Nesse trabalho nds tomaremos as inte-
ragoes ate a terceira camada de vizinhos, pois como mostraremos -
mals tarde, os eletrons blindam as interagoes interionlicas de modo

a fazé-las de nao muito longo alcance.

IV.2b- Aplicacdo a cristais com estrutura f.c.c.

Z
A

oS




0s vetores de translagao do espago direto ou fundamentals-
para a rede f.c.c., expresso em um sistema de coordenadas cartesia

nas x,y,z, trlortonormal de base eT, e;, e; sao dados por:

+ _ __!__ * o, +)
as 5 ale, €3 IV.16
?oa ....]__ al > + +}
33 el ez

Qualquer atomo arbitrario na cela f.c.c. pode ser determ) -

nado pelo vetor posigao % escrito na forma:

- - -+
L= £yay * L5, + Ly 1v.17
onde L., £,, 23 saoc Inteiros e a € o parametro da rede {lado do cu
bo convencional).
Podemos alinda escrever o vetor posigao f em termos da base e?, e;,
e; como

E= g [y + £0eT + (g + £)e; + (g + gy)e}]

I

ou

el vy

e, + z e
1 2 t 3

Iv.
T = |Z] (n,e7 + u,es + v,e2) '8
271 272 £73
onde x e z, sao as coordenadas carteslianas e ) v, sao -
TR ) 2 Ve Vg
os cosenas diretores dos vetores posi¢ao dos atomos na rede.
As distancias dos primelros, segundos e terceiros lons vi-

zinhos mais proximos do fon central "0'" sao respectlvamente lguais

2 p a5 @ ,{:{; .

V2 2

Na flgura aclma apresentamos as posigoes dos vizinhos

mals proxlmos do fon 0 localizado na origem. Representamos também
\ > + -+ - .
0os vetores primitivos ag, a, € a3, atraeves dos quais todos os ato-

mos do cristal podem ser Jocalizados.



Encontram-se na tabela abaixo as coordenadas cartesianas e

os cosenos diretores dos atomos ate a tercelra camada de vizlinhos.

TABELA (1¥-1): VIZINKOS MAIS PROXIMOS DO Ton “p*

Svas coordenadzs cartcsienzs e cosencs

diretores
Viziuno x, Yo z, ).n ¥, A
1 al? [} ef2 1//2 0 VR4
2 ~a/f2 0 Er Y V) ] =1/42
3 ~ali [ a/2 -1/v2 0 /92
4 af2 0 -af2 167 o sl
5 af2 atl ] 14747 1/¢7 ]
6 ~afl -al2 o -1/47 -1V .6
7 al2 -af2 0 1477 -1/ 0
.8 ~al? alz ] “1/vZ Wi o0
g ] al2 a/z 0 1/¢7 1477
10 0 ~af2  -al2 0 B U N PN
3! o ~a/l2 2/2 0 -1/YE {3
§2 ¢ al? -af2 90 /72 -1/
T3 a 0 0 1 0 0
14 -a 9 o -1 o ]
15 0 a 0 0 1 0
16 & -a ] 0 -1 ]
17 0 ] 2 ¢ 0 1
8 ] ¢ -a 0 0 -1
14 @ al2 al? 2//6 1/VE 17¥6
z0 a -af? -a/2 27V -1/ -1
21 & -a/2 alz 276 T ¥4
22 8 al2 -af2 2//0 /8 -1/VE
23 -a alf2 af2 -2//% 1//6 W/ Ye
24 vs ~af2 -afz -2V -1//% 1777
25 - -a/2 af2 =240 ~1/4G YEd
26 -8 al? -af2 -2/v0 176 SV
27 al? & +al2 /7€ 2776 e
' 28 ~u/2 a T I VI 2/ V¢ -1/
29 -a/? a al2 27243 2070 /6
10 af2 a ~a/2 1478 2/VE -1/4%
31 a/? -a a/2 1478 - =2/46 1776
32 . -af2 -a ~af2 -1/v6 -2/4% -0
33 -af2 -a a/2 -1/E ~2/7% 1776
3h e/2 -a ~a/l2 1/7v5 -2/v% /6
15 a/2 af2 ) 1776 i2/0 2/4%
36 -0/ ~all a 1246 -1/ 2/v6
37 ~al2 a/? a -1/ 1746 2/4%
38 al2 ~a/? 8 /e -1/ 2/VE
39 a/2 al2 ~a i/ 174 -2/v%
Lo —a/f2 ~a/? ra UV =1/9Y6 -2//C
A1 ~a/ll Y -a -1 1/¥6 s -

i2 r/2 ~a/2 ~a 1476 -1/t -2/




Sejam as coordenadas da f£-ésima ponto da rede na s-ésima -

, h,—2
LI 2

, onde hl’ h2' h3 s30 tres inteiros nao negativos com -

camada que tem n{s) pontos de rede denotadas por h

h

3 /2
d

h1 h2 i h3. 0s valores de hl’ h2’ h3 e n{s) para vizinhos at¢ a
décima segunda camada estao na tabela abaixo®*’.

TABELA Iv.2

s by h, h3 n{s)
1 1 1 0 12
2 2 0 0 6
3 2 1 1 24
4 2 2 0 12
5 3 1 0 2 b
6 2 2 2 8
7 3 2 i 48
8 4 0 0 6
3 3 3 0 12
10 4 i 1 24
11 4 2 0 24
12 3 3 2 24

Com o auxilio das.tabelas IV.1 e [V.2 podemos construir os
geradores para as camadas s, de vizinhos do atomo central.
Por definigao, equagac [V.1h, temos
' -
ig.R

02

G{s,bb’) = } IV, 19

£(s)

0s geradores para as tres primeiras camadas de vizinhos -

mais proximos para a rede f.c.c. com constante de rede 8 530

(1) = Q(CXCY + CyCz + CZCX)
G(2) = 2(C2 + sz + sz)
I1V,20
G(3) = 8(c2xcycz + cxczycz + cxcyczz)
onde Cnp cos(—%—nqpa}, 2 : T,Z ou z



Y.P. Varshni e R.C. Shukl1a*? encontraram uma expressao ge-
ral para o gerador de uma camada s qualquer de um cristal cdbico ~
(b.c.c. ou f.c.c.) de constante de rede 2a e de atomos idénticos -

com massa M, tendo um atomo por cela unitaria ser:

G(s) = 8(n(5)/h8){c05(ah1qx)]cos(ahzqy)cos(ah3qz) +
+ cos(athy)cos(ahzqz)]

+ cos(ahlqy)|cos(ah2qz)cos(ah3qx) +
Iv.21
+ cos(athz)cos(ahqu)]

+ cos(ah1qz)|cos(ah2qx)cos(ah3qy) +
Y)|}

Esta expressao assegura para o caso mais geral de (h1, hz,

+ cos(ah3qx)cos(ah2q

i isto tambem assegura para outros pontos de rede como (h], h,,

h,)s
3
h3)l (hll h 0)(h1) hIl h])l (h1’ h1, 0)' (hll 0’ 0)'

2 ?
Ate a deécima segunda camada de uma rede f.c.c., podemos -

usar a tabela IV.2 para encontrar os geradores.

IV -2¢ Matriz Dinamica

Fazende uso das equacoes IV.h4 a IV.§ podemos agora derivar
os elementos da matriz dinamica, de um cristal f.c.c., monroatomico,
com um atomo por cela unitaria e de constante de rede igual a a.

0s tipicos elementos da diagonal, derivados do Apendice C,

da matriz dinamica D sao dados por

b.. = A4C (1) |3 - cicj - €0y - Clyl
+ 20,(2) |3 - ¢y, - C25 - Copl |
+8C5(3) |3 - €230k = €p0kC; - CZKCicjl

+ 2k, (1) j2 ci(cj + 0

1v.22
+ 2K (2) [1 - Cy

4 ]

—- K, (3) 6 - heycpc

3 c.(c,.c, + €, C.)|

k ~ Citt2iUK 2K"j

+

Similarmente, os elementos fora da diagonal de D sao dados

por



- g5 -

=
o

,)[sisjczk + 20, (5,5, +
+ SZJSi)] Iv.23

Nestas equagoes i, j, k padronizam x,y e z. Os S?s padroni-

zam fungGes seno cujos argumenlos $aoc OS MeESMOS que aparecem na
equocgao I1v-20.

Mota-se gue nos elementos da matriz dinamica gue estao foras
da diagonal nac aparcce a constante de forga '"bond-bendin' explici-

tamente por causa do simbolo dx na equagao IV-15. Observa-se ainda

Y
que nao aparece o termo K1(2) pois temos

»° ¢(2) = 0. IV.24

qu aqj

Como ¢ elemento de matriz ny traduz a interagao devido a -
um movimento polarizado na dire¢azo X com outro polarizado na dire
¢ac y, e no caso da interacao do atomo central e o segundo vizinho-
tais movimentos szo independentes (desacoplados) entao a parte da
matriz dinanica refletindo isso deve anular-se.

Utitizarndo-se de simples re!ag5es trigonometricas podemos -
escrever esta matriz dinamice na forma encontrads por Shukia e -

Salzherg "® através de outro procedimento menos geral.

D.. = 2(2 o, + 8 )[2 - ci(cj £ €) + bo (1 - cjckﬂ
f e, 4 B ) (1 - e2) e by (2 - (eR e cf )
2
y[1 0+ cjck(l - 2000 ) 4
b bag) [T+ (Cp/2) (e + £ ) (1 - 20,600 ]

1v.25

. 24
Dij ZB] Sisj + ; sisjsg[hck(ci + Cj) (1 ZCk)J

IV. 3- INTERACAQ ELETRON-TONM

Resta @cora encontrar a segunda parte da matriz dinamica to
tal isto e, aquela que representa as interagoes dos eletrons com ©0S

3 - - - .
tons. Enquanto a interagaco fon - Ton e bastante simples e pode ser



representada por um potencial de dois corpos, a interagao eletron -
fon € bastante ccomplicada e, eventualmente, € um problema de muitos
corpos. Isto, coloca o desenvoivimento das teorias fundamentais a
~esse respeito em grande dificuldade e as teorias fenomenologicas en
tram em existéncia. 0s modelos mais warcantes, nessa linha, szo -
49 *® que nds de

aqueles de De Launay“?®, Sharma-Joshi®?, e o de Bhatia®
senvolvercmos em detalhe nesta secgao.

0 nodelo dec De Launay aparece como o primeiro modelo fenonc
nologico para os cristais cubicos. Neste modelo, os {ons da rede co
locados num gas de eletrons livres gue e suposto comportar-se como-
um gas ordinario respondendo em fase a parte longitudinal das ondas
de rede e deixando a parte transversal inafetada. Sharma e Joshi -
atribuiram uma compressibilidade isotérmica ao gas de eletrons e to
maram a média da sua resposta ao movimento ionico dividinde a rede-
toda em csferas de Yigner-Seitz. Deste modo eles também puderam mo
dificar as ondas de redes longitudinais.

Passaremos agora a tratar na integra o mnodelo de Bhatia pa
ra interagzo eletron-ion.

A fim de calecular o rnodelo de Sommerfield, que na auséncia-
de movimento térmico a carga idnica é uniformenente distribulda so
bre o metal todo. O potencial eletrostatico ¥ do sistena € entao -
uma constante (=¢0, dizemos). A variag¢ao em Y devido a um dado des
locamento dos fons é calculado pelo método de Thomas - Fermi. A for
¢a no fon €& entao - V.

Quando uma onda elastica passa atraves dc um metal a denst-
dade de carga ionfca ¢ dai a densidade de carga eletronica variarao
de ponte & ponto. lsto resultaria numa variagao de ¥ gque dependeria
agora das coordenadas espacials e do tempo. Seja Y= ¥, + ¥y, (r). Pa
ra pequenas amplitudes da onda eléstica, nos podemos tornar -
$1 (r) << Uy - Entac se tem também o resultado que as variagoes em U
530 pequenas sobre regiGes de dimensoes lineares da ordem do compri
mento de onda de Broglie dos eletrons de Fermi. Esta condigao € ne
cessaria para a validade do método de Thomas-Fermi.

Sejam n(¥) e w(?) o numero de eletrons por unidade de volu=
me e o potencial, respectivamente, no ponto especificade pelo vetor
posicao Y. Denotemos por E, a energia do mais alto nfvel ocupado -

por um eletron de condugao. MNos devemos tomar Em como invariante -



quando o metal & perturbado pela passagem de uma onda elastica, -

desde que ela nao varia o volume todo do metal. Escolhendo o zero
_} -

para P{r} tal gque £, =0, temos de acordo com ¢ metodo de Thomas-

~Fermi

n(7) =~ (2me)¥/? [p(r) )32

3n IV.26

. onde -e e m saoc respectivamente a carga e a massa eletronica. A
densidade media ng dos eletrons em cada ponto do metal € obtida -

per

8 3/2 3/2
n (r) = 3 (2me) (v, 1v.27

Entao recordando que wl << wo’ nos temos

n(F) = n(D) - n = 325 {20e}3 ({0 )32 - (4]

onde

, b7 ome 3 ,1/3 /3
N = 2 ( ) no
h v

+ . . -
Denotemos por u{r) a magnitude e diregao do deslocamento -
[ -+ . - , P . . -~ >
do ion em r da sua posigao de equilibrio; a variacao AN(r) na den~-

sidade do nimero de {ons (ninero médio = No = no) e dada por

BN = N = N = = H_(v.u(r)) | | V.29

Podemos interpretar fisicamente esta expressao pelo uso do
teorema da divergencia num volume de dimensdes menores gue a do
deslocamento, tragando uma superficie S fechada ao redor do ponto
¥ concatenada ao volume. Cada particula que sofre um deslocamento
u(¥) atravessard a superficie e dal havera um fluxo de particulas

cruzando S, e isto ira diminuir ou aumentar a densidade média No



- EE -

dos fons em F. Podemos dizer ainda mals que a variagao AN de part{
+ - -
culas em r ¢ fonte para o vetor deslocamento u(r).
Aplicando a equacio de Polsson ao potencial ¢(r), temos -

usando as equacoes V.28 e IV.29
v2 w(F) = v [y, 4 9, (D] = chmp(F) = bme [0, (F) -
- AN(F)] IV.30

Desde que wl(?) = 0 quando AN(T) = 0 somente a Integral =

particular da equagao JV.30 € de Interesse. Dal, formalmente

~hre AN(F)
pilr) = — :
v - hwen

Iv.3i

A equagio IV.31 é valida qualquer que seja o deslocamento n{r) do
fon,
A forga no fon em T {carga + e) devido a y(= v, * wl) € da

da por
F(F) = -evy = - evy,(F) : V.32

- >
Até este ponto temos considerado u(r) como sendo um deslo-
camento que varia no tempo e na posig¢ac de manelra arbitraria.

Seja agora p{r) da forma

T .« T A ei(a.? - wt) IV.33

onde A € a amplitude, e o vetor unitarlio na direcao do deslocamen-

27

to, 4 o vetor de onda (|q] = ), e w a frequéncia angular.

Sendo o deslocamento n{r) responsavel pelo potencial wl(?),

concluimos que ele tem a seguinte forma:

(0) (1(3.% - wt)

0y (F) = gy Iv. 34

Utilizando este resultado na equagao IV.31 temos



(o) _H{3.F - wt) _

e e o N
72 ¢$o) eilar mwt) b!

-
Foot)

-+ I[+
= Lye N0 V.o Aeld

2 - -+ . + l(a.? - wt)
- q wl(r) - bmen? ¢1(r) = ihrne No(q.e) Ae

]('-)' -> _ )
; peltd.r - ot V.35
q“ + bwen’

Da equagao IV.32 temos

+i by ezNo(g.a)

q2 + by ey’

ei(;‘; - wt)

F(F) =

VA

iobq ezN (2.3)
o .
= 7 ig Ae
q° + 4y en’

!(a.? - wt)

by ezNO(g.a)

qz + b en’

Ael(a.? - ut)

IvV.36
F(T) € a forga que deu origem ao deslocamento w(r) e surglu de um-
potencial que expressava a interagcao dos flons com eletrons de con-
dugao. Esta forga deve ter a mesma dependénclia temporal e espaclal
que n{¥), e esta na dlregdo de propagagao g da onda de deslocamen~-
tos. 0 sinal de menos significa que a forga € na diregZo contraria
ao movimento dos fons,

0 efeito da interacdo de exchange entre os eletrons ¢ fa~
¢climente incluido nos calculos acima pela modificagac de Dirac -
_no método de Thomas=-Ferml, desde que temos somente que trocar a-
equagao IV.26 pela equagao

}

2
n(F) = (20 (2me) 37 ((y + D)4 1) Iv.37
3h
3
com T_ = (wgm%—m)lfz. A densldade média do numero de eletrons g
h

¢ agora obtida colocando ¢ = ¥, na equagao IV.37. Escrevendo nova-



mente Y= wo + ¢1 e lembrando gue w} << wo, pode ser visto que, in-
cluir efeitos de exchange se tem de trocar em equagao IV.26 e to -

das equagoes subsequentes a constante 1’ por 1, onde

SORLESIC T R A IS TE ST
3 w

= (n7)"! - 0.33e 5 "2/3

o IV, 38

Vamos escrever agora a equagao [V.3b, por conveniéncia, de

outra forma

-»> -5 )
Fome TP () = ey [Apeat(d) 4.
. q  + hwen
by el N R .
-+ °© wviv.i) = -k . ¥ o 1V.39

02 + byen

onde chamamos de K a matriz das constantes de forga cujo calculo -

se encontra no Apéndlice D. Logo
L mn -
Fe-x™"7%, | Iv.40

A matriz dinamica devido 3 Interacao fon-cletron é dada -~
por

2
l-e by e N, g;49,

I
pij = 3 ; 4 i = 1,2,3 Iv.47
q + " oen j - 1,2'3

0 efeito do gas eletronico na matriz dinamica Di ficou -

e
i

restrito ao parametro k4t ep.

De.acordo com a equagao [V.28, temos



2 2 2 2
167° me 3 ,1/3 .1/3 Y 4™ me 2
Lmen = ( ) n - (37° n )1/3 =
h2 T o) T h2 o
2 1/3
b (37 no) L) KF
= 5 = [v.,42
n h bl A
— o
i 2
T me

onde flzemos uso das expressoes para o vetor de onda na superffcie

~de Fermi e do ralo de Bohr

o (2.2 o 4 1/3
Ke (37% 0 )
1V.43
2 2
h _ h
A = o anes e = = 0.529 R
T me me
Na teoria de Thomas~Fermi dos metais, temos
2. b fF |
c A IV.44
o}

onde K_ &€ chsmado parametro de screening.

Entac a matriz dinamica D;;e, equagao IV-4i, fica

nt e e n VN
pi-e o 49y N o 919
ij ) 2 2 r
i+ .- IV.45
hmen K 2
¢

Desse modo vimos que a interagao eletron-Ton no modelo de
Bhatla € governada pelo parametro de ''screening' de Thomas-Fermi.-
Bhatia calculou o valor do parametro de screening usado na equagao

IV.4% através das constantes elasticas.

IV.4 - Relagbec entre constantes elasticas e constantes de forga

Na presente tese o autor toma o modelo de Bhatia extendido
para inclulr Interagtes fon-fon até o terceiro vizinho, e utiliza-
uma modificagao no calculo do parametro de screening de Thomas -
-Ferml e nas interagoes eletrdnicas conforme sera descrito no pro-

ximo capitulo.



Para resolvermos a equagao determinantal, equagao 1.27,

» * - -+
precisamos conhecer a matriz dinamica D{(q) apropriada ao modelo e

a estrutura que estamos considerando. As equagoes [V.2, IV.25,
IV.45 nos da a matriz dinamica que deve ser utillzada na equagao -
[.27, mas para conhecermos o seu valor numérico, para cada vetor-
de onda 4, precisamos conhecer as constantes de forga envolvidas.
Este € o objetivo desta secgao.
As constantes de forga que aparecem na matriz din3mica de-
vem ser determinadas por:
a-) atraves das constantes elasticas Cll’ 512, ckh’ mediante rela-
¢oes obtidas no limite com § + 0; tres equagdes sdo obtidas -
nesta etapa. Estas tres equagoes de vinculo asseguram as cur-

vas de dispersao uma inclinagdo correta na reglao de pequenos-
-

qg.

b-} através de freguéncias experimentals correspondentes a vetores
de onda § proximos a zona de Brillouin selecionados afim de fi
Xar o ajuste no extremec superior das frequéncias. Desde que -
existem varics ramos dlstintos das curvas de dispersao ao lon-
go das vérias diregoes de simetria, estas frequincias szo sele
clonadas numa variedade de modos. As auto frequancias da ma. -
trlz dinadmica sado requerldas para casar com estas frequéncias-
selecionadas. lsto d& mais equagoes adicionais, de tal forma -
que as constantes de forga s&o unicamente determinadas para um
conjunto particular de frequéncias experimentais. Hés discuti-
remcs mais tarde qguais os conjuntos mais aproprlados para cada
caso, Devemos tomar diregao de simetria de sorte que as ondas-
sao unfcamente transversais ou longitudinals e nac misturadas-
para facilitar os calculos.

A matrlz dinamica no limite para q + 0 & ent3o

’ Vim D(3) = im0 "H(&) + 1im 0! 7 1V.46
-+ -+ -
q-0 q+0 g0
A dependencia em 3 na matriz dinamica Dl"I esta, veja -

equagao 1V.25, nas fungoes C,es;,a saber

C; = COs(qI a/2) S, = sin(q! a/2)
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+ - - -
No 1lmite com g + 0, temos atraves de expansoes em serle -

de Taylor e desprezando os termos de ordem superlor a dols:

! ar2)?
im C, = -
%+D i 2
1V.47
im$, = -
%ﬂ { = 9y 77
°ml::”(“‘”)r=;°‘2 {(ha. + hoo + 2ba, + B, + 68,) q°
%Lo ARSI T %2 o3 i 3) 9"+
+ {8y + 68, + 4B,) o7}
V.48

2
a

[ s
%Lrg Dij(q) = -5 {2(81 + 683) qiqj}

A matriz dinamica representando a interagao fon-eletron =
Die(a) no limite ¢ + 0 € um pouco complicada, A equagdo IV.45, mos
tra que o denominador contém um termo 1 + qziki que € igual a uni-

dade quando a + 0, Assim

je =+
_c!{_ig\ D' " (q) ey 95 ", M

Hmle I1V.43

Na equagdo acima, p € a densidade do cristal e w, g » -

parte de Interagdo eletron-fon da frequéncia angular do fonon,

(h ——e =

| Na equagdo V.50, K, & o modulo de Bulk do gas de eletrons.
A Introdugao de K_ fol extremamente necessarla para Bhatla determl
har os seus parametros B, 6 e x desconhecldos., Apontamos que a in-
trodu;%g K, nos modelos fenomenologlicos fol Inltclada por de -

Launay e & aplicdvel até hoje, Eventualmente, K, no limite g + 0



é sempre encontrado ser uma fungao da massa, carga ou dens!dade do
cristal e no modelo de Bhatla & dada pelo produto de e, ng e n-1.
Utl1lzando a definigao de Ke» @ equagao IV.45, sem perda -

de generalidade, pode ser reescrita por

e "o 9 q_]

1 + qz/Ki

Iv.51

ie,+
D!j(q) =

onde o modulo de Bulk do gds de eletrons tivres Ke' pode ser deter
minade em termos das constantes elasticas, € uma vez conhecldo seu

e > -+ -
valor podemos calcular Dij(q) para qualquer q especlfico., Ent3c

5 5
b a 2
%ig Dil(q) S {(ha] + haz + Zha3 + By o+ 663) q° +
2
+ B, o+ k8, + 683 + aKe) q'} IV 52
im0,.(3) a’ {(2B, + 12B, + aK_) }
VTR B I AU I
Da teoria da elasticidade, temos
ltim D(q) - pw21| = 0
IV.53
com
+ 2 2
;%.1'3 Dyyfa) = (Cyy = Cyy) a) + Cyy a
+ IV.54
%i’g Dyplad = (Cqy + €y ay
a densidade p para um metal f,c,c, € calculada por
b M
3 IV.55

a



sa0 assim obtidas as relagoes

2(81 + 683) 4 aKe = a(Ciz + c‘*h)

Iv.56

By + th + 683 + aK, = a(EH - Chh)

Yoy + o + 6og) + By + 6B, = a Oy,

As constantes elisticas sao isoladas por manlpulag3o algé-

brica das equagoes IV.56, obtendo

aC = bo, + 281 + ha, + LB

i1 | + 2ha, + 128, + aK,

2 2 3 3

acC = - ha] + Bl - ﬁaz - 2hka. + 6B, + aKe

12 3 3
I1V.57
a Chh = hal + Bl + haz + Zha3 + 683
Das altimas egquagces V.57, segue=sc que
K = (C - C,,;) + _E {a, + o, + 6u,)
e 12 Ly a 1 2 3
ou . h IV.58
1
Ke = (Eqq = Cyp) = = (By + kB, + 68,)

A equagao IV.57 mostra uma relagao entre as constantes -
elasticas e as constantes de forga. Observemos que as equagoes -
IV.57 nac sao suficientes para a determlinagao de todas as constan-
tes de forga envolvidas no problema. Relagoes adiclionals serao des

“crltas ne capltulo VI,



CAPITULO V

MODIFICACAG NO MODELO DE BHATIA

Apos 1961 com o advento das curvas experimentais de disper
sao de fonons, os modelos teoricos procuraram ajustar seus resulta
dos em tais curvas.

Um modelo fenomenologico sendo um modelo que emprega quan-
tidades medidas experimentalmente de sorte a reproduzir razoavel-
mente bem os resultados experimentais a que ele esta empenhado em
descreve-lo, nao se preocupa tanto em analisar efeitos que nao con
tribuem & essa comparagao. HNesse espirito o modelo de 3hatia sen
do um modelo simples e de facil manejo € utilizado em larga escala

5235354
- -
resmo em "papers' recentes . Nos apresentamos neste capitulo mo
di ficacoes que tornam esse modelo mais representativo dos dados ex
perimentais.
) W3 kb .

3hatia desenvolveuy o seu modelo fenomenologico para a di
namica de redes de metais cubicos, confinando a interagao fon-ion
com.os atomos vizinhos mais préoximos € a interagao eletron ion, co
mo ja mostramos, via o parametro de ''screening' de Thomas Fermi.
Seu modelo fol muito explorado por varios autores e mesmo hoje es

5275354

ta em uso ativoe. Ele calculou, veja equagao 29 do seu artigo, o-

valor de N da equagao IV.41 dado por:

en”
= 0 v
o= -1
e
onde
Ko = (2C]l " ey T 3chh) para metais f.c.c,

K = (c]I - chh) para metais b.c.c, v.e



by
Recentemente M. M. Shukla e F. P. Camargo apontaram um gra

ve erro no calculo do n e dai no paramctro de “scrcening' de -
Thomas~Fermi calculado da forma V.2. Esses autores calcularamo -
valor do parametro de "screening" K. através das constantes elasti

cas, i. &,

) V.3

Kz = hywe (
c

para varios metais. Encontraram que certos metais, tal como o co
bre e niquél os valores encontrados foram negativos, significando-
que o parametro de ''screening" K € imaginario. Tal resultado &
um absurdo. Apds isso, calcularam o paramtero KC através da teo -
ria de Thomas Fermi e encontraram valores completamente diferentes
daqueles e que nenhum era negativo. Tal fato altamente surpreen -
dente foi ignorado por todos aqueles que trabalharam com o modelo-
de Bhatia nos seus calculos. Sowrente no limite de ondas longas -
(§ »0) quando o denominador da equagao IV.45, torna-se um é que -
seus calculos seriam corretos,

A luz desses fatos, M. M. Shukla ¢ F. P, Camargo trabalha-

ram cuidadosamente cor o numerador e denominador da equagao IV.45.

No nurerador Kc representa convenientemente o produte todo, e, "y

1 . - .
e (n) i como alouma coisa que € somente possivel avaliar quando-
+ N ~ -
q + 0, Enquanto n que aparcce no denorinador da equacao 1V.41, &
uma quantidade que nao precisa ser redeterminada em termos das -
constantes elasticas dos metais. Com isso tais autores apontaram
que todos os calculos feitos com o espectro de fonons para varios-
metais com base no modelo de Bhatia foram incorretos e deveriam -

ser modi ficados.

0 efeito dos elétrons, como ja apontamos, € restrito a blin



dagem da lnteragao coulombiana de longo alcance entre os fons e -

tal efeito se rebela na matriz dinamica pelo apareclmento de Koo
Sukla e Camargo calcularam o parametro de "“screening" Kc -

stravés do modelo de Thomas-Fermi. Neste modelo podemos escrever,-

equagao IV.42 como

L2 b & y 1 F 4 1 3 kg
Kc(TF) Con a I k a = ( ) a -
' o F o ﬂ 3n n, o
kz
b ( 12 )1/3 F 4 ( 4 )113 3
- 5 = (
367 Ny a, T 9 b Py
2
ke
' a
o
ou
2 b b 173 "o 2 ¢
K (TF) = = o) 7 5 =
. V.4
- o 4 1/2 _
K ATF) = 0.814 (——=) Ke
o
gnde
ro= {— 3 )1/3 = ralo da esfer tomi t
o 5;“;;“ . a atomica ou espagamento

intereletronico.

V.5

Uma restrigao bem conhecida da Teoria de Thomas~Fermi & o~
fato gue seu modelo nao toma adequadamente em conta a repulsaoc dos

eletrons assim avalla de forma exagerada o efelto de "screening'.-
56

Pines mostrou que um parametro melhor seria obtido se se usa, em

vez de KC(TF), um valor que é um fator 2 menor:

.
K (P) = 0.353 (—2)'/2 V.6

[+]

F L]

M.M, Shukla e J.B., Salzberg modiflicaram ainda mals o mode-
lo de Bhatia para incluir este fato, permitindo variar o parametro

de screening entre os valores limites dados pelas teorias de -



Bohm=Pines e Thomas=-fermi. £stes autores inciuiram a Interagao in-
terionica até o terceiro vizlnho e aplicaram estas modificagoes ao
sodico (b.c.c.) e ac cobre (f.c.c.) somente,

.5 Aplicando teoria de perturbag3o de multos corpos, Langer e
Vosko foram capazes de mostrar que o parametro de screening em
um gas de elétrons de alta densidade n3ao € independente do vetor =~

de onda do eletron k,

K2(Lv) = K2(TF) . f(t) v.7
c c
onde
: 2
1 1 -t 1 + t '

f(t) = 7+ Tt £n T -t V.8
onde

t = ....-..—.(1..-.-_-

2a KF

A inclusao da fungado f{t) ao parametro K ATF) nao melhorou,
mesmo no limite das ondas longas (g + 0) o valor exagerado de -
K (TF). E interessante incluir a fungdo f(t) a0 parametro de -

“sereening' KC(BP). Assim,

2 2
K = KC(BP) ft) V.9

A funglo f(t) da equagao V.8, € a funcao dielétrica de =
"scrrening" e ali esta dada na forma de Lindhard. N&s em recente =
paper®? temos estudado o calculo das frequéncias de fonons com bo-
se em varias formas dessa fungio dielétrica, e na forma dada por -
Geldart=-Vosko®?, Kleimar e Langrethso, Overhausersl, Singwi et -
al®? e expressao modificada de Hubbard®?® na prata e no ouro com bo
se no modelo de Krebs, e temos encontrado muito pouca variagao nas
constantes de forga e consequentemente nas curvas de dlspersao. No
presente trabalho nds temos utilizado as modificagdes dadas pelas
equagoes V.8 e V.9,

Em 1965, Krebs®® propds um modelo fenomenoldglico para su-
p}lr o fracasso experimentado pelos modelos de launay, Sharma-Joshi

e Bhatia de nao satlisfazerem os requisitos de simetria; Incluindo-
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precessos de "unKlapp' nos termos da sua matriz dlnamica e tornan-
do como Bhatla uma interagéo coulomblana blindada entre os lons me
talicos como ja havia sido discutido por Lax , Para fazer os ter-
mos do processo de "unKlapp'" convergentes, Krebs usou um fotcn -

gz(n) dado por

gl{u) = 3 sin u -~ u , cos u ¥.10

com

A razio dada por Krebs para essa empirlica modiflcagao é
que o potenclal efetivo na regiao do carogo do Ton (para E grandes)
se tornaria muito pequeno. Woll e Kohn®® mostraram que o apareci-
mento de gz(u) torna~se a modificacac essencial dos resultados do
eletron livre quando os eletrons se comportam como eletrons de -~
~Bloch.

Pode~se mostrar com respeito a gziu) uma estreita simila-
ridade entre os modelos de Bhatia e Krebs se nos tomamos a médla-
do valor da forga, que Bhatia calculou no centro do fon somente,=-
sobre toda a esfera de Wigner-Seltz, quando processos de "unKiapp"
sac negligenciados.

Apesar do modelo de Krebs ser teoricamente mais consisten
te que o de Bhatia ele apresenta uma folhe apontada por L. --

€7 quando se trata da derlvada da energia de interacgao cal

Cheveau
¢culada no equilfbrlio. Para consertar este defeito ent3o ele toma-
os eletrons de condugao em conta com a interagao de Thomas-Fermi-
de sorte a preservar a simetria da rede, Este ''modelo'" agora con-
sistente também teoricamente nada mais ¢ que uma modificagao  ao
modelo de Bhatla. Com isso vimos que o modelo de Bhatia com conve
nlentes modificacces, € @ melhor representagao fenomenologica dos
resultados experimentals existente até o presente, Por esse motl-=
vo, fol esse o modelo, escolhido para os nossos calculos,

As modificagoes apresentadas até agora foram com respelito
a interag3do eletron-Ton.

Existem na literatura varios mcdelos fenomencldglicos para
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representar a intcracao Ton~{on, como por exemplo o modelo de for-

¢a central, Introduzido por Born von Kirmann?, o das forgas angula

49 - 2
res'”, das forcgas naoc centrais ''" he

13

, forgas axialmente simétricas
e forgas tensoriais ., Dentre todos os modelos existentes para es-
te tipo de Interagao o das forgas tensoriais desenvolvido por Born
e Begbie13 em 1547, €, teoricamente, o mais completo, Entretanto,~
de acordo com Lehman et al“® tal modelo requer nove (9) constantes
de forgas afim de incluir contribui¢oes da primeira até a terceira
camada de vizinhos. Tais autores'® desenvolveram um modelo conhecl
do como axialmente simétrico que envolve seis constantes de forga-~
somente, ¢ que pode ser derivado de um tipo de interagao central -
entre os fons, Apesar deste modelo perder em generalidade para )
tensorial, ele utiliza um nimero reduzido de constantes de forga ¢
elas guardam uma relagaoc mals estreita com aquelas calculadas a -
partir de primeiros principios e os seus resultados foram melhores
ajustados com os dados experimentais.,

H » - ] L
0 sucesso do modelo axialmente simétrico"®

tornou-se eviden
te pela simplicidade., Varios foram os trabalhos desenvolvidos com
a sua aplicagac. Acontece porém, que ele nada mais & gque o modelo=
original de Bhatia para s interac3o fon-Ton generalizado até a 3%,
cemada de vizinhos como mostramos no capitulo IV, -

Concluimes este capltulo dizendo que as modificagoes desen=
volvidas por nos de forma a incluir qualquer tipo de estrutura e
com um numerc qualquer de atomos por cela unitidria € o modelo ted-
rico fercmenoldgico mais representativo para esta interagao, e en-
globa tanto forgas centrais (do tipo de Born von Kirmann) como for
cas angulares’, através das constantes de forca CB(ﬂ,bb’), ¢como -
também & simples do ponto de vista pratico, j& que utiliza um nume
ro reduzido de constantes de forcgas,

Acreditamcs que o modelo de Bhatia generé%izado para as In-
teragoes [on=Ton e modificado convenientemente para a Interacio -
eletron~Ton seja o modelo mais adequado para o estudo fenomenolégl

co da dinamica de rede e das propriedades térmicas dos materiais.,
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CAPITULO VI

CALCULOS NUMERICOS

Passaremos a sequir aos calculos numéricos das proprieda -
des estudadas nos capitulos anteriores com o modelo de Bhatia modi

ficado.

V1.1 - Curvas de Dispersao

A relagao entre os autovalores da matriz dinamica e o ve-
- * . - - *
tor de onda q para um indice de polarizagaoc p € conhecida como cur
va de dispersao.

A diagonalizag¢do da matriz dindmica D(q) para encontrar as

auto frequéencias @ € particularmente simples para E escolihida em
determinadas direcoes de simetria do cristal, também chamadas de
eixos principais. Em um cristal cabico elas sao: [1007, [110] e

[111]. Propagando-se nestas dire¢oes as ondas sac inteiramente lon

. . . : . . . -+ +
gitudinais (& // q) ou inteiramente transversais (e 1. g}, € o ve -
i

tor de onda tem as sequintes componentes {(q,0,0), {(q,q,0), -
i
(a,9,9).

Ne apendice 5 encontram-se listados os elementos da matriz

V3

V2

dinamica para as ondas de redes propagando-se ao longo das 3 dire-
¢oes de simetria. Esses elementos estao escritos em fungdo das ~

censtantes de forga wps By € ake (r = 1,2,3) para cada ponto da zo

i
na de Brillouin. As auto-frequencias da matriz dinamica total sio-

dadas por

DIRECAC [100] DIREGAD [110] DIRECAD [111]
2 2 2
Mo = Dl1 mow = Dl? + 012 m o = 011 + 2012
2 2 . r )
Wy = Doy mur = Py T P mour = Dyt Dy
2
m (o = D
T, 733
Os subscrites L e T referem aos modos longitudinais e -

transversais onde ¢s modos transversais sao duplamente degenerados
ao longo das diregoes [1001 e f]llj. 0 conhecimento das auto fre -

qucéncias dadas pela equagao VI.1 implica em saber o valor de Gy -

8.

;e ake que nesse modelo sac em numero de sete. Conforme vimos no
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capitulo IV tcmos 3 equacoes de vinculo destes parametros com as
constantes elasticas, equagéo Iv.57. Necessitamos, entao, de mais
quatro equagocs para determinarmos univocamente todos os parame --
tros ocorrendo no modelo. lsto é feito, gragas a existéncia de cur
vas de dispersio experimentais.

No apéndice 6, apresentamos as relagoes entre as frequéen -
cias de fonons, que podem ser obtidas dos dados experimentais e as
constantes de forga.

Com as 3 equagoes, equagao IV.57, e mais quatro do apéndi-
ce &, podemos encontrar as constantes de forca para os 11 metais -
em questao. Ma Tabela VI.1 encontram-se listados os parametros de
entrada pora o calculo das constantes de forca, e estas por sua -
vez encontram~se na Tabela VI.3.

Com esses valores os elementos de matriz da equagao VI.1,-
e as frequéncias correspondentes, foram encontrados para pontos da
zona de Grillouin, naguelas direcoes, e as curvas de dispersao fo-
ram tragadas conforme mostram as figuras ],4,7,14,]7,20,23,26,29,
30,e cujos resultados serao discutidos no Capftulo VII.

Hos tomamos nus calculos das constantes de forga um exces-
sivo cuidado em considcrar as constantes elasticas na temperatura-
em gue as frequencias dos fonons feram calculadas para os diversos

metais.

Substancia M(‘IO'zzg) a(n} Cay €y Cpp Raf,
12 ) tonrnst.

(13 “¢yn emn 7) Elast.

Cobre 1.655 1,615 1.6939  1,2142. £,7520 77
Prata 1.781 L, n84 1.2302 n.Q9147 0.%612 g5
Quro 3.27¢ RE 1.923 1.563]1 £, 427 z5
Aluminie G.hL3 L,nosg 1.1373 2.06i01 2.2128 117
Ylound 7.°7% 2.E0z0 2.245 i.5 .22 o7
Platina 3.237 3.5237 3,467 2.527 C.785 1C7
Paladio 1,767 3.8204 2.271 1,761 n.7%7 37
Torio 3,352 5.0°L3 9.753 B.hCS G.L7E 124
Churbo n,La32 ook n.5ht £.4n5 9,102 126
Calcio 0,655 5.55 90,2456  0,1104 nLn735 130
- Estroncio 1.455 .0t 9.2%34 0L270 0.n502 135
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TASELA VI.2

Constantes de Forga Caleuladas
(10Ldyn-cm']}

tuhstancia ay £y a, By ity 84 ak,
Crirg -5.17%9 2.5501%8 -0, 02615 r.07267% -0.,021%0 1.1872% -1

Frara -2.17117 2.67115 -0, GhLyn N. 1557k -2, 01557 5.09:247 -2

Sirs -3.15ke 325747 -f L 01751 n,1zLA0 -5, 32178 -, 10458 N

Hig .zl -0 14382 1.7433¢ -n, 258230 =).02n43 £.013¢62 g9.1583¢0 14 ok
Platinga L 7.1F258 -0.73312 1.5620756 -0, 08387 J.55572  -71.£5733
Palicio -1.5132¢% LL,2aLin ~f. 16472 6.1314% -0, 33517 024433 -L31.5°01
Lurfain -3.1755072 2.583%32 -9.21%03 6.53103 p.20422 &.0A5R2 -1 %L24E
Taoric -0, L30T 3.%2%469 -G, 05000 7.1343% 9.012724 0.1471¢ -3.13137
Crymos PR 1.li224a S.017F5 =0,35354 b.graze -6.313293 3.23%3%
Laitc'c C.3%5553 5.L6672 2 { i 0 3.8ea¢
Estréncic 0.06&85 -0.31623 o 0 1 i G.879%8

V1.2 - Calculo do Espectro de Frequencia

0 espectro de frequéncia para cada metal foi calculado pe-
lo método da amostragem. Como ja descrito na secgao 11.3d, este me
todo consiste em tomar as frequencias para um grande numerc de pon
tos g uniformemente distribuidos na primeira zona de Brillouin e a
medida da incidéncia de valores contidos destas fregquéncias conti-
dos em pequenos intervalos de frequencia. Aqui, os vetores a nao -
estao em apenas uma das tres dire¢oes de simetria e a matriz dina-
mica tem de ser diaqonalizada numericamente,

0 grau de prcci350 do calculo de g(v) depende do nurero de
pentos selecionados na primeira zona de Brillouin. teste trabalho-
ela foi dividida em 8000 pontos com um total de 24000 frequencias-
utilizadas na determinagao do espectro.

A simetria espacial da rede reciproca permite que apenas -
1/48 da primeira zona de Brillouin seja considerada reduzindo as-
sim o numero de pontos a 262, incluida a origem para os quais e
necessario resolver a equagao secular.

Na refer@ncia |7] encontramos a divisao da zona de Brillouin
efetuada com base na Tabela "International Tables for X-Ray -
Crystallography”sa para a rede f.c.c. que tem o grupo espacial do
espago reciproco, do tipo Im3m. A parte irredutivel encontra-se =~

mostrada abaixo. Todos os pontos pertencentes a esta parte irredu-
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tfvel sao independentes, dal os pontos pertencentes a outras par
tes da zonc podem ser ohtidos a partir dos da parte irredutivel, -

por operacoss de simetria.

Dos 8.000 pontos somente 262 deles,incluindo a origem,caem
dentro da parte irredutivel! de zona e e¢les encontram-se listados -
no apeéndice 7.

0s demais pontos pertencentes as outras partes da zona de
Brillouin estao incluidos atraves de pesos estati{sticos atribufdos
a cada ponto na parte irredutivel. Esses pesos dao conta do nlnerc
de pontos egquivelenties e sao fornecidos pela tabela cristalografi-
ca citada @cima, necessitando saber apenas ¢ tipo do grupo espacial
do espago reciproco do cristal considerado.

0s ndmeros corvesponhdentes aos pesos, atribuidos como aci-
ma mencicnado, dos pontos que jazem nas faces, arestas ou vértices
da primeira zona de Brillouin devem ser divididos por um fator -
apropriado dependendo do numero de poliedros iguais ao da primeira
zona, tendo em comum o ponto considerado, necessarios para preen -
cher todo espage ao redor do ponto.

A soma de todos os pesos, assim asscciados a cada um dos
N, pontos pertencentes a parte irredutivel da primeira zona da o
total de 8.000 pontos.

Assim dividida a zona, temos um total de 3 x 8000 frequen-
cias que com elas construimos os histogranas correspondentes ao es
pectro de frequincia.enumerando intervalos de frequencias de 1010-

Hz & associando-lhes acumuladores n(vm), sendo v, © valor medio da
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frequencia no intervalo, aos quais sao adicionados os pesos dos ve

tores q para os quais caem dentro dos respectivos intervalos.

V1.3 - Calculo do Calor Especifico

Para o calculo do calor especifico usamos a equagao II1.40

gue pode ser colccada na seguinte forma

vmax 2 x
vI,?

g(v) dv

com X = hv/KBT

Como o espectro de frequencias de fonons considerado pelo-
presente trabalho & um espectro discreto, a expressao VI.2 acima -

foi tomada no desenvolvimento em serie:

N 2%
. - 3R o xy e
c (1) = —=—— 7§ nin.) VI.3
Y . i %,
H i=1 (e | - 1)2

com x, = hvi/KBT
onde N é igual ao niumero de nodos vibracionais que neste caso e
24,000,

0 intervale de frequéncias 0 —m— Vo, foi dividido em NO
intervalos da forma

v, - 0.5 x IOmHZ cvev, +0.5x 10 %z Vi.4

n(v;) ¢ o nimero de frequéncias contidas no intervalo dado pela -
equagao VI.h.

bessa forma CV(T) foi calculado tomando temperaturas no in
tervalo de 10 a 300K. 0s resultados obtidos foram comparados aos -~
dados experimentais apos subtralda desses a contribuigao eletroni-~

ca YT.

V1.4 - Calculos Mumdricos ca Fracao y, de Lindernann

Mesta tese nos calculamos também o valor de Yoo da equagao
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111.95, usando o modelo de Bhatia modificado para encentrar as fre
quéncias e o mdtodo da amostragem para a fungdo distribuigao de -
frequencia. .

Apresentamos na tabela VI.3 , os valores da temperatura -
de fusae utilizados no calculo da equacao I[I11.85. As outras guantli
dades, constantes para cada metal, que entram nessa equacao encon-
tram na tabela VI.1.

Psra efeitc de comparagac apresentamos os valores de -
(obs)
m

, obtido dos resultados experimentais da referéncia [69], e
da equagio 1I1.992. 0s valores de y’ obtido do trabalho de Gupta e
34 '

Sharma , e os valores dc Y. obtidos por nos.
Com esses resultades estamos de acordo com a observagao de
39
Gupta e Sharma a respeito do criterio de Lindermann, e mostramos

os resultados obtidos com tase num modelo mais adequado quec o da -

queles autores para o calculo de Yo

VI.5 - C&lculo do Fator de Debye-l'aller e DNeslocamento Nuadratico

i'edio e Temperaturas Caracteristicas de Bebye

Para o calculo do fator de Debye-Yaller nds langamos mao -

da equagac J11.90 que reescreveremos COMO

Gl

%~ h sinn 2 g a (w) h_ w
R ( : ) j B coth 5 KBT duw VI.H

0

Calculamos o fator 2W da equagac VI.5, em diferentes tem-
peraturas em intervalos variando de material para material usando-
o espectro de frequencias calculado anteriormente e a soma seme -

lhante & equacgao VI.2. Assim a equagao VI.5 fica reduzida a

M
2 2 0
(—2 37 gy - B 1 b Loy onlv) g
sing m IN 2 i= i
h v, h v,
i _ i
Z KBT 2 KBT
e + @
h v, h v, _ Vi.o
- 2 KBT 2 KBT
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Para comparagao entre a teoria e os resultados experimen -
tais nas medidas de intensidades de raio-X nos utilizamos a equa -
¢ao III,91,

Para calcular W, ocorrendo na equagao II1.91 tomamos o va
lor da temperatura ambiente.

No calculo da equagao VI.6 o termo correspondente a q = 0
foi omitido porque este valor do vetor de onda se refere a rede es
tatica.

Recentemente alguns pesquisadores’’

tomam em conta a contri
buigao central da zona trocando o "mesh'" central por um continuo =
de Debvye.

A variacao do deslocamento total quadratico médio dos ato-
mos constituintes do cristal com a temperatura fol calculado atra-

vés da equacao JIl.89.

VI.6 - Temperatura de Debye

No capitulo III, vimos que a temperatura de Debye pode ser
obtida, de uma propriedade do cristal relacionadz com as vibragoes
atomicas na rede sempre que o espectro de frequéncia for ajustado-
pela distribuicao de Debye.

Com os valores CV(T) obtidos na sec.VI[.3 obteve-se a tem

peratura de Debye GD(T) em

@D/T
¢ =_3 hv dv V1,7
CH KpT T NVKT
o €
Para tanto, utilizou-se os valores tabulados por Pitzer e
Brewer’! para 0,/T em fungao de C,/3R. Essa tabela esta apresenta-

da a2baixo. 0O OD foi obtido por interpolagcao numérica. Para peque -
nos valores de CV(CV/3R < 0.01902), @D foi calculado pela aproxi-
macao ali indicada,

1/3
®p 7 T| LL-221 x 3% V1.8

v
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0 mesmo procedimento foi usado para calcular OD(T) a par -
te de Cv(exp) - YT, para comparagao com os valores teoricos.

Come foi discutido no cap. III, o fator de Debye - Waller-
pode ser obtido usando a equagao III.87, resultante da utilizagao-
do modelo de Debye do solido. Neste trabalho noés utilizamos o nos
so modelo para o calculo do fato de Debye Waller a partir da equa
gao VI.2 e langando mac da equacao I11.87 para obter a temperatura

de Debye (agui caracterizada por @m) em cada temperatura.

No calculo de Lipdemann para a fragso Ym’ esta envolvida -
também a temperatura de Debye. Com os valores de Yo obtido da equa
¢ao I11.95 podemos calcular 0, (fusao) fazendo wuso das equagao III.
98 e equagao I1II.99,

Os resultados da temperatura de Debye sao discutidos no ca

pitulo seguinte (VII).

TABELA VI.3

HYetal tu Ag Au Ki Pd Pt Pb Th AL Ca ir
Terp.

Fuszo 1356 1233.8 1336 1

o 332 728 1825 2042 600.13 371 532.7 111s 1042
Tn(cbs)

Y 0.00k6 0.014%2 0.0085 o0.g0087 h.ﬂll?

Yo 9.0140 0.6131 w0.0116 0.0120 0.0311 Q.0147 n.0144 p.0109 0.0276 p.024s
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CAPITULO VII

RESULTADOS E DISCUSSNES

0s valores calculados para as curvas de dispersao de fonons
na tres principais diregoes de simetria, (100), {(110), e (}111), fun
¢ao distribuigao de frequéncias a{V), calor especifico molar C (1)
da rede, a temperatura de Debye GD(T), a dependencia do fator de
Debye~/ aller com a temperatura, o deslocamento quadratico medio, a
temperatura caracteristica de Debye GM(T) para os onze metals -
f.c.c. estudados acham-se apresentados graficamente nas figuras —a-
comparados sempre que possivel com os resultados experimentais.

A seguir, consideramos separadamente os resultados obtidos-

para cada metal,

VII,] - Metais Egpres

No ponto de vista da dinamica de rede, os metais nobres sao
pérticuiarmente interessantes, desde que eles sao metais monovalen-
tes simples e amostras grandes e puras sao facilmente avallaveis, -
daf medidas experimentais das relacoes de dispersao de fonons ao -
lonco das principais direcoes de simetria existem. Sao interessan-
tes tambem pelo fato que para eles existem numerosos dados elasti -

cos e termicos.

A. Cobre
As relacoes de dispersao do cobre tem sido determinadas ex
72 73 7k
perimentalmente por Buhrer et. al. , Nicklow et. al. , Sinha , -
75 76
Svenson et. al. , e, Miller e 8 rockhouse . NOs comparamos nossos
75
resultados teoricos com os experimentais de Svenson et. al. .Tais

resultados encontram-sec na figura |. Para o cobre nés utilizamos -
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as quatro frequencias transversais, toradas no limite da zona de
Brilltouin,para o calculo das constantes de forga.

0s valores experimentais das constantes elasticas para ¢}

77

cobre foram obtidas do trabalho de Overton e Gaffney.

Na figura ' a curva teorica € mostrada pela linha contfnua
e 0S5 pontos experimentais sao mostrados pelos simbolos descritos -
na parte inferior., Uma inspecao naquela ficoura revela o fato que
o presente formalismo deu uma excelente estimativa dos resultados-
experimentais. Exceto em poucos vetores de onda no extremo de al
tas frequéncias para o0s Famos longitudinais nas diregoes ( 100} e
(111}, a curva tedrica quase reproduziu os resultados experimenta-
is. Tal resultado nao foi encontrado por todos aqueles que se uti
lizaram do modelo de Bhatia,

As medidas de calor especifico para o C3bre tem sido fei -
tas por diversos pesquisadores. MNos escolhemos para comparacao =

78

com os nossos resultados teoricos as medidas de Martin , por serem
as mais recentes. O calor especifico da rede foi estimado subtra-
indo-se a usual contribuigao eletronica e o coeficiente de calor
especifico cletronica, v = 0.7k mJ.mol—].deg-z

79
lho de CLorak et. al. .

foi tomado do tran

A curva (0 - T) para o cobre obtida dos dados de calor es
pecifico, também reproduzem muito bem os resultados experimentais,
havendo um desvio de 37%.

B0 . 81 82

Owen eMW illians , Chipman € Paskin e Fiinn et. al. redi -
ram as intensidades dos raios X em diferentes temperaturas. Para
comparacao com o5 presentes resultados, nés escolheros o trabalho

82

de Flinn et. al. por ser mais realistico e recente. Flinn et. al,

expressaram 05 seus resultados somente em terros da temperatura -
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caracteristica de Debye, calculada com a formuia de Debye-Waller.
Dos scus resultados nos deduzimos os valores experimentais de Y ,
(u2> e BM em diferentes temperaturas. Estes resultados estao plo-
tados na figura .

Um estudo comparativo dos resultados tecricos e experimen-
tais mostra que os valores calculados de Y , (uz) e BM estao em eXx

celente acordo com os resultados experimentais.

B. Prata

Medidas das relacoes de dispersac para a prata tem sido -

realizadas recentemente usando-se a técnica de espalhamerto inel;%
83
tico de neutrons por Drexel et. al., e, Kamitakahara e Brockhouse
Um cr?ticd estudo da ficura 4 rostra gue as curvas de dispersao-
de fonon da prata deu ura excelente descrigao das curvas experimen
84

tais de Kamitakshara e 3rockhouse . Para vetcres de onda pequenos
nossas curvas quase reproduziranm os resultados experinentais. Una
pequena discrepancia existe entre as curvas calculadas e as experi
mentais proxiro a zona de 3rillouin. 0 maxinro desvio existente en
tre os dois conjuntos de resultades nao excede nais que 8%, e que
é observado ser no raro longitudinal da direcac { 110).

0s valores experirentais des cogstantes elasticas foram ob
tidas do trabalho de HNeic¢hbours e Alers e gue foranm calculadas na
mesna terperatura que as frequeéncias de fonons forar redidas, i.¢,
a tenperatura arbiente.

Para o calculo das constantes de forga as frequéncias expe
rimentais utilizadas foram:

12

v, = 3.25 x 10 Hz correspondente ac ponto E= (0.8,0,0)

T

vL = 4,09 x 1012 Hz correspondente 20 ponto E= {0.7,0.7,0)
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v = 5.07 x IO‘sz correspohdente ao ponto §=(0.5,0.5,0.5)

vo= 2.24 x 1012

T Hz correspondente aoc ponto E=(0.5,0.5,U.5)

As medidas do calor especifico da prata tem sido realiza-

86
das por diversos pesquisadores coro: Hernest e Linderann , -
87 es 89
Griffiths, Clusius e Harteck, Madelssohr e Closs, e, Gianque e
Meads. 0s resultados teoricos foram conparadcs cor os resultados

de Gianque e Headsg.0 A fim de estirmar a capacidade de calor da re
de o coeficiente do calor especifico eletronico term sido subtrai-=
do do CV(T) experirentfg. Tal coeficiente,Y , foi tomado do tra-
balho de Hoare e Yates; e tem o valor 0,65mJ.mol.-}deg-2.

0 estudo da figura 5 revela a informacao gue a curva te
orica te - T) da prata tem reproduzido a forra dos resultados ex
perisentals e a discrenancia entre os resultados teoricos e expe-
rirecntais € da order de 2%.

A prata é um metal que varios pesquisadores mediram a va

riagac do fator de Debye-Waller com a temperatura. Entre todos -
) 32 93

os trabalhos, o de Haworth e Sirerska sao encontrados serer bas -
tante similares.

Para corparacao com os resultados experimentais, nos plo
tamos na figura 6 os valores experirentais das medidas de to -
dos os pesquisadores.

Ur critico estudo da figura 6 revela que os valores -

2 ' _
calculados de Y, W ) e GM concordam razoavelrente com os resul-

tados experimentais.

€. Ouro

As curvas experimentais de dispersao tem sido determina -
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94
das recentemente por Lynnm et. al. . A figura 7 ~rostra os nos-

sos resultados tedricos como ura excelente descricao dos resulta -
dos experimentais, exceto em alguns poucos vetores de onda na re
gl 30 de altas frequencias. As curvas calculadas quase reproduzi -
ram as experimentais dentro dos limites de érros experimentais.
Para o calculo das constantes de forca as seguintes fre- -
gquéncias experimentais foram utilizadas:
12

VT= 2.75 x 10 Hz correspondente ao ponto E =(1,0,0)

v = 4.61 x 10‘2 Hz correspondente ao ponto E =(1,08,0)

V= .70 x 1012 Hz correspondente ao ponto E =(1,1,1)

g
i

v.= 1,86 x 1012 Hz correspondente ao ponto {1,1,1)

T
As constantes elasticas a temperatura ambiente do ouro fo-
85
ram tomadas do trabalho de Neighbours e Alers.

Para eteito de comparagao o C, do oure foi o do trabalho

95
de Geballe e¢ Gisnque , e para estimar o calor especifico da rede -
X
tomaros o coeficicnte ydado por Cocrak et. ai. e que ten o valor -
-1 -2
0.7 J.mol. 'deg. ~.

0 estudo da ficura 8 reveia o fato que a curva (8 - 1) -
calculada do ouro reproduziu a forma dos dados experirentais e a
discrepsncia € da erderm de 2%,

80

Owen e Willians fizeram medidas das intensidades integra -

das das reflexoes dos raios X para o ouro nho intervalo de tempera-

tura de 293°K a 921°K. Eles tabularam os valores de Y em terpera-
turas sclecionadas. Seus resultados foram utilizados para o 'plot
de Y, Qﬂ>, e GH na fiogura 9 onde os valores teoricos destas =

quantidades saoc tambén mostrados.
Um estudo da figura 9 revela que os resultados calcula-
dos sao encontrados em razoavel acordo cor os resultados experimen

tais em todas as temperaturas.

1
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VII.2 - Metais de transicao

Nosso sucessc nos metais nobres levou-nos ao estudo da di
namica de rede de netais mais complicados. Nos escolhemcs os me
tais de transicao pelos dois fatos seguintes:

1. Para todos eles extensivas medidas dos dados elasticos-
e termicos exister rmedidas experimentais da curva de dispersao de
fonons para eles também existem.

2. 0s eletrons de condugao para estes metais desvia de um
comportamento do eletron livre. A despeito da controvérsia exis =
tente sobre sua valéncia, nos temos a oportunidade para testa-los-

coro retais divalentes,

A. Niquel

0 niquel é um metal de transicao ferromagnetico, e tem si
do estudado pelos fisicos teoricos ¢ experimentais com bastante -
cuidado. A estrutura de banda eletronica e a superficie de Fermi-
se acredita serer similares sob certos éspectos aquelas do cobre, -
enquanto a camada eletronica incorpleta d e as propriedades ferro
-magnéticas do niquel demonstra sua semelhan¢a com o ferro e o co
balto. A simptes estrutura (f.c.c.) e os parametros nucleares fa
voraveis do niquel faz possivel, em principio, um estudo de varias
de suas propriedades por meio de técnicas bem cbnhecidaé de espa -

36
lharento inelastico de neutrons. 3 irgeneau et. al. determinaran-
experimentalmente as curvas de dispersao para os modos normais de
vibracao de um simples cristal de nfquel nao magnetizado, a tempe~
ratura ambiente, por meio da técnica de espalhamento inelastico co

erente de neutrons. Na figura 10 encontram=se estes resultados ex

perimentais ao lado dos obtidos pelo nosso rodelo e observamos wum
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bom acordo entre ambeos em todas diregaes de simetria, exceto o ra-

mo transversal da diregao (111). 0 desvio maximo nas frequencias-

calculadas das experimentais € da ordem de 10%. O valor das consrt

tantes elasticas a terperatura ambiente foram tomadas do trabalho-
97

de Rayne,

Para o calculo das constantes de forga utilizamos as se

guintes frequéncias experimentais:
12

v = 8.74 x 10 '"Hz para £ =1(1,0,0)
12

Vo= 6.20 x 10 “Hz para z =(1,0,0)
12

v, = 8.73 x 10 “Hz para i = (1,1,1)

Vo= L.06 x 10 2Hz para £ = (l,])l)

0 niquel € o Gnico metal f.c.c. para o qual a curva gl v)-
experimental existe. Tais medidas foram feitas por tres diferen -
9B 99
tes grupos de pesauicadores, Tchernokenkov et. al., 3rugger e -
100
Mozer et. al. Os picos obtidos nas curvas teoricas correspondem a
= 4,2 TH v, = 4.8 TH v, = 5.6 TH_ e = 8.6 TH_. Nenhuma-
V1 z' "2 z' 73 > z ¢ z
‘das curvas experimentais sao encontradas exibirem todos os picos =
na curva tedrica. As curvas experimentais diferem largamente e a
nossa curva teorica parece mostrar um bom compromisso entre elas.
0 calor especifico da rede do Nique! tem sido medide por
101 102 103
Keeson e Clark, Busey e Gianque e por Rayne e Kemp . Para esimar-

o calor especifico da rede a contribuicac das ondas de spin ao la-

do da contribuicao eletronica foram subtraildas dos dados experi -

mentais.

Rayne e Kemp obtiveram as curvas experimentais (6 -T) des
te metal. 0 valor da contribuicao eletronica foi tomado igual a
7.05 m J.mo].—1deg.-2 e a contribuicao das ondas de Spin foi -

3/2.

Cm - 8.8 x10°273/%2 J.mol.-ldeg. Na figura 12 apresenta-
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mos a comparagao entre os resultades experimentais e os teoricos.
Tal comparagao revela um desvio de apenas 2%. Tal resultado e
bem melhor dc gque o obtido por S5huKla e (loss usando o rodelo Ax-
almente simetrico mnodificado.

A determinacaoc experimental do fator de Debye-¢aller pa

93 10 %
ra o niquel foi feita por Simercka e dilson et. al. Ambos os -
resultados sao bastante similares em todas as temperaturas. Nos-

plotamos na figura 13 os resultados experimentais de\uz, BM e

Y em todas as temperaturas dos resultados experimentais de ambos-
orupos de pesquisadores. '

0 estudo da figura 13 revela que o valer calculado-
de Y mostra razoavel acordo corm os resultados experimentais. O0s =
valores calculados de BM e (u2>mostram um razoavel! acordo com os

resultados experimentais sorente abaixo 4o0°k .

b. Plating
As frequencias de foncons da platina foram medidas por =
105 106
Dutton et. al. a 907K e por Ohrlich e Drextel a temperatura ambi-
ente.

Um crftico estudo da figura 14 mostra que as curvas de
dispersao de fonons calculadas da platina deu um bom acordo com -
os resultados experimentais ao longo de todas as diregoes princi-
pais de simetria. As frequencias de fonons calculadas e as expe-
rimentais coincidem para peguenocs vetores de onda e mostram al
guma discrepancia entre éles no limite da zona de 3rillouin., Mas
em nenhym caso os dois resultados diferem mais que 10%. 0Os resul

tados experimentals sao os encontrados por Dutton,

As constantes elasticas medidas experimentalrente 3 tem
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1oy
peratura de 90°K foram extraidas do trabaltho de Mc-farlene et. al..

Para o calculo das constantes de for¢a as seguintes fre-

quéncias experimentals foram utilizadas:
v, = 5.80 x 1012 correspondente a £ = {1,0,0)
12 -
vi= 3.84 x 10 correspondente a £ =(1,0,0)
12

v, = 5.85 x 10 correspondente a £ = (1,1,1)
12 >
vr= 2.90 x 10 correspondente a £ = (1,1,1)

A figura 15 mostra que a curva (6-T) calculada ter re

produzido @ forma dos resultados experimentais. NOS comparamos a

- 108
cturva teorica com as observacoes experimentias de Shoemake e Rayne

1039

e aquela de Cluisius et. al. Nossos resultados sao encontrados re
109

produzir muito bem os resultados de Clusius et. al. O coeficiente
110
Y foi tomado do trabalho de Shirzu et. al. e tem o secuinte valor:

Y = (15.55 - 1.149 x 10727 + 0.728 x 10°© Y catimol. Vdeq 2

T) x 167
Mcdidas experimentais de Y, (uz) e B nao foram ainda ~
realizadas para a platina. As curvas tedricas apresentadas na fi-

gura 16 ¢ apenas para informagao aos experimentalistas.

C. Paladio

ARs medidas das relagoes de dispersao para o Paladio fo

rar feitas recentemente, usando-se a técnica de espalhgemento ine -

lastico de neutrons, em quatro temperaturas diferentes, IZOOK, -
76

296°K, 6730K, e 853°K, por Miller e Brockhouse. Para comparagao -
com os resultados calculados utilizamos somente as relagoes de dis
persao observadas 3 temperatura ambiente. 0s valores das constan-

97
tes elasticas foram tomadas do trabalho de Rayne. Para pequenos -
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vetores de onda as curves calculadas quase reproduziram os resulta
dos cxperimentais. Alqumas discrepancias apreciaveis existem en-
tre os dois conjuntos de resultados somente no extremo de altas =
frequéncias, mas mes mo assim nao diferem mais que 10% das encontra
das experimentalmente,

Para o calculo das constantes de forca as seguintes fre

-

quencias experiraentais foram utllizadas:

v = 6.70 x 10'% Kz para & = (1,0,0)
12 +
Vo= .56 x 10 Hz para & =(1,0,0)
12 ¥
i v = 6.86 x 10 Hz para &£ = (1,1,1)
ve=3.21 x 107 Hz para & = (1,1,1)
0 estudo da figura 18 indica que as curvas (6-T) cal

culadas do paladic ter reproduzido a forma da curva experimental.
Enquanto a curva calculada mostra uma Saturagao na reciao de alta

terperatura, a curva experimental rostra um rapido crescimento pa

ra cima. O Cv experimental tem sido temado do trabalho de Clusius
1og ’
et. al.. O coefliciente y fol considerado iqual a 13.0m J.mol L
- 111
deq 2 do trabalho de Veal e Rayne.

Para o FPalddio nenhuma observagao experimental foi reali

R 2 .

zada a respeito de Y, (u >c GM. Neste trabalho apresentamos na fi
gura 19  os resultados teoricos destas quantidades apenas para -

inforragao aos experimentalistas.

D. Aluminio

As relacoes de dispersao para o aluminio foram medidas,-

usando o processo de espathmaneto inelastico de neutrons, por =
. 112 113 114
3 rockhouse ¢ Stewart, Carter et. al., Larsson et. al., Yarnell e
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115 116
Warren, e, Stedman e Nilsson . Entre eles os resultados de Stedman

116

) . o o) -
e Nilsson , que calcularam a temperatura de 80 K e 300 K, sao os ma
is recentes e foram usados para comparar cor ©5 resultados tedricos.

0s valores experimentais das constantes elasticas foram obtidos do

117
trabalho de Kamn e Alers. Ha uma excelente concordancia entre 0s
- — -+

resultacdos teoricos e os experimentais na reciac de q - pequenos.

Uma discrepancia da ordem de 6 a & por cento existe entre as curvas
teoricas e as experirentais em todas as direcdes de simetria, para

valores das frequéncias altas, especialmente préxino da zona de -

Brilouin,
: Para o calculo das constantes de forcas, as segquintes fre -
quéncias experinentais foram utilizadas:

VL 2 9,68 x 1012 Hz para 5 s (1,0,0)

v = 7.98 x 1012 Hz para % = (0.7,0.7,0)

V= 9.64 x 0% Hz para & = (0.5,0.5,0.5)

Vo= .08 x 19'% kz para £ = (0.5,0.5,0.5)

As redidas experirentais para os calores especificos do
aluminio foram feitas por Nernst e Scwerglf Giangue e Mead;f Kok e
119 128

Keeson, e, Howling et. al.. Com o objetivo dec comparar as curvas -

experinentais (6 -T) com as teoricas, usamos os resultados do calor

especifico de Gianque e Meads. O coeficiente foi extrafdo do trabga
120 -1 -2

tho de Howling, com o valor ¥ = 3.27 x HJ“!i cal.mol. 'deg.

As medidas da intensidade de raio X em diferentes terperatu

121

ras pera o aluminic foram realizadas por James et. al., Owen e -
80 122 80

Williams e por Chipman. As medidas de Owen eWilliams foram no -

122
“range' de 293K até 900K ¢ aquelas de Chipran no 'range" de 60 K a

830X, Para comparacao com os resultados experimentais, os valores-

experimentais de Y, (u%} e BH deduzidos das nedidas de todos os pes
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quisadores estao plotedos na fiaura 22 .

Um estudo detalhado da figura 22 revela que os.valores
calculados de Y e @N restranr um bom acordo com o5 resultados e K
perimentais abaixo de 50CK e acina a curva tedrica mostra um de
sacordo com as observagoes experirentais. Os valores calcula -
_ 2 - .
dos de u mostram razoavels acordos com os resultados experi =

mentals em todes as terperaturas.

€. Torio

0 torio metalico é um supercondutor que esperarfamos -
ter umz grande interacao eletron-fon. Devido a nao avatiabili
dade de cristaiss sirples da série dos actinidos, o torio & o
unico da série que as curvas de dispersac foram observadas e xpe

123
rimentalmente por Reese et. al. e os valores experimentais das

124
constantes elasticas foram reportados por Armstrong et. al. Na
floura vimes discrepancias no maxiro de 5% quando comparamos -
s resultados tedricos com os e perimentais.

Para o caleculo das constantes de forca as secuintes fre

qucéncias foram utilizadas:

vy = 2.259 x 102 Kz para ¥ = (1,0,0)
vo o= 1.883 x 102 Kz s 0.75,0)
T . para = {0.75,0.75,
12 + i
vL = 3.240 x 10 Hz para £ =1(0.5,0.5,0.5)
12 -
Vo o= 1.280 x 10 Hz para ¢ =(0.5,0.5,0.5)
As curvas (0-T) nao foram encontradas experimentalren-
te. A curva calculada fol comparada com aquela computada por -

1213 :
Reesc et. al. Embora esta comparagao nao tem muito significado

ela indica que os dois conjuntos de resulitados ter formas simi=

lares
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., - . \ 24
Para o torio nao temos dados experimentais de Y, <u ) e
, assim que os resultados tedoricos estao mosirados na figura
H Pt

apenas para uma informacao aos experimentalistas.

F. Chumbo

As relagoes de dispersao experimentais de fonons, usa -

das para corparacao com aquelas obtidas teoricamente foram encon -

125

tradas por 3 rockhouse et. al. a temperatura de 100°K. 0s valores-
expcrimentais das constantes el%iticas, a 100°K, foram retirados -
do trabalho de faldorf e Alers . As ficuras 26 27 28, revelam -
que o5 resultados tedricos reproduzem muito bem os experimentais.
As curvas de dispersao experimentais exibem anomalia Kohn, gue nao
saoc reproduzidas pelas curvas tedricas.

Exceto na regiEo de anomalia Kohn, onde o desvio e da
ordem de 20%, o desvio entre os resultados teoricos e experimenta-
is nao excede mais de 10%-.

Ho calculo das constantes de forga as secuintes frequen

clas experimentais foram utilizadas:

v = 2,01 x 1012 Hz para E = (0.7,0.7,0)

v = 2,15 x 162 Hz para & =(0.5,0.5,0.5)
v = 2,05 x TRET para E = (0,9, 0, 0)
Uy = 0,89 x 10 12 Hz para [ (1,0, 0)

0s valores experimentais do calor especifico do chumbo-
foram extraldos dos trabalhos de Hoeven e Keesoézvpara tenmperatu -
ras abai xo de 15°K e do trabalho de Meads et. aifzapara temperatu-
K. 0 valor dey = 0.75 mJ molqdeg2 foi toma

129
do do trabalho de Daunt . 0 desvio das curvas experimentais e as

. 0
ras superiores a 1§

nossas calculadas teoricamente, para (£-T) é da ordem de 5%.
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Apresentamos na fiqura 280s valores calculados de Y,(u%,
e BH para uma informagao aos experimentalistas, uma vez que medi -
das experimentais destas quantidades para o chumbo nao foram ainda
realizadas,

G. Calcio e Estroncio

Naoc existem dados experimentais para a dispersao de fonons
e o calor cspecifico dessas terras raras. A disponibilidade das

constantes elasticas permitiu estudd-los considerando interagoes -

apenas até o primeiro vizinho mais préximo. O0s resultados do cal-

130

cio®e do estroncio encontrar-se nas figuras 29 30.Gurskii e Krasko
121 132

Animalu ¢ Swarocop et. al. estudaram teoricamente a dinamica de re
des desses metais. MNossos resultados para as curvas de dispersazo
130

estao mais proximas dos calculados por Gurskii e Krasko.

No calculo das constantes de forca desses metals nao foram
utilizadas frequencias experimentais.

. . . 2,
Para estes metais resultados experimentais de Y, éx)e BH

nao existem e portanto as curvas tedricas nso estao apresentadas.
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CAPTTULO VIII

CONCLUSAD

Nas pégina§ anteriores apresentamos o estudo tedorico da -
dinamics de rede e propriedades térmicas de quase todos metais =~
f.c.c. Entre eles encontram-se os metais nobres,metais de transi
¢aoc,aluminio,chumbo,torio,cdlcio e estroncio. Exceto o calcio e
o estroncio, as relagoes de dispers3o de fonons experimentais e-
xisten.

Nossas predigoes teoricas mostram um estreito acordo com
os resultados experimentais. Como foi mostrado anteriormente por
nés , o teste critico de um modélo tedrico de dinamica de rede ¢
sua reprodugao das relacoes de dispersao de fonons experimentais.
Nossos estudos tem, assim, estabelecido que o modelo de Bhatia mo
dificado pode ser considerado um modeélo de dinamica de rede razoa
velmente bom.

Foi considerado também o calculo das propriedades térmi -
cas dos metais f.c.c. com base no modelec apresentado aqui para =
testar sua aplicabilidade na regizo toda do espectro de fonons.
Para tal proposito a curva g(v) contra e varias propriedades -
derivadas do espectro de fonons foram calculadas. Entre essas -
propriedades encontram-se¢ a capacidade de calor da rede a volume
constante, temperatura caracteristica de Debye, fator de Debye -
Waller, deslocamento quadratico médio dos atomos e também um tes
te da validade do critério de fusao adotado por Lindemann. Para
todos os metais em estudo, exceto o calcio e o estrdncio, os re
sultados experimentals de todas essas propriedades existem. Uma
analise comparativa dos resultados experimentals com as nossas -
predigoes tecricas mostram que os resultados apresentados estao
em estreita concordancia com os experimentais.

A hipotese de Lindemann que Yo deve ser o mesmo para to
dos o0s metais na temperatura de fusao foi suspeitada e um calcu
lo dos valeores de Yo, foi executado usando o nosso modelo,para as
vibragoes atomicas, que € mais realistico que o de Debye adotado
por- Lindemann. 0Os nossos calculos de Yo, assim como os dos traba

lhos na referencia 39, € de certa forma censurado, uma vez que o
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o valor E = K, T & v para a temperatura de fusao e o valor

B

alid
de g(v), para obter u? /R

o
g s fol usado na temperatura ambliente.
Assim nem se calcula o parametro y 2 temperatura ambienrte e nem =
na temperatura de fusao.

Uma outra propriedade importante dos metais f.c.c. encon-
trada no presenté estudo € que a blindagem("screening")} eletrdniz
ca nestes metais € governada pela teoria de Bohn e Plnes. Esta
conclusao estd de acordo com as teorlas mais realfsticas dos me-
tals . Apontamos que o modélo de Bhatla, assim como os seus seguli
dores e inclusive o modélo desenvolvido por Chéeviau®7estio basea-
~dos na teorla de Thomas-Ferm! para o parametro de blindagem Kc'

Conclue-se do presente trabalho que o modelc de Bhatia mo
dificado encontrou bastante sucesso nos estudos tedricos da dina-
mica de rede de metais f.c.c. . Para testar sua aplicabilidade em
todos os mectais cUbicos € altamente desejado o trabalho para os =
de estrutura b.c.c. . Estudos anterlores feitos no sodio por -
Shukla e Salzberg ja suportaram este ponto. Outras estruturas -
podem tamblm ser estudados com o formalismo geral que desenvolve
mos e as interagoes podem ser restritas a tantas camadas de vizi-
nhos quanto julgarmos necessarias e convenientes, Neste trabalho
nos nos limitaremos até a terceira camada sOmente.

Outra caracterlstica € a que diz respeito as fnteragoes =
fon-Ton onde podemos dizer que o modélo apresentado € o mais com=
pleto dos existentes na literatura,

Embora o modélo apresentado, bem como todos o5 outros nes
ta Iingg,egeguem o modélo de Sommerfeld, que considera os eletron
como livres ,tenha apresentado resultados satisfatdrios € deseja-
vel verificar as mudancas causadas pela introdugac de eletrons de
Bloch e as modiflcagoes provenientes do emprego de superflcies de
Fermi mais realfsticas que as esféricas,

A teoria desenvolvida aqui pode ainda ser aplicada para -
algumas outras propriedades tals como o parametro de GrlUneisen, a

resistividade elétrica e a condutividade térmica dos metals.
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RPEHDICE A

Neste apéndice vamos encontrar a equagao IV.3. Para tanto
seja a distancia relativa entre duas particulas deslocadas das po

sigoes 7 e F'de equilfbrio dada por:

d = Ixf_! E"’Yﬂ* I-xf_ E_ij, Al
onde Z estd aoc longo de R e ] ao longo de & x R. Agora

d = [{(x,, = x0T+ (y,, - y 213?172

o
It

1 _ 2 _ 2.,1/2 )
1{(x£. xz) +“(Y£, Y£) }[ ' A2

desde que T . ] = 0.

Podemos dividir M(|B + §!) em 2 partes: uma devido ao des-~
locamento ao longo da cadeia, ou seja, ao longo de T, e que vai -
dar origem a uma parcela do primeiro termo, do sequndo, do quarto,
€ outros de ordem superior, a outra parte seria devido acs desloca
. ) ] - . - 3 . -

mentos na diregao perpendicular a cadeia, ou seja, ao longe de ]
que vai dar origem a outra parcela do primeiro termo, o terceiro -
termp e outros de ordem superior. Escrevemos isto na seguinte for-

ma
IR + 81 = v, (1% + D) o+ w (R + D) A.3
// : 40
Fixemos a nossa atenc3o sormente no termo QL(ﬁ + d). Entao-

pecdemos assumir gue nao existe deslocamento da particula ao longo

da cadeia contribuindo a este termo, assim que

x£, - xf = R e
o e2 ) 2,172
d = [R" + (y,, 2 12 -
(Y,, Y ) )
d =R |1 + ‘?"“Zf‘ ;”2
R

Expandindo d em série de potencia de (Yi’ - y£)2 e tornando
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somente o termo de crdem mais baixa, temos

[ (Yi’m ) Yﬁ)z A.5
d = R+ — - -

Esta expansaoc se justifica pelo fato do deslocamento 3 ser

arbitrariamente pequeno. Agora

2
N {(yo, = v,)
v (R + 3]) =W (d) =W [R + £ TR ! i A.6
Expandindo VW {d) em série de Taylor, nds obtemos
2
(yrs - v,) .
-\ y f o £ £ 1 H
W (d) =¥ (R) + W’ (R) T + o M {R}
) 4
(Y'ao = YI’) +
4R L
(5 x —%—)2
W (d} = v (R} + W’ (R} 5T e
> . ] . - R
v (R + 8]} = w (R) + —5— ¥ (R) (3 x —%— 2 AT
VR ED =W () o+ RTP o (R) (3 x )
Finalmente obtemos
VIR + H=w + W= (R) we(eYrR™Y (3. R) 4 —%— R™? v (R)

(T x H7 +‘—%— wWrT? (3L D2 .

termos de ordem superior

Esta expressao € a equagao V.3,
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APENDICE R

Seja R = R(x , x,) a separacao entre 2 ions num cristal, -
a

£

entao V(R) é agora uma fungdo de funcdo e entao devemos deriva-la-

pela reara da cadeia. Da definigéo de constantes de forgca temos

-2
{
s (P) = 3 viIir) o
B 3% 93X
o B
a_vir) _ 3R 3V
3 Xy o X aR
como R = |x2 + xélh’2 temos que
dR o dr B
d x - d x R
o it
Entao
d v(r) _ Yo _dv d V(R) _ g _dv
d xa R df d xB R dR
Z 3 3 5 Xy dv
—3 . y(R) = ( v(R)) = ( . )
g x ax d x R dR
BxB 29X B o B
o
X X
o d dv 0 v} dv
=% o ) e ) - R B.
8 B
X 2_
d 9V, __d 9V, R _ "B _d° B.
de dR dR dR dxB R dRz
x X X
e I o F 8 B
de R R
32 3 5 3 Xq o dV
— V(R) = ( V(R)) = ( ) =
ax“ Bxa 9x o R dR
X X
- o d (dV )+ 3 (G) dV



X 2
d ( dv ) = o d2 V(R) B.5
dxa dR R dxa
2 2
x R = {xZ/R) X
- (—2) - i I Y S
dx R R R R

Das relagoes (B.3) e (B.6) temos uma relagao mais geral

d xa , xa X o = 1,2,3
( )=——~58-—-—5—3 B.7
dx R R Q R R = 1,2,3

Substituindo (B.2) ou (8.5) e (B.7) em kB.1) temos

af R dR af R? r2 dR?

Esta relagao para as constantes de forga € valida somente-

se derivada de um potencial central de dois corpes, em outros ca -

scs ¢ potencial seria uma fungio complicada de R e a relacgao nao

seria mais valida.
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APENDICE C
Da equagao IV.6, temos para um atomo por cela unitaria o
seguinte '
+ _ =1 _.bb’ s
Io(q)lxy =. m l A (q)Ixy C.]
. bb* ,+ -
onde neste caso |A (q)}xy e dado por
2
_.bb’ > . 3 _ -2 3
|-A (q)|xy = ¥ [ k(s) Pg — + Cg(s) 5xyIG(s)
S=1 4, 99,
x =1,2,3
C.2
. Y = 1: ’
-2 2
= [k, (1) py" ——— 61} + € (1) & 6(1)] +
L 5 5 Xy
q q
Y
- 32
+ (-x,(2) o, 3 6(2) + cg(2) 8, G(2)] +
q, 99 :
Y
-2 92
+ [-%,03) o) T 803+ 0 (3) 8, 6(8)] -
q, 99
X Y
2
Agora 32 G(1) = - a2 ¢ {Cc +c_})
3 XY
q
X
J 6(1) = a% s s
3q, aqy
2
g 6(2) = - 2a% C,x
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d _
7 G(3) = 8 - [cx (Cpy + Ty # By Cp) + Ty c, ¢,] -
qx qx
= -2a%cCc {C. C +¢€ C.)-8a%¢c. ¢ ¢
X 2y "z y 22 2x "y 'z
3 _ g 2
- : G{3) = 8 T [Cx (Czy + 0+ Cy C,,) +
9y 3ay 9% 94
1 2
+ O+ O cz] =8 ——a" s 5, C, 4
1 2 1 2 _
+ - @ Sx SY sz + —5— a SY S2x CZ =
- 2 2
= 4 3 c, (s SZY + sy SZX) + 2 a“ s sy C,,
a2 2 2 2 3 2
como p] = '-—--2— pz = a e 03 R
Entao
(3) 2 2 '
ALY = | + ky (1) = a cx(cy + cz) + ucB(1) {cx cy +
2 2 (2)
+ cy C, + ¢C, cx}| + |+ chz) 2 a” C, + 2C,
2
(sz + C2Y + sz)| + |+ K](3) 2 {2a C.

2
(c C + C 022) + 8a“ ¢

(c.c . C_+C, C C +¢C, C CJ)
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o 2 2 . 4 2 2
Axy(q) = K1(1) —5— 2% s sy K, (3) —;— a“ {2a° ¢
2
(sx s2y + sy SZx) + at s sy C,,}
A (0) = |K1(1) b+ 12 CB(I)| + |2 K,(2) + 6 cp(2)] +
+ 4~ K (3) (248) + 8 € (3) x 3
3
‘Entao
mbD (a) =4 c (1) |3 - C, €y - €, C, - ¢, c .| +
2 cy(2) (3 - Chy - c2Y - czzi +
8 C,(3) 3 - Cax €y €, - Cay Cx €y = €5, € e |+
2 K, (1) |2 - 2¢_(Cc_ + c )| + 2 Kp(2) v -, | +
L
-5 K1(3) 6 - cx(c2Y c,6 + cy €,,) -4 Cox cy czI
mD (q) = - (-2 K. (1) § § -~ L I (3) |2 ¢c_(s_s, +
Xy 1 x Ty 3 1 2z Tx T2y
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APENDICE D

Temos de equagao IV.33 gque

+ : I(a‘ T - wt)
g.n = i |qx + qy + qz] A e
+ i(q r - wt)
9{v.n) = i [qx +q, + qzl VAe 9"

i(d . 7 - wt)

i -
- lay a, +.a, q, +q, q | Foaellde - ot)
y 'x y 'y -y 'z
) ‘ i(q . ¥ - wt)
la, a, + 9, a9, +q,q,| KAe
i e2 N, - hq e2 No
F=—s v(v.t) = - ~—; — lq,q, + a, q, +
K + 41 en q° + 4w en Y
- i(g . r - wt) 7
+ q, qzl A e
2
bt e® N >
o i{g . r - wt),
- + + A
I E— la, a, + 9, a, +aq q,l ]
2
b e® N -+ >
- 0 ilqg . r - wt)k
5 ]qqu*rqzqy*-qzqzlhe
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Esta equagao vetorial pode ainda ser escrita na forma .ma -

tricial seguinte

f(a T - wt )
Fx 2 99y qqu RPaP Ae
hme” N (3.7 - wt)
Fl = - q.,4, 49,3, 9.9 A e ’
Y q2.+ by en yox vy y'z ’{a ? - wt)
F, U9 9.9, 9,9, [Ae
Esta € a expressao matricial da equagdo: Fe-Kk.7q.
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APENDICE ‘E

Apresentamos neste apéndice os elementos da matriz dinami-
ca, usada neste modelo, necessarios para encontrar as auto frequéﬂ
clas de ondas propagando-se nas principals direcgdes de simetria.

Das equagoes . , temos
Dlregao |100]

017 (@) = k(2ay + B)) 1= ¢y + Bla, + 8,) |1 - ¢} 4

2 "8

16 -
(263 + 30-3) |1 - c}‘ + _-3_ (83 + 6“3)

|1 - c]l.
0331 (@) = 2(20; + 8;)) (1 =€) + hay (1 =€)«
Fohoo (1 - c2) + =2o(28. + 30.) (1 - C.) +
2 1 3 V48, 3 1
b (g, + 6ay) [T+ (1) (1 - 2¢ ) |
3 3 3 2 | 1 ¢
Brg = P33 12 13

Diregao [110]

l-i(q) = 2(2a, + 8,) [2 - C? = Cy| + b1 - C, | +
+ h(zuz + 3 ) II - C I + (——?— 83 + 8a3)

|1+ c, - c?| + (“g— By + 1633) [1 + —— ¢, -
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pi>1(3) = 28, 57 4

2 :
1 —3—- 83 5'_“{(2 Cl) + ll -

P=1

Dyz (@) = 4(2ay + By) (1 =€) + bay (1 - ¢) + 8o, (1 - c?) 4
+ —%—(263 + 3a3) (1 - Cf; + —%—(83 + 6a3) (1 + Cy -
- 2 ¢3).

%22 = P11 Dyg = Dp3 = 0

Dlregao.llljl .

P-i 2 : 2
Dy () = 2(2ay + By) |2 - 2 7} + bay 1 - ]| + 4o, + B,)

.2 2 8
fio= €5 + be,|2 = 2 ¢ + —3~(2B3 + 3a5)

2 2 8 2 2
e et - 207 + —=(B3 + 8ag) |1+ ¢y(1 = 2¢7) |

[<i > 2 4 2 2
Dy, (q) = 28, S% f —3— 83 SI(IG ¢y - 1}

Oy = Pyp = Dgy

Da equagao IV.57 temos
n'l

Dl-e(a) - ke 0
b 1+ q°/kg

q,;9;
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Diregao |100]

Neste caso temos q, = q3 = 0

-1 2
f~e ;> ke g 94
Dy (@) =~
1 + q /kc
l-e _ i=-e - i=e - i-e - e - nle o ple - ie -
D2 = 033 P12 Pay D3z Dy3 = Dy3 = D3y =0
Diregio |110]
Neste caso temos 9, = q, e 93 = 0
=1 2
k n q
ie » i=e,+ e 0 1 [=e i-e
D,s(q) = D,, (g) = = D =D
it 22 1 + quKz 12 21
i~e ie fe ie
D33 013 023 032 =
. Diregdo |111]
Neste caso temos 9y = G, = q3
_ -1 2 ;
Dfie . Dl-e - Di-e _ ke g 9 - Di-e - Di-e u DI-e -
11 22 33 1+ quki 12 21 13
j=-e 1=-e i~e
P31 = P23 = D3

De acordo com as equagoes VI.,1 vemos que o gas eletronlco =
nao modifica as ondas de rede transversals propagando nestas 3 dire

¢oes de simetria.
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RPENDICE F

wll1/2,1/2,1/72| = 120, + 88, + 12a, +

16

3

m2i1/2,1/2,1/2] = 12a,

+ 863

e

2
Mle1,0,0| = 16a, + 8B,

+ [xx] ake

2
MvT|1,0,0[ = 16a, + 48,

+ 3|zz| aKe

-

+ 0 4+ 0 + 32qa

+ 0 + 0 + 32qa

281 + 12u2 +

3

MvZ[3/4,3/8,0] = b(—5— + /2)a, + 2(1 +

+ 2B, +
Mv$]3/h,3/h,0| = 2(5 +

+ 0 + 20

Mv310.8,0,0] = 1h.4720, + 3.6188, + 1.3820a, + 12.98138, +

+ 34, 4718a

kg, + 2ku3 +
kg, + 24a3 +
+ 12 By +

+ hg 83 + D

4 11
20a3 + 3 ( 7= + ” )83 + 0
4 i
)BI + 4{(1 + -——-)B] + haz +*
V2 Y2
16
u3 + 3 33 + 0

3 * B3
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4’ #v210.6,0.6,0] = 14.09018a, + 2.7138, + 7.2360, +

+ 3.61862 + 19¢g, + 10.!6383

3

2

4n® v3]0.6,0.6,0] = 14,0500, + 5.2368, + 7.236q, +

+ 19.236a3 + 7-49033
bn? MvP[0.7,0.7,0] = 15.3204a, + 5.79368, + 5.2360, +
+ 2.6188, + 16.70ka; + 2.0148, +

+ 2|yy| ake

onde
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