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muitos erros?. Ele deligentemente diagonaliza aproximadamente 

umas vinte vezes esta matriz em um processo de autoconsistincia 

antes de me dar a sua solução final, (sem levar em consideração 

a outras inümeras operações). E para fazer tudo isto, demorava 

u~a fração de segundo! Portanto 



RESUMO 

Inspirados inicialmente num artigo de Freyne, consegui-

mos desenvolver um modelo teórico suficientemente geral, que 

nos permite estudar diversas das propriedades magnetoelãsticas 

das Terras Raras. Empregamos este modelo, principalmente para o 

estudo de algumas propriedades do Oisprósio e (rbio. 

Numa experiência realizada por Rhyne et ~ constatou-se 

uma mudança de fase magnética do Disprõsio, com campo magnético 

crftico de 74 kOe, a uma temperatura de 4,2 K. Nosso modela des­

cr~ve corretamente esta mudança de fase. Estudamos ainda o compo~ 

tamento do campo magnético crítico com a temperatura. Segundo 

nos ~dado conhecer, nenhum dos modelos te5ricos existentes, dão 

conta deste comportamento do Oisprõsio a baixas temperaturas. 

lnclufmos tambim em nosso modelo uma generalização de 

parte de um formalismo desenvolvido por Nagamiya, com o intuito 

de estudarmos o comportamento da constante elãstica c33 na região 

de ordenamento magnético do (rbio, nas vizinhanças da temperatu­

ra de Néel. Nosso resultado concorda muito bem com os valores ex 

perimentais. [sta 6 ~amhim a nrineira tentativa tc6rica de csttJ­

dar o COMportaf'lento de ur.ta constante elástica de IIMil terra rara 

numa rc~iio de ordenamento ~aon~tico. 
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VEVlCATORlA 

~ Senho~a Ono6~a R~be~~o da S~tva .cuja am~zade e ~ncen­

t~vo conatantea to~na&am poaalvet eate t~abatho. 

X Ma~~a Stetta, Eliana e Ctiudia como uma modeata ~ecom 

penaa po~ tudo que aupo~ta~am du~antc a tonaa c complicada t~a 

jetõaia que t~ve que dcac~evc~ em buaca deate t(t.,to. 
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P R i1 L O G O 

Nel mezzo dei c<1ntm.in di. no~.tJLa v.i.ta 

m.i JL.i.tJLov<ti. peJL una 4elva 04cuJLa 

ché la d.iJL.i.t.ta v-ia eJLa 4maJLJL.i.ta. 

Aft quan.to a d.iJL qual eJLa e C04a duJLa 

e4.ta 4elva 4elvagg.ia e a4p1La e 6oJL.te 

che nel pen.&.LeJL Jt..i.nnova la pa.ctJta.! 

Tant'ê amalta c.lte poco ê p,{.Ú moJtte; 

ma peJL .tJLa.t.taJL dei bcn ch'.io vi. tJLovai, 

d.iJLÓ de l'altJLe co4e ch'.io v'ho 4CoJLte. 

ln!c.io Can.to l {ln6eJLno) 

HLa V.iv-in<t Commed.iaH (Van.te AUglt.iH.i) 
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CAP!TULO 1 

Introdução 

As propriedades ~agnéticas dos sõlidos tem sempre des­

pertado grande interesse, devido em parte, ãs inümeras aplicações 

priticas que delas se fazem. Presentemente existe~ ~ilhares de ma­

teriais magnéticos diferentes, cujas propriedades gerais são mais 

ou ~enos bem conhecidas e usadas para diversas finalidades. Embora 

não se tenha ainda atingido um estigio, em que todas as proprieda­

des magnéticas dos sólidos sejam descritas er.o termos de prir.oeiros 

princípios, muito se tem feito ultimamente no sentido de incluir 

em modelos o maior nümero possível de propriedades magnéticas dos 

sólidos. Dentre estas propriedades magnéticas, estudare~os eD di­

.versas etapas do nosso trabalho, as propriedades de ~agnetoestri­

ção e anisotropia das terras raras. A ~agnetoestriçio õ o fer16mcno 

pelo qual as dimensões de um sólido magnético são alteradas, 

qua•odo o ~es~o i submetido a um campo magnético. A deformação de-

vida a .magnetoestrição, ót i geralmente muito pequena nos metais 
. T 

de transição .. E qa ordem de 10-S a 10- 6 . Nas terras raras, ao con-

trãrio, esta deformação i bastante grande, da ordem de 10- 3 . Se-

jam "; os cossenos di retores do veto r de magnetização e Si os cos­

senos di retores da di reção na qual i feita a medida de comprimento 

do cristal. A magnetoestrição pode ser expandida e~ série de potê_!: 

cias destes cossenos. Temos 

(L l) 

Nesta expressão os índices numéricos tem. a seguinte correspondência 

com os índices cartesianos: l:x, 2:y, J:z. fia Eq.(l.l) considera­

mos apenas termos pàres em a 1 e Bi devido a invariância de 61 pela. 
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inversão do sentido da magnetização. Considerando cristais simples, 

podemos mostrar que existem algumas relaç~es entre os diversos co~ 

ficentes b, devido a simetria do cristal. Mason (1951,1954) obte­

ve estas relações, expandindo até a sexta ordem nos cossenos dire­

tores e tratando também as diversas simetrias. 

Para um cristal uniaxial a magnetoestrição ( incluindo 

termos até quarta ordem) é caracterizada pelos quatro coeficientes 

1. 1 da expressão: 

Sf = ) I lc "'•fo + -", ,s,/- (->', PI+.X,~,)"', pJ• ), [\J- '\') (1- ,BJ)- ( <>'q1 1 + -<', f.) l J 
l, [Q- "','; lq:- (.x,f3.~M.x, r, J • 4 ). .. (.Y, p, + .v, f,J "". p, 

admitindo-se que o eixo do cristal seja o eixo z. Esta 

pode ser aplicada ãs terras raras, as quais têm simetria 

( J. 2) 

fórmula 

hexago-

·nal, pois a simetria basal de sexta ordem só aparece com termos de 

sexta ordem nos cossenos dirctorcs. 

Por anisotropia n1agnitica·, entendemos o fenBmeno da de 

pendência da energia livre de um cristal com ô dircção de maqneti­

zação espontânea. O trabalho por unidade de volume, necessirio pa­

~a magnetizar uma amostra, de seu estado desmagnetizado atê atin -

giro estado de saturação, é dado pela equação 

T~ f\~.Ji (I • i) 

o 

is é p valor da. magnetização de satu~ação (por unidade de volume). 

Parte deste trabalho é usada cm perdas irreversíveis que caracte-

rizam a histerese· magnética. A parte reversível, que é armazenada 

cm forma de energia potencial magnética, a qual é geralmente fun­

ção da direçio da magnetização, csti associada com a energia de 

anisotropla. A expressão que di a energia livre é função da dlre­

çio de magnetização e possue a mesma simetria do cristal considera 



do. De um modo geral a energia de anisotropia aagnética pode ser 

expandida como uma série de potencia dos cossenos di retores a 1 , da 

ma~netização. Temos assim: 

( ~ 4) 

Levando em consideração a simetria do cristal, podemos encontrar 

·certas relações entre os coeficientes c. Estas relações foram cal­

culadas por Hason ( 1954), incluindo termos até a sexta ordem e pa­

ra vãrias simetria. Para um cristal de simetria hexagonal, que se 

rã a simetria a que iremos nos restringir, podemos escrever: 

(I 5) 

os·coeficientes Ki. são chamados de constantes de anisotropia magn! 

tica. a e o ângulo entre a direção da magnetização e o eixo c .do 

cristal e 9 e o ângulo, que a projeção do vetor ~agnetização so­

bre o plano basal faz, cor.~ o eixo a do cristal. 

As terras raras são provave·lraente-os sólidos que apre­

sentam o maior nGmero de interessantes prQpriedades ma~niticas.Mu! 

tas úas terras raras,quer em estado puro, do Gadollnio ao Túlio, 

bem como muitos dos compostos com estes elementos, apresentam di-

versos efeitos magnetoelisticos. As medidas de ~agnetizaçio das 

cl1amadas terras raras pesadas, isto i, a s~rie do Gd ao Tm, foram 

feitas. durante o período de 1958 a 1963 na Universidade de Iowa, 

por Legvold e colaboradores. Estes valores são ainda hoje usados 

como referencia. 

Como consequincia da energia de anisotropia, a temper~ 

tura paramagnitlca de Curie nas terras raras pesadas (excetuado o 

Gd) é uma função da dlreção de splns. Por este motivo temos geral-

3 



•ente duas temperaturas paramagn~ticas de Curie para as terras ra 

ras. Uma temperatura ~ obtida quando consideramos os spins orien­

. tado.s segundo uma di reção no plano basal do cristal e a outra e 

obtida quando consideramos os spins orientados na direção perpe~ 

dicular ao plano basal. 

Das terras raras pesadas, .o Gd ~o finico que apresenta 

momento angular orbital nulo. As curvas de magnetização são típi-

cas, portanto, de um metal ferromagnético (quase) isõtropo. Por 

este motivo temos apenas uma temperatura paramagn~tica de Curie 

Fig.(l,l). O Gd apresenta uma antsotropia magnetocristalina que e 

pequena comparada com a dos outros elementos da série. As medidas 

dos coeficientes de anisotropia efetuadas por Corner ~ ~ (1962) 

estão indicadas na Fig. (1.2). Estes autores mostraram que são 

necessãrio apenas três coeficientes para descrever a energia de 

anisotropia do Gd. As variações das constantes de magnetoestrição 

do Gd com a temperatura, estão indicadas na Fig. (1.3). 

A energia de ansiotropia magnética em quase todos os 

metais. de terras raras ~extremamente alta, em contraste com os 

metais de tran·sição. Isto se deve príncipalmente aos efeitos de 

interação do campo cristalino, que são muito maiores nos metais 

4-f do que nos metais 3-d, devido a que o momento angular orbital 

nio i "congelado" (quenched), Kittel (1971). Por causa desta for­

te an.isotropia uniaxial, o Terbio apresenta duas temperaturas pa­

ramagnéticas de Curie, Fig, (1.4). Os coeficientes de magnetoes-

trição são mui to grandes, da ordem de 10- 3 , como se pode ver na 

Fig.(l.5). 

Seguindo a regra geral, o Disprosio apresenta também 

duas temperaturas paramagnêticas de Curie, Fig.(l.6), o que carac 

teriza uma forte- anisotropia uniaxial. A magnetoestrição no Dy -e 

também muito alta, como se pode verificar na Fig. (1.7),0 Dy apr~ 
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~enta uma propriedade muito interessante. Trata-se de uma mudan­

ça de fase a baixas tempera.turas, da qual falaremos a seguir e 

completaremos os detalhes no capítulo 4. 

o rrbio tambim possui duas temperaturas paramagniticas 

de Curie, o que prova tambim possuir grande isotropia uniaxial . 

Fig.(l.B). 

O comportamento das diversas constantes elisticas com 

a temperatura, estã caracterizado nas Fig.(1.9) ati Fig. (1.20). 

As propriedades magnetoelãsticas das terras raras acham 

-se discutidas no livro de Craik e Tebble (1969) ou num trabalno 

de revisão mais recente de Rhyne (1973), A magnetoestrição estãti 

ca destes elementos puros, a baixas temperaturas, é um assunto 

mais ou menos bem compreendido presenteQente. Os resultados expe-

rirnentais concordam, razoavelmente bem em ~uitos aspectas, com a 

·teoria desenvolvida por Callen e Callen (1965). Nesta teoria, a 

hamiltoniana que descreve as propriedades magnetoelisticas do 

cristal pode ser expressa por meio da equação: 

sendo 

(1 5) 

Jl a hamiltoniana do sisten1a de spins, que inclui os ter­m 

mos de troca (exchange) e interação de Zeeman. ·Jt e é a energia 

elãstica. J{.me i a hamiltoniana que representa a interação mago!:_ 

toelãstica responsável pelo acopla~ento do sistema de spins com 

as deformações homogêneas da rede e J~ é a hami 1 toni a na que re­

presenta a energia de anisotropia magnetocristalina. A hamiltonia 

na usada por Callen e Callen serã estudada com detalhe no capftu-

1 o 2 • 

Os efeitos magnetoelãsticos envolvendo interações de­

pendentes do te~po nio sio ainda bem compreendidos, não obstinte 

os esforços de Freyne (1972) e Southern e Goodings (1973), em es 
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~ender a teoria de Callen e Callen com o intuito de incluir efei· 

tos dinâmicos. A teoria de Freyne, consiste em um tratamento ter 

modinãmico para o cãlculo da energia livre. O interesse princi -

pal de Freyne era explicar um comportamento anõmalo numa constan 

t~ elSstica do Gd. Por este motivo, limitou-se ao cãlculo de al­

gumas derivadas segundas da energia livre com relação ãs diversas 

deformações. Como veremos no capitulo 3, certas combinações li­

neares de derivadas segundas da energia livre estão relacionadas 

com as contribuições magnéticas ãs constantes elãsticas. 

A teoria de Southern e Goodings é basicamente um tra­

tamento do tipo de Callen e Callen onde são incluldos termos as­

SQciados com as deformações anti-simétricas da rede cristalina e 

também termos não lineares nas deformações da rede. 

Como mostraremos no capftulo 3, nos inspiramos no ar­

tigo de Freyne para desenvolver um modelo teórico apto a descre­

ver U@ grande.nGmero de propriedades ma~niticas de diversas ter 

ras raras, Para isto contudo, tive~os que generalizar bastante o 

tratamento original de Freync, a fim de que pud~ssernos dispo r 

de um modelo teõrico aplicivel a todas as terras raras. Para que 

posiamos con1parar nossos resultados teõricos com os resultados 

experimentais, torna·-se necessirio o uso de con1putador, jã que, 

como verc1nos, temos de diagonalizar um ~randc nGn1ero de vezes,m! 

trizes de ordem até 18 x 18. 

O programa d~ computador nccessirio para a obtenção 

de resultados numéricos foi desenvolvido aqui na UH!CAHP numa 

estreita colaboração com o Prof. Paul L. Uonoho, quando de sua 

permanéncia aqui ern Campinas. Para desacoplar a har.li ltoniana de 

lleisenberg, fizemos uso da hipõtese do campo molecular de Weiss. 

Nos dedicamos na presente tese ao estudo de apenas •l 
gumas propriedades do Dy e d·o Er. Dentre as propriedades do Oy , 
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~estaca-se uma que at~ então não tinha recebido wenhuma explica-

çio teirica. Referimo-nos ~mudança de fase magn~tica a baixas 

temperaturas, descrita por Rhyne !!_ al (1968) e mais recentemen­

te por Lieberman e Graham (1977). Jã observamos que o Dy aprese~ 

ta uma forte anisotropia uniaxial. Neste metal, a direção da fã­

cil magnetização, i temperaturas abaixo da de N~el (TN = 178 K), 

permanece no plano basal. Como mostraram Rhyne !!_ ~. são neces­

sãrios campos magnéticos muito altos na direção de dif\cil maane - -
tizaçio (eixo c) do Dy, para que se consiga deslocar a direção 

de magnetização do plano basal, mesmo de um ângulo muito pequeno. 

Rhyne !!_~observaram que a componente de magnetização na dire­

ção c cresce linearmente quando se aumenta gradativamente o cam­

-o magnético nesta direção. Quando o campo magnético atinge o va 

lorde 74 kHe, cessa o crescimento linear antes observado, ver 

Fig. (4,3). Continuando a aumentar o campo acima deste valor, a 

componente de magnetização na direção c passa a aumentar irreve~ 

sivelmcntc. Medidas do momento magn~tico com fortes ca~1pos magn~ 

ticos aplicado~ na direção c indicam·uma consideravel redução da 

· anisotropia uni axial do cristal de Dy. Rhyne !!_~sugerem que o 

~ecanismo responsivel por esta mudança de fase, seja devido ao 

aparec·imento de grandes deformações internas causadas possivel -

mente por forças magnetoestritivas. Recentemente Liebermann e 

Graham (1977) mostraram que existe uma defor~açio plistica no 

cristal de Dy, quando o campo magnético aplicado na direção c va 

ria entre 70 ati 90 kOe. O mecanismo para esta deformação i um 

entrançamento (twinning) entre as direções < loT2> e< loll>. As 

propriedades magnéticas do cristal são .permanentemente al tcradas 

por esta deformação mecânica. Acreditam Liebermann e Graham que 

a força causadora da deformação mecânica seja uma diminuição da 

energia magnétiéa das tranças (twins), as quais são orientadas , 

com a d1reção de fãcil magnetização, paralelas ao campo externo 
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no<l O 1 0>. Uma outra possibilidade, também sugerida por estes au 

tores, é que a força de deformação magnetoestritiva é tal que che9a 

a exceder as forças elãsticas do cristal. 

Naturalnente nosso modelo teórico nao leva eM considera 

ção nenhuma defornação nlãstica, contudo, disnuze,.,os o mo~elo de mo 

do a induir corretamente as contribuições ma~netoelãsticas rlo ny. 

Desta forma, acreditanos que as forças que produzem a citada nurlan­

ça de fase, sejam de natureza naqnetoestritivas. Nosso nn~elo teór.!_ 

~o prevê corretamente esta mudança de fase. Estudanos a variação da 

energia livre com o canpo na9nitico externo, Mantendo a te~~erat11ra 

constante. Encontranos o valor de 73 k6e nara o caMno Maonético crf 

ti~o. isto e, o car.tpo onde col'lcça a se nrocessar a deforr.1acão nlãs­

tica do cristal de Dy. Este valnr estii en perfeita concordância com 

o valor exoeriMental encontrado ?Or ~hvne ~-~ ~ e Lieber~~nn e 

Grahg~- CoM os dados a no~sa disnosição, cnnsentJi~os const~tar que 

esta mudança de fase e rle rri~eira ordcn. F'izcnos 11n estt1do rlctalha 

do da variação do canpo naonêtico crfticn cor-1 i! tenn,..rat.ura. fstu~a 

mo$ taMbém a variacão deste canno crítico con a vari~cão da razão 

Po o o 
2;P 4 , sendo r 1 os dois pri~cirrs coeficientes cfctivns ~a <'tnisotro 

pI a. . 

Como dissemos, as terras raras apresenta~; um 9randc n~­

mero de propriedades magnéticas. Os diversos ordenamentos r.agnêti­

cos das terras raras são hoje conhecidos, ~raças ao estudo de espa­

lhamento com neutrons , efetuado por Koehler (1965). Resumiremos na 

Fig.(\.21) os vãrios ordenamentos magnéticos das diversas terras ra 

r as, 

Tendo considerado um modelo teórico suficientemente ge­

ral como o que~ desenvolvido na presente tese, (capftuló 3), pode-
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mos naturalmente imaginar alguma maneira de generalizã-lo ainda· 

mais, no sentido de adaptã-lo ao estudo de algu•as regiões de arde 

namento magnético das terras raras. Para provar esta possibilidade 

escolhemos o Er para nosso estudo. Adaptando o formalismo desenvo! 

vido por Nagami·ya (1967), podemos generalizar o nosso modelo teõri 

co para estudar algumas caracterfsticas do .Er na região de ordena­

mento magnético nas vizinhanças da temperatura de Neel (TN = 86 K). 

Nos dedicamos ao estudo das contribuições magnetoelãsticas para a 

constante elástica c33 doEr. Observando a Fig.(l.l9) podemos con1 

tatar uma rãpida diminuição no valor da constante elãstica c33 nas 

vizinhanças da temperatura de Néel. Nosso modelo teórico, sem a 

adaptação para o estudo da região de ordenamento ma~nético, consi­

dera como valor da constante elãstica c33 um valor aproximadamente 

constante. Podemos considerar que a constante elãstica c33 é dada 

·como função da temperatura, pelos valores da tangente i curva cita 

da nos pontos de altas temperaturas, como indicado na Fi~.(!J.3). A 

finalidade inicial de estender nosso modelo para incluir um trata-

menta na região de ordenamento magnético, é p.;eci samente dar uma 

explicação te5rica i curva de c33 versus temperatura, na regiio de 

ordenamento magnético nas vizinhanças de ·rN. As contribuições mag­

néticas ãs constantes elãsticas são relacionadas com certas combí-

nações lineares de derivadas segundas da energia interna, com rela 

çao as diversas deformações de equilfbrio. Por exemplo, 

escrever genericamente a contribuição magnética ãs 

elásticas sob a forma 

podemos 

constantes 

(I G) 

sendo U a energia interna. Nosso programa de computador nos dã d1-

retamente as diversas derivadas seaundas aqui envolvidas.Desta for 



~a. podemos calcular as contribuições magnéticas as constantes 

elásticas. Como mostraremos no capítulo 5, nossas conclusões teó­

ricas estão de perfeito acordo com os resultados experimentais. 

Re~umindo, poderemos dizer que a presente tese tem 

por motivo apresentar um modelo teórico bastante geral e aplicã 

·-lo ao estudo da mudança de fase do Dy a baixas temperaturas e ao 

comportamento da constante elãstica c33 do Er na re~ião de ordena 

mento magnético entre 66 K até 86 K. 
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CAPITULO 2 ---
ANTECEDENTES TEORICOS 

2.1 lntroducão - -

Dentre os diversos nodelos teóricos, desenvolvidos pa-

ra estudar as propriedades n_a!"'netoelãsticas das terrac: r?r~s .. fa­

remos um resumo de apenas três deles. n r1oti vo de rfescrever!"''OS 

cor.> detalh.e o artigo de Callcn e Callen (Hú5), se deve a un fato 

histirico. Foi a primeira tentativa teórica destinarla ao estudo 

das propriedades magnetoelãsticas das terras raras. Partanto, de~_ 

te artigo, deriva quase toda a noMenclatura c Muitos dn~ ~iversos 

problenas envolvi dos neste assunto. O ll'Otivo de fazer"•os u'" resu-

mo do arti~o de Freyne (1972), se prende ao fat0 de ter este tra-

balho., de certa forna. nos insoiraCo na busca de tJ:-" r1odclo s•Jfici 

entemente P,eral, apto a descrever corretarcnte 1.1ui L1s (~i'!S :-)ronric 

dades maqnctoelã.sti cas das terras raras pesadas. E .. ·tor?. !""rcvnc ,e~: 

p·re(]a er.1 pri.nclpio a r.1csrna hani ltoni anil de Callon ~ C:.'\llt;on. seu 

procedimento de'trabalho i diferente. 

Faremos tambim un br~ve rAsuro do artirn rlr Sn1Jt!1~rn e 

Goodinqs (1973). Estes autores enorecap hasicamente • resra haril 

toniana usada por Cal len c Callen, introc4uzindo por~~rr;. al..,,J,S ter 

mos associ~dos com dcformaç6es anti-si~~tricas da rede e ter'!'os 

incluindo contribuiçãcs· nio lineares nas Jcforr·aç6c~ ~a r~rle. fa-· 

remos uso de al~uns destes terros ao descreverro~ no~s~ h~~ilto-

niana no capftulo 3, 

2.2 Resumo do Artino de r.allen e f.allen 
~~--------~~~~~~ 

R. Decker e 11. O<lring (19j9) desenvolveram una te o-
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ria para estudar a magnetoestrição estãtica e~ cristais de sime 

tria c~bica. Nesta teoria, a magnetização estã acoplada is de 

furmaçies (strains) macrosc5picas uniformes, atrav~s de termos 

da energia livre de Helmholtz. Estes termos envolven v~rios 

polinômios nas defor~açies, multiplicados por polinÕnios nos cos 

senas diretores da ~agnetizaçio. A forna destes polinõmios e 

inteiramente extraída de considerações de simetria do cristal. 

A ordem de grandeza dos termos de acoplamento i reprsentada P! 

los coeficientes feno~enoli~icos de acoplanento magnetoel~stico, 

os qual~ sio funções desconhecidas da temperatura. 

Callen e Callen (1963) desenvolveram um tratamento -

~intico para_estudar a magnetoestrição estitica nos cristais de 

simetria c~bica. Estes autores seguiram o caminho traçado por 

Becker e Doring (1939), acoplando porem o spin e os modos elás­

ticos, numa hamiltoniana fenomenolôgica que se espera descre­

ver da melhor forma possível o comportamento ma~netoelãstico do 

cristal. Neste tratamento, os coeficientes de acoplamento sio -

independentes da temperatura. 

Como nosso interesse e dese~volver u~a teoria para -

estudar as propriedades maqnetoelãsticas das Terras qaras, e e! 

tas apresentam simetria _hexagonal; nio iremos nos reter neste 

primeiro trabalho de Callen e Callen que é apto a descrever tio 

somente cristais de simetria cúbica. Por este motivo, passare­

mos•a analizar um outro trabalho dos mesmos autores onde sio 

feitas diversas generalizações. A mais importante ê, porém, uma 

extensão do formalismo a fim de incluir o estudo de cristais de 

qualquer simetria. 

2.3 Descrição da Hamiltoniana de Callen e Callen 

Callen e Callen (1965) generalizaram seu trabalho an 
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teriormente citado, adaptando o formalismo para o estudo de cris 

tais de simetria qualquer. A fim de que possamos desenvolver urna 

teoria apta a descrever as propriedades magnetoelãsticas de 

cristais que possuam uma certa simetria, devemos escrever os OP! 

radares de spin numa dada combinação de operadores esféricas ten 

soriais, a qual gera as representaçies irr~dutfveis do prupo de 

.si~etria do cristal estudado. A hamiltoniana que usaremos para 

descrever as propriedades magnctoelãsticas, deve pois. ser compl! 

tamcntc simétrica com relação ãs operações do grupo do cristal, 

Vamos apresentar a hamiltoniana do sistema sob a for-

ma compacta 

(2.1). 

H i a hamiltoniana do sistema de spins. Nesta ha~iltoniana, in-m 

clue-se somente termos de troca (exchanne) isotrfipica e a inter! 

çio de ZeeMan com um campo externo. R.e i a energia elistica de­

corrente das deformaçfies homogeneas.1ire c a haniltoniana quP re 

presenta a interaçio rnagnetoelistica responsivel pelo acoplanen­

to do sistern de spins coM as deforMações honogeneas. 11a repre­

senta a hamiltoniana de anisotropia magnetocristalina que di con 

ta dos efeitos da rede cristalina não deformada (unstrained) so-

bre o sistema de spins. 

Callen e Callen trataram~ como a hamiltoniana não 
m 

perturbada do sistema. 11. e Jja são consideradas cono termos de me 
perturbação e 1/.e.como puramente clãssico, jã que estavam preocu-

pados somente com as deformações homogeneas. para as quais sio nu 

las as frequências naturais de vibração. Por este motivo, os ter 

nros da forma(~ c e 7
-.. ~·~}i."') , que dcvcrian 

mento quãnti co, ·aparcccn apenas sob a forma 

co~pareccr nun trata 

! c e.2 , pof s wl)lque 

é a frequência natural. é nula. Por este nativo, o mon1ento ~~' 
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conjugado ã deformação e não aparece na haniltoniana 1te· 

A ener~ia livre do sisteMa, obtida através do cálculo 

de perturbações até prir:~eira ordem (ver Landau e Lifshitz (1959) 

pode ser expressa por meio da equação condensada: 

Fm e a ener~ia livre não oerturbada do sisteMa de spins. 

a eneroia elástica. ~s 1:1édias estatísticas ~e Jt e Jl. . r.e ~ 

(2 2J 

Jl e e 

são fe i 

tas tendo-se em conta os estados não perturbados do siste~a de 

spins, que são os autoestados da har>iltoniana :JL . ·~iniMizando a 
m 

energia livre assim obtida, cor1 relação as diversas defor,.,ações, 

obtem-se as deformações de equilíbrio. 

PassareMos aaora is exorcssões analftic~s M~is expli-

citas de cada uma das hamiltonianas acim~ consirlerarlas. P~r~ to-

dos·· os gruros pontuais, exceçao feita nara os sistc!1~ac; <te sir:e -

tria cúbica, existem duas funções de clefornacões difer~ntec;, ca-

da uma das quais ad1:1itindo a representarão connletanente si,..,étri 

ca f., Estas funções são ertl = c~ + ...__~ + c 
XX YY ZZ 

e 

a,2 e = e zz 
1 " 1 ·1 d't'. 
1 <:._~ .10 que seouc 1s 11\C'!Ulrermc; con n ~ínbnlo j 

(j=l,2) estas duas possibilidades. 

Sejam e; ,j( i= 1 ,2 ,. · .n) as funcõcs de dcforMa~ão, que 

fornar.t as bases dl:l representl!Cãó r rle dimensão n, fi h(l~iltoniana 

~~será então escrita sob a forma 

1t-.L2-
r jJ' 

. ' 'cr,_.r,, T'.J 
2 iJ' L- e::·. c_-· .. ( 2 ·H 
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j e j' podem independentemente assumir os valores 1 ou 2. Sejam 

s~·j • (i•1,2, •.• n). as funções de spin que fomam uma base 

o-dimensional da representaç~o r. Escreveremos a hamiltoniana -

magnetoclâstica em duas partes: :lt!e c 1t!! • • parte Jt!e se 

escreve sob a forma 

1t~e -.Z.L2. 8 r.CtJ "' e r: i s r: i( n 
r r .. , JJ ,L_, • • 
~ J] • 

tz 4J 

O Índice f cm Se B, caracteriza o íon na posicão f. ~ sorna em 

f deve ser efetuada sobre todos os íons do cristal. En ·JL 1 
le-me 

vamos er:1 conta somente a interação coulonbiana do carnno crista-

lino com a distribuição deformada dos elétrons na camad~ 4ç. 
·r 
Bjj' (f) são os coeficientes de acoplar:~ento marnetoclãstico, P.!'_ 

dendo depende~ da posição i6nica~ se por acaso os fons não sio 

.todos equivalentes. llllarniltonianajL!~ nodc ser e<crita s~b a 

forma 

( ') - ) 
- o 

A soma en (f,(J) refere-se a todos os nares distintos rl'e íons na 

-r 
posição (f,o). ~ ... (f.g) siio os coeficientes feM<'leno1Õnicos 

JJ 

d 1 1 - . .d d . . - r lj r r e a~op a~cnto ~agnetoe ast1co e 01s 1ons. n 1 me lev~MOS 

consideração contriLuicóes que adv~n do terMo rle troe~ {evchan-

qe) não isotr6pico, int~raçio dipolo-dipolo etc. 

fio momento nio nece~sitareMoS da lianiltoniAna Jl • 
po~tanto, somente mais tarde 6 QIJC_ i renas cscrcv~-la e" ~ua for 

ma mais explícita. 

2.4 Oefornações de Eouilíbrio 

Tendo as hamiltonianas da eq.(2.1) adquirido una for 

ma mal~ explícita, podemos escrever a cq.(2.Z) sob a forMa 
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F= F_+ <1!...>+ L, Fr (2.6), 
r 

onde Fr reune as eqs.(2,3,4 e 5), isto ê: 

(2.7). 

<A> e a media estatistica de A, usando os autovetores da harnil­
r . 

toniana não perturbada. Como Fm e Ha independern de e;'J, as de-

f~rmações de equilibrio vão depender apenas de F~.-

Oerivando a eq.(2.7) com relação a e~'j e designando 

as deformações de equilibrio por ei·j. obtemos 

(2.8). 

Para os casos em que j assume somente o valor um, p~ 

demos escrever, dispensando a soma em j': 

(2.9). 

Pa~a os casos em que j assume dofs valores, podemos 

facilmente resolver o sistema de equações e ~screver: 

- r.1 i "' [ r - r r -.r ( ) ] < 5 r. l ) e,' = ll'L c •• B,GJ- C, 2 B,., t , C-J-J 
f 

. 
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sendo Ar rCr Cr r 
L\ = C

11 
_, - 12 C21

. 

A solução para ej r.z é obtida facilmente a partir da eq.(2.10) 

f~zendo a mudança dos rótulos 1 e 2. Vamos agora considerar a 

dependência das médias estatísticas dos spins com a direção do 

campo magnético aplicado. Assumiremos que a hamiltoniana não 

,perturbada, ·Jlm, é formada de duas partes. Ur.~a esfericamente si 

mêtrica, que provêm da interação de troca (exchange) isotrÕplca, 

e a outra, que ter.~ simetria cilÍndrica, proveniente do campo ma2_ 

nético.externo, A parte de simetria cilíndrica fica determinada, 

especificandocse a direção do campo m~gnêtico externo. ~oste ca 

so, tentaremos encontrar a dependência das medias dos operadores 

de spins com as projeções deste vetar de magnetização sobre os ei 

xos de um sistema de coordenadas fixo no cristal. 

Consideraremos inicialmente a media dos operadores de 

spin correspondente à interação a um íon, isto é, < sf•j(f) > • 

Conforme indicado no Apêndice A os operadores de spin são comb~ 

nações lineares dos operadores esféricos tensoriais '::J~· Portan 

to 

<s,r:j<+J) = 2. a,:;- <'H~··'> ( 2 11), 
.... 

-. 
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Vamos agora reescrever os operadores esféricos tensoriais em 

um.outro sistema de coordenadas(E.~.~). que sofreu uma rotaçio 

com·relação ao sistema fixo no cristal, de modo tal que o eixo 

t coincide com a direçio do vetor de magnetização. Os operado­

res esféricos tensoriais no novo sistema, serão distinguidos 

com um til. Devido ao isomorfismo, (Ver Rose (1957)) entre os 

operadores esféricos tensoriais e os harminicos esféricos, pod~ 

mos escrever 

( 2 12) 

Efetuando-se a media estatística, na qual, o operador densidade 

possue simetria cilíndrica em torno da direção do vetor de mag­

·netização, ~. vê-se que somente o termo com m'=O é diferente de 

zero. Temos pois 

Podemos ainda escrever 

)((~} 
{ 

sendo y: (~) • Y; (0,9), com (o.~) determinando a direção do 

vetar de magnetização, com relação ao sistema fixo no cristal. 

Reunindo estes resultados, obtemos 

<s.r:jm> = <'9~0 > ~ Q•rj~/ ... >:_-c õt) 
.... 

ou usando uma notação mais compacta, 
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(2. !3) 

Sendo Ki r ,j (•a) f - d r j a mesma unçao e ax,ay,az como Si ' (f) o e de 

s~. s~. s;. 
Os resultados que acima obtivemos, dependeram total­

mente do isomorfismo entre os operadores de spin e polinõmios -

clássicos, cujas propriedades de transformação, por seu turno , 

são determinadas pelos harmõnicos esféricos. Este isomorfismo­

continua valendo também para os operadores a dois spins. 

Voltemos agora ãs eqs.(2.9,10). Se a representação r 

possue apenas um conjunto base (i ,ê, j•l) podemos escrever a 

eq'.(2.9) sob a forma 

(2 14). 

Se a representação r possue duas bases diferéntes, então a eq . 

. (2.10) se escreve: 

(2. b) 

Os coeficientes À}j• absorvem todas as constantes de acoplame~ 

to magnetoelãsticas, constantes elásticas, e as funções de cor 

relação de spin. Estes coeficientes são funções da temperatura 

e do módulo do campo magnético aplicado. Eles desempenham o p~ 
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pel dos coeficientes fenomenológicos de magnetoestrfção macros 

cõpica. 

2.5 Particularização para Sistemas Hexaoonais 

Vamos agora nos especializar na simetria hexagonal e 

escrever a energia elãstfca, eq.(2.3), sob a forma 

Na eq.(A.l) do Apêndice A, mostramos a relação exis-

" tente entre as deformações de simetria ej e as deformações ca~ 

tesianas. Na eq.(~ 2) apresentamos a relação que existe entre 

as ~onstantes elásticas de simetria e as constantes elisticas 

cartesianas. Nas eqs.(A.l,2) usamos a notação de Callen e Cal­

len. A eq.(2.4) fica agora escrita sob a forma 

:l(JfJ~ _qi3,: e~[cs;>'- js<s·•J]-. -

- .L B- ~ { e [s' S ~ + S ~ S 1+ ~'' [s' S ~" 5 ~ S "l } .2 e, t l ~ !- (: 2 l ' f •. I 1 
J 

(;2 17) 

e a hamiltonfana maDnetoelãstfca a dois ions, eq.(2.5), se es-

creve 
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D ~ .. eOI. -s. s- -
:21 .. 't !I' 

ei [~"s;+ s; s.-']} 

e; [s" sz + s:z s·] } 
. J f t f 

As deformações de equilfbrio, explicitando as represe~ 

tações r, podem agora se escrever sob a forma (eqs.(2.9,10)) 

e'~= À :r 1<. 7,1(õ!) I ).1" c 0(,_2- Y-_:/) = 2 I ('2 1~1 

Çj>L . l- ). y K7,~ C.i!J .;, ) y 01.,_ ::1. J 

ê""-= )." K,;'\.XJ = E 
À o.c, e<.., l 

-é À,; KE'\J) = )E .X, Ct'z e -= 
2 

Os valores de l~j estio explicitados na~ eqs.(4.19 a 25) no arti 

go de Callen e Callen (1965). 

Podemos relacionar os coeficientes rannctoeo;tritivos 

con os coeficientes convencionais ~e ~arnctoe~triç~o. 

a variação fracional df'! cof.lnrinento c'o crio:;tr1l ,cdiéa 

na direçao (Bx.~y'llz), quando a r>aonctizacão está na c<ircçiio 

(nx•"y•"z). 6
1
1 ê completamente sinétrica co,., as opcraçrie< do 

ºrupo. rortanto deve ser forr>ada por convenientes orodutos ~e 

n1 c a1 , tlason (19~4). fls constantes independentes, nesta ex­

press~o biquadritlca s~o os coeficientes convencionai< de mao­

netoestrição • Por outro lado, podcmds calcular~ dircta~rnte 
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por meio da fõrmula (Ver Becker e DCring (1939). 

(2.20) 

-e expressar os coeficientes efv como função das deformações de 

simetria é;•j. Estas, por sua vez, podem ser expressas em ter­

mos dos (a ,a ,az) e desta forma temos uma maneira de relacionar 
X y 

os dois coeficientes de ma9netoestrição. 

Vamos escrever a fÕrmula de J/ nos dois casos, consi 

derando o desenvolvimento. ati segunda ordem em ai e Si 

e 

~ = 1 ).7,(T. H) .._ :2~). ~\T, H) ( o1.:- J) + 2 A,~('l~ 1-1)(3:-- ~) 

• V3 À,~(r, H)(c.Ç- J)(f;'- ~) ,_ 2 )1 r.H) Hc.ll:-x;)(!3:-t3n 
+ :Xxd~P·f")}l- zX(T, H) {x1Jt~p~f.z .... êl(<X'.., ~3"-lq 

2.6 Cãlculo da Função de Correlação de Spin 

(2 21) 

( 2 2.2) 

Van Vleck(1959) demonstrou que a baixas temperaturas 

os materiais ferroma9neticos se comportam de tal modo que 

~'i_J;(f;T,HJ) _ 

<~/(f~ o,oJ) 

<:J,u(U; T, H)) 

<':Jtu(fAj o,~) { . }/~ 
- <7(-T, H) (2- 2 ~) 

A média estatfst1ca <~~(f;T,H)> aparece na e~.(2.13). Vemos des 

ta forma que a mêdia estatfstica dos operadOt"es de spin a bai-
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xas temperaturas estã relacionada com a magnetização reduzida. 

Conforme demonstrado por Callen e Callen (1966) a eq. (2.23) e 
uma consequ~ncia do teorema de Wigner-Eckart. 

Callen e Shtrikman (1965) mostraram que a relação e~ 

tre <::((f;T ,H)> e cr(T ,H), para ·qualquer temperatura, e uma 

relação universal para diversos tipos de teorias de ferromagn!:_ 

tismo, er.1 particular para que aqui estar:10s considerando, a do 

campo molecular de Weiss. 

As médias contidas na cq.(2.23) podem ser relaciona-

das com as funções hiperbôli cas de !lesscl de ordem ; 

Keffcr (1955), Callen e Callen (1956). Em Abramowitz e Stegun 

(1965) encontramos a definição c principais propriedades dcs -

tas funções hiperbÓlicas de !lessel. Poder.1os assim escrever: 

<~rc~;'f,HJ) = 1,., c:..> 
< ·~f(t, o,o)) I y, ( x) 

Para t=l temos 

<'Y,"(1;T,H)) 
( ':J;(f., o, o)) 

= O"(T. H) 

sendo L<x) a função de langeviri 

(2 24) 

(2 .!. , ) 

(2 .!.t} 

O parâmetro x na eq.(2.24) pode ser expresso em função de o(T,H), 

Invertendo a eq.(2.26). 

A dependência de <:Jz(f;T,tt)> e <~4Cf;T,H)> com a magn!:_ 

tizaçio reduzida, a(T,H), foi calculada por Wolf (1957) para vi 

rios valores do spin. De igual modo, a media<~ ;(f;T,H)> foi 
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0-...i o.., J =I 
;r:> ;n 

,J= co .......................... .4 
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o 
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Fig.(2.1) Dependência dos tensores esféricos <::J~(J)> 

com i magnetlzaçio reduzida. 

Ver Wolf (1957) e Callen e Callen (1960) 



;i•' 

' 
[<~alculada como função de a(T ,H), por Callen e Callen (1960), P! 
• r<ra valores gerais de L mas<~ssumtndo spin infinito, Na Fig. 

;: (Z.l) apresentamos os resultados de Wolf e Callen e Callen. 
~' ,. __ , -
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-2.7. Resumo do Artigo de Freyne 

Um metodo diferente de tratar as contribuições magnet~ 

·elãs-ticas das terras raras, foi sugerido por Freyne ( 1972), emb~ 

ra, un1 princípio, tenha ele empregado urna harniltoniana inteira­

mente anãloga ·i usada por Callen e Callen. Enquanto o modelo 

desenvolvido por Callen e Callen inclui apenas contribuições e! 

tãticas ã rnagnetoestrição, o tratamento de Freyne ê una primeira 

tentativa de incluir contribuições dinãmicas. 

O objetivo de Freyne em seu cãlculo era explicar uma 

anomalia experimentalmente encontrada por Long et al ( 1969) na 

constante ~lãstica c33 na fase ferromagnética do Gadolinio. Es 

t~ anomalia não aparece na constante elãstica c44 , o que tam­

bim foi explicado por Freyne no ~es~o arti~o. A anoffialia ern 

questão é um pico invertido no grãfico da constante elãsticJ 

.c33 versus temperatura, aproximadai:!ente a 23J K. Ver Fio. (2.2). 

Quando se decresce a tcnperatura a partir da temperatura criti-

ca de Curie (~93K), seu campo magnitico aplicado, o valor da 

constante clistica c 33 aumenta ati atin~ir-se a teDprratura de 

231..1 K, onde o .valor de c
33 

cai abrupt.ar:Jente cta ordcn de 2·~. Con 

tinuando a decrescer a te~peratura c33 cresce analoga~1cntc ao 

que vinila acontecerldo antes de se atingir 230 K. foi ohscrvado 

tanlb5rl que este pico invertido, pode ser ini~ido, pela aplica -

_ção d~ campos ~agniticos altos. O cornportanento deste pico in­

vertido muda consideravclnente con o uso de campos magniticos 

abaixo deste valor crítico, quer aplicado no plano basal, que na 

perpendicular. rreyne relacionou o aparecimento desta anonalia 

em c33 com a mudança de dircçio do eixo de ficil maonetizaçio, 

mudança esta que fora observado por Cable (H63), usando di fra -

ção de neutrons, 

rreyne extraiu da equação de movimento a relação de 

.. 
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di$per$ão da onda elástica e calculou a velocidade de$ta, como 

função da derivada $egunda da energia interna do cristal 

• ;) u 

Freyne usou a haniltoniana de Callen e Callen (1965) 

em forma simplificada. Não levou cm consideração ternos que 

não estivessem diretamente relacionados com o problema que o 

preocupava naquele momento. Usou tanbim a aproximação do cam 

po molecular, para desacoplar os operadores de spin na parte 

da hamiltoniana que descreve a interação de troca (exchange). 

Ele tratou perturbativamente as energias de anisotropia'e de 

magnetoestrição, limitando-se a um tratamento perturbativo ati 

primeira ordem. 

Tendo calculado os n1veis de energia E n ,tornou-se fã­

cil o cãlculo da energia interna: 

.u- ( 2. 26) 

Freyne, através de um cálculo computacional, obteve valores numa­

ricos para as derivadas segundas da energia interna. Desta forma 

pode obter uma expressão para a constante elástica c33 e comparar 

'$eus resultados com os experimentais. Os resultados teórico e ex-

perimental estão em boa concordância qualitativa, 

Embora o método de Freyne tenha tido sucesso para o Gd, 

este método não pode ser aplicado diretamente para outras terras 

raras. Isto acontece porque Freyne, Interessado apenas em expli­

car em fenômeno particular no Gd, fez grandes aproximações que 

de forma alguma seriam justificadas em outras terras raras. 
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O método de Freyne foi de certo modo ampliado num tra 

balho de Hubbell (1973) que estudou uma anomalia de c 33 no Er. 

·N·a presente tese estenderemos ainda mais o método de Freyne, con 

forme seri mostrado no·pr&ximo capitulo. 

' 

.. 
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2,8 Resumo do Artiqo de Southern e Goodinqs 

Segundo Southern e Coodings, uma descrição correta 

.das propriedades físicas que advém do acoplamento de spins ma.2. 

néticos com uma rede cristal i na que apresenta ordenamento maq -
nético, exige que a har.1iltoniana que descreve tal cristal seja 

1nvariante com respeito a rotações rígidas ·do sistema campo 

.magnético e sistema de spins. Esta condição, que assegura a 

conservação do momento angular total do cristal, pode ser sa -

tisfeita construindo-se a hamiltoniana do sistefta a partir de 

certas quantidades invariantes, Não é unfvoca a escolha destas 

quantidades. A escolha mais conveniente é a feita por Brown 

(1~65) e Melcher (1972). Estes autores escolheram as funções 

H~= R~· H. 

E E .,. J_ '2 :"1 () -"-' . 
~'' = ,.. z 2-x,. ax, 

(2 .27) 

Estas quantidades sao ditas invariante'S no se-ntido de que 

~·.J• • J.J etc. ji e o momento angular total do i-ésino ion 

e R~vsio as componentes de un tensor que descreve uma rotação f! 

nita do meio elistico e o. campo nagnitico. Hv sao as componentes 

~o vetor campo magnético externo. Er-v são as comoonentes do ten 

sor de deformação finita. Suponhamos uma partícula na posição 

(X 1 .~ 2 .x 3 ) em um meio "continuo". Considerenos este meio sujei­

to a forças de deformação. Após a deforr:~ação, a partícula antes 

considerada passa para a posição (x 1 ,x2',x 3 ). As funções x (X ) v p 

descrevem a deformação do corpo como um todo e as nove derivadas 
axv 
axi> parciais descrevem esta deformação localmente, 

O uso do tensor de deformações finitas feito por 

.. 
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Southern e Goodings neste contexto, não e correto, como observou 

Donollo (1975). 

Consideremos a matriz formada pelos elementos 

O tensor de rotação finita, serã definido por meio da relação: 

(Brown (1965)) R - .:a~ (c . ~) 
~"" - a x, f<.f' 

Segundo Brown, havendo magnetização, não se pode di~ 

.pensar a inclusão de termos lineares em E,._, na definição de ene.!: 

gia livre t a r.~enos que nos contentamos em considerar apenas uma 

distribuição de magnetização. Diferente distribuições de magn~ 

ti~ação produzem diferentes deformações de equilíbrio e sor.1ente 

uma das quais pode ser definida co~o defor~ação de ordem zero. 

Se pretendemos expressar a energia livre corretamente ati seoun­

daordem em<f'Y' ambOS OS termOS da ulti~a eq.(2.27) devem es­

tar presentes. 

A imp.ortânci a de se exigi r .a invariância rotacional 

da ham(ltoniana foi demonstrada por Eastman (1966) ao medir as 

constantes mag~itoelisticas de YIG e por Helcher (1970), ao me 

dir as constantes elisticas de ~nF 2 na fase antiferro~aon~tica, 

que encontraram que seus resultados não eram consistentes com 

uma teoria que usa deforr.~ação infinitesimais. Os resultados des 

·tes pe-squisadores mostraram-se consistentes com a teoria que 

usa deformações finitas. 

A hamiltoniana que descreve o sister.~a r.Jagnético de 

spin para os metais de terras raras pesadas tem a seguinte forma 

(2 28) 
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As funções o1m são os operadores tensoriais descritos por 

Buckmaster (1962). Estes operadores tensoriais são, a menos de 

constantes de normalização, os mesmos definidos, na Tabela II 

do artigo de Callen e Callen (1963). Somente os dois primeiros 

termos na Eq.(2.28) são levados em consideração na hamiltoniana 

.de Callen e Callen (1965) descrita na sec.(2.3). Os termos en 
-0 -0 o 

volvendo B2 ,B 4 e 86 descrevem um campo cristalino com simetria 

axial, enquanto que os terr:1os envolvendo B0 descreven ur:1 car.1po 
6 

cristalino de simetria hexagonal. 

Os termos magnetoelãsticos de interação a un ion são 

da forma 

. rfl I=- M"''' "'\ F.,.''Õ r1:')­
ft~e --zo~- z& L 

' 

l 

(2 .29) 

Nesta expressão não levou-se em consideração termos em l • 6 e 

alguns outros para & • 4·. • Os operadores Oi:m são rcl acionados com 

os descritos por Buckmaster( 1962), por meio das relações 
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.Na eq.(2.29) os 'índices a, E e y referem-se a certas combinações 

·de El'• que se transformam de acordo com as. representações i rre­

dutíveis do grupo pontual 6/m m m . Estas combinações são: 

E"'·' = E •x + E77 -.- Ezz 

E""'= E - .L E.f·' 
%Z 3 

"'( ' ( E I.= 2: E._- Ey_,) 

E:= E,.Y 

E ~. E 
t = ::t:Z 

(z 31} 

As constantes de acoplamento na eq.(2.2o) são rela­

.cionaoas com as correspondentes constantes de Callen c Callcn 

'(196o) por meio das expressões 

Hão consideraremos cm nosso resumo os termos magnetoelisticos de 

interação a dois íons. 

Tendo nos assegurado da completa invariância rotaci2 

nal, podemos agora voltar a escrever nossas expressões em termo 
+ 

dos operadores. usuais· de spin J 1 e. as seguintes funções de defo! 
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infinitesimais : 

(2.32) 

. '@ õ. Ú) =.- __J,.. _ _3.v) 
Jlv z x. ax ... (,L ~3) 

e fazendo uso da aproxi~ação 

(2.34) 

Neste caso, alêr.1 dos termos usuais, correspondentes, ãs eqs. 

(Z.28,l9) com jf substituído por ji e El'r substituída por c,.., , 

obtemos os seguintes tertaos lineares em "'I'• : 

{bs;w~ .2(<ê5,7) +fi 8; v..'lt }._c-~c;~J 
' 

+2-15 s;w~ JC~Õ 4 ~ )+ .2J?_ 5:u.~ 2.J-iÕ47) 
' ' 

+J42'Bow; '(iÕ
6
') + .f-12 

6 ~ I 
L 

-12B:w;L.Õ;6 + 2{; B,6CA.J/; ;(.(L q:) 
t 

(2 .35) 

Estes termos, não foram levados em consideração nos traball•os 

anteriores. Eles envolve~:~ rotações do·meio elãstico. Southern 
. ' 

e Goodinds mostrarim q~e estes ter~:~os tem efeitos diferentes so 
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bre ondas transversais que se propaçam em diferentes direções 

num cristal. Termos de segunda ordem em e". e "'I"• podem ta~ 

bem ser levados em consideração. Por exemplo, na região par! 

magnética termos quadrãticos do tipo c;. dão origem a modifica 

ções nas constantes elãsticas longitudinais. 

2.9 Considerações Gerais 

Do trabalho de Callen e Callen adotaremos a hamilto 

niana e grande parte da metodologia de trabalho. Do arti,o de 

Freyne usaremos e generalizaremos o método de cálculo. Do traba 

lho de Southern e Goodings consideraremos os ternos anti-sime­

tricos e de ordem superiores os quais não aparecem na hanilto­

niana original de Callen e Callen. O desenvolvimento nestes 

três .trabalhos e equivalente a urn te o ri a de perturbacão de 

prir.réi r a ordem Em nenhum destes trabalhos i feito um desen 

volvimento correto até segunda orden, não obstante Goodin~s 

. (1977) tenha tent~do recentemente um tratamento neste sentido. 

Nosso interesse é obter uma harliltoniana a mais 'Cora 

pleta possível embora er:1 nosso cã·lculo nur.1êrico nem ser.1pre usa 
. 

remos as contribuições de todos os termos que serão explicita -

dos no capftulo J. Una das partes importantes de nossso traba­

lho subsequente se refere ao cilculo de derivadas seaundas de 

alguns potenciais termodinâmicos (cspccialnente da ener~ia inter 

na). Num tratamento perturbativo ati primeira ordem estas dcri 

vadas segundas com relação ãs diversas deformações sio todas n!!. 

las. Ucsta forma tambim ierio nulas todas as contribuições ma! 

néticas ãs constantes elãsticas. Para que se possa calcular as 

derivadas de segunda ordem de qualquer. potencial termodinâmico 

com relação ãs deformações, este potencial deve ser calculado 

corrctamentc ate segunda ordem nas deformações quer simétricas 
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ou anti-simetricas. Para isto devemos escrever corretamente a 

hami~toniana ate a segunda o~dem nos termos de deformação e 

~ons~quentemente os nfveis de energia devem também ser calcula 

dos pelo menos ate segunda ordem. 
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CAPTTULO 3 

DESCRIÇAO On MODELO TEORICO 

3.1 Introdução 

Entre os diversos rnetodos aproximados que existem (Cal­

len e Cal~en (1965), Southern e Goodings (1972), Brown (1965) 

Oohm (1975), para se obter informações sobre as propriedades nagne 

toelãsticas dos cristais de terras raras, optamos por urn procedi­

m~nto análogo ao seguido por Freyne (1972). 

53 

Nossa preocupação inicial, contudo, foi procurar dar 

uma ·solução bastante geral e a mais completa possível, de rcodo a 

poder enquadrar dentro de u~ mesno esquena teórico o naior núnero 

possível de propriedades nagnetoelásticas de todas as terras ra­

ras que nos interessem estudar. As interações nagnetoclisticas en 

m~teriais de· terras raras provim essencialmente de duas fontes. A 

primeira e una interação devida ·i dependincia da interaçio do can 

po c~istalino con as deformações da rede c a senunda i una intcra 

ção devida a dependência da energia de troca(exchanoe) con estas 

deformações. A interação do canpo cristalino, considerando un íon, 

eq,(2.17), ê fiei! de ser tratada ~raças aos esforços dr Callcn 

e Callcn (1965), embora trabalhem eles senpre com a aproxinaçio d~ 

baixas anisotropias. A interação envolvendo dois fons, eq.( 2.18), 

como e de se esperar, ê ~uito mais diflcil de ser trabalhada. Qua! 

do se pretende obter resultados numiricos, deve-se fazer aproxin~ 

ções a fim de dcsacoplar os operadores de spins. Desacoplarenos -

estes operadores por meio da hipótese do campo molecular, como 

mostraremos a seguir. Os oper.adores de spin que iremos usar são os 



operadores esféricos tensoriais usados por Watanabe (1966). Apre­

sentaremos no Apéndice C estes operadores, com a notação que usa-

· r.emos. 

Muitas das co·nsiderações teóricas aqui discutidas ,pri~ 

cipalmente no que concerne ao Oy, foram jã apresentadas por 8.'1. 

Kale (1976) em sua tese de doutoramento. 

Antes de entrarmos em maiores detalhes, va~os justifi­

car o uso que faremos da hipótese do campo molecular. Dito en 

poucas palavras, a hipótese do campo ~olecular de ~eiss, postula 

a •existéncia"de um campo cristalino médio, responsável pela or! 

entação expontãnea dos mo~entos magnéticos. Apesar de esta hipó­

tese ser rigor-osamente vil ida apenas quando se faz a aproximação 

de que a interação entre os spins ter alcance infinito, ela nos 

di u.rn das coisas mais inpol'tantes que se pode esperar de una 

teoria que descreve estados maqniticos. Ela prediz, (embora qu! 

litativamente), o fenômeno de mudança de fase. A hirõtese do can 

po molecular e ainda a ~ais importante teoria para as necessida­

des de discussões práticas, de nu i tos' tipos -de comportamento na2_ 

nitico. lluitos são os resultados exreri~entais que são descritos 
. ' 

e comparados com as previsões desta hipótese. 

Embora en nuitos aspectos limitada, existem alouns ti-

·pos de aplicação onde a hipótese do campo molecular de fato nos 

dã resultados espetaculares. Por exemplo, na predição da de~cn­

dindia da ani•otropia com a temperatura, na nagnetoestriçio, che 

ga-se a resultados quantitativos numa excelente concordância com 

os dados experimentais.llolf(l957) ,Rodrigues et al(l%0), Callen 
e Callen ( 1%3), Callen !'_! ~( 1963). - --

Num trabalho de Callen e Shtrikman (1965) estã justif! 

cado o uso da hipótese do campo molecular na obtenção da relação 

dos momentos de ordem n do operador J z, is to é < ( J z) n,, com o 

primeiro momento do mesmo operador. No decorrer de nosso trabalho, 

usaremos muitas vezes esta relação. 
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3.2 Obtenção da Hamiltoniana 

Considerando todos Tons magnéticos de um dado cristal 

como equivalentes entre si,podemos pensar em escrever a hamilto­

niana que caracteriza as propriedades magnetoelãsticas do cris­

tal,como composta de N hamiltonianas, cada uma destas descre -

vendo as propriedades de um fon. Seja 

esta hamiltoniana para um fon. Escreveremos a seguir cada uma des 

tas hamiltonianas do segundo membro, indicando a simbologia, que 

sera adotada em todo nosso trabalho subsequente. 

Consideremos a hamiltoniana de Heisenberg 

1t,. = - 2 ~ J,j ~ • J: (3 2) 

... ,.j 

sendo _Jij a en"ergia de troca (exchange). Podemos naturalncnte­

escrever (3 .2)_ sob a forma 

·J i r o momento angular total do fon i. Inicialmente vanos levar 

em consideração apenas a troca isotrõpica. Por outro lado vamos 

impor a invariância translacional de J ij' 

Usando a hipÓtese do campo molecular, podemos assunir 

que cada j j pode ser substitufdo por seu valor médio < J j>.P~ 
demos desta forma escrever 
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) J .. J C>t 
~ •J J 

( ;s. '1) 

Assumindo que num dado cristal todos os lons magnéticos 

sio equivalen~es, podemos escrever a magnetização para N fons sob 

a forma 

(3. -f) 

sendo ; o momento magnético d~ • um 1 on, g o fator de Lande e ~B o 
~ ( _ efl magneton de Bohr ~ 8 - 2 mc ). 

Desta forma, usando esta Ültima expressão, podenos es-

crever a eq.(J.3) da seguinte naneira: 

Venos assim que (H; lmol e . -Mi sao proporcionais. isto e 

+ 
sendo o1 a magnetização (reduzida) 

~I -.. 
<J'. • 

no i on i , 

( :j ·; } 

devida aos denals -

íons ·do cristal, i .e, Õ1• Hi/H
0

, sendo •1
0 

a magnetização de satu 

ração.r e dado pela expressão: 

r i"chamada de constante de canoo n'olecular ou constante de !:ctss. 

Podenos então, através da hipÕtese do campo molecular, 

linearizar a haniltoniana de Heisenber~ escrevendo-a sob a for~a 

(:l· 7) 
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Até o momento temos considerado apenas o terno de tro­

ca isotrÕpico. Cãlculos efetuados por Kaplan (1963), e Specht 

(1967), tratando a interação de troca de RudermanCKittel-Kasuya­

Yoshida em perturbação de segunda orden, mostraram que pode exi! 

tir uma contribuição anisotrÕpica· apreciãvel ao terno de troca 

(exchange) nas terras raras. Atê recentemente, não existia nenh~ 

ma evidência experimental da presença de ternos anisotrõpico. A 

primeira evidência experimental se deve a Nicklow!! ~ (1971) 

Estes autores encontraram que o espectro da onda de spin poderia 

corresponder ao resultado teõrico apenas se a contribuição aniso 

trõpica ao termo de troca (exchange) fosse função do vetor de on 

da. 

Posteriormente, Jensen!! ~ (197Sa,b) e Hounann et 

!.!. (1975) encontrara"' evidência da existência de una pequena con 

trtbuição anisotrõpica para o terno de troca no Tb. •:tcklow et 

!.!. (1971) obtiveral'l resultados preliminares que indican estar a 

anisotropia de troca do ny intermediária entre a do Er e Tb. 

Por estas considerações, incluiros en nossos cálculos 

a contribuição anisotrÕpica do terno de troca, cnhora Linc~ard -

(1916) tenha mostrado que a dificuldade de concordância dos resul 

tados de ondas de spin não se deve ã ausência do terno de tro­

ca anisotrõpico na haniltoniana. Lindqard, por outro larlo ar~u -

menta, que o tratamento usual de anisotropia corrP.spondente a un 

fon estã errado. Tratando esta ener~ia de anisotropia corretane~. 

te, ele obteve boa concordãncia entre a teoria c a cxoerirncia , 

sem considerar o terno d·e troca anisotrÕpica. E"' todo c•so. onde­

rfamos mostrar que a contrihuição do termo de troe> ani,otrõpic• 

em nosso cálculo ê muito pequena. Por este rnotivo não alt~ramos 

o programa de computador. 
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t 
f 
~' ;;: 
:Qo_ 

' <:.'-

1' 
,. Para a troca anisotrÕpica, consideramos a forrna mais -; 

' i.· simples possfvel 
r-·. 

JC>- .L K,/3 J .• J;.- J.. ~ ) (3 ~·) 
••I 
~i 

Tratando esta hamiltoniana tanben dentro da hipótese do 

· campo molecular, temos 

JL:ft ~ i fle ~_L,( 3 o-. J.,- -cr. J.) (3. 9) 

• 

ri e a constante de campo dolecular correspondente a troca(excha~ 

ge) anisotrõpica. 

O segundo termo da eq.(3. 1) corresponde a interação de 

Zeeman, isto e, e a interação do momento magnético ~ de u~ íon, 

com um campo magnético H aplicado. ~ode~os então escrever 

j[ =-
" 

--U· H 
' 

(3. to) 

Sabemos que o momento magnético estã relacionado com o momento an 

gular total, por meio da expressão: 

(3 11) 

sen~o y o fator giromagnetico. 

Juntando as eqs.(3.10 e 11) temos o termo de Zeeman es­

crito sob a forma 

--"' if ~a J · H 



j{ç na eq.(3.1) representa a hamiltoniana correspondente a ener 

gh de anisotropia do cris~al. Este termo caracteriza a intera­

çio. eletrostitica da distribuição de cargas eletr~nicas da cama· 

da 4f de um dado fon, co~ o campo (elétrico) cristalino, forma­

do por todos os demais fons da rede cristalina em estudo. 

A forma final para a hamiltoniana do campo cristalino 

sera dada pela expressão (Ver Apendice B) 

('3. B) 

Q~ são os operadores tensoriais irredutíveis, dados no Apêndl 

' c p ~ ce . ~ são constantes fenomenológicas do campo cristalino • 

Normalmente estas constantes são determinadas experimentalnente, 

pois os cálculos teóricos são sujeitos a grandes erros devido 

principalmente ãs dificuldades de incluir devidamente nos cãlcu­

los o efeito de blindagem dos elétrons de condução. :•esno os va· 

lores experinerit~is estão sujeitos a ~rande margen de erro, cone 

observaremos oportunamente. 

O o o o 1) s termos em P2 , P4 e P6 , na eq.(3. 3 descrevem a ani 

sotropia uni axial, enquanto P~ se refere ã anisotropia basal .Com 

exceção feita para o Gadolino, a ener~ia de anisotropia nas ter­

ras raras e predominantemente causada pela interação a un fon. A 

anisotropia basal ê da orden de 100 vezes menor do que a aniso­

trooia uniaxial. Esta ê da ordem de 23,2 a 116 K/ion. 

Vamos escrever j( 1 
de maneira mais tleral do nue • cnn 

~e . 

siderada na Sec(2.3). Podemos nenericamente escrever este termo 

sob a forma 

(~. I .. J 
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Nesta equação, cada parcela da for"'a j{.!,;1 inclui operarlores do 

momento annular total de ordem 1, provenientes da deformação da 

rede cristalina. Para a si.,etria cristalina que estaMos consira.'!.· 

do, isto i, uma rede de estrutura HCP de uma terra rara, o ter~o 

com t=2 tem a se~uinte for~a: 

e .r,J e "' ) 
• '-'-' }' y 

' A relação de (l)uv co~ a~ defnrnaç6es ~a rede e~ti riefiniria n~ c~. 

(2.33), fJUe reproduzi reMos af1ui llOr cnnorli~arfe 

·' 

Trata-se de 11m tensor anti-si~~trico de ~~rt1n~a or~e~. QtiC c~r~E 

teriza a rotação do sist~ma ca~po rannitico e ~i~ter~ e1~~tico . 

~a eq.(J.lb)·, coeficientes nv· 2 ~ão a~ constante~ r·~nnetrrli~tt 

cas de aconla~ento de sentJnda order. F~tP~ coeficiente~ rrnv~r· . 
de ternos 1 ineares na deformação (o; train) na expanc;~n d.1 intflor,1-

ção do caMpo cristalino com as rlefor~açõeo; ~a re~e. ~ cnnc;t~ntc 

P~, junta,.,cnte co111 os orcradorP.-c;. Q~ fora,.. i ã cie.çi ni t
10'\ niJ,,n<~o u-

samos a eq.(3.13). Os terr'OS de ordeM superiores ef'l-~Je , .. 
eq.(3.15) envolven1 tamhiM os ooeradorc~ tensoriai~ provP,.. 

rle termos q•Jadr~ticos ~ rl~ ordem superiore~ nas rle'or~~çric~ n~ 

exp~nsão da interação do ca~oo cristAlino com as dP.for~açõc• da 

rede. H~o expllcltaremns estes ter~ns no nre•cnte trahal~o.[<tPS 

termos contudo, poderão dar cnntrlhulções !l'lpOrtantes e exnlfcar 

·eventualmente al~uns efeitos manneto~lãstlcos. 
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Como já observamos na Sec.(2.8), os termos envolvendo 

o tensor de ro.tação, w , foram aqui acrescentados devido as ob-pv . . 

servações de Southern e Goodings (1973) de que tais termos são 

necessários e que poderão dar efeitos maonetoelÃsticos ohservõ­

veis. Estes termos deve~ aparecer apenas em problemas envnlven­

do efeitos magnetoelãsticos na propa~ação de ondas elâ<ticas de 

deformação, polarizadas transversalmente. 

Para podermos escrever a ha~iltoniana JL !e• (~n. 

(3.14)), numa notação de teoria de grupo, devemos classificar­

os harmõnicos esféricos de orden superior a t=2, de acordo co~ 

as representações irredutfveis nas quais eles se transfor~•~(no 

caso presente as representações do ~rupo o6). Isto torna-<e fã­

til usando as tabelas apresentadas oor Bradlev e r.rac~nell( 1972). 

Pode~os então escrever (ver Kale (1976)): 

( i I G I 
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Devemos a~ora apresentar a fórmula explfcita para 

j{..!~· Vamos escrever uma expressão fenomenolÕ!!ica para esta ha­

miltoniana que descreve a interação Ma!lnetoelãstica corresponden­

te a dois íons. llesta hamiltoniana são incluídos ter1'10S rle intera 

ção das deformações col'1 a energia de troca (exchan~e) isotrÕpica 

e termos representando a depeneência da deforMacão com a troca 

anisotrÕpica. VaMos em seouirla escrever esta haMiltoniana, levan­

do ~m cnnsideraçio apena~ o desenvolviMento ati 1•2, c~nsideran­

do apenas termos lineares nas t<eforl'1ac5es e não incluin~o ter~os 

dependentes do tensor de rotação to • F"arel'1os uso taMhiM <la hipÕ-uv 
tese de ca~po ~olecular. ~esta forna oorle~ns e~cr~vPr: 

( 3. !6) 

Nes·ta· eouação , os coeficientec; r,~,j são relacionados con l'ls coe­
r 

.ficientes Dj_J· usados na eq.(2.18). 

Nos falta aaora escrever ~xolicítamente a hamiltoniana 

tJ..Lc. Esta t,arniltoniana representtt interac;óP.s purcH"~f!nte ec;t~tfcits. 

Alén das parcelas apresentad"' na eq.(2.16), vaMOS incluir ter­

mos ·de terceira orden nas constant~s eli~ticas. (ver Huntinnton 

(1958). Pod~ría~os então escrever 

1 c« r~>:')2. 2 22. \~~ 

.. 
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A parcela correspondente aos tP.rmos de terceira ordem, adaptada 

para a si~etria das terras raras, pode ser escrita sob a ~orMa 

(3 2r) 

Na representação do momento angular ondeJz é representa­

do por uma matriz diagonal, Jy é representado por una matriz cujos 

coeficientes são complexos. No intuitd de evitar o uso de matrizes 

complexas no computador, resolvemos trabftlhar no plano XZ. Com is­

·to não poderemos estudar, por exemplo, a componente da magnetiza -

.ção na direção do eixo Y. 

Para cada elemento que quisermos estudar, podenos calcu­

lar os operadores Q2 (J), Q~ (J) ... , que são representados por na­

trizes de ordem (2J+l) x (2J+l), sendo J o operador noMento angu -

lar total, representado também por uma matriz de mesma ordem. 

r importante ressaltar que a hamiltoniana que usamos,de~ 

creve somente o mais baixo nfvel em J, e que nenhuma das interações 

que consideramos é capaz de passar para nfveis mais elcvarlos. 



~ossos cãlculos numéricos serão feitos levando e~ 

·consideração o desenvolvimento até t•2 na eq.(J.14). Esta limit! 

ção estã vinculada unicamente ao restrito conhecimento que se 

tem das constantes magnetoelãsticas B~,t Para t•2 necessita~os 

do conhecimento de dez constantes mannetoelãsticas (i ncl uin~o 

aquelas em 1{~!1. Incluindo os termns em l•4 e t•6, terfa.,ns 

umas quarenta constante naqnetoelãsticas: ~esta esnerar que as 

contribuições das hal'liltonianas Jt~/ e }{!~ 6 não se_;.., il'ln~r­

tantes. 

Em nossos cilculos nu"iricos n~o levareMOS en consi-

deração a oarte da hamiltonian• Jle que deoenrle das consta ntf'S 

elásticas de terceira order>, ro que tudo indica, não foral"' ainca 
• 

medidas as constantes elásticas de terceira orrler1 oara .,s t:erras 

raras. Existe porêr-1, un cálculo teórico, devit'!o a"'''~""';; (1')75). 

par"a as constantes elásticas de terceira order. pi\r(l o Er. 

* f1ilton Torikac~ivili em suas exneriincias co- o 

Térbio, encontrou ur.~a deoenéência .1nôr1ala r!i1s consta,tco; elãsti· 

tas C44 e C66 COM a dircção de aplicaçio ~O car~n ~a"n~tirn no 

plano basal. :la tentativa de exrlic~r tcoricar·ente este ca~:port! 

mento anônalo, incorporou um terra incluindo Cl')nstanteo; clc,-;ti • 

cas de terceira ordQn. O a.it•ste que ~htev~ concord~ h~')tant~ bem 

com seus resultados experimentai.s. O termo que ele inclui conten 

do as constantes elãsticas de terceira ordem estão dentro da or­

dem de grandeza dns valores citados por Pamji nara o rroio, 

* Comunicação privada. 

. 
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Com o objetivo de stmpltftcar futuras citações, vamos es 

~rever a ham11toniana total que usaremos 

~ 1( = g f'-e(H~+ J: o-1) J1 ~ g "' (H., .. I; 0Z) J .. 

+~fi. T(2o:. J,.- cr~ J .. ) + P,.o a;(!> ~ P; Q; c J) 

+ P, 0 Q"(1)+ ~'Q+rJ)- (B"'~e 01 
+ B"''a.e"') Q"(f) 

' ( ' t( I I 2 :2 2 

- B".2e-rQ+~)- B"'·1eEQ .. ':t) Jcr {(G«·"-G"''2Jt:::>« 
1 22\.J 2 "l.i'".,.. "" 1c =lt ' 

(:s 21) 

Escreveremos esta hamiltoniana nais uma vez en forma sim 

plificada. Sejam 

A:- ( B~' 2 e~+ 13;·.~ e; ) 
s~- e'·" e; 
c- ·- B "'

2 e,.., 
1>-- B6

'
2 e,€ . 

E=- B"? e,~ 

P= (~~·o- <-'l7"') e~ +(G~'·- Gi{') e2"' + c, 1'
1f::::; 

Q =(~:~2 G~
2
) e~+ (c;~··· ... 2 c;:· 2

) '="-."' 

( 3 2,2) 
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Íevando em consideração a interação de troca anlsotr~pica, podemo~ 

es~rever rx e rz da eq.(3.Zl) como sendo rx • r-r 1 e rz=r+lr 1 . Se­

ja 1Lo a hamiltoniana não perturbada do sistema. Podemos pois es­

crever 

(3. 23) 

+ 

Nesta expressão Ã, ~e i'i são dados pela eq.(3.22) usanco porên,as 

deformações de equilíbrio. 

A hamiltoniana perturbativa. seri escrita sob a forna 

\ < 2'iJ 

r conveniente salientar aqui que estanos usando dois conjurltos de 

cor•stantes rnagnetoelSsticáS. Um primeiro conjunto aparece er1 Jl 
0 

(eq.(J.~J)) e i cara~terizado pela magnetoestriçio est~tica. O ou­

tro conjunto corresponde ã parte di nãmica. 

·-
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3.3 Processo de Autoconsistência 

Em nosso modelo teórico, fazemos uso de muitos para­

metros. Isto pode ser confirmado observando a eq.(J. 21). Al~uns 

destes parâmetros, principalment~ r, r1 , ri e P~, são ajustados 

inicialmenté de modo que se obtenha na re~ião parana~nêtica, os 

melhores valores para as temperaturas parana~nêticas de Curie e 

as curvas de magnetização reduzida versus temperatura, ~ara di­

versos campos aplicados. 

Para todos os elementos que estudaMos, encontranos -
na 1 i ter a tu r a valores para Pi, p~. 

o p6 p 6. 6 e algur:as outras cons 

tantes. E licito ressaltar mais una vez que quase todos es-

tes parâmetros são determinados con una nrande r.arqer. de erro -

experimental. Isto explica a grande discrepância de valores a­

presentados pelos diversos nrupos experirentais. Para isto bas­

ta 'comparar os resultados obtidos por ~hyne (1973), Feron ~ai 

(1970), Aleonard ~ ~ (1969). Por este r.otivo não hesitJMOS en 

fazer modificações nos valores destes parâmetros, na tentativa 

de obter boa concordância de o(T,H) e c p .. e n cor. os rcsul ta pl 

dos experimentais. Ap6s este ajuste inicial, nao nodificaros 

mais os valores das constantes que alteran a naonetizaçao redu­

zida e as temperaturas paramagnéticas de Curie. 

Através de nosso proqrama de computador , efetuaros a 

diagonalizaçio da hamiltoniana (3.21). Obtivemos desta for~a os 

autoestados ln> e os autovalores En. A 

cular, as componentes da magnetização 

expressões 

partir dai, podenos cal-

reduzida, por meio das 
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( 3.:1:)) 

sendo 

Z = .L: t:'XJ' (- E~/T) 

" 

a funçio d~ partição. No intuito de evitar complicações n~ uso de 

números 1:1ui to pe4u~nos no co1:qJutador, jã consider~.HlOS a ttarni 1 totli a 

~a \J.cl) Jividioa pela cor1star1te d~ Uoltznanr1. Portar1t0, a nossa 

uniuauld de t:!ll~rgiJ. e ~iion. 

Acontece que inicialnente não contlecer1os os vJlores -

de o e :z que deverão entrar na l1a~iltoniana (3.21 ). ror este 
X 

motivo r~solveMos autoconsistenternente nosso probler1a, dr MOdO 

contidos er~ Hx + r ~,., e H~ 
• X X .. + " ' . z ' z -

sio deterninados pelo. conrutador, de tal ~aneira cuP ccincidan 

con os -valor·cs calculados atrav~s das c~s.(3.2~). ~rntro de ura 

-E 1 -ln -precisio previa~ente estipulada (10 a O ). ~nos encontrar 

esta precisão o sistena sai do ciclo de autoconsist~ncja. 
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3.4 Oeformações de Equilíbrio 

Nosso interesse ~ voltado agora para a determinação das 

deformações de equilíbrio. Sob a açio apenas da energia magnet~ 

,lãstica (que~ caracterizada pela eq.(J.l), excluída a hanil­

"toniana estática :Jte>, o cristal se defor,.aria indefinidanente. 

Acontece por~n. que esta ener~ia naonetoel~stica ê c~ntra'alan 

çada pela enernia elãstica nroveniente da ha,iltnniana Jl. ne 
. p -

vemos agora determinar os valores das ~eformac~es que ~er"item 

o equilíbrio destas duas ações. 

A expressão para a hamiltoniana 1te ~dada na eq. 

(3.19). Vamos escrever anora a relacão entr~ as cnntantc' e lãs 

ticas de simetria e as constantes elásticas cartesiana<. Tenns 

(Oonoho( 1~7>)) 

c,~=~ (2c, ... 2 c,.. 4c ..... c,,) 

c,~= ~ (- c .. - c ,2 •. c 'J .... c >J ) 

I~ ~IJ 

c..,. ~ (c,.- c,z) 

E c = c"i 

·. 
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As deformações de simetria estão relacionados com 

as deformações cartesianas da seguinte maneira (Donoho (1975)) 

.. < e,.= 3 e, .. - e, 

eT- e",.- e,, 
e:= e,..,+ e,~ 

e~- eyz+ ~y 
e:- e=+ e .. ~ 

(3-U) 

A energia livre de HelmholtJ e dada pela expressão 

F =- T ~n_L exy(- E~/T) (3· 2.9) .... 
As deformações estão contidas na expressão de En. A condição d~ 

equilibrio é obtida pela relação. 

1 s to é, 

:aF =o, 
'de!' 

' 

-*' e =O 

Vamos inicialmente fazer o cálculo analitico destas 

derivadas. Na realidade ~scolheremos uma delas, por exemplo 

ar 
a e{ 

• as demais seguem do mesmo modo. Com vista na eq.(3.7~), 

podemos escrever 

·. -~ 
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( ~ 3 I) 

De um ~odo inteiranente semelhant~ obtenos as derais deriva-

das de F com relação as outras defor~acões. 

Para to<io.s os elementos que esta,.,os intere<<ados 

d - cn n p estudar, vale a con içao 11 >>C 12 . ( or exer"lo, par' o Ov 

temos, c~ 1 =98D50 K/inn e c;2•942 K/ion). Portanto •s ~e~nr'"'• 

çaes de eq1tilfbrio 1ue nos interessa~ calc•Jlar <e ~~erPv~~­

inedi a tanen te 

-e ""'= ""2 
( j i;>) 

A tft11lo de exo~pl~, va~o~ consi~er~r ~~~~~ri~~~~tc 

o cálculo de~{. Cnn<idera-se a harliltnnian,, """''na en.(3.<1), 

diaoonnliza-sc e calcula-se o valor de r por nclo d• eo.(3.l1) .. 

. raz~se F=t0 . nã-se um acréscino ã haMiltoniana antr.ri~rnPntc 

calculada, de nodo que 
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esta hamilton iana e atr~v~s da eq.(3.29), obt~m­Diagonal i za-se 

se um novo valor para F. Faz-se a operação 

sendo õ muito pequeno 

f- Fs 
$ 

-6 (õ- 10 ). esta expressão se aproxima ba! 

tante de~· Procede-se de igual modo para as demais derivadas. 

3.5 Correções de Primeira e Senunda Ordem para a Energia 

Grande parte de nosso interesse futuro, estã ligado 

ao cálculo das derivadas segundas da energia interna con relação 

ãs diversas deformações. Veremos que as contribuições naçneto­

elãsticas ãs constantes elásticas estão relacionadas con conve-. 
nientes combinações destas derivadas se~undas da energia inter-

na. 

Os autovalores da haniltoniana não perturbada, 

j( ln)= E. ht) 

são lineares nas diversas deformações, como facilnente se pode -

observar. Para que possaMos ter derivadas Se~undas diferentes -

de zero, devemos calcular perturbativanente ati senunda orden as 

correçõcs para os autovalores de j.i
0

. As correções f1e prinei ra e se ... 

gunda ord~n são dadas respectivanente relas exnressões 

( ~ 3 41 • 



sendo AI (int) a hami_ltoniana de interação ,.agnetoelãstica, dada 
• ::lt.me 
pela expressão 

;1t~ct.J = ÃQ~C1>.,. B Q;, CS) .... c Q~. <iJ + .D Q.,~ (r) 

(• H) 

Dada a multiplicidade de narcelas nesta ha~iltnniana 

(Ver definição dos operadores Q~j(j) no apêndice r.) é de se esp~ 

rar que a expressão analftica para E~ seja bastante extensa. A 

expressão analítica para E" ê então urna.s quantas, vezes "'i'i·nr.•:ão n 

reproduziremos aqui estas expressies. 

3.6 Derivadas Seoundas de Potenciais TP.rmodinÔMicos 

llossa tarefa a9ora constitui un d0s p0ntos centr•is de 

todo_ nosso trabalho, pois os resultados teóricos anui ohtid0s, 

quando convenientemen.te r1anioulados, nos perf"'iti rão con~arações 

diretas con resultados exoerinentais. V~nos calcular derivadas se 

gundas de al~uns ootenciai~ terModinânicos co" relaçÃo as ~iver -

sas dcfornações elásticas. Simholizemôs oor 0 u,., ootencial terr"'O-

dinâMico qualquer. O valor esperarlo des~e operador rode ser esc ri 

to sob a forma 

(J H) 

.. 
sendc E~ = <..-. I 1{" P•) +- <"'I 1J..:::: I><) 

';;:' /. ,, ~..t 1[""1 ' . .,. L '""I ·n.,c hn)$~ I ' ,., I h' 
_,..._ E"'- E-

Co~o cxemolo, a ener"ia interna rlo sistema será: 

U= <E) ( 3 57) 

'~ 
• i 

I 
l 

I 
I 



.A derivada prir.1eira de< R> com relação a tenperatura, se escreve 

imediatamente 

_ <RE)-<R)<E> 
'1'2 

(3·%) 

Vamos indicar ~enerica,.,ente por B quaisquer das variáveis corres 

pondentes a qualquer das deformações irre<lut\vPisei•j, ou A, R, 

••• P, 1 definidos na eq.(J.ZZ). A nerivaita pri,.,eira ~e<~> co"' 

relação a S se escreve 

(3·H) 

sendo 

e 

Conhecendo a enernia livre de un sistera. r=-T tnZ, p~neroo de-

terni na r a 

ou 

ent~Opia rlO Mesmo por Meio rl~ rel~CãO 

S==-~;IH,~ 

S= is2+ .Ltz 
T 

Considerenos anora as derivarias priMeirAs c!~<"> cnn 

relação a R, mantendo constantP .a Pntropia. Teno• 

(R E)- <R)<E>. <EE'> · <E><E'> .-
'T <e'>- <E> • 

(3 -i2) 



I 
I 

I 
! ' 

P.articularizando para a ener!Jia interna, podei"'s escrever: 

~~ 2 <E'>- <E>2. <EE">- <E><E'> + <e"> 
. é1f1 S 'T (E')- (E)z 

- ~ \<E E')- <E) (E'>} 
Isto é 

a!L I =<E/> (3 43) 
8~ s 

A derivada segunda da ener~ia internat co~ relação a0s parâ~etro~ 

B e mantendo a entropia constante e 

<t.'>:z.) 

A nesna derivada seounda, nantendo fi x·a a tenf'eraturr~: te., ?.~""Ora a 

e!<pressão 

(3 4-5) 

A derivada pri~eira da cnernia 11~~~ cor rel?ç~~ ~ ~ e 

mantendo fixa a tcnperatura é 

{ j ·U) 

.~hs r1esnas condições, a derivada se,.uncfa c;e escreve 

Na secção 3. 7 e capítulo !>, ~uanrlo cal Cllh,..n< a< cootri 

buiçõcs na,néticas ãs constantes elãs.ticac;, farenns uc;o de ce"'t"-;. 

combinações lineares de derivadas seounda< <'o r.neroiA in~ern• co,.. 

relação ãs diversas deforrações, nantendo fixar a tenperatura, e~. 

(3.4>). Toda esta oarte de nosso trabalho foi desenvolvida desta-
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maneira. Recentemente o Prof. Oonoho* admitiu que este procedi~e~ 

to não é de todo correto. Se deveria considerar derivadas da ener 

·gia interna com entropia constante, ou derivadas da enernia livre. 

Repetindo os cilculos com estes tipos.de derivadas não me foi PO! 

sfvel reproduzir a curva experimental de c33 versu< t~mneratura. 

Fig.(~.3). SÓ consegui exnlicar correta~ente parte desta curva e~ 

peri~ental, usando uma determinada comb,nação linear re ~erivadas 

segundas da ener~ia interna, Mantendo a te~neratura c~nst~nte. 

*Comunicaç~o privada 
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3.7 Contribuições Maqneticas ãs Constantes Elásticas 

Na teoria da elasticidade, à energia elástica de um 

·cristal comum, e dada por meio da expressão 

· U = .J.."' ~ c.. e e. 
e ~LL •J • J 

i j 

(3 '17) 

sendo c1j as constantes elásticas e e 1 as deformações. Nesta 

equação ê adotada a seguinte convenção para os fndices. 

Conhecendo-se I! e, por me i~ da eq. (3 .4 7), nnder.os ~e­

terminar as constantes elásticas. Estas são ~a~as pela enuacao 

genérica. 

( 3 ·l.í" 

lia realidade não nos intercs~a analisar as contribt1i-

ções puramente elástica~. Estaremos Interessados nas contribui­

ções ã energia Interna devidas a termos mannêticos na hamilto­

niana. Admitiremos contudo, a mesma definição para as contribui 

ções magnéticas ãs constantes elásticas. 

Vimos no Cap.2 que a parte-magnetoelistica da hamil­

toniana usada por Callen e Callen é linear nas deformações. Por 

outro lado, limitando-se a correções magnetoclásticas de prime! 
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rJ ordem, como e feito no tratamento de Callen e Callen, não po­

de.remos ter contribuições magnéticas ãs constantes elãsticas • 

Southern e Goodinas, como vimos no capftulo 2, introduzeM termos 

com a finalidade de tornar a hamiltoniana do sistema, um varian­

te por meio de rotação do cristal e ca10po flaonético como um todo, 

Este tratamento se ba<eia na teoria das defnr~ac~es finitas, rle-

senvolvidapor Toupin (195f>), Tiersten (1964) e Brown (D65).1lo~ 

so método de cãlculo consiste """' trata .. entn nertubativo até se-

qunda ordeM, 

Voltando agora a eq.(3.48), para determinarmos as con 

tribuições magnéticas ãs constantes elásticas, vamos considerar 

a. energia interna U, de um cristal que apresente propriedades 

magnéticas. As contribuições na~néticas para as constantes elás­

ticas serão dadas pela expressão 

= a'(u- u,_.) 
<3t>, a.,.) 

a'u .6 c . = ,.,-'-"'-"-'--
'J ae ê1e 

' J 

Podemos ainda escrever esta expressão sob a forma 

ii 

p 4'1) 

e o campo magnético externo. Nesta -equaçao, salientamos ape-

nas a dependência da energia interna con 0 campo narynetico, por­

que e o Único parâmetro que nos i t n eressa ressaltar aqui. 

ta 



Indicando com os fndeces a ,b ,c . a di reção do ca.,po ma2. 

nético externo segundo os eixos do ·cristal, podemos escrever as d!. 
versas contribuições magnéticas is constantes e 1 ãs ti c as, se~undo 

as diversas direções do ca"po externo, conforae assinalado: 

(3 SO) 

- z(Ef,·~ B;·'J{(c;7·o, zC::2
)- ( ~~·"'" 2~:·)} DA Q 

' . . 



Nestas duas últimas equações usamos a notação 

' 2 z 
DAA ~ p udl'J_ o-U(i:t-o) 

ôAz. o A'-

(~. SZ) 

lnQ-

sendo A, •.• P,Q definidos na eq.(3.22). Na eq.(3.50), quando te-

mos o duplo sinal ±, o superior refere-se ã direção a e o infe­

rior ã dircção b. 

Vamos escrever agora as contribuiç5es magn~ticas para a constan­

te elástica c33 • Temos 

( ~ ' 5"'1) 

Existem contribuições na9néticas para as ·OU~ras constantes elã! 

ticas, mas não estaremos interessados nestes constantes elãsti­

c~s em nosso trabalho. 

,, 
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ÇAP rTULO 4 

OISPROSIO (Oy 66 ) 

4,1) Introdução 

As terras raras apresentan a ca~ada eletrÕnica 4f inter 

na as ca~adas 6s e Sp. Isto faz com que os elitrons 4f ~ejam blig 

dados pelos elitrons das camadas Sp e 6s. Por este motivo, usual­

mente se considera que não existe efeito de troca di reta, COI"O no 

caso dos l'letais de transição, entre os elitrons da canada 3~. Foi 

então proposto un necanisl'lo de troca indireta envolvendo os ele-

tr'ons de condução, Ruderman e Ki ttel ( 1954) e Yos.,i da ( 1957). 

O ordenamento nagnitico das terras raras i ~e tJM modo 

gera.l nuito complicado. Gracas contudo, ã ticnica de difração rle 

neutrons, tornou-se posslvel o conhecinento ~estes ordenancntos 

magnéticos, Koeler ( 1965). 

4.2 Características Gerais 

O disprosió tem uma estrutura ~ 1 CP -con a razao c/<t•1,574. 

Vemos assim que este valor i lev~mcnte menor do qtoe o calculado 

usando-se a hip~tese de que a estrutura HCP i for~ada por esferas 

rígidas (c/a•l ,633). A c·onfinuração dos elétrons <!este reta! no 

esta"do fundamental e Xe+Sd 16s 24f9 • ~la fase sõl ida, os iito..,os tor­

nam-se triplamente ionizados, adquirindo a confiouraç"o •~•5rl 1 4f 8 . 

Touborg !_!!.! ( 1975). rio estado fundamental o íon o3• tem momento 
y 

angular total J igual a 7,5. 
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A magnetização de saturação do Oy, obtida extrapolando 

os valores de a(T ,H), para o mais alto valor de H, isto e, a(T ,-), 

i de 350 e.m.u/g. A magnetização espontânea, (o(O,O)) e estimada 

em 346,4 e.m.u/g • O ei~o de fâcil magnetização é o eixo a(1120). 

Os spins são forçados a permanecerem no plano basal·por uma forte 

anisotropia uniaxial. Behrendt !!_ !.!_ (1958). Esta anisotropia un!_ 

axial é evidenciada pela diferença da ordem de 50 K que existe en 

tre as temperaturas paramagneticas de Curie. Os valores destas 

temperaturas serão dados logo a seguir. 

A campo externo nulo, o Oy sofre uma transição de fase, 

mudando o ordenamento ferromagnético oara o antiferromaqnético 

(helical), ã temperatura de Curie Tcc85 K. Esta mudança de fase 

também acarreta uma distorção na estrutura do cristal. Rhvne(1973). 

Aumentando-se a temperatura, aparece uma outra mudança de fase,de 

antiferromagnêtico passa para paramagnético, a temperatura de Néel, 

TN• 178 K. Acima da temperatura de 300K o Dy obedece ã lei ce Curie 

·Weiss. Craik e Tebble (1969). 

De acordo com Behrendt ~ ~ (195~) as teMperaturas pa 

ramaqneticas de Curie para o Dv são a c 121 K a = 169 K. Aleo . p•~ p1 

nard et al (1969) encontraram os seouintes valores o • 109 K e 
-- . P• 

•Pl • 167 K. Ajustamos nosso modelo para reproduzir os valores en 

centrados por Behrendt !1 !.!_, porque estes valores em nosso mode­

lo, reproduzem melhor outros resultados experinentais. 

A seguir reproduziremos a curva de magnetização reduzi 

da versus temperatura, para diversos campos aagnêticos externos 

aplicados, a fim de comparar nosso resultado teórico com o exper!_ 

mental. Figs.(4.1,2). Naturalmente o nosso modelo deve concordar 

razoavelmente bem com os resultados experimentais na regiio para­

a~agnética. 

. 
. BZ 

/ 
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\ 



. 
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. :' 

t r 1.0 

I' r 
' • 

' 

r o.? 

Oy 

H//a 

·oH•O 

• H•IO k Õe 
•H=20kôe 

Ol_~ __ _L __ ~~~~~~---j 
o 50 100 150 200 250 300 350 

T(K) 

Ffg.(4.1) Curvas de a(H) x T fiara o Oy,, obtidas com nosso 
modelo teõrfcn. Estes valores deve~ ser comnara­
dos com os da Ffg.(4,2). 
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cr o,5 Dy 

H//a 

QL----L----~---L--~-j·~--~-~~---
0 50 100 150 .200 250 300 

T IK J 

Fig.(4.2) Curvas experimentais de a(H) x T para o Dy., 

para H•Skee e H•12k~e • (Sehrendt et ~ (1958)). 
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~ , 4.3 Energia de An1sotropia 

' Com exceçio do Gadolinio, a energia de anisotropia das 

terras raras ê causada predominantemente pela interaçio a um fon. 

Rhyne (1973). Devida a alta anisotropia observada no Dy, Behrendt 

!! !l (1958), o momento magnêtico ê desviado do plano basal de ap! 

nas alguns graus; mesmo i temperatura de 4 K e usando campos mag­

néticos muito altos, aplicados na direçio do eixo de difícil mag­

netização (Ver Sec.(4.4)). Por este motivo a medida convencional 

de torque angular ê de pouca utilidade no estudo das terras raras. 

O melhor procedimento a se seguir neste caso ê usar medidas de 

magnetização em função de campos magnéticos aplicados na direçio 

de'difÍcil magnetização. Destes dados, pode-se tirar o ãnaulo que 

a magnetização faz com os eixos cristalinos, Rhyne (1973). 

Vamos escrever a energia de anisotropia, eq.(1.5), 
sob a forma 

P1(x)· s~o os polinõmios de Legendre de ordem 1. 

A energia livre do sistema sera dada pela expressão 

~4 2) 

-n•M e a energia de interação entre o campo maanêtico externo e a 

amostra magnetizada. F representa apenas a energia dada 

ao sistema, necessária para tornar a amostra magnetizada.quando a 

direção de magnetização se desloca da direção de fácil magneti-

zação. Conhecidos os ângulos para diversos campos magnéticos apl~ 

cados, poderemos determinar as constantes de anisotropia, minimi­

zando a energia livre para cada valor do ângulo, isto é, conside­

rando 

.. 
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(4.3) 

Devemos observar contudo, que em medidas de anfsotropias muito al­

tas, a incerteza experimental e razoavelmente grande. Por este fa­

to, o procedimento dos m1nimos quadrados que e frequentemente usa­

do para um ajuste das constantes de anisotropia a partir de dados 

de torque ou mesmo de momento magnetfco, pode resultar em valores 

não Únicos destas constantes, principalmente para valores mais al­

·tos de t. Isto explica os diferentes valores de K~. que aparecem 

na literatura, conforme jã observamos. 

Sendo 

(4 4) • 

onde A x H o torque magnético, podemos escrever 

o I " I u I I G ~~ ( - -) KP. +I< n + K P+~·K >Owttf<'<-s6m =!: Hx'-' , " 4 r.; 6 , , T n ) ( t :)) 

onde Pi .e a derivada de P1 com relação a e. Usamos apenas a compo­

nente y do torque porque no nosso caso; H está na direção de Z e M 

estã contido no plano XZ. 

4.4 Mudança de Fase a Baixas Temperaturas 

Conforme jã observamos, o Oy apresenta uma forte aniso­

tropia uniaxial. Isto faz com que a direção do eixo de fácil magn! 

tização (a temperaturas abaixo daquela de Néel) permaneça no plano 

basal (eixo a, isto é, (1120)). Un estudo fefto por Rhyne et al 

(1~63), mostrou que é necessário a aplicação de campos magnéticos 

muito altos na direção de diffcil naonetfzação do cristal ne Oy a 

{fm de que se cons·foa deslocar a direção de ficfl magnetização do 

ii& 



plano basal mesmo de um ângulo muito pequeno. Foi observado que a 

componente da maqnetização na direção do eixo c, cresce linear~en­

te, aumentando-se gradativamente o campo magnético nesta direcão, 

Quando o campo magnético atinge o valor aproxi~ado de 70k~e cessa 

o crescimento linear antes observado. Aumentando-se ainda mais o 

ca~po, continua o aumento não linear da componente da ~agnetizacão 

na direção do eixo c, Fig.(4,3). Dizemos então, que co~ u~ cai"PO 

magnético da ordem de 74k~e. arlicado na direção c ~o cristal de 

disprÕsio. este sofre u"'a mudança de fase 1'1annética, passando a 

ter este eixo como eixo de fãcil ma~netização do cristal. 

·Medidas do momento mannético com grandes ca,..pos maçn~ 

ticos aplicados na direção do eixo c, do cristal nos ""ostra~ que 

hã uma apreciavel redução da anisotropia uni axial. 'ledidas co,., 

campos magnéticos pulsados de até 360 k6e aplicados na direção do 

eixo c nos mostram uma mudança de sinal na ener~ia de anisotrooia. 

Tal ~omportaMento pode ser consistente col"l o aoareci!"''ento de irnen 

·sas defor~ações internas e Mudanças na rede cristalina causa~as 

por efeitos magnetoes tri ti vos, ~hyne ~ ..".!.. ( 196ô). 

Recenter:1ente ·Lieber"Mann e nrahan r'lostraran flUe exist~ 

uma dcfor~ação plástica no cri,tal ~e dispr~sio, quanrlo o MCS~O 

é submetido a uM caMpo nagnético externo variando entre 70 a 
• 

90 k~e e na di reção do eixo c. Senundo estes autores, o necani Sf'IO 

responsãvel por esta dcfornação plãstica é u~ entrança..,ento 

(twinning) entre as dircções <loT2> c< loTl>. Obvial'cnt~. a. nro­

priedades magnéticas do cristal são alteradas perranent~f'lente cof'l 

esta deformação. Acredi tan Liehermann e Gra~an que a forç,, causa­

dora desta deformação necãnica seja uma di~inuiçio da ener~ia ma! 

nética das tranças (twins), as quais são orientadas, con a d!re· 

,ção de fãcil magnetização, paralelas ao campo externo,< lo lo>. 

Liebermann e r.rahan sugerem tamhêm una outra nlpÕtese quanto ao 
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H (kOe) 
Ffg.(4.3) Mudança de Fase no Dy ã tempe­

ratura de 4,2 K. Rhyne et ~ 
(1968). 
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.poss1vel agente que produz esta deformação. Acreditam que a força 

de deformação magnetoestritiva seja suficientemente alta, chegando 

·a· exceder as forças elásticas do cristal, deformando-o. 

Nosso modeTo teórico não leva e~ consideração nenhum 

tipo de defor~ação plistica do cristal. Nosso modelo inclui corre­

tamente as constribuições mannetoelisticas do disprõsio. Acredita-

mos que as forças que produzem esta mudança de fase no Oy sejan 

portanto, de natureza magnetoestritivas. 

Nosso procedimento para determinar a ~udança de fase 

consiste no seguinte: Através de um programa de computados, entran 

do com uma temperatura de 5K e fazendo o campo magnético na dire-

ç~o do eixo c do cristal, variar de 40k6e até 240k6e ~ calcular~os a 

ener~ia·livre em função do camoo ma~nético. tlze~os un gráfico rla 

energia livre versus canpo Ma~nêtico. Procederas a se~uir variando 

o campo ma~nitico n~ sentido inverso, de 240k~e ati 40k0~. 0s .valo 

res da energia livre foraM tanbém colocados er un orãfico, Fio. 

(4.4). O ponto onde estes dois nrãffcos se encontraM reoresenta o 

valor do campo mannitico onde se di a. mudanç-a d<> fase no Oy. Este 

i o ~nico ponto nos dois processos consi~erados e~ aue as enerrias 

livres são iguais. Conforl"e se pode ver na Fig.(4.4), encontraMOS 

.o valor de 73kBe para o caMpo magnético crftico, isto e, o canpo 

que induz a mudança de fase. Para as constantes efetivas rlo can~o 

cristalino, usamos os valores 

todas em unidades K/ion. 

Com a finalidade de descobrirMos a natureza desta Mudan 

ça de fase, analizamos o comoortamento da enernia livre oara alnuns 

valores da componente x da mannetlzação reduzida ax' oara diversos 

valores do campo magnético externo, na direçio c do cristal, quan-



-600 ~--------------------~------------~ 

T=5K 

Oy 

F -500 

-4 o o -- _ ______l __ +-__.J ____ _L_ ____ __L_ ___ -"-------' 

o 50 100 150 200 250 300 
73 Hzlkoel 

fig.(4.4) r.rãfico da ener9ia livre versus camoo ma~né­

ticn na rlireção de dlffcil magnetização rlo 
Dy. 
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do damos valores de entrada para "x entre zero. e um*. :la Fi!J.(4.5) 

apresentamos estes resultados. As curvas interrompidas nesta figura, 

são feitas apenas para ligar valores de "x que correspondem ao mes 

mo valor do ca~po magnético externo. Iniciamos co~ u~ camoo de 

40k~e e fomos variando de 20k~e. atê atinoir o valor de 240k0e 

Observando a Fig.(4.5) vemos que a mudança de fase ê dP primeira 

ordem e se di para valores do campo magnético entre 60 e BOk~e. ~a 

Fig.(4.6) refinamos a variação do caMpO ma~nêtico de 2k6e. Pode~os 

então constatar que a mudança de fase se di para o valor do camno 

magnético fntre 72k6e e 74k6e. 

Entre outros resultados de nosso prograMa de comouta -

dor, obtivemos tambê~ o ân~ulo ~ue a ~annetização faz co~ o eixo a 

do cristal, a Medida que aUI"'lentartos o caMpo l'lannético n?l direção 

do eixo de diffci 1 ma~netizarãn. ~~ fio.(4.7) coloca~ns os nossos 

valores teóricos obtidos p~ra este ~n~ulo, p~ra diver~o~ valores 

do car~ro mannêti co. :la exneriênci a de Phvne et .'C!. ( 1968) o valor 

deste ângulo, Par.a ~~z=40kt\e é aproxinadar'IP.nte rle 5°. 

ProcuraMos tàmhém analizar a variaç~n ~o caMoo ~annéti 

..- - n n n co cr1tico com murlanças na razao _r 2tP 4 . Sendo Pl as constantes ef~ 

tivas, do carr~po cric;talino .Nosso resultarlo estã resurddo na Fi9. 

(4.8). l interessante ressrtltar que P~<O, nni<; CCI<iO cnntr~rio, n~n 

poderfa~os explic~r a mudança de fase ora descrita p~ra o disnrõ-

si o. 

Ouizemos tamhém saher como varia o ca~oo ~a9nético cri 

tico. com a temperatura. Observando a Fig.(4.9) podemos constatar 

Que atê uma temperatura de 25 K não temos var;ação no valor de Hc. 

AtinQindo a temperatura de 100 K cessa todo proce~so, nõo se oh ser 

vando mais nenhuma mudança de fase. Este resultado ê hastante lnte 

*Meus a~radeclmentos ao Prof. ~ãrio Fonllo por Me ter suqerldo esta 
poss I blll da de. 
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ressante e gostaría~os de conhecer qual e o comportamento experi, 

menta 1. 

Como é sabido pelo trabalho de Dhyne !! al (1968) o 

Térbio não apresenta a ~udança rle fase semelhante ã do disorõsio a 

baixas temperaturas. Adotamos para os coeficientes de camno crista 

lino os valores: Pz • 1,08 K/ion, P4 • 4,0 lo'4K/ion, P~=O, 

P~ • ,2,77 10'4 K/ion e os demais parâmetros caracteristicos do 

Térbio, usados por Torikachivili (1977). Considera~os estes valo, 

res em nosso programa de computador, com o intuído de observar o 

comportamento deste metal a baixas temperaturas. ~io observa~os ne 

nhuma ~udança de fase, usando campos ~agnéticos até 520kõe. Fi~. 

(4.-10). Na Fig.(4.11) indicaMos o valor teórico do ãnoulo que a 

magnetização faz com o eixo de difícil mannetizacão do T~ (nue é 

também o eixo c). O valor experimental do ân9ulo, deterl"inado oor 

Rhyne ~ al (1968) é de 8,6° com un carpo magnético de 7Jk~P. e a 

temperatura de 4 K. (Ver Rhyne (1973)). 

Em cdnclusio, podenos afirmar que nossn ~odclo te5rico 

e ·compatível .com a hipótese SUI)P.rida nor ~'>hvne et al e Lieh~r,ann - - -
e Graham de que as forças causad~ras da murlança de fase nb~ervada 

no Dy é de natureza ma!Jnetoestritiva. •loSS{'IS cálculos t~Õricos nao 

incluem nada que possa caracterizar uma deforMaçio ~lãstica do 

cristal de Oy. Portanto, nada podenos dizer a respeito da confirn~ 

ção experiMental de liebermann e r.rahaM de que o cri•tal de 'Jy so­

fre um entrancamento das direções < lol2> e< loll>. 

(interessante ressaltar que a Fin.(4.4) nao represen­

ta uma histerese real. 
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CAPTTULO 5 

5.1 Caracteristicas Gerais 

O momento de quadrupolo da camada 4f do Er, possue sinal 

trocado comparado com a mesma grandeza para os metais Oy, Tb e Ho. 

Por este motivo, o eixo de fácil magnetização do Er tem aproximad! 

mente a direção do eixo c, formando um ordenamento cõnico, tendo o 

eixo c corno eixo do cone, A rnannctizaçio de saturaçio i ~e 267 uen/~. 

Este metal possue tarnbérn estrutura HCP e a razão e/a • 1,572. 

A conffguraçio de elétrons do Er.no estado fundamental e 

Xe + Sd 16s 24f 11 . Na fase sõlida, os átomos tornam-se triplamente -

ionizados. No estado fundamental, o ion Er 3• tem momento 

total igual a 7 ,5. 

Resultados da difração de neutrons,Cable!! ~ (1961 ). i!! 

dicam um ordenamento magnético senofdal da componente c do momento 

magnético.da temperatura de Neel (85 K) ate aproximadamente 53 K, 

~io sendo detetada nenhuma ordem magnética no plano basal, neste -

Intervalo de temperatura .. A partir de 53 K,começa um ordenamento 

magnético no plano basal. Este ordenamento é helical, formando ta!!!. 

bem as componentes dos momentos sobre o eixo c um domínio antipar! 

lelo •. Abaixo de 20 K os momentos magnéticos se ordenam em um cone, 

cujo ângulo é de aproximadamente 60°. Este ângulo de equilíbrio,r~ 

flete os efeitos ·de competição entre a energia de anisotropia e a 

energia de troca, para minimizar o estado de energia livre. A apl! 

cação de campos magnéticos paralelos ao eixo c tende a diminuir o 



ingulo do cone. 

As temperaturas paramagneticas de Curte são ep • 61,7 K 
11 

e e PJ.·. 32,5 K {Green et al {1961)). A grande diferença entre estas 

temperaturas Indica, como nos casos anteriores, uma forte anisotr~ 

pia unlaxial. Na Fi9.(S.l) anresentanos a curva teirica da ~a~ne­

tização reduzida versus a tenperatura e na rtg.(5.2) nostranos 0 
gráfico experiMental CC'rrespondente. 

5.2 Efeitos da Anisotropia sobre a Configuração de Spins 

Conforme dissemos anteriormente, usamos em nosso modelo 

"teórico, a hipótese do campo molecular de Weiss. Esta hipótese na­

turalmente e justificada na região paramagnética das terras raras 

que estamos estudando. Estas terras raras possuem, abaixo da temp! 

ratura de Neel, um ordenamento magnético muito rico e variado. 

Naturalmente te~os pretenções que nosso modelo teórico , 

quando devidamente complementado, seja suficientemente geral em 
. 
suas características básicas, de modo a nos permitir estudar tan-

bem algumas destas regiões de ordenamento magnético. "lo :"'resente 

trabalho irerr.os ·nos liMitar a uMa ·extensão do ~ndelo. a 

de estudar al~uMas características na r.e~ião ~e ordena~e~tn ~~nnéti 

co ·do Er., na~S vizinh~nç~s da tcnperi'ltura de ~léel. 

Nagamiya (1967) realizou um detalhado estudo teórico dos 

diversqs tipos de ordenamento helical. Em seu tratamento, ele em­

pregou a função de Brillouin, 

sendo x • 911sJH 
kT 

(5 I) 

e usou também a aproximação do campo molecular, a 

. 
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~fm de tratar o problema a temperaturas diferentes de zero. O cam 

po efetfvo por ele considerado não ê suficientemente geral para 

descrever as propriedades magnetoelâsticas das terras raras. Por 

este motivo, devemos generalizar parte do seu formalismo para que 

possamos adaptâ·-1 o ao nosso interesse. Vamos considerar o efeito 

da energia de anisotropia sobre a configuração de spins. Estudar! 

mos o caso de anisotropia uniaxial com um eixo de fãcil magnetiz! 

ção. 

Consideraremos aqui um sumãrio da primeira parte do Cap. 

III do citado estudo de Nagamiya. Suponhamos que o eixo de fácil 

orientação dos spins seja o eixo Z. Vamos considerar a anisotropia 

dada por sua expressão mais simples 

O campo de troca (exchange) atuando no enêssimo spin sera dado P! 

la expressão: 

H~,- 22, J(R,,,n) (J_,>' t- X, J Z ( 5 >) 
~ 

-1 onde omitimos o fator -(gu 8 ) • Nesta ~xpressio J(Rmn)' são os coe 

ficientes de troca (exchange) e <A> e a media estatistica de A.Por 

outro lado, podemos eserever 

J o-,;,, = <L.> (,- 4) 

sendo omi a componente i-êsima da magnetização reduzida do m-ésimo 

ion. 

Por def.inição de média estatística temos 

T.(J-. c·flt-• ) 
'Tr(e·f*'~·) 

(5" 5'1, 

1Ó'4 



sendo TrA o traço da l'la triz· 

Bolt~man. Co"' a aproximação 

. 1 
A e 6• -, onde k a constante de 
. kT 

do canpo molecular podemos escrever: 

e.,.,=- H' ... ,. J; + ~( .T .. ) 

sendo itni, como vimos, proporcional ao campo molecular. Deste modo 

a eq.(5.5) se escreve 

Jl5 = Tr fJ.exr~O·I,.LJ .... I-I .... J:,.+H..,,J.,- c...~u .. >} 
"' Tr {ext(3(H,.,Jz.,. HuJ..• H"1J1 -C...'(J;.)} 

(;> ,, 

Admitindo que o campo esteja apenas na direção do eixo z, 

podemos escrever (Hnx = Hny = O) 

J<Y = . ~z . 

t~(ft.,J;.- W!~l) 
T :r '~ rz ...__ 

(;- 7) 

Admitindo ainda mais que o campo de troca Hnz seja pequeno, e ex­

pandindo as exponenciais, temos 

JO" = ..... I r 

-"~'" I G'"" T (J' . -~"-') T t t:-· r ... :z· r .,._. c- z. e . .. 

Considerando apenas os termos lineares en "nz• obtemos: 

T ( 2 -(ll.r) 
J a- = ~ J.!" l r J. e 

KL Tr(e-Pw-) 
(~ 9) 

1Õ"s 
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Usando as eqs.(S.J e 4) na eq.(S.9) encontramos 

(!i. 1 o) 

Vamos· agora supor que esta equação admita 

( 5 11 I 

como solução. Utilizando a transformação de Fourier: 

JC'l)- L J"(R. ... )e-•ff·R-
.... 

e usando o fato de ser Rm = Rmn + ~,podemos escrever a eq.(S,lO) 

sob. a forma 

(r; 12) 

Por meio desta equação, podemos deter~inar a temperatura de N~el 

para a componente z dos spins. A maior ·temperãtura de N~el é ob­

tida qu~ndo se maximiza J(~). Seja G o valor de~ que satis -

faz a esta condição. Temos então: 

Abaixo da temperatura de Néel somente a componente z p~ 

de oscilar para outra temperatura crítica, porque pode-se mostrar 



que as temperaturai de N~el, calculadas para as componentes x e y 

são sempre inferiores ao valor dado em (5.13). 

Imediatamente abaixo da temperatura de Neel, podemos ad 

mitir as soluções oscilantes: 

a-.... -= ~ c os cQ .. ;:r_ ... C() 

l-lu= ](Q) J 'Tz CuS(Q·-R,,-.. ..>') 
( > H) 

Na realidade. deverfamos incluir termos de mais alta ordem, em anz 

e Hnz' tend~ em vista a presença de H~ 2 
ordem na eq.(S.B). Desprezando termos de 

e· de termos de mais alta 
3 ordem superior a "nz na 

eq.(5.8) e usando (5.14) nesta, podemos escrever: 

sendo 

Cf'('T)= 
I 

( 2 -30.' Tr:J,e•) 
T ( - .Jo.· ) ,t e , 

Desta forma pode~os obter 
• 

(; , 5) 

1 & I 

i.'·· 1'1) 

( -) t ~) 

mostrando que oz 

ria onde ê usada 

varia com { T -T• como ~de se esperar numa teo-
. N 

a hipótese do campo molecular. 

Procederemos agora com algumas ~odiflcações dos resulta 

dos anteriores, no sentido de generaliza-los, a fim de que possa-

mos, não sõ Incluir uma energia de antsotropta mais geral, como 

1Ó'7 



também adaptar estes resultados ao nosso programa de computador. 

Para ener~ia de anisotropia, vamos usar a· exnressõo 

W(:r) =rQ "cJJ.-J>"Q o(i)+ J'•Q o(r} 
:oz ~ .. ' ' 

(s fl') 

O valor de J(Q) é determinado através da eq .(5.13), .iii 
' 

que entramos com o valor conhecido da temperatura de Néel. Oas te! 

ras raras que estamos estudando, a única que apre<ente a nireção 

de fãcil nagnetização na direção do eixo c e o Erbio. Por este mo­

tivo, as modificações que efetuamos são adequadas apenas ~ara este 

elenento. 

o2 e~ (5.18) representa a anolitude de oscilação da ma~­

netização reduzida em cada plano cristalonrãfico, paralela ao eixo 

c. Natural~ente não esta~os interessados na contribui~ão corres~o~ 

dente a UM único valor de a
2

• EstaMos inter~ssados nas cont.:rihiJi­

ções que se obtém quando se introduz valores entre +oz e -az para 

cada tenperatura e faz-se a nédia destes resultado< relo nuncro de 

valores cm que foi divirli~o o intervalo (<1z---az). r, raneira de 

oroceder para o~ter esta M~dia i a senuint~: An~s c~lcular n valor 

de oz para a tenperatura r~ais afastada de T~ 1 (:rz(T, 1 )=0), subdivide­

se o intervalo -a
2 
~- rr

2 
em Urtl certo nÚMern cfe partes. Oennis dic; 

to. faz-se a Midia de cada uma das derivarias ~egtJndac;. fc;tp valor 

~édio é que vai entrar no cálculo das contribuições nanréticas ~s 

constantes elãsticas. 

lOÍI 



~.3 Comparação com os Resultados Experimentais 

Conforme se pode verincar observando as Figs. 

(1.9 a 20), o comportamento das constantes elásticas das terras 

raras de um modo geral·, é por vezes profundamente alterado quan­

do se passa por uma transição de fase de ordenaMento ma~nêtico . 

Nos propusemos explicar teorica~erite, uma·parte da curva experi-

mental da constante elistica c33 do Er, versus temperatura, Fin. 

(1, 19 ) , da região de temperatura onde este metal é peramat~né­

tico atê a temperatura de 66K, onde ele possue u~ ordenaMento a 

partir de 86K. t interessante salientar aqui que esta é a prime.!_ 

ra tentativa teórica que se faz para tratar o comoortamento das 

constantes elásticas próximo da região de ordenaMento ~agnético 

mesmo a_carnpo magnético nulo. A concordância de nossos resultados 

éom a curva experimental ê muito boa, co,o se pode verificar,ob-

servando a Fig.(5.3). 

Usamos os se~uintes valores para os coeficien -

tes de anisotropia: o -1 o -4 P2 =-3,12.10 , P4 =2,734.10 

6 -6 P6 =•1,7.10 e para os coeficientes d~ ~agn~toestricão, conside-

ra~os inicialmente, os 

rCl•o-0 \)2 -

Valores: 

e r.2'2=u 

B]=2 ,4, Bz=2 ,4, nv=-6 ,7, nE=7 ,O, 

(todos en unidarles K/ion). n or! 

fico de c 33 versus temperatura, para valores desta nas vizinhan­

ças (i esquerda) .de T~, esti reoresentado na fig.(5.3). Obtêm-se 

resultados bem mais concordantes com os valores experinentais 

quando se varia~ convenientc~ente o~ valores dos coeficientes de 

ma~."etoestriçã.o r.j•j . Por exemplo, com todos os de,..ais coefici­

entes iguais aos anteriormente citados e ponrlo r.]• 0•-5,0 e 
n 2 · -G1 ' •-3,5, obtem-se urna melhor concordância coM os resultados ex 

perimentais, como se pode ver também na Fi~.(5.3). 

Conseguinos urna boa concordância com a curva ex 

perimental con~iderando uma conveniente combinaçio linear de de-
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rivadas segundas da energia interna do sistema, com relaçio as 

diversas deformações eq.(3.54). Conforme observado. no capftulo 

3, o Prof. Donoho apontou que este tipo de derivadas nio é de 

todo adequada para o cãlculo das contribuições magnéticas ãs 

constantes elásticas. Deve-se-ia considerar a correspondente 

combinação linear de derivadas segundas de outros potenciais 

terr.~odinâr.~icos. Segundo o Prof. Donoho, talvez, o potencial mais 

conveniente fosse a energia livre. Usando uma modificação do 

programa de computador, feita pelo Dr. B.ll. Kale*, obtive resul 

tados que de nenhur.~a maneira consegueM explicar a narte da cur­

va experimental, Fig.(5.3), mesno variando os coeficientes de 

magnetoestriçio G~,j num intervalo mtJito grande. 
1 

5.4 Conclusões Finais ---
Neste dois crltimos caoftulos vinos algumas con 

~ clusões extraídas do nosso modelo teórico, descrito no canítulo 

3, que estão Cr;J perfeita concordância com os resultados ex;~eri­

mentais. Iniciwlnente retomenos o caso da ~udança de fase ~agn! 

.tica do Oy com canpos maf)néticos ext~rnos, a haixas tcr:1peratu -

ras. Jã mostrâ.mos no capítulo 4 que o valor teórico do canno ex 

terno, para esta r.1udança de fase, está er.1 perfeita concordãncia 

com o valor experimental obtido por Rh_vne (1968), ou LieherMann 

e Grahar.~ (1977). O nosso procedir.~ento para calcular o valor do 

campo· magr16tico crftico consiste em encontrar a encroia 1 i vre 

do sistema como funç~o do canpo magnitico externo. ~a har.~ilto­

niana de ordem zero, eq.(3.23). estão incluidos os termos de 

ener~fa de troca (fsotrÕpfco e anfsotrÕpico), termo de Zeenan 

de campo cristalino e termos de ma~netoestrição. ~lterandn-se o 

campo magnitico externo, novos valores de ~~j são obtidos e 

introduzidos na hami ltoniana de ordem zero, atravis dos termos 

*Meus agradecimentos por me ter permitido o uso deste pro~rama 
de computador. 
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em Ã, 11 e l), (eq.(3.22)). Isto faz com que o sistema, de certa 

forma simule um cristal real com as modificações do valor da mao -
·netoestrição devidas ã variação do campo magnético externo. Por 

este motivo, acreditamas que as forças responsáveis pela orodução 

desta mudança-de fase sejam de natureza ma9netoestritiva. 

No caso do comportamento da constante elôstica -

c33 doEr, na região de ordenamento magnético, prÕximo da tempe­

ratura de Néel, calculamos as contribuições rnaonéticas a esta 

constante elástica, usando uma combinação linear de derivadas se 

gundas da energia interna com respeito ãs deformações. Como pod! 

mos verificar pela Fi 0 .(5.3) nossos resultados estão de 

acordo com os resultados experimentais. 

oleno 

Poderíamos imaainar outras extensões rlo exausti-

vo tratamento de Nagamiya ( 1967) para outras terras raras, para 

diversos valores da. temperatura na reoiio de nrdena~ento Ma~niti 

co destes metais. 

.. 
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ma. non <'.Jta.n da. C!.iÕ te pJtopJt.ie penne: 

4<'- 11011 C!he ta m.ia mente '" pe~coaaa 

da un 'ulgoJte .in C!he aua vogl.ia venne. 

A l'alta. 6aJttaa.ia qui manc.E pol4a; 

ma g.ià votgeva. i...l m.io di..a.i..o- e .ii ve.lie.. 

4.i.. come Jtota c.h'.i..gualme.,tte i-moaaa~ 

l'amoJt t!he move .it 40le e l'alt~e atelle. 

F.ina.l Canto XXXIII (Pa.~a.iaol 

"La. V.iv.ina. Commed.ia." (Van te AUglt.i.e~.i I 
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APENDICE A 

Heste apêndice apresentamos uma tabela que nos mostra Q 

isomorfismo que existe entre os harmõnitos esfé.ricos, as componen­

tes das deformações elãsticas, os operadores de spin a um íon e os 

operadores de spin a dois íons. 

Na Eq.(A.l) apresentamos a relação entre as deformações 

de simetria e; e as deformações cartesianas eij" Na eq.(A.2) mos­

tramos as relações entre constantes elãsticas de simetria e as 

constantes elãsticas cartesianas. 

e"'= e +e +e 
I X.A "J} zz. 

e"'= ii(<=> - .!. e"') z. 2~.z.3e 

(A 1) 

0/ '( C11 =9 2C 11 +2C,~+4Cu+C,,) 

C~= 373'(-c,,- C,z+C,,+- c,,) 

(A. 2J 

) 

: i 
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Polinõmios Clãssicos 
Harmõnicos Esféricos 

..;# y~ = 1 
' 

U( ' I xo z--)=C 2 3 L 

' ( l , c (~2 y:•) i 1 _'f.J=;2 +2 

I 
I 
I 

.XJ• _ jf (Y,z· ~-2) I 
~ 1. = fi ( Y,'... '(') I 
XZ=- ~(~'- Y;') I 

. TABELA 1 

Funções de 
Deformação 

e~=E +-E> .. e- I t "l.l( '11 ;z. 

Ü( I ~ 
2 E:-':i'.r- 3 E-'1 ) I 
~(e,.- e 11 ) I 

e"' I 
E:· '~ I 
(-~ 

" I 

Operadores Tenso­
riais a um íon 

V2St1' <;j
0
° = J. 

o/3( Z I _ 0 d;;; ~ 0 

2 S,- J'::>(s+.1J = 2"z 2 

.!_( s'- s' )= _A_(cy2+ 'Y..z) 
2- " ') .ff' .... • .. 

l ( 5 5 .. s 5 )--i.. ('~ 2 - :1,"2
) 

2 '7 '" 2•i,a • 

~(s~s.•s.,sy)=~('Y 2 ' .. YJ 

I 

--· 

Operadores Tenso­
riais a dois fons 

... ... 
sf· st 

"'( • • I --) 2 s} s!- 3 sf-s( 

~ (sr· s: + s; sn 

'cs~~l y ") ii :f ~ "' sl- s,. 

~ ( st:,; + ~z 5}) 

~ ( s. s .. • s, s. ) .. ~;,, ('~.'- 'I);') ~ < s,• ~z + s; 5.; ') 

-N· 
o' 



Expansão do Pote~cial Cristalino com Simetria Hexagonal 

Admitindo um fon fixo no ·ponto de coordenadas (r,O,f), o 

potencial eletrostãtico devido dos outros fons nas posições( r; .~i, 

'f;l é: 

Expandindo 

mos: 

1 

I* *ri r i -

(B· O 

em harmõnicos esféricos (Jackson (1962)) te 

( B 2 J 

r> e o maior valor de /r/ e /r;/, enquanto r< e o menor destes va 

1 ores . 

Naturalmente, devemos efetuar aproxi~ações na eq.{B.2). 

Inicialmente vamos escrevê:la sob a forma 

(B ;) 

sendo 

A""- -ii< ,.J "' v~· • 
1 - zt>~ ;l,''' ~ E"~ ;;, (G,} <f,) 

' 
Se pudermos determinar os parâmetros do campo cristalino 

Am pO'r meio da experiência, teremos obtido uma imensa simplificação .t 

de cálculo. As simplificações tornam-se mais evidentes, quando, 

usando certas regras de seleção, pudermos mostrar que apenas uns 

poucos termos na eq. (8.3) são diferentes· de zel"o, Estes termos 

121 1 
l 

\ 



serão chamados de campo cristalino efetivo. 

O termo de ordem mais baixa em tem, isto ê A~, geral­

mente ê feito igual a zero, pois ele representa apen~s um desloca­

mento na origem da energia. 

Os ions de terras raras possuem a simetria pontual do 

grupo hexagonal o6 . Os elêtrons da camada 4~ não cheia, tem L•3, 

portanto 1, pelas regras de Hund pode no máximo ser igual a 6 e m 

em principio pode assumir 13 valores. 

Vamos mostrar agora que 1 deve ser par. Consideremos o 

elemento de matriz <a I V(r,e.~) I S>. Este elemento de matriz e 

uma quantidade escalar e portanto deve ser invariante com a escolha 

do sistema de coordenadas. Em particular, deve ser invariante por 

uma inversão. Dado que la> e IS> tem a mesma paridade, segue-se que 

V(r,e,r) deve ser de paridade par sob inversão de coordenadas. Is 

to implica que 1 deve .ser par. V(r,e,f) deve ser também invariante 

com relação ãs operações do grupo a que pertence a rede em estudo. 

Para simetria hexagonal, que i o caso que nos interessa, so~ente 

Ao Ao Ao 6 -2' 4 • 6 _e A6 sao diferentes de zero. ·Elliotf (1972). 

Podemos assim escrever 

se· quizermos calcular a energia de anisotropia, podere­

mos proceder encontrando inicialmente o valor esperado da hamilto­

niana. pevemos assim conhecer a função de onda total. A parte ra­

dial desta função de onda pode ser calculada numericamente. Calcu­

lando as autofunções da representação ILSJMj> em termo das funções 

de onda de um ~nico elitron, nos daria a parte angular da função 

de onda total. Realizar um cálculo semelhante, para elétrons na C! 

mada 4f, é um trabalho muito grande, Kasuya (1966).Felizmente exis 
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te uma outra maneira muitíssimo menos trabalhosa. Esta maneira foi 

sugerida por Steavens (1952). 

O teorema de Wigner-Eckart (Rose (1957)) relaciona os el~ 

mentos de matriz de Y~(6,'f) com os elementos de matriz de operado­

res tensoriais irredutíveis . Isto é, podemos escrever: 

(a.Gl 

O fator de proporcionalidade é um determinado coeficiente de Clebsch 

-Gordon. <j 1· Tt I j '> é chamado elemento de matriz reduzido do 

·conjunto de ~peradores tensoriais T~. Segundo a definicão de opera­

dor tensorial dada por Racah, este deve obedecer is seguintes re­

gras de comutação: 

'I """± 1 
t 

. T""] T'" [ J, ' ( = (n> i 

sendo J, = Jx ± i Jy. 

O teorema de Wigner-Eckart nos mostra que podemos relaci~ 

nar os elementos de matriz dos harmônicos esféricos com os elementos 

de matriz reduzidos. de sorte que obt-emos assim uma completa inde -
• 

pendência de me m', 

Os tfperadores tensoriais irredutíveis, sao polinÕmios nas 

componentes do operador momento angular total. Seus elementos de ma 

triz são de fãcil obtenção. 
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Operadores Tensoriais Heraitianos 

Neste apêndice daremos a definição dos operadores tensori­

ais em função do operador momento angular e suas componentes. 

Desde o seu aparecimento na literatura, Stevens (1952) ,mu.!_ 

tas tem sido as definições adotadas dos operadores tensoriais irr! 

dutfveis. Muitas destas definições difere• apenas em alguns fatores 

constantes. Uma das definições mais usadas tem sido a adotada por 
-m Buckmaster (1962), cuja notação e 01 • Co•o em nosso trabalho ado-

tamos uma definição levemente diferente da adotada por Buckmast~r. 

usaremos a notação Q~, para realçar esta diferença. Seguimos Wat! 

nabe (1966) na definição destes operadores. A vantagem desta defi-

nição reside no fato de que para um dado momento angular total J, 

todos os operadores de ordem 1 podem ser formados a partir da def.!_ 

nição de Qi e uma relação de recorrência. Como dissemos anterior­

mente .estes operadores poder.1 ser calculados numericamente por meio 

de multiplicação de matrizes. 

Os o~eradores tensoriais irredut1veis de ordem 1 se trans­

formam sob rotação como os (21 + 1) harmônicos esfêricos (Ver Ro­

se (1957)). Por este motivo escolhemos os rôtulos l(>O) e m(-1<m<l) 

P.ara.c~racterizar estes operadores. Para um dado valor de 1,Qi(J)e 

definido por meio da relação: 

Q-l( (f) = (- .1)1 (:r .. ) .l 

sendo J
1 

• Jx t iJY. Os outros operadores tensoriais de ordem t p~ 

dem ser calculados por meio da fórmula de recorrência 

(c. J l 

1Z4 
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Os operadores tensoriais de segunda ordem sao 5, isto e 

Q;<J>- v r< 3 J;- J<J .. •>) 

q_;cr>-- J+ c2 ~ + .1) .. Q~'ch== J_ (2 J.- J) (C. 2) 

> Q.~\1) = 3_' 

Exceto para o operador com m=O, estes operadores não são hermitia­

nos. Por este motivo devemos formar combinações lineares destes -

operadores de modo a obter operadores hermitianos como são usados 

na hamiltoniana. Estes operadores tensoriais hermitianos são defi 

nidos como segue 

Qt ~' (j) =i {(-l)-Q;(f) + Q~'"'(J)} 

Q<-:,,(1)~ 2
1
, {<-J(ha.;"(J)- cf;'tYJ} 

(c. '3) 

Portanto os operadores tensoriais hermitianos de segunda ordem, -

além de Q~ jã definido na eq.(C.2), são: 

} L...,- (J='") ~ T J +- J- -j 
"-z_t ..l'j z ·.z ':J 

(c .1) 

Os ootros operadores terisoriais hermitianos que aparecem 
• 

na hamiltoniana do nosso sistema são 

-60 J(J+1)) 

(c. 5) 



AP(NDICE D 

Neste ap~ndice apresentamos uma c&pi~ dos programas e sub 

-rotinas usadas em nosso "trabalho, com o intufto apenas de facilitar 

nossas refer~n~ias. 
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• • 

102 

IJl 

IJ9 

134 

I J41! 

135~ 

l35ó 

ll~ 

lO 1 

~02 

oJ 
04 
51 

I 

o o 

os 

Oó 

UI 

'J 7 
~2 

n 

Jl 

MAI'l PRUGRAM fOR EL~STlC CO~STANT Cl\LCULATI•Jt• 
IHPLICIT R~AL•HCA-H,J,O•Z) 
COMHO~/Ml5DLK/T,J,N,Nlo'l~,~ó/JBLK/JZC17loJ2(17),J4(17),Jo(t7l, 

lJX(lb),J21P(lh),J22P(\S)oJbbP(lll1GBLKI~,GX,GZ/SH•ILK/SX,SZ 1 rlX 1 
1HZ, AX, AZ, U, t", Z/HvllLK/'10 ( 1 7), til ( lb), >l2 C 1 ~ l/ChLK/C IA, C J ~. C<.õ,C>; 
1/~üLK/BlA,D2Á,U~,BE/G~B~K/G1AO,G2AO,C1Al,G2A2 1 G~/PSLK/~l,P4 1 Pb 1 
1Pb6/EULK/EE(4l/fDLK/f1(5)/HAM~LK/h(17 1 17)/0I~~L~/~(17),~Xl17) 1 
1A(17,17)/CPBLK/DlV(l5J) 1 ~T(2J,17)1SUMHLK/SC(5,1),5U(IHolJ, 

1 S~(IOo2)/0ERBLK/U~R(I~,2~)/lZLLK/IZ/DJHL~/DJllo) 
CO~~ON/tiDCHLK/UC(~) 

COM•ION/lT~LK/T•,II,oT,NT/t"II>LK/fllofi1,SIZ 

CO~~ONI•DULK/~DADO 

COM•ION /'IX):bLK/ :.xz 
DIM~NSIUN Dli(I8),FO(~),DC0(5l,CD(So2~),EE0(4),g~p(1) 

l,HP(25) ,SP(2~),TriP(25)oCP(2~),EP(4 0 25),DEP(1~,2~),hl(lb) 
r,ocia, l~J 
1 ,CI1CI~,2~l,CJlC1~,25),C12(1~,25) 1 C\1(18,2~l,C~4(1~.2~l 

f1JH'IAT(1~1) 

CALL EHHS~T(O) 

TYPt:; 13 3 
t'OR"ATCI/' .. ;A••T STAW'•R" VA!,U!:S? t=YE;S, ~=h•J') 

ACC~PT 13~,~DAT~ 

fOR'! ATC IG) 
Ti'P!; 1 H 
FOHt\AT{/ 1 ~~NT UROEHED PH~S~??? l=YES,2:~0') 

ACCt:PT 1340, ~0A~O 

fOR'IAT( IG) 
lf\~DAU•J,t:U,I)Ti'PE 13~5 

FOR~AT(I' GIVE • VY L~I~R5ll') 

lf(NUAD~.t:U,l) ACC~PT 1J~6,Nl 

FOR"Al (G) 
lf(NUAUu.F.U.I)TYP~ 13' 
fORMAl(/ 1 1111:.: LAST TE'-1Pt:tl41'11P.t: f-1iJS'i' fH: T'~!!! 1 ) 

GU TO C•~I,~O~),NDATA 

CALL STI'~H 

<,;a~/b,71~7J~41~0•2 

GO TO 9~1 

CALL PllT (1) 
ACC t;p·r 1 O J, J 
FOH'IAT(IG) 
FURMAT(/ 1 J • 1 ,f5,1) 

CALL JCAI,C 
DO 111=1,4 
EF;(l)•O 

GO IO (iSl,HOOI,NDATA 
CALL PNI (2) 
ACCLPI 105, G,GX,GZ 

fOHMAT(3G) 
u:ó, 71S7J~415It_-~•G 

127-

fUHHAt(/ 1 G•fACTOR • 1 ,YlO.S,• ~XCttANGE CCt~5TANTSI GX c •,rto.~ 

1, 1 GZ • 1 ,F10.~) 

CALL PIIT(J) 
ACCLPT 107, P2,P1,P~ 1 P6b 

fUHMAT(4,;) 
OU ll21•1,N 
00 1321\•1,11 
H(l,K)•O 
DO lJl ta:t,NI> 
H(l,J+b)•Pbu•Jb6P(1) 
GO TO (HOS,H02) 1 NDATA 
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1011 FORHAT(/ 1 CR~STAL•flELD: P2 " 1 ,1P012.!> 0 ' P4 " 1 0 012.!> 0 ' PI> 
1-~ ',012.~, 1 P66 = •,Dt2.S) 

802 CALL PNT(~) 
"ACCE~T 107, CIA,C2A,CG,CE 

110 FORHAT(/ 1 ELASTIC CU~STA~TS; C1~ • 1 o1PD12.5 1 ' C2A • ',01J.5, 1 

1 CG • •,012.5,' CE • 1 ,012.~) 

IOJ CALL PUT(S) 
ACC~PT 107, 01~ 1 B2A 1 BG,~~ 

112 fUR~AT(/ 1 ONE·I~~ ~E CO"oST~~TS: B1A • '•1PD12.~,, B2A • •,012.!> 1 
1' tH.i:. •,ut~ • .,.• ~E= •,ot2.5> 

S04 CALL PNT(6) 
ACC~PT 11J 1 G1A0 1 G240 1 G1A2 1 G2A2 1 GG 1 5E 

llJ FIIR~AT(bG) 

114 FUR~AT(/' T~O-lOi ME CO~STA•ts: GIAO" ' 1 1P012.5 1 ' GZAO • 1 ,012 0 5 
1/~JX,'GlAl = 1 tU12.5,t G2A2: 1 ,~12.5, 1 GG: 1 ,012.5,' GE: 
11,!112.5) 

805 WRITE(o 1 102) 
WRITE(b, 10-I)J 

WRITE(ó,l!Jo)G,GX,GZ 
WR1Tt(b 1 10ij)?2,p4,P~,P~b 

WRlTE(ú,1!0)CIA,C2A,CG,çE 
~RITt(o,112)~1A 1 B2A 1 BG,BE 
WRlT~(b 1 ll4)GlA~,~24J 1 ~lA2,G2A2 1 GG,GE 

CALL PNT(7) 
400 ACCEPT lül, TO,ut,UT,H~,O·i,~~i,NXZ,NC,TL 
201 ffiR'1AT(~G) 

T•TO•VI 
Iili. 1001 IT•l,tlf 
t=l'+u! 

SX=! 
GO TO(ó01,4o2),'1.(Z 

401 C'INTI 'lU!:: 

1401 

1901 

! 4.1J 2-

H02 

. 1902 

403 
404 

405 

S<:•O 
H<\•0 
UHZ=·J 
HX:h,J ... Od 
LIIIX•Orl 

wk1Tl(b,1401)l,itl,T~ 

f0rt'1Af( 1 1Tr.'1P: 1 ,f6,0,' hZ = 1 ,fí.!I.0, 1 !'tA<.il,JL = 1 , 
1 lt'Ull.~l) 

wRIT~ (b,l~01) 

FOH'1Al(' HX ',7X, 1 SIG .. ~A',11X 1 1 TUt.TA 1 1 11X 1 '1 ~/2',1lX,'t:lA 1 1 
1 1Jx,q;2A',1JX.,•r.:u;•,1JJ.,'r.:2t:.'l) 

GO TO 403 
SX•O 
SZ•1 
H X aO 
OttX=O 
HZ~rHQ•!JH 

OH<!:=Lltt 
W~lTE(6,1102)I,ItX,TL 

rOR'U,T('lTE"tP 01 '•f''b.O,' HX :: •,r6.V, 1 f.lAGTOJ, = '• 
1 11'012.~1) 

.. ~1TE (b,1902) 
fllH"1AT( 1 HZ 1 ,7x,o:;rG~A'IIX, 1 THETA',lti,II '>12',13X, 1 t:1-''• 
1 1H, 0 E2A•,1JX 1 1 ~1G'•13X, 1 t:2t. 1 /) 

DO 404 11•1,5 
rocK>•o 
00 40~ K•1t18 

00(1\)•0 



601 

2000 
1120 

2012 
176~ 

17b7 

201J 

c 

c 
c 
1 J:ll 

1222 

112J 
1:.12 j 

112~ 

112o 
1127 

40b 

401 

110 

DO 601 K=1r4 
EE(Jt);;Ef.O(K) 

EtO(K):oO 
DO 1000 K=1,NH 

IF(NDADO,E0.1)CALL ~NTIF(A,B,C,D) 
lF(HOAuO,EQ,2)~U-TO 1120 
DO 1121 IZ=t,~l 
AB&(Nl•t) 
SI~l=SlZ•(2/AB)•(IZ•1l*SIZ 

S~&SIZ1 

TY"E 2uuo,sxz1 
FOR'1AT!' SIZ=•,G) 

HZ"H~+UHZ 

HX=HX+DHX 
AX=O•t!X+GA*SX 
AZ=U•H~+\iZ•SZ 

lf(NDADO,E0,1)GO TO 2012 
CALL MAGSTR(TL,HXZ) 
GO TO 2013 
llO 1765 L=1,N 
HO(L)=Pl•J2(L)+P4•J1(L)+P6•Jb(L) 
DO 17b7 1=1 1 1b 
H( 1, 1) =kp( 1) +AZ•JZ ( 1) 
CALL SIGI<A 

CAL!, f.~COR(NXZ) 

CALL SUl1CAL 
CALL DERCAE 

IF(NDADU,EQ.2)GU TO 1122 
WR1Tt;(b,1910). 
WRITE(b 1 1304) ~P(lZ),(Ut;P(lZ,~l,~=1,9) 

WR1Tt(6,1Q20) 
WR1TE(b,1304) tp(IZ),(DEP(1Z,~),~=1~,11) 

CUilTII•Ut. 
DO 12<2 L=l, lij 
Dl(L)=O 
DJ"(L)=O 
DO 122J M=t,!b 

. DO 1123 L=1,tll 
Ul(~)•Dl(H)+llER(L 1 M) 

CUI<Tlf·U~ 

CONTlt:u~ 

llO 11:.!5 L= I, IB 
IJJ(L)•L>1(1,)/Nl 
GO TO 1127 
IJU 112h L=l,lij 
lf(~IJAUu.~~.2)0J(L)•UER(lZ,L) 

CONTI~Ut. 

IJO 406 L=1,5 
fl(L)•fi(L)•FO(L) 
lf(~.EQ,l)fO(L)•fi(L) 

CU I< i 114Ut: 
llO 407 L • 1,1H 
IJJ(Ll•~J(LJ•DU(L) 

lf(~,Ku.l)On(L)•DJ(L) 

CUNTlllUE 
UlJ 710 L•1 1 4 
Et:P(L)•lL(L)•lEO(L) 
lf(K.LU,I)lt;O(L)•EE(L) 
CUNT lllUl 

1f(~DAUb,t:0,1)SZ•SlZ 
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990 

991 

999 
1000 

1301 
1302 

111cl 

lJOJ 
130·1 

19lO 

130!> 

1800 
1ti01 

ll'OJ 
1110!> 

170l 

170l 
1704 

1707 

1701 
170!> 
170& 
1vOI 

500 

&IG=OSORT(SX+SX+SZ•SZ) 
!H•57.29577951*DATAhCSZ/SXl 

HW&I!X 
IF (NXZ.E0.2)HW•HZ 
HP(K)•H" 
SP(t;) =SIG 
!HP(K)=TH 
CAL~ I5Z(SIG,CA) 
CP(Kl=Cil 
DO 990 L=1 1 1 
EP(L, 1\) •t;F.P (1,) 
DO '191 L=1 1 1B 
DEP(L,t-J=PJ(L) 
TYP~ 99~ 1 IT 1 K,T,HX,~Z 

roR~AT<zG,rs.o,ra.o,r~.n) 

Cllrlri'IU!: 
DO 1301 1=1,llll 

. WR1t!:(b,1JOZ)IIP(IJ,SP(l),THP(l),CP(I),C~P(K,I),K:I,~J 
FUR~AT(f~.O,IP7Dib.5J 

WRITE Cb,I~1UI 
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t'UH•tA.T(' H 1 ,7X,'-JJ\.\ 1
1 llX,

1 UArl 1 1 llX,'U"ü',l1X,'t:~P 1
1 11~, 

1 'liA~', 11X, 'UtHi' rllX, •uan• rllX, 1 1JijPt, ltX, 'UU·l'l) 
uu 1J03 l=t,!lll 
~RlT!:(6,1J01) rl!•(I),('>!:P(Loi),L•I,~I 

f0Rti~T(fb.0 1 1I'J~ll·•.5) 

HRITl(6,192.J) 
t"ORMAT( • H ',7x, •urJ:J', ttx, 'lllJP', 11 x, •un''', tt.\, 'Jt'P', 111., 
1 1 UP0 1 ,11X, 1 U'J!~ 1 ,11X,''JCC',l1X, 1 UCJ...;',1L( 1 1 '1t..;;.:•t) 

IHJ UU5 I=l,II'J 
W R I T l ( 6 , 1 3 O 'I) :i P ( 1 ) , C :.H; l' (L, i ) , Lo= 1 •l, 1" ) 
GO l'U(1800 1 l:.JfJ~)'illA'.HJ 

wHrn;c6,t80IJ 
t'UHHATC/t12X,' r11 ', 11x, •rtJ', 11x., '.)17.' > 
WR1T~(6,160J) FII oFIJ ,atz 
rut<•!ATC5X, IPD!J.·~) 
IF(•tJ..Z-,NE,l)GU 1'0 1"1J2 
i>IRin;(6, 17cl31 
t'uR·1t~tC//' rt I, 9X, 1 ;;c 11 < 'ftt:,> •, 7:<, • üf; l JC ;~;;;,>I,..,\, 
1 t UC44:A0f/ /,\)I, ~X, I DC,~·lrl( til /A)., I i., I '):hf) (·i//:\) I/) 
GU TU 1707 
oi!\ITt::(b 0 l70•1) 
FOR"iAI(// 1 H"1 ,9X, 1 Jt:11Ct//C) I, 1X, 'IJCJ)(:t//C) I ,t-Y., 
1 ' DC 4 4 A (li //C ) I , r_;)., I iJC l·lll ( il//t.: ) t , I A, I ")C,.,., ( il//1_: J I I ) 
DO 170~ K::at,Hit 
ChLL. SDCI!H>i,Uil) 
ou 1701 1,=1,'> 
CD(L,I\l=llCCLI 
WR 1 n. ( 6, I HJ h III P ( K) , C C<; (L, Kl , 1. = I , ~ J 
F0ri!1AT(F~,O,ll,~Dl~.~) 

CONTINUt:: 
GU T0(400,51JO),riC 
STOP 
t;NO 



C HOUSEHOLDER TRIDIAG0fi"LIZAT10'1 UF Stli'IETRlC 11.1\TillX 
SUIIROUTINE TRED .. 
lHPLICIT HEIIL*8(A•li 1 0•Z) · .·. . ·'' ·· . 
. COMtiON /lii\HilLIWA(l:1:,;17)1DlASLI\ID(f1ltEU7)•"17, 17l 
·1 /ttlSIII.II/T,TT,II,!ll,ll2otl6.·' ·. • \~~;{~: 

DO 10 1=1,r. / · 
DO lU .,J:1,1l 
Z(I ,,)) =A C I,.,J l 

lO Z(J,Il=ZCI,.,J) 
DO 2\J 11=2,11 
l11N+l•II 
L"I•:.I 
F=ZCI, 1•1) 
Gil O 
IF(L,EU,O)GO TO ~1 

DO lv 11=1 1 1. 
l~ C=G+Z\1 1 11)**2 
21. H:GH'*f' 

1F(C,GT,1,32n•2J)GU T•l 101 
E ti>=~· 
H=O 
GOT01112 

101 L=L+1 
t:(I)=l>SUHT(H) 
·xrcr.Gl,U>~<1>=-~<1l 

G=r: c Il 
H:H•t'•G 
:.\(1, l•tl=r-c: 
r=o 
oo·~o J=l,L 
z (,); 1) = l. (l ,.1)/tl 

u=u 
ou biJ t..::l,...J 

6o G=G+~(J,~J•%(1,~) 

J.,J,.J+ I . 
lf(L,Lf,JJ)Gll tU 71 
Ull 7ü ~=J.JoL 

1U GcU+Z(~,Jl*Z(l,~) 

71 E(.,J)=tdll 
~O f"f+G*Z(Joll 

tul=r 1 c tt+•t 1 
uu ao J=t,L 
Fo::.\(I,Jl 
t:C.,Jl=t;cJl•Htt•r 
Gai::(J) 
UO 90 K=l,J 

90 ZtJiKJ•Z(Jrll)•f•l(II)·~•Z(I,IIl 

8ü COI4Tl:tU!. 
102 DCI)='l 

.20 CONTihUf; 
OCI)•O 
E(l):oo 
DO IOU 1•1 1 11 
Lo:I•l 
lf(U(l),EU,O,OH,L,lU,d)GU TO 9~ 

IJU ll\1 J:a1,L 
G•O 
ou 121 11•1 .... 

121 G•G+Z(I,II)•Z(I\,~) 

DO 12:l K•loL 

131 



122 ZtK 1 J)•Z(K,J)-G•Z(K 1 1) 
UÓ CONTl,.Ut; 
9~ O{l)cZ(lrll 

Ztlr I)al 
1FtL.EO.OlGOT01Ua 
00123 J=lrL· 
Z(l,Jl=O 

123 Z(Jrll=O 
100 CONTIIIUt: 

RtTU?'I 
END 

132 
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C QL ALGONITIIII FON EIGE~VALUES A.IIO I::IGE .. YECTOJ<S 01' SY'IHI::TM1C "4ATI'U 
SUI>I<OU'tllll:: TUL 
IMPLlÇlT REAL•8(A•H,O•Z) · 
CUH'IOII/UlA&LK/D(17),E(17),ZCI7•17)/'IISBLK/ToUoNoU1,~2,~b 

ou· 10ta:z, .. 
lo E(l•l)a~(l) 

I::(N):oJ 
I>• O 
t·ao 
DO :ZQ L:1,N 

""" H:l,110•1b*(D~~~(U(L))+nABS(E(L))) 

lt"(li,LT,Hlll=ll 
DO JO M:L,N 
lt"(OAI>S(E(M)),LE,B)GO TO 31 

lO CONTINUE 
31 CONTINUE 

JF(M,t;U,L)Gil TO l2 
40 CUNll~IIJ!: 

JF(J,EU,JU)GO TU 1000 
J•l+J 
t;aU(L) 
Pa(D(L+Il•G)/(2*1::(L)l 
R~DSUHT(l+P•P) 

·xaP•R 
Jt"( I', f;l, O) X=P+H 
U(L);t;(I,)/X 
H=G•O(L) 
IF(L,L~.N)~(I ~~ 51 
LL=t.+l 
OU ~O l"LL, 'I 

SO U(l)•D(l)•H 
51 t"=F+H 

P=U(I'I) 
C=l. 
So:Q . 
1F((M•1),LT,L)GU TO &1 
IIH"H•1 
OU &O ll:L,MM 
IaMH•ll+L 
G•C•t.(l) 
H=C•P 
lt"(UA,.S(P),!,T,L'AI!S(E(l)))'~U Til 10~ 

Cak:(l)/1' 
RaOSI.IHlll+C•C) 
1::(1+1)cS•P•H 
5aC1M 
C•l/P 
GO Tu 101 

lOO Co:P/!:(1) 
R•DS.:IHT(l+C•Cl 
E(l+ll•S•t;(l)*K 
5•1/1< 
C•C I ti 

101 PaCoD(l)•5oG 
O(l+l)•H+~•lC•G+S•D(l)) 

OU 7() K•l,N 
H•Z(K,l+ll 
Z(K,l+l)•S*Z(K;ll+C•H 

10 Z(K,ll•C•Z(K,l)•S•H 



' i 
' 160 
6l 

32 
20 

210 
211 

240 
2JO 
2~0. 

100~ 

1001 

c 

CONTINUE 
t:t~o>=s•r 

D(I.)•C•P 
1FtDABS(E(I.)).GT.B)GOT040 
U(I.)•O\L)+t" 
CONTINUE 
DO 200 I•1,tl 
K•l 
P=D(l) 
JF(l.t:~.N)~U TO 211 
.JJ=1+I 
DO 210 J:JJ,N 
lF(D(Jl.GE.P)GO TO 210 
KcJ 
P:aD(Jl 
CUNT 1 'lU E 

CO:<TINUF. 
IF(K.EU.I)GU TO 230 
D(I<):D(Il 

D(l):zP 
DO 240 Ja1,tl 
PcZ(J,Il 
Z(J.ll=Z(J,Kl 
Z(J,Kl=P 
CONT PIUk: 
CONTINUE: 
RI::Tl)RN 
"IUTt:(t> 1 lv01) 
fOR~AT( 1H1 1 f;IGE:HALUI:: R'lUTl'IE f'AILC:Il 1 ) 

.STUP 
END 

CALCULAT1~3 Of J UPlR\T'lRS 
SUBkOUTlN~ JCALC 

.. 
134 

lMPLIClT HLALo~(A•H 1 J 1 U•Z) . 
C llKi!Uio IJ t> LK I J Z ( l I ) , J 2 ( I 7 ) , J I( 1 7 ) , J ó ( 1 'I) , J .X( l ~ l , .I~ H' ( I'' ) , J 2l>' ( l ~ ) , 
1Jb6~(11)/11SbLKIT,J,N,Nio'l2 1 ~b 

No:2oJ+I.Ol 
JscJ•(J+Il 
111=1<•1 

Nb:lh•b 
OU lO I:1,N 
R:zJ+I•l 
R2:R•H 
R4aH2•R2 

, JZ(I)"H 
JH l):aJ•R2•,!S 
J4(l)aJ~•H4•(JO•JJ•25)oR2+l•J5o(JS•2) 

Jb(l)aN4•(2J1•H2•J1~•Js+7l))+R2•(l~)oJS•(JS•))+294)•5•J5•(J5o(JS•• 
1)+12) 

lf(l.Nt:.N)JI(ll•DSQHT(J,•Ho(k•1))12 
10 COhYl:iUt; 

20 

)O 

u 

ou 20 1=1,112 
J22P(l)aJ~(l)oJ~(I+1)•2 

DO )O 1 • !,·~., 

JbbP(ll•4•J22P(l)oj22?(1+2)oJ22P(1+4) 
llO 4J la 1,'11 
J~lP(ll•Jitil•(JZtl)+JZ(I+l)) 
Rt;TUHII . 
t:IID 

I 
I 

l 



C CALC~~ATIUN UF ~AGNETtL~TIO, ~~p MAGN~T~STRICTl~N 
SUSHQUTINE ~AG~TR(TL 1 '1X3) 

IHPLlClT REAL•U~~-H,J,~-~) 
COH~ON/SHBLK/SX;sz,HX,~Z,AX,AZ,Uofo=/Ha~LK/~J(l7),~1(1blo~2(1~) 

135 . 

1/GSLK/UoGX,GZ/CDLK/C1•,C~AoCG,CE/hrlLK/91AoU2A,dGo~E/;lHLK/GlA~ 
1,G2A0 1 G1A2,G2A2,.;G/P~~K/Pl,P~,Pb,P6b/~l~~~Kif,J,~,st,~2,~~/ 
1JBLK/JZ(l7) 1 J~(17) 1 J4(17),J6(17) 1 J,(l~),J21P(lo) 1 J2~P(l~),JobP(\I) 
l/ESLK/llA,E2AoEIG,E2~/FBLE/fAoFH~tP 1 fPoF~/H~HBLK/•t(17,17J 
. COH~UK/FIBLK/Fl1 1 flJ 1 SlZ/~DRLK/~DAUO 

fD•o 
FP=u 
fO:o 

G!H•GIAO•GIA2 
G2H•GlAO•t;2A2 
G IP=G I AO+ 2•:; 1 A 2 
G2P=G2A0+2oG2A2 
DEL•I,D•o 

1\oi=o 
lf(OA~~(HIA),LT,I,O•O)hT•I 

GZO=GZ 
GXO•GX 

100 P2P•Pl•RIA•~lA•M2-•E2A 

Y22=-I~G•t: lG 
P2l=•:,l:..•t:4!1:: 
~X=GXl>+J•(Gl~l*ElA+G2~*~2A+~G•E1G) 
GZGGZu+J•IGIP•E1A+~2P•c2AJ 

OU I O 1•1, :, 
10 HU~l):PZP•J2(1J+P4•J4(l)+·'~•Jb(l) 

UO 11 I•l,N1 
11 HÍ(ll•P~I•JZ!P(!) 

Dü 12 I•l.tU 
12 H2(1J•Pl~•J22P(IJ 

CALL CO•VlN~o~X~J 
lf(NT)!4o14o!S· 

H t'O•f 
. lilllOI:J, il 

20 H(loli••<I~!J+n~LoJZ(l) 

CALL Sl:;..,A 
fo\•(F•t 0) /Ur:L 

DO 21 1•1 , '' 
21 H(l 0 !):ff(I,IJ·UEL•J2(!1 

IF(•IZ,~u,!)G~ TO 4~0 

DO ·\51 I•loN 
4~1 h(l,IJ•ri(l,l)+OgL•J'.lll 

CALIJ Sll.iMA 
fU:JoSZ•(f•FO)/U~L 

Oll ~2 l=loN 
2~ H(loii•h(l,IJ•~EL•JZ(I) 

4~U CONTI "U~ 
lf(~IZ,NE,J)GU TU 452 

DO 2l l•loN! 
· 33 H(lol+l)•ri(Iol+l)+UEL•J21P(l) 

CALL Sl~~A . 
fO• ( f•FO) /Ut;L 

00 tllf 1•1, 1•1 
88 H(I,l+1J•fi(Iol+1J•~•D~L•J21P(l) 

CALL l>l<.~A 

fD•o5•(f0•(F•fO)/DlL) 
00 24 I•lohl 

24 H(lol+l)•Hllol+1)+DEL•J21P(l) 



452 COIITlNUE 
lF(NXZ,E~o2)CO TO 4~3 

D0 .. 4!i4 Iat,Nl 
4$4 H\l,l+l)"H(l,I+l)+CEL•~X(I) 

CALL S1G'4A 
FP•~•SX•Cf•FO)/DEL 

DO 2!i 1=1, rn 
2S H(l,l+l)•ri!l,I+l)•~EL•~X!l) 

t!il DO 26 l•l,N2 
26 H(l,I+l)•H2(1)+DEL•~22P(I) 

CALL S1G14A 
FB•(F•FO)IDEL 
E1Al•CB1A•F~·Cl~•FP•G1P•FQ)IC1A 
E2Al•(B2A•fA•G2~•FP·G~P•FQ)IC2A 

ElCl•(BG•FS•GC•FP)ICG 
E2El•!!E•"t'D/Ct: 

136 

U:DMAX1(0A8S(t:1Al•ElA),~A9S(t:2A1•~2A),DABSC~l;1-~1~),~•-SC~lE!•~~K 
1)) 
EtAcElAl 
t:2A•E2Al 
ElG=ElGl 

• E2t:cE2t:l 
DD=UMAXl(DAbS(El~),DA~S(~lA),~A~S(ElG),~~tiS(~lE)l • l.!•Q 
!4Tct 
lf((D/DO),GT,TL)~T=D 

GQ to l~ú 

1 !> G.X .. cxo 
czcczo 

lf(UAbS(t:lA),LT,t,P•6)~1h=O 

1F(UAbS(E2A).Li.l.C•~)E~A=J 

IF(DAbS(~lG).Lr.l.~·ó)~:~=O 

lf(UAUSlElEl .• Lr.l.~-~)~~E=~ 
l<i':TUI'U 
t: tfO 



C CALC • Of EDUlt.lBRlUM SU'1S 
SUIIROUTlt<E: SU>tC0\1.. 
lMPLlClT i<EAL•ti(A-H,.J,O-Z) .. · . . 
C{)MHO••ISH"LK/DA t 6), U, F, ::tCRl!L!VDlH 1 ,3) o!:T ( 2l,t7f/t>t olôt.K/E ( 17), 

lEX( 17) • DC t 21! 9) /111Sl'LI\/T, .J, ;<,H lo 1<2, ·•"/SU"aLK/ SC t ;,, 4), S)t 1 <I, 21, 
lSE(10,.:U . 
·00 10 1=1,5 
S1:0 
S2=0 
SJ:O 
54=0 
00 1l 1\=l,li 
x .. ~:ru,K> 
Y=X•Jt 
w=t:tlt> 
Y:E;X(f.) 
Sl=Sl+V.•X 
S2=S2+V•Y 
SJ=Sl+V•••X 

11 S4=54+V*"i•Y 
SC( lol ):SliZ 
sco.~>=suz 

SC(loJ):SJ/Z 
10 sco.~>=:.4tz 

DO 20 1=1.1~ 
L=l+5 
51=0 
si= o· 
DÚ 21 K=1o!i 
)l.:f:ftLoK) 
y:t;X(K) 
Sl=.Sl+""*X. 

~1 S2=S2+~•,•E(K)· 

SIJ(lol)=~l/Z. 

20 SD(I,·;l)=~.l/Z 

t.L=O 
UO lO 1=1,4 
ro=l+l 
UO lO ~=:t,5 

LL'=LL+l 
51=0 
S:!=O 
00 31 L= I ol• 
V=EX(L) 
"=~t(l 1 L)•~T(K,L) 
Sl=.Sl+Y•N 

Jl 52=S2+V•~•E(L) 
SL ( LL 1 1) ::; li<; 

JQ S&(LL,2):S~/Z 
RETURII 
Eh O 
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c 

l 

100 
ao 
:u 
1~1 

lO 

4: 

200 
.70 
! 2~1 
1.71 

I 
72 

CONVERGENCE OF FI~LD VS SIG~A 
SUBROUtlh~ CilNV(~t,NX~I . 
l"PL1CIT REAL•S(A-~,J,~-Z) 

138. 

COMHIJIO/SitbLK/SX, s;;, ••x, !'IZ, 11x, AZ. u, F ,Z/'! 1i'3t.'tl't0( 17 >, !11( to l, -12 c 1 ">) 
1 /GbL~/Uo~X,GZ/HA~~LK/!'1(17,t7)/MISb!.K/T,J,S,~1.~2,~6/JóL~IJ! 
l(l7),DU(51),JX(lo),~Dl42) 

CQM'IUN/t" ltiLK/F I lo FI l, SIZ,IDSLI<.IN1>0\D:J 
fQ(SXl=lAX•U*HX)/GI•SX 
FW(SZ)=lAZ•U•~~)/GZ•SZ 

O:t.D-ó 
DO l 1=1r't2 
IH1 1 1+2l=rl2lll 

TL=i.D•ó 
IF(Nt.h~.O)TL=l.D•lv 

GOtO (200,300,100),~XZ 
DO 20 1=1•11 
H(l,ll=HO(I)+AZ•JZ(I) 
DO 21 1=1,111 

H(l,l+ll=Hl(I)+AX•JX(l) 
CAJ..L SIG11A 

rx=F'• c s)() 
r::ffi(SZ) 
IF(UAD~(fX).LE.~L.A~O.~~SS<FZ).LE.TL)qE~~R~ 

.00 30 I=l,N 
H(lrll•Hll,Il•D•JZ(ll 
AZ.:AZ+D 
CALL SIG!1.\ 
rxt=r:.~csx> 

rzt=r .. lSZl 
[)0 40 1=1,1~ 

H(I,Il•Hlloil•D•JZCil 
Az.;A~-~ 

DO 41 I:t,,;l 
it(l,I+ll=Hl~•I+l)+J•JX(ll 

AX:AX+O 
CALL ·SIGrt~ 
t"X2:f;.>(SX) 
t"Z2=f~(St.) 

.AX=AX•D 
fXZ=o·xt•I'Xl I~ 
rxx=crx2·t·x> /D 
FZX= ( f"Z2·t· Z l /!J 
rzz= c n: 1-t·z l/:> 
OEN=fXX•FZZ•FXZ•f~X 

D2•(fAZ•YZ•~ZE•f()/~E·i 

Ol;(f~x·rx-rxx•FZ)/~~:1 

AX=-A·X.+O~ 

AZaAL+tJl 
GO TO 100 

DO 70 1=1,~l 

Hll,l)•HQ( Il 
DO 71 I:<l,,•t 
Hll,I+ll=Hl(Il•,I•JX(Il 
CÃLI. SIG'<A 
fX•fúlSX) 
1r(OA~S(fX).LE.tL)R~T~R~ 

DO 72 l"I,N 
H(1,1+1l•H(I,I+t)+D•JX(l) 
AX•AX+D 
CIILI. 6IGMA 
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c 

c 

20 

fXl"fQ(SX) 
Dl=D•FX.I tfX•fXl) 
AX•"X+D1•0 
GO TO 201 
DO tiO 1"1oN1 
Hllol+1 }OIIil(l) 
DO 81 ·I=l,H 
Htl,1)=M0(1)+AZ•JZ(I) 
CÂLt. SIGMA 
FZ=F~(SZ) 

IftDAUS(fZ!,LE,TL)RET~R~ 

AZ=~Z+iJ 

DO tt2 I=t,:t 
h(1 0 l)=!t(l,l)+U+JZ(Il 
CALL SlG"'A 
FZl=t'li(SZ) 
ol=t>•rzt n-z-rzo 
At=A.Z+DI•D 
GO t~ 3il1 
t:Nll 

CALCVLATlJl' Of" !1..\GtfETlZ.ATIU•t ANO T:ii::FPfJ:lY•4.\"IC fU..,.Cti~l:-.S 

S~BRUUTI.t~ !ii~~~ 

I~PLICI! M&AL+H(A•~ 0 J,0•Zl 
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CO"MO~/Sri~LK/5X,~~, iX,~~~~X,AZ,~,t.t/~I~SLK/EC17),EX(17),~(17,17) 

1/HAMó~~/h(17,17)/·ilSBL~IT,J.~,~t,•,l,s~/J3~KIJ:tl7),~(~l),JX(lb) 

lo:J\'(~21 

CO~MO~/Yl 1 iL~/fll,FlJ,3I:I~D~L~/!IJ~~3 

DIME~~I(JN XP(17),:P(17),G(17l 
CALL Ii<ED 
CALL !JL 

TY~L 12j4,(~(1) 1 1=1,1~) 

FU.>'!Al I IP~ú 1 ~, >l 
00 1V I=l,h 
st=O 
s~=b 
U02o~=!o« 

~l=Sl~JZ(KJ~~(K,l)••~ 
ZP(l):•S!IJ 
DO J.O K:l,:H 
S2=S2+JX(~)•A(K,I)•A(~+l,I). 

XPII!=-2•ó<I/J 
51=0 
5<1=0 
53:0 
S4=0 
oo· ta 1=1•" 
VaDEXP((~I!J•E(Il)/!) 

EX(l):V 
Sl•Sl+V 
S2a52+t.(I}+V 
SJDSJ+ZP(I}+Y 

40 54&54+XP(I)•V 
z.,51 
U"li li:. 1 
5X•S1/S1 
SZ•SJ/51 

c TYP& 12Josx,sz 
12J FOR~AT( 'SX•'•1P7014,5o 1 5Za'otP7014,5) 

F•t( l)•T•oLUC ( Z) 
lf(DA85(5X),LToloD•10)SX•O 
lf(OA65(SZ),Lt,1.D•10)SZ•O 

RtTUR'I 
t:ND 
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C CALC, OF FIRST ~~D 5ECO~D ORDER E~ERCY C~RREZTIJftS 

5UbROUTII<E ENCOI<(IIXZ) 
lHPLlClT REAL*B(A•H,J,O•Z) 
~DH~ON/JbLK/JZ(17)oJ2(17),J~(l7),J6(17)oJX(l6),J21?(1•JoJ22P(15)o 

lJbbP(11)/DlABLKIE(11)oEX(11),.(11o11)/CRaLK/all(15l)oET(2),1J)/~l 

1S~LK/T 1 J,~,~1,:i2,N6/S~3LK/SX,SZ,HX,~Z,A~,AZ,a,F,Z 

COH~O~/FlbLK/Flt,FIJ,SIZ;•~s~K/NDADO 

DlHENSlOU JA(15J),Ja(1~lloJC(153)oJ0(15l)oJE(151l4JP(1~l)oJ~(l5l) 
DIV( 1):0 
DO lO K=2oll 
M=CK*(K•1JJI2 
L=K•1 
DIV(K+!I):O 
DO 10 l=t,L 

lU DlV(l+!ll=l/(E(l)•E(K)) 
DO 20 K=l,ll 
H=CK•(K•l)J/2 
DO 21 I=loK 
IK=l+lf 
51&:0 
52=0 
5J:O 
54=0 
55=0 
St>=O 
51=0 

·DO 22 L=l,!l 
P:A(Lol)•~(L,KJ 

lf(NXZ,~E.l)Sl•Sl+P•JZ(L) 

l2 S2=Sl+P•J2(L) 
JA(lKJ•Sl 

lF('tXZ.~~.1)J~(lK)=J•s~•S1 

00 23 L=l,~l 
PaA(L,l)•~(L+1,~) 

U=A(L+l,I)•A(L,K) 
lf(~X~.~E.2)SJ=SJoJX(LJ•(a+J) 

S4=S4+J21P(Ll•(~+JJ 

JJ S5•SS+JL1P(L)•(a•P) 
lF(;4Xz.:,~.2)JPClKJasl•J•SX 

Jll(fr():S4 
JE(IK):S5 
DO 2~ L=l,H2 
PaA(~,I>•~lL+2,~) 

O•A(L+2 1 1J•A(Lo~) 
tibaS&+J22P(L)•(J+P) 

i• 57•57+J22P(L)*(Y•P) 
Jtl(lK) :Sb 

21 JC(IK ):57 
ET(l,KJ=$2 
t:T(2 1 Y.):.ib 
ET(J,KJ=S4 

1F(NXZ,iE,~)LT(1 1 K)•S1•J•SX 
lF(~XZ,,E,l)ET(SoK)•Sl•J•SZ 

20 co;n lr•ut: 
CALL CURl (boJA) 
CALL CUR1 llloJo) 
C~LL CORl (15 1 J~) 

CALL CDRl 12loJCJ 
CALL CDKl (2JoJEJ 

1F(HXZ,NE,2JCALL CORl (l8,JP) 



lf(HXZ,NE,l)CALL CORl (20,Jl) 
CALL CORl !7oJA,J8) 
CALL COR2 (SoJAoJDl 

IF(tlXZ,,,<;,:Z)CA.LL COR2 t•J,JJ,,JP) 
lf(NX;,NE,l)CALL CU~2 (10oJAoJll 

CALL COR2 (12oJ~oJO) 

lf(NXZ,Nl,2)CALL CORl (lloJM,JP) 
1F(NXZ.~~.1)C~LL"C0~2 (14oJR,J0) 
IF(~XZ,NE,2JC~LL C0~2 (10oJO~JP) 

IF(NXZ,nl,l)CALL COR2 (17oJD,Jl) 
lF(HXZ.~O,l)CALL C0~2 (19oJP 1 JJ) 

CALL CUP2 (22,JC,JE) 
Rt:TUR!l 

EI<D 

C SECONIJ OiH>EP CORRECTI'J:-15 FOR E<JU4L QP!':;\AT"HS 
SUbRUUTlnE COR1(~ 1 JJ 

lHP.LlCIT RE~L •t1 (A•'i, J, 0-7.) 
COMMilN/CRdL~/DlV(t~J),ET(~~,17)/~lS~L~/T,~,~~~l 1 ~~~~b 

DlkE~5lO~ J(I~J) . 
DO 10 I=loN 
s=o 
lF(l.~u.ltGC TO 11 
L=l•l 
DO 12 h=l,L 
HK:<K+(l•(l•l))/2 

12 s~s-ot~(~K>•~<H~>••2 
11 CGhT H-v!. 

lF(l.~~.~JG~ TU 13 
L=l+l . 
00 14 t>.=L,t-; 
I<K=I+ c;,. o.•1 J J n 

14 s=5+Dl\(~KJ•J(~Kl••2 
ll EHHol)=S 
10 C~lhTJ~Ul 

FETUil'l 
l:.:!fD 

C SECONU GR~ER E~EHGY t·l?R~CTtO~S FUH ~·l~~~~~. tJ?~~~r~~s 
~UbRUUilt•~ CJ~2(~ 1 Jl,~~) 

J~IPLlCIT REAL•~(A-H 1 J,O-Z) 

COM ~o r; /CH bL r. I v I v c 1!) J > , c. r c ~ l, -1 7 ) 1. n s l.tL r- IT # J, •; , u 1 , •• z, ·; 6 
DI~EhSIO' Jl(l~J),J2(1SJ) 

ou 10 l=l,tf 
5=0 
iY (l.lO.l).GO TO 11 
L•l•l 
IJU 12 K=loL 
HKKI(+ (I. ( 1•1)) / ~ 

12 SaS•UlV(~KJ•JI("~l•Jl(~~~ 
11 CUNflUUE 

lF(I.L,.~)~O T~ lJ 
L.;~I+l 

00 14 t(IIL,N 
MI\•I+(I<*(K•l))/l 

14 S•S+OIV(MKl•J1(~Kl*J2(MI\) 
u t:Tt!4,lJ•~·s 

10 CUNTI,.UE 
RETURif 
END 

141 



142 . 

REA~•8FUNCTION Fl(LoM) 
IKP~lCIT kE~~•SCA•HoJoJ•Zl 

CONKON/SUK~LK/SC(~o4) 0 S0(1~,2) 0 SE(10o,)/S11BLK/0(6)oUoFoZ/~ISaLK/ 

lT 0 .J,Ml,N2,:U,~4 
UlC1+U/T 
T2•T•T 
Fl •2•(SD(L 0 l)+Ul•S~(~o2J/T+(SC(~oll••2•Jl•SC(~o2))/T•SC(Ho1) 
l•SC(~ 0 l)/T~+(SCt• 1 4J-U•SC(~,2))/(2+T2)) 
~ETURU . 
t:t;D 

REAL•~FUHCIIO~ F2(LoM 0 ~ 0 K) 
IKPLIClT REaL+S(~•HoJ,Q-Z) 
COM~0~/5U~BL~/SC(5,;)oS,(1Yo2loSE(lOo2)/S~9L~/0(o)oJoro:t~ISBL~/ 

1t,..J,Nl,,.ll,S3,.~"' 

Ul=l+U/T . 
t2=T•1' 
F2 •s~(LolJ•~l•SJ(LoZl/t+~+(SC(~o1J+S:t•oll+"J1-SK(~olll11' 

1• (SC (~o ll•àct' o > l +SC ("lo I l •SC ( lo J l lI T ~ + (SE: (~o l l •Si. (~o I J • ; l /T ~ 
RETUR·• 
END 

S~ÇONil DE~tvs. UF l"iTSR·.~~ E~~FGY 

SUdkJUil~~ Uf~CAE 

lMPLICIT ~E~~•d(~•,,J,J•Z) 
CllM ~O •&t.S iJ 1,., I, K i SC ( 5, 1 ) , S ") ( 1 8 , ;.! ) , SE ( 1 v, 2) /'I I ';3 L•< / ':', :: 1 ( J ) 1 ;, ~~ L.•: li. i ( e> ) 

lril 1 F,~/U~K~LK/U~~(l~rl1)/lZ~L~/lZ 

Vl=l+U/T 
T2=r•r 
P~RllolZl•fl(loll 

DER(boiZl•fi(oo2J 
DEH(IUolZ)•f1(11,3) 
U~R(1J.lZJ•fl(13o<l 

D~RJ1~oiZJ•fl(1~o5) 

Dto: ii ( 1 ~o I Z J • ~ • ( 5 :l ( 1 b, 1) •. Jl -s :J ( 1 ~, ~ l I T l 
IJ!o:R(1~oiZJ=2•(S'J( 18o!l+"J!-S<l( !5 0 2) /T) 
O~k(2,1Z>=f~(2,1,2rl ) 
DER ( J o l Z J , ~- 2 ( J o I o J, 2 l 
UE I< ( 4, H l = f H • o I o4 , 3 ) 
O~R(~,1Z)=fl(~,lr~r4) 

Dt:~(7,ll)•f2(7o<olo>) 

UER(8oiZl=f~(~o2o1 0 ~) 
U~R(9o1Zl•Y2(Yolo5o7) 

UER(l1oiZ)•Y2(11oJo.odl 
DER<llolZl•fl(ll, lo 5 0 4) 
Dt:H.(lii,IZ):f2(ll, .,),1)) 
IJE~(11olZJ•fiD(11oll•UI-3D(17o2l/T 
~t;TUR•• 

END 



SU&ROUTIN& STDER 
lMPLlCIT REAL•a(A•H,J,O-~) 
COM"1UN/CBL~/C 1 A, Cl A, C~, C::/B&Lil/8 lAr ~2~, BG, BE/~ôLI\/~-, GX r GZ. 
l /Gl&LK/Gl AO, ü2.>.J, 51 A2,GlAl!, GGn!IS~LKIT ,J, >; ,•u • !il • "" 

.l /P8LK/P2,P4,P6,Póó 
.J:l •. S 
G=l.2 
Q:G•I>.7187J~41S0•2 

GX"14.S 
GZ=tó.ó 
PZ••u. J12 
P4•l. 7l~D-.il4 
P6=7.~72IJ•J1 

PI>6=•1.7D•·Jb 
ClA=~7ooU 

C2A=l42:>4 
CG=nlK7tl 
CE=o2'1dó 
l.ilAO=·~ 

G1A2=•l.S 
G2AO=O 
G2Al:O 
GG:s.o 
Gt:= 'l 
IUA=2.õ 
8;2A=2.-i 
bG:s-ó • 1_ 
&E= "I 
RETUI<N 
t:ND . 

SUSRO~It·.g P)iT('i) 
G~ ru (l 1 l,J 1 1,~,o,7),~ 

1 TYP>: lv 
1~ 1 fOR"\At(/' E~:~R J 1 /) 

-Ht:t~I-c. 

2 np;; N 
2u f'OR'1A.f{/' t:Tt'Ert úr 'iX, .i-Z'/) 

Ht:ru~<' 

J rrp;; JJ 
lo ruR•1Al(/ 1 ~~t!~K ?2r ?1 1 P~, P6&'rJ 

•n; r urn; 
4 TYPt: ~J 

4u FOR"IAT(/' ~~1TEH ClAr Cl~ 1 C~, Cl 1 /) 

RETUI<.i 
S TYPE ~u 

50 FOR:tAT(/' ~NTEH HlAr H2~r 8~, ill 1 /) 

RlT"JR~ 

6 TtPt: ti~ 

. 60 fUR:tAT(/ 1 ~~IER GlAOr G2A0 1 GlAlr G2A2r G~, G~'/l 
I<E:TUI<!I 

7 TYPf; 1 O· 
70 FU~~Al(/' ENlt:~ T~, DT, nt, ~a, U~, ~~, •XZ, •c, TL'/) 

KETUI<I< 
EN I) 
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SU8ROUIIhE I52(S,F) 
lKPLlClT OOUôLE PREClSlON (~-M,u-Z) 
IF (S.LT.l.D-J)GO T3 20 
XO•J.•.S 

1~ V•O~XPC-~.OU•Xv) 

C:(t.DO+V)/(1.~~-V)-l.Ud/XO-S 

O=l.DO/X0••2·~.JO•V/((1.DO•V)••~l 

DEL=-C/0 . 
XO•XO+DEL 
lf(1.~-10.LI.(D~BS(DE~)/X~))GO TJ 10 
F=l.VO•J.~O•SIÃV 

RElUi<<l 
2J F=O.bDO•S••2 

1 

2 

REtUR~ 

ENO 

SU89DUTIN~ SDC('IDAD1) 
l~PLICIT RL~L•Y(A•ri,J,J•Z) 

COK~O~I/UJ~LK/V(18)/3BLK/UlA,b2A,s~,~E/~2BL~/GlA3, 

1 C2AO,U1A2,G2~2,c;G/S~BL~/SX,SZ,riX,~Z,AX,\Z,U,F,Z/ 
1 M!SfiLK/T 1 J,~,·l1,:.2,";b/P~LK1?2,~4,P~,p~6 

COHHU~/SUCbLKI~>C(~)/FI~LKIFI1 1 Fll,5IZ 
C0"4~1iJ'i /li X ~&I.,K I :tXZ 
G1K=Gl~0-~1-"~ 

G2M=G2A 1J•"f2A2 
G1P=G1A0+2.DJ•<.1A~ 

G2P=G2A0+2.DO•G2A2 
lF('iXZ.~~.~)GO :~ 1 
DC ( 1): ( ( b 1 ,\•U2A) •• 2 )+:;" ( 1) +b•i•:G•~! ó) +2 .~·)•~ ";• 
1 (~1A•H2;J•:J(l)+(( il f•t:i2'41+GGJ••l)+"J(1J)•.l.:;V 
2 •<b1A•hi~>•<Gl~•G2~+G~)•~(4)~2.JO•~~·<Gt~·~2~ 

.J +GG>•~>(~) 
OC(l)=((rll~+l.Ul•32A)••2)•~(1)~((~1·t+2.~?•~2M) 

1 ••2) •.tJ ( t J) •2. :JO• C~, 1 \+2 • :>0•1;2A) •(C 1:1·•2 • DO• 
2 G2"J•D(~) 
GO Tu ~ 

OC(l)=((i'1A•ii2~)••2)•0C1J+&G•~;•J(b)•((~1P-!;~pl 

1 ••2)•J(1~)+.l.~a·R~•Cd1A•~2A)•C(2)•2.~J•(rl1A• 
2 8l•J•(GIP-G~PJ•D(~) 
OC(~l=C(B1A•2•~')•92,)••2)•~(1)+((;1P+2.~1•G2?)••2 

1 )*0(1~)·2.DJ•(B1A+2.~~•B2A)•{G1P•2.~~•G2P)•!l(~) 
DC{JJ=(rt~••~)•u(IO) 

PC(~J=t•~••2)•9(1BJ 

DC(~l=bG+HG•OCl~) 

REtU~!l 

E tiO 
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C SU8ROT1~~ PARA CALC~L'R FI1,Fll E SI~ 
SU8HOUTINE AUTIF(JUK,XK,CO,DFIT) 
IHPLICI& RE~L•8(A•H,J,O•%) 
CUIUIO:N,,HS;;LIC/ I, J, !l, :H, ~2, :l6/ J&LKIJ% ( 17), J2 ( 1 7), 
1J4(17),Jb(17),JX(Io),J21P(1ó),JliP(l~),J~6P(11) 

CUH~ON/PtiLK/P2,P~,Po,?oo/SH~L~ISX,S%,qX,HZ, 

I,~X.,AZ,Uti·~,z 

CUHMOS/ITBLK/T~,IT,~T,NT/FISLK/fll•Fll,St% 

Tl"T 
FIA= O 
FIB=O 
FIC=ú 
TEL=1.v•O" 
IC•O 
lf(lt.El.1JT"=i•DT•(NT•l) 
1Ftl'I.E:..1Jrl=T:I 

11 DO 2 K=1,~ 
R=J+l•K 
R2=H•R 
R4:;!-i2•H2 
EXPO=aEX?(•?2•J2(~)/f1l 

EXPt=D~X?(•P4•J4(~)1T1) 

EXP•=D~XP(•Pó•J~(K)Ifl) 

tXP=EAY~•SÃ?l•~XP2 

FlA=fl/.,+'<l•EXP 
FIB=t·ln+t:XP 

2 FlC=fiC+rl~~EXn 

Fl1=F l~/f 1~ 

fl3=3.D'J•(Fl1••2)•FIC/FIH 
rrr=·rlltTl · 
tr(tC.t:J.2l~U r~ 12 
1F(r1.~~.7~1)F7~=ftl 

lf(TI.~•.T•JFtl=F!J 

lf(Tl.E~.T•JF•l=Fll 

lF(lC.E~.l)fD'i=FlT 

rnT!.:~;:. r·q rc=1 
lF(lC.i•l.l)~Q TO 4 
lC=lC+l 
rr=r·.-r:;L 
rn=o 
Fl.B=O 
flC=O 
GO TO 11 

~ JQ~=.~UJ•T~/F:It 

XK~USJHT(tTil••J)/Fll) 

cowl.4142ilSot(Jar•JJ 
ortt=(rr•-rn~J/lEL 

DEL:õlS~tlT(T"•TJ 

SlZ=CO•~K•OSQRI(DFl:)•D~L 

lf(lT."E.llGO TO 12 
T1•T 
ICctC+l 
GO ro 11 

12 l<t:TUI<II 
END 
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