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Resumo

Estendeu-se para o Modelo de Anderson Periddico (MAP), nma expansio dia-
gramatica em cumulantes, empregada por Hubbard para estudar sen modele de banda
estreita de eletrons fortemente correlacionados. Q modclo também foi estendido para
considerar estados cletronicos localizados, com um esquema arbitrario de niveis de
energia, que e util para estudar compostos de valéncia intermedidria como o Eu ou o
Tm.

Foram derivadas regras para o calculo do potencial grand candnico e para as
Fungtes de Green (I'G) do modelo geral. Nesses caleulos, s6 aparecem diagramas
concctados e as somas sobre os sitios da rede nao séo restritas. Para gerar as médias
cumulantes, € necessirio usar os campos externos “ficticios” de Grassmanp £, [
apresentado um modo simples de estender as regras diagramaticas para o caso em
que os campos £ sao diferentes de zero.

A expansio cumulante foi aplicada ac MAP, para uma banda de condugiio re-
tangular € para uma banda de condugho de largura zero (limite atdmico), no caso
de repulséo infinita entre dois elétrons localizados no mesmo sitio (If = co0). Foram
efetuados calculos das fungdes de Green para duas familias diferentes de diagramas
na fase paramagnética: 1) A Aproximagio de Cadeias {AC), empregande somente
cumulantes de segunda ordem, 2j Aproximacdo dos Multiplos Andis (AMA) que,
além das cadetas, considera andis simples fechados de todos os tamanhos, mas com,
no maxime, cumulantes de quatro tempos. Foram calculados a partir das F{, os
nimeros de ocupagio dos elétrons Jocalizados e dos eléirons de condugie, por sitio
e por “spin”. A falta de corpleteza ¢ a nao analiticidade das FG fora do eixo real
foram discutidas e apresentamos novos modos de tratar esses problemas.

Foram estudadas as aproximacdes & —deriviveis. Foi mostrado que a AC & uma
@ —derivavel “exata”, no qual a unica aproximagao usada foi a escolha dos diagramas
para ¢ calculo do {uncional ¥, usado para calcular as FG. Do estndo da AC fica clarg
que as aproXimagoes ®—derivaveis ndo resolvern o problema da falta de completeza
das FG no espago dos nlimeros de ocupagio . Também estudamos uma @ —derivavel
que ¢ uma extensdo da AMA, mas, nesse caso, é necessaric efetuar uma aproximacao
adicional que limita os cumulantes usados na aproximacio somente até quarta or-
dem. Neste dltimo caso, os caleulos numéricos foram efetuados somente para o limite
atomico, porque o calculo para a banda larga exige um longo tempo de computagio,
e a parfir dos resultados atémicos, nfo esperamos que essa aproximacio resolva o
problema da completeza.

Na etapa final dessa pesquisa, foi descoberta uma técnica que resolve o problema
da completeza no contexto dos operadores X de Hubbard e apresentamos uma conjec-
tura geral que foi verificada em todos os casos considerados. Foram dados resultados
para duas dessas aproximagdes, tanto para o limite atémico quanto para a banda.



Abstract

The diagrammatic expansion in cummulants that was employed by Hubbard to
study his model of a narrow band of strongly correlated electrons was extended to
the Periodic Anderson Model {PAM}. The model was also extended by considering
localized electronic states with an arbitrary scheme of energy levels: this extension
would be useful to study intermediate valence compeunds of Eu or Tm with the
present formahsm.

The rules for the diagrammatic calculation of the grand canenical potential and of
the Green’s functions (GF) for the general model have been derived: only connected
dizagrams appear in those calculations, and the lattice sums are unrestricted. To
generate the cnmulant averages it was necessary to employ external fields ¢ that are
Grassman variables and if is presented a simple way to extend the diagrammatic
rules for the £ # 0 case.

The cumulant expansion was applied to the PAM for 2 wide rectangular band of
conduction electrons (wide band) and for a conduction band of zero width {atomic
limit}), in the case of an infinite repulsion between two localized electrons at the
same site {7 = o0). Two different families of diagrams were considered to calculate
the one-particle GF in the paramagnetic phase: 1) the chain approximation (CHA)
employing only second order cumulants, 2) the mnltiple loop approximation (MLA),
that also considers rings of all sizes, but employs at most fourth order curmulants.
The occupation numbers per site and per spin of the localized electrons (nf) and of
the conduction electrons (n.) are obtained from the GF, and the lack of completeness
in the space of lecalized electrons and the non-analiticity of the GF off the real axis
are discussed: new approaches to treat these two problems are presented.

The ®-derivable approximations were also employved. It was possible to show that
CHA i3 a 9-derivable approximation, in which the only approximation is the choice
of the diagrams employed to calculate the functional €, from which the GF can be
obtained. It waz then clear that the 9-derivable approximations do not solve the
lack of completeness. We have also studied a ®-derivable extension of the MLA, but
in this case it was necessary to add a further approximation, namely to restrict the
cumulants employed to fourth order only. In this last case the numerical calculations
were only performed in the atomic limit, becanse the wide band case would require
a rather long time of computation, and from the results in the atomic limit we did
not expect that this approximation would solve the completeness problem.

In the final stages of the present work a technique that sclve the completeness
problem in a context of X Hubbard operators was discovered. A general conjecture,
that has been verified in all the cases we considered, is presented. The numerical
results for two of these approximations, both for the wide band and for the atomic
limit, are given.
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Capitulo 1
CONCEITOS FUNDAMENTAIS

1.1 Introducao

Desde oz pritndrdios da Mecanica QQuantica, a importancia dos sisiernas forte-
mente correlacionados ji era reconhecida, e o modelo de Heitler-London da molécula
de hidrogénic apresentava melhores resultados que o método dos orbitais molecula-
res. A simplicidade do segundo métode permitiv um grande nimero de aplicagdes
a muitos problemas e, embora o problema dos sistemas fortemente correlacionados
nac tivesse sido esquecido, 36 a partir da década de setenta, com a descoberta de
fendmenos como a valéncia intermedidria, sistemas Kondo e, et particular, os super-

_condutores de alta temperatura, é que o geu estudo se tornou um tema prioritirio,

Um des primeiros modelos base para o estudo desses sistemas foi introduzido por
Hubbard [1] e, até o presente momento, sd existem solugdes exatas deste modelo
para valores dos pardmetros ou dimensdes muito particulares. Por esta razdo, é inte-
ressante cstudar métodos aproximados para o tratamento dos sistemnas com elétrons
fortemente correlacionados, sendo esta a principal motivacio da tese.

No quinto trabalho [2], de uma série de seis, Hubbard discutiu expansdes cumulan-
tes em torno do limite atémico. Uma téenica que ja tinha sido aplicada [2, 3, 4, 5, 6]
a diferentes tipos de sisternas localizadaos, Lal como o modelo de Ising e o modele de
Heisenberg. Para descrever os estados eletronicos, Hubbard introduziu os operadores
X (7], X}* =| 36 >< ja | que transformam o estado local | & > no sitio § no estado lo-
cal | b > no mesmo sitic. Com esses operadores, Hubbard incluiu todas as correlagtes
locais em um Hamiltoniano ndo perturbado simples e considerou o “hopping” como
perturbagéo. Um aspecto muito importante destes operadores, & que se torna simples
escrever um Hamiltoniano ndo perturbado que descreva um subeonjunto de estadas
i6nicos em um dado aitio, @ se pode estender os calculos desde modelos simplificados



até modelos mais complexos que descrevam sistemas fisicos de uma forma mais rea-
lista. Por esta razao, vamos sepuir de perto o tratamento de Hubbard do problema,
ao inves de considerar somente fungoes de Green que correspondem a operadores de
Fermi usuais, come foi feito por Metzner [8]. Os cperadeores X de Hubbard nio sie .
nem operadores de Fermi, nem de Bose e, conseqientemente, o Tecrema de Wick
deixa de ser valido. Entretanto, Hubbard desenvolven um céleulo diagramatico e foi
capaz de provar a validade de uma expansiao de “linked cluster” que envolve somente
somas irrestritas de diagramas conectados. Esta técnica ndo foi muito explorada por
seu autor, mas recentemente tém surgide vérios trabalhos usando este formalismo
para estudar o modelo de Hubbard [8, 8, 10].

0O Modelo de Anderson Periédico (MAP} & uma extensio do modelo de Hubbard
que descreve de um modo esquematico, o comportamento andmalo de varios compos-
tos de terras-raras que apresentam efeitos de valéncia intermedidria ou sfo sistemas
do tipo Kondo. Este assunto tem recebido muita aten¢io nos ltimos anos e existem
varios artigos de revisio [11] dedicados ao iema.

Neste trabalho iremos estender a expansio em cumulantes originalmente proposta
por Hubbard, para 0 MAP ¢ para uma generalizagio deste tltimo, que considera um
sislema arbitririo de niveis localizados. A razdo para desenvolver esta generalizacio é
que varios dos compostos de terras-raras, que apresentam comportamentos anémalos,
tém uma série de nivels relevantes as propriedades de interesse que, por sua vez, nio
podern ser descritos por um modelo simples como o MAP (por exemplo, compostos
que tém ions do Eurdpio e do Tilie). Embora as aplicagdes feitas se refiram ao MAP,
as propricdades derivadas na expansao sic vilidas para cste modelo mais peral.

As correlagdes sao imporlantes nos sistemas de terras-raras porque os elétrons f
sao extremamente localizados nesses ions, e embora pessamos aplicar esle tratamento
a sistemas com elélrons localizados de outros tipos, vamos nos referit a eles como
sendo elétrons f. Quande a localizacio é muite forte, uma aproximacio usual é
considerar o MAP com uma repunlsao infinita {f entre os dois elétrous localizados no
mesmo sitio e desprezar, deste modo, a ecupaciio dupla. Este modelo foi discutido
por Hewson [12] que aplicou os resultados de Hubbard ao MAT sem uma derivacio
explicita, Elc calculou a cotrecio de mais baixa ordem na susceptibilidade magnetica,
assim como, as Fungoes de Green (FG) na Aproximacio de Cadeias (AC), que é o
analoge da Aproximacio Hubbard I {7] para o modelo de Hubbard, Em sua lese
de doutorado, G, Martinez [13] apresentou uma derivagio explicita do Teorema do
“Linked Cluster” para a energia livre do MAP e a partir desta derivacgio, calculou
a AC e derivou uma aproximacde que inclui as cadeias e todos os diagramas do
tipo anel simples de uma forma nio autoconsistente, que chamou de Aproximacio
dos Miltiplos Anéis {AMA), Nessa tese faremos um estudo detalhado dessas duas
aproximacoes.



No MAP, desprezamos a largura da banda dos elétrons f do modelo de Hubbard ¢
adicionamos uma banda larga dos elétrons de conducao, (que chamaremos de elétrons
¢ a partir dagui) e um termo de hibridizacio que “mistura” os elétrons f e ¢. Neste
ponto, surge a seguinte questio: Porque o teorema do “linked cluster”, que & vélido
no modele de Hubbard (o Hamiltoniane nio perturbado é composto por termos que
descrevem elétrons localizados), ir4d permanecer verdadeiro quando elétrons esten-
didos de condugdo sdo adicionados ao problema? A resposta estd no fato de que
qualquer média cumulante que contém duas ou mais varidveis independentes é zero
[14]. Em nosso tratamento, um elétron localizado ern um sitio € estatisticamente inde-
pendente de todos os elétrons localizados em outros sitios e dos elétrons de condugio
em qualquer estado de Bloch. Como conseqiéncia, qualquer média cumulante que
contém eléirens localizados em sitios diferentes, ou elétrons de conducgao em estados
diferentes, ou ambos, é automaticamente zerc. Fsta € a razao basica para a validade,
da expansdo do “linked cluster™ no caso do Hamiltoniano de Anderson Periddico.

A expansio do “linked cluster”, no trabalho de Hubbard, é ndo renormalizada.
830 usados vertices “nus” nes diagramas (a este respeito consulte o excelente trabalho
de M. Wortis [3] sobre as expansdes em cumulantes). Podemos reduzir a dificuldade
“topologica” de somar todos esses diagramas considerando um conjunto muito me-
nor de diagramas “irredut{veis” com vértices renormalizados que contém todas as
possiveis “decorag¢des”. Esta simplificacdo se faz ao alto custo de calcular os vértices
renormalizados, mas com este método podemos estabelecer regras que fornecam um
modo consistente de calenlar todas as propriedades fisicas de interesse, porque todas
derivam de um tlinico Potencial Grand Canénico (PGC} 2. Esta técnica produz as
chamadas aproximagoes “@-derivavers” que serdo discutidas ne quarto capitulo desta
tese no contexto do MAP. Na derivacac da expansao perturbativa, Hubbard usou
“campos externos” de Grassman ¢ na defini¢do da fungdo geratriz dos cumulantes,
mas 56 apresenton regras diaprarniticas para campos de Grassman nnlos. Entre-
tanto, na derivagio das aproximacoes “® - derivaveis”, sdo necessdrios diagramas
para £ % 0, o que nos levou a estender a expansio diapramatica para este caso. A
sepuir apresentaremos um resumo do plano da tese.

No primeiro capitule, incluimos uma breve revisio dos conceitos fundamentais,
como o efeito Kendo e o modelo de Anderson, tanto para a impureza quanfo para a
rede. Além disso, discutimos os sistemas de terras-raras e actinideos que apresentam
propriedades andmalas. Conclufmos apresentando um resumo da expansio em cu-
mulantes para o modelo de Ising. O objetivo dessa discussdo é introduzir a notacdo
e apresentar alguns conceitos bdsicos para a expansac em cumulantes do MAP do
capliulo 2, e para a construgac das aproximagoes @—derivaveis do capitulo 4.

No segunde capitulo, introduzimos ¢ modelo de Anderson periédico e desenvol-
vemos a expansac em cumulantes para a grand func¢io de parti¢io ¢ para as fungoes

-
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de correlagio desse modelo. A expansdo € feita em presenga dos campos “ficticios”
de Grassmann, tomanco a hibridizagio come perturbagao.

No terceire capitule, estudamos de forma sistematica duas aproximaghes para as
fungoes de correlagio do MAP obtidas & partir da expanzio perturbativa e derivadas
anteriormente por G. Martinez [13]: a AC e a AMA, calculamos as fun¢Ges de Green
correspondentes ¢ analisamos os resultados obtidos para os nimeres de ocupagio.

No quarto capitulo, aplicamos as expansdes perturbativas cumulantes do MAT
em presenga dos campos externos de Grassmann, para calcular as aproximagdes
$—derivaveis para as Tungdes de correlagio do sistema. Provamos que a2 AC es-
tudada no capitulo 3 é uma ®—derivivel “exata®™ (o sentido do termo “exata” serd
apresentado ao final da segio 1.3) e desenvolvemos uma ®—~derivavel aproximada que
incorpora processos de renormalizacido de vértices idnices. A seguir, apresentamos
resiltados para o cilculo dos niimeros de ocupagio e concluimos com uma analise
dessas aproximacgoes.

Na capitulo 5, apresentamos uma nova classe de aproximagdes para o MAP cujas
fungGes de correlagao satisfazem certas regras de soma nos nimercs de ocupacio
dos estados localizados f (APROXIMACOES COMPLETAS). Como exemplo do
método, mostramos como transformar as aproximacdes AC e AMA em aproximacées
completas. A seguir, calculamos os nimeros de ocupacic para a AC completa (ACC)
¢ para uma aproximacio completa derivada da AMA (COMPLETA2), tanto para
o caso atdmico quanto para a banda e comparamos os resultados obtidos com as
aproxirnacdes AC e AMA, que nao satisfazemn a completeza. Finalmente, concluimos
a tese indicando os proximos passos no estudo das expansdes em cumulantes.

1.2 O problema da impureza

Resultados experimentais indicam que quande fons de imnpurezas magneticas
como ferre, cobalto ou niguel sao dissolvidos em uma matriz metdlica, pode ocorrer
a formagdo de mormentos magnéticos localizados. Embora o8 momentos observados
possam diferir de um metal para outro, sua [ormagio depende, principalmente, das
propriedades do metal hospedeiro. Em um trabalho fundamental, Clogston et al [15]
dissolveram impurezas de ferro, a muito baixas concentracdes, em varios metais de
transi¢io da segunda coluna (Zr,Nb,Mo,Re,Ru,Rh,Pd) ¢ observaram que 30 havia
formagio de momenlos localizados em alguns dos compostes (Mo, Rh e Pd}, ac passo
que nos restantes {Zr,Nb,Re,Ru), estes momentos n&o se formavam. O resultado desse
expetimento pode ser visto na Fig. (1.1). Para impurezas magnéticas dissolvidas em
isolantes sempre havera a formacac de momentos de acordo com & regra de Hund.

Nas medidas de susceptibidade magnética, observou-se que nas amostras que apre-
sentavam formacio de momentos localizados, além da susceptibilidade de Pauli usual,
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Figura 1.1: Momentos magnéticos em magnetons de Bohr de um atomo de ferro
dissolvido em metais de transicioc e ligas diluidas em funcio da concentragdo de
elétrons.

havia também uma susceptibilidade que dependia fortemente da temperatura € que
podia ser ajustada por uma lei de Curie-Weiss da forma

_ Hf_f_f {1 1)

XT5k(T-9) ‘
onde ¢y é 0 momento magnético efetivo e @ a temperatura de Curle, que independe
da concentragio de impurezas.

A formagao de momentos magnéticos neste tipo de sistemas foi aceita durante
muito tempo como fato experimental sem que se questionasse como e em que condi-
goes eles se formavam. Friedel e seus colzboradores [16] foram os primeiros a enfrentar
o problema. Eles observaram gue as bandas de conducao dos metais eram tao largas
que geralmente os niveis de energia das impurezas se encontravam em seu interior
e, conseqiientemente, esses estados nic podiam estar verdadeiramente localizados.
Para descrever estes sistemas, Friedel introduziu o concetto de estado virtual, ie.,
um estado construido a partir de estados de elétrons livres do continuo. Tal estads
nao pode estar verdadeiramente localizado, pois tem uma largura A e a partir de um
tempo Ta decal novamente em estados do continuo. A formacde de momentos locali-
zados se resolve, pela determinagio das condigdes segundo os quais o5 estados virtuals
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para elétrons com “spin para cima" nio serao equivalentes aos estados virtuais para
elétrons com “spin para baixo”

< g BEC Ny > . (1.2)

& um momento magnético existird no estado de impureza. Na defini¢do de Heeger [17],
um momento magnétice localizade s¢ existira experimentalmente se a contribuigio
da impureza a susceptibilidade for fortemenie dependente da temperatura na forma
da lei de Curie-Weiss (1.1}. Se a susceptibilidade nio depender da temperatura, nac
haverd formagio de momento localizado.

Ligas com impurezas diluidas que apresentam formagic de momentos locais,
iambém apresentam um minime na resistividade elétrica a baixas temperaturas, que
aumenta com o decréscimo da temperatura segunde fn(7') {veja Iranck [18]). Kondo
[19] foi o primeiro a associar o5 momentos magnéticos das impurezas com o minimo
na resistividade dessas ligaa. A partir da teoria de perturbagao, em 22 ordem, na
aproximacdo de Born, calculou a resislividade elétrica produzida pelo espalhamento
de “spin-flip" de um elétron de condugio por um momento localizado ¢ obteve um
resultado proporcional a J2n{T), onde J é a integral de troca. Quando J & negativo
{acoplamento antiferromagnético), e a temperatura esld abaixo de urna certa tem-
peratura caracteristica Ty, conhecida como temperatura Kondo, este termo cresce
e diverge para T = 0. Iista divergéncia nac corresponde a resultados fisicos, sende
apenas um indicio de que abaixo da temperatura Kondo nio & mais vilida a teoriza de
perturbagdes. Os resultados experimentais indicam que a medida que a temperatura
val & zero, o creacimento da resistividade tende a saturar em um valor constante a
T = 0 (veja Nagaoka [20]}, tal como indicado na Fig, (1.2),

Abaixo da temperatura Koudo, a limpureza praticamente perde o seu momento
magnético. Emborz a susceptibilidade exceda emn muito a contribuigio tipo Pauli do
metal hospedeiro, nao existe magnetismo dependente da temperatura. Geralmente,
se aceita que o efeito Kondo leva a uma compensa¢io total do momento localizado
pela nuvem de elétrons de condugio que se polarizam ern torno da impureza, sendo o
acoplamento entre estes elétrons ¢ a impurcza do tipo antiferromagnético. Este efeito
coletivo se destrol a medida que a temperatura aumenta. A transicio de Kondo do
regime paramagnético para ¢ regime ndo magnético acontece gradualmente. E claro
que tal transicdo de fase ndo pode ser abrupta, uma vez que a condensacio em torno
da impureza e localizada no espaco real, havendo pouces graus de liberdade envolvidos
no processo. Deste modo, devemos esperar variaghes suaves nas propriedades destes
sistemas quando a temperatura varia (veja Daybeil [21]).

No regime Konde, as unpurezas se encontram tao afastadas entre si que sua
interacdo é praticamente desprezivel. A medida que a concentragido aumenta, a in-
teragio entre os momentos localizados comeca a se ternar importante e, simultanea-
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Figura 1.2: Resistividade, a muito baixas temperaturas, de ligas diluidas de ferro em
cobre. A contribui¢io dos fonens ja foi subtraida.

mente, o carater de sistema desordenado se manifesta de forma mais intensa. Nesta
regido, as impurezas interagem fortemente via interagio RK K'Y (interacio entre os
momentos magneéticos é mediada pelos elétrons de condugio e tende a zero de forma
oscilaténia e proporcional a r=2). Neste regime, altamente desordenado, ocorre uma
transi¢io de fase conhecida como regime de “Vidro de Spin”. Na regiic de altas
concentragoes, as impurezas estio mais préximas e interagem via interacao de troca
direta passando o sistema a adquirir algum tipo de ordem magnética (ferromagnética
ou antiferremagnetica).

1.2,1 0O modelo de Anderson

A teoria de bandas usual nio ¢ capaz de descrever adequadamente o3 sistemas
metalicos com impurezas magnéticas diluidas. Isto acontece porque, de um modo
geral, as enerpias dos estados localizados estioc no interior da banda de condugio do
metal hospedeiro € a teoria de um elétron néo é capaz de descrever a localizacio do
estade da impureza. Para resolver essa dificuldade tedrica, Anderson [22] supds que a
existéncia de momentos Jocalizados em metais, se originava da correlacio Coulombi-
ana entre elétrons das camadas internas da impureza magnética. Com esta hipétese
central, propos um modelo que incluia, desde o inicio, a correlagio entre elétrons no



mesmo sitio. 0 modelo de Anderson para a impureza € descrito pele Hamiltomano

H=H.+Hi+ Hyy+ Horr . - (1.3)

onde I, descreve a banda de condugao do metal hospedeiro
H. = ZEkGL,GJ;,a ; {1.4)
ko

Hy corresponde a cnergia nio perturbada dos estados localizados no dlomo de impu-
TeZa

Ho=e13 fafe (1.5)

H.; é a energia de hibridizagio entre os elétrons livres do metal hospedeiro e os
estados localizados f

Hop = 2 Vig(Clofo + flCka) (1.6)
kar

& H,ore é a energia de repulsio Coulombiana entre dois eléirons f de “spins” opostos
ne dtomo de impureza

Hore =UflL 1 (L7)
com U sendo dado por:

1
U= [ 140 Pyl 9402) PPradirs (18)
| 71— 72 |
Anderson resolveu o Hamiltoniane (1.3) na aproximagdo Hartree-Fock usando o
método da equacio de movimento para as fungdes de Green de Zubarev [23]. Nesta

aproximagao o propagador dos elétrons f pode ser escrito como

1
= TE w0 (19)

onde a energia &, € dada por

E,=e;+Ulnm) (1.10)

com < nsz > representando o mimere médio de elétrons f com “spin™ 7.
A auto-energia L{w) satisfaz a relacao
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—_— 1.11
= W — £ + 11 ’ (L11)

e o fator 27 foi introduzido para que a fungio de Green G%,(w) seja a retardada.
A densidade de estados dos elétrons f das impurezas ¢ obiida a partir da relagio
1
Pralw) = ;ImG_‘;f(w] : (1.12)
Substituinde a Eq. {1.11) em (1.9), obiemos a partir de {1.12)

| Fi
PIE(“”} = ;{w — Eﬂ}z 4+ Az !

a densidade de eslados dos clétrons f, que se comperta como se existisse um estado
de energia virfugl em w = F, de largura A, onde

(1.13)

AW) = TV Hutsle) (1.1
sendo pr(w} a densidade de estados da banda de condugio do metal hospedeiro,

Os nimeros de ocupacio dos elétrons f, a T = 0 sao obtidos a partir da Eq.
(1.13) usando a relagio

(o) =~ [T ImGy ) do (1.15)

w

Eliminando a representagio de valores médios e indicando as orientacies de “spin
parz cima” € “spin para baixo” por + respectivamente, teremos o seguinie sistema
de equagdes que deve ser resolvido autoconsisteniemente

1
Ne = :Ea,rctan [w{nss — )] \ (1.16)

com os parametros adimensionals ¢ e » dados por

m:? , (1.17)
L
tf
¥ = (1.18)

A curva de transi¢io que separa a regido magnética da nio-magnética pode ser
obtida a partir da Eq. (1.16), como uma relagho entre os parametros x e y para
03 quais as solucdes magnéticas degeneram em uma tGnica solugdo nyy = ny = n.
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Juntamente com as condigbes f(n) =0 e f'{n) = 0 obtemos a equacio paramétrica
da cicléide

1 .
€& = E{ﬂ—smﬂ] . (1.19)
r 1
i E“ — cos ) . (1.20)
0 = 2rn, ' {1.21)

onde n, ¢ a concentragio crilica. A equagiio da cicléide estd representada na Fig.
(1.3}, onde vemos que a major tendéncia ao magnetismo ({ns,.) # (n;_)), ocorrera no
regime de alta correlagdo, gqnando y é grande e x estd proximo de 1/2. Esta situacio
corresponde ao caso onde o nivel localizado ¢ e £; + I/ sd0 simétricos em relacio ao
nivel de Fermi, Neste limite, um dnico elétron ocupa o estado < 1y, >, a0 passo quea
ocupagio do estado < ny_ >= 0. J4, 0 caso ndo magnético (< nyy >=< nj_ >= n),
ocorrerd 1o regime de baixa correlagio, quando ¥ € pequenc e o nivel f ocupado ini-
cialmente por um elétron com “spin” o, passa também a ser ocupado por outro elétron
com “spin” 7, gerando um estado de ocupagio dupla, onde < nyy >= < ny_ > 172,

A transicio representada na Fig. (1.3), do regime magnético para o nio magnético
néo & uma transi¢ac de fase verdadeira, uma vez que existem poucos graus de li-
berdade envolvidos no processo. Uma transicio de fase verdadeira ocorre em nm
sisterna macroscopico com um ndmero muito grande de graus de liberdade e no li-
mite do sistema infinito, onde as propriedade fisicas de interesse tais como, energia
¢ magnetizagido apresentam comportamento singular. No caso de sistemas finitos a
transigac é gradativa e as propriedades fisicas variam suavemente como pode ser visto
no trabalho de Daybell e Steyert (21,

1.2.2 O efeito Kondo

Inicialmente, vamos introduzir o Hamiltoniano f7,¢ usado por Kondo [L9] para
calcular o minimo na resistividade elétrica de sisternas metdlicos com baixa concen-
iragdo de impurezas magnéticas diluidas. A proposta inicial deste modele foi foita
por Zener [24] para descrever metais de transigio ferromagnéticos, Zener supds que
estes metais eram compostos de elétrons d localizados nos sitios idnicos e de elétrons
s itinerantes ao longo do cristal. Ele considerou que existia uma interacéo de troca,
entre estes dois tipos de elétrons, responsivel pelas suas propriedades magnéticas.
Este modelo também pode ser aplicado para os metais de terras-raras normais, uma
vez que estes sistemas apresentam estados 4f localizados, imersos em bandas de
condugao muito largas. A derivagic do Hamiltoniano s-d é devida a Kasuya [25]
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Figura 1.3: Diagrama de fase para a solugido Hartree-Fock do modelo de Anderson

para a tmpureza. A maior tendéncia para o magnpetismo ocorre quando a correlagao
U é grande e quando # = (.5.

H=H.+H, (1.22)

onde H, descreve a banda de conducao formada pelos elétrons itinerantes
Ho=3 &Cl,Chu | (1.23)
b

e H}; representa a interagio entre os eléfrons de condugéo e o8 “spins™ das impurezas
localizadas

w o= ~NTY Jexp [i(F — ) K] [(CL,Che — ClyCloz) S +
bk
ClyCrzSa- + ClzCh o Sus] (1.24)

o primeiro termo de H}, & diagonal nos indices de “spin® e representa os processos
de espalhamento direto entre os elétrons de conducdo e os fons de impurezas. Ja,
o segundo termo & ndo diagonal nos indices de “spin” e representa o espalhamento
de “spin-flip”, que de acordo com Kondo [19], produz comportamentos nio nsuais a
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baixas temperaturas. /N representa o numero de impurezas da liga diluida e J é a
integral de troca, definida por

= qeﬁ,t{ﬂ}ﬂ(?a—ﬁn)%mﬁ—f%;}mft-.-r;)cr‘*r.dﬁrz L (128)

7| — F2 i
onde ¢l(7) ¢ ¢(7— J,) representam as fungics de onda dos elétrons de condugio
¢ localizados respeciivamente.

Na deriva¢io do Hamiltoniano {1.24) foi suposto que ¢;{f] — f,) estava ocupado
por somente nm elétron

Cl Cuo + ClgCrz =1, (1.26)

e 0s operadores de “spin” S,z, Suy € Sn_ sao definidos, respectivamente, pelo conjunto
de relagoes abaixo:

L et t _ 1

5 (Cl,Cno — Cl2Cnz) = Sux (1.27)
CloCog =8 (1.28)
CloCre = Sae - (1.29)

A seguir, vamos analisar os processos de espalhamento entre a impureza e os
eletrons de condugéo. Podemos ter processos de espalhamento em 2% ordem nos
quais elétrons com vetor de onda e “spin” (%, o), respectivamente, sdo espalhados
para estados finais (#,¢). Os estados intermediarios destes processos podem ser
dividides em quatro grupos:

1. O elétron [:E,cr] ¢ espalhado para o eslado desocupado (g7, 0), e a seguir ¢
espalhado para o estade (&, o).

2. Um dos clétrons num estado ocupado (§, o) & espalhado para (£, o) entao,
o elétron no cstado {k, o) preenche o estado (7, o) que anteriormente tinha
ficado vazio.

3, O elétron (k, o) é espalhado para o estado (¢!, ), enquanto a componente z
do “spin” do n-ésimo atomo de impureza, que representaremos por M,
aumenta de uma umdade (M, — M, 4 1). Novamente o elétron é espa-
lhado para o estado (&, ¢), enquanto a componente z do “spin” do elétron
localizado retorna ac valor M,,. '
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4. Um dos eléirons em um estado ocupado gue indicaremos por (6,7), é es-
palhade para o estado (.E", @) & a0 mesmo termpo M, diminui uma unidade
(M, — M, —1). O clétron com (k,o} preenche o estado (§,7) que tinha
ficado vazio ¢ o atome de impureza retoma o seu valor original Af,.

Outro tipo de processos de espalhamento em 22 ordem, corresponde ao cago onde
elétrons com vetor de onda e “spin” (£, ¢) sio espalhados para estados finajs (k' 7).
Os estados intermediarios destes processos também podem ser divididos cm quatro
Erupos.

1. O elétron {E,o') ¢ espalhade para o estado {f?,?!'), enquanto a compo-
netile z do “spin” do n-ésimo dtomo de impureza aumenta de uma unjdade
(M — M, +1). Novamentc o elétron ¢ espalhado para o estado (£ T,
enquanto & componente z do “spin” da impureza permanece M, + 1.

2. Um dos elétrons em um estade ocupado que indicaremos por (4,7), é
espalhado para o estado { K, 7) ¢ a componente z do elétron localizado M,
permanece inalterada. A seguir, o elétron com (£, o) preenche o estado
(§,7) que tinha ficade vazio e o dtomo de impureza aumenta o sen valor
original para M, + 1.

3. O elétron (£, o)} é espalhado para o estado desocupado (¢, o) e a compo-
nente z do “spin” do eléiron localizado permanece M,. A seguir, o elétron
de condugio ¢ espalhado para o estado (§,7) e a componente z do “spin”
do n-ésime atomo de impureza M, aunmenta de uma unidade, ou sefa,
passa para ¢ valor M, + 1.

4. Um dos elétrons ocupados que indicaremos por (4,7}, € espalhado para
o estado {E’,E) e M, aumenta uma unidade {M, — M, + 1). A seguir,
o clétron com (£, o) preenche o estado (#,7) que tinha ficado vazio e o
atomo de impureza permanece com a componente z do “spin” inalterada,
cu seja, M, + 1.

Para simplificar os caleules, Kondo {19, 26] considerou o Hamiltoniano (1.24) para
0 caso de uma tdnica impureza em R, =0, com somente processos de espalhamento
do tipe: (k,o) — {I;',c.rj e aproximou a banda dos elétrons de condugao por uma
banda quadrada definida pela seguinte densidade espectral

p para —D <e< D

{ para outros valores d (1.30)

ple} = {

onde p € uma constante e 217 € a largura da banda.
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A partir dessas consideracdes e levando em conta processos de espalhamento com
mudaf¢a de “spin” nos estados intermédiarios (“spin-flip”), Kondo caleulon a resis-
tividade elétrica até 2% ordem, em teoria de perturbacdes na aproximagao de Born, e
obteve o seguinte resultado:

B =cp?8(5 + 1A [l+4Jpln (kf)] , (1.31)

onde ¢ & a concentracio de impurezas e A uma constante,

Para acoplamento antiferromagnético J < 0, ¢ termo logar{tmico que aparece na
Eq. (1.31) cresce a medida que a temperatura diminui e diverge quando T vai i zero.
A origem desta divergéneia esta na restrigio imposta pelo Principio de Pauli aos esta-
dos intermediarios, que se manifesta na ndo comutatividade dos operadores de “spin™.
Esta divergéncia indica que abaixo de uma certa temperatura critica Tk (temperatura.
de Kondo) a tecria de perturbages deixa de ser vélida, ou seja, o espalhamento tipo

“spin-flip” precisa ser tratade como um problema de muitos corpos, significando que
o elétron que esta sendo espalbado no estado (E: &) € sengivel & ocupacio de todos os
outros elétrons nos estados (¢, ¢*). Além disso, nesta regiio devemos esperar que nio
39 0 espalhamento “spm-flip”, mas todas as propriedades termodinimicas do sistema,
sejam calculadas levando-se em conta a natureza de muitos corpos do problema.

Se adicionarmos a0 termo logaritmnico a contribuigio a resistividade dos fonons,
que ¢ proporcional a I'®, teremos um minimo na resistividade [18] que apresentar4 as
as seguintes caracteristicas:

1. Um minimo a temperatura Ty definida por (@-@-) =1.

2. ParaT > Tx, R{T)= A+Bc{lnT), onde ¢ é a concentracio de impurezas
e A e B sio constantes.

2 . 1
3. Tx é proporcional a ¢fF,

Deste modo, a resistividade obtida se ajusta bem aocs resultados experimentais
para temperaturas da ordem ou maiores que Tx. Para temperaturas abaixo de Tk, a
Eq. (1.31) prevé uma divergéncia logar{tmica, que ndo é confirmada pelos resultados
experimentais, que mostram uma satura¢io na resistividade em nm valor finito para
T = 0 [20]. Isso ¢ apenas uma indicacio de que abaixo da termperatura Kondo a
teoria de perturbacbes deixa de ser valida. Calculos nano perturbativos realizados
por Nagaoka [20] e Suhl [27] resolveram o problema desta divergéncia a 7' = 0 e os
resultados obtidos para a resistividade se ajustamy bem aos resnltados experimentais

como pode ser visto na Fig. (1.2) e produzem o seguinte valor para a temperatura
de Kondo
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kaTk = Dexp (%) , (1.32)

com ¢ acoplamento sendo do tipo antiferromagnético.

Mattis [28] demonstron formalmente que para um acoplamento antiferromagnético
de troca, o Hamiltoniano (1.24) gera um estade fundamental nio degenerado do tipo
singieto. () efeito Kondoe leva a uma compensagio total do momento localizadoe pela
nuvemrn de elétrons de condugdo que se polarizam em torno da impureza.

Finalmente, devemos indicar que o problema de Kondo para a impureza foi solu-
cionado inicialmente por Wilson [28] usando a técnica do grupe de renormalizacio.
A seguir, Andrei, Furuya ¢ Lowenstein [30] obiiveram a solucho para este mesmo
problema usando a técnica do “Bethe-Ansatz”. Podemos sumarizar os resultados
obtidos, para o problema de Kondo da impureza, do seguinte modo [31]:

1. Exisle uma temperatura caracteristica Tz, dada pela Eq. (1.32), que
separa dois regimes fisicamente distintos.

2. Para T % Tg, o “spin” da impureza flutua liviemente dominado pela
agitagio térmica do metal. Neste limite é valida a teoria de perturbagdes.

3. Para T « Tk, o “spin” da impureza forma um estado singleto corres-
pondendo a uma compensagio total do “spin” pela nuvem dos elétrons de
conducio que ressoam em torne da impureza, resultando em urn momento
magnético total nulo.

4, Os resultados para a regifo do “Crossover” T a Ty [oram obtidos pelo
grupoe de renormalizagio [29) e pelo “Bethe-Ansatz” [30].

1.3 O problema da rede

Inicialmente, vamos discutir o comportamento dos metais de terras-raras [31]. Na
tabela periadica, esta série é composta pelos quinze elementos que vao do Lantéanio
com nimero atomico 57 ao Lutécio de mimero atémico 71, A configuracao eletromica
normal destes dtomos & 4 f*5d'63s% e a camada 4f vai sendo preenchida com { a 14
elétrons 4 medida que o ndmero atdmico cresce a partir do primeiro elemento da
série. Os elétrons das duas camadas externas sao itinerantes e originam a banda de
conduche do metal, ac passo que, os elétrons da camada 4f s30 tao localizades que
nao existe superposicio entre as fungbes de onda de dois dtomos vizinhos. Assim,
um metal de terra-rara normal pode ser considerado como uma colegio de /¥ ions de
terrag-raras, imerso em um mar com 3N elétrons de conducdo. Em primeira apro-
ximagao, podemos separar as propriedades destes metais entre Aquelas associadas aos
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elétrons de condugao: estrutura cristalina, raio atémico e calor especifico e, aguelas
assocladas aos elétrons 4 f: magnetismo e resistividade.

Vameos definir valéncia como o nurero de elétrons de condugao do metal. A
valéncia das terras-raras é normalmente 3, com excecao do Europio e Ytérbio que é
proxima de 2 e do Cério em sua fase o, que é proxima de 4.

De um modo geral, podemos separar o5 metais de terras-raras em duas catego-
rias: normais e andmalos. Qs normais apresentam valéncia 3, uma contribuicio ao
calor especifico + constante e ura momento magnético 1gual ac do ion trivalente.
As terras-raras andmalas tém uma valéncia diferente de 3, que pode variar com
a pressio e a temperatura, uma contribui¢iio ao calor ez;pec:ﬁcn ~ & um momente
magnético andmalo. 840 andmalos o8 metais Cério, ]:..urupm e Itérbio e muitas ligas
com estes metais. Também podemos encontrar comportamentos andmalos em ligas
comn as terras-raras Samano, Tulio e Praseodimic e em compostos metalicos com os
actinideos. A origemn, destes comportamentos, estd nas camadas f incompletas destes
sigtemas cujos elétrons sdo fortemente localizados no carogo idmico e apresentam nma
grande correlagdo Coulombiana local. Em geral, estes estados estao completamente
imersos na banda de conducao e devido a grande correlagio entre seus elétrons f,
nao podem mais ser descritos pela teoria de bandas, mas pelos métodos da teoria
guantica de muitos corpos.

Como exemplo de compostos que apresentam comportamentos andmalos, pode-
mos citar o C'eAl; e o CeAl;, que sdo paramagnéticos a altas temperaturas com um
momento magnético da ordem de 2.5 pg. O CeAl; apresenta wmn ordenamento anti-
ferromagnético a 3.8 K, 2o passo que o (e Al; nho apresenta ordenramentos magnéticos
até temperaturas muito baixas (da ordem de mA’). Outro exemplo interessante & o
caso do {7 Ptz que tem um memento magnético da ordem de 2.9 pg e que sofre uma
transigio para o estado supercondutor a temperatura de 0.5K sem, no entanto, sofrer
gualquer tipo de ordenamento magnetico. Conforime veremos a seguir, devide ao seu
comportamento anomalo, estes compostos sao chamadoes de férmions pesados. Existe
até o mornento trés esiados fundamentais diferentes para os férmions pesados
. Antiferromagnético; CeAls com a temperatura de Neél Ty = 3.8K;, UCdyy

com Ty = 5.0K e {/;Zny7 com Ty = 10.0K.

2. Liquido de Fermi: CeAly e C'ellug abaixo de 20m K.

3. Supercondutor: UUPt: com T = 0.5K; CeCusSia com Tp = 07K e
U Beyz com T = (0.9K.
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Figura 1.4: Representacfio pictdrica dos trés diferentes regimes que descrevem a fisica
dos compostos de terras-raras e actinideos.

1.3.1 Os regimes andémalos

Podemos entender de forma qualitativa as condigdes para a existéncia desszes
comportamentos andmalos, analisando as energias envolvidas no problema [32, 33).
A fisica destes materiais pode ser descrita em trés regimes diferentes e para fazer
a distingdo entre cles, vamos usar o3 resultades obtidos na solucio Hartree-Fock
do modelo de Anderson para a impureza. Nas terras-raras andmalas, a energia de
correlacio I7 varia de lev a 10ev aproximadamente, a energia de hibridizacao Viy é
da ordem de 0.lev e a largura do estado virtual A é da ordem de 0.0lev. Vamos
considerar as configuracdes f*, f**! e f**? de um mesmo jon em trés estados de
carga, e sejamn os estados de multipleto fundamentais | f*,J; >, | L, & > e
| f2+2, J. > destas trés configuragdes respectivamente. Na Fig. (1.4) representamos
pictoricamente esta sitnagio. As energias necessarias para agregar um elétron f a f*
e f*t! s3p representadas pelos seguintes processos:

Eq para o processo | fr. o> + e — | L >
Ej, para o processo | A 0 > +e” — | A0 >

Vamos considerar nma banda de condug¢io parcialmente cheia acoplada aos elé-
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trons f por meio de uma inleragio de hibridizacio fraca. A probabilidade de transi¢io
entre o3 diferenies estadeos do sistema é caracterizada pelo parametro A = nV3p,
(veja Eq. {1.14}}, sendo s, a densidade de estados da banda de condugio no nivel de
Fermi Er, ¢ V a energla de hibridizaggo.

I- Regime Magnético: Neste caso, Er — Eup 3 A, que corresponde a maioria
dos sistemas magnéticos conhecides. (s jons magnétices nao apresentam flutuagao
de carga (a valéncia é inteira) e, podemos dizer que o sistema ¢ um isclante de Mott.
A condutividade elétrica dos elétrons f é desprezivel e a interagio dominante entre
estes elétrons f de impurezas ¢ do tipe RKKY. A baixas temperaturas, esta in-
teragio origina lransiches de fase para estados magneticamente ordenados do tipo
ferromagnético, antiferromagnético ou outros arranjos mais complicados, e as ex-
citagbes elementares sfio ondas de “spin™. Qs graus de liberdade dos momentos locais
sao descritos adequadamente por Hamiltonianos de “spin™, tipo Heisenberg, e sen
acoplamento com os elétrons de conducao pode ser tratado de forma perturbativa.

II- Regime férmion pesado: Neste caso, Ep—Ey > A, a interagao dos elétrons f
com a banda de condugdo, produz efeitos muito mais importantes que no regime
magnético, embora a baixas temperaturas os processos reais de transferéncia de carga
entre eases elétrons e a banda de condugéo sejam despreziveis. Os responsavels pe-
las propriedades deste regime so os processos virtuals de superposicdo quantica,
que permitem flutuagdes entre as componentes de “spin” do estado fundamental
e do estado | f*,J, >. Abaixc de certa temperatura, os grans de liberdade dos
momentos locais contribuem com uma entropia tipica de um liquido de Fermi, tal
como indicado na Fig. (1.5), ao passo que, para o regime magnético, as contri-
buigbes a entropia se originam de “ondas de spin™ abaixe da temperatura de Neél
Tw ¢ de Quiuagdes paramagnéticas acima desia temperatura, Enquanto no regime
magnetico essas contribuigoes sdo distinguivels e praticamente desacopladas uma da
outra, no regime de férmion pesado elas estac de lal modo acopladas que ndc po-
dem ser consideradas separadamente. O calor especifico é linear com a tempera-
tura, o que é uma caracteristica dos liquides de Fermi. A snsceptibilidade segue a
Lei de Curie-Weiss a altas temperaturas, mas os momentos magnéticos sio parcial-
mente compensados quando a temperatura diminui. Para temperaturas da ordem
de alpuns graus Kelvin, os sisternas podem ser instiveis frente a estados antiferro-
magnéticos (C'edls, Uy Znqq, U Cdi, ete.) ou frente a estados supercondutores, como
é 0 caso dos compostos de terras raras (CeCuSia, U D, U Py, ete.), ou mantém o
estado de liquido de Fermi (CeAls, CelCug, ete.), até temperaturas muito baixas.
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Figura 1.5: Contribuigdo magnética e dos elétrons de condugio para a entropia de
um metal magnético de terra-rara (linha pontilhada), comparada com a entropia de
um material férmion pesado (linha cheia).

ITI- Regime de Valéncia Intermedidria: No regime de valéncia intermediaria
[43] | Er — Eap | =~ A, neste caso, as probahilidades de ocupacio dos dois estados de
carga f, f™*! podem ser da mesma ordem, e existem flutuacdes reais de carga e
“gpin” a T > 0. Como o nivel de Fermi £p praticamente coincide com Ey, uma
dada fragido = dos ions estaré no estado f*, enquanto a outra parte ocupard o estado
™ de modo que o niimero Lotal de eléirons ¢ mantide constante. O resultado deste
processo é que nio 6 a valéncia dos elétrons assume um valor intermediario entre
oz dois cstados de carga, como também, outras propriedades como calor especifico,
susceptibilidade, etc assumem valores médios entre os que correspondem aos jons com
valéncia inteira. A valéncia intermedidria é bastante freqiiente em compostos de terras
raras C'e, T'm, Yb, Sm., Bu, A separacgio entre os regimes férmion pesado e valéncia
intermedidria nem sempre é clara do ponto de vista fenomenoldgico uma vez que os
varios métodos experimentais do sna determinagéo apresentam incerteza da ordem
de 10%. Do ponto de vista tedrico, o regime de valéncia intermediaria apresentz, em
ignaldade de condiges, flutuagdes de carga e momento, an passo que no regime de
férmion pesado as flutuagdes de carga sdo despreziveis a baixas temperaturas.
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1.3.2 Os modelos para a rede

O probiema da impureza & bem descrito por um modelo que incorpora o efeito
Kondo e efeitos de campe cristalino, entretanto a baixas temperaturas esse modelo
deixa de ser vilido, Como exemplos desta situacio, podemos citar o caso do Ce Al
e do C'eAls que somente sao bem descritos por este tipo de modelo a temperaturas
acima de 54 e 20/, respectivamente. Isto acontece porque quando a temperatura
decresce, a competigdo entre o efeito Kondo e a interacio RK K'Y entre os diferentes
itomos da terra-rara se torna cada vez mais importante, de modo que, o sistema nio
pode mais ser considerado como uma colegio de atomos isolados. A baixas tempera-
turas, a rede de ions andmalos pode desenvolver trés estados fundamentais diferen-
tes: antiferromagnético, metal normal e supercondutor. As medidas de resistividade
elétrica ilustram bem o tipo de dificuldades que aparece nesses sistemas. Observa-se
experimentalmente que, em sistemas com impurezas diluidas, a baixas temperatu-
ras, a resistividade cresce logaritimicamente até saturar em um valor constante em
T' =0, 0 que nac acontece na rede de ions andmalos. Nesse caso, a resistividade por
jon coincide com a resistividade do sistema de impurezas até uma certs temperatura,
apos o qual, decresce rapidamente € vai a zero para T = @, Assim, a rede desenvolve
“coeréncia” , no sentido do Teorema de Bloch, ou seja, passa a se comportar como se
fosse um metal normal. Estes resultados sdo muite bem ilustrados pelo experimento
de medida de resistividade [34] na Fig. (1.6).
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{ desenvolvimento da “coeréncia” em mstemas de fériions pesados aliado ao
fato de mmitos deles se tornarem supercondutores a baixas temperaturas, indicam
um carater itinerante destes sistemas. Por outro lado, os altos valores de entropia
- por ton andémalo indicarn um cardter localizado em suas excitacdes elementares. As-
sim, torna-se necessario conciliar ern um modelo estas duas caracteristicas conflitivas:
o cardter itinerante sugerido pela "coeréncia” e pela supercondutividade em oposicio
a localizacio sugerida pela entropia. Outro problema que estes sistemas apresentam,
é a auséncia de ordenamento magnético em tode intervalo de temperaturas medido,
apesar da existéncia da interacao RKKY, a baixas temperaturas, o sistema se com-
porta come um liquido de Fermi. Um terceiro problema nio resolvido é a natureza
da transi¢do supercondutora, apresentada por alguns sistemas de férmions pesados,
uma vez que o8 pardmetros relevantes a teoria s30 muite malores que nos supercen-
dutores ordindrios., Assim, ndo é claro se esta trausi¢do & do tipo usual, mediada pela
interagao elétron-fénon, ou de algum outre tipo.

Viarias tentativas tém sido usadas para descrever os férmmons pesados. Drentre elas
podemos citar alguns métodos usando teoria de bandas, que apesar de nao levar em
conta a forte correlagio entre os elétrons f, apresentam bons resultados para o caleulo
de efeitos de estrutura cristalina, tais como raio atdmico e calor especifico. Este
tipo de calcule pode servir como um bom ponto de partida para modelos de muitos
corpos. (erazlmente se aceita que o modelo de Anderson periddico é adequado para
estudar sistemas de férmions pesados, porque incorpora efeitos de correlacio desde
sua formulacio. Dentre as diversas propostas de tratamento desse Hamiltoniano
podemos citar: Oz métodos da equagio de movimento de Zubarev [35, 36] da integral
funcional [38], do bdson escravo [39, 40] e de Gutzwiller [41] e expansdes perturbativas
em cumulantes [8, 9, 12, 13].

{Concluindo, podemos dizer que uma série de questdes ainda permanece sem res-
posta para os férmions pesados [32, 42):

1. Qual é o mecanismo que produz a “coeréncia” a baixas temperaturas?

2. Compo podem ser conciliadas as caracteristicas de localizacao com o carater
itinerante apresentado pelos férmions pesados?

3. Qual 0 mecanismo que origina a supercondutividade nesses sistemas?

4. Existe alguma relacdo entre a grande massa efetiva apresentada pelos fér-
mionz pesados e a supercondutividade ou 0 magnetismo?

5. Come decidir a priori se um sistema serd um sistema de ions magnéticos
normais ou um sistema andmalo de férmions pesados?
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1.4 Expansao em cumulantes para o modelo de
Ising

Nesta segdo varnos discutir a expansio em cumulantes para o modelo de [sing.
O objetivo dessa discussio é introduzir a notagio e apresentar alguns conceitos
basicos para a expansido em cumulantes do Modelo de Anderson Periédico {MAP)
do capitulo 2 e para a constru¢do das aproximacies ®—~deriviveis do capitulo 4, O
estudo do modelo de Ising se justifica, porque os resultados obtidos, do ponto de vista
topoldgico, sdo suficientemente gerais para serem adaptados a outros modelos mais
complicados como 0 MAP, desde que se efetue as modificagdes apropriadas,

1.4.1 A expansao em cumulantes - forma nao renormali-
zada

Nesta se¢io vamos seguir de perto os trabalhos de Wortis [3] e Enplert [5], onde
se discute em detalhe a expansdo em cumulantes para o modelo de Ising, descrito
pelo Hamiltoniano

H=H,+H = -2 > B(i)S. - 311—2 {Z} Jis5.8, (1.33)
1

com ¢ simbolo {3, } indicando sema sobre pares de “spins” diferentes. O primeiro
termo M, = — 57, B(7).S;, serd tomado como Hamiltoniano nio perturbado, e even-
tualmente sera levado a zero, ao final dos calculos, se nio existitern campos externos
presentes. Cada “spin” Sifi = ﬁ;, vos EN] esta situade em um dos N sitios da rede
¢ interage via componente z do momente magnético sy (9 = -5, -5+ 1,---,5)
com wn campo magnético ndo-homogeneo (1/5)8(i). Na expansio para o MAP do
capitulo 2 estes campos serdo substiluidos por campos “ficticios” de Grassmann. O
segundo termo corresponde a perturbagio M e representz a interacio entre pares de
“spins” que se acoplam com uma energia (—.Ji;/5%)5,. 5.,y com a integral de troca
Jij podendo emn principio ser diferente para cada par ({,7) e dependendo somente da
diferenca ﬁ.- — ﬁ_, Devemos ainda notar que J; = 0, e os fatores 1 /5 sdo escolhidos

de forma a normalizar a interagio mixima entre “spina” paralelos,
E conveniente escrever o Hamiltoniano {1.33) em termos de variaveis adimensio-

nais

~BH=H W = T Mul) b1 v eie) . (L34

{if)
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com os operadores de “spin” p = 5, /5 sendo redefinidos de forma a variar no intervalo
[-1,1], aintegral de troca éignal a v(i, j) = 8J;; e o campo magnético nio homogéneo
h(i) = fmB{i) com # = 1/kgT (kg & a constante de Boltzmann). A funcio de
particiio Z{h,v) e as fungdes de correlacio cumulantes M, (1,2---n) sio definidas
por

Zik,v) = Triexp(—5H)] ) (1.35)
_ §MnZ(h,v) _
Mp(1,2,--- n) = SR 5kt n=1,2, : {1.36)
A fungao de particao {1.35) pode ser escrita como
Z(h, .
—“—{z U) = (EXP(H J}r_‘r 1 (13'?]
CGIIl
2, =triexp(H,)] {1.38)
e a média < --- >, é definida por
1
{Ado = z-trlexp(H,)4] . (1.39]

Z,

Expandindo a Eg. (1.37) em série de poténcias teremos

— Z (H’ : (1.40)
n—t}
Nesta expansic irdo aparecer médias do tipo {#;---s4),. A regra geral para o
cileulo destas médias pode ser sumarizada no segninie teorema:

Teorema I: (g1 pi}, = soma do produto de correlagdes cumulantes no gnal
cada termo corresponde a uma particio dos argumentos 1,2--./ dos p’s e toda
particdo possivel aparece uma e somente uma vez.

Este teorema serd estendido no capitulo 2 para o caso das médias £ que irdo
aparecer no célculo da expansio em cumulantes para o modelo de Anderson periédico.
Abaixo indicamos alguns exemplos de correlacSes cumulantes para a expansao da
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fun¢ao de particac (1.40). Os valores médios < +++ >, se referem ao “cnsemble”
cantnico com v = )

{t}o = Ma(l} . (1.41)
{i1dt2)o = Ma(12) + M (1)M(2) ’ (1.42)
{ipapate = Ma(123) + Ma{12)M,(3) + Ma(13)M:(2)+

+ Ma(@)My(1) + MMM (B) ' (1.43)

Para v = 0 os sitios da rede nao se correlacionain: as correlagdes sio eapacialmente
locais. Com isso, podemos escrever as medias cumulantes emn termos de cumulantes
de ordem zero M

Ma(l---n) |,;ﬂ= §(1---n)MO(L) (1.44)

0s nimeros 1« - - representam os indices de sitic da rede ¢ 6(1,2,---,n) = 1, quando
todes os pontos 1,2, -+ -n coincidem e se anulam em caso contrario. De acordo com
as Eqs. (1.36) e (1.44) os cumulantes ndo perturbados M2, calculados com H' = ¢
podem ser defimdes por

& 1n Z,(A)
M =
" SR{1)-- - 8h(n)
Conhecendo o cumulante nao perturbade M2(k) = In Z,(%) em presenga de cam-

pos externos, podemos calcular todos os outros cumulantes de ordem superior através
da relagio

(1.45)

dn
MS =
{5
e a partir da q. (1.44) reescrevernos as médias (1.41) a (1.43) em termos de cumu-
lantes nao perturbados

Mothy (1.46)

{p)o = MO(1) (1.47)
{pipzte = M(1}50 + MY()M7(2) (1.48)

(papste = M3(1)6126 + MT(1}M7(2)623 + MT(2)M3(1)612+
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+ MP(3)MS ()62 + MP(1) M7 {2) M7 (3) ) (1.49)

o que forma a base de uma expansio em diagramas de pontos e linhas. Antes é
conveniente introduzir algumas definicdes graficas:

1. Diagrama: E um conjunto de vértices {pontos) e linhas, com cada linha
unindo dois vértices diferentes.

2. Diagrama n-fixo: Possui n vértices externos fixos, que sao distintos dos
outros vertices interncs.

3. Diagrama livre: 56 possui vértices internos.

4. Diagrama conectado: Qualquer par de sens vértices sao ligados por uma
sequéncia continua de linhas. O diagrama que nao é copectado & dito ser desconec-
tado.

5. Diagramas isomorfos n-fixes: Se seus vertices externos sio colocados em
correspondéncia um a um, entdo existe pelo menos um modo no qual seus vértices
internos e suas linhas sdo colocados em correspondéncia um & umn de modo que sua
conectividade seja mantida.

6. Fator de simetria: E ¢ numero de modos diferentes no qual um diagrama
pode ser 1somorfo consigo préprio.

7. Conjunto de diagramas topologicamente diferentes: Se nao existirem
dois deles isomorfos entre si.

'8. Valéncia de um vértice: B igual ao nimerc de linhas que incide no vértice.
Um vértice de valéncia rn e chamado de n-valente.

Na Fig. (1.7) apresentamos alguns dos elementos graficos dos diagramas

(a) (b) (c)

Figura 1.7: Elementos componentes dos diagramas: a) linha (interaciio v{z, 7)) b)
vértice interne ¢} vértice externo (fixo).
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(1] 1 a2 ],

(a) (1) (c) (d)

Figura 1.8: Diagramas da fun¢io de particio.

Como exemplo vamos construir os primeiros diagramas da expansic da funcao de
particao Z. Da Eq. (1.40)

L 5 2 v(1,2) (1) (2}, +

[kl

R (%%}v{i,.ﬂp(ﬂ#(ﬂ)n>

£ _
Z,

3

TS0, 200B,4) (LU, + , (150)
1,2 5,4

onde os nimeros 1,2, 3,4 indicarn {ndices de sitios. Representaremos os termos que
aparecem nesla expansao, apds a aplicagio do teorema 1, por diagramas de pontos
(vértices) e linhas (interagio) e de acorde com a definigio (1.45) os vértices serio
associados aos cumulantes ndo perturbados M?. Os vértices internos {livees) serdo
representados por circulos cheios, 0s vérlices externcs {fixos) por circulos cheios com
um trago e a inleragio v;; sera associada a uma linha, tal come representado na Fig.
(1.7). Os dois tltimos Lermos da Eq. (1.50) sko representados na Fig. (1.8).

Os fatores de simetria da Eq. (1.50) se originam de diferentes permutagdes dos
indices mudos. Nesta expansio surgem diagramas conectados {a}, (¢) ¢ (d) ¢ desco-
nectados (b}, entretanto da nio restricio das somas sobre sitios da rede na, CXpansio
{1.50), pode-se mostrar que os diagramas desconectados sio 1guais aos produtos de
suas componentes conectadas, com cada diagrama contribnindo com um dado [ator
de simetria. Com isso, pode-se provar o segninte resultado para a fungio de particio
(veja demonstragio no trabalho de Englert [5])

%= L O = o [ (00| (1.51)
St n

=0 ¥
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Figura 1.9: Diagramas da energia livre W nio renormalizada.

onde < - .- .., indica somente soma de diagramas conectados.
A energia livre F(h, v} é definida por

Fh,v) = —kgTW(h,v) (1.52)

com & energia livie W sendo 1pual a

Wihv)=lnZ(h,v) . (1.53)
Substituindo a Eq. (1.51) em (1.53) obtemos
W(h,v) = Wa(hyo) = [i %{(H’J“}m] , (1.54)

que € o teorema do “linked cluster” para a energia livee W e pode ser enunciade come:

Teorema 2: A variagio na energia livre devido a perturbagio é igual 2 soma das
contribuigbes de todos os diagramas livres conectados e topologicamente distintos.

Neo capitulo 2 este Teorema serd estendido para o modelo de Anderson Periddico.
Os diagramas da energia livre W se acham representados na Fig. {1.9).

O teorema 2 nos permite estabelecer a seguinte regra para o calculo das contri-
buigbes dos disgramas da energia livie W
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Regra 1: Energia livre W - ndo renormalizada

. Associe um indice mudo a cada vértice interno.

. Para cada linha unindo os vértices i ¢ j associe um fator v(7, §).

1
2
3. A cada vértice interno 7 de valéncia n associe um fator M2(i).
4. Some cada indice interno livremente sobre toda a rede.

3

- Divida pelo fator de simetria do diagrama livre.

E conveniente definir os cumulantes renormalizados exatos M,(1) do Hamiltoni-
anc total H pela relacio

& W
dRm(1) '
onde o efeito das derivagdes em relagao ao campo externo 4 & “fixar” o vértice {como
as derivadas sdo tomadas em relagio a um fnijco sitio o vértice externo sera, 1—fixa),
e aumentar de n a ordem do cumulante nao rencrmalizado associado a este vértice
(veja Wortis [3] pg. 129).

A primeira destas médias é a magnetizacio do sistema,

_ (S} _ _ W
(e = == M) = Sh) = M(1) (1.56)

e Mi(1) € o cumulante exato {renormalizado) do Hamiltoniano total.
Em analogia com as equagdes dos cumulantes néo perturbados (1.47) a (1.49)
podemos escrever

MJ1)=

(1.55)

Mi(1) = {p)n (1.57)
Mo} = ()% — ()5, (1.58}
Ma(1) = (e hae — 3 Phoelpn e + 20 )3, (1.59)

onde as médias {(z1)*)}3 de n operadores de “spin” no mesmo sitio da rede, sio
calculadas sobre o Hamiltonjano total M. Os indices de sitio foram omitidos nas
equagoes acima, porque devido a simetria de translacio da rede, os cumniantes sio
independentes dos sitios. O significado desses cummlantes renormalizados se tornars
mais claro no contexto da renormalizagdo da expansio na préxima SECEC € Sla repre-
sentagio diagramatica é apresentada na Fig, (1.10)
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Figura 1.1}: Diagramas do cumnlante renormalizade Af,.

) calenlo diagramatico de M, pode ser expresso da seguinte forma:

M,(1) = soma de todos os diagramas 1—{fixo conectados e topologicamente dis-
tintos, calculados a partir da regra a seguir

Regra 2: Cumulantes renormalizados - forma nao renormatizada

1. Associe um indice 1 ao wvértice externo (fixo) e um indice mudo a cada
vertice interno.

2. Para cada linha unindo os vértices ¢ e j associe um fator v(%, §).

3. Para cada vértice interno ¢ de valéncia I associe um fator M7({) e para
cada vértice externo de valéncia [ associe um fator Mg, (1).

4, Some cada indice interno livremente sobre toda a rede.

5. Divida pelo fator de simetria do diagrama 1—fixe.
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Figura 1.11; Primeiros diagramas da fungie de correlagdo Mz(12) — §(1, 2)M,(1).

Outra quantidade que temos interesse em calcular é a funcio de correlagio, que
de acordo com as Egs. {1.36) ¢ (1.53) vem dada por

Mal12) = et = (s = Gl — () = fjoi) = M2, (160)

onde < pip; > € calculado sobre o [Mamiltoniano total., Existem trés lipos do termos
na expansao de < jyu; > O primeiro corresponde a ¢ = j e gera o cumnlante M,.
0 segundo consiste de diagrainas desconectados com duas partes, uma contendo o
vértice externo z e ontra o vértice exlerno j. A soma de todas as conlribuictes destes
diagramas produz < p; >< g; >= M{, que anula o segundo termo da Eq. (1.60).
Assim My(12) — (1, 2)Ma(1) & representada pelos diagramas 2-fixos da Fig. (1.11)
e calculada por

M3{12) = 8(1,2)M>(1) + soma das contribuicdes de todos os diagramas 2—fixos
conectados e topologicamente distintes de acordo com a regra a seguir
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Regra 3: Fungdo de correlagao - forma nao renormalizada

1. Associe os indices 1 e 2 aos vértices externos {fixos) e um indice mudo a
cada vértice interno.

2. Para cada linha unindo os vértices ¢ ¢ § associe um fator v(i, 7).

3. Para cada vértice interno s de valéncia { associe um fator MP(4) e para
cada vértice externo § = 1,2 de valéncia { agsocie um fator M7, (5).

4. Some cada indice interno livremente sobre toda a rede.

5. Divida pelo fator de simetria do diagrama 2—lixo.

1.4.2 A expansao em cumulantes - forma renormalizada

Para tornar a expansdo do “linked cluster” mais simples do ponto de vista to-
pologico, sem se perder na inumeravel soma de diagramas individuais, com seus
respectivos fatores de simetria, efetuamos somas sobre certas classes de diagramas,
tomande sempre o cuidado de nao repetir o mesmo diagrama mais de uma vez. A
esse processo chamamos de Renormalizacio e seu efeito é tornar o processo mais
implicito, trocando a complexidade topoldgica por complexidade algébrica. A re-
nermalizagio pode ser de vértices (cumulantes) ou de interagdes (linhas), mas no
presente caso 36 iremos considerar a de cumulantes.

A idéiz da rencrmalizacio & ilustrada na Fig. (1.12), onde um diagrama para a
fungdo de correlagio é dissociado, reduzido e renormalizado. Uin diagrama desse tipo
pode ser considerado como composto de um “ESQUELETO" (diagrama resultante
do processo de dissaciagao e redugdo), decorado pela adi¢io de “INSERCOES™. A
seguir os vertices do esqueleto sfio entdo renormalizados.

Dissociacao de um vértice

Um vertice V de um dado diagrama G ¢ disseciado seguindo o seguinte procedi-
mento:

1. Bepare todas as linhas de V, ou seja, divida G em um dado nimerc de
partes desconectadas.

2. Reagrupe em V todas as linhas separadas pertencentes a uma parte des-
conectada que contenha vértices externos,

3. Junte as terminagSes das partes pertencentes a cada parte conectada adi-
cional.
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Figura 1.12: Processo de dissociagio, redugdo e renormalizacio de um diagrama.

Antes de continuar, é conveniente introduzir algnmas consideracées graficas:

1. 1-Insergdo: Sio as partes nio fixas formadas no processo de dissociacio de
um diagrama.

2. Vértice externo de uma l-insercao: Corresponde ao vértice separado de
uma l-insercao e serd desenhado sem o circule.

3. Ponto de articulagio de um diagrama com vértices fixos: E um vértice
cuja dissociagio produz ao menos uma 1-insergac.

4. Ponto de articulagao de um diagrama com vértices livres; E um
vértice cuja dissociagio produz ao menos duas l-inserches.

5. Diagrama l-irredutivel: £ um diagrama que ndo contém pontos de arti-
cnlacio, pois ndo pode mais ser dissociado.

6. Diagrama 1-redutivel: Contém um ou mais pontos de articulagio.

7. 1-Esqueleto de um diagrama fixe: £ o diagrama produzido pela disso-
clagao de todos os seus vértices e pelo abandono de todas as 1-insercdes produzidas.

Qualquer diagrama fixo tem um dnico esqueleto l-irredutivel. De modo inverso,
quelquer diagrama fixo pode ser construido a partir de seu l-esqueleto l-irredutivel
adicionando combinagSes de l-insergbes apropriadas aos seus vértices. Um dia-
grama livre ndo possui uma inica forma de construgio a partir de um diagrama,
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de l-esqueleto basico. O dizgrama pode ser construido decerando gqualquer um de
seus vertices isolados. Devido z essa ambigiiidade a energia livre precisa ser tratada
de forma separada das correlagdes.

A renormalizagio consiste na substituicio de todos os vértices nao renormalizades
M2 em um dado l-esqueleto 1-irredutivel pelos cotrespondenies vértices renormali-
zados M,. Devido as somas irrestritas nas contribuigies cumulantes, cada 1-insercio
aparece como um fator na contribuigdo gréfica completa. Assim precisamos classifi-
car ag l-insercoes de acordo com a valéncia de cada vértice externo, Para isso vamos
definir as auto-energias &, de acordo comn

Gn(l) = Soma de todas as l-insergoes de valéncia n topologicamente diferentes
de acordo com & regra abaixo

Hegra 4: Auto-energia - forma nao renormalizada

1. Associe o indice 1 ao vértice externo (fixo} e um indice mudo a cada vértice
mterno.

2. Para cada linha unindo os vértices ¢ ¢ j associe um fator w(3, j ).

3. Para cada vértice interno ¢ de valéncla ! associe um fator M7P(:) e para
cada vértice externo assocle um fator 1.

4. Some cada indice infernc livremente sobre toda a rede.

3. Divida pelo fator de simetria da 1-insercio.

Na Fig. {1.13) representamos diagramas das primeiras auto-energias.

Agora estamos em condigdes de calcular a contribuicio de todos as possiveis
decoracdes de um vértice de um dado esquelete. O cumulante renormalizado M,
definido pela regra 2 pode ser reescrito em termos das auto-energias G, definidas
pela regra 4

Mol1) = ML UMD 30 GG DM n (Do (LED
M.(1) = expiﬁ;{ljﬁﬂﬂ- ML) |amnqy : (1.62)
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Figura 1.13: Diagramas da auto-enerpia nzo rencrmalizada.

() proceszo de renormalizacio também pode ser aplicado aos vértices nio renor-
malizados das auto-energias Gy, o que implica em substituir M2 — M,. Com isso
ternos as auto-energias (7, em sua forma renormalizada tal como indicade na regra
5 a seguir

Regra 5: Auto-energia - forma renormalizada

Ga(1) = soma de todas as l-insercdes I-irredutiveis ¢ topologicamente distintas
que sdo n—valentes no vértice externo de acorde com a regra 4, exceto que para cada
vértice interno ¢ {—valente agsociamos um fator M;(4) e para cada vértice externo um
fator 1.

Na Fig. (1.14) representamos os primeiros diagramas de auto-energia na forma
renormalizada. Nesta forma as auto-enerpias passam a depender funcionalmente dos
curnulantes renormalizados M, ou sejar G(1) = G[1; M,v] ¢ a Eq. (1.62) se torna
nao linear. Esquematicamente podemos escrever

M = {exp G[M,v]} M° : {1.63)

Esta equacac nos permite obter oz cumulantes renormalizados e a partir daf cal-
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Figura 1.14: Diagramas da auto-energia renormalizada.

cnlar as fungdes de correlagdo (1.60), que agora podem ser cxpressas em sua forma
renormahizada por

M(12) = 8(1,2)M;(1) + soma das contribuigbes de todos os diagramas 2—fixos,
1—irredutiveis conectados e topologicamente distintos de acordo com a regra a seguir

s diagramas desta fungio de correlacio se encontram representados na Fig.

(1.15).

Regra 6: funcgao de correlagio - forma renormalizada

1.

Associe os indices 1 e 2 aos vértices externos (fixos) e um indice mudo a
cada vértice interno.

Para cada linha unindo os vértices ¢ € § associe um fator v(%, 7).

Para cada vértice interno ¢ de valéncia { associe um fator M;(s) e para cada
vértice externo j = 1,2 de valéncia { associe um fator Mpq(7).

. Some cada indice internc livremente sobre toda a rede.

Divida pelo fator de simetria do diagrama 2—fixc.

Conforme j4 indicamos os diagramas da energia livre nfio podem ser construidos



36

AM(12) — S(12IM, (1) -—\——‘4— },-:g /\+ -}.Er

SN A

o ras
1 2

Figara 1.15: Primeiros diagramas da fungac de correlagiio Ma(12} — &(1,2)Mz(1)
renormalizada.

de forma 1nica a partir de um dado esqueleto, como acontece com as fungdes de cor-
relacéo. Desse modo, & renormalizacdo direta de seus vértices em todos os diagramas
livres ndo é aplicivel o que levaria a se contar mais de uma vez 0s mesmos diagra-
mas, entretanto pode-se demonsirar (veja o trabalho do Englert [5]) que a expressao
corteta da energia livre ¢ dada por

W=M+6-3 G.M, (1.64)

n=]

com o funcional ® sendo calculado pela seguinte regra
Regra 7: Funcional de energia livre ¢ - forma renormalizada

®[M, v] = soma de todos os diagramas livres 1-irredutiveis e topologicamente distintes
de acordo com a regra 1, excelo que agora os vértices Mi(1) sdo renormalizados e ¢
vértice livre deve ser excluido da soma.

Os diagramas correspondentes ao funcicnal ® sio representados na Fig. (1.16) a
seguir

Além disso pode-se demonstrar que

&b
oM., ’
¢ a funcio de correlagio pode ser construida a partir de

G = (1.65)
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Figura 1.16: Dhagramas de funcional renormalizade @.

_ew
T Sh{1)6R(2)

Resumindo podernos dizer que os cumulantes e as auto-energias renormalizadas
380 calculados autoconsistentemente a partir das Eqs. (1.63), {1.65). Uma vez co-
nhecidos M, e G, renormalizados, a energia livre é calculada a partir da Eq. (1.64) e
a Eq. (1.66) produz as fungdes de correlagio cumnlantes. Com isso, o procedimenio
de renormalizagio esta concinide. Esta expansido, em seus aspectos topoldgicos, tem
uma validade geral e serd aplicada no capitulo 4 ao modelo de Anderson periodico.

O processo de renormalizagio descrito anteriormente é exato e a série (1.62) para
o célculo dos curnulantes renormalizados exige um nimero infinito de termos, o que
torna impossivel o sen calculo do ponto de vista pratico. Assim, teremos de construir
solugbes aproximadas a partir das equagdes gerais. Estamos interessados em estudar
as aproximagdes $—derivaveis [37, 53], cujas funcbes de correlagio cumulantes sio
obtidas a partir de um mesmo funcional de energia livre & (1.64) em presenca de
campos externos ndo homogéneos f. De acordo com Wortis [3], estas aproximacdes
devem ser construidas seguindo-se os trés passos:

M (1.66)

1. Escolha um funcional de energia livre (M, v] consistindo de nm subcon-
junto de diagramas da regra 7. A energia livre aproximada W[M,v] é
dada pela Eq. (1.64)
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WM, o= M.+ -5 Cbl, (1.67)

=1

onde as barras indicam que aproximamos a fungao. Esta expressio de-
pende de M e @G, que devem ser calculados seguindo os passos 2 e 3.

2. Para calcular & aplique a Bq. (1.65)

Gull; M, 0] = Gull) = % ) (1.68)
que ainda permanece sendo um funcional dos M.
3. Os M séo calculados como solugdes da Eq. (1.62)
— > __ &
M.(1)= [expgﬂ;m] M2h) . (1.69)

Ao seguir este procedimento teremos calculado M e G de forma autoconsistente
e derivados de uma mesma energia livce W. Em principio isto garante uma certa
consisténcia termodindrmca indicande que as fungdes de correlagio calculadas a partir
das aproximagdes $—deriviveis devem ter comportanto singular nes mesmos pontos

e satisfazer certas regras de soma [3]. As fungdes de correlacio sio obtidas a partir
de

1'5“I"‘I"ruu::l'rn':»:lr
Ml ez = G k()

No capitulo 4 aplicaremos este calculo diagramditico an modelo de Anderson
periodico e moslraremos que a Aproximacio de Cadelas (AC), derivada no capitulo 3,
somando uma certa classe de diagramas, ¢ uma ®—derivavel “exata”™, (no sentido de
que nio sdo feitas outras aproximagdes além da escolha da sub-familia de diagramas
de & que compdem o ® aproximado). Além disso, consiruiremos uma aproximacio
& —derivavel considerandoe todas as combinagdes possiveis de diagramas do tipo ca-
deias e diagramas fechados do tipo anel {Aproximacio dos Anéis Renormalizados -
AAR). Devido a dificuldades no cileulo, $6 incluiremos na AAR, diagramas de anel
com no méximo cumulantes de quatro tempos, ¢ que faz a aproximacio deixar de ser
“exata” no sentido discutido acima.

(1.70)



Capitulo 2

EXPANSAO PERTURBATIVA
PARA O MODELO DE
ANDERSON PERIODICO

Neste capitulo, vamos estender em vérios sentidos a expansido diagramatica em
cumulantes desenvolvida originalmente por Hubbard [2] para o sen modele [7] e re-
visada rais recentemente por Metzner [8]. Nossa derivacio serd obtida para uma
generalizacio do Modelo de Anderson Periddico (MAP), que considera um sistema
de niveis arbifrarios e em seguida aplicaremos os resultados para o MAP no limite
de energia de cerrelacio I/ infinita.

2.1 O modelo de Anderson periddico e os opera-
dores de Hubbard

O modelo de Anderson periddico com energia de correlacao {7 finita é expresso
pelo Hamiltomane '

H=H+H;+ Hy+ Horr (2.1)

onde H, descreve a banda de condugic e vem dado por

H =Y Egﬁcgﬂch \ (2.2)
fer

Hy corresponde a energia nio perturbada dos estados f localizados

39
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HJ" = ZEEJ t{afi.tf 1 (2.3)

com fl_ e f;., representanda operadores de criagio e destruigio de elélrons f nos esta-
dos localizados de Wannier no sitic £, com componente de spin ¢ e energia £;, = F,
independente do sitio.

H.; é a energia de hibridizagio entre os elétrons da banda de conducio e os estados
localizados f

IIGI = Z{1';1‘;r'i‘;|‘-"" f‘j:u UEF + .ll}::;;,ﬂ' Uj:t,,ﬂ'fl-’ﬂj ! (2'4)
l',.i?.a
onde
1 - R
Vigo = —VolRlexp GRE) (2.5)

SRV A
sendo ‘i—‘i,[f:} independente do vetor de onda % quando a hibridizagio é puramente
local e N, é o numero total de silios do sisterna.

Heorr € a energia de repulsdo Coulombiana entre dois elétrons f de spins opostos
no mesmo sitio

Heper = U Zﬂi,a”i.a . (2.8)
¥

onde

Nig = fiT..trf::.a [27)

é o niimero de elétrons f com componente de spin & no sitio 1. O simbole 7 indica a
componente de *spin” oposta a #. A energla de corrélagio local U é dada por

U= [ 10 g ) Pt 28)

A seguir, vamos expressar o0 Hamiltoniano (2.1} em termos dos operadores X de
Hubbard {1]. De um modo geral, a parte do Hamiltoniano que depende somente do
sitio i, e que incloi as correlagdes locais, pode ser facilmente diagonalizada. Consi-
derando esses termos locais como Hamiltoniano nao perturbado, teremos a seguinte
solucao do tipe atdérnico

H | ta>= By lha> (2.9)
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Hy=H + H + H.,., . (2.10)

(s operadores de Hubbard sio definidos a partir das auto-funcdes do Hamilloni-
ano atémico i do seguinte modo:

X2 =i a><i,f] (2-11)

onde | i, >, {i = 1,2,..., N,a = 1,2, ..., p) sho o5 auto-estados do Hamiltonjano de
um sitio (2.10), ¥ &€ o mimero total de sitios e p o niimero total de elétrons presente
na auto- fun(;ao | i, ». O operador X destréi um itomo no estadoe | 7,8 >, no
sitio i e o Tecria no estado | i,@ > do mesmo sitic, enquanto todos os outros Atomos
da rede permanecem inalterados.

Da definigao (2.11), os operadores de Hubbard associados ao mesmo sitio atdmico
satisfazem & sepuinie regra de muitiplicacio

X#PXP = 5, X0, (2.12)

Se supomos que os | ¢, & > formam uma base completa, entdo qualquer opera-
dor ; que atua somente sobre elétrons do sitio i pode ser escrito em térmos dos
operadores X°

O:;=3. <ie|0|i,8> X" | (2.13)
o
e e particular
Cin=3 <ia|Ci|i,B8>X* . {2.14)
o

Qg operadores X, ﬁ também podem ser cscritos em lermos de cmnbma-;oea lineares
de operadores de crmqao C], e destruigio C;, ordindrios. Diremos que X% é do tipo

Fermi quando | a > ¢ | # > diferirem por um ntimero impar de férmions e do tipe
Bose se essa diferenga for par. Teremos a relagdo de cornutacgio

(X5 XF=0 G#5) (2.15)
se X ou X}’E tem cardier bosonico e a relacdo de anti-comutagéo

X% X e =0 (i # 5)

e ambos tem carater fermionico.

\ (2.16)
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Combinando as Eqs. (2.15) e (2.16] com {2.12) teremos a relagio geral de co-
mutacao

(X%, X)) e = 6560, XPE F 60 X7%) (2.17)

Além disso, os operadores de Hubbard diagonais satisfazem a relagio de comple-
teza

Y X =1 (2.18)
o

No caso do modelo de Anderson periédico, teremos a seguinte base do subespago
de Hilbert, correspondente acs estados f do Hamiltoniano de um sitio (2.10):

|¢,0 > .

o> = fl]i0>

lig> =  flio>

142> = fLf 140> (2.19)

com auto-energias By, ; Eio; Eiz e E;p respectivamente. Este subespaco define ao
todo dezesseis operadores de Hubbard X, que descrevem transi¢des do estado 8 ac
estado o

{Juatro operadores diagonais do tipo Boser X ; X7° ; X77 ; X 32

Seis operadores nio diagonais: _
quatro do tipo Fermi: X ; X7 X B X
dois do tipo Bose: X77 ; X%,

e seus conjugados, gue obviamente tem os indices permutados.

Ao longo desse trabalho, vamos supor que a energia de correlagio local U (veja Eq.
2.8) entre elétrons f no mesmo sitio idnico é infinita, o que implica que a ocupagio
dupla de gualquer sitio expressa pela Eq. (2.6} se anula. Com isso, 86 irio aparecer
nc Hamiltoniano original (2.1} operadores de Hubbard que descrevem a ocupacio
simples, e que podem ser escritos em termos de operadores de criagio e destruicio
de nma particula por

- AT = (1 - niﬁ)ﬁ;ﬂ :
[1 - ni!ﬂ'}ﬁsE 1
i = ft'i:a {2 1

3

o
a]
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Xfa- —_ nflg{l —_— ’.rl,'j} .
D, 4 nig(l —nia)
X = 1—(nie +mig) (2.20)

com os correspondentes Hermiteanos conjugados: X7° = Xf""”.
A projegdo de Hy e H.; no subespago de Hilbert correspondente ao Hamiltoniano
de um sitio (2.10) vern dada por

Hy =S xFNxer =S B, X7 (2.21)
1 i .
Hor = 2 (Vig, X0y, + VR, CLXT) (2.22)
ike

Das Eqs. (2.2, (2.21) e (2.22) o Hamiltoniano de Anderson no limite de f — oo
se torna

H=H+H+ Hey (2.23)
H = E E' Pe in:r "'k + Zﬂwxaa + Z Hkﬂxiaaifcw + H;EDf X5 _ (2‘24)
|kr.1r

A generalizagdo de (2.1) para o caso de virias configuraghes, com uma escolha
arbitraria de estados em cada umna, é imediaia

=2 & FCLC“ + Z B X+ 30 ( -aﬂmxtaﬂﬁcﬁa + I”:aﬁkagf X)
E 1cr{3ka
(2.25)

A condiciio necessaria para satisfazer a conservagao do mimero total de elétrons
exige que as constantes de hibridizacdo se anulem, a nac ser no caso em que o estado
| @ > tenha justamente um elétron a mais que o estado |  >. Devemos ainda
observar que na forma {2.25) o termo Fi inclui todas as repulsées Coulombianas do
tipo descrito por Her, (veja Eq. {2.5}).

Como estamnos interessados no ensemble grand candnico de eleétrons, substituire-
mos 0 Hamiltomano total (2.25) por

H=H-—pu ZGTC,-:-Z;M Xpe : (2.26)
R
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onde g € o potencial quimico, X7 o nimero de ocupagdo do estado | o > e A, o
nimero de elétrons nesse estado . A transformacao indicada pela Eq. (2.26) é obtida
substituindo-se as energias £;, de todos os estados idnices | « > por

Cia = Biw — phy  , (2.27)
¢ as energias Ky dos estados de condugio por '
=B (2.28)

Como ¢ usnal, vamos separar o Hamiltoniano (2.26) em uma parte nio perturbada
H, e uma perturbagio H' = H;

H=M,+H (2.29)
H, = ZEE.ITGEFGEN? + Z‘E"'f""‘:lgm ' (2.30)
Eﬁ ' o
H' = Hep = 3 (Vg XPMCy, + Vi, CLXTY (231)
:'r.'rﬂEl:r

com as encrgias ;¢ g, dadas por (2.27) e {2.28) respectivamente.

Para derivar a expansao perturbativa do Potencial Grand Canénico (PGC) e das
Fungdes de Green (F'G) em presenga de campos externos £,(7) nio nulos, vamos
incluir no [{amiltoniano total H (Eq. (2.29)) o operador Hamilteniano da forma

A(f) = — ZE-;(ﬂKy: H[¢(r)] 3 (2.32)

onde os operadores independentes do tempo ¥, descrevemn tanto operadores X de
Hubbard para os elétrons f quanto operadores ordinarics de criagio e destrui¢io para
‘03 elétrons de conducio e os cocficientes ¢ abreviam todos os indices necessérios para
descrever esses operadores. Os campos externos £,(7) sao varidveis de Grassmann
[44] e anti-comutam entre si e com os operadores Y., de modo que, H.{£) é um
operador tipo-boson. A segunda ignaldade enfatiza que, mesmo na representacio de
Schridinger, H.(£) é funcio de 7 através da dependéncia com os £.

2.2 O operador de evolugao temporal

Vamos supor que | ¥{¥') >> e | ¥(!) > asko fungbes de onda no tempo inicial 1’
e num tempo posterior t, respectivamente. O operador de evolugao temporal para
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tempos reais [.{t,#) é definido como o operador que produz | ¥(f) > quando atua
sobre | W(#}) >

| B(t) >= ULt ) | T(t) > . (2.33)

Podemos obter uma expressdo formal para U, (f,1") usando o fato de | i) >
obedecer a equagio de Schrddinger dependente do tempo

z‘?i{% | () >= H () | () > (2.34)

onde os indices r que aparecem em U, (¢, ) e no Hamiltoniano total do sisterna H, (%),
enfatizam os tempos reais da representacio de Schrodinger. Integrando formalmente
a Eq. {2.34) de ¥’ a ¢ e iterando obtemos

| ¥() >= {H— > (_{)“f{m f’ dtzu-f“"‘ dt"H,(tI}HH,(tn]} | () >
= 1' v Z
(2.35)

Dyson [45] mestrou que o n-ésimo termo da Eq. (2.35) pode ser reescrito de modo
que os fempos variem de t' a t em todas as integrais

ri iy th—1
f at, | dts-- f At Ho(t1) - - Ho(t,) =
.4 tf 1!

1 t ¢
;1-! j; dfy j; dig- - /ﬂ dtnT[Hr(fj} - Hr(fn)] i {235}

onde T & o operador de ordenamento temporal de Dyson definido por

T[O4(t1) - - Or(3,)] = (—1)F x operadores rearranjados, de tal modo, que o tempo
decresce da esquerda para a direita, caso sejam diferentes {ordem prépria). P é o
nimerc de permutagdes necessarias para levar os operadores da ordem que aparecem
nas chaves 4 ordem prdpria. Ne case de bésons nfo € necessario incluir o operador
(—1)* na definicio.

Se os tempos g50 iguals, oz operadores devern ser rearranjados de modo que os
operadores de criago aparecam A esguerda dos de destruicio.

Substituindo a Eq. (2.36) em (2.35) teremos

| W(2) >= {I + 2 (G b [ araTl ) - H,[tn)]} RIGEN
| (2.37)
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que-tamnbem pode ser escrita coma

() >= U4, 8) | 9() > (2.38)

U(i,¢) = exp, {(-_ﬁ_—*) j: th,{t])} , (2.39)

onde o simboele exp, indica que ordenamos temporalmente todos os termos na ex-
pansae formal da exponencial.

Substituindo a BEq. (2.38) em (2.31) e como | P{t) > é arbitrario, podemos escre-
ver a cquagio basica para ¢ operador de evolugio temporal UL, ) como

AN (%“) HAU(6t) (2.40)

cuja solugéo para H(i) = I independente de ¢ ¢

Unt, ) = exp [~ H(t = )] . (2.41)

complexos T = ¢, Efeinande essa mudanca de varidveis na equacio de movimenio
de Schrodinger (Eq. (2.34)) e fazendo céleulos andlogos acs anteriores, leremoy a
seguinte squacio de movimento para o operador de evolugic temporal nas novas
variaveis

e,y = —HEW T (2.42)

onde

;
Ulr,r'y = exp, {— f; dﬂH{:ﬁ)} . {2.4%)
Na dedu¢do das Eqs. (2.42) e (2.43) foi usada a relacdo

Uir,ry =1 . (2.44)

(Quando H(r) = H ¢ independente de 7 e +' = [ a solngdo da equagio de movi-
mento (2.42) é

Uir)y = U{r,0) =exp(—+H) {2.45)

que & o operador estatistico para temperatura kg7 = 1 /1, onde kg é a constante de
Boltzmann.
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Vamos introduzir as seguintes defini¢des

Alr) = exp(rH,)Aexp(—7H,) , {2.46)

Alr) = exp(rH)Aexp(—7H) (2-47)

para os operadores nas representacoes de Interagio ¢ Heisenberp respectivamente.
Do mesmo modo, teremos relagdes andlogas para o operador de Grassmann H,(£):

H.(7,{) = exp (T H, ) H[{(r]]exp (-7 H,) ’ (2.48)

H,(7,8) = exp (rH)H,[£(7))exp (—TH) | (2.49)
que dependem duplamente de 7.
E conveniente defintr, para um dado operador Hermiteano £, uma transformacio
que mapeia qualquer operador A em

Ap(r) =exp(rR)Aexp{—TR) . (2.50)

além disso, o Hermiteano conjugado de A vem expresso por

AR(T) = Ag(—1) . {2.51)

Inicialmente vamos calcular {/{7, 7', £} quando agregamos o Hamiltoniano externo
de Grassmann H.{£} (Eq. (2.32)) ac Hamiltoniano (2.29). Substituinde na Eq. (2.42)
Hir) = H+ Hir,£) = H[E(7)] teremos

Lu(r,e\6) = ~HECWn ™8 (252)
COIN
UG8 =expy {~ [ anHE@)} (253)
que saiisfaz as propriedades usuais
U, 72, €) = Ulmayn,8) (2.54)
U(Tlv Tz, £)U{T2: Tas f) = U(Tl-.. LT ﬁf) . (2+55)

A partir de U{7, 1, ¢) definimos o operador
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Sr(r,7,&) = UgH(n) (7,7, EWg{(r") = exp (Rr) (7, ', &) exp (— A7) , (2.56)

onde por uma questio de generalidade, substituimos o Hamiltoniano H por um ope-
rador R independente de 7 e usamos Un(r) = exp{—R7). Detivando a Eq. (2.56) em
relacio a T obtemos

%‘Sﬁ(fﬁ Trv E] = _{HR{T$ ‘f) - R]‘SR{T: TF:EJ : [157)

onde
Hp(r) = exp (Rr)H[E(r)] exp (- A7) . (2.58)

com H[{(7)] dado pela Eq. (2.32) e com o operador Sg{r,7,¢) satisfazendo as
relacoes

Sg'{m,m,8) = Salm, m,6) (2.59)
SR(T-“TQ,E}SH(Tz, Ta, f:] - SR(TI:TS'J ‘fJ v (260}
Integrando formalmente a Eq. {2.57) e iterando obtemos
Salr,78) = exp, {~ [ dnlfa(n,) - B} (261)
para

R=H — Ha-R=H.,(r¢ (2.62)

e e
R=H, — HR—R=H’—|—'§Z[T,£) + (2.63)

Para 7 = § e 7 = 0, da definicio (2.56) € das Eqs. (2.61) a (2.63) teremos para
as representacoes de Heisenberg (R = H) e de Interagio (R = H,), respectivamente

Su(8.) = 0 pmU .0 = e, - ["whiimen] . sy

i
51.(0,6) = oxp BHNU(E O = expy { - [y + 0] . 2o
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Usando os propriedades do ordenamento temnporal podemos obter para os ope-
radores H’s acima propriedades que usualmente sdo validas somente para fungdes
numéricas. Assim, podemos usar o desenvolvimento exp({A + 8) = exp A.exp B,
que nesse caso, estd permitido uma vez que todos os H's estic dentro do ordena-

mente temporal (- -} e portanto podem ser comutados. Assim podemos escrever
(2.65) como

Sy (8,8 = (exp+{ j dr H'(T) }exp+{ f dr H.( }) . {2.66)

que também pode ser cscrita como

5n.(8.8) = (Sh,(B)€8,8)), (2.67)
onde de acordo com & Eq. (2.56), com K = H,

Sir, (8) = Sp, (B, £ =0) = exp (BHYU(B) (2.68)

ou ainda de acordo com a Eq. {2.66)

Sttty = e, {~ [ arirr)} (269)

£(8,8) —exp+{ f dr H( } . (2.70)

Substituindo a Eq. (2.45) em (2.68) teremos as relagdes

exp (—BH) = exp (~BH)Sm(8) - (2.71)
-1
exp (BH) =[S (8] (8fexp (BH,) . (2.72)

Antes de discutir as fungdes de Green, vamos introduzir & defini¢io geral de meédia

Tr {exp(—5R)A}
A =

A= 7 e imy
para R = H,, teremos a média estitica usual de A, ou seja, quando H' =0De £ =1
(sistema ndo perturbado na ausdncia de campos externos),

As Fungoes de Green (FG) em presenga de campos externos de Grassmann ¢, sio
definidas pela relacao

(2.73)
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ﬁ , w  Tri(Yih) - YUs,8),
<(Y{!1]--~Y(In})+)£= {( .0 )} , (2.74)

onde oem {---}, indica que a perturbagao de hibridizagio estd presente
nessas medias e Z({J,{) é a Grand Funcio de Partigio (GFP) emn presenca des campos
de Grassmann £

28,0 =Tr{U(8,8)} = Tr {Ua(B)Sni8,€)} . (2.75)
A FG (2.74) também pode ser escrita na forma usual
TN’ w__ L 528
((Y(rl) Y{In})+> = PG R S (2.76)

ou pode ser colocada em outra forma a partir das Egs. (2.74), (2.75)

- (0 00

A partir da Eq. (2.64), vemos que os operadores que aparecem dentro do ordena-
mento temporal, no numerador dessa equagio, podem ser escritos como

(Y0 Y (L)52,(8)E(8,0)), =

[ () YOG ), (27)

(2.77)

Expressando os operadores do lado direito dessa equacio na representagio de
Heisenberg (Eq. (2.47), usando as Eqs. (2.71), (2.72) ¢ a propriedade (2.60}, podemos
moatrar 3 relacio

exp(—H) (V1) V(1)Sr(8,£)), = exp(—BE) (Y (L) -~ Y()Sm.(8,6)),
(2.79)
que é valida quando 0 < 7 < § para todo § = 1,--+,n. O Indice {; = (7, 7;} inclui
todes o3 indices necessdrios _para descrever o opera,dnr Y, assim como os tempos

complexos 7. Oz operadores ¥ e ¥ estio nas representagoes de Heisenberg e Interacio
respectivamente.
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Substituindo a Eq. (2.79) em (2.77}, podemos expressar a FG em termos de
operadores na representacio de interagio

« (Vi)Y BEs.0),)
((sr.050.0), )

((F)-v),) He o (2.30)

o

() resultado (2.80) forma a base para uma cxpansic das FG em uma série de
médias cumulantes com H' = 0 e £ # 0. As meédias que aparecem nas Egs. {2.77)
e {2.80}, sao obtidas a partir da definigio (2.73), com B = H e R = H, nas repre-
sentagies de Heisenberg ¢ Interagio respectivamente.

Qs cumulantes para H' # 0 e £ # 0 380 definidos a partir da funcio geratriz

InZ(5,£)

, : % e n[2(8,¢
(B @), ) = g sty 280

esta definigio continua sendo valida mesmo quande H* ¢ £, ou ambos, sio zero.

2.3 Teorema do *linked cluster”

Inicialmente vamaos considerar a Grand [ungdo de Particio (GFP) (2.75) em
presencga de campos de Grassmann £ '

Z(8,0=Tr{UBLY {2.82)

onde

U(B,§) = U(8,0,£) = exp{—FH.)Sn, (8,8} . (2.83)

Seguindo o procedimento padrio, faremos uma expansio formal de Sy (4,£),
levando em conta que os operadores A'(7) e H {1, £) 530 bosénicos e podem ser des-
locados dentro do ordenamento temporal, mesmo através de operadores de férmions,
sem mudangas de gsinal. Além disso Sg,(f,£) pode ser expresso de duas maneiras
diferentes: pela Eq. (2.65)

g
S (8,6) = exp (BHIU(E,) = exp, {- [ty + Hml] L s

ou pelas Eqs. (2.67-2.70)
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Su8.8) = (55, (BEB.0), (2.85)

S0 = oxp, {- [[armn} (2.56)

£(8,8) = exp, {~ [ ara e, f}} 4 (287)

Temos duas escolhas possiveis para esta expansho: expandir toda a exponencial
em (2.84) ou somente S {S) em (2.85). Estas dnas escolhes originamn regras di-
agramaticas diferentes que coincidem no limite £ = 0. Vamos escolher a segunda
Opgaa, ou seja, expandir & _(3) porque as regras diagramaticas séo ignais as obtidas
para { = 0, exceto para a regra derivada da conservagao do nimero de particulas que
falha quando £ # 0. Um termo tipico dessa expansao é

(-1
n!

r / % e / " drTr {oxp (—BH) (H'(n) - H(m)EB,E),)  » (288)

que é o resultade usual, a ndo ser pela presenca do £{3,{) que se transforma na
identidade I quando £ = (). ¥amos representar o primeire termo dessa expansiao por
Z.(8,£), que éigual a grand func¢io de partigio do sistema nio perturbado {H' = 0),
ou seja

8 :
2.8.0) = Tr {expi-pijep, (- [(erine)) | . [
+=

Continuande, & conveniente reescrever a perturbacao H' (veja a Eq. (2.31)) em
urma forma mais compacta

H(r) =Y V{LOY(HY(F) \ (2.90)

L

onde ¥'(I} estd expresso na representagio de interacio

Yy =Y. (r} = exp (rH, )Y, exp(—TH,) . (2.91)

com H, dado pela Eq. {2.30). Vamos empregar ¥, para descrever os operadores de
Hubbard X ou o8 operadores de criagio e destruicio de férmions C'F e ¢ ordinarios,
assim come seus Hermiteanos conjugadoes, com o indice v fazendo a necessaria identi-
ficagdo. Os iinicos coeficientes de acoplamento V({, I diferentes de zero sio aqueles
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que correspendem a correta combinacio de indices I e P e {2.31). O fator 1/2 nio é

necessaric em (2.80) se somente combinamos terimos para 0s quais Y'({} corresponde

aos elétrons f e Y'(I') corresponde aos elétrons de condugio (para obter essa ordem no

segundo termo do parenteses da Eq. (2.31), precisamos anticornutar dois operadores
do tipe Fermi). Substituindo a Eq. {2.90) em (2.88) teremos

=

c’ | (- ” 2,(8,6) f dn S V(L)

f1.4]

s fﬂﬁdﬂaZV(fme)((Y(h)YUiJ~~Y(InJY(fL)}+)£ . (29

onde empregamos “madias £7 definidas por:

(Y{h)Y (&) Y{LIY(I)EB, ), )
(€05, 6) ’

com o simbolo < - -- > indicando médias nio perturbadas nsuais (H' =0 ¢ §
definigdo {2.93) tem a mesma forma da expansio para £ = 0, exceto que a,gorarté'nus
*medias £” ac invés de meédias comuns.

A partir desse ponto, a derivagao da expansao em cumulantes é efetuada tomando
como base a propriedade geral dos cumulantes (veja {3] pg. 131), estendida neste
trabalho, para campos de Grassman £ # 0 e expressa no seguinte lecrema

(¥ - Y,y = & (193}‘{&

Teorema 1 : A média <[Y{11] +> = soma de produtos de correlagdes
curmulantes no qual cada termo corresponde a uma particdo dos argumentos {;--- 1,
e, toda parti¢ds possivel, aparece uma e somente uma vez. Todo termo da expansdo
fem o sinal da permufacdo que ordena todos os scus operadores fermidnicos na ordem
que esles mesmos pperadores tem no lade esquerdo de igualdade.

Esse teorema também é valido quando as médias apresentam operadores bosd-
nicos. Sua demonstra¢io se encontra no apéndice A e representa uma extensao do
Teorema 1, para o modelo de Ising, estudado no primeiro capitulo dessa tese. Esse
tipe mais geral de média foi considerado por Hubbard [2] e pode ser unsado para
estudar propriedades como a susceptibilidade magnética. Devemos ainda enfatizar
que as médias £ ndo sdo mimeros, mas pertencem ao espaco de Grassmann e nio
comutam entre s1

(PN {F@w),) = (e, Y vy (2.94)
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0 Teorema 1 tem validade geral (H' e £ diferentes de zero), mas as médias cu-
mulantes £ que aparecem a partir da decomposicio das médias na Eq. (2.93) corres-
pondem aquelas definidas em (2.81) com H' = 0{v = 0}, ou seja

e

| (_ SnEs0] | o
| (Y- Y(t),) = GE(h) - ael) | (2.95)

com Z, expresso pela relagdo (2.89). A seguir, explicitaremos alguns exemplos de
decornposi¢do de médias £ em médias cumulantes

() ={rwn). (2.96)

£

(@Y E), Y = (T ¥ E),) +

z

(), (v, . @

(VY BRIV (), ) = (Y Y ()Y (), ) +

+ (Y)Y (Y @Y (i), )~ (V) ) (Y iy ), ) +

YD) @Y E), ) + (o) (rm), Y v,y . e

0 préximo passo na derivagio € expandir as médias £ que aparecem na Eq. [2.92)
erm médias cumulantes do tipo (2.96) a (2.98). Como neste caso, A’ = 0, dois opera-
dores ¥ que correspondem a elétrons f em sitios diferentes, on elétrons de conducho . /
com diferentes vetores de onda k ou “spin” o, ou um elétron f e um elétron de
condugie, sio estatisticamente independentes, mesmo quande £ = (. Como con-
seqiiéncia, os Gnicos cumulantes que aparecem em (2.92) contém somente c-_R_clgad'ores
Y de elétrons f no mesmo sitio ou somente operadores ¢ com o mesmo Ej":ouz_f‘spin”
o, enguanto todos os outros cumulantes da expansao se anulam. A expansao grifica
que faremos a seguir € baseada neste resultado. A propriedade chave desta expansio
nio € a “Ioca.hzax;au dos npera.dores Y, mas sim sua mdependencia estncast:ca, “Este
fato permite o ‘mesmo tipo de expansic cumulante usado por Hubbard no trata-
mento de seu medelo [2], onde todos o5 operadores que correspondem aos nossos Y's
320 operadores “focais”, enquanto no case do Hamiltoniano de Anderson Periddico
temos também operadores €' que correspondem a fungdes de Bloch estendidas, O
Teorema 1 é a base para uma expansao diagramatica em termos de diagramas de
vertices (pontos) e linhas. Vamos associar as médias cumulantes do tipo (2.96) a
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{2.98) aos vértices, representar com nm circulo cheio os vértices dos elétrons f (VF)
que correspondem a curmulantes de operadores de Hubbard X e com um circulo vazio
08 vértices dos elétrons C {V(), que correspondem a cumulantes de operadores de
fermi ordinarios E‘%F e (. Na expansio da grand funcée de partigio (2.82), todos
os vertices saw “internos”, ou seja, todos vs sens operadores Y{!) se originam da per-
turbacdo de hmbridizacio H' e aparecem em termos da forma (2.92) somados sobre
todos oz indices v e Integrados sobre o3 tempos 7, ambos caracterizadoes pelos indices
I e V. Diagramas que possuem somente linhas internas, sio chamados de diagramas
“livres” ou de “vieuo®.
. Cada linha incide em dois vértices diferentes e, devido ao tipo de interagio vsado
como perturbacio (lubridizacio), so pode ligar um VC a um VF. As linhas estio asso-
_ciadas aos coeficientes V(1,7) de & Apns a del:l::rmpcrsu,aﬂ das médias £ de {2. 92)
Nesta expa,nsao surgem diagramas conectados e desconectados, com seus respectlvus
fatores de simetria. Na proxima secio apresentaremos regras detalhadas para calcu-
far a contriburgdo associada a cada diagrama. Comeo as somas sobre os sitios da reﬁ.e
nessa expansio sho irrestritas, podemos ter vértices diferentes associadds a0 mesmo |
sitio da rede (veja [§]) e a contrlbulga.o de i’ diagramia desconectado serd 1gum
produto das contribuigdes de suas componentes conectadas. Desse mode, recupera-
mos o teorema do “linked cluster”, e podemos dizer que a expansio da grand fungédo
de partigio (2.82), ¢ igual a soma de todos os diagramas conectados da expansio
(2.92) (pata uma demonstracio formal desse teorema, veja o trabalho do Englert
[51). Observe que, embora as contribuicies dos diagramas sejam varidveis de Grass-
man para £ # 0, todos os diagramas de *vacuo” tem um nimero par de operadores ¥
(Isto acontece devido a forma da interagio perturbativa) e sua contribuicio comuta
com a de qualquer outro diagrama. ) restante do célculo segue a derivacio de Wortis
[3] para o modelo de Ising classico (veja secio (1.3)) da tese.
E conveniente associar um indice @ a cada um dos diagramas conectados topolo-
gicamente distintos, e indicar por W, a coniribuigio do diagrama «. Somando todos
o8 termos de (2.92) teremos

2(8,6) = Z,(8,8) exp {Z wa} , (2.99)

onde W, j& se encontra dividide pelo fator de simetria do diagrama correspondente
go como sera discutido na proxima segiio. O Potencial Grand Candmico (PGC) para
hibridizacio n&o nula é dado por

R8,8) = —ksTIn{Z2(5,)} (2.100)
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onde kg € a constante de Boltzmann. Em tods o trabalho vamos medir a temperatitra
T ems unidades de kg.

Calculando logaritmos nos dois membros da Eg. (2.99} e usando a expresio do
PGC em (2.100), podemos escrever a variacio no PGC como

Q(B,6) — 0. (8.6) = —T {z m} , @.101)

onde £2,(3,£} é o valor de {}(3,£) quando a perturbacio H' = 0.
A Eq. (2.101} expressa o Teorema do “Linked Cluster” para o PGC. Com isz0,
enunciamos o

Teorema 2: A variacdo no Potencial Grand Canénico (PGC) devido a per-
turbagao ¢ igual a soma das contribuicies de todos os diagramas de “vécuo” conec-
tados e topologicamente distintos.

Esse feorema representa nma extenséo do teorema 2, estudado na secido 1.3 do
primeiro capitulo para o modelo de Ising. Para construir qualquer diagrama de vicuo
para £ # 0 aplicamos a

Regra 1:

1. Marque qualquer ndmero de vértices localizados f VF (eirculos cheios) e
de conducdo ¢ VC (circulos vazios).

2. Adicione » linhas internas, cada uma ligando um VF a um VC.

d. Pelo menos uma linha precisa ineidir em cada vértice, de modo que, 0
nurmero maximo de cada tipo de vértices & igual & ordemn n do termo na,
-, expansio perturbativa {2.92).

.4 Associe em pares e de um modo arbitrario todas as linhas internas que
7 incidem em cada um dos vértices (quando existe wm nimero {mpar de Ii-
nhas uma delas n3o deve ser emparelhada). Deste modo, ag linhas formam
anéjs abertos e fechados: atribua a cada um desses anéis um dado sentido,
indicade por flechas sobre as linhas,

Observe que néo existe restricées quanto ao nimero de linhas que pode incidif( .
em cada vértice quando £ 3 0. Quando £ = 0, as médias § satisfazem a conservacioy =
de particulas e devido 2 forma da perturbagio & !, somente um nimero par de linhas! “—"
pode incidir em cada vértice (as tnicas linhas internas para o modelo de Anderson|
periddico, correspondem a operadores de criacio e destruicio de um elétron). L
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Para £ = 0, o Teorema de Wick junto com Teorema 1 discutide anteriormente,
mostra que cumulantes com mais de dois operadores de criagao e destruigao de Fermi
GE« e C'z, precisam se anular. Os resultados para £ = [ 530 apresentados na seguinte
regra

Regra 2: Empregue a regra 1 com a scguinte resirigdo

5. Somente um nimero par de linhas internas pode incidir em qualquer vértice
num diagrama de vacuo. Deve existir somente duas linhas incidindo em cada VC.

Devemos observar que nio estudammos a validade do tecorema de Wick para £ # 0,
porque apds uma eventual detivagio de um dado diagrama em relagao a £, faremos
£ = 0 ao final dos cdlculos (este € o procedimento padrio para a derivagio das
aproximagoes ¥ —deriviveis do capilulo 4 dessa tese). Por esse processo, um VC com
uma nica linha interna pode ser transformado em outro com duas linhas internas e
que nio se anula quando fazemos £ = 0 (veja a segdo 4.1, onde demonstramos que
a aproximacao de cadeias é uma ®—derivavel “exata”). A contribuigice dos VC com
mais de duas linhas internas se anula quando £ = 0, desse modeo, s8¢ iremos censiderar
V(s com uma ou duas linhas internas quando £ # 0.

2.4 Regras diagramaticas no espacgo r%al
1

Nesta secdo, além dos diagramas de vacuo, tambem yamos considerar diagra-
mas “fixos” com linhas externas (veja defini¢do na segéio 1.3 )do capiiulo 1). Esses

4 . v
diagramas irdo aparecer no calculo das fungdes de Green K(Y{h} e Y“n])_l_) » da

proxima secio. Assim, na cxpansio perturbativa teremos de calcular medias £ que
/contém varios operadores externos ¥ “fixos”, além daqueles que se originam da per-
 turbagio H’. Para rcpresentar um operador externo em um diagrama, vamos usar
um segmento externo ligado ao vértice £ ou f {essa couvengdo & a mesma usada na
secio 1.3 do modelo de Ising - veja Fig {1.7)c). Na perturbagio H' existem somcnte
operadores ¥, que criam ou desiroem um udnico clétron. Entrelanto, também vamos
considerar operadores de Hubbard externos mais gerais do tipo Bose, que inudam o
estade de um sitio local sem mudar o seu nimero de elétrons. Esses operadores sao
adequados para calcular propriedades como a susceptibilidade magnética. A seguir,
cs operadores do tipo Fermi irdo se referir aos que criam ou destroem um elétron e os
do tipo Bose aos que mudamn ¢ estado local, sem mudar o niimero de elétrons. Vamos
chamar de linhas de Fermi ou de Bose aguelas que representam os correspondentes
operadores externos em um diagrama (no caso do MAP todas as linhas internas séo
de Fermi). A regra para desenhar diagramas de ordem »n na teoria de perturbagao
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guando & # 0 e quando existem r operadores externos fixos Y(4),---,¥{(l) que
podem ser do tipo Fermi cu do tipo Bose € expressa por:

Regra 3:

1. Marque qualquer nimero de vértices localizados f (VF) ¢ de vértices de
v conducao ¢ (V.

2. Desenhe r linhas externas com indices correspondentes aos operadores
externos Y'{1),---,Y(I). Cada linha cxternz incide em um (VI') quando
o operador Y esta associado aos elétrons f e a um (V) quando estd
associado a elétrons de condugao. Desenhe n linhas internas, cada uma
conectando um (VF) a um (VC).

3. Pelo menos uma linha, interna ou exierna, incide em cada vertice.

4. Associe arbitrariamente em pares todas as linhas internas e linhas de Fermi
externas incidinde em cada vértice {quando existe um nimere impar de
linhas uma delas nio deve ser emparelhada). Dessa forma, as linhas de
Fermi formam anéis abertos ou fechados., Assinale a cada um desses anéis
um dado sentido indicado por flechas sobre as linhas.

Quando € = 0 teremos a sepuinte regra:
Regra 4 :
Empregue a regra 3 com a seguinte reatrigio:

5. O numere total de linhas de Fermi, internas ou externas, incidindo em cada

vertice & par. Deve existir somente duas linhas de Fermi inctdindo em cada vértice
de condugao (VC).

Para calcular a contribuigio dos diagramad discutidos anteriornente, vamos con-
siderar o Hamiltoniano em sua forma mais geral, definido nas Eqs. (2.29) a (2.31),
discutindo posteriormenie o limile de U/ = oo como caso especial, As regras sio ba-
stcamente as mesmas obtidas por Hubbard [2], mas adaptadas para o nosso modelo.
Neste ponto, torna-se necessario ser mals especifico sobre os indices { dos operadores
¥ {{) que aparecem em (2.90) que reescrevemos a seguir

H'(r) =3 V(LY {hy{) . (2.102)
Ly
com Y[} = ¥,(7) na representacio de interagio.
Vamos introduzir um indice de sinal » = =+, de forma que quando o correspondente
Y,{r) for o operador de Hubbard X, usaremos 4 = (f; 7, @, 1}, com v = (—} e com
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o indice a identificando a transicho | @ »>—| b > e sujeito a restricio de que o estado

| @ > tenha um elétron a mais que o estado | & >. A transicdo inversa [XF“”} é
descrito pele mesmo 2, mas com u = {+). O indice j identifica ¢ sitlo ¢ [ & usado
somente quando € necessidrio evitar confusio. Fata notagio & representada a seguir

Xt*(r) seu=-—
¥ fiban(7) ={ X{buji( ) sew =+ . (2.103)

Do mesmo modo, quande ¥, = Cp, vamos usar v = (& k,o,u) com u = (=) e
U = {+J para Y‘? = GEH' o1l 5Gja;

Chea(r) 8€ u = —

Yic:E.a.u}(T} = { GJ:U{T] seu = +

Para evitar repetir o mesmo termo na Eq. (2.102), vamos supor que V{I, 1) é
diferente de zero somenie quando o primeiro indice corresponde a um operador X.
Como esses coeficientes nao dependem de T ou 7' & conveniente escrever

{2.104)

(f,j{x—i-cka'—}: -M,EF se = +

{f!__ha — c ) = _;,i!::: Fo fe U — — b (2-1[}5,)

V{j, ko u)= {

onde aparece um sinal negativoem V3, . ., porque anticomutamos os dois operadores
‘tipo Fermi que aparecem na interax;a,o (2.102). Entretanto, este sinal serd absorvido
durante o calculo do sinal de cada diagrama.

N&o € necessario associar um pardmetro u a operadores ¥, do tipo Bose. Pa,ra,j
unificar a notagdo, vamos manter o u, mas colocando sempre ©« = 1 para esles opera-
dores e néo vamos fazer nenhuma resirigio aos dois estados | ¢ > ¢ | b > da transigao f
a = (h,a) como foi feito para os operadores do tipo Fermi. :

Para calcular a contribuigdo de um dado diagrama para £ #£ 0, obtido a partir
das Regras 3 e 4, usaremos a seguinte regra

Regra 5:

1. Associe a cada vértice idnico (VF) um indice de sitio j, e a cada linha
interna, um tempo imaginirio v e om indice u,. Ao lade VF da linha
interna, associe um operador X com indices mudos a, e +u, e do lado do
vértice de condugio (V) os indices mudos E,, o, € Fu,. Utilize 41, no
lado da linha para o qual apontam as setas do item 4 da regras L a 4 e
—t, ao lado oposto. Cada linha externa ji estd associada pelo seus indices
a um operador ¥ (veja o item 2 da regra 3). Observe que os operadores
externos tambem podem ser do tipo Bose.
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2. Forme o produto dos segnintes fatores:

(a) Para cada vértice de elétrons localizades f {VF), associe um fa-
tor <[:Y{f;j,.,al, =STINE S R o (i . :I:up,'rp]}+>i quando exis-
tirem p linhas incidindo nesse vertice. Os indices o, u e 7 380
iguals aos valores assinalados para as linhas externas.

(b} Para cada vértice de elétrons de condugio {V(), associe um fator
((}"[c; E,,u‘l,:Ful,ﬁ} Y :E,,::rp,:l:um Tp})_l‘_){, quande existi-
rem p linhas incidinde neste vertice {p = 1,2). Os indices U, 7 ¢
T sio igusais acs valores assinalados para as linhas externas.

{c) Um fator V{j,, e, k,o, £} para cada linha interna ligando um
(VF) no silio j, com indices e, £u a um {VC) com indices &, o ¢
Fu, Quando € F# 0, mulliplique Lambém o sinal +u vsade neste
fator {este tu ¢ absorvido nas regras de sinal para £ = 0).

(d} Uma delta de Kronecker &(j;, j,) para cada linha externa no sitio j;
do tipo X, incidindo cm um sitio idnice (VF) com indice j, ¢ uma
delta & (Et-, k,) para cada linha externa de operador C com vetor
de onda k; incidindo em um (VC) com linha interna de indice k,.
(s indices 31, e k, sho mudos, mas as deltas de Kronecker deste _
item tomam o cuidado de fixar seus valores quando existe uma
linha externa incidindo em um (VF) ou em um (VC). Quando H,
é independente do “spin” o, 0 cumulante £ do item (b} desta regra, |
se anula a nao ser que todos os indices de “spin” & sejam iguais, |
do mesmo maodo, o cumulante do item (@) se anula, a nfo ser que '|
os indices de sitio § sejam iguais. 7

(e} Um %1 determinado pelas regras dadas no apéndice B,

{f) Um fator de simetria 1/g determinade pelas regras do apéndice C.

3. Some o produto resnliante em relagio aocs:

(a) Indices j, de todos os (VF)} e os indices a, de todos os operadares

idnicos X internos de todos os (VF).

(b) Indices k, de todos os {(VC) e os indices o, de todos og operadores
{ internos de todos oz {VC).

{c) Indices u, de todas as linhas internas.

(d) Integre entre 0 ¢ @ sobre 08 tempos imaginarios 7, associados a
todas as linhas internas.

(Quando £ = 0, o numero de diagramas topologicamente distintos € drasticamente
rednzido, mas poucas medificagbes na Regra § s3o necessarias e teremos:
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Regra 6: {contribuicio de um dado diagrama com £ = ()

Devemos seguir a Begra 5, mas mudando o itemn 2{b) em

- — £
2(b"). Para cada (V) um fator <(Y{c; ky, o0, —tiz, T2) ¥ {; .’ca,a'1,+u1,1'1})+> .

onde o5 {ndices | correspondem &s linhas com flechas apontando no sentido do (VC).

2.5 Expansao diagramatica para as fungoes de
Green

As Funcdes de Green (F(3) em presenca dos campos externos de Grassman £ 530
definidas pelas médias {consulte a Eq. {2.80))

GIY (L), ..., Y (L), &) = <(f/{¢'l}.,_f;“n})+>u£ _

(Y (1) V055, (5) €06,
- <( ])+>"fc- : (2.106)
((snpr€6.0),),

com 8% _(#) e £(#,£) dados pelas Egs. (2.68) e (2.70), respectivamente.

Para a FG definida pela Eq. (2.106), usaremos o mesmo tipo de expansio em-
pregado no caso do Teorema do “Linked Cluster” para o caleulo do potencial grand
candnico da se¢fio 2.3, O numerador ¢ igual & soma de todas as contribuicfes de todos
os diagramas topologicamente distintos, construides de acordo com a regra 3 para
£ # D e aregra 4 para £ = 0, enquanto ne denorminador 86 aparecem contribuigoes
de diagramas de “vAcuo”, obtidos a partir da regra 1 para £ # 0 e a regra 2 para
& = 0. Todas as contribuigbes sio calculadas de acordo com as regras b para £ # 0 e
a regra 6 para { = (. Seguindo os mesmos argumentos usados por Hubbard [2] (pag.
42), concluimos que o denominador na Eq. {2.106} cancela exatamente todos os dia-
gramas corn partes de “vacuo” do numerador, ou seja, subdisgramas que nao tém
linhas externas e que estio desconectados do resto do diagrama. Podemos expressar
a Tegra para calcular as fung¢des de Green através do segninte teorema

Teorema 3: A funcio de Green G[Y{l),...,Y{I;),£] é igual a soma de todas
as contribui¢des graficas de diagramas conectados ¢ topologicamente distintos, cal-
culados de acordo com a regra 5 para £ # 0 e a regra 6§ para £ = 0 € desenhados de
acordo com a regra 3 para £ # 0 e a regra 4 para £ = 0.
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2.6 Regras diagramaticas para o espacgo reciproco

Nesta scgao vamos calcular a transformada de Fourier da funcio de Green no
espago ¢ no tempo para { = 0. Primeiro, consideraremos a transformada de Fourier
em relagdo ao tempo

Gl Ty ’Ttn,?‘,;}—((}"{'}l'hﬂ} ["'“*T’*)L)H : (2.107)

com os operadores ¥ na representacio de Heisenberg, com o tempo 7 no intervalo
# 2 7 2 0 e com y caracterizando o operador Y(y). Além dos operadores ¥(7)
que aparecem na perturbagéo A’, vamos também considerar operadores de Hubbard
de tipo Bose, qune ndo mudar o mimero de elétrons no estado considerado. Usare-
mos & mesma notacao para ambos os Lipos de operadores f, mas, como discutido
anteriormente, colocaremos u = | para todos os operadores do tipo Bose e nio fare-
mos qualquer restri¢ao ac estados @ e b quando somarmos sobre todas as transigoes
correspondentes a = (b, a).

Para fazer a transformada de Fourier das FG, é essencial que elas obedecam a
condicic de contérao

(Fonm) - Vosm =) Fmr), ), =

* <(}}{'ﬁ 1 Tl} Y(TJ 1 Ty = D] (Tﬂr Tﬂ})_._); 1 (21']8}

em relagio a todos os operadores ¥ (v, )« - ffl[’;rn,rn}, com ¢ sinal {~} correspon-
dendo a operadores do tipo Fermi e o sinal {-+} a operadores do tipo Bose. Na prova
da Eq. (2.108) & necessaric ter um mimero par de operadores do tipo Fermi, o que
ndo acontece quando £ # 0, por esta razio vamos considerar nessa se¢io somente o
cazo £ = 0. Outra propriedade que néo se cumpre mais quando & # 0, & a invaridncia
do sistema frente a translacdes na rede,

Quando a Eq. (2,108} ¢ gatisfeita para todas as variaveis, podemos tratar as
FG como anti-periddicas {operadoeres do tipo-Iermi) ou periédicas (operadores do
tipo-Bose) com periode 8, ou seja

(Foum)- - Pom),) =

(' f o ¥ w exp |-t +- -+ w
iﬁk E“<(Y(Thw1} Y{Tﬂ: ﬂ})+>H p[ El:u.l'1 1+ + nTﬂ)] y (2,10’:}}
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a notagio (---)4 dos coeficientes de Fourier na Eq. (2.109} & puramente simbélica,
uma vez que o ordenamento temporal ndo tem significade no cspago reciproco. As
[reqiiéncias wy; sdo diferentes para os dois tipoes de operadores ¥{v) i

_ Ty _ {yj=ﬂ,:F2,q:4--- tipe Bose (2.110)

v =1,F3,F5--- iipo Iermi

Para fazer a transformada espacial de Fourier devemos nos lembrar que os ope-
radores dos elétrons de condugao C, jd estdo no espago reciproco, sendo necessério
apenas transformar os operadores do do tipo f {tipo Formi ou Bose}, Para uma

fungio de Green com r operadores do tipo Fermi ou Bose e n — r operadores do tipo
¢ potlemos escrever

<(f’{f1 r;1)-- Yl[f,'r r]Y[c rir+ 1) Y(e, 7; 'ﬂ}) >

ﬁ-%Na E Z EXP[“' kl'ﬁl Rl o E,.ﬂ,._ér) — ﬂ:wITl 4+ 4 wﬂfﬂ}]x

o

% ((ff{f,u; 1) V{f,w; ) ¥ {ewir + 1)+ ¥e,w; n})+>H , {2.111)

onde R, € a posi¢io do sitio 7, e por simplicidade, empregamos a seguinte notagio

abreviada:
V(f7i0) = Y (i e, UarTa)

?(C,T;H} = ?{C;EJ:G--'IJH-'I:IT-H] (2.112)

’f’[f,w;.a] = f;[f: Eu ey u,,w,}

Vie,w;s) = ¥{c; oy 0y usyt0s) {2.113)

Com a mesma notac¢do a transformada inversa é
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<(?[:f’w; l] .”ff(f:u; r}?{ﬂ,w;?"{— 1}”'?{":!"‘"; n})-i-)-;{ =18-%Ns_§ Z

Jigr

-ﬁ -‘3 — — - ar
j) dr _[:, ff"_'uexp[—l-t'(hm By bt R s By ) Filiom o 4w )X

X<(ff(f:"r;1}+-+?(I?T;T}}.}{C?T;T—E—1}'--?(C?T;ﬂ-))-l_)ﬂ . {:2114}
As Egs: (2.111) e {2.114) sao ligeiramente diferentes das equagdes obtidas por
Hubbard [2], pois incluimos o pardmetro v = £1 na dependéncia exponencial. O
pardmetro u é conveniente para organizar nossos calculos, mas ndo o inclufremos na
parte temporal da exponencial, pots nin é 11til neste caso,
A partir da invaridncia frente a translacbes temporais {H nio depende do tempo),
podemos mostrar que as FG nas Eqs. (2.109) e (2.114) se anulam, a néo ser que

Wy 4wyt Fwy, =0 . (2.115)

Para provar a propriedade correspendente para os vetores de onda Ej na Eq.
(2.114), é necessério transformar os operadores dos elétrons de condugio ' para a
representacio de Wannier

-i—t

—ﬁZGXP —tk _.,Uia . {2.116)

Substituinde a Eq. {2.116) no lado direito de (2.114) e nsando a invariincia frente
a translacOes na rede, obtemos que a fungio de Green em (2.114} se anula, a nio ser
que

E1u1+gaﬂ2+"'+i€'ﬂﬂﬂ=ﬂ . (EJIT}

Como vimos anteriormente, 0s cumulantes que aparecem na Regra 6 correspondem
a perturbagdo “desligada”, ou seja, H' = 0 ¢ todos os ¥(7) em qualguer um deles
precisa ser do tipo f e pertencer ao mesmo sitio ou ser do tipo ¢ e ter o mesmo vetor
de onda £ {e mesmo o quando H, & independente do spin). Devido a invaridncia do
“sistema Irente & tfanslacoes na rede, os cumulanies 1ocms que aparecem na Regra
6.2.q 530 independentes da posi¢io do sitic e 80 é necessario fazer sua transformada
espacial de Fourier, por outro lado, 0s Y(y) dos cumulantes de condugio da regra

6.2.5 ja foram transformados. Assim, para obter a versio transformada de Fourier
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da regra 6, teremos apenas de efetuar a transformada das varidveis temporais para
as freqiiéncias nos cumulantes correspondentes. Com isso podemos escrever

<(Y[f3_j:ap:“p:~7p) T Y{f;jvalsuhﬁ})+>c =

JS_‘;_ Z expl_i(wlTl +---+ wpfp}] <(Y{J: Dy HF?“"P) e Y{Ja ¥, uhwlj)+>c ¥

o (2.118)
<(Y[:c; §, oz, =z, T2} ¥ (€5 F_c',_r:rl, Uy, Tl})-h)ﬂ =
51 S expl—ifarr, +wrzj]<(0(i-',az, —uz,wz)U(E,o‘l,ul,wl})+>c . (2.119)

Devemos observar que a invaridncia temporal garante que a Eq. (2.115) seja
. satisfeita para os cumulantes dependentes da freqiiéncia das Eqs. (2.118) e {2.119).

Para continuar com a transformacéoe da Regra §, vamos expressar a FG no lado
direito da Eq. (2.114) como uma soma de médias cumulantes, com cada uma delas
correspondendo a um diagrama. Na contribuigao de cada diagrama, Introduzimos
as Bqs. {2.118) e (2.119), efetuamoes explicitamente todas as integragdes sobre 7
e todas ag somas irrestritas sobre os zitios j. Na integracao sobre v existemn duas
possibilidades: o T corresponde a um operador externo ou a uma linha interna.

_ Quando 7; corresponde a um operador externo Y{~;,7;], o integrando na Eq.
(2.114) tem dois fatores: um exp(fuw;T;) que vem da Eq. (2.114) e oniro exp(—iw,;)
gue vem da substituicido das Egs. (2.118} e (2.119) na Eq. (2.114}). Como w; e w,
sao do mesmo tipo (tipo Fermi ou Bose - veja Eq. {2.110)}, a integral se anula, a nc
5er que, w; = w,, ¢ da soma sobre todos os w, nas Egs. (2.118)  (2.119) somente a
freqiidncia externa w; permanece.

Quando 7, pertence a uma linha interna, a integragao vemn da expansao perturba-
tiva (2.92) e o integrando é exp[—i(w, +w’)7,], onde w, e &’ se originam da expansio
com a Eqs. (2.118) ou {2.119) dos dois cumulantes da Regra 6 que contém o ope-
rador (7 e 0 operador X da linha interna. A integragio € novamente zero a nio ser
que, W, + w! = 0, e podemos associar somente uma dessas duas freqiiéncias da linha
interna nas regras transformadas.

Com a parte espacial, aplicamoes a fransformada de Fourier somente ans opera-
dores externcs X na Eq. {2.114). Assim, é conveniente escrever explicitamente a
dependéncia com R; da constante de acoplamento da Eq. {2.105)
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Vij ok o du) = Via, kb, o, £ulNy 3 exp(mk R; i) . (2.120)

Desaa cquagio vemos gque & eXpansio perturbativa associa um fator exp{z'ufc'.ﬁj}
a cada linha interna com o mesmo u ¢ R:.,— que eslio associados aos correspondentes
operadores X (veja Eq. {2.92) ¢ Hegra 6), assim como, uma soma irrestrita sobre
todos o8 511;105 i

Todes os & satisfazern condigbes de contorno periddicas ¢ ag somas sobre os silioy
devemn se anular, a nic ser que a soma de todos os produtos uk no sitio seja zero {a
relagdo (2.117) é satisfeita em cada vértice).

Apéds esta discussao podemos enuneiar a regra para calcular a contribmigio de um
diagrama obtido a parlir da Regra 4

Regra 7:

1. Associe a cada linha interna um momente Es, wma freqiiéncia w, ¢ um
indice tu,. Associe indices mudos o, ¢ tu, aos operadores X nc lado
do vértice f (VF) da linha interna, e indices mudos k,, o, & Fu, acs
operadores C' do lado do vértice ¢ (V) dessa linha. Use +u, e +w, dolado-
das linhas para o qual as flechas apontam (consulte o item 4 da Regra 4)
e —it, e —w, do lado opcr_gtcr Associe ag linhas externad os indices dos
operadores externos correspondentes, ou seja, 0 momento ks, a freqiiéncia
w,, 0 parametro u, e a transigic o, = (b,,a,) para os operadores X ¢ a
componente de “spin” ¢, para os operadores ' (sempre usaremos +, e
+ut para as linhas externas).

2. Forme o produto dos seguinies fatores:

(a) Para cada (VF) com g = 1,2, - p linhas internas ou externas
incidindo nesse vértice ¢ fator

Nob(duyky &+ & taky £ urky) X

x <[:Y(J: &P,,_:t:.ﬂp, ‘_‘i:Ler) T Y{f: a1y Aoty }]+>c 1 [2‘121}

onde k, é ¢ momento, w, a freqliéncia da transicio «, € 0 parame-

tro u, 580 os indices dos operadores ¥ associados a linha s (sempre
- I

usaremos +u, € +w, para as linhas externas).
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(b) Para cada (V) um fator

<(G(;«:‘h o, e, _WE}G(EH Ty tl:]:"-"-‘rl:]) +> ] (2-122]

=

onde &y, a1, v1, by sio os pardmetros das linhas que apontam em
diregdo aos (V). Como discutimos antericrmente, este cumulante
se anula, a nao ser que o= k‘q, Uy = Uy € wy = we. Quando os
astados de Bloch | E,o > sio auto-estados de H,, temos também
o, = o2 € o fator indicado por (2.122} se forna

(Fy, Fy) (w1, 12)8( 0, 32)5(wy, 02)

i[.l-’l -+ 't.E]_E[El: 0'1]

(2.123)

onde os parametros com indice 1 cotrespondem novamente as li-
nhas com a flecha apontando no sentido dos (VC). Quandoe a linha
que sai do vértice ¢ € externa com um dade u e um dado w, colo-
CArEMos —Uz = U € —wp = W

(¢} Um fator V(a, k,o,+u) para cada linha interna com indices a,
+u no lado (VF) e indices &, ¢ e Fu no lado (VC).

{{d) Um fator +1 determinado pelas regras do apéndice B.

i (¢) Umfator de simetria 1/g determinado pelas regras do Apéndice C.
 {f) Um fator 1/+/N, para cada linha M@ 2 an .
3. Some o produto resultante em relagio a: .

(a] C momento .fr;, as freqiiéncias w, e os indices u, de todas as linhas
internas. Multiplique cada soma s sobre os momenios 1 VN,

{b) Os indices a, dos aperadores ¥ 1o lado (V) d de todas as lmhas
internas,

| {c) O indice o, dos operadores O no lado (VC) de todas as linhas
internas.

Dois pontos devem ser enfatizadoes:

i) As freqiiéncias de cada cumulante Jocal, no itemn 2.¢ dessa regra, satisfazem a
Eq. (2.115}, reduzindo deste modo, para um o nimero de somas nas frequéncias em
cada {VF).

ii ) As regras também sdo validas para diagramas de “vicuo” e se aplicam ao
caleulo da grand fungio de partigio com o teorema do “Linked Cluster”.



Capitulo 3

FUNCOES DE GREEN
APROXIMADAS

No capitulo 2, discutimoss a expansac perturbativa em cumulantes para o poten-
cial grand canénico e para as FG do Hamiltoniano generalizado (2.29} - (2.31). Nesse
capitulo vamos considerar um caso particular do modelo generalizado: o modelo de
Anderson no limite U/ — oo, onde teremos duas confignragdes idnicas: uma nao de-
generada (J; = 0) e outra correspondendo a um “dubleto de spin” (J2 = 1/2}, com
a ocupacio dupla sempre vazia. Serdo apresentados resultados para o limite atdmico
e para a banda de condugdo larga. Vamos calcular duas aproximagdes para a PG
de uma particula: a Aproximacdo de Cadeias (AC) ¢ a Aproximacio dos Milliples
Anéis (AMA)}, que correspondem a soma de diferentes lamilias de infinitos diagra-
mas. Com estas FG, caleularemos o niimero de ocupagio médic pot sitio dos elétrons
localizados f e dos elétrons de condugio «.

3.1 Funcoes de Green livres

As fnngées de Green livres sao obtidas quando ndo existem interagbes presentes
no sistema. Usande uma notacio geral podemos escrever

Gy, ) (Y)Y (nn)),) {3.1)
onde a dependéncia em 7 é dada na Eq. (2.46} e

— Tr {EXP (_ﬁﬁo] A}
A = T Texp (= FH)

& a média nio perturbada de A. Nesta segdo, vamos considerar somente operadores

(3.2)
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da/ti&lﬁ‘i?ﬂi Y, comy = {e:k,o,u) ou v = (f3 4, 0, u) (veJa as Eqs. {2.103,2.104)).

As unicas fungdes de Green diferentes de zers sao:

{(Y{fidz oz ue, 7)Y {fi 1, 00,0 = —uzvfl}).;.} =

?jg&gﬂg [:1"'3, i }é{jli.}:?}&{ah HE:I [33)

{(Y{c; Emﬂ'm tt2, 2 }Y (c; ko, uy = "H:h’fl}) e

+

(ra,11)8(ky, Ba)(on,00) (3.4)

chadily
mais ag duas FG obtidas pela troca de + com — {supomos que os estados ¢ sio auto-
estados da componente de “spin” o), que sc anulam quande H* = 0. A partir da Eq.
(3.3), expressando os operadores Y na representacio de Heisenberg e considerando
os dois ordenamentos ternporais possiveis, obternos a I'G livre para os elétrons f

(2 71) = exp [ealrs — ) {0, = )(XP) = Om — )X}, (35)

onde £, = ¢y —¢, ¢ @ = (b, a) com o estade idnico | 2) lendo umeléiron a mais que o es-
tado idnico | b). Quando o sistema apresenta invaridncia translacional, {X¢} = (X5,
todas essas medias nic dependerio do sitio § e teremos

G?J'ﬂu('riﬂ Tl} = Gj"uu{f?i Tl.l:l . {3.6]

A TG para os elétrons de conducao é dada por

G oo () = {(U&{m}c‘i(ﬁ})ﬂ _
exXp [_ﬁ_&r(‘l‘z -7 }] {5(1‘2 - Tl]{CEJGE;} —0(ry - TE]{CE;UEF}} . 3.7)

Devemos ainda observar que existe uma completa correspondéncia entre as FQ
nas Egs. (3.5) e (3.7): {(XP)e {UEHUL} 540 08 nameros de ocupagao dos estados | b
e | 0}, com um elétron a menos que os estados | a) e | ¢} respectivamente, enquanto:
{Xj*} e {CEEC; .} cotrespondem aos estados | &} e | o} com um elétron a mais que
| &) e | 0). Além disso, €, = ¢ — ¢, corresponde a —¢;, porque consideramos ¢, = 0
para o estado | 0},

Quando existe invaridncia frente a translaches na rede e no tempo é mais conve-

niente trabalhar com a transformada de Fourier das FG. Mas para isso, teremos de
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anular o8 campos de Grassman £, introduzidos no desenvolvimento da expansdo em
cumulantes

G?(awa, Twn) = {{¥ (w2} ¥ (110n)) ) , - {(3.8)

onde os {ndices v, = £1,33,... estio associados as frequéncias de Fourer w, por
we = iy, fB. Usando a Eq. (2.114) podemos calcular a transformada de Fourier da
Eq. (3.3) no espago £ no tempo

{(Y(fi é‘z?ag,uz,wz) Y(f; Elsﬁlvuhwl})_'_} =

2 w2} Alurks +uoka) Alun + uz) Son, o) Alwr +w2)  ,  (39)

onde denotamos as deltas de Kronecker por A(s) = (s, 0} com s sé podendo assumir
valores discretos. O carater local dos elétrons f torna (%, ,(w) independente dos &
e sua expressio no espago das frequéncias & muito simples

Do
G} o ulw f G a7 0} €xp [for] dr = o we. , (3.10)

COIIL

Do =X Xt} = (XM + (X, . (3.11)

Para oz elétrons ¢ obtemos

(Y (e Ry uny ) YicEronunen) ) =

Eh o, u?(wﬂ Alurky + k) Al + t2) 6{or,02) Al + wy) ) (3.12)
onde
. 1
Ekau{m} f c.i: au , E]{p ['ELL-"T] vl'i‘i" = _m . {313}

Devemos cbservar que estas FG foram calculadas no ensemble grand candnico, -
COM €p, © €3, €; €I €, = €4 — €, definidas nas BEqs. (2.27) e {2.28). O fator 1/§ na
Eq. (2.114) cancela uma integragio em 7 nas Egs. (3.10) e (3.13). Vamos seguir a
convencdo de sinais de Negele e Orland [44] usada antericrmente no capitulo 2, cu
seja, a continuagio analitica das Eqs. (3.10) e (3.13), para o eixo real, obtidas pela
substituicio #w — z, produz o negativo da transformada de Fourier das FG de tempo
real correspondentes.
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a) ~l = @+ @@ + -
b} <= = Ot <O + -

c) <N = 0@ o ory

Figura 3.1: Diagramas para a aproximagao de cadeias (AC) a) Familia de diagramas
que produzem a FG dos eléirons f b) Familia de diagramas que correspondem as
G dos elétrons de conducdo ¢) Familia de diagramas correspondentes as FG mistas.
Usamos o simbolo & esquerda de &, b e ¢ para indicar a soma infinita de diagramas
a sua direita,

3.2 Aproximacgao de cadeias

Esta aproximagio foi considerada anteriormente por Hewson [12] para o MAP
e foi obtida por outros métodos tanto para o (MAP) quanto para o modelo SU(N)
[38, 50], mas com uma energia dos elétrons f renormalizada que nac aparece na
expansao em cumulanies.

Vamos definir a Aproximacio de Cadeias (AC) para as FG dos elétrons [ e dos
elétrons ¢ como a soma dos infinitos diagramas representados nas figuras (3.12) e
(3.1b) respectivamente. (s diagramas para as FG “mistas” sio mostrados na figura
(3.1c): um elétron f é destruido em um sitio e um eletron ¢ & criado em outro sitio
ou vice-versa.
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Estarnos interessados em sistemas que apresentam invariincia frente a translagdes
na rede e no tempo. Neste caso, 2 transformada de Fourier € simples porque em cada.
vértice existe conservacao das fregiiéncias wy, (¢f. Eq. 2.115) e dos momentos E, (cf.
Eq. 2.117). Usando a Regra 7 do capitule 2 na aproximagio de cadeias, vemos que de
todas as somas em freqiéncias e momentoes, apenas um momentc k e uma freqiiencia
w permanece em cada diagrama. Para os elétrons f feremos da Fig. (3.1a)

((?ffi EE:Q'Z:-“‘E = -, wy) ?(f; Ehﬂnuhwﬂ)ﬂ?f =

Aluaks +urk) Alug + 1) Alws + wi) Gﬁm{kg,wz : {3.14)

A notagio do lado esquerdo desta equagdo ¢ simbolica, € devemos ter em mente
que ela é a transformada de Fourier da fungio de Green exata (Y{T, Yy, 7 ]) Y4,
onde

(A = Tr {exp (—BH) A} /Tr {exp (—BH)} (3.15)

é a média calculada con o Hamiltoniano completo.
Usando a Regra 7 do capitulo 2 e as Egqs. (3.9,3.13) obtemos

i, = o ex, Ay E
Ho(k w) = G (@) {8(e) @) + Apurl o) (3.16)
+ X Acm;'[k:w]' Aam'_(k w)+. } 1
com ' '
* Dér‘

onde omitiremos o subindice {le w,, sempre que nao EXIStII posmblhdade de confusio
das fre:queucms de Matsubara fu, com as freqiiéncias reais ao longo do eixo real.
A seguir, vamos definir a matriz A(k,w) com elementos Ager (£,w), o que nos

permite escrever a Eq. (3.16) na forma -
GIL(kw) = G (@) I — Akl (3.18)

com [Ilw, = §{ev, o). Resuliados similares sdo obtidos para as FG dos elétrons ¢,

Ge (k,w) e para as duas FG “mistas” G (k,w) e G2, (k,w). A derivacio das Eqs.
(3.14,3.18} é véilida para o modelo geral (veja as Eqgs. {2. 29} - (2.31)).
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3.3 O modelo de Anderson periddico com U = o

Nesae caso, existem duas transigdes « = {0, ¢} com somenie dois valores de o) a
extensio ao Modelo SU(N) ¢ simples, mas néo faremos essa discusséio aqui [32, 50].
Ye supomos que a perturbagao H' conserva a componente de “spin” ao longo do
eixo usado para definir o, os Gnicos V, ¢ nio nulos sac L‘EM_L;;T e V{ﬂ.—}.ﬂ‘ com as
componentes de “spin” des clétrons f sendo representadas por (+) e () e as dos
elétrons e com (1) e {}). Também podemos considerar um campo magnético ao longo
do eixo de quantizagio de “spin” e usar valores diferentes para €, € ¢ e para er; e
¢f-, MAS Vamos supor que o potencial de hibridiza¢io ndo depende de . Com isso

podemos escrever

V0,4, B Tou = +) = V{{0,-)k Lu=+) = V; . (3.19)
A matriz A(k,w) é diagonal e representa as transigbes ¢ = {0, ), ou seja

D,
(i — e, (i — €72)

e a matriz inversa [I — A(k,w)] é trivial, e pode ser escrita como

AL‘I’U"'(E?M) = | 1‘}; |l2 8("71 U;} (32[}]

- Dy (iw —eg )
Gk w) = —— z ko 8{e, 0 ) 3.21

) = =) o —ego) — Do [V P 77 520
que & similar ao caso nio correlacionade, mas com uma hibridizagio reduzida | V |2
multiplicada pelo fator D, = {X,,+X,,). A continuagdo analitica destas FG, obtidas
pela substituicio iw — z, tem dois polos €, € £z, pata cada componente de “spin” &

() = L 2 2

io(F) = 5 {65 Terr £ Vieg, — s 2 +4D, | V| \ (3.22)
onde usamos + para { = 1 e — para i = 2, Omitindo o indice o para simplificar a
notacho, podemoes escrever a Eq. (3.21) na forma

. B
Gl Ry = —— - TE (3.23)
w— e (k) dw — ealR)
onde \
m . el
PR 10 el S T, . (3.24)

(k) — eaf k) er(k) — (k)
A funcido de Green dos elétrons de condugio é dada pela contribuicio dos diagra-
mas na Fig. (3.1b) e pode ser escrita como
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™ {i""" - f.fﬁ} '
ccf 1 = T ) 'E 1 . ;2
o) = e Y G — o) = Do (Ve ) (3:25)

As [ungbes de Green locais para os elétrons f e ¢ correspondendo a esta apro-
ximag¢io sao dadas pot:

— _1_ fi i — L G?!F(M‘J
Colw) = % % Gk, w) = 5 3 TV G, ) C2 @) . (3.26)

£

Ceolw) = LZ G2 {k,w) = iZ G, ) (3.27)
N = N 1=V P Gfotw) G (w)
Nestas equagoes devemos usar as FG nio perturbadas (3.10} e (3.13)
foleo) = —— iﬁ (3.28)
2
G (@)= ———— (3.29)
! Bl = g,

que sdo independentes do sitio, pois o sistema apresenta invariancia translacional.

Por simplicidade vamos considerar uma banda retangular com largura 20, cen-
trada na energia F,, lal que, a densidade de estados por unidade de energia, por sitio
& por “spin” &

1
pa[w}=pa=ﬁ — D+ E, <wt+p< D+ E, ' (3.30)

onde w ¢ a varidvel de energia real ¢ ¢std deslocada de 4, porque no ensemble grand
candnico usamos variaveis de energia € = F — p. Com este modelo de banda podemnos
obter facilmente uma expressio analitica para Cyq(w)

Opolw) = G () {1~ G5, (w) po | V P I [R2)]} (3.81)

€O A SUpOosiGan

Vi=V (3.32)

correspondendo a uma hibridizacdo puramente local e
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(e — P )i — ')
R{w) = .
(w) (i — e (iw — &)
Os € e €M 580 respectivamente os valores minimo e méaximo de cada uma das “ban-
das™ € ,(k) na AC, onde usamos i = 1 pata a “banda superior” e ¢ = 2 para a “banda
inferior” (cf. Eq. 3.22) ). Para os elétrons ¢ obtemos

{3.33)

Coalw) = poIn[B(w)] . (3.34)

3.4 Aproximacgao dos multiplos anéis

(s diagramas que definem a corregao. dos multiplos anéis 3 AC s3o apresentados
na Fig. {3.2) e a Aproximagio dos Miltiplos Aneis {AMA) ¢ obtida adicionado-se
esses diagramas aos da aproximacio de cadeias da Fig (3.1).

Existern muitos diagramas de anéis diferentes na AMA, mas iniciaremos & analise
comn o mais simples de todos & que nio esta incluido na AC. Este diagrama ¢ o
primeiro na Fig. (3.2a), e estd repetido na Fig. (3.3) para identificarmos todos os
indices necessirios ao calenlo de sua contribui¢io, que de acorde com a regra 7 do
capitulo 2 vem dada por

((?(f;g,a,u,w] ?[f, E’,a’,u’,w’])+> =

M
Ak +wE) A+ o) Aw 4+ S (R ww) (3.35)
onde
Siiu[fﬂ;,ﬂ-,w} _ __;]-_ Z Z V{&hklskgh_] I’:{{Ig,khﬂh‘-l‘] »
N oo A twn + €k, o)
% {(X(au,w) X{of, —u, —w) X{an,uy = = —w1) X(an,u2 = +,01)))

(3.36)
onde devemos observar que nesta equacio, existe um cumulante com quatro operado-

res X do tipo Fermi (A regra do produte no mesmo sitio {2.12), torna estes operadores
diferentes dos operadores de Fermi “verdadeiros”). Os cumulantes de ordem superior
dos operadores X sao diferentes de zero, devido as correlagdes que foram incerpora-
das na construgac dos estados idnicos. Para cbter as médias correspondentes & esses
operadores, vamos empregar um procedimento desenvolvido inicialmente por Yang
e Wang [47] para operadores X do tipo-Bose e que fol generalizado posteriormente
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0 0.0, 8.
0 2.0.0.0.
0 0..0%. 0.

Figura 3.2: Corregio dos miiltiplos anéis. a) Familia de diagramas usada no calculo de
SCH (k) (veja Eq. (3.47)) b) Diagramas com infinitos cumulantes de quarta ordem
que produzem S, (kw) (veja Eq. (3.53)) ¢} Diagramas que produzem a corre¢io dos
_multiplos anéis as FG da AC (veja Eq. [3.54}).

por Hewson {12] para operadores X do tipo Fermi, pela introdugéo de mudancas de
sinal apropriadas. No apéndice D apresentamos as regras para calcular este tipo de
curnulantes para o modelo geral (veja Eq. (2.253)). Nesta se¢do, nos imitaremos aos
resultados para o Hamiltoniano de Anderson Periddico com £ = oo, pois neste caso,
6 existem duas transicbes idnicas a = {o,7) ¢ as expressdes sdo simples. Vamos
supor que H’ comuta com a componente & do “spin” nas FG. Na Eq. (3.36) temos
a = o/ = (o,0), mas por simplicidade vamos usar o parametro de hibridizagao de-
finido em (3.19), que é independente de o. Com estas suposi¢des a Bq. (3.36) se
torna

Sow) =81 oyl =—w) (3.37)
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Figura 3.3: Primeiro diagrama da Fig (3.2a) com a indicagio dos indices adequados
a0 calculo de sua contribuicio.

onde
S2fw) =~ 1 Vi [ {[Du(1~ Do) —22] Kolw) B 12, ()
k
= [Do(1 = Do) + 1) K2w) G2 (w) — Dy [Ka(w) 13,(R) + K2 {w) 12, (0]} (3.38)
]
= {Xoo} (3.39)

1
'Ilw—f-_f;_-r

Ka(w) = G5, (w)/ Dy = ~ , (3.40)

I (k) = %ZGE‘J(M} He{wt) {3.41)
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1
B
Um ponto importante que devemos observar é que 52{w) na Eq. (3.38) ¢ indepen-

dente de &, o que it facilitar os célculos. A partir das tecnicas usuais de integracao
corplexa [13], {51] obtemos para campo magnético nulo

SRy = 320G () Kolwn) (3.42)

I (R) = fT(eEEE:E{T{E“ ) (3.43)
R = (3.49)

onde fr(z) é a funcio de Fermi

|
friz) = Tteplz/T) (3.45)
e
Fale) = P22 (3.46)

Para continuar com a construgio da AMA devemos notar que na Fig. (3.2a) exis-
tem infinitos diagramas do mesmo tipo do desenhado na Fig. {3.3}, e da Eq. (3.38),
vemos que para obter a contribuicio dessa familia é suficiente substituir G4 _(w) nas
Eqs. (3.38, 3.41, 3.42) pelas FG da Fig. (3.1b) (veja a Eq. 3.34). Se além disso,
consideramos a banda de condugio retangular (3.30), entdo podemos somar todos os
infinitos diagramas da Fig. (3.2a) e teremos a seguinte contribuicao desta familia

SCH(w) = — | V | {4 Kelw) + B K2(w) Cug(w) +C KJw) (3.47)

onde C,,(w) é dado pela Eq. (3.34) e
A=[D, (1 D)~ h-D, L, (3.48)
B=D,(1—D0,)+ % ' {3.49)
c=-D,1, (3.50)

h= Niﬁz Confion) Kolr) (3.51)
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Iy = NﬁZmel}K“{wl} , (3.52)

Clom o resultado {3.47), a familia de diagramas na Fig. (3.2b) pode ser facilmente
somada, e podernos escrever sna contribuigdo como

S¢H (w)
1~ | V [ G2 (k) S9H()

com (7= {k,w) dado pela Eq. (3.25). Finalmente, a FG dos elétrons f na AMA &
igual a contribuicdo da familia de diagramas na Fig. (3.2c}, que € dada por

S {k,w) = ) (3-53)

Spolhw) = S {1+ 1 VG () G}, (359
que depende do vetor de onda £. Esta expressio se simplifica se notarmos que

(ftw — tz;ﬂ](iw — Efe)
(fw — €14 )(fw — €2,4)
onde G4 (k,w) é a FG definida na Eq. (3.21), € €1, € €2, si0 as raizes da Eq. (3.22).
Substituindo a Eq. (3.55) em (3.54), considerando a banda de condugéo retangular
(3.39) e incluindo a contribuigio da AC dada pelas Eqs, {3.31) para Cy,q(w) e (3.34)

para C;.{w), obtemos a seguinte expressio analitica para as FG dos elétrons f e ¢
na AMA

[14 |V P 6, (w) GH(Ew)} = . (3.85)

S1e{w) = Gio{w) + 577 (w)-

2

T D S 0 BN L
Seo(w) = —po In[R{w}] : (3.57}

onde
R(w] — (?’w -5 }[: Lt — £ }+ | v l?. (3“‘1 — 'Efﬂ'} SGH[W::I {3158}

(i — el )(iw — )+ |V |? (d — €5,0) S7H(w)

Todas 28 FG discutidas aqui sio do tipo Matsubara, e para obter a densidade
espectral, € necessirio fazer a continuagdo analitica ww — z dessas fungdes para o
eixo real, com a parte real de z tendo agora freqliéncia real.
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3.5 Céalculo dos niimeros de ocupacao

Nesta seciao vamos estudar algumas propriedades estiticas para 0 MAP, no limite
de I = oo, usande a aproximacio de cadeias (AC) ¢ a aproximagdo dos mualtiplos
anéis (AMA)., Vamos calcular 0s mimeros de ocupagdo por sitio ¢ por “spin” dos
elétrons f (ns;,) e dos elétrons ¢ (r. ;- ), tanto para o limite aldémico quanto para o
caso da banda larga.

Os mimeros de ocupagao eletronicos sao definides por

Rfge = {X.Tlﬂﬂ'ﬂ'} {X;a:r YJ‘.DF} (3-59]

Neje = {CleCas) (3.60)

onde usamos a representacic de Wannier dos operaderes € (veja Eq. 2.116). Vamos
supor que o sistema é paramagnético, (todos os subindices de “spin” serdo despreza-
dos) e invariante frente a Lranslaghes na rede. Isso implica que as médies cm diferentes
sitios sio iguais e podemos escrever ny = nyjg © e = figj,. Para transformar as

FG da segio anterior para ¢ espago real ¢ tempos 7 imaginarios, vamos usar a Eq.
{2.111)

((?(f;j,ocr,u,q-] P53 00,1, T:})+> _

H

— 3% exp [-—:(ukﬂ +uk' R, )—i{wT-{—w’r’]] X

E gt vt

x ((17( £ B ooy, w) PO F 00, u’,w'])+> + (3.61)

M

,HN

onde R'_,- é a posicho do sitio ;. Uma relagdo semelhante para a I'G dos elétrens ¢
pode ser obtida usando-se a transformagio dos operadores C; , para a representacao
de Wannier. Devido a hipétese de invariancia do sistema frente a tra,nqlat;oes na rede
e no tempo, a Eq. (3.14) & vilida e pudernus associar o3 valores Gda.{k w) acs pon-
tos imy,/ S ao longo do eixo imagindrio de freqiidncias complexas z = w + iy, onde
w é a varidvel de energia real {j& deslocada de g, como discutido anteriormente).
Entao é possivel fazer a continuagio analitica dos valores discretos de G/, (k,w) aos
seml -planos superior e inferior de freqiiéncias complexas z [31], e a fungio resultante

W,{k z) é ignal ao negativo da transformada de Fourier de tempo real. O proce-

dimento usual para calcular as propriedades do sistema é empregar as FG de tempo
real ou, no nosso caso, sua densidade espectral dada por
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p_f{,{E.,w == 11111 Im {G (ke + ic) } (e > o) , (3.62)

ToE—E

A FG correspondente a solugio exata ¢ analitica fora do eixo real, entretanto,
este resultado nem sempre se cumpre para sclugbes aproximadas. As FG obtidas
com & AC satisfazem essa propriedade, o que nao é o caso da AMA, que para valores
representativos dos paradmetros do sistema pode gerar uma FG nao analitica fora do
eixo real. Nesse caso, calcularemos as propriedades diretamente a partir da ¥ de
tempo imaginario e usaremos a Eq. (3.61) para relacioné-las as solugBes no espago
das freqiiéncias. Estamos interessados eni calcular os nimeros de ocupagéo niy € hg,
e a partir das Eqs. {3.59,3.60} obtemos

-hl

as = (Pfidoo,u= =7 =0) R0 =,/ =m) ) . (369)
L

onde 7 > 0 e tomaremos  — 0 no final do cilculo. A pastir das Eqs. (3.14,3.61)

podemos escrever 7]

-
I

ny = Zexp Hiwn] GH(kw) (3.64)

ﬁN
Substituinde v = —# em (3.63) e seguindo o mesmo procedimento teremes os
nimeras de ocupacdo do vacuo

o = (XKoo} = (Xjor Xlo) = Zexp —iwn] G (kW) . {3.65)

A técnica usualmente empregada para calcular este tipo de soma, é a de trans-
forma-las em integrais no espaco das fregiiéncias complexas z. Como fungdo de 2, a
fungéo de Fermi f7(z) tem pélos simples com residuos —1/# justamente nos polos de
Matsubara w, = i7, /7, e com isso, podemos escrever

z 1 =i
v =g by, O Dkl Gk ¢ (3.66)

onde o circuite Oy é mostrado na figura (3.4A). Podernos mostrar que mudando o
circuito ) no circuito Cs(A) na figura (3.4B), a Eq. {3.66) ainda permanece vilida
quando 4 — co, e podemos tomar # — 0. Nesta figura, as linhas onduladas no plano

complexo dos circuitos Ca(A) e C; representain os “cortes” que podem aparecer nas
FG da AMA.
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Figura 3.4: Contornos usados na transformacéo de somas sobre as frequéncias de
Matsubara w, = iww,/ 3 em integracBes complexas. Nos circuitos {B) e (C) indicamos
com linhas onduladas os “cortes” que podem aparecet nas FG da AMA. A} Circuito
(, usado na Eq. (3.66). B) Circuito C3(A) produz ¢ mesmo resultado do circuito
'y, no caleulo de ny, no limite A — oo, C) Circuito 'y produz o mesmo resultado
que o circuito Ca(00) quando as FG de Matsubara sdo analiticas fora do enxo real.
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A presenca de exp{+iwy] na Eq. (3.64), on o fator exp[zy] na Eq. (3.66), é
essencial para provar esta propriedade. Nao e possivel repetir este procedimento com
a Eq. (3.65) devido 4 mudanga do sinal da exponencial. Para trabalbar com essa
equagao € melhor usar a condicdo de contorne

((?(’}’h T2) 17("}'11 T = 5))+>H = - <(?(’?’25T2} ?f’}’h’ﬁ = ﬂ]) +>H 1 (3-57)

que € vilida para § < = < 8. Fazendo v, = (f; f,eo,u = =) e n = (f;7,00,u = +)
obtemeos

o= {(FOon) P(0,0),) = —{(P0m) 7. 8)), ) =

i

- § o)y Tewli(o -Gk d . (3.68)

Como B —# > 0, podemos mudar €y em Ca{A) e entao tomar os limites 4 — oo

en— 0
H
n, = gfj{ (1— fT{z]) 3G ”;{k 2} dz , (3.69)

onde usamos fT( }e:st(zﬁ} =1 — fr{z).

{Juando w,[k z} é analitica fora do eixo real, podemos usar o teorerna de Canchy
para deformar o circuito Ci{oe) no circuito O da Fig. (3.4C). As duas linhas do
circuito estdo a uma distancia ¢ > 0 do eixo real e tomando ¢ — § obtemos

ny= [ prlw) f() do (3.70)
ro= [ prw) (1= fleh) dw (3.71)

onidla
ps{w) = ?Ir- lim Im{%zz?ﬁ{fk w +ae}} (3.72)

é & densidade espectral total do elétrons f. Para obter essa equagio usamos a pro-
priedade

GIL(E 2 = (GILk, ) (3.73)
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que e valida para todas essaz FG.

Como ja discutimos anteriormente, para certos valores dos parametros do modelo,
a AMA apresenta comportamento nio analitico em pontos fora do eixo real. Nesse
caso, ndo podemos deformar o circuite Ca{oo) em €y, e com isso, as Eqs. (3.70)
(3.71) deixam de ser validas. Em nossos cdlculos, vamos deformar o circuite Cifoo)
em um circuito retangular que deixa todas as singularidades em seu interior, Com
essa geometria, os calculos numéricos se tornam mais [aceis do que no circuito .

3.6 Completeza dos elétrons f

Antes de continuar o calculo dos numeros de ocupagdo, vamos discutir o pro-
hlema da completeza no espago dos cstados locais f. Come supomos que o sistema
é paramagnético ¢ uniforme, a condigio de completeza para os elétrons f & expressa
pela relagio

Mo+ 2ny = D, +ny =1 : (3.74)

onde ny = ;. ¢ n, sio definidos pelas Egs. {3.64) ¢ (3.65), D, = n,+nyeo
estado de dupla ocupagio estd vazio, pois supomoes If = oo.

Na aproximacio de cadeias usamos as Eqs. (3.21) ¢ (3.70} a (3.72) para calcular
n, € ny, mas dentro do espirito do c¢dicule perturbativo desse trabalho, D, na Eq.
{3.21), deve ser calculado pare o sistema ndo perturbado, ou seja

. 1 + exp{—#&ey)
D =
L + 2exp{—B¢;)

e ndo existern parimetros livres para serem alterados, Segmindo este procedimente, a
Eq. {3.74), para a aproximacdo de cadeias, nao € satisfeita quando g se encontra em
um intervalo em torno de Ey, que corresponde justamente a regiao mais interessante
para se estudar a correlagio. O modelo descrito pelas FG na Fq. (3.21) aparece
em diferentes tipos de aproximagdes [38] e o problems da completesza é tratado por
métodos que nio sko validos em uma expansao perturbativa, No caso do método
do bdson escrave [39], os elétrons sao descritos ao final do caleulo por duas bandas
hibridizadas de elétrons nio correlacionados e as energias ¢4 s3o renormalizadas de
modo que ny < 0.5. Um procedimento que ji usamos [13] para satislazer a Eq. (3.74)
consiste em calcular 1), auto-consistentemente usando ny e n, obtidos a partir das
Eqgs. (3.70) e (3.71}. Embora este procedimento seja usado no método das equagdes
de movimento, nao devemos emprega-lo em um métode perturbativo sem uma clara
justificativa.

(3.75)
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(O emprego do metodo antoconsistente usado por Martinez em sua tese de douto-
tado [13], na aproximagio dos miltiplos anéis, apresenta uma dificuldade adicional:
as G aproximadas obtidas dependem de D, & &, = 0y (veja as Eqgs. (3.47) , (3.49)
e {3.56)). Com iss0, torna-se necessdrio satisfazer separadamente duas equacdes de
autoconsisténcia, que tém uma dnica sclugao, {3, € ¢, € que em geral, nio satisfazem
a Eqg. (3.74). No caso da aproximagdo de cadelas, estas duas solugtes sio degeneradas
¢ existem Infimtas solugbes [, e ny, lal que, sempre podemos escolher uma que
satisfaca a BEq. {3.74).

Para evitar essa dificuldade, adotamos um procedimento de rencrmalizagio “ad
hoc™ que consiste em dividir a Fs dos elétrons f pela quantidade D, + ny, calculada
a partir da I'G aproximada com D, = D? satisfazendo desie modo, a Eq. (3.74).
Comparande os nimeros de ocupagio n,, ny para a aproximagio de cadeias, com os
oblidos com o mélode auloconsislente, conseguimnos urma boa concordancia entre o5
dois métodos. Em visia disso, vamos adotar neste capilule a renormalizacao “ad
hoc”, mas no capitulo 5 apresentaremos uma forma de construgio diagramatica para
as 'G que, dentro do espirito da teoria de perturbagdes discutido anteriormente,
satisfaz a completeza.

3.7 O limite atomico

Neste limite a bandz de condugiio lem largura zero, ou seja, £, = £, para
todos os vetores de onda F em H, (veja a Eq. { 2.2)). O problema de autovalores do
Hamiltoniano na Eq. (2.1) tem solugio exala [48] e as FG podem ser calculadas de
forma direta. Como o problema é essencialmente local, vamos omitir os indices de
sitio e usar a representacic de Wannier para os elétrons e

Vamos indicar por | n, ) os autoesiados do Harniliontano i com autovalores E., .,
onde n representa o numero total de elétrons neste estado e r indica os diferentes
estados com o mesmo n. Estes estados satisfazem:;

H | Ny TY = ey | n..,r} , {3.76)

onde H ja fot definido na Eq. (2.26), e usaremos ¢,, = E,, — ng que é adequado
para célculos no ensemble grand canénico.

As FG para este problema serdo obtidas para os operadores de Hubbard X, que
criam ou destroem um {nico elétron e a transformada de Fourier deatas fungfes ne
espaco das fregiiéncias vem dada por

(Xialw) XLa(@)), } = Alw+o) GfGw) (3.77)
tin
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onde
G (w) = — exp{ ) x
expl— B¢} + exp{—Fenni ) o 9
X n%{ ST —— [ {rn—=1,7" | Xo | m,7} | (3.78)
o
Q= —kgl'ln )" exp(—PBeay) (3.79)

",

¢ o potencial grand canédnico.

Para os elétrons ¢ existem quantidades equivalentes as Egs. {3.77) e (3.78), com
G(w) obtido pela substituigdo de | {(n — 1,v' | X5 | n,r) [* na Eq. (3.78) por
| {rn — 1,7 | Cjo | 2, r} |*, onde usamos a representagao de Wannier. As funcdes de
Green G/ (w) e G5°(w) sdo suficientes para o cdleule dos niimeros de ocupagio exatos
iy €, que serao usados nesta secdo.

Para o MAP no limite de (IJ = oo}, temos doze estados | n,r} e podemos escrever
as FG na forma

LLLE

Gla(w) = —exp(81) f : . (3.80)

j=1 W T

onde u; sdo os polos e e vs residuos das FG. Existem somente oito estados u,, pois
algumas fransi¢Ges possuern a mesma energia. Na Fig. (3.5) mostramos um diagrama
com as transi¢des que correspondem a diferentes u; para um caso com Fy < K, ¢
i =0 e com os res{duos de algumas transicées se anulando no limite de hibridizagao
nula. Para maiores detalhes consulte a tese de Doutorade de Mariinez [13].

A seguir, usaremos os resultados exatos e aproximados das FG derivadas anteni-
ormente para calcular oz niimeros de occupagae ny,n, € 7 = ns -+ n,. Yamos analisar
on seguintes aspectos do problema: compleieza, problemas de analiticidade das FG
(singularidades fora do c¢ixo real) ¢ o aparccimenio de “ondas” nos grificos de ny
versus p para baixas temperaluras, o que indica a existéncia de solugdes naoe fisicay
nessa regido. [Im todos os casos, no limite atdmico, os resultades aproximados serao
comparados com os exatos.

3.8 Resultados para os naumeros de ocupagao

Na Fig. (3.6) consideramos nm grifico do mimero total de elétrons J¥; em fungao
do potencial quimico p, para a solugio exata e para a aproximagdo de cadeias no
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Figura 3.5: Excitagdes elementares no limite atémico do MAP. As energias ¢,, =
E,, . —np correspondem 2os valores exatos no limite atdmico: cada coluna corresponde
ao nimero r de elétrons por sitio. Usamos E; < £, ¢ g = 0 neste desenho. As
transicoes u; da Eq. (3.80) sio indicadas por linhas ligando os dois nivels associados
4 transicao. As linhas tracejadas tém residuo nulo no limite V' — 0.

limite atémico. Este grafico mostra como o sistema vai sendo ocupado por clétrons f
4 medida que o potencial quimico cresce. As FG das cadeias séo analiticas para
quaisquer valores dos pardmetros, € podemos usar as Eqs. (3.70) e (3.72) para calcular
ny, € expressoes similares para n..

A linha cheia da Fig. (3.6) representa a solugio exata do limite atémico do MAP,
enquante a linha com tragos pequenas indicada por AC: (Nao-renormalizado) repre-
senta a solugdo da aproximacgio de cadelas calculada dentre de espirito do método
perturbativo, ou sejz, considerando os mimeros de ocupacdo nao perturbados no
calculo das FG de ordem zero. A principal caracteristica desta curva é o aparecimento
no grafico de uma “onda”, indicada pelas letras (a,b,c,d), com uma correspondente
regido de solugdes nido fisicas no trecho & — c. Nesse intervalo de valores de g, &
medida que o potencial quimico aumenta ccnpande mais a banda f, o ndmerc total
de elétrons diminui. Esta “onda” geralmente aparece no regime de baixas tempera-
turas. Na aproximacio de cadeias este problema pode ser melhorado renormalizando
“ad hoc” as FQ ou efetnando o caleulo autoconsistente de D,. Os resultados destes
dois métodos sfo apresentades nas curvas de tragos grandes (AC: Renormalizade) e
na curva pontilhada (AC: Autoconsistente). A figura mostra que os dois métodos
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Figura 3.6: Gréafico do niimero total de elétrons N, por sitio € por “spin”em funcic
do potencial quimico g, no limite atémico da solucdo exata e da AC. Os valores dos
parametros sio: By = —0.15, B = 0, V = 0.1 e T = 0.01, medidos nas mesmas
unidades de energia.
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aproximados produzem resultados praticamente iguais para u > —0.15, e resultados
nao muito diferentes para g < —0.15, com a curva rencimalizada concordando um
pouco melhor com o resultado exato. Repetimos este tipe de caleulo para outros con-
juntos de pardmetros representativos, obtendo boa concordancia com os resultados
exatos. Para altas temperaturas, os resultados das cadelas praticamente coincidem
com & solu¢do exata.

N#o vamos considerar o calculo autoconsistente para a aproximagao dos multiplos
anéis porque, em geral, n&o é possivel obter valores auicconsistentes de n, e ny e,
gsimultaneamente satisfazer a completeza, mas vamos analisar os problemas colocados
pela nao analiticidade das F@, assim como, sua relagao com a completeza.

Como as FG da AMA podem apresentar singulanidades fora do eixo real, va-
mos discutir dois métodos alternativos de calculo de propriedades estaticas para essa
aproximacio. Um deles € usar a Eq. (3.72) para obter ps(ww) e, a partir da densi-
dade espectral, calcular diferentes quantidades como n, e ny nas Eqa. (3.70) e (3.71)
{caso haja singularidades fora do eixo real este método as exclui}. Chamaremos este
método de AMA(C:). A outra alternativa é considerar as FG de Matsubara para
tempos imaginarios e calcular n, e ny usando as Eqs. (3.68) e (3,66} ao longo do cir-
cuito {2 = C3{o0) ou através do circuito deformado obtido a partir de s, incluindo
em seu interior, gqualquer singularidade no plano das freqiiéncias complexas 2, {vamos
chamar este método de AMA(Ch)).

Na Fig. {3.7) representamos a completeza n,+2r, em fungao do potencial quirnico
g, usando os dois circuitos Cs e Cs, no limite atdmico das aproximagoes AC e AMA,
para os seguintes valores dos pardmetros: £y = —0.05, £, =0,V =0.1 e T = 0.025,
medidos nas mesmas unidades de energia. Evidentemente, a solugao exata satisfaz
a completeza e nio esta representada no grifico. A linha cheia representa a AC que
se afasta bastante da completeza no intervalo —0.20 > g > 0.20. Os circuitos £ ¢
(3 coincidem até um certo ponto em torne de p & —0.17 (FG analitica) ¢, a partir
dal, (FG n#o-analitica), o circuito C; apresenta sempre piores resultades que o Cs,
inclusive tendendo a um valor diferente da unidade quando g — oo. Os resnltados
indicam que em AMA{(C;) falta a contribuicio das singularidades fora do eixo real
para produzir a correta dependéncia quando g — oo, Assim concluimos

1. Da Fig. (3.6), que a renormalizacao “ad hoc”, embora no justificada do
ponto de vista tedrico, produz bons resultados quande comparada com os
resultados exates e, desse modo, pede ser usada guande o procedimento
autoconsistente nao se justifica, como acontece com a AMA.

2. Da Fig. {3.7), que & contribui¢ho das sinpgularidades fora do eixo real é
essencial para se obter bons resultados com a AMA.
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Figura 3.7: Grifico da completeza n, + 2ns em fun¢do do potencial quimico g no
limite atdmico da solucic exata e das aproximacdes AC e AMA para 0s seguintes
valores dos parametros: Ef = —0.05, By = 0, V = 0.1 ¢ T = 0.025, medidos nas
mesmas unidades de energia. Como indicado na figira uma curva corresponde a AG e
as outras duas correspondem a AMA, uma usando o circuito C; e outra o circuito Cs.
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Figura 3.8: Grifico da ceupacio dos elétrons ny em fungdo do potencial quimico u,
no limite atdmico da selugio exata e das aproximacées de AC ¢ AMA, para o mesmo
conjunto de parimetros usado na Iig. (3.7) (Ef = 005, By = 0, V = 0.1 e
T =10.025). Resultado exato (linha cheia), AC (pontinhos), AMA(C3) (tragos longos
e curtos) e AMA{Cj3) (tragos longos).
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Na Fig. (3.8) apresentamos um grafico ndoe renormalizado de ny vs. g com os
mesmos parametros usados na Fig. (3.7). Nessa figura, mostramos a curva exata,
assim como os resultados aproximados calculados com a AC e com a AMA ao longo
dos circuitos (3 e (3. Comparando com a curva exata, vemos que AMA(C4) produz
uma melher concordincia de que AC no intervalo 0.03 < p < 0.20 da regido de
alta correlacio, com a situagio se invertende no intervale —0.20 < u < —0.15. Isto
parece indicar que AMA({CS;) superestima os efeitos da correlagao na regido de baixa
ocupacio f, ac passo que, AC sobresstima estes efeitos na remido de alta ocupagio f.
A partir da curva AMA(C:), que corresponde ao circuito que despreza a contribuigio
dos pélos complexos da FG, vemos que o valer assintético da ocupacdo f quando
@ — oo, &igual a ny ~ (.68 ao invés do valor correto ny = 0.5 que é mostrado por
AMA(CS). Isto indica que a contribui¢do dos polos fora do eixo real é essencial para
se obter o resultado correto. Outra caracteristica interessante de AMA(C:) surge
em u ~ —0.15, onde a curva repentinamente decresce para um valor mais baixe de
ng A causa deste comportamento & que os dois polos que estavam no eixo real se
juntam em um pélo duple em g ~ —D.15 e, para um valor de g maior, se separam
em dois pélos fora do eixo real. As duas curvas AMA{C2) e AMA(Cy) coincidem até
este ponto, mas para valores maiores de g o circuito AMA((%) passa 2 nio incluir os
residuos destes dois pdlos e ny cai subitamente para um valor menor.

Na Fig. (3.9) apresentamos os valores renormalizades correspondentes aos da
Fig. (3.8). Vemos que as “ondas” que aparecem no resultado nio-renormalizado
entre g = —0.20 and ug = 0.10, desaparecem apds ¢ processe de renormalizacio.
Entretanto, para baixas temperaturas, isso ndo acontece, o que indica que & reglao nao
fisica deve ser excluida do cileulo usando o critério da energia minima de Helmholtz.
Devemos ainda notar que, embora AMA(C3) produza melhores resultados que as
cadelas para g > —0.07, sua concordancia com a sclugac exata é pior do que no caso
nio renormalizado. O que mostra que a renormalizacao “ad hoce” & wm procedimento
primario, posto que é emnpregado somente para forgar a completeza no espago dos
elétrons f. Como j4 indicamos, no capitulo 5 deste trabalho, apresentaremos um
método de construcao de aproximacghes no contexto da expansio em cumulantes que
garante a completeza, sem entretanto, garantir a analiticidade das FG obiidas, como
sera visto na analise da aproximacic COMPLETAZ2 daquele capitulo, o que indica
gque & analiticidade e a completeza sao dois problemas independentes.

Na Fig. (3.10) apresentamos o grifico de n. vs. g, para o limite atomico da
solugdo exata e para a AC e AMA, com ¢ mesmo conjunto de pardmetros das Figs.
{3.8) ¢ (3.9) com as curvas sendo independentes da renormalizagio “ad hoc”, pois
como, o3 operadores ¢ sio férmions “verdadeiros”, seus numeros de ocupacio satis-
fazem a compieteza no espago dos ¢. A curva mais interessante da Fig. (3.10) é
AMA(C;), pois mostra que mesmo para g — o0, », tende para um valor assintético
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Figura 3.9: Mesmo resultade da Fig. (3.8), mas usando a rencrmalizacio “ad hoc™.
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Figura 3.108: Mesmo resultado da Fig. {3.8), mas para os nameros de ocupacao dos
elétrons de condugio.
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igual & n. = 0.5, que é igual a metade do valor correto (n; = 1). Entretanto, tanto
AC quante AMAI(C:) apresentam o valor assintdtico correto quando g — co. Este
resultado mostra que as singularidades das FG, fora do eixo real, contribuem com
oz outros £.5 para a ocupacio ¢ que, evidentemente, nao foram incluidos no circuito
AMA(C), 0 que indica a necessidade de incluir estas singularidades no cédleule de pro-
priedades estaiicas. Comeo era de se esperar, o mesmo tipo de decréscimo no ndmero
de ocupagio iy, apresentado por AMA(C:) em g ~ —0.15, também € mostrado por
n, Na Mesma regiio.

As duas aproximacdes discutidas nesta secio (AC) e (AMA) mostram que o5 va-
lores de propriedades estaticas como niimeros de ocupacao concordam razoavelmente
bem com os resultados exatos do limite atdomico. A presenga de singularidades fora
do eixo real para algnmas regides dos parametros da AMA, indicam sérias dificuida-
des na prolongacio analitica das FG de Matsubara para as FG de tempo real. Estas
observacdes sao confirmmadas pelos resultados incorretos obtidos pela AMA guando
a densmdade espectral, calculada atraves da Eq. (3.72}, que ignora as singularidades
fora do eixo real, & usada. Isto indica que a AMA nac é capaz de descrever bem a
densidade espectral, assim como, as propriedades dinamicas descritas pelas FG de
tempo real.

3.9 Banda de conducao larga

Nesta secdp, vamos apresentar o3 resuliades cobtidos para ¢ MAP para uma
banda de condugdo centrada na origem (veja Eq. (3.30)) with £, = 0. Usaremos a
experiéncia adquirida com o modelo atdmice para analisar a validade dos resultados
obtidos.

Na Fig. (3.11) apresentamos urn grafico da completeza n, + 2n; vs. o potencial
quimico p de AC e AMA para o caso da banda larga, com os resultados nao renor-
malizados. A presenca de singularidades fora do eixo real (neste caso n&o mais pélos
isolados, mas sim “cortes”), para as FG € clara, pois AMA{Cy) e AMA(C3) produ-
zemn resultados coincidentes até em torno do valor p = —1.0. A pariir dai, AMA{(:)
se afasta consideravelmente da completeza, indicando o surgimento de “cortes” na
FG que ficaram excluides deste contorno. Qutro aspecto a ser enfatizado, é que
AMA{C3), que inclui 0s “cortes” da FG no contorne, praticamente satisfaz a comple-
teza, exceto em uma pequena regifio na vizinhanca de g ~ By, sendo a discrepincia
muite menor que no caso atdmico (veja a Fig, (3.7)}. Novamente, surge a necessidade
de incluir as singulandades fora do eixo real na AMA para se obter bons resultados,

Na Fig. (3.12) representamos n; vs. fi, ndo renormalizados para o mesmo conjunto
de parametros da Fig. (3.11], mas para T = 0.01, ao invés de T' = 0.025. O calculo
foi feito a baixa temperatura para evidenciar as diferencas entre as duas curvas,
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Figura 3.11: Gréfico da completeza i, +2n; vs. o potencial quimico i de AC e AMA
para o caso da banda larga, com os valores de parametros ignais a: £y = —0.05,
2D =,V = 0.1 e T = 0.025, medidos nas mesmas unidades de energia. Como

indicadoe na figura, uma curva corresponde a AC e as outras duas correspondem a
AMA, nma usando o circuite C3 e outra o circuito Cs.
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com baixa temperatura (T = 0.01), para enfatizar a diferen¢a entre as curvas. O

resultada nio estd renermalizado e as aproximagdes apresentadas estdo indicadas na
figura.
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porque a temperaturas altas as curvas produzidas pela AC e pela AMA praticamente
coincidem. Qs resultados indicam que em torno de p = —0.08 as FG deixam de ser
analiticas para a AMA, mas com o circuite €5 produzindo resultados mais corretos.

() problema da banda poede ser pensado como uma superposicao de muitas copias
do modelo atbmico, com diferentes valores de £y, Embora esta representagio seja
simplista, ela mostra que todas as discrepéncias do caso aiGmico para g ~ Ef se
tornam muito menocs aparentes na banda, pois existem muitas copias com g diferente
de E;. A diferenca entre AC e AMA para as propriedades estiticas come nimeros
de ocupagio, 520 muite pequenas para os diferentes conjuntos de pardmetros usados
no cdleulo, o gue parece indicar que a convergéncia no caso da banda é muito melhor
que no caso atdmico. Ao mesmo tempo, quando as FG apresentam singularidades
fora do eixo real, AMA nio é adequada para calcular propriedades dinamicas.

Camparando os diferenies resultados obtidos com os dois circuitos €5 e € para a
AMA, vemos que suas F{3 apresentam singularidades fora do eixo real em um grande
intervalo de parametros representatives do modelo, exceto a baixas temperaturas
onde a AMA exibe uma regifo analitica em torno do limite Kondo. Estas singulari-
dades 530 causadas pelo térmo ln[E(w)} na Eq. {3.58), que introduz “cortes” na FG
e que estéo simetricamente localizados em relacéio ao eixo real. Apesar disso, vamos
fazer um breve estudo da densidade espectral obtida a partir da Eq. {3.72), mas
tendo em vista que as Egs. (3.70) , (3.71) ndo fornecem resultados corretos quando
as F'(3 sio nio analiticas.

Na Fig. (3.13) apresentamos o grifico dz densidade espectral dos elétrons f como
fungao da energia w, para a AC, no caso da banda larga. A densidade espectral nio
perturbada dos elétrons f € uma funcao 6 localizada em ¢y = Ey—p. Na aproximagio
de cadeias se transforma em uma banda, abrindo nm “gap” em torno de ¢z, com as
F( zendo sempre analiticas.

Na Fig. {3.14) apresentamos um exemplo de curva de densidade espectral para
o caso da AMA, numa regiao dos parimetros em que esta aproximagio é analitica.
() “gap” na densidade espectral se mantém, mas suas bordas sio suavizadas. Na fig.
{3.18) apresentamos um detalhe desse “gap”, mostrando que o pico € duplo. Easses
picos mudam sua posicdo e ortentacio com i, se apresentando nepative na regiao de
muito baixa ocupagic f e se tornando positive a medida que u se aproxima de ;.
Quando ny € muito pequeno, as FG na AMA sho analiticas fora do eixo real e, embora
0s picos no “gap” sejam negativos, eles dado uma contribuigio an ny muite pequena e
para valores maiores de ny, 0 pico se torna positivo. As FG 230 nho analiticas para
a major parte dos valores dos pardmetros analisados, mas para baixas temperaturas
(T < 0.001) e para ny ~ 0.5, essas fungdes se tornam analiticas fora do €ixo real,



98

80.0 T T T T T T T
- -
B 60.0 | — AC -
Q
o L J
(4 p]
D
o 400 | ~
ke
(11] L i
=
2 500 | |
L h]
. | .
0.0 . ! L N L ;
20.20 010 0.00 0.10 0.20
energia

Figura 3.13: Gréfico da densidade espectral dos elétrons f, como funcao da energla
w, para & AC no caso da banda larga e para o conjunto de parametros £y = --0.05,
9D =,V =01,T =0.001 e g = —0.035. As FG séo analiticas fora do erxo real e
se abre um “gap” em w ~ £5 = Ey — .
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Figura 3.14: Grafico da densidade espectral dos elétrons f, como fungéo da energia
w para a AMA, no caso da banda larga e para o conjunto de parametros E; = —0.05,
2D =7, V =01,T=0.001 e p = —=0.035. Para este conjunto de parametros, as Fz
530 analiticas fora do eixo real e na regido do “gap” w ~ ¢y = Ey — it surge um pico
duplo tal como mostrado em detalhe na Fig. (3.15).
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Comno é possivel localizar no cumulante de quarta ordem os termos que correspon-
dem ao “spin-flip”, concluimos que os dms picos que aparecern no interior do “gap”
na AMA correspondem exclusivamente a este lipo de inleragio. [sto [oi provade
mostrando que o pico duplo desaparecia da densidade espectral quando os termos
de *spin-flip” do cumulante de quarta ordem eram eliminados do célculo das IG.
Assim, podemos dizer que estes picos se originam exclusivamente do espalhamento
incoerente entre elétrons de “spins® opostos. Entretanto, nao se constituem na res-
sonincia de Kondo, pois eles estio sempre no interior do “gap” ao invés de se locali-
garem proximoes ao potencial quimico g e nio desaparecem mesmo no limite de altas
temperaturas. Embora a AMA incorpore infinitos cumulantes de quarta ordem que
contém transi¢oes do tipo “spin-flip®, e que sio a base do efeito Kondo [12], a res-
sonancia Kondo nio fol observada nessa aproximagao. [sto parece indicar que faltam
alguns ingredientes importantes na AMA para se obter uma descri¢io do MAP na
regiao de Kondo. Atribuimos o surgimento dos picos negativos na densidade espectral
para valores muito pequenos de ny, as inconsistencias que nao sao faceis de determi-
nar, na escolha apropriada dos diagramas para a construgao da AMA. No proximeo
capitulo apresentaremos uma implementagio das Aproximagoes $-deriviveis [3],[51]
que incorporam os cumulanies de quarta ordem de uma forma autoconsistente. stas
aproximacies, sio os andlogos do cilcule das I'G obtidas de forma autoconsistente
na formulagio de Feynmann.



Capitulo 4

APROXIMAGCOES
®—DERIVAVEIS

Na secao (1.3) do capitulo 1 deste trabalho, discutimos a expansae em cumu-
lantes para o modelo de lsing. O principal objetive da discussao, foi introduzir os
elementos basicos da teoria no contexto de um modelo simples e que, posteriormente,
pudesse ser estendido a modelos mais complexos. Isto se justifica porque do ponto de
vista topologico, a expansio obtida é geral ndo se restringindo ae modelo de [sing.
A introducdo da mecinica quantica no Cap. 2 para tratar o modelo de Andersen
periddico, ndo altera basicamente o formalisme, a novidade € que as médias cumulan-
tes passam a ser feitas sobre operadores nao comutativos mais gerais do tipe Hubbard.
() calculo da expansde da grand fungiao de particdo passa a apresentar um nove lipo
de médias em presenga de campos “ficiicios” de Grassmann, tal como indicado na
Eq. (2.93), que sio calculadas com os operadores na representagio de interagéo.

Qutro ponto discutido na segao (1.3), no contexto do modelo de Ising, foram
as aproximagies conservativas introduzidas inicialmente por Baymn e Kadanoff [37)
para estudar propriedades de transporte em sistemas de muilas particnlas com in-
teracic (por cxemplo o gis de elétrons). [Lles consiruiram aproximagdes para as
funcdes de correlagio que conservavam o nimere total de particulas, o momento
e z energia. No contexto das expansdes em cumulantes, estas aproximagdes foram
chamadas de ®—deriviveis (veja Wortis {3]). Neste capitulo, vamos retomar o seu
estudo para o modelo de Anderson periddico. As linhas gerais que tremos seguir ja
foram apresentadas no capitulo 1 para o modelo de Ising. Inicialmente, vamos mos-
trar que a aproximacio de cadeias {AC), estudada no capitulo 3, & uma $—~derivivel
“exata” no sentido da discussdo ao final da se¢do (1.3). A seguir, construiremos uma
d—derivivel aproximada que inclui todas as combinagées possiveis de diagramas de
cadeias € anéis simples fechados, com os vértices idnicos renormalizados com outros
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anéis do mesmo tipo, onde cada diagrama pode ler no maximo cumulantes de guatro
tempos. Esta limitagio se justifica devido a dificuldades matematicas apresentadas
pelo calculo de diagramas com cumulantes de ordem maior que quatro. Chamarernos
esta ®—derivivel de Aproximacio dos Anéis Renormalizados {(AARY), e ela representa
uma generalizagdo da Aproximagio do Anel Mdltiplo (AMA} discutida no capitulo
3 deste irabalho.

4.1 Aproximacao de cadeias

Para mostrar que a aproximagio de cadeias é uma $—derivavel *exata”, segui-
rentos os passos indicados pelas Egs. (1.67) a (1.69) da secio (1.3). Ne que segue,
sempre que nao haja possibilidade de confusao, usaremos ®, i e M para representar
o funcional @, a auto-energia (- e os cumulantes #f aproximados respectivamente. O
funcional ® é representado pelo diagrama da Fig. (4.1}.

44

O
f

E‘H-"-i

ki

Figura 4.1: Familia de diagramas para a aproximag¢do de cadeias. Os vértices de
condugao {um quadrado vazio no interior de um circulo) e o vértice idnico {um qua-
drado cheic no interior de un cirenlo), sho associados aos cumulantes My renormali-
zados correspondentes,

Um ponto a ser enfatizade ¢ que devemos manter os campos de Grassmann pre-
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sentes no calenlo do funcional ®. Aplicando a regra 5 do capitulo 2 para o célculo da
confribuigio do diagrama da Fig. (4.1} com £ # 0, teremos

o= 3 delMl{khﬂ'l{ ur)ri E) V(G e, By o )M (s equn i 6

fy i ey 1 5
(4.1)
onde
My (ks ouri €) = ((Y{ﬂ; ki cr,u,'r})+>i = M . (4.2)
Mi(f,ouri €)= {(Y{fi 5 o u, “.!']I]l.;.}'E = M . (4.3}

Eventualmente, usaremos a notagdo compacta M,‘,f o M? para nos relerirmos aos
cumulantes de condugdo ou idnicos respectivamente. Para calcular a auto-energia G
aplicaremos a Eq. (1.68) ac funcional & expresso por (4.1). Os diagramas correspon-
dentes a estas auto-energias se acham representados na Fig, (4.2):

©

®

Figura 4.2: Familia de diagramas para a auto-energia Gj. O vértice de condugao
(um quadrado vazio no interior de um circulo) e o vértice iénico (um quadrado cheio
no interior de um circulo), sio associados aos cumulantes M, renormalizados corres-
pondentes.

.:5-15 , o -
G{jhmﬂlﬁ,f) éM Z V(h,ﬂh 1y 1, HIJM'l[ki;O'l!:—ul]Tl;f} 1 (4-4}
1

5
kiog
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o
~ SMF

Glky; orunmis €) = 3" V{1, o1, k1, o1, (— ) )M (1 aa (—wa )75 €)
Jace

{4.5)
Qs cumulantes renormalizados M, 530 calculados como solugdes da Eq. (1.69)

) A ) & or
Mi{j, cur; ) =EXP{ZL drlﬂl{j;alulﬂ;f]m}ﬂfl (f, ouT; &) .
- (4.6)
. @ . 5 -
My ours ) = dr Gy (R oruamy; €)== ME(E; our;
1k our f} 2Xp {g]ﬂ T 1{ TU1T {)E(kl;mum;cﬁ}} 1{: FuT ff)

(4.7)

A fungdo de correlagio (fungio de Green) é obtida derivando as Egs. (1.56) e
{1.70) em relagéo aos campos cxternos £ de Grassmann

. eW M
SR | %@
substituindo a Eq. (4.6) em (4.8) teremos a fungio de Green dos elétrons localizados

Ma(12) (4.8)

) Y SMy (g
Maljarur;alote's ) = SEeril)

TR

= My(four; fo'u'r’; )8(5, 7'

00 (j; T ‘f]

S ') (9

g
+ 2]‘; dry My (; et enun i €)

Le] iy

A derivada da auto-energia que aparece em [{4.9) € calculada a partir de (4.4) e 0
resultado é

6{; :I ; . T T TR RN
ééﬁiﬁ:ﬁ ) =£]Zg V(i 00, ko u) Myl e ~w)n, jha'w's 8,

(4.10)
onde usamos a definicio da funcio de correlagao (4.8). Substituinde (4.10) em {4.9)
teremos

Ma{jour; o't £) = My{jaur; j'a’v'+' £)8(5, i)+
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+ Z deIMifsﬂUT o 7y; )X
ululkicr’
x V3, 000, by, 01,0, WMl oy (= )7y, 5 @' e ) (4.11)

Nessa equagdo aparece uma nova fungio de Green do tipo misia que tem um
vértice externo idnico ¢ um vértice externo de condugio. Analogamente b Eq. (4.8),
ela satisfaz a relacio

MRy on(—ui)ms€) _

Mg{Eﬁ UIE-HLJTL:J ﬂju""r:f}

5E{jfa-fui.r.f]
4 § -
SN E— draGh(Fy; oquary; €)—= Mo ,
SE(F atul) {m,f Gk oatams éjﬁf{kl;agugm;f}} (s gream)

(4.12)
onde na. 1ltima igualdade desta equagido utilizamos a Eq. (4.7). Efetuando as deriva-

das e observando que os cumulantes de conducao de ordem maior que dois se anulam
gquande { = 0, vemos que a Bq. (4.12) pode ser escrita como

MZ(EIE o~ ) Fale'r’ ) =

G (ky; ; -
E] drs :Si.(}zf;i; E}Mn(-’cﬁUl(““t]'i'hﬂ'zﬂzf‘z;'f) . (4.13)

1g4Tg

com o cumulante M} j4 renormalizada. Substituindo (4.5) em (4.13) e efelvando =
derivada teremos

o . I -
Maylkyio(—mdn; fa’v's 6 = 3 fﬂ'TzMz(kl:0’1[—31]'?1:(72?52?2;5}"‘
Jregugey
% V{f2, ez, Br, &2, (—tt2) ) Ma( fa; gl —uq)Ta; jla' 7" £) : (4.14)

deste mode, conseguimos expressar a fungéo de Green tnista em termos de nma nova
fun¢ado de Green iénica do tipo representado na Eq. (4.11). Substituindo (4.14) em
{4.11) obtemos

Ma(jaur; Fau't’ §) = My(jour; o'u'r'; £)5(j, 5 )+
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3L fdnd'rzMz(j;cruT;ﬂuumxE)V{Languanul)x

cyug iy ey AT

X V (j2, @2, k. @3, (—uz) )M Ri; 01 (=01 )11, 0uams; )Ml facel —ua)7s; j'a'u'r; £),
(4.15)
que para £ = 0 ¢é a expressao geral para a aproximagdo de cadeias no espago real,
entretanto, ¢ conveniente obter a transformada de Fourier desta equacie. Para recu-
perar a invariancia do sistema frente a translagdes na rede, “deslipamaos” os campos
de Grassmann £ ¢ o8 cumulantes idnicos passam a independer do silio 7, podendo ser
representados por

Ma(f; our, @'u'v') = Mol frour, ofu'r") . (1.16)

com o indice f indicando cumulante i6nice independente do sitio.
Inicialmente, vamoes efetuar a iransformada de Fourier sobre as varidveis espaciais
de (4.15). De acordo com as Eqs. {2.114) e (2.120), podemos escrever

Mo{kauT; Ko'u't!) = NZexp [i{(uk.B; + wE. B Ma(four; fou's) | (417)

ar

Vi, k,oou) = NtV (a, k, o, u)exp(ivk.B;) (4.18)

Substituindo as ¥qs. (4.16) a {4.17) em (4.15) e rearranjando os termos, teremos
a transformada espacial de Fourier

Mol kaur, Fo'v'r) = Etxp[z{uk+ W BN R )Mo(f; aur, a'v'r )+

+ 5 ) f rfnd'rgz ZFKP[E uk + w k). Ry %

Syl dgugog

Xleif; OUT; 1T :]MZ{E, [ {—m]ﬁ, ﬂ"_gu-g‘l"g}V((!] ' El, eF), 1 }X

x Ve, E[,ﬂ'g, (—tz))— Zexp[z{u i & :—|—u2.’a,ﬁj})]Mg{jgag{—u-;]Tg;j’a’u’T’}

.'F.J'J

(4,19)



108

onde o ultimo somatdric desta equacio é a transformada de Fourler de M.
Pela conservagao do ndmere de particulas para £ = 0, teremos a contragic dos
indices u's nos cumulantes idnicos e de conducio

Mol f;aur,ev'ri £ =0) = Alu + w Mz f; eur, o' {—u)r € = 0) \ (4.20)

Ma(kour, o'u't' £ = 0) = Alu + u)Ma(kour, o'(—u)r 1 £ =0) . (4.21)
Somandc em t; e ¥z na Eq. {4.19) ¢ usando a propriedade
= — Zexp T (4.22)
terernos

Mg{fc'ﬁur; E’a’u’q"] = ﬁ{uﬁ?-’r u'.’;')&[u + uYML( f; ewr, o'ur )+

+ Z Zf dridraMo( f; aur; ou leMg{.ic FLuT, ' ) x

o epdn

x Ve, &y o1, 0 )V (o, £, o0, uh Mk cqury, Bo'u'r’) . (4.23)

De acordo com a Eq. (2.114), pedemos usar a transformada temporal de Fourier
da fungio de Green {4.23) para escrever

Ma(kaww; Fa'v'w') = f drdr’ expi{wr + W't My(kaur; Balu't) . (4.24)
Substituindo a Eq. {4.23) na Lq. {4.24) obtemos

M Eoo; Bo'v'w’) = Aluk + W E) Ay + )Ml Fr aur, o' ur’)+

+= E Ef drdr’dndra My f; our; oqu Tl]Mg{k 1T, dpu' ) X

-'8 O] g

x Vi{ay, ko1, u )V (ay, &, o3, u) Mok QZHTZ?EIQIUFTI}EXP{?(WT +w'rt) . [4.25)
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Efetuande a transformada temporal de Fourier (2.111) nos M’s e na fungéo de
correlagio Mo do iltimo termo da Eq. (4.23) ¢ usando a propriedade

%f: drydry F(m, ) expli{wym + wems )] = Alun +ws) Lﬁ drF{r}explifwnr)]

{4.26)
cbtemos

Ma{kowe; Fa'v'w') = Afuk + v EVA(x + u)A{w + o) Ma( f; aww, o'’}

+ 3 > Mo f; auw; onw'{ —w) )Mo E; oyu(—w), date) %

x]7] &pdy
x Vi, ko, w' W iog, &, 02, u) Ml Eaguw, Bau'w’) . (4.27)
A parte néo homogénea (primeiro termo do lado direito} da Eq. (4.27), 56 néo se
anula se o’ = —w, ' = —v e &/ = —k. Com isso podemos escrever

Mg(gauw; (—g}a'[—u}(—w]) = M f; avw, &' —u){—w)i+

+ Y 3 Ma(f; cr; oo (—u)(—w)) Ma(F; oyt —w), ool 1)) @

oy T RFE

X V{HME: &1, [_“}]V[f’fz? E: o2, H}MZ{E; CrgUid, {_E.}a’(_u‘}{_w:l} . (423]
Para o modelo de Anderson Periddieo com {7 = oo, a interacio V' limita os indices

de “spin” , aos valores oy = o9 = {00} = . Considerando a conservagdo do “spin”
e Indices externos a = o' = {o0), a Eq. (4.28) se transforma em

Mi{koww; (—E)o(—u)(—w)) = Ma(f; o, o{—u)(—w))+
M (f; oww; o{—u)(—w))Ma(k; ou(—w), o{—w)w) X

x Vg, E‘: (—u))V(e, E? H]MZ[E; L, {_'E)U{_“)(_WD ' {4.29)

e pode ze escrita como
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Melfo) = e 4

onde introduzimos as seguintes abreviagdes
Mi(Fouw) = Myfkow (—Blo(—u)(~w))  ; (4.31)
My(fiouw) = Ma(f; ouw, o(—u)(—w]}) (4.32)
My(F; ouw) = Ma(k; oul—w), o —uw) (4.33)
Vik,o)=Vikou (4.34)
V(o) = V(R e (—u) . (4.35)

Devemos observar que para campos de Grassmann nulos e da Eq, (1.69), a auto-
energia & se anula, e podemos escrever para os cumulantes i6nicos ¢ de condugao

M, = [exp Gl(f}%l M) = ME(f; ou) (4.36)

My(F; ouw) = ME(E; ouw) . (4.37)
Substituindo as Eqs. (4.36) e (4.37) em (4.30) obtemos

_ Mi(fiouw)
1- | V(E,0) |2 M3(E; owsn) ME(Fiome)

que € a aproximagio das cadeias obtida no capitulo 3 (veja as Eqgs. (3.26} e (3.27)).
Assim, demonstramos que a aproximacao das cadeias é nma ®—derivivel “exata”.
Este ¢ um resultado muito interessante, pois nos permite comparar as “propriedades
conservativas” da aproximacao de campo meédio, analoga da aproximacio de cadeias,
(veja Wortis pg. 150) do modele de Ising, com os resultados obtidos para a apro-
ximacho de cadeias (4.38) do medelo de Anderson Periédico. Ao final deste capitulo,
voltaremos a esta discussae.

My{kouw) = (4.33)
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Figura 4.3: Familia de diagramas para a aproximagio dos anés renormalizados. Qs
vértices de condugio (um quadrado vazic no interior de um circulo) € os vértices
idnicos (um quadrado cheio no interior de nm circulo), sio associados acs cumulantes
My renormalizados correspondentes.

4.2 Aproximacao dos aneéis renormalizados

Para calcular esta aproximag#o seguiremos 03 mesmos passos da segio anterior.
funcional & é formado por todos os diagramas do tipo anel simples fechado, incluido
o funcional que oripina a aproximacic de cadeias e que na Fig. (4.3} € representado
pelo primeiro diagrama.

Na Fig. {4.4) representamos, de acordo com as regras 1 a 4 do capitulo 2, um
diagrama genérico de anel correspondente ao funcional @,

Para o calculo do funcional @ da Fig. (4.3), em presenca dos campos de Gras-
smann £, vamos aplicar a regra 5 do capitulo 2 ao diagrama geneérico de anel ®;
representado na Fig. (4.4)

$=30 (4.39)
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Figura 4.4: DHagrama genérico de anel correspondente ao funcional &,

®; = f dT‘J.Ml{kls 0'1(—1-‘51]1‘1,‘5}1”(}1,{1’1-.-k1: U'hulel(jh ﬂlulﬁ,f]

-‘Hﬂﬁulul

+};( EZZZZZZ[@ drydry - - d7

o]0 Gl'" u..l Jl It *1 .itﬂﬂl o U tl-‘ “r
[V (G1y 01y By 0y ua JMa{ R (=1eg o ol €V (g, @), By 01, (=101 )) X
x Ma(j2; ey {— )7, agtigre; £)|[V (42, 24 Fa, 03, ) Ml kpoa; (—ug ) rauymh; €)X

—

* V(i'h Ofi'z-: Em &z, (_“2}}Mﬂ (ja; a;{-—-ug}'ﬂ;, Cratin T, ‘E}} A [V(jm Oiny Kn,y Ony un) X

s Mol Brmi {—ttn ) Tntt T3 )V (1, &, B, Onn (—n)) X Ma(f1; 0, (—ttn )70, cqtey s €]
| (4.40)
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o sinal negativo {—1) do segundo fermo, corresponde ao sinal da contribuigic do
diagrama de anel simples fechado (veja Apéndice B) e o termo 1/2n € o fator de
simetria do diagrama de anel correspondente {veja Apéndice C).

0 calculo da fungao de correlacio dos elélrons f, Mz(gﬂ'uw], para a Aproximacao
dos Anéis Renormalizades (AARY}, ¢ obtido a partir do funcional 9, de [orma andloga
=0 desenvolvimento da secao {4.1) para a aproximagao de cadeias. Assim, omitirernos
08 passos intermedidrios da demonstragio e so apresentaremos o resultado final que
& expresso por

Mol Eouw; L'a’u’w’] = Atk + uFA(u + u)A(w + W )M f; omw, a'v'w)+

+ E E Mol f; orun; alu’(—w]]Mg(E; grul —w), Faules) x
Q1) oigdg

x Viay, k, o1, 1w\ Viog, B, o2, ) Mz(Faguw, Fo'u'n’) , (4.41)

que tem a mesma forma da equacio derivada para ¢ caso da ®—derivave! de cadeias
Eq. {4.38) da secdo 4.1, sendo que agora os cumnulantes idnicos nio renormalizados
M3 foram substituides pelos cumulantes “vestidos™ M. Estes cumulantes “vestidos”
séo obtidos a partir da solugio do sistema nas varidveis M7 e (G, representado pelas
equagées

Ma(f i /o) = MR ol 4

5 ZZZZZZW Fraag, ko, (=ug ) —wi Jurwn ) X

oy o7 ‘ Towy  E)

* {[:Xa{u?wjxu'{uj?w'r}xm ({_uljs (_wi}jxﬂ': E”h wl]]+}c (4'42}

Calf; viashom) = (_TL) >3

Y

V{a, ko, u) Ma(kos; (—u)(—w)uwo) Ve, F, o, (—u))
L~ S Ve, k0, u) My(Roy (=) (~a)uw)V (e, B, o, (—u))My{ [; o arteo) ’
{4.43)
onde o termo {---}. na Eq. {4.42) € o cumulante iénico nao renormalizado de ordem
quatro. ) calculo desse cumulante é apresentado no apéndice D da tese e devido a
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dificuldades matematicas ne calculo de cumulantes de ordem superior, sé considera-
Temos nessa equacac, cumulantes nao renormalizados de quarta ordem, Q) céleulo do
cumulante de ordem sels, apesar de laboricso, foi realizado, mas o seu resultado nic
serd apresentado neste trabalho. Ja para o calcule do cumulanie nio renormalizado
de ordem oite torna-se necessario o emprego de computacio algébrica. Conforme
veremos no proxime capitulo, precisamos conhecer estes cumulantes para construir
aproximagdes completas mais elaboradas. Assim por exemplo, para transformar a
aproximagao des multiplos anéis, estudada no capitulo 3, em uma aproximagao com-
pleta, precisamos incluir no calculo os cumulantes nio renormalizados de ordem seis
e oito (veja a Fig. (5.7)).

tYma vez que de acordo com (4.37) os cumulantes de condugio se reduzem aocs nic
renormalizados M2(kow), o sistema constituido pelaz Fqs, (4.42) e {(4.43) deve ser
resolvide de forma autoconsistente nas variaveis (3 e M{ (este ponto ja foi indicado
na discussdo do modelo de laing (veja a Bq. (1.63)).

A aplicagio do resultado expresso nas Eqs. (4.42) e (4.43) para o modelo de
Anderson periédico no limite de /' — oo, sepue os mesmos passos desenvolvidos
anteriormente para o caso das cadeias (veja discusséo a partir da Lq. (1.28)). Neste
modelo, ‘a interagio de hibridizagio limita os Indices o 208 valores a = oo = o.
Substituindo a Eq. (4.43) em (4.42}, levando em conta a conservagio do “spin™ nas
somas sobre o8 &'s e somando sobre oy w's teremos

_ 1 | VE, o) |? Me(Ean)
Me(w) = Zg; 1— | Vik, o) 2 M3(E; ovn ) M (f o) X

XA (X ()Xo (@) Xy (~o) Ko (1)), (4.44)

devemnos observar que M; nao depende de k. o gue (acilitard muito os caleulos,

Somando sobre os Indices o1, considerando o caso paramagnético (a cnergia do
estado localizado f nao depende do “spin®, £y, = 25 = &) @ supondo que a interacio
de hibridizagio nio depende de & e «, | V(E,a) |= V teremos

& Me{kuw
M) = M5(0) — 7 T T
T 3 kn ) Mo ( fr o)

x [{(X,:,{wﬁ_g(w}xﬁ,(ul]‘X‘a{—wl})+}c + { (X () X, (—0) X {ion )Ta-{—wi)L}c] ,
(4.45)
onde o primeiro cumnlante ndo renormalizado dentro dos colchetes est4 associado ao
espalhamento coerente, a0 passo que o segundo curnulante representa o espalhamento
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do tipo “spin-flip”, ou seja, o espalhamento que ocorre com mudanca de sinal nos
indices de “spin” e que esta associado ao efeito Kondo.
Os cumulantes livres que aparecem na Eq. {4.15) sio dados por

_Da_

M) =

=D,K, (4.46)

. -1
M3 (k) = ) (4.47)

ml-—-Eg

com D, = n,+ny (veja Bq. (3.74)) e &y = E; — p, onde E; é a posigio do nivel f o
# o potencial quimice.

Os cumulantes nio perturbados de ordem quatro que aparecemn na Eq. (4.45) sao
discutidos no Apéndice 1. Os resultados sio

(XoAw) Ko (=) Ko (wr) Ko=) e = Dol = Dy )

x { Ko{w)Kolwi) = K2w)Afw; — w)) (4.48)

{(Xo (@)X, (—w) Xl ) X7 —w1)) ). =

+

{[{er} - -'93] I{a{w] = éﬂaﬁ:&{w}} H'a(wl:]_

(K HE () A (i ~ ) — %Dgffﬂ{wjfff(w,} . (4.49)

Substituindo as Eqs. (4.48) e (1.49) em (4.45) teremos

oy L CIVE L, Mg (kw)
Myfw) = M L K 4
Vil M2(Fuen ) K, ()
_ —DJKE _UZKJL‘J =
7 | gD Kew) () EI_VWE(M%UW
2 M2 (kwn ) K 2w,

1
+ 3 Dok [M)EE 1 1 (4.50)

Lty

— VMg (kwn )Mal f )

<01m
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C1 = Dyl — D+ { X0, (4.51)

Cs = Do(l — 2D,) + {Xoe) . (4.52)

Como ne capitulo 3, vamos considerar uma banda retangular com largura 20 (veja
Eq. (3.30}}, centrada na energia Iy, tal que a densidade de estados por unidade de
energia, por sitic e por “spin™ ¢

onde w ¢ a varidvel de energia real ¢ estd deslocada de g, porque no ensemble grand
candnico usames varidveis de energia ¢ = £ — ;. Com este tnodelo de banda a Eq.
{4.50) se torna

m de M3 (fw)

M) = M) + SR [ — VM3 Ry My [ )

& dep Mgk )
— D Kw) — Oy, K, 2
T B () =Gy ]Z () fDI—V“M:Ekwlle(f,wl}
V2D dep M2 (kun)
"'K K niad” , 4.54
* 2Dg E (ir fDl—-VzMg(ﬁ:wl]Mz{:f wi) (4:54)

a mtegral que aparece nesta equagao é imediata, uma vez que My(f;w) nio depende
de E. O resultado é

fﬂ ds p M2(Ew) 1 (w - D+ VEME(W}) {4.55)
D 1 = V2 MR(kw) My( fw) w+ D+ VM, {w) ’ '
substituindo a Eq. {4.55) em (4.54}, teremos finalmente
e G\vE L, w— D+ V2M,fw)
Mi(w) = M(w) + 2D K o) ln ( + D+ VEM{w) t
s E V2D,
+35 [Eﬂgfg(w} — Uz!fa(w}] Sut Gpg KW (4.56)

com os nimeros 51 e 5; sendo obtidos através de somas sobre as fregiiéncias de
Matsubara, ou seja
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. iy — rh; + V?ﬂ{f-z(wl}

Sl = E:Kg(w'l) It (WI T D= VQMZIZWI} 1 (45?]
. 2 wh — .D -+ V24M1(W1)

S, = %}I‘i’a{wl}ln (wl DLV (4.58)

A equacdo (4.58) é altamente implicita, pois M; aparece no logaritmo do segundo
termo do lado direito, o que exige um calenlo autoconsistente para cada frequéncia
externa w. Entretante, My também aparece no calculo de 5 € 53 dependendo de
todas as freqiiéncias de Matsubara w;. Do ponto de vista numérico, a principal
dificuldade estd no cdlculo destas somas, porque teremos de resolver a Eq. (4.56)
de forma autoconsistente para cada uma das frequéncias de Matsubara. Uma vez
conhecida a solugido autoconsistente M, a funcac de correlacao é obtida a partir da
Eq. (4.41}, que para a banda larga do MAP pode ser escrita como

1

M= 73
k

Mg [Lu"}
1 — V2 Mg(kuw)Ma{w)

(4.59)

Podemos ainda mostrar que a aproximacio dos miltiplos aneis (AMA}, analisa-
da extensivamente no capitulo 3, & um caso particular da Aproximacio dos Anéis
Renormalizades (AAR), representada pelas Egs. (4.56} a (4.59). Para obter a AMA,
basta fager M,{w) = MZ(w) nos termos logaritmicos que aparecem nas Eqs. (4.56) a
(4.58).

Devido a dificuildades numéricas no calcule da AAR para a banda larga, s6 iremos
apresentar resultados para o seu limite atémico (veja segdo 3.3.7). Neste limite a Eq.
(4.56) se transforma em

.4 a I
My(w) = Me(w) + V2 a M)
T V2Ms(Feo) Ma(f:00)
211 2 Vo,
£V D) — G| 1+ T )5 (4.60)

_ Mg (kwi) Ko (w1)
5= % 1 — VEMe (R ) Mawy) (1.61)
. Mg (kg ) K 2w | (4.62)

o 1 — VzMi’[EwﬂMz(wﬂ
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como 5, e 53 330 niumeros, podemos considerar a Eq. {4.60) uma equacdo algébrica do
segnndo grau em M,. Devemos observar que somente uma das solugées desta equagéo
tem significado fisico, assim, duranie os cilculos, devemos ter o cuidado de sempre
escolher esta solucan. (O cilenlo das somas 5 e 53, nas freqiéneias de Matsubara,
deve ser feito de forma autoconsistente a partir da solugao de M obtida da equacédo
do 22 grau. A seguir, apresentaremos alguns resultados deste imite para um conjunto
de parametros representativo do modelo. Além disso, iremos comparar os resultados
obtidos com os correspondentes da aproximacgic das cadeias e dos multiplos anéis
analisada no capitule 3. Finalmente, faremos uma anilise preliminar dos resultados
obtidos com estas aproximacdes ®—derivaveis.

4.3 Resultadns

No capitulo 3 fizemos um estudo sistematico da aproximagio dos multiplos aneis
(AMA). Entre os problemas apresentados por essa aproximacao, se enconiram a
néo analiticidade das fungdes de Green para determinados valores dos pararnetros,
o surgimento de solugbes ndo fisicas 2 baixas temperaturas e a falta de completeza
nos numeros de ocupacio, quando o potencial quimico i se encontra em uma regiao
em torno do nivel localizade f (veja Fig. (3.11)). Na tentativa de superar esses
problemas, estudamos a Aproximacio dos Anéis Renormalizados (AAR), que mesmo
nio sendo uma ® —derivavel exata conforme discutido na segio (4.2), incorpora muite
mais diagramas que a AMA. Devido a dificuldades numéricas na solugio das Egs.
(4.58) a (4.58) para a banda larga, nos limitaremos a apresentar resultados para o
caso atdmiceo, representado pelas equagdes Eqs. {4.60) a (4.62).

Na Fig. {4.5) apresentamos resultados do limite atémico da sclucdo exata, da AC,
da AMA e da AAR para o regime de altas temperaturas. Representamos um grafico
da ocupacdo dos elétrons f vs. o potencial quimico g, parz o sepuinte conjunto de
pardmetros: Bf = —0.05, By =0,V = 0.1 ¢ T = 0.05, medidos nas mesmas unidades
de energia. O resultado da AAR {tracos longos) é comparado com a solugao exata
{linha cheia}, com a AC (linha de pontinhos) e com a AMA (tracos curtos). Neste
regime de altas temperaturas a AAR praticamente coincide com a AMA e as duas se
aproximam mais do resultado exato que a AC. Para temperaturas muito altas todas
as solugdes coincidem com o resultade exato. Devemos procurar os efeitos da AAR
a temperaturas mais baixas.

Na Fig. {4.6) representamos o mesmo grafico da Fig. {4.5), com os mesmos para-
metros, exceto a temperatura que agora esta reduzida a metade. Na regiac de baixa
ocupacdo de elétrons f a AC sempre produz os melhores resultados. Nessa regido
para (¢ < —(.10}, a AAR produz resultades melhores que 2 AMA. Na regido de alta
correlagao (¢ > 0.10), os resultados da AAR e da AMA praticamente coincidem e
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sao muito melhores que o5 da AC, Entretanio, na regiao intermedidria (.10 > 4 >
0.10), 2 AAR produz resultados piores que a AMA.

Na Fig. (4.7) representamos o mesmo grafico da Fig. (4.6}, mas com os resultados
renormalizados “ad hoc” (veja discussdo da rencrmalizagio do capitulo 3). Do grifico
vermnos que quando renormalizamos as curvas, a AAR passa a apresentar um resultado
muito mais satisfatorio, sende melhor que & AMA na regiio de baixa ocupacao f.

Na Fig. {4.8) representamos a variacio da completeza n, + 2n; com o potencial
quimico g, no limite atdmice da solucdo exata, AC, AMA e AAR, para o mesmo
conjunto de parametros da {4.5). Evidentemente a solugéo exata satisfaz a completeza
e nao estd representada no grafico. Na figura a linha cheia representa a AAR, que
é a que malis se afasta do resultado n, + 2n; = 1. Os resultados das outras duas
aproximagoes ja foram analisados na Fig. (3.7) de capitulo 3.

A partir desses regultados, concluimos que para o caso atémico a AAR permanece
com os Tnesmos problemas discutidos anteriormente para a AMA, nio satisfaz a com-
pieteza, prodnz fungdes de Green nio analiticas para certos valores dos parametros e
apresenta regifes com solugdes ndo fisicas. Além disso, verificamos pela analise das
figuras que os resultados produzides pela AMA 330 melhores que 05 da AAR. De um
modo geral, a analise acima permanece valida para outros conjuntos de pardmetros,
mas nao € defimtiva, uma vez que devido a dificuldades de ordem numeérica ainda
nao obtivemos resultados da AAR para o caso da banda larga, o que deverd ser
feito futuramente para concluir ¢ estudo destas aproximagdes. Poderiamos argu-
mentar que 0s problemas assinalados acima para a AAR, se devem a aproximacio
que fizemos durante sua derivagio, que despreza todos os cumulantes nio renorma-
lizados de ordem maior que quatro. Entretanto, na secdo (4.1) mostramos que a
aproximacio de cadeias € uma ®—derivivel “exata”, no sentido indicado ao final da
secao (1.3), e a andlise dessa aproximagdo feita no capitulo 3, indica que mesmo sendo
analitica, nio conserva a completeza (veja Figs. (3.7) e (3.11}) e apresenta regides
com solugoes nao fisicas (veja Fig. (3.6)), tanto para o caso atémico quanto para a
banda larga. Os resultados obtidos para as ®—derivaveis no caso atdmico, indicam
que essas aproximagoées nao resolvem o problema basico da completeza. No proxime
capitulo, apresentaremos um método de construgao de aproximacdes para as funcdes
de correlagao, que satisfaz essa propriedade e em principio nos permitird constrnir
uma infinidade de aproximagdes completas. Este método serd o ponto de partida
para a continuacao de nossos estudos das expansdes em cumulantes.
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Figura 4.5: Grafico da ocupacio dos elétrons ny em funcao do potencial quimico p,
para o limite atdomico da solugao exata e das aproximagdes AC, AMA e AAR. Os
resultados correspondem ao seguinfe conjunto de pardmetros: Ey = —0.05, &o =0,
V=01¢T =0.050.
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Figura 4.6: Gréfico da ocupacio dos elétrons ny em fungao do potencial quimico g,
no limite atdmico da AAR, para o segninte conjunto de pardmetros: Ey = —0.05,
Ey=0,V=01eT =0.025
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Figura 4.7: Grafico da ocupagio dos elétrons n; vs. o potencial quimice pz, com
as curvas renormalizadas “ad hoc”, no limite atdmico da solugho exata, e das apro-
ximaches AC, AMA e AAR, para o seguinte conjunto de pardmetros: E; = —0.05,
Ey=0,V =01 e =0,025
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Figura 4.8: Gréfico da completeza n, + 2/ versus o potencial quimico g, no limite
atomico da solugio exata e das aproximacgdes AC, AMA e AAR, para os seguintes
valores de parametros: Ey = ~0.05, By =0,V =01e T = 0.025.



Capitulo 5
APROXIMACOES COMPLETAS

Podemos dizer que, grande parte do trabalho desenvolvido nesta tese, se orien-
tou no sentido da busca de aproximagdes que apresentam completeza, nos nimeros
de ocupagido f. Neste capitulo, vamos introduzir um métode de construgic de apro-
ximagdes para as fungdes de correlagio do sistema, que dentro do espirito da expansao
perturbativa do capitule 2, satisfazem esta propriedade de forma automaética. A com-
pleteza dos elétrons de conducdo sempre é satisfeita, uma vez que estes elétrons sio
férmions ordindrios e satisfazem a estatistica de Fermi-Dirac. Para cs elétrons f,
do modelo de Anderson periddico no limite {/ — oo, a completeza é expressa pela
relagho (3.74) do capftulo 3

Mo+ 2np =Dy d+ng=1 (5.1)

uma vez que o estado de dupla ocupagio estd vazio. Evidentemente a relagio de
completeza ¢ satisfeita para o sistema nao perturbado, com os nimeros de ccupagio
de ordem zero sendo calculados a partir de

o _ _ oxp{=F¢s)
YT T 2exp(“Be)) 52
e = 1 + EKP(“—IﬁE_{} (53}

271 + 2exp(—Jey)

Todas as aproximactes estudadas neste trabalho, foram obtidas somando-se cer-
tas classes de infinitos diagramas. Na aproximacio de cadeias [®—derivavel “exata”),
somamos todos os dizgramas possiveis com enmulantes nio renormalizados de ordem
dois. Na aproximagio dos miitiplos anéis somamos todas as combinagoes possiveis
de diagramas de cadeias e de anéis simples fechados com, no maxime, cumulan-
tes ngo renormalizados de ordem quatro. Ji a aproximacio dos anéis renormaliza-
dos (®—derivével aproximada} corresponde a uma generalizagio da aproximacio dos

125
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multiplos anéis, onde cada vértice idnico de qualquer diagrama ¢ renormalizado com
outros anéis simples fechados com, no maximo, cumulantes nac renormalizados de
ordem guatro . Todas essas aproximagdes estudadaa nio satisfazemn a relagio de com-
pleteza no espago dos elétrons f, inclusive a aproximagdo dos ancis renormalizados,
que do ponto de vista diagramatice é & mais rica, incluindo na sua construcao proces-
sos de renormalizacio de vértices. A satisfa¢fo da completeza ndo depende somente
da quantidade de diagramas que s30 somados em uma dada aproximagéo: se isso
fosse verdade, a aproximagio dos anéis renormalizados, das aproximagdes estudadas,
setia a que apresentaria melhor relagdo de compleieza. Entretanto, esta aproximagéc
é a que apresenta uma das relagbes de completcza que mais se afastam do resullado
correto, como pode ser visto da Fig. (4.8).

Para se obter aproximacdes para as [ungdes de correlagdo do sistema, que sa-
tisfacarn a completeza no espago dos nimercs de ocupacdo f (chamaremos estas
aproximacoes de COMPLETAS), dentro do cspirilo perfurbativo da expansio dia-
gramética do capitulo 2, vamos fazer a seguinte conjectura, que foi induzida a partir
da descoberta de uma série de conjuntes de diagramnas que satisfazem cssa proprie-

dade

CONJECTURA: Uma aprozimacde pera as fungées de correlagio € COM-
PLETA se o conjunto de diagramas considerado ¢ tal que, pura quelquer diegrama
com vértices externos i ¢ §, o apresimacdo também inclui o diegrama que resulle da
“Unido” de s com 3.

A aproximagio completa mais simples que podemos construir para a fungio de
correlagio dos elétrons f, do modelo de Anderson Periddico, resulta nos diagramas
representados na Fig. (5.1), onde vemos que a *unifo” dos vértices idnicos t e § do
segundo diagrama dessa figura produz o terceiro diagrama que, por sua vez, apresenta
um cumulante de quatro tempos. A titulo de teste resolvemos essa aproximagao e
verificamos que é completa, tanto para o limite atémico quanto para o caso da banda
larga. A seguir, faremos um estudo de duas aproximagbes completas mais elaboradas.

5.1 Aproximacao de cadeia completa

De acordo com nossa “conjectura” para que a aproximacgdo de cadeias, que &
uma $—derivavel “exata”, se transforme em uma aproximacic completa, devemos
incluir diagramas “fechados™ (fazendo ¢ = j} em cada um dos diagramas de cadeia
da Fig. {3.1). Chamaremos esta aproximagéo de Aproximacic de Cadeias Completas
(ACC), e sua fungho de Green dos elétrons f, que indicaremos por GF5%(w), esta
representada na Fig. (5.2). As ouiras I'G sio iguais &s da AC,
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—— + —0—0—0— +

Figura 5.1: Diagramas para a FG dos elétrons f da aproximacao completa mais
simples que pode ser construfda. Os vértices de conducio (circulos vazios) e os
vértices ibnicos {circulos cheios), estdc agsociados aos cumulantes nao renormalizados
MY respectivos.

Essas funcdes de Green ja foram calculadas no capitule 3, como nm subconjunto
dos diagramas correspondentes a aproximagao dos miiltiplos anéis (naquele momento
nao sabfamos que esta era uma aproximacio completa). A funcio de Green dos
elétrons f corresponde a soma das Eqs. (3.26) e (3.47), que reproduzimos abaixo por
uma questdo de clareza

G50 (W) = Cralw} + 577 (w) (5.4)
onde
_is gt L Gt ()
Clalw) = N Zg;: Gralk,w) = N % 1—{V; P Ggﬂ{w] G?c-‘d{w] ) {5.5)
e

$TH(w) == |V [ {4 K,(w) + B KXw) Cop(w) + C K2w)} (5.6)
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B +

Figura 5.2: Diagramas para z FG dos elétrons f da Aproximagio de Cadeias Com-
pletas (ACC).

com
A=[D, (1-D)=n}|BL—-D, I (5.7)

B=D, (1-D,)+n; (5.8)

C=-D.I, (5.9)

L= Niﬁ § % Caslen) Koler) (5.10)

h= Flﬁuz 5 Corlen) K2fen) (511)

A funcao de Green dos elétrons ¢ corresponde a Eq. (3.27), ou seja
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Z G (Fw) = =3 i) (5.12)
TNV @@ 6L W) ‘

Em todas estas equactes devemos usar as FG nio perturbadas

@) =~ (5.13)

W Efr

@3, (w) = —ﬁ , (5.14)

(Como o sistema apresenta invaridncia translacional, estas FG locails sao indepen-
dentes do sitio.

A seguir, faremos uma analise do limite atdmico ¢ da banda larga para a ACC.
Esta aproximacio é analitica, de modo que n&o teremos os problemas apresentados
por funges de Green com “pélos” ou “cortes” fora do eixo real, como acontecen com
a AMA.

Na Fig. (5.3) representamos a variagdo da completeza n, + 2n; em fungio do
potencial quimico p, no limite atémico das aproximagdes AC (pontinhos), AMA(Cs)
(tragos) e ACC (linha cheia). Os célculos foram feitos para o seguinte conjunto de
parametros: Ef = —0.05, £y = 0, V = 0.1 e T = 0.025, medidos nas mesmas
unidades de energia. A ACC satisfaz a completeza para todos os valores do potencial
quimico g calculados, engnanto as outras duas tém comporiamentos opostos nas
regides onde néo satisfazem esta propriedade.

Na Fig. (5.4) representamos um grafico da ocupagie dos elétrons f vs. o potencial
quimico g, no limite atémico da solugdo exata (linha cheia), das aproximacdes AC
(pontinhos), AMA(C3) (tragos fines) e ACC (tragos longoes e curtos). O cenjunto de
pardmetros usado é o mesmo da Fig. (5.3). Embora a ACC satisfaga a completeza
para todos os valores de ji, verificamos que as “ondas” que aparecem nas solugbes AC e
AMA(C3), também aparecem em seus resultados, o que indica a presenca de solugdes
néo fisicas nesse regime de temperaturas. Para baixa ocupagao (p < —0.10), ACC -
concorda bem com ¢ resultado exato, reproduzindo nesta regiao o comportamento
das cadeias. J4 para (¢ > 0.10), ACC nio concorda tanto com o resultado exato, mas
seus resultades sio melhores que a AC. Nesta regiio AMA(C) produz os melhores
resultados. Esta andlise mostra que a ACC sobreestima menos a correlagio que a
AC e ao mesmo tempo superestima menos a correlacao que a AMA{CS).

A seguir passaremnos a analisar os resultados da ACC para a banda larga:
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Figura 5.3: Gréfico da completeza n, + 2ny em fungio do potencial quimico g, no
limite atdmico das aproximagtes AC, AMA((:) e ACC, para o seguinte conjunto
de pardmetros: Ef = —0.05, E; =0, V = 0.1 ¢ T = 0.025, medidos nas mesmas
unidades de energa.
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Figura 5.4: Gréfico da ccupagao dos elétrons [ versius o potencial quimico g, no
limite atémico da solugio exata (linha cheia) e das aproximacgdes AC, AMA(Cq)
ACC, para o mesmo conjunto de parametros da Fig. (5.3).
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Na Fig (5.5) apresentamos um grifico da completeza n, + 2n; em fungio do
potencial quimico g, para a banda larga da AC (pontinhos), da AMA(C}) (tragos)
e para a ACC (linha cheia). Os célculos foram [eitos para o seguinte conjunto de
pardmetros: Ef = —0.05, 20 = 7, V = (0.1 ¢ T = 0.025, medidos nas mesmas
unidades de energia. O comportamento e basicamente o mesmo do caso aldmico
analisade na Fig. (5.3). A ACC satisfaz a complcteza para todos os valores do
potencial quilnico g calculados, enquanto as outras duas Lém comportamentos eposios
nas rcgioes onde ndo satisfazem essa propriedade.

Na Fig. (5.8) representamos um gréfico da ocupagio dos elétrons f vs. o potencial
quimico g para a banda larga da AC (linha cheia), AMA({C:) (pontinhos) e ACC
(tragos). O conjunto de parametros é o mesmo da Fig. (5.3). Como nesse caso
nao conhecemos a solugdo exata, iremos comparar os resultados da ACC com a
AC e AMA(C;). Do grafico vemos que a ACC, nessa temperatura, praticamente
coincide com a AMA(C}h), incorporando as correlagoes de forma bastanie cfetiva,
sem entretanto, apresentar os problemas de nio analiticidade da AMA(C,),.

No estudo da AMA{C:) do capitulo 3, disentimoes os problemas de nao analitici-
dade apresentados por essa aproximagao e conclnimos que o célenlo de propriedades
estaticas, como os nimeros de ocupacio, deve ser efetuado através de somas sobre
as freqiéncias de Matsubara (veja Eqs. (3.64) e (3.65)), ou de forma eguivalente,
usando o contorno (s da Fig, (3.4), que inclui os “pélos” on “cortes” fora do eixo
real em seu interior. Ji a forma tradicional faz uma continuagio analitica para o
eixo real {veja as Eqs. (3.70) a (3.72}), calcula a densidade espectral usando o con-
torno €z da Fig. (3.4) e, a partir dai, as propriedades estiticas. Na préxima secéo,
estudaremos uma aproximagio cornpleta que apresenta regides de parametros para
08 quais as fungdes de Green sdc nao-analiticas. Com isso, teremos a oportunidade
de caleular 0s nimeros de ccupacio usando os dois contornos para verificar em qual
deles a completeza & satisfeita.

5.2 Aproximacao COMPLETA2

I}e acorde com a conjectura da se¢do 5.1, para transformar 4 aproximacio dos
multiplos anéis do capitulo 3 em uma aproximagio completa (chamaremos esta ge-
neralizagio da AMA de AMA(C;) COMPLETA), devernos somar o conjunto de dia-
gramas da Fig, (5.7) para as fungdes de Green dos elétrons f,

Devemnos observar que, nessa figura, aparecem diagramas com cumulantes nio
renormalizados de seis Lempos (G.I) e oito tempos (H,J). Conlorme ja discutimos
anteriormente, o cilculo desses cumulantes, apesar de faciivel, & extremamente tra-
balhoso. Sende assim, vamos construir uma aproximagio completa que considera
diagramas com, no maxime, cumulantes nao renormalizados de quatro tempos. Nes-
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Figura 5.5: Gréafico da completeza n, 4+ 2ny em fungio do potencial quimico i, para
a banda larga das aproximagies AC, AMA(C3) e ACC, para o seguinte conjunto de
parametros: Ef = —0.05, 2D = =, V = 0.1 ¢ T = 0.025, medidos nas mesmas

unidades de energia.
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Figura 5.6: Grafico da ocupacio dos elétrons f vs. o potencial quimico y para a
banda larga da AC, AMA(C;) e ACC, para o mesmo copjunto de pardmetros da

Fig. (5.5).
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Figura 5.7: Diagramas da FG dos elétrons f para a aproximagio AMA(C3) COM-
PLETA.
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Figura 5.8: Diagramas da fungao de Green doy elétrons f para a aproximagio COM-
PLETAZ2.

sas condigoes, de acordo com a conjectura das complelas, s6 irio sobreviver os quatro
primeiros diagramas da Fig. (3.7), sendo que o segundo deve ser modificado. Cha-
maremos esta aproxiragio de COMPLETAZ2 ¢ a fungio de Green dos elétrons f serd
formada pelos diagramas representados na Fig. (5.8}, podendo ser eserilz como

GUOMPLETAL ) = GACC () 4 SET2 0y . (5.15)

Os dois primeiros diagramas da Fig. (5.8) correspondem 2 aproximacio ACC j4
analisada na seciio 5.1 e os dois 1iltimos produzem o seguinte resultado

STHH W) = =1V P {A Ko(w) + By Kow) T(w) + G K2w)}  , (5.16)
COITl

A =D, (1-D,}-n¥] 81 -D, 1 (5.17)

By =Vin;+D,) (5.18)

Co=-D, I | (5.19)
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= ZI(WI] 1 (5*2{])
= %“_"JE]}- (5.21)
Ty o 1 G Fw)sew) 522

NB(w —e5) Zk: 1 — V2Ge: (F,w)SCH(w)

com SEH{w) e = (k,w) sendo dados pelas Eqs. (5.6) ¢ {5.12).

A sepuir, passamos a discutir o8 resultados dessa aproximacio para o caso atdmico
e para a banda larga.

Na Fig. {5.9) representamos a completeza n,+2n; em [ungie do potencial quimico
j, no limite atémico das aproximagées AC {pontinhos), AMA{C3) (lrages), COM-
PLETA?2 () (tragos longos e curtos) ¢ COMPLETAZ (C4) (linha cheia). Os calculos
foram feitos para o mesmo conjunto de pardmetros da Fig. (5.3). Como as fungdes de
Green da COMPLETAZ apresentam problemas de analiticidade para certas regides
dos pardmetros {da figura vemos que a F'G deixa de ser analitica para g > —0,16},
calculamos os niimeros de ccupagio atraves dos dois contornos da g, (3.4) Ch e
3. Do grafico vemos que a COMPLETA? satisfaz a relagio de completeza para o
contorno O que inclui os podlos fora do eixo real em seu interior, Isso vem confirmar
os resultados obtidos no capitulo 3 com a AMA, que indicam que quando a FG apre-
senta problemas de ndo-analiticidade, as propriedades eatdticas devem ser calculadas
a partir de somas diretas sobre as frequéncias de Matsubara.

Na I'ig. (5.10) representamos um grafico da ccupagio dos elétrons f vs. © po-
tencial quimico g, no limite atdmico da solugao exata (linha cheia), AC {pontinhos),
AMAMA{C3) (tracos finos} e COMPLETA2 ((75) (tragos longos e curtos). O calculo
foi feito para o mesmo cenjunte de parametros da Fig. (5.3). Podemos observar do
grafico que a solugdo COMPLETAZ2 (%) segue, em linhas gerais, o mesmo compor-
tamentc da ACC (veja Fig. {5.4}), mas com a “amplitnde” da onda das solugdes nic
fisicas aumenlada.

Na Fig. (5.11) representamos a completeza n, + 2ny em funcde do potencial
quirnico g, para a banda larga das aprowimagdes AC (pontinhos), COMPLETAZ
{C2) (tragos) e COMPLETA2 (C5) (linha cheia), Os célculos foram feitos para o
seguinte conjunto de parametros: Ef = —0.025, 2D =x, V =0.1 ¢ T = 0.01, medi-
dos nas mesmas unidades de energia. Como as funcdes de Green da COMPLETAZ2
apresentam problemas de analiticidade para certas regides dos parimetros, calcula-
mos os nimercs de ocupagio através dos dois contornos da Fig, (3.4), Co e O5. O
grafico mostra que os dois contornos produzem os mesmos resultados para a regiio
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de baixa correlagio ¢ < —0.10 & alta correlagdo p > 0.10, o que indica que nestas
regites a fungio de Green dos elétrons f ¢ analitica. Na regido intermedidria, a partir
de u = —0.05, a FG deixa de ser analitica ¢ os dois contornos produzem resultados
diferentes, com o COMPLETA2 (C3) produzindo resultados adequados. Entretanto,
em torno de g = 0,10 a FG volta a ser analitica e continua assim até o limite de
¢’s grandes (limite magnéiico). O resultado desse grifico deve ser comparado com
os resultades equivalentes da AMA({C:) e AMA{C3) da Fig. (3.11), onde esta FG
permanece nio analitica na regiao de alta correlagdo para qualquer valor de p. Esta é
urna caracteristica da AMA para um grande intervalo de parametros representativos
do modelo. Assim, vemos que a COMPLETA?Z é capaz de gerar FG analiticas no
limite de ¢’s grandes (limite magnético).

Nz Fig. (5.12) representamos um grafico da ocupagéo dos elétrons f vs. o poten-
cial quimico g, para a banda larga da AC {pontinhos), COMPLETAZ (C3) (tragos)
e COMPLETAZ2 (C;) (linha cheia). O célculo foi realizado para o mesmo conjunto
de parimetros da Fig. (5.11). Como nesse caso, nio conhecemos a solugao exata,
jremos comparar os resultados da COMPLETA2 (C3) com a AC. O grifico reproduz
o comportamento da completeza da Fig. (5.11), com as solugdes dos dois contornos
produzindo resultados idénticos nas regifes de alta e baixa correlagao, onde a FG
& anslitica. Evidentemente na regido de nioc analiticidade, o contorno Cy produz o
resultado correto. Este resultado deve ser comparado com os resultados andloges da
AMA, na figura (3.12), onde as FG geralmente 3ao no analiticas na regido de zalta
correlagio.
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Figura 5.9: Gréfico da completeza n, + 2ry em fungic do potencial quimico g, no
limite atdmico das aproximagdes AC, AMA(C), COMPLETA2 (C;) e COMPLETAZ

{C3), para 0 mesmo conjunto de parametros da Fig. {5.3).
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Figura 5.10: Grafico da ocupagio dos elétrons f vs. o potencial quimico g, no limite
atdmico da solucio exata e das aproximacdes AC, AMA(Cs) e COMPLETAZ2 (),
para o mesmo conjunto de pardmetros da Fig. (5.9).
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Figura 5.11; Grafico da completeza n, + 2ny em funcio do potencial quimico y, para
a banda larga das aproximacées AC, COMPLETA2 (Cy) e COMPLETAZ (Cy), para
o seguinte conjunto de pardmetros: Ef = =005, 2D = r, V = 0.1 e T = 0.0,
medidos nas mesmas unidades de energia.
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Figura 5.12: Grafico da ocupagio dos elétrons f vs. o potencial quimico j para a
banda larga da AC, COMPLETA2 (Cz) e COMPLETAZ2 (C3), para o mesmo conjunto

de parametros da Fig. (5.11).



Capitulo 6

CONCLUSOES

Nestas conclusdes finais faremos um sumario dos principais resultados chtidos
com ¢ trabalho, assim como, seus futuros desdobramentos. Basicamente, todo o
trabalho desenvolvido nesta tese, se orientou no sentido do célculo de aproximacoes
para as func¢des de Green do MAP, que conservassem a completeza no espago dos
elétrons f. Entretanto, tanto a AC e a AMA quanto as aproximacdes P—derivaveis
estudadas, nio conservam essa propriedade.

No inicio do trabalho, fizemos um grande esfor¢o no desenvolvimento da expansao
perturbativa em cumulantes para o MAP em presenca de campos externos “ficticios”
de Grassmann £ # 0. O cdlculo da expansio para £ # 0, juntamente com as regras
de célculo dos diagramas, se justifica porque estamos interessados em estudar as
aproximacies $—derivavels que, para o sen caleulo, exigem a presenga destes campos
“ligados”. Esta expansio se constitul no eixo principal da tese e seus resultados serdo
aplicados em tode o trabalho posterior.

Outre resultado importante do trabalho, se relaciona ao estudo de fungées de
Green nio analiticas (apresentam “pdlos” ou “cortes” fora do eixo real), em determi-
nadas regides dos pardmetros do modelo. No Cap. III, fizemos um estudo sistemaético
da AMA que apresenta este tipo de problemas em suas fun¢des de Green. Concluimos
que o cdlculo das propriedades estiticas como nimeros de ocupagio, deve ser feito
através de somas diretas sobre as frequéncias de Matsubara, ou, de forma equiva-
lente, usando um contorno no planc complexo que contenha em seu interior todas
as nao analiticidades das fungdes de Green. O calculo destas propriedades usando
um contorno ac longo do eixo real nio produz bons resultados porque exclui as n2o
analiticidades de seu interior.

No Cap. [V, a partir das expansbes em cumulantes em presenca dos campos
“ficticios™ de (rassmann, desenvolvemos duas aproximages $—derivaveis: apro-
ximagio de cadeias e a aproximacic dos anéls rencrmalizados. Em nosse estudo
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dessas aproxirnagoes, mostramos que a AC € uma $—derivavel “exata” (no sentido
de que nio sio feitas outras aproximacoes, além da escolha da sub-lamilia de dia-
gramas do funcional § aproximado). A andlise da AC indica que mesmo sendo uma,
aproximagio analitica, ndo conserva a completeza e apresenta regides com solucdes
nao fisicas. A ouira aproximagio estudada {AAR) também apresenta os mesmos pro-
blemas. Assim, os resultados obtidos com essas aproximactes, pelo menos no que diz
respeito ao caso atomico (o caso da banda da AAR, ainda n3o foi analisado devido a
dificuldades numeéricas), nos indicam que elas néo se constituem num bom ponto de
partida para o estudo do MAP.

Finalmente, devemos indicar como um dos resultados mais importantes do tra-
balho, o desenvolvimento das aproximacdes completas. No Cap. V, apresentamos
um método de construgdo de aproximagdes para as funcioes de Green do sistema, que
dentro do espirito da expansio perturbativa em cummnlantes, satisfaz a completeza
dos elétrons f de forma automdtica. Como exemplo do métado, mostramos como
transformar as aproximacdes AC e AMA em aproximagdes completas. A seguir, cal-
cilamos os niimeros de ocupagéo para a AC completa {ACC) e para uma aproximacio
completa derivada da AMA (COMPLETAZ2), tanto para ¢ caso atémico quanto para
a banda. Concluimos o trabalho indicande que estas aproximacées se constituirio no
ponto de partida para nossos estudos futuros das expansdes em cumulantes.



Apéndice A
Propriedades gerais das médias ¢

Neste apéndice, demonsiraremos o teorema basico da expansio em comulantes
formulado no segundo capitulo desta iese:

Teorems 1 : A média ((?ffl}?{fg}---f’{fn}h) E = soma <os produtos de cor-
relagdes cumulantes no qual cada termo corresponde a uma particio dos argumentos
Iis o+l e toda particho possivel aparece uma e somente uma vez. Tode termo tem
o sinal da permulopdo gque ordena todes os operadores fermidnicos ne erdem que os
megmos operadores term no lado esquerdo da igualdade,

Inicialmente, vamos demonstrar a seguinte propriedade:

(Fapm - w),)" =) (Fw-vw), ) +

+3%<(f’(11],.,?(1n))+>“€ . (A1)

A prova desta propriedade para o modelo de Ising pode ser encontrada no trabalho
de G. Horwitz e H. B. Callen [4] {(Eq. 32) e para 0 modelo de Heisenberg quéntico
neo trabalhe de R. B. Stinchcombe et al [6] {apéndice B). No caso do [lamiitoniano
de Anderson Periodico, temos operadores fermidnicos, o que nos leva a introdugir os
campos externos de Grassman e tomar um cuidado extra com os sinais. Na prova
deate apéndice vamos supor que todos os operadores Y'(I} sdo do “tipo-Fermi”, ou
geja, criam ou destroem umn Gnico elétron. Entretante, tanto o Teorema 1 guanto a
propriedade acima serio estabelecidos de tal modo que continuam validos, mesmo
quandc alguns dos operadores Y{I) sdo do “tipo-Bose™.

A parlir da Eq. (2.74) podemos cscrever

((Fm-- i’{h})Jﬂ =
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a3
—_ E-{:;,—.E}Tr {exp— {—p3H,) (Y(Il} Yl Jexpy {_- j:; dr i, 5]}) +} {,;L 2)

COm

Z(3,8)=Tr {exp{—ﬂﬂa} exp, (_ /uﬂ drH'[r, (f]) } , {A.3)
+

onde H'(r,&) = H'{7) + H.(1,£) (veja as Egs. (2.31) , (2.32)), ¢ a perturbagao
expressa na represenlacio de interacdo . Calculando a derivada da Eq. {A.2) terermos

1

=200

s {((Fw--vw),)

Tr {exp{—ﬂﬂﬂ} (Y{fl) YL exp, {- [ -:JTH‘[T,E]}) +} _

I fexp (1) (YR YO o (= BariTrgl),
) ZG,67 SOZ(8,6) (Ad)

onde Tepresentamos a derivada §/6£(!) por &(I). Ao expandir a cxpenencial no pri-
meire trago do lado direito de {A.4), leremos & ordem n o termo

O
= -Ldr,---fﬂ )

{Tr fexp (—BH) (Y (h) - Y78 H'(m  OL ]} (A5)

e para efetuar esta derivada, tevemos de deslocar a varidvel de Grassman £(I) que
aparece nos termos do Hamiltoniano H'(r, £} para a direita da derivada & [6£(1), para
entio eliminarmos o £(f}, o que eventualmente pode implicar numa mudanga de sinal.
Entretanto, ao derivarmos o termo H; do trago na Eq. (A.5), so sobrevivera o termo
Y (1) e serd necessario renomear as VATIAvels Tigy -+~ Ty — 71+ Tae1. LoOmo existem
n termos dentro do ordenamento temporal (- -+)4, teremos de incluir um fator » no
resultado, assim como, um sinal negative que vem da definicio do Hamilioniano de
Crassmann Eq. (2.32). Com isse, a expressao acima se torna
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(-1 7 o8
—n l Ldﬁ.”./q; dTﬂ_lE{ff—)

{Tr Jexp(~BH) YOV () YUIH (7, Hlres )]} 1 (AS)

efetuando a mudanga de varidveis n — 1 = 4 teremos
—_1}* ¢ #
(=1) f dry - f dr,
sl Jo o

Tr {exp (=BH) (YWY (h) - YOI (&) H(ra)y) - (AD)

Substituindo a Bq. (A.7) em {A.4) e usando a definigio (A.3) obtemas

o (V- ), )" =

Tr {exp (o) (Y(OY (1) - Y exp, { = ariing)), )
2(8,¢)
Tr {exp {—2H,) (Y“] eXpy ‘[— I3 ‘-'ITH'["'HE]}) +}

— #

2(8,¢)

Ir {exp (—8H) (V) Y{lyexp, {~ [f drH '[T*‘E]}L} A8
X Z05,0) 89

que de acorde com a definigio das médias expressa em (A.2), a Eq. (A.8) se trans-
forma em (A.l) e com isso demonstramos a Propriedade {(A.1). Da defini¢io dos
cumulantes Eq. (2.81) e da aplicagio repetida da Propriedade (A.1), podemos obter
de uma forma sistematica os cumulantes de todas as ordens

(v vw),) = ghaedl (A9

O calculo para os de mais baixa ordem produz

()" = {vmn)* (A.10)
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(YUY ), = (Y @),)" — (@) (trwn,) o (a1

Agora, estamos em condigdes de discutir a primeira parte do Teorema 1. Deixa-
remos a determinagio do sinal (parte escrita em italico no enunciado do Teorema no
inicio do apéndice} para posterior consideracio. Para mostrar que para qualquer n

. . w
A médie ((Y{f1)*--Y(fn])+> ¢ igual a soma dos predules de correlagées cumat-

lsntes no qual cada termo corresponde a umag partigie dos ergumentos Iy -- -l ¢ toda
pariicdo possivel aparece uma e somente uma vez, vamos usar indugio completa. O
teorema é verdadeiro para n = 1 {veja (A.10)), temos de mostrar que se é verdadeiro
para n operadores ¥, entio também sera verdadceiro para n 4 1 operadores.

. . - vt
Da Propriedade A.l, é claro que a expansic <(Y{!]Y{I1] .- Y{Iﬂ])+> comn+1

operadores é igual a soma de dois tipos de termos:
1 - Aqueles obtidos pela aplicagio de #(!) a todos os termos na cxpansio de

- - . v
(PP V@), )
2 - Aqueles abtidos pela multiplicagdo de <{Y|[.:’ 1) _|_>UE por cada um dos termos na

expansiio de ((f/(n’;} o ‘}H"[Iﬂ))+>ve

E imediato mostrar que se ¢ Teorema é verdadeiro para n operadores, todos os
cumulantes obtidos por 1 e 2 satisfazem a primeira parte do Teorema 1, ou seja, todas
as partigdes ({,1,2, -+, n) cstardo presenles e cada uma das parligdes estard presente
uma unica vez.

A segunda parte do Teorema 1 vem expressa por:

Friste wma mudanga de sinal associade com g permutagido de dows cumulentes ou
duas médias vé, quando ambos {ém um nimero fmpar de operadorea Y do tipo-Fermi.

Devemos observar que quando £ = 0, todos os cumulantes t&m um nimerc par de
operadores Y do tipo-Fermi e, nesse caso, eles podem ser permutados livremente sem
mudanga de sinal. Isto acontece porque o Hamiltoniano nzo perturbado H, conserva
o niimero de particulas e tedos oz ¥; criam ou destroem um férmion.

Para provar o Teorema | para as médias v€, vamos expandit a exponencial orde-
nada na Eq. (A.2) cujo n-ésimo termo tem a forma

Tr{exp (—BH.) (Y(h)--- Y )H (&) W(ran£0),} (A.12)

que & claramente um polinémio de ordem n nas varidvels de Grassman £(4;) - - £(1,).
Entretanto, o trago da média (A.12) ird se anular sempre que existir um niamero
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impar de operadores tipe-Fermi em ¥(4)---Y(I,). Isto acontcce porque uma vez
que o8 operadores H'(7,£)-- - H'(7,, ) sempre serdo do tipo-Bose, o produto dentro
do ordenamentc cronolégico (- --),. sera do tipo-Fermi o que faz o trago se anular,
peig o Hamiltoniano nio perturbado , conserva o namero de parliculas.

Entéo, concluimos que o terto (A.12) & um polindmic nas varidveis de Grassman
£; que contém somente poténcias de £; com a mesma paridade que o nimero n
de operadores Y{{) --Y (). Como conseqiiéncia da Bq. (A.2), a grand fungic
de particio Z{53,£&) contém somente poténcias pares de & ¢ o Teorema 1 & entio
verdadeiro.

Para completar a prova do Teorema para médias cumulantes, devernos notar que

- -

. vé
<(Y{I}Y[Il} T Y{In])+> ¢ igual a soma de produtos de médias »£, de tal modo,

que o numero tolal de operadores ¥ que se disinibuem nos diversos cumulantes ¢
igual 2 r. Assimn, a prova do Teorema 1 esid completa.



Apéndice B

O sinal da contribuicao de um
diagrama

Neste apéndice, calcularemos o sinal da contribuicao de um diagrama guande
& =0 e quando £ # (0. No capitulo 2 deste trabalho estabelecemos as regras para a
obtencdo dos diagramas da expansic perfurbativa: as Regras 1 e 2 sio para desenhar
diagramas de vacuo, enquanto as regras 3 e 4 sao para desenhar os diagramas que
aparecem no cialculo das médias

(), Y)Y, (B.1)

No itemn “d” destas regras, as linhas do tipo Fermi que incidem em cada vértice
foram emparelhadas em um modo arbitririo, ac passo que, quando o nimero des-
sas linhas era impar uma delas nao era emparelhada. Muitos anéis fechados foram
formados deste modo, e um sentido definido foi associado a cada um deles de forma
arbitréria: chamaremos a esta direcdo de “sentido do anel”. Quando £ = 0, todos os
anéis abertos precisam ter dois vértices externos, mas quando £ # 0, os anéis abertos
podem também ter s6 um vértice externo ou néo ter nenhum. Iste acontece porque,
pode haver um nimero fmpar de linhas incidindo em um vértice. Na discussao a
seguir, vamos considerar somente operadores do tipo Fermi, porque a posicio dos
operadores do tipc Bose nao afeta o sinal da contribuicio. A partir daqui, quando
falarmos em “operador” estaremos nos referinde a operadores do tipo Fermi.

Definicio B.1
Um diagrama esta numa “ordem perfeita” quando:

1. Para todos os anéis abertos, o tempo 7 cresce em todos os seus vértices
no “sentide do anel”.
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2. Para todo anel fechado, o tempo T cresce no “sentido do anel” para todos
o5 vértices menos para um (é impossivel satisfazer o item 1 para um anel
fechado).

3. Todos os tempos 7, num dado anel, s30 ac mesmo tempo menores ou
maicres que todos os tempos T em todos os outros anéis do diagrama.

Existemn muitos modos de escolher uma “ordem perfeita” em um diagrama, mas
uma escolha particular ndo é importante, desde que, apds a escolba a mesma regra
seja sempre usada.

Definicio B.2
Viérios operadores do tipo Fermi estdo numa “ordem perfeita” quando:

1. Os operadores ¥ sio escritos da direita para a esquerda, seguindo a “ordem
perfeita” escolhida para esse diagrama.

2. Para dois operadores de cada linha interna (possnem o mesmo 7), escre-
vemos o operador X & esquerda do operador C.

Sinal de um diagrama quando £ # 0

Nesse caso, a presenga de um nimero impar de linhas incidindo em alguns vértices,
torna dificil a extensio das regras obtidas por Hubbard [2} para { = 0. Assim
vamos apresentar regras que s%o simples de se obter, mas sio menos sistematicas de
serem aplicadas que as de Hubbard. Vamos considerar explicitamente diagramas para

funcdes de Green <(f"(h} e ‘?{L])Jr) , com r operadores externos Y(1,)--- Y(L),

entretanto as regras dadas abaixo também serao vélidas para diagramas de viacno. O
n—é&simo termo desta fungao de Green contém a média

(P Y@ H ) H (), ) (B2)
e
e a aplicacio do Teorema 1 a esta equagao gera todos os diagramas de ordem n.

Regra B.1

Para obter o sinal associado a um dado diagrama, multiplique as paridades das
seguintes permutacdes:

1. Deslogne os operadores da ordem usada para escrever o termo (B.2) até a

“ordem perfeita”.

2. Deslogue os operadores da “ordem perfeita” alé a ordem em que aparecem
na expressao final das contribuigdes do gralico.
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Como os operadores H’ sdo do tipo Bose e podem ser movidos livremente dentro
do ordenamento temporal na média (B.2), é necessario considerar somente a per-
mutagic que leva os operadores de Fermi até a “ordem perfeita”. Este procedimento
é justamente a aplicacao do Teorema 1 em dois passos, ¢ a Gnica razao para proceder
deste modo é que a “ordem perfeita” dos operadores ¥ em um diagrama fornece uma
referéncia para crganizar o calculo.

O sinal de um diagrama quando £ =0

Neste caso, devido a similaridade entre nossas regras € as de Hubbard, vamos usar
o5 seus indices {2]. Para £ = 0, existe somente um nimero par de linhas incidindo
em cada vértice, e para qualquer vértice de condugiao ' esle namero € dois. Isto
simplifica o tratamento e o pritneiro passo é 0 mesmo do item 1 empregado no caso
£ # 0 que ¢ justamente a “regra d" de Hubbard.,

Para calcular a mudanga de sinal que corresponde ao item 2 das regras para & # 0,
vamos proceder em trés passos.

Primeiro, vamos considerar todos os anels abertos gue passamn alravés de cada
vértice. Devemos ainda observar que na “ordem perfeita”, o operador X estad & es-
querda do operador € cm cada linha interna. Para emparelhar operadores do mesmo
tipo em cada vértice {de outro modo o cumulante correspondente se anula), ¢ ne-
cessario mudar a ordem destes deis cperadores {corn uma mudangade sinal), quando a
flecha sobre a linha aponta em diregio ao (VC). Para corrigir o sinal que esta faltando
na Eq. (2.105) precisamos também adiclonar um fator {(-tu) a0 V(f, a, £, o, {£u)) da
Regra 3.5.2.c e estes dois fatores correspondem a “regra b" de Hobbard. Temos so-
mente duas linhas incidindo em cada vértice (VCJ, & quando estas linhas sdo internas,
¢ efeito se cancela e a regra ndo é necessana. Para provar este resultado, note que
de acordo com a Regra 3.6.2.b’, o cumulante

< (Y(c; By @ (=2}, 7)Y (3 Ky o1, (202}, 1'1})4_) (B.3)

c

em cada vérlice {VC) j4 estd escrito com os operadores ¥ na “ordem perfeita”™, com
(—tz2) correspondendo a fecha que aponta em diregio oposta ao {VC). A contribuiciio
da Regra 3.5.2.c das duas linhas internas incidindo em um vértice (VC), apéds a
corre¢ao do sinal na ¥q. (2.105) ¢ entdo

(+u2)V[jEj 3y k.h Ty (+u?]}{+u1}1f{j21 ey, kﬂ 01, ('—"ulj} . {Bd‘t}

Como existe conservario de particulas, teremos 1; = w3, € quande multiplicarmos
pelo sinal negativo devido 4 linha com a flecha apontande na diregao ao (VC), o sinal
resultante sera sempre positive. Assim, a “regra b” de Hubbard ndc é necessiria
para todos os vértices (V) com duas linhas internas.
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Para qualquer {VC) com uma tnica linha interna precisamos multiplicar o termo
V(s a,k, 0, (£u)) por {£+u) c também por (—1) quando as linhas internas apontam
em diregio ao vértice (VC). Este ¢ o tnico efeito que permanecc da “regra b" de
Hubbard.

A discussio’ acima falha para anéis fechados porque 7 pode crescer no “sentido
do anel” em todos os vértices menocs em um. Apés colocar todos os operadores
na “ordem perfeita™ ¢ trocar os operadores ¥ com os operadores O para lodas as
linhas apontando para um vértice (VC), o primeire ¢ o Gltime operador pertencem
an mesmo vértice ¢ assim devem ser colocados juntos na expressio resullante. Lstes
dots operadores sio separados por um mimero par de operadores de Fermi, mas ao
traze-los juntos por uma permutacio par, eles ainda permanecem fora da ordem do
anel, ou seja, o operador da csquerda cotresponde a linha com a seta apontando na
diregao do vértice. Entio, precisamos ainda de uma permutagio de ordem impar
para levar todos os operadores de qualquer anel fechado para a “ordem perfeita”,
asta & a “regra ¢” de Hubbard.

Apbs esses trés passos discutidos acima, os operadores ¥ que estavam numa dada
ordem na média (B.2) estario agora emparelhados en cada vértice de acordo com os
anéis do diagrama considerado, cada par escrito no “sentido do anel”. Vamos indicar
por (o, 3. ), 0s dois indices de cada um dos operadores ¥ de cada um destes pares, ja
escritos no “sentido do anel”, isto &, 8; — «,. Todos os pares que correspondem a um
dado vértice ainda estio separados por muitos pares que pertencem a outros veértices
do diagrama, mas é necessirio apenas uma permulacéo par para colocar juntos todos
os pares de cada vértice. O par associade a cada vértice C ja estd na mesma ordem
do cumulante da Regra 3.6.2.b° e somente resta considerar o8 cumulantes associados
a cada vértice f (VF). Se exislem p anéis cruzando um (VF), j& temos o3 ope-
radores correspondentes na ordem {aq, M), (2, B2) - - (@, Bp), cnquanto pela regra
1.6.2.a, o cumulante associado a este vértice tern a ordem Y (711 )Y (2] - -+ ¥ (72p), onde
Y172 - + - 2p corresponde aos mesmos (ay, F), (@2, F2) - - (@p, Fp), mas em uma ordem
diferente. E necessario associar a cada um desses cumulanles um sinal £ dado pela
paridade da permutagio que leva (o, S {2, f2) (o, Bp) €10 F172 -+ Y2p. Esta e
a “regra a” de Hubbard .

I conveniente juntar as regras para o caleule dos sinais (Regra 3.6.2.¢)

Regra B.2
Para calcular o sinal de um diagrama com £ = 0.

1. Defina a “ordem perfeita” de um diagrama de acordo com a definigéo B.1.
2. O sinal de um diagrama £ o produto dos seguintes fatores:

(a) Quando existem p anéis cruzando um (VF), associe os indices
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{cy, B35) a0s dois operadores X do s-ésimo anel deste vértice (s =
1,2, --,p), ja escrito ne “sentido do anel”, ou seja, (F, — a,).
Os 2p oeradans do Lipo Fermi aparccem em cada vértice (V1Y)
nos cumulantes da Regra 3.6.2.a, na ordem ¥ (4} -- ¥{¥2,), onde
08 Y1 - - - Yop 880 08 mesmos (a1, B ) - - (@, Fp} em uma ordem di-
ferente. Para cada {VF), multiplique por +1 dado pela paridade
da permutacio que leva (e, 51) -+ (0, Bp) em 71+ - ¥ape

Para cada vértice de conducio ¢ com somente uma linha in-
terna, multiplique V{j, o, &, 7, (1)) da Regra 3.6.2.c por {£u) e,
também, por {~1) quando as linhas internas apontam em direcdo
ao vértice (VC).

Existe um fator {—1) para cada anel fechado.

Se o diagrama ¢ usado para calcular uma fungéo de Green com r
operadores do tipo Fermi escritos na ordem Y- Y(L), mul-
tiplinue pelo sinal dado pela paridade da pvrmutaqan aue leva os
operadores Y {{;)- -+ Y(I,) a seremn escritos na “ordem perfeita” os-
colhida para este diggrama. Este item nio se aplica a diagramas
de vacuo.



Apéndice C
Fatores de simetria

Como discutido no apéndice B, o n-ésimo termo na expansio perturbativa da
fungac de Green ((f’[:’l} T ?{In]) +> contém medias do tipo
H

(YY) - Y L)Y, ) (C.1)

e sua contribuicio tem a mesma forma da Eq. (2.92), mas com r operadores externos
Y(h)--- Y{l,) incluidos nas médias. Quando o Teorema 1 ¢ aplicado nessas medias,
a n-ésima contribuicio pode ser associada a uma familia de diagramas, com muitos
deles desconectados e compostos de varios outros conectados. Como no capitulo 3,
vamos associar um indice @ a cada diagrama distinio topelogicamente conectado, e
um indice n, para indicar o nimero de vezes gue o diagrama o aparece em um dia-
grama de uma dada ordgm. E clare que podem existir muitas contribuicdes idénticas
associadas a0 mesmo diagrama de ordem n, porque todas as n! permutagbes de
suas linhas produzem a mesma. contribuigdo, embora algumas delas correspondam a
mesma parti¢io em cumulantes. O nimero de vezes que um diagrama de ordem n
topologicamente distinto produz a mesma contribuicio &

n!ﬁ_ :

I
a=1 e ga”

. (©.2)

onde g, é o fator de simetria do diagrama conectado & que é calculado usande a regra
C.1 a seguir. Para derivar este resultado, vamos aplicar os mesmos argumentos de
Wortis [3]. O fator 2" desta réferéncia nic estd presente em nossa expressao porque
um par de vértices de qualquer linha interna néo pode se trocado, como pode ser
visto da discussdo que segne apés a Eq. {2.91).

Para calcular o fator de simetria é suficiente adaptar a regra dada por Hubbard
i2] no apéndice B.
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Definigao C.1

Um vértice & dito ser interno quande todas as linhas que incidem nele sio i-
nhas internas. No caso do Hamiltoniano de Anderson Periddico, devido a forma da
interagio, todas as linhas internas s3o do tipo Fermi.

Regra C.1

L. Vamos representar o mimero de (VF) e {VC) come p; e p,, respectiva-
mente. Vamos numerid-los como 1,2,---,prel,2,...,p, tal quel,2,--,qy
corresponde a todos oz (VI} internos e 1,2,+++, g, corresponde a todos os
{VC) inlernos.

2. Vamos formar a matriz N com py X p, clementos N, ;, com N;; sendo o
nimero de linhas de Fermi ligando o vértice (VF) ¢ ap vértice (VC) 5.

3. Seja gy a ordem do grupo das permutacdes P; dos 4§ % q; pares ordenados
{#,7), 0 qual tem a propriedade que se qualquer permutagio de Py é apli-
cada aos indices ¢ = 1,---,qy e 5 = 1,---,¢. da matriz N, entio a matriz
permanece inalterada.

4. {) fator de simetria € entio:

e qe

g=a Il IIM:H . (C.3)

=1 j=1



Apéndice D

Generalizacao do teorema de
Wick

Na expansao diagramatica do capitulo 2, € necessario calcular cumulantes dos
operadores de Hubbard X em cada wvertice local dos diagramas {veia Regra 3.5 no
capitule 2). Como as propriedades fisicas sio obtidas para campos de Grassmann nu-
los {termos de fazer £ = 0 ao final dos caleulos), vamos considerar somente £ = 0 neste
apéndice. Os cumulantes que aparecem na expansio sio <[Y{’T1 yTi) e Y (e ) +>c
{onde todos os ¥ = (f; js, oy, 4;) correspondem a0 mesino sitio j,). Para calculé-los
€ suficiente conhecer [14] todas as médias {{Y(fﬁ,ﬁ} Y, 1)) +> que sdo obti-
das com as partigdes dos ¥Y'(4:,7:) que aparecem no cumulante {08 cumulanies sin
calculados invertendo-se relagdes do tipo representado nas Egs. (2.96) a {2.98) do
capitulo 2}. Como todos os Y(v;, 7;) correspondem ao mesmo sitio, vamos considerar
um unico sitio. As médias usuais podem se escritas como

Tr {exp (=8HA(Y(v.71) .. Y (", Tﬂ})+}

{(Y(1,m) Y ()} ) =

Tr {exp {—BHM;}} ’
(D.1)
onde
He = ZEEX,_-,_- {D.2)
€ = £, —v.p . (D.3)

As médias nsuais de operadores de Fermi ou Bose sdo calculadas de um mode
sistematico empregando uma versio estatistica do tecrema de Wick. Uma derivagio
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deste teorema {52}, que é baseada em relagtes de comutagdo on anti-comutagio dos
operadores de Fermi ou Bose, foi estendide por Yang ¢ Wang 47] para operadores
do tipo Bose. Este tratamento foi posleriormente generalizado por Hewson [12] para
operadores do tipo Fermi. A téenica é baseada na redu¢do da média de n operadores
Y{+,7) em uma combinagio lincar de n — 1 eperadores ¥y, 7). Este procedimenio
& repetido até que 50 restern médias de doiy operadores Y(v,7), como uo caso do
tecrema de Wick. O nimere de termos na expressao resultante € mais complicado
que no teorema de Wick, porque cada comutador ou anti-comutador de operadores de
Hubbard X produz uma combinagao linear de at¢ dois outres operadores de [Tubbard
a0 invés de um nimero, como acontece com bdsons ou férmions (veja Tiq. {2.17)).

Nesta derivagio sd vamos estabelecer a Regra de Redugao que expressa uma
média simples de n operadores ¥Y{vy, 7}, como nma combinagio linear de médias corn
n — 1 operadores Y (v, 7). A derivagio segue Yang e Wang [47] e a dnica dilerenca
estd na determinagio correta do sinal de cada Lermo, pols o operador Y {7y, ) pode
ser do tipo Fermi.

Neste apéndice todos os Y{7,7) correspondem aos elétrons f no mesmo sitio €
os indices v servem apenas para caracterizar as transicdes | & >—| & >, on seja,
¥, =|b>< al. No modelo geral, representado pela Eq. (2.23), consideramos nm
esquema de niveis arbitrarios para | ¢ > e | b >». Nao vamos limitar o estado
| & > a ter um elétron a menos que o estade | & >, como fizemos na expansao
perturbativa do capitulo 2, porque operadores ¥, mais gerais podem aparecer no
cilculo das médias. Por razdes tipograficas, geralmente vamos escrever Y{~) = Y..
Usando o Hamiltoniano M; da Eq. (D.2} é imediate provar

exp (—fH} =3 (exp(—Pe)) Xee (D.4)
e com esta equagio obtemos a relagdo basica usada para provar a regra de reducde:
Y (v, r)exp(—fFH,) = explfe(r)]exp(—FH Y (7,7) | (D-5)
G
N
ViyiD) = Y()explBfm)] (D.6)

onde ¢(y) = €, — €, corresponde a transigio v, ou seja, para | & >—| b >,
Antes de estabelecer a Regra da Redugio, vamos definir algurnas quantidades
associadas ao par de operadores Y (1) & ¥i(7,)

[Y{Tr: Te )i ¥ (Yss Ta:}]n = Y(';f,., T*]Y{Ta: Ts] = e Y (Y5, o) Y {90 7} 1 (D-TJ

onde
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1.
-1 ambos do tipo Fermi
ftra = { +1 de outro modo ! {D.8)
> b d ¥
_J -1 Y{(p} dotipo Fermi
n) = { +1 Y(v.) do tipo Bose ' (D9)

Agora vamos estabelecer a

Regra de Reducgao

Dada a média <(Y{*‘ﬁ, ). Y {7, Tﬂ}]+>, escolha um operador ¥'(;, ;) que serd
chamado de “gerador”, tal que os dois estados | ¢; > e | & > em ~; sio diferentes,
entio se cumpre a seguinie relagio

<(Y'["rh""1}---y(’?'m?'nJ}+> = gh’(i,r] Kvmiyni—7) %
X {Y (v, 7)o Y (Femta Tomt) (V8o 7 Y7 ACHVIL N R TCNE N )1
- (D.10)

Nesta expressao

1. Em eada termo do lado direite, um Y(+4;, 1) da média eriginal desapareceu e
outro Y7y, 7} foi substituido por [Y{v., . }; ¥ (v, 7 )]s com Y{v, 7} no meamo
fempo imagindrio de Y {7, 1,).

2. Nt r) = —1, se Y{+} é do tipc Fermi, ¢ existe um ntmero impar de operadores
do tipo Fermi que ¥ {-y;) temn que atravessar para aparecer jusiamente & esquerda
de Y (7.}, e N{i,r) = +1 de outro modo.

1) = explre(vy 4 L) T OCT)n() explBe(x)]
K(y,7) = exp (m}]{ =t explBelo] } . {D.a1)

A restricdo de que o gerador nio deve ser um cperador de Hubbard X.. do tipo
Bose ndo é importante para médias com poucos operacdores, porque neste case o
caleulo direto € simples. Apesar disso, derivamos a regra de redugdo para este tipo
de geradores, mas nio a apresentaremos aqui porque nao é necesséria neste trabalho.

Gome nesse apéndice ndo existe restricio aos dois estados | @ > e | § >, nio

 precisaremos do v em ¥ = (e, u) e vamos usar ¥ para indicar a transicio | ¢ >—
| & ». Como usualmente empregamos a transformada de Fourier dos camulantes
(veja a Eq. 2.114}}, vamos precisar da transformada de K(«,7) na Eq. (DD.11), que
¢ dada por (veja a Eq. (3.10))
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1

Kirw)=—mgr
»

(D.12)

Este K{7y,w) é vilido quando X, ¢ do tipo Fermi ou do tipo Bose, e tem uma
estrutura muito mais simples que K(v,7). A FG correspondente a este caso é

GI(r) = 8(r) < X (") XT > +n(7)8(—7) < X X(7) > {D.13)
e est4 relacionada ac K (v, 7} por
G (r) = DY K, 1) \ (D.14)
onde
DS:J} =< Xy = —T’;("Ir') < XNog = . [D15}

A partir da regra de redugio, podemos obter o cumulante nic repormalizado de
ordem quatro no espago de Fourier. O calculo detalhado pode ser encentrado no
Apéndice C da tese de Martinez 13}, e o resultado geral é

< (X#{"“-’1)Y#(W?]-XM'(W3]Y#'{W4}}+ =
e Dull = Do) Eleor) Koo (Al +w0n) A + 1) = Al + ) A(or + e0a))—
(L= by (< Ko Sy Ko Koolwn) A + 2} A+ 00)+

+ < Xog 2o, Kur(wn Hu(wa)Alws + w2) Alen + wa)t

(DK () + Do K (w0a)) K (—un } o (—wa) Alwr + w - wg + wq)} s (D.16)

onde no caso do MAP o3 indices u = {00), 0s K,{w,) sdo expressos pela Eq. (3.40}
e Aw; + w;) é a delta de Krénecker. Embora os parenteses (- -}y nao fagam mais
sentido para cumulantes em freqiéncias, eles serio mantidos nas expressdes tipo
{D.16) para lembrar que se originam do produto ordenaco no espago-.
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