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Este e dividido em duvas partes. A primeirs
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acercs o aspecto donceltual, sompre no enfogue da Flsica do
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sstrcdo Solido. A gegunda parte se rofere a pesduisa de um gas
de eletrons no fominio de brixas temperaturag,
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una 2bdrdagen sumfriz acerca do que . se pode entender pels i
ferenga entre vesduise em primeiros principios e pesauisa fenow

- . g s s . s - b . S .
menoclogica, jzo dizcutidos temes relativos 2s forgas ¢ notenci-

N 4 L ~
ais concinldos atraves ﬂc consideragoes que envolvem interscles
o I - . ‘ N < o o - ) . o
elementares bem como 0s concluidos a partir de consideracoes fe-
ADHEnol o

o £ . . PR . L " - :
ogrcas, £ tanmbem discutida A guantizagao do Cempo Dletro-

L . I ., ’ - ~
magnellco ao vacuo & o D?cb’piu cas forgas atomicas.

0-seguadso capitulo conten vma discussio relativamen—

te comnlets.acercs de

como sfo concluidas as leis de distribui-
cZo de Maxwell;Boltimehn, Sose~Einstein e Fermiwjirac. S20 Mmoo
tradas as relactes entre os metodos de contagem das duas estatise
'ticas quinticas éom os princinics quaqLo—mec
Dfinciﬁio da Suvernosicio, Interpretagao esta
do do mdculo da Fungio de onda e o prinéiplo erteza. Esse
capitulo serve de infraestrutura para o ca?itulo tres e T
ra 2 nossa pésquisa do gés'de eletrons & baixee temveraturas,

- O cepltulo tres contem ume 1éeﬂt1£1cag<o do parame-
tTQ,ﬁ que anarece nas leis de distribuigao,'através de considorau

~ . .- . £ .
Toes combpletamente ¢gerais em principios Guanto-m@c nicos e ter--

we

‘modinZmicos sem-cue se faca anelo 2s leis EPHOW0401091CLS-

0 quarto e o quinto'capitglo' compoem a segundz Dar-
;_te. _ 0 quarto capitulo & uma reéeﬁha histdrica e_Critita
dag ?QSTUlQLS das Dropriedédes térmicas da rede e dos eletrons,

e en espeC1al,_do problema do Calor Especifico dos 8dlidos.
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50 ver, revela—-se de maior cenerclidade. Alem disso & nroposto

m modelo fenomenologico baseado ne dicstorgao da sunerficie
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esfora de Fermi, bem como, de una sintese entre os dois enfo-
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B convani@ﬂ%e uma disc 1S8R0 acérca do conceito de primeiros prihn
cipios. Bsse n3o & um ponto muito claro haja visto a pluralidade
Sémantica que exicte., Se a pesquisa & feita tendoéée em vista uma
estrutﬁra‘teérica formada por um conjunto de pbstulados tal gue
nenhum deles contenha algo de superfluo em relagiao aos demais (nu-—
mero minimoc de ax1omas) e que alem disso se parta de con51deragoes
que envovam somente as 1nueragoes elementares podemos dizer que
tal pesquisa foi feita em primelros principios. Se essa estrutura

tedrica POr a mecinica guintica dizemos que temos uma pesquisa em

J&

primeiras or ne ¢; os quahto#mecénicos;se por outro lado £Or a me-
cénica classica o esguema teorico,a pesquisé_é-entgo engajada em
primeirosrprincipios classico-mecanicos.

Se se tem um problema em gue a descricio por meio das interacoes
'elementafes ou por meio‘das ééuaéaes fundamentais,ou por ambas,se
apresenta muito dificil,mas que o gompbrtamento global do fendomeno.
seja accessivel de ser estudado através de consideracoes fenomeno-
iogicas,dizemos gue nesse caso se trata de uma pesqﬁisa nao em ?rim
- meiros principios e-sim.uma pesquisa Fenomenologica. | '

Essa descriminaggo-entre'pesquisa em primeiros principios e'pésqui_
sa fenomenoldgica n3o @ rigorosa por varias razbes entre as quais |
as seguintes: -

Em primeiro lugar a estrutura teériCa com . gue se trabalne deveré
ser fecnada a fim de que realmente se tenha solldos Drlmeer° prin-

c1p105. Em segundo lugar deveremos ter em mente o gue e entenda por

1nteragoes elementares. Sﬂja pois por exemplo um problema de risica

_dos COYpPos solidos: Se se admite que a. 1nteragao elomentar entre
_0s atomos nun solido e a coulomalana e se descreve essas 1ntera&oes
tendo-se em vista a forca restauraaora do oscilador harmonico,wna
vez que existe o efeito de-blindégem por parte dos, electrohs, dize-—
.'mos que essa descricio ni3o e Feita em prlmelros principios ainda |
que se parta, das equacoes fundamentalsf F I% ' para a mecanica
‘classica e ‘JTY—-EX’- para a mecinica quintica ).Se se admite a
interacao por meio da forca restauradora como“interacao elementary

o problema e ent3o estudado em primeiros principios.



o
Em térceiro lugar déveremos tecer alquwas‘éon #deraﬁoes sobre a peg-
quisa fenomenolégicas Uma pe%qulsa Feita @escrovendo apenas o com—
portamento global do sistema sem ir aos seus pprmenores & entdo con-
siderada nac em primeiros principios. Tal_disc%iminagéo sugere uma
contra-argumentacao seguinte: A termodindmica & uma doutrina muito
geral e pouco profunda desde gue descreve o si%tema apenas como un
todd. Assim sendo, a termodindmica & fenomen@légica. Acontece poreém
que a termodinfmica tem uma ectwut 1ra tedrica que contém seus primei
ros'principios(lg,ze,eﬁglel ) e estritamente nesse esquema, a pes—

. quisa termodinamica baseada nas svas leils muito gerais e DoOUCO DYO-

. - 2 . . ) . . . " . ~ .
fundas, e considerada em primeiros principios termodinamicos. Claro

# S ) . . R . . ‘. ~
esta que a descricas em Drimeiros prlncinlos termodinamicos nao o_
& em outro dado esquema tedrico pois a descrigao termodinfmica en—
cobre as 1nteragoes elementares e com elas toda a dindmica micros-"

. cOpica das partes -do sistema.

. § 1. Consideragdes sObre as bases empiricas e lbgicas

dos principios.

£ justo que se coloque due oS principios primeiros’ tem base empi-
rica e que nfo se trata aqui de ﬁrimeiros principios na acepgao de
de "conhecimento primeiro " "verdade primeira"” tal como o fazem as
disciplinas filoséficas. Estamos apenas aqui-intéressados na gues—
tado sob o ponto de vista cientifico+ claro esti que essa divisdo
nado pode ser tomada ao pé da letra e sé o0 fizemos por questdc dida-
tica. ' | |
Na'secgﬁo intfodutéria admitimos como Deéquisa em primeiros.oriﬁciu
pjlos uma tal que partisse de con51deragoes que envolvesqem as inte =
ragoes elementares e as equagoes Eundamentals. Se temos um proble-:

ma- de mecanica clissica de vm corpo interagindo com uma dada super-
£ . . A i (3 . ' . '. ) . . . ' ~

ficie e que essa interagao .seja de tal maneira complicada que nao
possa ser dedutivel em Dormenores mas que possa,por seu lado,ser

descrita por uma Forca empirieca, deygremos‘dizer que mesmo que se

parta da equagiao fundamental Ff_.f%$ e se thénha uma solucao

exata~para a equacio dlfervn01a1 estudada, isso de forma alguma




g | | & | o T -3

nio nos autoriza a dizer que o problema foi resolvido em primeirvos
principlos . -Se por outro lado no eatanto,nos e dada uma férga dom
'@o a de Lorentz,relativa a dinamica de uma particula num campo ele-
troﬁagnético,a equagdo fundamental da mecanica classica F = dd=.
nos daré-uma solugdo que podemos dizer em primeiros principios mes—
me tendo om visté a base empirica om que repousa a forca de Lorentz.
0 fato fundamental al & acerca dos niveis diferentes de empirismo.No
caso do corpo interagindo com uma dada superficie a forca descrevenw
te @ relativa ao efeito mocr 050 copioe ‘global que por sua vez e o efei-
to dé um conjunto de interacoes elementares multas das quais desconhe
cidas.ﬂo caso de uma tlculd sujeita a uma forga_eletromagnetlca a
situagdo e brer outra mesmo a despeito da base empirica com que & cons—
truido o eietromagnetismo.A Porca de Lorentz concorde com a estrutura
formada pelas equacgbes de Maxwell que Dor sua vez 3a contém a conser-
abéo da carga expressa na equagido da continuidade,e uma coisa bem ma-

is fundamental pois como e dell de ver .ela & decorrente das equagoes

: 2 H .
. ,.x_
fundamentals ﬁz B 5, T4 _
da. mecanica classxca hamlltonlana quando se escreve hamlltonlana
1 - £ o
He gm [F-2 Aep]" + 2

de unma particula elementar de carga e num campo eletromaanetlco CUJOS

potenciais escalar e vetor sdo respectlvamente i)( t) j&(“'
‘Ascim sendo temos uma'forga-que e a expressao da 1nteragao elementar
de uma carga(elementar) num campo eletromagnético.

'

Um outro aspecto & o relativo a exatiddo das solugdes . Podemos. ter
‘uma'equagad diferencial de movimento relativa a-ﬁm problema de muitos
COorpos em Que_se partiu de interacdes elementares e que a solugao exa-
'lta héempre" poésivel em principio,rfo seja possivel de fato. O fato
de se resolver a equacao diferencial por metodos aproximados,em si,

ndo. deve se constituir num comprometimento da perda das caracteristicas
'de pesquisa em primeiros prindipios pois o Fato de se apelar para solu~-
coes aprox1madas reflete tao sémente uma insuficiencia matematlca. se
tals solugoes sao convergentes e se atraves de aDrox1magoes sucessivas
se assemelham mals e mails aos resultadbs experimentais a aceitacido co-

mo pesaulsa de primeiros Drlnc ios nos parece natural. Se por outro
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_ U S i .. >
lado,essa solugio atraves de aproxzimagoes sucessivas e concluida com
o euxilio de certos dados experimeontais {fitting", por exemplo) a ca-
racteristica do primeiros principios fica sériamente comprometida.

- ; ~ ~ . : ~ L e
Cumpre~nes dar enfase mals uma ver Jque nao e en relagaO;é exatidao
~ ’ . -~ . C - . .
das solugoes que se conclui acerca da pPesquisa sSer ou nao em primei-
. . £ . -. ~ : > .
ros principlos. Se alguem achar que assim nao deve ser,nos sincera-—
-~ : 4 i - LA
mente dilscordamos por achar que esse e um ponto bem mals matematico
' £ . ' - .r‘. l\.a'.
que fisico. Se houvessem fungoes na analise matematlica que pudessom:
L e ‘ . . . ’ : . . e
ser utilizadas,isso seria muito bom,mas "“enquanto" tal coisa nao
~ 74_' rl - ) . ) , °
for possivel,e completamente razoavel que se apele para os metodos
. o~ A, L e e
aproximados. Tanto nao e justo o criterio da exatidao das solugees
A & e
que uma. forga empirica inserida na segunda lel de Newton po@ D E
:p N
. - o~ . w L ,
Feitamente nos foranecer um resultado-solugao exato. A Sltuagao e
. - ~o L ., . .
mais ou menos a mesma tanto na mecanica classica quanto na mecinie
. - A :
ca quantica:Podemos inserir na equagdo de Schrodinger HY¥ = kY

un potencial empirico cuja solugdo exata seja p0551ve1.
Um cutro ponto de especial interesse se refere 2 base 1og1ca em cue
’reDOHSQm 03 pr1ac1plosa As teorlas procuranm uma. - base 1og1ca OU S @

ja,uma estrutura axiomatica baseada nos seus principios que sac as
suas leis fundamentais.Seja pois a seguinte colocagdo: A FOorca dever
"denie a?enas da distancia,por exemplo a da interagio gravitacional

‘de Newton,ndo estd de acdrdo com o principio da relatividade enun~
.ciadq por Einstein; Tal como se .sabe, forcas dependentes apehas da

da distancia sgo‘concordes com o,”absoiutismo“ do tempo no sentido

em que se dois dados acontecimentos sdo simultaneos para um dado ob-
servador inergial,éles também sdo simultaneos do ponto de vista de

um’ outro observador inercial', haja v1sto que para tais forgaa,
velocidade -de propagagﬁo'do sinal e infinita.bo ponto de vigsta da
teoria da relatividade onde se postula a finitude da velocidade da

luz e além disso que a medida da vélocida@e da luz no vacuc & a mes-
ma para-quaisquer que sejam os observadores inerciais do universo,

se tem como consequenéia gue dois dados acontecimentos simultaneos
para um dado observador inercial n&o os ggo simultaneos para um ou=
trO‘observadof.inercial.Surge a hecessidade,desse ponto de vista,da
substituicdo de f£ércas e poténciais instantaneos.por £6rcas e potenci-
ais retérdados tal como é o caso do elétromagﬁetismo de Maxwell.O pon-
to a gue . agueremos chegar em noésa colocaggoéﬁ refere 20 fato_segundo

o qual a estrutura 169gica e axiomatica da mecanica classica e em par-—
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tantancas mesmo tendo em vista aue
conscient emente mas pelo menos 1mﬁ11c1tamente,com a ideia de acao a
distancia.Em suma, lﬁocponﬁpntemonte do sistema a ser examinado,se
uma pabticula sujeita a uma Eorga 1nstantanea,ou uma particula,tal
como no caso do eletromagnetismo,sujeita a uma f£orca nao instantan.
nea,admitimos a dinamica newtoniana com suwa estrutura 1égica-e A=
xiomatice suficientemente potente para ambas as descric¢oes,evidente-
mente se o ponto de vista classico £Or o adequado.

Vejamos agora que a estrutura axiomatica e légicé da mecanica clas-
sica estd pcima dos fatos particulares que sho relativos A interacao
ser ou nao instantanea.Tssa estrutura é mentida pois a nio instan-

taneidade da interacfo & incluida ao se supdr. que a

Yy
massa da particula e fungao de sua velocidade "M ¥ V-—- ) Q/S >

No caso particular de uma particula de carga e num campo eletrowagu

netlco»descrlto por ¢ e ,AL 40 hamlltonlano relativ1stico
H =/me) v e [Ao-—-A('tﬂ] + 2 P(RE)
trataco pelas equagoes déa me ecanica cluss ca humLItunlana,
- ~ 9H . \,, PH - %
LK s 7

.que por sua vez s20 equ1valentes as equacgdes da mecanlca classica,
newtoniana, nos conquz & Eorga de Lorentz tal como nos conduziu o
hamiltoniano ' H - "”‘b [_ - R‘ _ACJ'L '%:)J + ,Q,C[)(n /t)

E conciuido dail que a forcga de Lorentz j& contém o efeito relati“
VlSthO e 05 campos eletrlco e magnetlco sao Eung*es*éas qurdenan'
das espaciais e temporais’ ( e &J .
'Ousamos tambem concluir aque o efelto da varlagao da massa com a
veloc1dade da particula Wﬂ. ”“(VB ndo & uma coisa essencial,a ponto
de ser encarada ao pé da 1etra haja visto que nao ha nece551dade de
sua inclusao exp11c1ta no caso do hamiltoniano H J.‘mo (fl’ x'A_j "chb
dado pelo pelo eletromagnetismo de Maxwell.

Essa variacao da massa reflete~se como um "substrato" guando se

escreve o hamiltoniano relat1v1stlco. _ &
.Do ponto de vista da mecanlca qua ntlca;existe umna estrutura 1égica

se bem que muito a sombra da mecanica cléssica..A'situaggo singue

lar e colocada por hLandau e Lifchitz assim:
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en est un cas limite . Alnsi,la mecanique relativiste peut etre

e e R ) . RN .
erigee sur ses bprinciples fondamentaux sans faire appel a la me=-

canique newtonienne.Quant a la formulation des principles fonda-

mentaux de la mecaniadue quantique,elle est fonciérement impossible

sans l'interventilion de la mecanique classique.®

Landauw e Lifchitz mais adiante concluem:

"De la sorie la mecanisue guantique occube une position tres origi-
nal dans le rang des theorie physigues = elle céntieﬁt la mecani- .
que Classique en tant que cas limite‘et;en meéme ‘temps, elle a beso™
in de ce gas Limite pour povoir etre fondee.

Voitemos agora a tecer algumas consideracgoes acerca dos dois haﬁil*
tonianos.g fzto de ambos os hamiltonianos nos conduzir a f6rga-de

‘Lorentz,n3o significa gue sdo equivalentes.Efetivamente o hamil-
toni.ano relativistico H = ,{(m c" 2 Y [’/g— -‘—K—_\? 4+ £ ‘P

b o

& mais geral que o hamiltoniano | = lm ﬁ,_ .ﬁpﬁj + £ K{7

"0 hamlltonlano relat1v1stlco & concluido atravez da 1nt€gral de

c! et o 4
acio ®° - - onde L:— - et \j.ﬁ-.\ﬁ + 2 Av ~ 'Q-(T

4 . A . o . -~ .
Para o limite de balxas velocldades,onde vale a mec%nlca classica

nao relat1v1st1ua o] 1agraqg1ano respectlvo fica entao igual a

L. - ;V -+ —Q. AV — ,Q,L{) .
Assim, o hamlltonlano encontrado e H - 2Mﬁ[¢:“" A_] +-£J€ .
Outr0551m e relativo ao problema da massa em mecanica relativisti-
ca.Embord o hamiltoniano relativistico nao inclua expllc1tamente
outra massa que nao a de TepPouso, deveremos dizer ¢ ae 2 expressio
da'enefgia de uma particula 1ivre‘em relatividade.b Nﬁtﬁ+c4’
decorre de{E:mg} S {"P""' m"'} ’ | com pwm = Mo Ci-.;:«’:)‘%
A inclusado da variacao da massa com a velocidade justifica as in-
teragbes ndo instantdneas e deixa "salva" a lei da conservacio da
quantidade de movimento linear. Notemos aue ambos os hamiltonianos
(cléssico e relativistico) nao incluem o campo magnéetico como um cam-
po exterior. A situacso e tambem essa enm mecanlce quantica nao relati-

O CAMPO W(FﬂﬁilPO e incluido na quantidade de movimsnto

v1st1ca
-._%/ . . ad : L .
totel E? (-D Ci%n> . BEm mecanlca quantica nao relativistica,o

AN o~
ramiltonisno & Hﬁo?,m (/P 1.‘U‘ onde : /P H._L.hv
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§2.0 problema do oscilador harmonico.

Tanto quanto se sabe ha quatro intferagoes bésﬂcas na natureza-iA sa-
ber séblelas'a gravitacional,a eletrémagnétic@,a forte e a Praca.h
fisica dos corpos solidos tem como objeto o eétudo das interacces

que envolven nicleos atdmicos,eléctrons e ‘também da interagio en-

tre a materia e a radlagao.uJ nicleos atdmicos sfo encarados Como

um todo pois,como sabemos,o estudo de seus por%emores & objeto da
fisica nuclear.fm Fisica do estado sO0lido ndo se fala em interacao
forte nem fraca em vista ¢o qué acabamos de colocar.Obviamente isso
ndo -significa que num problema Fronte*ra entre esses ramos seja proi=
bido se\falap nas'lnteragoes nucleares.Quanto aos efeitos gravitacio-
nais deveréﬁos dizer que esses sdo raramente considerados pois como

& sabido,as massas envolvidas $30 pequenas e por Conseﬁuinte 05 e=-
feitos devido a interacio eletromagrética s3o muito maiores.Agsim |
sendo,em estado sélido se considera predominantemente a interacao

-gletromagﬁética. | "

0 eéquema geral tedrico que se utiliza para o estudo dos fenﬁmeﬁoS'
dos Cofpos solidos & na maiofia das vezes a mecanica quintica mﬁi—
to embora alguns dos Ffenomenos dos corpos solidos sejam inteligi-

. veils do ponto de vista da teoria classica. ) _
Ja discutimos neste capituio algo acérca da base empirica dos prin-
‘clpios.Discriminamos dois niveis de empirismo:um que nos leva a coi-
sas fundamentais e um que_nao nos leva; tendo em vista tal coilsa,os
primeirds principios devem se aséentar evidentemente nas coisas mai¢
fundamentals pois assim sendo terao maior Drofundldade e poder.Con-
tudo essa quegtao nic é tao clara e aqui nos propomos a discutir
um.exemplo especialmente interessante haja visto a sua grande im-
portancia em grande parte da flsica ——0 oscilador harmdnico,o

 problema Quahtizaggo'do campo eletromagnetico, fonons etc.Como dis—'
cutimos a expreéséo da fSrga eletromagnética reflete uma colsa fun-

.damental que . a interacao de uma carga elementar num campo eletro—
magnetlco e isso mGSWOchQSPOItO de toda dose de emplrlsmo com que
e fundado o eietromagnetlsmoa Convem_nessaltar que a forga,de Lo~
‘rentz & fundamental somente dentro do quadro geral do_elétromagne—
tismo de Maxwell (e também dentro do quadro da teoria da relativida-

de especial) constituinde-cse em uma Forca em’ "classical picture ".




Alguem podoria afirmar;olhhndo péra'o egquema das quatfos ihterag&os
basicas da natureza;qué tratando-se de fisica do estado solido o apa-
recimento de uma outra Forca que nio a elétromégnética seria relativa
a uma_dégcri;ﬁo global que Pdsse mais aCCessivél gque uma descrigao
mais fundamental assentada na ihteraggo eletroﬁagnéticalem todos os
seus pormenores . Seguindo um raciocinio mais ou menos assim,conclui-
riamos que o oscilador harmonico & tao sOmente wn modelo que e utili-
zado -com sucesso para a descrigio de uma série ée Fendmenos sem con-
tudo'ser'algo mais fundamental'que isso.Realmente se se leva em con-
ta o fato de Bovn e Von Karman (1912) descreverem os atomos intera-
gindo entre si como Gsciladores,b éentido do "tudo se passa come se
Fosse v sﬁgere a ideia de que a forga restauradora do oscilador nzo

; . _
se constitui em algo relacionado diretamente com uma interagdo eie-
mentar.C procedimento de Born e Von Karman pode ser justificado zor
razoes de convergencia(a ihteraggo coulombiana & lentamente conver—
;‘gente} e que ‘alem dissb a blindagemApor parte dos eleétrons,em cer-
tos materiais,torna possivel uma descri¢§o mals simples por meio do
modélo do oscilador.harmSnico.Até aquli no nosso desenvolvimento po-—
_der-Seaia a1 zer que a forga restauradora do oscilador harmonico e
concluida num nivel de empirismo tal que ndo nos leva a algo Ffuada-
~mental tal como nos ieva'a forga elefromagnética de Lorentz.
Poderiamos contudo contra-argumentar que,em certa medida,a-férga reg-
tauradora)é_em‘gefa% o modelo do oscilador harmonigo & algo mais fun~
damental do gque sé pensé. NOs recordamos da insuficiencia da eletro-
dinémica.cléssica em explicar o efeito fotoelétrico.Era intrigante o
fato de ndo adiantar aumentar a intensidade de uma dada luz momoérea
matica se o fenomeno da passagem'da corrente elétrica ndo fosse obser-
vado a partir de una pequena intensidade.Explicou minstein,através
de uma teoria sagaz e particuiarmente simples,que quem corta a 1iga—'
¢ao,a que estéisujeito'o electron,a Fim de que ele saia da superfl-
cie metalica e feche a corrente;é cada rparticula de luz" que carrega
consigo uma energia que seja suficiente para cue tal corte tenha lu-
gar.Seguindo essa linha de raciocinio,de nada adiantaria se ter uma
quahtiéade enorme de'"particulas de lué” tal que a energia.total do
conjunto FSsse bem maior mis aue cada uma dessas particulas ndo tives-

se ,individualmente , energia para que o corte se desse.




U'Lﬂtﬁr essante de tudo isso e aque a Gnérgia desse gquantum elementar
de-luz ¢ inteligivel do ponto de vista do modelo do oscilador hormb-
nico dentro do oesquema éa velha mecanica quantica de N.Bohr.Se se
postula a quantizacldo da quantidade de movimento. linear MV« : wh

2 A 2 4 2
E.‘lfmv"\'—i.kx

LA . 2
@ se coloca a forca restauradora central como kx: n&i

yS€ escreve a expressac da energia total

algumas bem éimplés ﬁanipulagaes algebricas nos levam ao importan-

te resultado segunde o qual a energia das"particulas de luz"(Ffdtons)

& quantizads e o quantum elementar & dado por EM:‘1ﬁ‘” ‘ onde 1.

& um nimero inteiro (21 , 2, 3, cevavene)

A conciusao a gue éhegamos com isso & qué‘o.mode}o do oscilador har-
mﬁnico taloem descreve a energia eletromagnéticé,revelanéo—se em cer-
ta medlda, 00mo_a1go fundamental.

H.Bohr no seuw artigo "Light and Life"coloca o seguinte:

"The obvious contrast between this atomicity of the 1ight'e£feéf'and
the continuity of energy tranfer in the eletromagnetic theory presents
us Wifh a dilemma of a character hitherto unknown in physics."

Em relagao ao que coloca N.Bohr e tambémAem relacao ao caracter Fun-
damental do modélo do 0Q01lador harmonico,creros ser de especial in-
teresse uma dlscuSSPo aceérca do pfoblema da quantlzagao do campo el ew
tromaﬁnetico.Tai como. e sabido a energla eletromagnética total,para

0 espaco livre,contida num volume v e dada pela ‘orm%la muito conhee

- cida do eleuromaanetlsﬂo K= %Ti' '\r'S (h ‘: *BE’) oh’x

onde k e ES se referem respectivamente. aos campos elétrico e
magnetico. ‘ o

0 corpo estrutural do eletromagnetismo se assenta fundamentalmente
nas suas quaLro lels,conhecidas convencxonalmente como leis de Maxwell
Essas leis podem ser redu71das a duas atraves do uso de teoremas e
_wuma identidade da analise vetorlal com a 1ntrodugao de dois potenci- -
"als sum e scalar@ e outro- Vetorlal K que por sua vez sao llgaoos
entre si atraves de uma condigao de ﬂwﬁculo“cdnheeida como calibre
‘de Lorentz.Assim se chega é.duasecuagaﬂs de onda nSo homogéneas cen——'
-do que a relaulva a0 potenc1al escalar contem no segundo membro a dena
51dade de carga enquanto a relatlva ao DotenC1a1 vetorlal contem na
-segundo membro a densidade de corrente. sobre esses potenciais devem
rémés dizer que. a sua introduégo,se*deu ;n1c1almente com O 1ntu;to

~de se simplificar o eletromagnetismo colocando~o de uma maneira que
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melnor pudesse ser tratado do ponto do vista matematico.im suma,tais
potenciais Foram iatroduzicdos com a pretensac de serem instrumentais
 matematicos sufic ntnmeﬂte bons pare que as colsas tivessem um Ca=
-, . ~ N . L e . P - : j—\
minng rmais comodo.Tal como nos e sapbldo,0s potenciais Q’ e |8
: ~ "~ rd i —0 "t‘ ‘§| "@.!Z
nao sao unlcog- Existe uma infinidade de pareﬂ"{¢,ﬂ}, { )l%}%@, A ki
. . " . 2
' . - . # i 3 . . -
y @ 1830 como exigencia dos proprios teoremas da dnalise vetorial.
. L ) ’ 4 - N ) . ‘|
Algumes cecadas anos, atraves de um estudo tedrico por parte de Bohme

Aparanoy V“IAI“C““MS@ que o Toteacisl vetorials nfo deve ger eﬁcarado§

como instrumental matemadtico haja visto que as integrais de linha
N oy o
de possuem caracteristicas-de observaveis.

Voltemos pois & nossa questdo central. As equacOes de Maxwell em foTw
4

mos dos;poﬁgnciéis d? ' poder ser escritos tendo-se em vis-
ta o calibre de Coulomb { 1 ¢=0 div A = }
Assim obtemos a equagdo homogénea para A como o
" . ci(arz - e . ’BXZ, (3,}& gg{ .
':Seja examinar o de envolvimento ' AQ. : kLY

. A P :
N DS E R ]
. > VLSW"A ' ' |
onde £ se refere ao vetor unltarlo de Dolarlvagao relatlvo ao modo

A
A, ¢ velocidade da luz, h constante de Planck , W, Frequencia .
prépria relativa 2o modo A, L? ao volume, aﬁ e am. - aos opera=
dores de emissdo e absorsio, ;i vetor de onda relativo ao modo A e
;? vetor posigdo. . ' . o

nr

Como & facil de notar através de breves calculos tendo-se em vista

que da, sore e . aat .+

» -4 | Mo ]::-kwfl ot » - Ao
: - e >y T 2

. . ' 2 T ] ., - . .
a equagao de onda {4& - 9€‘Q?1‘E.A. = 0 - & satisfeita independen-
temente do fat&r-constanfe_ 2 ¢t
. , 13wy, : . . o
Agquil o nosso. DTOPOSltO e discutir o fato segundo o] qual 0 gesenvolv1-
. ; - 3
mento para _A_ ,inserido na eauvacio H S(k L *B'B) J):_
“Noluwme

que da a energla eletromagnetlca total guardada 1o volume V¥, e com—
-patlvel com-a descrigao dessda mesma energia através de um conjanao

~de osciladores harménicos quanticos.Se fizermos,

-S—
Ly
o
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dado pela mecanica quunflca para um conguﬂto de 05011adorﬂs harm6nim

cos independentes.Isso nos coloca diante de dols aspectos interessan-
tes: O primeiro se refere ao da “sintese"entre;o obvio contraste en-
tre os dois caracteres de atomicidade e de-conéinuidade a que se re— .
fere N,Bohf.Nﬁo-sabemos se a guantizacio do campo eletromagnético now

de se constituirnuma sintese num sentido amplo,mas pelo menos toraa

matémﬁtigamente inteligivel a descriééo da energia dada pelo eletrg-
magnetismo de Mawxwell em copncordancia com a guantizacao da énergia lu-
minosa dada pela mecanlca quantica ; 0 elc de 11gacao de tal sintese
+ ~
foi o potencial vetorj%, dado .em fungao dos operadores (L e CL. o
0 segundo aoc caracter fundamental cue representa o oscilador harmoni-—
C0.0 nivel de empirismo alcancado aqui ndo deve ser considerado como
_maior que o envol&ido na construcio do eletromagnetismo de Maxweil{
Em_”classical'picfure“uma descricdo da dinamica de rede cristalina
sanéo o modelo dd.oscilador harmonico comc uma substituicéo comoda
das- 1nteragces coulombjanas de longo alcance, Justlflcada por sua ves
jpelos fendmenos de Dllnﬁagem pode ser considerada como estando num
nivel maior de empirismo. Aqul no presente caso nao pois a energia ele~
tromagnetlca para o espacgo livre & d@scrlta por "oiciladores quanti-

cos elementarec".Acontece aue surge dal wna dlscussao que bem pode :

ser apresentada assim:

-Se 0 uso do oscilador harm&nico para um sistema-matéria(por eX. Sig~
tema crlstallno) em substltulgao as 1nteragoes coulombianas mais fun-—-
damentals revelam—seewm colisas puramente emmlrlcas como & que o "mes-
.mo" oscilador encarado atraves de uma correspondencia para o caso
quantico pode representar,para o"sistema-vacuo" (YZO}ilf));interagSes'
elementares? | |

Com efeito,em mec@nica ondulatdria as grandezas fisicas b e X

550 associédas aos oberadores Guénticosi\:*i{lv e X X e ao ham11-
tonlano cléssico ¥' ‘46?*) e associado. um novo operador hamlltonlano
}% Fl(?;x) gue funvao dos ooeradores' $' e X . Em mecanlca HEER
tricial,as grandeza /ﬁ Fl sSa0 associédas respectivamente ma-

 frizes{ﬁo}_,£f<} e {}4} onde a regra de comutagao [fﬁk]
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e cxpressa matricialmente como { g{. ¥ J>£ { % = -An -
' : ) . LA At
Tambem e POW*FEO £0 Iowma1woma dos ”op@ru dores de campo"” (L e @&

K . A ~

estes sao postos CoOmo funcoes de X e de T’ . Assim sendo a descri=

- ¢ao muantlca e feita comnletam nte a gombra da descrigao class ca.Nao

se JusflfJCurla portantc que uma descrngao feita comoletamente a som-
bra do uma outra {ivesse um caracter Fundamental (de interagao el emnens-
tar)e que a outra nao o.tivesse de forma alguma.f, vuestio al repousa
nzo no fFato ¢e ser mais ou menos fundamental ‘e sim na inadequabilid ég
de um esquema (o classico) e na adeﬂuabxlldade de um outrof{o nuantlco)
para a descricao dos fenomenos ao nivel atomlco.

Para um sistena materié (por ex.cristal} o conhecimento dos campos

eletomagneticos cristalinoes constitui~se em tarefa cue envolve gran-
: o = : 5 :

de complex1d deyalem disso cada caso p@fticular(cada cristal)e um no-

Vo probléma,Apesar de todas essas dificuldades & possivel a descrigéo
de muitos dos Fepomenos atomicos atraves dos osciladores cuanticos

. oo ' . e . L

independentes cu fonons {excitagoes elementares nos solldos).Através_ |

de um tratamento matematico adequado obtem-se Fonons independentes.

£ bom que se cologque que falar em_"fénons-indeueddentes"ngo aUtoriza
a analodgia com o0s Gs 1 ores classicos da rede como n2o 1nter fes
_entre si. £ patente gque no caso dos osciladores cléssicos do modelé
de Born e VowiKarmah a. conside agao da 1nter9gao de um a*omo somen-
te com seus mais proxzmos v121phos Justlflca se apenas por questao

de rapida convergenc1a. No outro caso, hao - sao feitas transforma-

goes matematicas tais como as que constituem na passagem para.as
coordenadas normais cue guando associadas ao casc quantico nos Ffor—

- necen excitagSes'elementares ( Fonons) independentes. Assim, os fo-

‘nons devem ser considerados como descrigio matembtica da energla ele~

tromagnetch da materia ( ndo conhecida em detalﬂe) bem como de mu1w
tos fendmenos em nivel atdmico.fssim sendo,quando se fala em intera-
¢ao Fonon-Fonon esta claro que isto deve ser entendido como uma repre-

sentag¢ao ; Com efeito,a fim de que certos fenomenos sejam explicados,

r

- > : N N N N ~
0s nossos osclladores quanticos dantes independentes,sao agora nas
interagdes fonon~fonon;considerados nio’ independentes. Claro esta cue

"'de procura a analise de interacCes reais, poréem os modelos somente po-—

dem ser encarados como representacoes matematicas das interacdes aue

- N < - [ .
exlstem ao nivel dos corpos solidos.




§3. torces AtomicAas

Poder-se—~ia perguntar. cual a-"natureza® das forgas atomicas;seguindo
0 €squema de exposigdo até adul feito a resposta natural & a seguine
te : As forgas atomicas e moleculares tem origem'életromagnética. 18-
to nos pafece obvio se levarmos em conta que o advento da teoria duan-—
tica toeve origem em problemas eminentemente eletromagneticos e todos
eles em nivel atdmico,0 que justifica a colocagBo de Feynman 3
"Quantum Mechanlics is the description of the behavior of matter and
_1ight in all its details and,in particular,of the happenings on an
atemic scalef..Qs éxemplos dos problemés que deram origem a mecani-
ca quantice.sioc multiplos. A explicacio de N. Bohr para o espectro
do atomo de hidrogenio se deu através da consideracio segundo a cual
a interacio proton~electron & coulombiana (caso particular da inte-—
racao eletromagnética).Assim por diante o efeito foto-eletrico,o pro-
_blema da radia¢Zo do COrpo negro sao exempios pertinentes.
Notou-se,princicalmente cuaado a mecinica culntica na sua roupagem
nove foi estendids para além co estudo dos dtomos(moléculas e crige

gens se sofisticaram e a interagao coulombiana vig-

jall

tais),as abord

‘ta classicamente feveldumse inadequada pare tais estudos."Aparece—
rem" £0orgas de "natureza" quintica tais como a regida pelo princi-
pio de Pauli,interagiao de "exchange™ etc. A pergunta que naturalmen-—
te segue & a segvinte: Sio eletromagnéticas as forgas de Van der |
Waal, "exchange™ ? _ |
A fim de responder a esta questio comecemos por uma colocacio de M.
Born ¢ Huang. ‘ | _

"Com efelto a energia coulompiana & inedequada por duas razdes:
Primeiro com.osielectrOns representacos como hﬁ%@ns continuas,a e-
nergia coulombiana clissica inclui também a autointerac3o @a nivem
de carga do electron consigo proéprio. Segundo,a provria funcgio de
onda anti-simétrica toma conta do fato segundo o qual dois elec-
trons com spins paralelds evitam encontrbs fechadbs.*A energia cou-

"lombiana cléssica nfo leva em conta esse efeito.Esses efeitos sio

tomados em conta pela adicdo do termo de "exchange" de Dirac

% 2.. J__i?’ . .
S ¢ (ﬁ’) A
5o S
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STAATANGA. WO COOTERLO GO @l Ul gy LLsd
a lﬂL@famjo fundemental dncluindo a parte mahnética nio & evidante-
meyao uxﬁ‘iﬂteraggo instantanea desce qgue os?efeitos'magnéticbs 520
rglat1v1sticos.Como se sabe,0 ponto de vista classico mesmo com a
acocao da interagdo eletromagnética nfa se réveldu adequadoe para o

tratamento de multos dos problemas em escalalatopica,e justamente

al,nas dificuldades do eletromagnetismo,e enflm, de toda a teoria
. -~ . » . .
clissica em explicar (03 fenomenos em escala atomica, e que se origi-

~ . . . e -
nou a mecanica ﬁuantlcasPor ovtro lade sabe-se gue o princinio de

. ] £ B -
Pauii esta TWw]lLlLO no Ento de aue as func oes de onda descrevendco

@ . ST . A e
lectrons devem ser anti-simetricas Iesto ©ste contido no tormo

184

e M"exchange® . de Diraq . Como © promrlo Dirac mootrou o pr 1ﬂc1010
da relatividade introduzido na enuagdo de Schrédinger de tal manei-
ra a obedecer as leis gerais da mechnica cuBntics e da relatividade
restrita,nos conduz aos autovalores de spin + 1/2
Como ‘sabemos,a2s leis do eletromagnetismo(leis de Faxvell)sao inva
uptos ao sofrerem uma tranglo“magao de Lorentz e estio de acordo
com a teoria da Trela thlrace especial de Binstein.

.0 potencial coulombizno inse rléo na equagZo de schrddinger nos Fore
nece um agspectro de auto valores 1gual ao fornecido pela simples |
tecria espectral do Atomo ce hicdrogenio de N.Bohr que faz uso da
fGrga coulombiana. Contudo, tanto a mecénica onduiatéria de Schfﬁﬂ
dinger(ndo relativistica) auanto.a velha mechnica oufntica de Bohr
nao sac capazes de explicar,em bases tCO“lCuS relatlvament@ satisg=-
;atorlagya estrutura fina dos nlvelg de enérgia do hidrogénio.Com a
teoria de Pauli a @stru{u”a fina foi exnlicada em bases tipo " pe-
éuebrado”pois eram a€1c1ona<ac con31éoracoes ext insecas & teoria.

Por cutro lacdo,na teoria relativistica do eléctron de Dirac a exis-

. - . ¢ o~ . . ~ ~
tencia do spin e mostrada sem a adogao de consideragoes que nao se-—

jam da propria teoria. Deveremos dizer que a teoria de Dirac & mais
rica e vale para os electrons de alta velocidade . | |

Na teoria de Dirac sac levados em thsideraggo o principio da rela-
tividade e as leis gereis da mecinica squfntica.Relativo ds leis ge-
rals da mec?nica quﬁntica a equacao de SchrSdinger de&eré sér lina—

ar-a’ fim - de satisfazer o principio da superposicao e a de=
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cho A relativida
umas te Lvor 1, dcvcrao ser tratadss simetricamente e portanto todss
élas € pe de 1gua10?6eoblruc mostra que a eoxistencia do spin & oma-
is fécilmente aparecida para o electron'livrb ou para um electron

. - i ~
sujeito a wn campo central. O ﬁotonC1al escalar LP & POosto COomo

B

funcio do raioc e A =0 (potencial Vetor).
& L= " r r - .
Concluimos dal aue ¢ Falto do potenciasl & gue deve estar submotico ©

electron,se cependente somente da distancia ou nZo, ngo'éeﬁe se
constituir em Cojsa alguna essencial a fim de cue aparegsa o suin.
gsse argwmento & enriquecico com o Fato de cue mesmo sem potenci-
ql(el ctron livre) o spin aparece no - esquens de. Dirac. Sem a rela-
tividade o spin 8o aparece atravis de consideracbes extrinsecas 3
teoria como uma nova variavel além das variaveis orbitais ja exige

tentes a Fim de cue se¢ poss 3 explicar a interagao fina,e diga-se de

e

assagem,de uma mancira "pe-cuebrada" Dois a z2dogic do spin impli-
caria,do ponto de vista logico da antiga teoria,em dois novos graus

de liberdace,o que estari

{—l-
i

e L . . T .
contradigao com ¢ espectro cobtido ex-

T

o
==

!._v
=
{2
i»“

perimentalmente, Fazdse “ﬂtgo justiz & seguinte conclusgo D

-

.
e

equagao de 5chroc1ﬂgmr pﬁwa o] étorq éde hicdrogenio contém eviden—
temente potencial 1ns artanbo e nzZo contem o UPlﬂClDTO da relativi~
dade . A equgfo de Dirac com o Dotencial tlpolfﬁt)mas contendo ©
princinio da relatividade explica. o sdin. Logo nao deveremos intere—
pretar a adogio do princinic da relatividade como a implicagao de’ _
aue o Dotehcial a que esta sujelto o electron éeva ou nio ser ing-~
'tantaneo.@omo o 591n aparece para o @lectron livre, &le o & inde=- |
pendente da 1nteraﬂao do proprio electron ¢com outra coisa qualcuer
que seja.A conclusao final a cue chegahos e que o principio da re--
latiVidade implica no spin e este e “iﬁfrinseco"ao electron. Isso
talvez justifique o fato do spin ndo se prestar para analogias clas- |
sicas nnf Com efeito a sua interprétagﬁo a luz de uma analogia cow
o momento angular levaria a dois graué de liberdade o que estaria
en contradiggo com os dados @xnerlmentals Assim o spin n3o deve ser
interpretédo segundo a imagom class1ca . | '

Passemos agora a abordagem das forcas atdmicas.
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LT

. ’ -~ -~ .
Como dlsasomos,as forgas- atomicas s 50 DIred omlnaatfmovto eletromag—

# - ” R R i~ ~
neticas o Como £siAmos nosg provounado a colocar questoes acerca das

“forcas atonicas e tro Pgu. “Cu% tegamos pois Comeﬂtarloc sobre
- ~ . L ' . . e
a forca de Lo:cntz —pe
. £ viH
Im relacen ao efeito Aheronov-Bohm,esses auvutores colocam uma Gife-

. Eal . . . fad . .
renca acentuada entre a mecanica classica e a mecapica quintica e
~ # ' ~ . .
nessa colocagan esta envolvida a forgae de Lorentz gue do ponto de

. ’ - [ . . L1
231ico @ a forge a que esta SUJelta uma particula de car-—

ga £ naum canpo eletromagnetfico Cujos Campos eleLrlco ‘e magnetico ;
: _ —t - ) L
s30 respectivamente k e H .

; N . N R i

0 resuvltado central da teoria de Aharoncv~80ﬂm e due em mecanica |

A .- : i
gquantica o eletroa pode ser LnflueaC1ado pelos potencials mesmo

quando ©s Ccanpoes sac exclvxco;.Dlto en outras palavras,cs pozenciais

i

influenciam o electron mespo quando E: e sdo nulos e DPor con-

T, + ' L’ ~ . ’ . . . . . ’
segquinte @ nulza tambem a forga de Lorentz. A diferenga acentuvaca e
‘ . _ , ‘ _ -
que em mecanica classica os poteaciails lf e A sHo instrumen-

tais matematicos apenas a fim de que gse possz facilitar a so*uggo

U

‘dos problemas,enquanto em mecinica auintica a introducio de tais po-
tenciais teﬁ'um sentido mais profuncdo pois somente com 0s C2mdO3
elbtrico e magnético ndo & possivel o estudo quanto-mecinico ce v
problema-gor'exémplo como o de uma particula carregada sujeita 2 um
campo eletromagnetico. A0 escrevermos a hamiltoniana_guﬁntica deve—-

remos introduzir os potenciails escaler L? e vetor 4\ . Como sa-

~

. ) L . . ~ . L . ot
bemos tais potenclals Sa0 nNecessarios poLs escrevenmos a eduacac e

Schfédinger aum Formalismo canonzco A forca de Lorentz nao & coisa
.central da teoria;ﬁo-limite classico,portanto,ela a arece,Al esté,
cfemos,uma'coisa que revela as limitacdes da forca de Lorentz ser
a fﬁrgarfundamental para a descricio cos Ffenomenos atdmicos haja

visto que esses .sz2o melhor encaracdos pela mecanica quantica.
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Fundanenios ~tisticos L

Deiamos nos'prOﬁondo, aquiinesto capltulo, Eﬂzer uma abordéggm

dos funﬁ=nentoé égtatisticoé aue proecisamos conhecer a fim de

que problemrs tolg como ¢s relativos ao gas eletronico possanm
ser atrendos. : i

T4 . - e 3 ~ _ .
Ha nosss dedugao das leis de distribuigao cue sao resvectiva-

4 . * . -
estaltistica classicas e de

mente, de Maxwell-3olizmann para a
P : PRI P g - B L I . .
Dose~Sinstein & Fermi-=-Dirac nara a-estatistice quantica, pProw-

by - < ' . .
curaremos, na medida do possivel, atacar todos os pormencres

™ . .‘ K by - i .
Bstatisticea dg Maxwell-=3oltrnann

Lk e _ jk . o
seja uma area total L% cdida em pequenas partes

div
" L - ) .
QL que chemaremcs de cele . Bvide Lemente o somatorio de to-

# "
das as areas Al nos Fforncceri =z Zrea total JQL .
Aseim ' ' gz T .
- - . J%_: “s A
4

‘ - . - i 2 L. . -
Seja ﬁ! o numero total de "objetos puntuais identicos rue disno-
- . ea . , - . - -A-
mos bara.distribuir nas celulas Gy oue compdem 2 area -

P

. * . - a . .
sSejz BL o numero total de celulzs. Ao Jogarmos uwm dos nossos

-’

objetos_jaﬂLu is identicos sobre a area.{§ queremos saber cual

a2 probabilidade de que ele caia sobre uma céiula pré-fixada ai .,
Estamos subConde 8( ) : 4
N= 2w -0
i 9 (fora do £)= O

. I . A ’ - .L .
1sto e cue, o0 objelo puntual caira com toda A certeza na area

n)

guil que

g& , Ou que ¢ exatamente o mesmo, nfo cairis com toda certeza
fora da éfea.é&, 20 ser jogzdo. Alem desses dre—-supostos ini-
~cilais  deveremos supbr ainda que as "linhas"aque dividem as cé-
lulas sgo‘tﬁo hiper—Ffinas e sutis,que a probabilidaée de due o
objeto »untual caia justamente no mejo de uma delas seja c©mp194

tamente desprezaﬂ~. Tal Colocaﬂao tow a-se desnecessh r1A S€ Sl

puzermos essas "linhas" .como swbantvnﬂlﬂa por pontos e assim
sendo, sem extensao,

A& probazbilidade de que, nunma jogada o "ob'jeto puntual® caia na




- o S - rd

cose paoturainonte & vezso entre 2 fren favor’-
L]

: - . A ’
vel Uy o = sran possivel S\,
i

L .y .

Se jognrmos doin objetos nuntusis, a DﬂOJﬁbllxﬂ de de aue ambos

caism nay l-nesima celula ore-fixads e

( i\ a:\ =/q.
)(ﬁ) AR W)
Fato Jdo 2rimeird objeto ﬁuntﬁal calr gobre
nZo excluil o fato do segundo objeto puniusl
& mesma i- esimas célula. Com efeito os eventos

indenendentes o aue matematicamente & expres-

4

as probabilidedes de cade evento tomade inde-
pendentemente. Assim, a probabilidade de e i objetos puntu-—
3 . - L4 . . ? - :
als calam na i- esim~ celule e:
‘igsim, a Drobabilidade Gue”h— objetos nunturis caiam na i-

- W = - . . ] . ’
fﬂ”lmc celula, M oogetos puntuals calam na drimeirs celula,
. . . . ) L. . - ..
My 0p3&t05 puntuals caLam nn ceiula 2, My obgetos cuntuals cai-

*

am na célula 3 e As5sim por Glante .........

O =@ 6r6Y G

enotenos esta probabilidade por:

(@) = @W{M M, ™5, , My

-

Deveremos dizer que a depeader do due se definz por distribui-

gégéﬂjﬂﬂ%fSGr definido ouw nzo, como & drobebillidade de ume dre

Psta e t30 somente 2 probebilicade " a nriocri® de mue My o, o,

N *, - N . ” F
caiam na celula 1, My o.p. caism na célula 2, M3 na célula 3,
_ . > ) _
'o---ucl--ooomKHH O 2 06\11’1(:.

Temcs 7ue estar ath*os para. a seguinte cclocaggo: Com cfowuo,

o~

03 0.P. cao identicos e 2ssim sendo caiculamosezprobabllzdade de qe

Ay
i

. L ) -
My ‘o.p. pre-determinados caiam na

’ . ,
celvla 1, My o.p, pré-de-

pe

. . - . ’ . N . . *
terminacdos caiem na celula 2 e assim por diante. Aqui ficars en-
‘tendido 2 condigio d discornibilidade ( diStiﬂ”Uibili@ﬁd@)

Assim, calculamos somente 1 pre-determinada uQIQoDOS;lblllfmﬁ@g

quo perfazem o thPl de todos 0s casos D0341V€1% de {N% ldwg’ MK}'

FSJaSP‘!DOP 101136856 SAO rolrtlvud as NIOOfPuLuFOQS totais

entre todos og ongetos puntualils envolvidos . Assim, & probe-



b

bilidsdo

Ay

GoTus uma cenflgur§¢£o Uuﬁlﬁuﬁrg{ﬂmhwur””.“h.unﬁwx}
AOGHTaoh sera

W) g W

. 1 ;
Leontece ane H@ﬂ&diﬂw1&)50 constituem cm definicoes de distri-

4 bind 2 . - ‘ g * ~ Lo
buicac. Tendo em viels gue €S 0.D. COﬂclderadov_sao-1dentlcos

. - - . r
e distiaguivels, definimos por distribuicio umr 0lsa que € al-
- - g s _ - . . ~
terads gquanco verymutamos coblietos de celulas distintas e Qu; NaEo
T jag - PR P " PRy ht
se alters quando sao p;rmumeos ocbjetos contidos nume mesma Ce-

lula. 2ssim fer—se necessario levarmos em conta 2 restricfo se-

R ) & i - s N ~ N
CUNGo 2 qual he N\!?@?MHTDQOGS irrelevantes (que afo thO”"m 2

~ 4

ievantes na ce—

5 -’

distribuicio) na celuiz 1, N\!perrvu geos ir

e
>
lala 2, ceorerarens xd De ut?rocg relevantes na celulas X,
tesim, tendo em vista que
a probabilidade de uma dada distribuiggoﬂ\Nf{Nmﬁu.M3rnunnn~yMK}-

: . R . s
parz objetos identicos e distinguivels, sera icual as

’” o .
0 numero tofal cde bulSOG% serf naturalmente igual a

{ } - todes
0 que mostra e consisteéncia fcﬂe resultado.

1 K
m, M.L. mK,

Deveremos passar agora 2 Desqulsa da distribuicio mais prova-
vel, colsa (ue se constitul em problems de alts importdncia em
mccrnjc patatistica. Abordemnos ont =5 co&tuéo repidamente. por
reviduoe; a Pbrimule de Stirling.
Y22 3 h ()0 =
= 234 ()
Tendc em vista 1 propriedade dog 1og9ritmos: _ :
/Ee*j_mj. = 25"’}2’* Q’&}%"f /29*&41' “'&3@\*4,)'\'/?03{(”\)
podemos fazer a seguinte aproximacgio! '
Amsi} 1——{} (Am)fgn o~ S,ﬁ,\ daw X D%.‘L(AM)'\'QH'_’,(’AM)f . ‘\“L%(M—'d).&m'i‘
m>> 4
| + zeﬁﬁqﬁ“‘
. , T m : _
temos que: S ZMMGQM - M,&\M,_ mt ]

4 .



g

Leronmos ontap: ;e |
. vy AV

Lo
pReisiile M>> ’? ’ ntgfo- . ,&n m‘l, = N\/QMMM m

’ ~? N
que ¢ a formmula de Stirlind.
- ) - L . - ~ ~Y . : 4 PR
Formule de Stirling & Formula que ca = probabllloade

\

distribuicto, temos gue:

ﬁiﬁmﬁiwa “.2:<%u T fﬂj)-+-§?fﬂ iaxgﬂ

ltmos. .

e tamben usa & propriecade %:? iinte dos loger
L DR IR ECNTRIE R A B
foedim: |

Lo = NN=N z i Lo o !awgﬂ

tendo em vis cue

NEZm
QW WWNPJZ gwﬁ+N+XMJ% ~N&N ZMX%W+

—

agoras A coqc1rao de mhximo; Rfetivemente a conciclo d
Oj

H
J
<
8
55}
+
(’.“i
o
D
=
[}
93]
:u)

rd _‘ - ’ rd .. —
meximo cevera ser de tal maneira 2 obconcmmgrgéh.VVMAy -

. . » .
Deverenos ver sob qual ouw quais coaélgoes 2 obhedecida a coﬂ(AJ O

‘mhximo. 4ssim, %/Ev:—b e "ZM S(ﬂ‘"‘a 25 e Cgm )”\‘” Z/?M?
pois( N,QAN & uma cons u.-ﬂt@)

- . V - R
Teéndo em vista a Pormuls que ¢i a2 derivada do logzritmo

obtemos o seguinte resultado:
Mg n my = 5m,
o il = Z5mi= 0

bevido & coaservagao do numero de pnrt¢cvlﬁg(objetos puntuais) :
_ ;LQSrw =0 ‘ . . | :
Assim_{SXLATWf;;x} <?an7 maximo para veria 9095 de m, D&W -

Picara S ‘

SEA = T e ()¢ XlegSi= 0 (1
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Veijamos coors o elgn donse ros Tue e constitui ono cone
P I S
dicto de Jdistribuiono medls provavoel. ,

< A o ' v o : O‘
.y - g vy —
Imvondo 3m—&3M2+5“5%~m-~~munﬁ ¥ !

- &

+

.

o : \;N\,C = O “2'(% 5,\,\‘: :: O (’fﬁ)

teremos ao somar () com (L)

-

S By Sy - LIS+ Lo S =

Z /S J?M?+_°¢>§M,: =0

& .. L e — T SR _ . ~ . -
Ei:'@‘fl(?'@ﬁ-_i:@ gque 2 U.lil ma-ecuagas e valida Dara Vcafia equag:aoj{_ 10Ce -

waﬁﬁlfv?ﬂte 10C0o,

T BB 20
;ZA &u;--ﬁhﬁj"aé = O

’ s - N
FU@ e a2 distribuigfo mails Drovael. A Formula L *(éﬂ%&)Eq
. 1 . £ . . . .
admite internretacio simples e intuitiva. £ completamente intuitive

’ 5 . -
due 0 numero de narticulas M

e

a N . . - s
sela proporcional Ao tamanho da ce-

N : -, .. -~ # . .
iuwla Q) .ouanto malor For a area &; mriorw sera o numrro o pare
iculas ”be ela podera conter.assim, Mgns QAp | No caso limite

: ’ — . il 3o
GJF:J% (somente unma celula )obt@mog-ﬂu-— N ylsto ¢,todas as
P . ~ . » . .
particulas ( o.p.) estario na celula con516eraaa.Tambem & intuitivo
A
A

Agora estsmos com 0s requisitos inf rnc trutvralo necessa2rios -2 fim

que My A

-*

de atacar ma 1@ dlretameﬁte a estatzctlc« de Maxwell Boltzmann,




¢

Postulemos 2s lois  de con sorvagao: o 1
: i : MM 3: y
- A \\ - %\‘ M ? A M-f_e" 6:[‘4 ﬁ{{“%h M:' :u—.:" """:‘}‘ “}{MH , d

ﬂ Frg - uva 4..rv! +-Iﬂ'r SN .K} : v ) T ‘”’

. - . . P .
2 leil de conservagso Co numero de particulas (o.n.) ©

)
{iw

d primeira
: - LY o ..
a segunda se refere 2 conservagao da energia.

Fm resuno:

ZSM,& =0 cons. do o m ;"101"0 CC‘(O D. ) .
— - 5 '
;i “w<§M¢ = Q cons. da energiz .

o - Ejgl. ngﬂ--“ O condigao Ce distribuigio meis
: “Z E’V\ ’N\A'. M£>+ %’: - . .

Multipli “ch?o [sloka ( o¢) orimeira e por -‘ﬁ) a segunda temos:
L= Y om, =
A
;SM,; M, =0

- K«M;@MzC) -+ Z‘q‘“%’*gm* =0

Somando men LTO a membro essas Lrea ultimas expressoes temos:
(-/gz\ m,;+9,m§; ~ ot - BM) Omi T
’ F . i o~ .. . ) ~
que e valida para cada esuagac K indepencdentemente,uma.vez cue

-todes os termos do segundo membro s2o zero. Deste modo:

oamp g o= Bag=o foray=Fong e £ By = o

' ' _ . ' ~ol LT w
ﬂv\“’*i,_;—.._.oé—}’y.: oM - e zB
I - ¥ o :
_et B R
M = ,C'QOLQJB H .
A

que & a lei de distribuiclo de Maxwell-Boltzmann.
Passemos & anilise interpretative desse resultado.Como deveremos .
_interpretar a lei de distribuigdo de Maxwell-3Boltzmann para um pro-

£ .
blema ectatistico concreto?




=
1—
~3

i

Efetivamente analﬁgaMOé am problema cstatistico ﬂJT; puramneato mee
temftico ncerca da dist%fbuiqgo mAis arovavb wsandoe como "subsiyae
to" ums Area ji-.dividida zm Céluiﬂs{-aé}e énﬁw Ag lels de ConsoTe
vagio do numero de objetos puntuais e da en@rgia fuﬂcionam COMO CCh-
ﬁigges ée'vinculo numea ntxraretncﬁo puranente matemética.Aqui osta
mos mais intaressados em problemas emineatemente dinfmicos e para
tal deveremos através de uma cbrrespondonci% do tipo:

$matembtica ———p risical \
ou mesmo ¢o Lipo: ‘

{ fafmalismo ——t  interpretacio fisica}f
entendsr o problems de ur oconio dé vista mais flsico.
.Com eEeLIo i tahto_ﬁo zso formal gquanto no caso Fisico fazen
referenciz ao nimero de particulas (objetos puntuais) contidos na
i-bgime célula. g¢ nb,caso Eormai encerreE a Dfobnbllndu;k,(d+/?kt)
de dque &a particulﬁ {objeto Dvntu 21} caia na i-ésime célula. %c &

pois vm fator ponderal.No caso fisico, 3& & também um fator ponderal

”}

i

mas & sua ilnteroretagio se faz & luz de uma grandeza dinamica.Faze

i . . . . .
umna corresponcencia par a o} CPQO dlﬂ M1CO;a alea assQCla-gSe Um €35

[N
e

paco dinamico que bem pode ser a energia ,a guantidade de movimento,

» . - & . g .
haja visto mesmo que essa ultima pode ser nosta como fungac di 2Pi-

.-
{_ﬁrea

ﬁ» admite entZo uma internretaca

meira.

re ' - - .
+ "Area' de um espago Glﬂ&mlcé}

seguinte:

& um fator ponderal, relatlvameﬂte a wna grandeza dlnamlca escolhida,
por exemplo,a enerdgia. Assin, e_completamente razoavel que 3;
seja o ntmero de estados que possuen a medua energia M. . Alcuem
poderia.cbntranargumentér dizendo que o & a probabilidade (a;/5%>
‘e assim sendo nao pode ser o'hﬁmero de estados due possuem a mesma
energia Hg postoiqueéuﬂﬁ) é W AUMero menor ou ho méximo igual a
unidade. Deverenos dizer que 13S0 n3 o se constitui em dificuldade
-algumé,muité menos em dificuldade essencial.EBfetivamente a probabi
iidade totél & normelizade a 1 Sor mera convéﬁggo;Elarpoderla ser
normallzada a qualquer numoro real desde que Finito.Isso nio altera-
ria absolutamente coisa zlguma.Ainda gue se aﬁmita j@ tyvariando®
no dominio 0 < 3& £ 1 j 3& @ o Fator ponderal que esth di-
retamente relacionado com o nﬁmefg de @st dos que possuem A mesma;

energia M . L :
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iF
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A . . : . e ey !
sronnTeilnalidrds G o pimers Ao CSTACOS  one sagunes 4 oo
' : an cnorgia My Teolve? comnlotamonto
: AL sltuagao,

. . : - P 3
20 encerrar ests secgRo gosterlemos do escrever algumag palevres

fow o gm

S R, ¢ . : - : <o s ——
sobre g vorametros X e ;%q Coro 501 visto na anslise da disty

!.-J

E = : -
DULGEO MALS pvaPV(l DaramoLra GC eqtu ”OL FWOQFHO con o nuge

- - w o B
meroe totel e osarticulas do sistoma, No estu&o estatistico @a
distribuigro de velocldades, energias e quantidades de movimen-
R - o - ’ ) - . i~ ] #* . =
{o de wun Zes ce molocu 1&@ de Meaxwell, O perametro ¢ e conclui-

. = 3 g - - o o z '-- Sy i 5 - ~ -
do atreves da lel da QOﬂ"ﬂfvaqao CC numero e particulas. § Doe
TEMCLTO o | DO SUd, VaZ e rvellado por melo da conservacs

nergiaz tendo-3e em vista Jue & Znergia total ence rrada ‘em um ges

H
7('
‘w

)
ce N moleculas livrees, & um? temderatvra T é iguzl a E
se sonente admitimos como ﬁnico grauv de liberc@de.o
relativo é cne“ﬁlﬁ.cinéti05 tranS1aciona1.
=iiﬂkff & concluy i1do convencionclmente tencdo-se em viata a ah

AT - R '3 * : —V
nemica newtonlans das particulas livres encerradas num volume

@ 2 lel fenomenclogica FV KT que & 2 equacio de estade dos
eses, chamados perfelios ou-id sis. Conclui-ce entac gue ¢ Dara-

matro J o1 . ' Ji =
| K ‘T

Podae~se concluir o valor dé‘E_ de uma Porma mais Pundomental sem
gue se Faga nacesshrio o uso da expressgo fenomenclogica de 3oy
le-lMariotti. Nesse esguema * J,.RB.Bastos Filho, J.F.Carvalho Ma- |
chado, M.M.Shukla & ser publicado na Ciéncia e Cultura, Scbre
Identificéqgo Do & Param 03“%3 Oue \va%ﬁ Nas Leis De Distribui-
_ggo_De Maxwell-aoltzmann, Bose-HEinstein E'Fefhi—mirac“, 820 usa-
dos priﬁcipios termodinfimicos gque sAo completamente gerals € a-
lem disso umn conveniente definicgao eJh(tlst1Cm de temperétura.

Bm resumo, a lei de distribuicio de Maxwell- Boltzmann

a asgin 1ntgrp“otﬂ€
M, aumero de Da rtlbulnf que pogsuem energia Mo
.ﬁ; nbmero de estados e DOSSUern 2 mesm:? energia u{

Felto isso, nos encontramos agora em condiqgdoes de abordar o caso




T3 =9~

Bt . . i
& LU lasUany dy Bouww-—-Wlgs ol ;
S s g f - ]
b) EsTAULsLLCas de SO AL 00 AC

T -»s--( . - I~ e T -
Asg Bototilsticrns Quenticas

. . . .- L : < . . .
Uma veoz feitza 2 exposigno scbre o estrtlstica clhesi-
o2, A0S N0S Dronomos abordar nlguns aspecto$ deg estatisticesy

- . o 3 . P ~ .
quenticas,. fmbas as estatisticaes ( cla e quantica) envol-

LI
U
R
(]
3

vam, ~uanto as sufs Yesnectlvas e intrinsecas inter Dﬂotaﬂce“ DG
< - - . - e

tetisticas, diferensgas essencials como veremos 2 seguir.,

- . l . . : . . 7 - ..,

Deveranos colocol POLs, Gue aoy 110 o ,WOPGuCﬁm historica dos

% - : P g - 3 TN YT v = ] - P e
“isicos estatisticos se deuw por imnoténciz do se csore-

MY
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guiveis obterimos a lei de¢ distribuicgzo de Bose=iinstein. 3é con=-
térmos_as nerticulas id%nL icas como indistinguiveis e obedientes

- 4 o2 g " 3 . - 4 - g
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No primeiro caso dizemos tratar-se de fungbes de onda simétricas
e no éegundd dizemos t“ﬂt" r-se de fun ~0es de onda »nt1~51meLr1ccs.
Ag 3r1me1r’s descrevem as Urrt]CUlPS identicas e indistinguiveis
de Bose ( bosons) enmuanto que as segqundas descrevem 'as particu-
“las identicas ihéistinguiveié de Permi (fermions). |

Em mecanica auvantica, um sistema de N particulas ou um scistoma
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mesmo, nic poder ter %g icuails, pbis se assim © for o estado
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Por cutro lado, &s parfiéulas de Bose nfc precisam de forms rfle
guma obedecer esse requisito o que & perfeitamesnte observavel
ACEC eﬁtré &5 ?eétrigges dos métodos de contagem con
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to~mecinicos.
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ESTATISTICA DE FERMI-DIRAC.
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S e A . ; - o # . - . o - .
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§ 1. Analise de um'"péradoxo".

.TOméfemos o Conceito de'Entropia;'Definiremos.como Ehtrdpia a'grénaezé ca
pdz de medir a irreveréibilidadé de um dado processo; E tomada a definkﬁo‘
.de Entropia (S) como pfoporcionaliao logaritmo da probabilidadé maéroscé—
pica de uma dadé distribuicao pois as propriedades.mateméticas'do_hxﬁaihnaf
.revelam~se convenienteé,. |
| S@ln fP
K ou | . (1)
_-S =K In P '
onde X & a constante”de Boltzmann
" Analisaremos o caso de uma ex?anséo livre de um gas de particulas nao in-.
.”teragentes. Com efeito, o 51stema e termlcamente lsolado e nao reallza-uﬁ
balho sobre o exterior, Na conflguragao 1n1c1al tddas as N moleculas (par
~ ticulas) estdo confinadds a um volume Vi e-na configuragido final as N moid

culas (partlculas) estarao conflnadas ‘a um volume \Y sendo (V >V ) A pro

2!
babllldade (P ) de na conflguragao inicial uma molecula (partlcula) qual~
‘quer ocupar um volume Vl sera log;camentg a razio entre o volume favoravel

vy € o volume possivel V., Que tomaremos como referéncia:

1l = (_Vo > Vl ).

A Entropia inicial S, serd, para uma molécula (particula):
V1 .
1 =K ln {—)

v
O

S

Para as E_Moléculas (particulas) a probabilidade {PiN)} de que todas elas

se encontrem no volume favoravel Vl serd a produtdria:

. v v, -y v
(N) 1 1 - 1 1
Pl = (-——-—) (‘—-—-- ) o n s e o LA ( ) .:: (V )
VO . VO NCIN i VO . O

N v /
N
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Ue & a expressao matemitica para eventos inde endentes.
_ P

(N)

Tendo em vista as propriedades dos logaritmos, a entropia inicial ‘Sl

para as N moléculas (particulas) seri:

v

s =k § 1n (=)
v
: o
A entropia final SéN) para as N. moléculas (particulas) seri:
| v
) _ . 2
82 -KNln(;—) (VO>V2)
o

A variag3o de entropia (AS) sera:

_ N (N { . - 3
AS = S2 Sl o= N K an2 ano | anl + ano
‘ v,
S =NK 1ln (<)
: (2)
Vi

E qoncluido que a variagao'de‘entropia para esse processo somente depende
da variagdo de volume. Embora ndo considerdssemos a variivel temperatura,
de maneira explicita, uma vez que Somente‘usamos_érgﬁmentos bhaseados na
teoria das probabilidades nas nossas consideragoes acérca da relacido entre
0os volumes, €& bom ressaltar que nas consideragoes feitas para o nosso pro
cesso de expansdo de um gis de molééulas (particulas) ndo interagentes,es
td implicita a idéia de temperatura. Isto estard de acordo com a definigao
estatistica de temperatura definida no §2.

Se tomarmos a definigao de entropia como:

as = 49

-
onde dQ & a variagdo infinitesimal de calor e T a temperatura, & facil ver
que ela nao se aplica ao caso da expansao livre de um gas de moldculas (par
ticulas) ndo interagentes. O sistema & termicamente isolado, nao troca ener
gia com o exterior e nio realiza trabalho W sobre o exterior.

Logo a variagao de energia interna AE, bem como AQ e AW sio nulos.
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.De acordo com o que acabamos de colocar a variagao de Entropia AS serd
‘um resultado absurdo:

as = s{M - é?’ = 0 (3)
~como se ve, (2) e (3) estio em flagrante contradigao.
Efetivamente € de nosso propdsito neste artigo identificar o 8 que apare
ce na lei de distribuigao de Maxwell-Boltzmann sem que se faga necessario
o emprego da expressio fenomenoldgica de Boyle Mariotti pv=NKT. Contudo,

para efeito de colocagao, se usarmos a Equagao de Estado dos gases ideais

(Boyle Mariotti) e a primeira lei da termodinémica,

S dQ = dE + aw (4)
onde dW = pdv
e dE = cvdT obteremos:
dQ = cydT + pav = c ar + L av  (5)

onde C,; e calor especifico a volume constante, e p denota a pressao exer-
c1da pelo gas de particulas sobre as paredes.

£ fécil de se ver que para o caso examinado a variagac de Energia interna
~do sistema nao depende da variagdo de volume, uma vez que ha variagao de
volume nao havendo variacio de energia. Como a energia das particﬁlas e
somente éinética, qualquer que seja o volume do recepticulo, ela seria a
‘mesma. També@m a energia interna ndo depende da variagio de pressdo sobre

as paredes do receptaculo pois para o volume v, essa pressao € menor gue

para o volume Vl’ uma vez que a area subentendida pelo volume Vé & maior

que a area subentendida pelo volume Vl' A temperatura permanece constante,

entao:
E = £(T)

olhando para (5)
e integrando ambos os membros, tendo em vista os limites Qf e Qi’ obtere-
mos um resultado absurdo:
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V2
0 = NKT ln —
V1
v2
0 = NkT ln. — ©(6)
v
1
pois: N#0 V,#0 V0 K0  TO |
Se contudo integrarmos tomando a definigado ds = %g e usando a equagao de

estado do gis ideal pV = NKT, o absurdo é removido.

o g = 90 N oo dv
Com efeito: d4S = T = VT dv = NK 7
Integrando ambos os membros, temos:
, \'4
s =sM . MM oy 2 (M
2 1
V1

em concordancia com (2).

Como explicar essa situagao um tanto quanto"paradoxal® ?

' Como se sabe a Entropia & uma fungio de estado. - Isso & facil notar quan-
do se usa a relagao de Boltzménn (1) para a expanséo-livre em questac, pois
'a variacao de entropia soﬁente depende dos estados (inicial e final) isto
8, a variag@o de Entropia do sistema em pauta somente depende de volume ini

cial V, e do final V nao dependendo de estado intermediario algum de to-

1 2’
do o processo. Matematicamente isto significa que S & uma fungao tal que o

final

C s ds somente depende dos limites superior
inicial

resultado de sua integragéoj

e 5, } nio interessando o caminho segundo o qual

e inferior (Sg;, .4 inicial

se faca a integragao.

final

ds = (Sgina1l ~ Sinicial

inicial
Diz-se entao que dS & uma diferencial exata. Cbtemos, ao integrar direta-
mente dS os resulitados concordantes (2) e (7} que além do mais atestam
que a definigao (1} (que nio usa a expressic fenomenclOgica, portanto de

primeiros principios) & concordante com a definicao de S segundo a qual;

as = 49 .
I'I\



IIr=3 =
Por outro -lado, dg ndo & uma diferencial exata o que atestam os resultadcs
‘absurdos (3) e (6). A integragdo de dQ ndo depende somente dos valores i

nicial e final; dQ depende do caminho de Integragdo.
49

Somente podemos garantir a definicdo ds = == para processos reversiveis;
~ N ' . - . 4 . Y -~ d g .

“sendo a expansao livre um processo irreversivel a definigao ds = 4Q nao .

: _ : ; : _ T ’
‘pode ser aplicada assim.
Para;processos irreversiveisf

ds > -3:- dQ ',;

‘ " n N do ’ ) . . -
Podemos no entanto "usar” a definigao dS = T para processos irreversl-

véis téndo—se o cuidado de substituir o,p:oéesso irreversivel em pauta -
por um réversivel em que dois dados de seus estados sejamlrespectivamente
¢oincidentes com os estados inicial_e final do processo irreversivel pois
.; entropia somente depende deSses_estadbs.'.

Fiba'aqﬁi_enténdidq porque é'integragéd direta sobre dQ nos conduz a resul
“tados absurdos.enquanto que a.integragéo sbbrefgg nos leva a resultados -
_cprretos. : _ S ‘ o s | T

,O.fato'felevanfe e de particular impértancia para_os atuais prbpésitos;kg
jfe trabalho & que o fator L "transforma' uma diferenciai nao exata em uma

T
‘diferencial exata.

§ 2. Uma definicio conveniente (Estatistica) de Temperatura

A Enérgia interna, bem como, a Entropia sao fungﬁéé de estado; a .Enerqgia

e a Entropia s3o grandezas sb do sistema. Na configuragﬁo ﬁais provével,
a variagao de entropia com o tempo, bem como, é variagao da entropia con
a.energia interna, sdoc ambas, zero.'Diéemos entao, gque o sistema esta iso

“lado e em equilibrio.

F o
Assim, 45 598 Ly
At aE

Definiremos uma grandeza para um sistema .isolado e em equilibrio. Podenos,

entdo. pbr a entropia como uma fungao que depende da energia interna.



s =£f (E)
A grandeza cuja definicdo estamos nos propondo discutir & uma B' tal que

as
dE

=B'

Veremos aﬁravés de uma analise gue a grandeza B' se aéapta a idéia de tem
peratura (ao inverso da temperatura) .

Suponhamos um sistema em equilibrio e isolado em que a entropia seja § e
a energia inﬁerna E. Evidentemente a entropia se constitul numa grandeza
aditiva o que & facil de notar tendo-se em vista a definicao (1), energia
interna do sistema & também, évidentemente, uma grandeza aditiva. Assim,se

se divide o sistema em duas partes, teremos:
E = El + E2' S = Sl + 82

Tendo em vista que o sistema se encontra em equilibrio, %E =0 .
B

Como a Energia Interna & conservada, E, =E - E, e S & uma fungdo indepen

2
dentea. '
Assim: cii(sl + Sz) =dsl +d82 =dsl +d82 dE2
dEl dEl dsl dEl dE2 dEl
dEl =--dE2 Iogo:
a (Sl + 52) dSl d82
dEl dEl dE?
d(sl + 82) ~ ~ dSl d82 _ . dSl d82 . . .
—_——— 20 = — =t =0 ,, —= = — B = B 5
dE, dEl de dEl dhz

Vejamos pois agora um sistema isolado, supostamente dividido em duas par-
tes que ndo se'enéontram em equilibrio miituo. Assim, gquando o sistema &
abandonado, ele evolue para a configuragao mais provavel ou seja, para a
configuragao de cqﬁilibrjo. Sua entropia naturalmente cresce pois a con=
figuragao mais proﬁavel & a de maior desordem e consequentemente de maior

entropia.
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Ao abandonarmos © sistema, a variagéo'de entropia com o tempo é'pésitiva_

e por conseguinte teremos:

2

at
s _ a5, s, ds;an a5, dE,
de at at = 4B, & 4B, at

1 %

No sistema todo a Energia se conserva, pols esse se encontra isolado, lo-

go; dE 0 ou. dEl + dEZ = 0
dt . B
.o de at
i 4E, ds.  ds
Assim: ggl _ 1 ( .l _ 2-) > 0 (10) -
dt dt‘ ‘ dEl dE2
- —_ ——— [ . 1 . . . .
Como: . *0 e > Q +18 1.8 2 © T, > ?l'

dt - dt
£ facil ver.que a grandeza R' se constitue numa coﬁ?eniente defi#igéo pa-
ra o inversé da temperatura pois no sistemé isolado e em equilibrio, as - .
partes tem o mesmo Valor-Bi.: BS . No sistema isolado pordm, tal que suas
duas partes ndo estejam em eguilibrio mﬁtuo,si > B5. Tal coisa se adapta
perfeitamenﬁe‘é nogao de temperatura pois no sistema isolado e em equili-
‘bfio, as duas partes com as guals supostamente se divide o.sistema, esta-
vam & mesma témperatura;'pdr outro lado, o sistema isoladé em Que sﬁasgﬁg
tes 550 estavam em equilibrio, também naoc estavam a uma mesma temperatura. .
Ao caminhar pard a configuragéo mais_provével; Quﬂsejé, a ceonfiguracgao de

equilibrio, as temperaturas relativas ds duas partes, tornam-se iguais,

§ 3. O B sem o uso da expressdo fenomenoldgica de Boyle Mariotti

Do ponto de vista da Mecdnica Quantica uma particula livre numa caixa cil
bica de dimensdo linear L assume’ um espectro de autovalores de energia i

gﬁalia :
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onde m & a massa da particulé. h a constante de Plank e n um niimero quin
tico tal que pode ser qualquer inteiro maior ou igual a 1.

Podemos tomar o sistema formado por N particulas livres, supondo qﬁe ca-
da uma das particulas envolvidas:esteja num dado estadé de excitagao su-
bentendido pof um nUmero qudntico nz1l.

Do ponto de vista termodindmico os detalhes n3o sio levados em conta.
Constitui-se pois a termodinamica em doutrina muito geral e pouco profun-
da de tal maneira que o sistema & encarado como uma "caixa preta; contén—
do uma energia interna E. Suponhamos umaAexpanséo tal que o trabalho rea-
lizado sobre o’exteriof & igual em mddulo & energia trocada com o exterior
{calor), de tal maneira que a variagao da energia interna do sistema & i-

gual a zero.

AE = 0 (12)

I

E = constante
Convém ressaltar que trata-se de um processo reversivel,

Devido a2 expansao, houve reallzagao de trabalho sobie o exkséricr dando ¢

e

mo efeito a variagao de espagamento entre os niveis de energia, haja vis-
ta que as dimensdes da caixa foram alteradas. Seja uma dada particula num

Y N - --
estado H;>u A energia para este nivel sera:

22 2 22,2 =2
E(l)= n“hn _n'w R v 3
' 2mL? 2m

onde V = L3

(1)

A pressio P exercida por uma particula sobre o exterior devido a mudan

¢a de volume da caixa sera:

(1) 2 2y 2 - ~3
pD._2m T __nwlhT =2y g3
v 2m |
R I B O
S 2" g
3 omv3 2o
| (1)
p 2 gt (13)
i - v



=
!
-
!

¥e
i

-Qucr se é panda de um volumﬁ pequuué, para um volume e!tvemamnnte grande,
bu se expanda de um volume Vl qualquer para um volume V2 (sendo V2 >V ),
"a energla interna total do 51stema permanecera constante e tanto num caso
como no outro os trabalhos,reallzados sobre_o exterior serao respectiva—'
fﬁ@nte iguaisfem modulo és‘energias_trocadas {calor) comjo exterior. Assim,
' nossos argumentos s3o vilidos tanto para uma expansio do sistema  gasoso.
'dé uma densidade grande péra-umé grande diluigﬁo, gquanto para uma eXpamﬁb
-ém que os volumes inicial e final compreendam um dominio menor. O ponto -

‘fﬁndaméntal & que E seja constante em todos os éstégios do pfdcésso.'

.Se P, & a pfessﬁo'exercida-sobre o exterior, o trabalho (W) de vV, aVv, se

1 -
- ra entao; :
' _ Ca (1)
_- Y gy L2 B g (14)
; 3 . v .
£ . v
(1) 2
W = g’ E in —

Tendo el vista que para p
= do aw = -do  ds =g' ‘' ds =8'dQ ¢ dS

‘ | _ law]  (15)
T | ~do | o

|
.
©
[l
.
H

Isso 'm3o se constitui contradigio alguma com a definigdo dS _ 1 pois,
' | dE B

1

'dﬁ e &Ez sao, no exeﬁplo-dé seccao (2),-as formas de troca de enérgia
 (ca1or). | ) .- | | |

Tendo em vista que a entropia & uma funééb de estado, podemos tomar o re~
sultado do prdCesSO irreversivel que se constitui.na”éxpahsao.livre de um

gas de particulas férmula (2).

. V
para uma particula: 8§ = Kln(~—)
\
‘ v v
r‘endo em vista (15) e (14)[3 ¢ In {—3) = Kln {“3) L
, k v ' v, B8'
i 1
(L)
OQCE_ xéK}l
2 Bt

i
i

Para N pdlbLbuLdﬁ mau intera

fmr
- .

CHCESH S
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(N}

B! como‘se'discutiu.reve1a4se uma bba‘definigéo para b inverso da tempe-
ratura ; N) - 3

E( = E = =  NKT
2

'éue é o meémo resultadc obﬁido que se trabalhassemos tendo-se em vista a
.dinamica newtoniana delparticulas,assbciada a lei de.Bojle'Maribtti é o
 postulado do chamado caos molecular. |
-Pédemos ainda mostrar que indepéndentémehte da forma do reﬁéptéculo,_o -
jesultédo péra © sistema, dado pela mecinica quintica nos leva & E=%NKT;
‘B conveniente notar que‘és_éutofungSeé para uma particula liﬁre confina-
da a uma regido cilindricé bem como seu espéctro de autovalores, s3o di-
'égrentés das respectivas auto.fungées e autovaiores obtidas para.o caso
'ée um recipiente'cﬁbicb, eSféricoi ou dé.qualque: outra forma. Clar§~es—_
t3d que para um redipiente de forma arbitriria a solucio exata da'equagéb
de Schrodin§e£ torna-se bastante dificil; a éepe‘&e; dessa arbiﬁrarieda*
‘de e caso nao hgja na dnadlise matemidtica funcdes que possam ser utiliza
=aas-a solugdo exata, embora possive1 em principio, torna-se impossivel de
‘fato. Para uma particula livre confinada a uma.regiéo cilindrica & conve
niente se escrevérra equagﬁo de Schrodinger em coordenadas cilindricas.
Do ponto de vista formal, o problema de uma particula livre confinada a
uma regifo cilindrica pode ser reduzido aé probleﬁa de umé particula con
fiﬁada em uma caixa unidimensional e ao de uma membrana circular com ex-
.tremidades fixas. A fungao de onda totar%ﬁr,f,ZT séré tal quey

| Yrgon =Ye4) Pz
A parte;}(r,f) podé ainda ser posta como:

A trg) = Py Ly

As solugdes dessas eqUagﬁés diférenciais, qﬁe_sﬁo respectiﬁamente tipo
fungdo de Bessel para a particula confinada ao- circulo, nos fornecem um

espectro de autovalores de enerqia:



bt
—
i -

TII~

o= /}.}41{2”2 . {12 L2
P 7Bl
2mh” ) 2mR”

.donde L & a altura do cilindro, R & o raio do cilindro.
M eguagdoe de Schrdinger envolvendo as varidveis. r ei%sao separaveis em
duas do tipo;’ - : -

2 _
A L2

47 +4 ¢ =0 CV x-constante)

2 ' _

A A + S} R = 0
> , .
ax” X ax x2
s ] :
onde X = VA r _ A= E%E'

~As respectivas solugfes dessas equagdes diferenciails sao:

: L.
| - ¢ = Ag |
. A = it . ' -
‘ _ {const. de Normalizacao)
S 0 - SR

(\;? = G,‘tl,.’tz, '¢t-aooo-boo‘b)

- - ;\{";" o . ,§« - (\m',i ) _
Ad$x) B <f3 jg T ( ll G% S §T+_fungao gamna
- 470 AW 4o+ 1) 2 '
] 4 s

Como as. fungdes de RBessel de gualguer oxdem tem infinitos zeros, o Indice

n significa a n-esima raiz de J(gy de ordem Ap
=
. f'

om a condicae do contorno Jiey .. o4
C.l o i et L f\g'};) = J’V' (,/5:1‘) = 0 no ponto- =R

FY zeros da f. de Ressel

My = Lo
A
4
h2.,2'
N
B o=
2mR2

tia

'm recuno, o8 auto valores da ¥Eneraia sevao:




_ {2 2 '
Para ¢ Cilindro, & o reanes (nnz + X? Y. .
. 7 Ahe 7
2mL" _ : v
.9
fHox”

Analogamente para a esfera, E = nl
_ _ ) 3
2k
>Podem0ﬁ moqtrar que para un mesmo volumc, 1ndomendonte da forma (cublca,

3
esfeérica ou C1llna11ca) obtemase O mesmo resultado E = E'NKT‘

Com efeito, em um cubo de lado T, um cilindro de altura L e um raio ILw/T

' ' . 3 3 - .
e una ezfera de raio (—) / L. tem—~se igquais volumes.

4 _
. ¢ A RPN : .
. ’ gcubo D _..._,.._,,.5.. '(nx + I'ly + nz) ' . | | .
‘ 2ml, _
Boilindro = w2h? 2 2
e — ( ;yn + onlom)
: .r B ' ; . ’ . 2mal” )
: 2 2
esfera = E§-§ (ﬁﬂig Xhl
zmi: 3 -

S Venos gque para gualquer um deosses casos, uma expansio onde E seja constante

en todes os estigios do processo, a pressio seri:

P o= -

w i
< i

-

tel como explicitsmente foi feito pax ‘a 0 caso de uma caixa clbica.

Todos es&es'esJECLros nos levam a E=2 NKT

hsslm- chegamos a equacio de Fnergia total de wn gas de particulas através

)

de vnma dedugac; em estigio algum & feito o uso da expressio de Boyle Mari

otti.

e am ) _ 40 o .

Jsames lC]dQOOS Lomolctamente gerais, tais Como'd = -2 opara processos -
| III

reversiveis. :

4

Onmfodo de conLnoem,ucgunuo o gual as partmcu]ab 540 idéntjcao e distin-

gulveis nos conduz & oqtatiet101 de Maxvwell Eoszmann,.no qual a lei de -

.

distribnicio @ &adafpnr:
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0 mé&todo de contagem segundo o gual as particulas sao consideradas idén-

tiéas e indistinguiveis nés conduz 3 estatIistica de Bose-Einstein onde;
o £(8 - E) = —2 |

(28€-1)

 P6r.outro'1ado se se faz uma contagem tendo emn vista'qué as partibulaé i-

dénticas sdo indistinguiveis e obedientes.ao Principio de- Pauli, obteramws

.a”estatistica de Férmi—birac na éual; | |

1 |
£f{r-D) = —s=——
(28%+1y

ﬁm todos os trésLCaSos,-B & identificado como 1/KT -

No caso pd%léxempio da func¢ao de distribuigaé f(M~B) = Q_Be; a identifi-
gagao é particularmente simples. Decorre da consérvégéé da energia total
.e da do nﬁmero de particﬁlas tendo-se em vista que E = %-NKT. -
;Essa expressao da energia total e convenc1onalmente dedu21da tendo-se em
ﬂv1sta a expressao fenomenoloqlca da equagao de’ estado de um gis ldeal.
No entanto, fizemos uma deducao da Energia total de uma manelra mais fun
damental pﬁls partindo de consxderagoes completamente gerais de’ prumﬂxos
prlnClplOS termodlnamlcos, definindo-se convenlentemente a Temperatura.

Tal procedimento nos leva naturalmente a 8 = %@

£ importante notar que o fatc das expressdes S = 1lnP e dS = dQ/T assumi-
P S =t p

rem "relacdo" estd implicito o fato de % ser o fator necessario a fim de

que dS se torne uma diferencial exata.

Isto & facil de ver se toma o que aparece na dedugao da lel de distribui

(;50 de Fermi .{TBEEiB:ni-—CéZBni:(gﬁ*ip}

i
fazendo £3_, = 0 (conservacdo de nimero de particulas para o caso de ex-
pansdo onde E = constante e Zsiani = 3Q; isso implica que g v % .

i

§ 4. SObre a Questao dos primeiros principios

£ conveniente uma dlscus ao aceérca do concelto de pflmﬂerQ principios.
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‘Esse nido & um ponto ciaro haja visto a pluralidade semantica que existe.

Com efeito, se uma pesquisa e feita tendo -se em vista uma estrutura teo—

rica formada por um conjunto de postulados tal que nenhum deles contenha

algo de superfluo em relagac ao contldo nos demais (nimero mlnlmo de axi

‘omas), e gue além.disso se parta de éonsideragaes que ‘envolvam somente as

interacSes elementares, podemos dizer que tal pesquisa foi feita em pri-|

‘meiros principios. Se essa estrutura tedrica for a mecdnica classica, di-

zemos.que temos uma pesguisa em primeiros principios cléssico mecénicos;

se por outro lado,’ for a mecanlca quantica o esquema tedrico, a pesquisa
£
& entao engajada em primeiros principios quanto mecanlcos.

Se se tem um problema em que a descrigao por meio das interagdes elemen-

-tares, ou por meio das. equagoes fundamentals ou por ambas, se apresenta

‘muito dlflCll, mas que o comnortamento global do fendmeno seija acce551vel.

de ser estudado através de ponSLderagoes fenomenoldgicas, dlzemos que nes

se caso se trata de uma pesquisa n3oc em primeiros princxpios, e sim uma

pesquisa fenomenoldgica.

Essa discriminagao, nao & rigorosa por varias razdes entre as quais  as

-seguintes: em primeiro lugar a estrutura téérica com-.que se trabalha de=~

verd ser fechada a fim de que realménte sé tenha s&lidos primeiros prin-

cipios; em segundo lugar deveremos ter em mente o gue se entenda por inte

“ragoes elementares. Seja pois por exemplo um problema de fisica dos cor-

‘ros principios.

pos sblidos. Se se admite que a interagdo elementar entre os Atomos num

s6lido & a coulombiana e se descreve essa interagao tendo-se em vista a

forga restauradora do oscilador harmdnico, uma vez que existe o efeito de

‘blindagem por parte dos eléctrons, dizemos que essa descricdo nlo é

feita em primeiros principios ainda que se parta das equacdes fundamentals

(2a. lei de Newton para a mecénica c¢lassica e a equagdo de Schrodinger pa

‘ra a mecanica quintica). Se se admite a interacdo por meio da forgca res-

tauradora como "interagdo elementar" o problema & entdo estudado em primei

-



Em terceiro lugar, deveremos tecer algumas consideragoes scbre a pesqui-
sa fenomenoldgica. Uma pesquisa feita descrevendo apenas o comportamento
global do sistema sem ir aos pormenores & entdo considerada ndo em primei
ros principios.

Tal discriminagdo sujere uma contra argumentacdo seguinte: a termodindmi-
ca & uma doutrina muito geral e pouco profunda desde que descreve O sis-
tema apenas éomo um todo. Assim sendo a termodinidmica é fenomenoldgica.
Acontece porém, que a termodindmica tem uma estrutura tedrica que contém
seus primeiros principios (la., 2a. e 3a. lei) e-estritamente néste esque
ma a pesquiga térmodinémica baseada nas suas leis completamente gerais,
pordm, pouco profundas,& considerada em primeiros principios termodinami-
cos. Claro esti que a descrig¢ao em primeiros principios termodindmicos ndo
o & em outro dado esquema teorlco p01s a descrlgao termodlnamlca do siste
ma encobre as interagdes elementares envolvidas e com ela toda a dlnamlca
microscopica das partes do sistema.

Assim, no presente trabalho, & mostrado e discutido que o fator B que apa-
rece na lei de distribuicdo pode ser identificado partindo de primeiros
principios quanto mecidnicos uma vez que se parte-da equagao de Schnﬁﬁnger
paré a particula livre numa caixa, em primeiros principios termodindmicos
‘gesde que_enqajado num esquema tedrico sequro, em primeiros principios es
tatisticos haja visto que a lei de distribuigao & alcang¢ada por meio de
consideragaes gue envolvem o conceito de probabilidade, ¢ tendo-se em vis
ta primeiros principios gerais (leis de consecrvagdo). & conveniente notar
que a.relagﬁo (1) envolve o conceito de probabilidade.

0 uso da equagao pV=NKT a fim de que se chbtenha a encrgla total de um gas
ideal igual a % NKT & primaria uma vez guc parte somente da observacao di
reta.

Convim lembrar que-a lei pV=NKT pode ser interprctada quanto~estatistica—

mente dessa mancira mais fundamental.,
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UMA CONCLUSAEO IMPORTANTE

Uma conclusdo importante & acérca da Termodindmica. Embora sendo uma dis-
ciplina muito geral ela nao consegue explicar certos fendmenos por esses
exigirem detalhes em suas descrig¢Ges. Convém notar que do ponto de vista

de uma elucidagdo global ela o & completamente concordante com tais feno-

nenos.

A Termodinamica independe de ser Classica ou Quantica. Suas leis dQ=dE+dW

d - s P
e dS = a9 sao validas em ambos os esguemas teoricos.

T ‘
A relagao de Boltzmann S=1nP bem como a conveniente definigdo estatistica

de Temperatura %% = % sdo validos também quer se trate de mecanica Classi

ca ou Quantica.

¥ .

Uma coisa gue bem elucida & relativa &s condigdes de contdrno.

A depender de tais condigdes, as auto fungles e autoﬁalores da Energia,
‘sdo encontrados. A descrigdo quanto-mecidnica levando em conta os detalhes
revela a diferenca decorrente das condigoes de conﬁérno de cada caso par-
ticular. |

A descricgdo termodinamica, para um gas de N particulas livres em um volu-
me V a uma temperatura T, & contudo a‘mesma, independentemente das condi-

¢oes de contorno.
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@, deve tao somente ao.
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0 advento de wvma nova e grande teoria nao

-~

siﬁples gosto pessoal dos homens aue a cons troem mas tombem as
necessidades emergentes.Deveremos enfftisar, ¢ isso nfo se cons—
titul em tarefa suferflua,que a necessidade concreta de solugso
de um certo determinédo-problemé‘é o fator de maior ponderabili-
dade,Separamos gdsto e necessidade por uma questio pura e sim-
éleé dt dar pesos qualitativos a esses valores.,Faz-se necessaric
colocar que tal separacdo nZo e rigorcsa posto aue o gdsto & no~
tadamente sugerido pela necessidade e vice-versa. Ascim,o pogtuQ
lado da quantizacao saiu devido 2o problema concreto da radia-
¢do do corpo negro e nio devido as ja ¢§o mistificadas inspira-
coes de uma mente sObre-humana.0 postulado da quantiza@ﬁo da cner-
gia foi enunciado devois de minurcioso exame analitico-critico
gue somente foi razoavelmente bem entendido depoié da publicaggo
‘do artigo uma vez que o prdpio M.Planck nio percebeu de imediato
a importancia de sua faganha.Al estd um rico exemplc aue mostra
que a criagio cientifica n3o pode ser movida atraves de insoira-
goes magicas que sdmente servem-para mistificar cada vez mais a re-

al fungao do cientista enquanto homem de ciencia. Que existe

"insight",isso fora de duv1da 0 que duv1damos serlamente e ave.
~esse “insight" possa se divorciar da mlnunclosa pormenorlzada e
global reflexdo analltlco—crltlca._Se olharmos a histéria de ma-
neira critica,veremos que na virada do seculo XIX para o século
XX & necessidade de inteligibilidade das fendmenos era patente.
As teorias fisicas existentes'eram simplesménte impotentes para
éxplicar_o‘efeito foto-eletrico,o abaixamento do célor'especifim_
co dos s0lidos para baixas temteraturas,o aparecimentd'das linhas
espectrais dé hidrogenio,etc.Com a teoria de Einstein explicando.
-o-efeito foto~elétrico,é~ideia.da quantizacao revelou-se mais Ffew

.t

cunda e ja naguele  tempo . tinha-se uma visdo mais profuada
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¢ wma cons sclencia mals clara de ume idade de ouro due estava
surgindo. f t@ovla de finstein do calor-especifico velo reférgar
ainda mais a orande fecuadlo rde do postulado da quaﬁt17a “20. Enfim,
Ja_nﬁo restava a menor duv1ca ¢ Os cientistas da Turopa e do-mun«
de inteiro ja estavam vivendo a idade de ‘ouro da fisica dos nos-
s0s dias,ou,ainda como preferem outros,um corte epistemoldgico

significativo.

0 Calor especifico (aspectos termodinamicos)

£
0 estudo do calor especifico dos solidos envolve um numero relati-
vamente grande de assuntos tais como a teoria das pequenas osgila~
cbes,o modelo do oscilador harmdnico visto tanto peia'mecanica
clégsica quanto pela quéntiba,termodinémica,mecaﬂica estatisti-
ca e teoriz da elasticidade. Alem de ser um campo relativamente
extenso e envolvente éie o & historicamente importante.fal como fou
LOLO ado,na pesqulsa do calor es ecifi G O DPO3 ulaéo da auanti-
_zagao tomou uma importancia mailor do cue a que tlnha antes Essa
importancia f01 crescendo e O conseﬂueﬂte Progresso desse caﬂno,
deuw lugar . a 1nauguragao ‘de vm outro campo conhec1do hodiernamen-
te como : dinamica das redes cristalinas.
~Veremos agora o©s fundamentos termodinamiCog.heceséérios para um
bon entenéimento dos asDectos mais bésicos.Como & sabido,a termo~
dinZmica & uma doutrina aeral e pouco profunda posto que fenoreno—
'1og1¢a. Ela nasceu,em grande parte devido a nece551oade de genera—
1izag50 da lei da conservagao da energla.para“domlnzos outros que
transcendem a mecanica.Assim sendo, a primeiraulei_da termodinamica
'éxpressa a conserVagao da energia de uma maheira completamente ge-
ral,se bem'qu , €& conveniente notar,de maneira pouco pfofunda.'
Asgim, na formul9gao dlferenCial a gquantidade de calor. adicionaca
a0 sistema A(Q & igual ao acréscimo da sua energla interna dE

mais a quantidade de trabalho dado pelo sistema .

alQ ol.E+olv\/ (I} Ccl\f\/ '\"iv)
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Tendo em vista aue somente © ‘@ diferencicl exata
JE =(2E) AT (a%\ v (ax)
\:’J'-a (5"! 7 ;

Assim,a primeira leil da 19“mod1nnmLca pode s oir escrita como:
4Q = [(35),r |4V« (85) @
| - 2T -
) L
‘O caleor especifico a volune congtante e Q@FJHJ 0 Como CV=(&QfJT)V
Olhanco para & expressao escrita imedi atamﬁnae acima vemos que:

Clr: (5%? (%;L 1

o calor esofc1;1co a Dressao constante e definido

Knalogamcntg

' )

no s Gy fe

como | Sey &éq?;h .

Vemos agora,com o auxilio ca segundé 1eirda termoéinﬁﬁica,deduzir
wuma imporgante rel 1;30 eavolvendo ©s calores especificos respecti-
vamente a volume ¢ a press%o constante.A soaunda lei da fermodina-—
mica pode ser exuressa‘atraves dos enunC1aGos de Ke1v1n e Cleus C;us.
Esses enunciados s@o commletamente equivalentes e sua equivalencia
ompleta é demongt“ada com.-rigor = |
Se. elvxn &.Falso E::£> ' Claussius élfalso

Kelvin & falso ] <£;:ﬁ:;' Se Claussius e falso

0s enunciados de Kelvin e Claussius serdo t2o somente expressos

por questio de brevidade, |

Enunciado de Claussius : N3o existe transformacio termodinamica

onde somente exista o efeito da extfaggo de uma quantidade de ca-

lor de um reservatdrio frio e sua conseguinte dohGdo para um.re-
servatdrio gquente. | - ' 7 }
_Enunciado de Xelvin : Nao existe'transformagéo termodinamica onde
sémente exista a extracio de uma quantidade de calor de um reser—
‘vatério_e sua total conversao em trabalhos

Colocamos os enunciados de Kelvin e Claussius;@ contudo mais con-—
veniente para os noésos propésitosrasarmosa,segunda 1ei_dartermd—
dinamica fazendo apelo a importantissima funcio de estado :; , @
entronaa. Para Umutrdqsformanao:reVOrSlvel 1nf1n1te31ma1 0L$=:“—‘
sendo que A-S & uma diferencial exata. Tal Como mostrou Boltzm?nn |
a entronla acmlte uma interpretacao estatistica 1mportante Pue e &3
Pressa na lel S‘i k EWE cnde a entropia & mroporcxonal 20 lo—
garitmo natural da PTOb?bllldnde macroscoplca de uma dada dlstrl—

buigdo ) ST : “u
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Agsilm, Dara brocossos ?cvprsiveis,como 7 probabilidade inicisl & i-
gual a probabilidacde Finel,a variacio de entropia € zero.Por ounlio
lado,em se tratando <o processos iTreVCTSiVQi% 2 probabilidade ini-
cial éidiférente da probabilidade final;Assim,a variacao de entro-

pia é‘dlferenté ce ZEro (ﬁs S'#iO). Boltzmann mostrou que a entro-—
pia,que @ uma fungio de estadd,mede a irreversibilidade de um pro-
cesso,ou melhor dizendo,a grandeza entropia e a medida ca irrever-
sibilidade do processo gue se dueira examinar.

ﬂco”a vamos Fazer uso dessas: 1de1as Dara ch€qar a uma 1mnortante
felaxeo Gﬁvolvenco o calor especzfjgo a voluwe constrmte e o calor
especifico a pressio constante. '

Tendo em viéta(ﬂi) e que GLQ ,obteros

18 =(&)dr Jf‘: V) wpldv ()
a di '

] * -
Tenco em vista tambem ~cue Cju 2 Wna ferencial exata

(2_ (AN o) [.:l__(_a__g_ + L
?VT T 3T/ | TAV/, i_

v
2) P L:(_?_ "‘i(a..s:) +E]
. v/, 2T/ T BTv Tlv/ie T
(2] (4 :?i>.ﬁ_,“§_
N/p\T) 9T, T 17
donde, [3E - _,_/_9__*2_) T~ P ) (ZSE)
IV S 2T/, |

‘Substituindo esta ultima em{I¥) . obtemos:

Tds= CAT + -T@E) v (=)
T _
Para o calor esncczflco a pressac constante podemos obter a expres-

O g . CdT '*““’(W) de - (xm)

d@ maneira completamente analoga a obtlaa para o calor espec1£1co

a volume constante. '

Como 1n£ra—estrutUra,a fim de aque pdssamos chegar & relacac que
-procuramos enunciaremos um imﬂorﬁante lema .

.Lema :. Segam{x 3, zzcnmnrldaﬂes satlsfazendo 2 relagao funciona
_¥(x,%,?)= 0O . Seja Ld fungao de duas das tres Guantldaccs{x 2}

Entéo,
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PEAU \ 29 /53 ! \ax i
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.Sejaw tambem as seguintes ﬁe?lnlgopg s ! v .
ot . ﬁ PPRVARY ‘ \( “-L(:L')
) i 2T S v ‘M" T
Usando a relagao de Ca@@la y temos : E .
(9,_,!3) B 1 (Vit)y _ av . o 9\/) o
Al R - -
T CYev), @%?).ﬁ. (3Var)y WY K 2T

- . . . . L4 .
Olhando para ¥ e ¥IL tendo em vista os doilis ultimos resultados
obtidos usando a relagaro de cadeia:

’ 'T&$=lQVJT +°iT AV

Tdr = LT -~ xrvdf
Igualandotﬁﬁ a (VL) temos:. _ | :
€, dT + T(aphr) &V = CpdT *-‘T@%T’) oI
Escolhendo £ e V¥V como var évels independentes, temos:
) AT_Q—.( ) ( 23 AP

Substituindo ecta na outra 1med;auamente aczma,
¢, -¢ (2_."_%)_ T.ELE’.) AV o+ e -e, ) 2T /av)
(§° Y) oV - | 5T L ( 0; (P V) 5p ’ &QT

bDesde que dv o dP sdo independéntes de cada outra os coeficientes

detfv e 4¥ separadamente se anulam. Tendo em vista sOmente o »rimei-

o (G- = {r0rhT),] /(B‘%v)

‘Olhando para a relacgio de cadela,

o : 2
Py ) )
fa'r)v_” (2T av) ro GG ) I

9v>£€'§>?> -

‘Tendo em vista as definicles of, e ¥y
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Mals exatamonto,.podemos crloulnar Cv 5¢ nos conhecemos £p exXnori-
C t . . ’

mentalnonte © ao mesmo tempo o e L sa0 conhecidos numa dacda
temneoratura.

A termodinamica nos da someante possibilidade de um conhecimento Fo

ot

. » - . n . - - - P . PR
nomenologico -do sistema.rla e una doutrina de grande generalidacde

e nouco profundidade e come tal permite-nos falar de um calor eg-
pecifiéo a volume constante sem um conhecimento microcdpico do
sigstema cue se¢ examine. Por . calor especifico a volume constan—

te entcndemos a quantidade. de calor que se deve adicionar ac cige-
tema a fim de aumentar a sua temp@ratura'de T?‘a jf+Aj?éeixando O
volume constante éurante o processé, § evidente que precisamos

' parametr¥zar a extensSo da amostra com a qual queiramos medir o
calor especifico uma vez cue se assim nZo o fizermos,obferemos
calores especificos diferentes para wm mesmo materizi o que segria
absurdo.Dai a justificativa poraue o calor especificb e medido onm
caloyrias / grau mol. | _ |

Como colocamos, degcricgo termodinanmica dé‘um.daéo sistema & fo-
nomenolbdgica.Tla sO descreve o comportamento. global.Ela nio distin
gue a contribuigio eletronica ao calor especifico da contribuicgio
ao calor especifico devido aos Atomos comdonentes ca rede.d ter-
modinamics nos cilz tgo'séménte 0 éfeito macroscépico e global.Po-
de=se mostrar,usando a mécanica-quaﬂtica,ﬂué a contribuicgao ele-
tronica ao calor especifico & notadamente pequenz face a contribui
¢ao deﬁido aons étomos da rede,Deveremos dizer que istd e valido
para baixas temperaturas porém nfo é_vélido para muito baixas tem=
peraturas. '

A teoria classica éé resultaﬁos contraditdrios com a experiencia
para a contribuigdo eletronica ao calor especificeo.segundo os cal-
culos classicos os electrons,contribuem com um peso 50% .do Dpeso
éom que contribuem os Atomos da rede.Outrossim a teoria.cléssica
dos calores especificos dos sbélidos,levando em conta a vibracio
dos &tomos componentes,somente & valida para relativamente altas
temperaturas . Para baixas -temperaturas,a teoria cléssica & sim=
‘Plesmente impotente para explicar o abaixamento de C  com o

abaixamento da temperatura.
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Teorin classica do ¢alor eaoecifico

A tecoria classica do calor esvecifico & a racionalizacio da iei de
.. . - "~ ) Ce . . 5 ~

Dulong e Petit.supce-se aue 0 ~tomos ogscllem em torao de suas DO
sicoes Ce @”JllWNTLO como DgCll‘@JTeS harmonicos ,Wstamos admitindo
un s61ico mono-atémico.A ener*ia do oscéilacor! harm OQ&CO simples de
freguencis bpropria G é:

. 2 .
mty K
2 &

' . . 2 2
_{qff/avn }- representa a energisa cznetlca‘enquanto{jﬂﬁﬁx//i }_r@m
Dresenta a energia potencial de interagao. X  cGenotz um veaveno
L E
des1ocamento da posicio de eguilibrio.Da mecanica estatistica clias-

ClCu e sabido que o valeor medic da energia éo oscilador harmonico

| Sm,é .zﬂgi 45 o
<E> S 4?&5 "KT

- é & temperatura absoluts e K & a constante de Boltzmann.

g « .
a uma temperatura 4 & dado por:

e

A pbrmula acima,n2da mais SlJﬂifiCE que uma media ponderada;’ ener-
gia & acui uma varlavel aercorrenﬂo um espectro continuo de valorcs
e o fator ponderal & dado por Rf.é%w .5e,por outro lado,a ensy-
.gia e tal que admita um espectro discreto ce Vaiofes,a antiga inte~

gracgio dara lugar a um somatorio e a energia madia <€) serd entlo
. : &
dada por: Z £. Yko
. _ 3 Py

4> -

) g Bkw

A
Gy | .
£ e a probabilidade relativa ao nivel &;
ﬁxp ( )' e a probabilidade total. . |
b a531m Feita,uma medla estatlstlca a uma temoaretura T .4 importan—~
te que fique claro que o conceito de temperatura ) estatistico ¢

ceste modo. a frase:valor medio da energia de um oscilador a tempera-—

tura I , nao deve ser entendida como eguivalente a que um- Atomo

esteja a uma temperatura T mesmo porque, tal conceito para apenas
um atomo,e completamente destituido de sentido.
Com efeito,& assim calculada a energia media de um oscilador, porem

a temperatura T & comum a todos 05-3N_oséi1aéores do solido,signifi-



car 0
ITv—o

3 4 o - --,‘ l‘__ - . .
(O =2to aue o5 N atomons o solido se SACoNTram em emulllibrio

termodinamico. Hstemos adaitindo o postulado segundo o fual o encre

-

gin vibracilneal de um sblido monoAtomico ¢o ntendo N Gtomos & ervi-

v S . £ . -~ .
valente & ecnergia de um sistema de 9N osciladores harmdnicos aue

podem oscilar em torno de suas resvectivas posicoes de eauilibrio L

-

e segundo as tres dire eches cartesianas {X %, §Ilinenrmente indepen-
x LN ’ .. P
dentes. *ssim zendo, a energla co ¢cristal de N Ztomos serid entfo
I- = SNKT

. . ! . i
O ¢calor esnecifico & volume constanie sera

C - dE . znk

v a{‘f
vondo N igual ao numero de Avogrado, o calor especifico z volume
constante por atomo grama sera

C =3ZNk=z=3R*= 5.96 Co«‘ﬁ/(é;r.au.. Mol
‘ v
que nio e nada mais, nada menos cue o resultado obtido atraves das
observagoes de Dulong e Petit'. ' ;
' . . ¢ . . ’ '
ristel contendo N &tomos de unm tipo eeTq atomos de outro
- 4. . o ‘ '
or especifico por mol pode ser 6R,

RO FAL

}..J.

. - . - £ . ’ . . ’
Expomos a fecria classica <do calor GSPQCZLEZLCO; zdiantanmos a

~ . ~ ’ ¢ .
magao de que 2 contribuicao eletronica 20 calor especafico, no -

N
8}

It

¢ ’ , - i . v oA ~
minio dasg temperaturas amblentes, e pequena porem essa consideragao
ndo e concluicés atraveés da teoria classice. Se consideramos o siste-
~ . . .' B ' . Fl
ma eletronico como constituldo por um gés;tal como 0 gas de mole-

. . . r . ’ .. . LA - .
culas livres da teorie cinetica, 2 energia cinetica medla Dara um

eletron livre é(3k77/2). se temos N eletrons livres por Ztomo gra-

ma, & energia cinética total do ‘sistema a temperatura l ez(gNKq?@i)

cono o dE 4 (SNkT/;L)_é-N iR

vT 4T 4T & +

Experiéncias de medidas'dos coeficientes de reflexio Optica de -
tals mostram que existe em torno de um eletron livre por étomo. Age
sim sendo, 0 calor especifico eletronico dos metals segundo a teo—
ria cla551ca & da ordem deém%QCol / atomo grama grauv. - .F
Do Donto de vista da teoris 018551ca;'os metals aue sao Dossuidores
ée um gas de eletrons llvres devem ter mais ou menos em média wm
calor esaec1flco total ( atommco +»eletron1co) uma vez e mela malor ;
que 0s isolsa ates Eosto que estes ultimos nZo sao possuldores de tal

gas. Experienc1as mostram que este n%0 e o caso e que o calor espe-'



cirico eletrénico &. fﬂﬂwené Dara o domiﬂio de tenpersaturas 5mbicnw
tes. ~ teoris PX:F'LC ‘tambem nhese agnocto, & conltrada Ltoria com
a'ak?eriéhcin. Einstn$n em 1807 propés uriz teoriz que explica ©

aborixcmento 4o caior e )OCJthO com a Temnheratura somente lévando

em concider:cio a parte atdmica. & explicacgac segunde a qual & par-

3]

~ . - L e . s °
te eletronica contribuil powco so0 poce

onal com 2 introdugao da estatistica de Fermi-Direc . Este impor-

tante trabalho Foi felto por Sommerfeld.
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Uz das princinais criticas & teoria classica do calor esneci
S
reside no [#2to segundo o qual 2s frequencias proprias dos 3N oaci-
. . . . . . - . A 3 ;s
ladores que redresentam a energia vibraciconal do solido de N Zeo-
mos,2dmitirem uma complele arbitrariedade.ifetivamente,2 energiz
. - - ) . .. s - ’
mecanica tobal Ce Wn 0sCllador harmenico e:

LI N ' .. ' *2 z 2
¢ = 4L'+ i_‘i'!‘lwzxz U . €= l!'!x + e X

2w a ' ok 2

Como sabenos, ,{}C =‘J§ sem wid } constitui-se numa solugio da
equacgso diferencizl am X + m“}X?O cue por sua vez, € linear ho-
nogenea cde segundcda ordem e a coeficientes constentes.A solugaoc
{}{3 NAGE-EIVN wa _} & um elemento <o egpago vetorial biudiménr-
sionai'éas solugoes da equacao diferencial ™% + hxufx_z ©

cujos vetores geradores sZo duas guaisquer solugSes'linearmente_inn

dependentes deste espacgo;a solugdo geral é uma combinacdo linear

§%"‘“2 ‘C« 93}3‘ : C.-..,i

{Ca q:} constantes arbitrerias percorrendo o corpo dos
. _ . _

das. solugoes base

nimeros reais. _
Substituindo a solugao ‘x:=4Q.$quJI na expressio fue d& a energlai:f

‘mecanica total de um osc1lador harmonico de fre~uenc19 proola w o,

£:'“1AWC6'SWT+ ""’\AW‘SAMUJ
X 3.

AT 2
€z maAw

er suficientemente bem raci-
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CO <@ anplituda . WA SeCCAC LASSAda Calculamos & cnergls mecia
/ M i

- o . 4 . ’ . : . : 5 .
de un oscllador em eouvilibrio termico com um sistema & uma tempders-

: o _ N _ . , .
tura L e vimos que a enercia £ ,p@rcorrla um dominio coantinuo de

. . . 2 . - £ . L . R - P
zero a infFinito.: Facll de ver Tue esse €om7nlo e percorrido indepen

. . H P - £ . . :
dentemente do valeor da frequencia pronia Ud;. Fsge cominilo node ser
\ 4 e

percorrido nelsa variaecio da amplitude&nﬂn ted  constante diferente

de zerg,pola VFrirQ;o de J com AL contente diferente de Au“?loV
pele variagac do ambosf_£§.ea W, “

A freguercla predila coastitui-se pois,no ésiupma da teorisa Cléssica,."
“em algd c@mpletam&nte-irrel evante -——— 0 resultado obtido, prra a ener !
gia vibracional dos N'étomos a temperaturavr : e 'para O Cca- |

o d ~ ’ a ry
lor esp eci rlcq permﬁneceré inalterado. Tal neo e ¢ caso das teorias

de Binsteiln e bebey onde 2s frequencias propias desempenham um papel

importente e a.ecncrgiz <o oscilador & dada por:

é‘:'hdt\w

”~

' Bssas teorias,diferentemente da cléassica,explicam o abaixamento de

C,, = com ¢ abaixamento de .

A Teoria do calor esdecifico de Binstein

Como ja tivemos oportunidade de comentar,o fato do calor especifico,

. ~ ~ . - &+ . .
dos metals naoc ser uma vez e meia maior cue o calor especifico dos

. . o . R ~ N .
1so0lantes sugere que a teoria classica nao.expllca A parte eletro-

nica que’'a experiencla mostra ser peauena no dominio de temper 9tu~

- ras ambieantes. Hao é necessaria a jntroéugao da parte eletwonlbe

‘para a maioria cos metals.Alguns materiails ;erromaqnetlcos 710 ﬂnfre-

tanto,apresentam vm calor espec1£1bo 5n0malo——— Nas vizinhancgas da
temperatura ferromagnatica de Curie sZo observados picos cuias al-—
. . . ) € i
turas apresentam a mesma orcdem de grandeza do calor especlfico nor-—

mal.Como exemdlos concretos temos o hiﬂuel,o Ferro e~o cobalto.

N . . e . - . ~ . - ri ~
0 mocdelo de Binstein considera somente a dinamica dos nuCleos ato-
micos; Einstein explicou o abaixamento do calor especifico com a tems
peratura com a brilhante introducﬁo do postulado do quantum elemen-

tar de- Planc<.ufot1Vnmcnte o espectro. de energia do oscilacor har—
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monico sequads o velha wmoecanica quantica e £M$=N‘k” Qo
(m S 4,2,3, b )
. A o - h} LA 4 g N ‘0 iy
Supos insiolin Tue 03 Atomos constituintes do sdlido podom sar

dogscritas por 3N ocsciladores harmonicos de uma. mesma fresuencins DI

Dria A . 0 oscilacdor harmonico clissico admite unm espectre con~

i -

¢ . . ¢ - ~ - .. .
tinue ¢o cnergia porem tal nao @ o caso do oscilador harmonico guan-—
r € Fellscren

tico gue admite wn espectro discreto. 4 energia mediea

nor meio de um processo de integragio

£/t .
e

ow
$7¢ 2

<’£>C “sslea S°° .Q_- ‘EA(T Aé

L
V)
[T
o
o

btido € completamente iﬁ%ependeﬁte da fresuencia V.
2 (é_' >€-fa'$s|'r«_ = KT

No caso guastico n3o podemos calcular'a energla média do oscilador

harmonico usanco um processso de integraggo tal-como C usado para o

caso clissico,pois o espectro de energia nesse caso e GlSCTGLO.&SSim

substituimeos a integral,calculada para os limites de zero a infinito,

por um somatoério sob um dominio que'coﬂpreendé 0s mesmos limites.-

Assim scndo a energia média de um oscilador em equilibrio térmico

(£> - ‘Z"" )Q-M‘Q'?’A('I"

com ’21’“ SlStGm? a ter@eratura T e -m!w‘/

. . Mmoo
agora fazer os calcvlos Trabalhemos com o denominacor:

-mhw T
Lk

Preci o)

U>
w
=
V5]

_ ' | .3h
SR ‘W/QT - ahv/icr 9_3. MAT—!-
. 2 s ,1+ 0 A+_ 2 + o

)

- LM/K'I'

Muzltipliquemos esse resultado por ( ’1 - 2

o -mh'v/" - M\ '-;k'\* : J2h | J‘%.
Z e T 1-2 ) A2 /kT-t- 2 k+..... 1~ =2 %

m=0

_L'%:T. _:LM'AT -3|n'v‘/ hafep '?ZL%T'_ ﬁah/_

A4 e 48 4R FaeeTE SR o 2o

i
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‘ D SR s =R ©
gaim, La ' A "her

. ) AT 9 ‘ - /{
Tomando 4“?% B R ' - o _ j
: f’i‘azrr;i:_m”o a derivada cde R em relacao a varidvel (/Z/KT)

R = ——e =
= ~ha b G) = kr)
1~ & |

Obtenos:

_ N 4 | by -2 ..L»v' |
%.E..: ( }W)‘“-{L(iﬁ- )\ 2 ’ L’f"_ %)

‘ ..'M-"!::
AR ha &[ G wi__)
J!’J - (4—“ JZ,- b\vb)n?. kTt

- ® | -hfw/k .
__o_lL___._q_ h e hM/:T) ( k’ ) _ @

fQC*

R.:E‘l,- '“1? j/j £ f«*’:

.. .JVV‘B -.2!1"-"‘L _QBhM\y .
,6;{,5.:,5_[_< +2 +2 xR +)
i OUD | A } : ' ] -ML’W
' _hwb -2hwvb  _3hwh | / Z T :
JR -t ){ﬁ Che) + 2 GM)M Chpr §ofL ) Jomhe 276
' DUD Tz MmO . _

Igualando O @ obtewos L/
.

defer T |
-Z ML\M “ ' Eif ﬂ:hm/x-p)z @

Substituindo @ e na expressao cue dd a energia

media do oscilador:

i

h e ;eé% (/1 "h%T)

&>x'9/i,ﬁ%?




Multinlicando embos os membros por — | X

e 3 Zg‘: JQ‘_;,,“AK?{,), ‘(—-/Q'h%-r)

e = v —

o ohr o ke b -
wE S KT e . T
Rbltlﬁllpaﬂﬂo ambos - 0s membres Dor -1 obtemos:
Zé.’ hv
> = by 4
L% .
X
- . L ) "17 2
gue e a energia de um oscilader a Temperatura ; esta  for—

mula & também conhecida como: f£dérmula de Planck.
~Obtemos por conseguinte um resultado completamente diferente do
clissico.segundo o modelo classich, a energia media do oscilacor
a temneraLUﬂa T & comoletamente indevendente da Ere”uenc1 ,©
mesmo nao ocorreqdo para a energila medla co OSClludQT mbaﬂtlco
a_mesma temperatura.
Tomemos R - ' (é_> _ L’V‘

o | f . 'WV%r -4

_Multlbllvbemos ambos 0s membros por (4/’K‘r) ,obtemos:

N 75
]

KT T kW&T,_4

Chamaremos {(:*:}/kL = %} e | {‘“MAT.

I3



Tercemos cntao:

Vemos iavestigar o limite para altas temperaturas ou o que & O

mesmo, o limite para X-+0 pois (Fﬂ/ki":.x )

: X o »  indeterminacio
X\, m - . 7
-4 O
) *
Terepmos que levantar & indeterminagao - Para tal, velamos dois
2t

T
i3]

tecoremas da Analice matematicas

S
Teorema de L'Hospital : Sejamg@) e Y duas fungoes satisfa-

gendo 2% ‘condigOes do teorima de Cauchy sobre um certo segmen—
to e se anulando no nonto X=a isto & f@x)f Yoy = 0,

S Sy N o
Se o limite da razaoﬁ@yﬂﬁ})eXLSte guande X+ 0 , ent20 o limite

/g'nm {QLX$QXJ} exlsg t.e e |

/)a'\‘n’-{——— &) z /g*"m“gﬁ)—

e uf '(x>

X~+o, ¥ % On

Tecrema de Cauchy: Sejam <) ei?@Q duas Pungoes continuas sebre
' o . o . ' : ) \

o Segmento[glL], derivavels enm La,L]e seJaL?@Q tal gque ?(x)

n3o se anula em algum Donto de[&,sl. Existe entZo um ponto

¥X= ¢ no interior de [&,gj a Ced b, tal que

(- fey £lo) |

RO RS

Tendo em vista o teorema de L'Hospital

/&w‘ XX - J/E-"m A(x) - JZ‘M ’ 4)( ~
£ =1 A (1) IR

Fo | **Fo - x-¥o




ln‘ an

. 7 - ‘ P
pera altas temperaturss P+ ( ou X¥ 7 tendendo a ZeT0), i
mos ne resuliado classico ‘

<P 4 s LES = KT

——

KT

Por outro lado, para baixzs temperaturas,<5> decresce exponen--

cialmente par

P)’~

i

SEVASKES

~

. P - . B e £ .
Passemos agora ao Calculo Efetivo do Calor Especifico.

LHfetivamente nara um sOlido constituldo de N Atomos a energia
sers R T 3NCED
fssim -'_ LA
. ’ E = BN ['\"'V’R’T' " .
E} £ 1

'expressgo_que'explicé o abaixamento do calorméspecifico a volu-
- me constante, com o abaixamento da températura.
| Agora temos -um ponto'importante para discutir: Qual
sera entdo a energia média do oscilador de Plank a T.= 0°K ?
Se supusermos a expressio £ = {Iﬂ.’\/‘,/‘&m/ﬂ'— 4

- veremos que para T= 0°K

oy e = o M
T=0 .

_-ioa./_]_' };___4‘ oo
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Is]

com efelto usamos o espectro de energiz dada pela velha HOC””lw

- . ) - : ~o g0
ca Juantica. S$e usarmos o Ishectro Fornecido pela Mecenica Juan-

Ctica, Matricial ou Gnuulatowl teremos de adicionar a energia
do ponto zero (kﬂ‘ﬁ-D Lot

- Ar "
Cassim: _ CES = o T ﬁhM/KT ' 1

. AN
ara T OA: . - __}_
Para ¢ L <£> . 3
Vemos assim ave embora as 4ec§hica5 Juanticas ( nova e velha)
exibam niveis de Energias igualmente separados, 2 Energia do
ronto Zero revelz-se bastaﬂte importante guande tratamos de

Droblc.as estatisticos.

o

Esta colocpgao contudo naéo altera o resultaco obtico para ©

¢ Y o £ ons N . h&i& l’ . N '
Czlor Especifico posto que ( } & uma constante e se anu-
la ao efetuarmos & derivada.
Veremos agora ao que se reduz a formula de Binstein para o cé=-
lor esotcifico 2 volume constente duando Kf?:i>LVV. £ eviden~
. \ _ ,

eAque (4 > k? | _
Oihando nao para a formula cue exprime a dependencia funcional

C versus. T mas para a que exprime a dependenciald Ei‘ versus
KT

i%ﬁg X vemos gue para (\45> ) que lgnlflc o limite paw
T : : ' _
altas temperaturas ( témperatur: ambientes) :

l\fv\f\o Fb'{g>l\i
KT _'L‘

| . <£> kT —¥ que & o resultado classico
EF3INLED
£ INKT

c, X 3NK = 3 R —+ que & o resultado cléassico

_ _ _ N
Para kT > hae > C, A TR
Definamos a Tempera%ura de Einstein, uma temperatu-

ra tal que le\ ':::k QE



., P T Uk
, C [ O e ST lE T
raaime ¥ (“”“‘é‘ii?’ 0 / 2
ET- S 7 I

onde FE.(=Qi- —% fyncao de Tinstein.

A teoria de Dinstein,diferentemente de teori% classica,cxplica o abail
wamento <40 calof esvecifico com o abaixamento da temgeratura;ﬁla NG
rem,nzo e una teoria éuficieﬂtemente poteﬂtezpara explicar o fato ex—
perimental segundo o qual 2 baixzs tem@eratufﬂs (:jf(ﬁf 6%7)@ calox
2gpeclifico exibe uma devendencia funcional’ Cy NS 1?3 . Para bal-
Xas tem?e“aﬁuras,isfb . T 635 ",a teoria de Einstelin fornsce

nra deéendGJcié . | - 8@4?'

S C, v 2

Faz~se DOols necescsariz uma teoria mais elaborada a fim de que tal
fato experimental scja2 devicdements bem explicado.Podenos mostrer,de

) R . . . . Lrar ] ~ |
vma maneira mals ou menos intuitiva,o limite de Cy quandc L&KC%
2

1)

Coloquemos: Q,_: '—--»-/ioa.acoz ©c - 4e0.000.
T > 4 ¥

Aceo.ov e

@Y_ :609.000)2 £

@400.0.9?-. 4 ) 2

400 . 00g

400.00 @ . 106 .00 Q .
£ > 4 logo §' - 4.) ~ L

Aoew-do o

Cv = @oo.wo)l 2

: o Avo.000\?
. _ - (R
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nilise Critics da Teoria de Rinstein

7 Tal como. ja enfatizamos, fez-se imderativo um modelo
A : . .2 . , . ~ . .
teorico aue townAgﬁm inteligivel o intrigante fenomeno do abal-

3 : S 214 A "
xamento do calor esnecifico dos solidos c¢om a temperatura, com—

o . . 2 . F ' s
 pletanmente inexplicado com o auxilio das idelss e conceitos clasge

Alem digso Dinstein explicou 2orgue o calor espécifi«
co do diamante 2 temperatura ambiente e apenas 1 cal/mol_grau
(vm valor seis vezes menor due o) ex?resso na lei de Dulong
Petit ) Com efeito, o quantum elementar k‘V‘ da vibrac¥e dos
oscilade “ﬂs.harmﬁnicos devera ser ta6 maior guanto maior For
cada uma de suas 1igag5es a5 suas respectivas posicOes de equi-
librio, nosto gue, o seu potencial de iﬂtefagéo & maior. De
manelira comvlmtameate igual, uma 1igac®o bem fraca devera e
guivaler a um cuznto de aclo baixo e por comseguinte a uma Fre-

A explicagio nroDosta nor Eihsteiﬂ foi a seguiﬁt@:
Para 2 maioriz éos‘éasos & temperatura ambiente:\xv//K§?<K'd

Tal como discutimes hov & 4 implica no resultado cléssico €, R3R

’ KT . . , _

. s . - . . ~ ’ ’
Para altomos que tenham ligagoes fortes ( tal como e o exemplo
do diamante )} e também para temperaturas baixas, E%%. on &
T K .
rd . . . B :
proximo de 1 ou meior que 1 e asgsim sendo nao obltemos nesse
caso a lel de Dulong Petit.
0 diamante, o boro e o silicio pard exemplificar, apresentam
calores e5ﬁ001:1cos a temner?Luras ambientes, menoreg untSR
‘Tal como Glscutlmos,-sao materlals para og qual lVV<1 (prd-
ximo de 1 ). - B |
- - &= '
para A%~ 4 a T = 300°K  obtemos A= *“-'Asfl.
Rz _ - ._T -

Entao oara esses matOflals estao associados comprimentos de
onda relativas a falxa infravermelha ).(43/1 0 diemante tem
calor es 0e01f1co C =1. 838 a uma temoeratura de 331 X ; Einstein
previu uma abgorgao 1n9reverm@lha maxima para o dlamante a ;\ 44f{

Apesar de todos esses sucessos, a teoria de ulnsteln fornece

“desvios a temperaturas bem baixas



iy 5 he . .o~ .
Provisos Jn Toorin Jao o DRPETLENCLE TONSD
L s -
insteln ooy L8, 1L @g
. -0 z
»‘ = N C, ~°T
C, v R v

ts criticas & teorie de Tinstein sio as segnintes:

-
i

0 mocelso e stante simples na medida em cue somente leva en

wwonsiderscio 2oenas ums Frequencia de vibragio infravermelha por
. b > oy . ot oo pto N :
barte dos occiltdores hermdnicos gque compoem o s0licdo. Ademais

. “; 3 1 s P
s atomos no solildo, segundco ¢ modelo de Finstein, executam vie

o~

0
“bragoes harmonicas nfo perturbhadas, uns independentemente dos
. ’ . ’ . . . . . ,

©s, ColisAa fue nfo parece muito realista uma ver due no so-

. . L . Ll . .
i1ido, tal ccro-sabemos, ‘atomos estro fortemente ligados en-
N - . . ~ . I3 -
tre si. Era ragzofvel sudor um espectro de freguencias possivels

) .. . . ~ : o \ o
e alem disso, Uma interagao entre os atomos componentes do s0li-

. . - o pa_ . 7’ ~
do vigto aque no modelo de Einstain os atomos estao licados so—
mente as suas posigdes de @quilibrio e cada una dessas intera-
. ey & ) ’ ) - . .
goes e subosta ser completamente independente uma das outras.

- ! . P . £ o - .
 Dutrossim existe evidencia, concluida com © aux;llo da teoria
da elasticicade e c¢as constantes elasticas, de frequencias no

£ .
Qonminio ac

fwl
J’J

stic:

O

, fato esse que reforcga a2 ideia de que um es—
pectro de'frequéﬁcias & algo mais adecuado que a consideracio

de existéncia de apenas uma frequencia. Bsse argumento & real-
mente forte, posto que, diferente de teoria de Einstein que nio
éxplica o limite de baixas temperaturas (ﬁr<kl€%.), a2 teoria de
Debey qué introduz um esnectro de frecuencias, expliéa satisfato~
riameﬁte, a mencs de Deﬂvenos desvios, o cowoortlmcnto de C nes—

se €om1ﬁ10.

Teoria de Debey —~— Teoria Do Calor Especifico
T, & . ’ - . " .
Tencdo em vista as criticas feitas a teoria de Fins—
tein, Debey propos uma. outra teoria que obteve maior sucesso

pois exvlicou o fato experimental segundo o qual para bem bai-



L e f S

Xhe tomooraturas, o calor especiflco a volume constonte exibe
L L . - T L o L.
uma cenendoncls funclonadl G0 TLDO fey TV - bebey admitiu
o solido como um continuc e alem fLJJo considerou wm espectiro
de Fregucnciss oue vail das frequencias soncras as infraverme-—

lhas.
Vames agceha reselver o problema unidimensiconal da
corda de comnrimanto - cue nos servira de infreestutura para

0 case mais gerel tridimensional gue por sus vez tambem nos

o

\ Lo . . i ”,
cervire de infreaestrutura para o calculo do ﬂumﬁﬂd de modos
< . - N PR 4 ~ . AN
sossiveis de vibragfo no intervalo de Frecuéncis entre ¥ e
§ _ ' ,
Ar - VA . Im osintese, nos Drovomos solver o problema das

'aﬁéas'e§taéioﬁériss num cube de aresta L_ muito embora essa
_particularizagéo n3o seje uma coisa essencial pois como mos—
trou Weyl, a férmule que da o namero de modos possiveis de vi-
brag%o existentes num intervalo entre A e ‘V\kdﬂﬁ & indevendan—
te-de forna, deocncendo contudo do seu velume.

Voltemos ac caso da corda de extraemidades flyas.)tﬂx&)
representa a deflexZo em X da corda ﬁc instan te't as condicoes
_do contorno do nosso problema sao: M (O,t} T o ; }A.(L.,:t} =0
A equacio difereacial para as ondas estacionidrias no nosso sis-
teme examinado &: o Lo

I A 923%'._

S —— MOy . D"
———

ot el ot
Tendo em vista as condigoes de contorno, as solucdes da equagio
2 z :
de onda V M = 4 Q_L.L.:o
. cﬁ& B:tz.
M(x,E) = A s (i) cos 2yt

| L
(20)

£ facil ver que somente serdo pOssiveis frequencias corresponden-—

. - Sb . s .
tes a comprimentos de onda-(%m- e ) pols do. contrario as con-

o
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diéSés de contorno neo sorinm obodeclidas, Assim serao somoente
nermitidas Fr('bfwc 25 correspondentes rosy:étivamente a0
primentos de onda YRS . >\:.°: Lo }‘3:“ 2 =
e ascim por diante. |

Tendo em viasta gue espago = velocidade . tempo
| ol - -
como (EMIZleéﬁ > ontfo, Fformzndo a sintese obtercmos:

i . < . . -~ .
ﬂ'{:".’tf”" de Deossivels nodos de Vipragao pum intervalo de ‘GI‘C, e

Cias clv S@fa:
' ' b = nglm Olv

)

E®)

ra

. - 5 B Fx 2 he ) ~ hd
Genewm¢1zanéo 2gora nosso probleme dos nmodos de vibraczo do melo
coatlnuo pera o caso tridimensiona 1 ooteremos uma ecuagao dife-
o . 2 2 92 '
reaci ial R Yu o pu A W

T %“‘@“ 75

- \ _ . . : _ . .
relativa ags tres Cﬂreg oes linearmente indedendentes {><; %,gfii'.

- . . . . ”, - " . N ) "
-Agora,_COlo e QV‘CPWte, nasso melic continuoe 2 o cubo de aresta

L. . Solucdes estacioniries tendo em vista as condigles de con-

torno.:' '- | M(O % g 't) ,‘OIZ i) = }*(X, 3, O)
AA.CL':}}II:) M("“Zi) M( \3LJE) o

n-»

e a condicfo segundo a gual as solugoes nas trés direcdes sdo

'S

.linearmente. indevendentes:

u,(x,t) ‘u(tl:t) J»L(i“)'t) = M(x"‘jt 2//41:)

temos:

L

M(lej!%iy:A .&# | mllx.’nfx g,gn(ﬂaf'l_gr) W@%)CQSQTW‘I
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- s At ~r = _ R
Substiturnos oscen gselugso as ecungro drforoncial.
- ,. e~ 2
\7 fi J AL

cer g 7

:_r,)m;_hm._ A . AT x) S e,,Q,nC\n HH) ggm( ’Il\‘%) ces ;),‘i't"vjf
ox g[_ I

An L LA s (’“ Wk \ ..,_.»:..,,_lfrl. G hnn ——éw—-»M'ﬂléa) SAM( AT K) cos 217 ll"i
Sa o

ok -

laﬁ* - - ﬁ\. Wé"x.ﬁ“ X) SR ﬂ%ﬁ}‘%) w(wmzﬁ‘%)gmélﬂ'ﬁﬁ% (21;"%‘; '

e

e am() - EB

‘> C@ﬁﬁgﬁ’gf(?ﬁ%g

Efetuando a2 Substituiczo:

- A 1. 2 L z '
N . ~ . T Mty
ﬁ (M"YK> <o {ma’ﬁ:‘fi,) sm(“ﬁ,%> oS JHWT _M_éj_.' + Dy + LI U

L L, ] LJ‘ L’l | Ln?.

- 1 | .A 2 Y X\ S [ u %C‘Lﬁé}c@smwi (4%21*"')
—'C: L - |__ | ) L‘ .
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AU '\)1 }‘\4- QS

Fato digno de discussac e relativo as freguencias poge

4 . . PUREE . e - = . , L.
siveis. Com efeito, &5 Condcigoes de contorno 25 duaisg esta suiei-

. . i
to o C“bO fmelo continuvo) Fz2z com 7ue somente alguns comorimen~

Fazendo M M My : . Mmoo
Co- 3,2 2
{i" e a
C
. 5 o
. . . e N - L . . .
Vimos, pela imposigao coacretz das condigoes de €O ﬂLOFuO que so-
mente sao possivels valores inteiros {amxlfﬁ , My }

Assim para o caso de una corda vibrante com as extremidades Ffixas,
o numerc de pontos mx ; z fim de gue contemcs o numers de DO S=
siveis modos de vibraggo,.sefé ( R _‘)'uma ver que M, e = My . ”
corresponden 20 mesmo modo de vibwﬁﬂgo. No.caso de vma m mbram

na bidimensional o numero de Dontos 4o “lnno{nw m}} 1$m1ta€o DOY -
vma circunferencia de raio R serh (f¥R )

Generalizando essa. mesma anslise para o caso Lridimensional,'o

nuMero de vcﬂLos no espago {N\ ’“ ’W }

.T@I‘m | —-( /TR )

Considerando ’{ suflcientemente grande de tal sorte que a tran-—
.~ < . - -
slgcao para o continuo seja imediata, o aumero de pontos na Ccone-

‘cha entre R e F\+ dR séré igual a

A ATRS JR.
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i N
: o A C‘l % A
s b 4 vz P C P S A . 3 4 !‘
oro sessivel do modds de Vvihraoao &@V)-& onnreé}y, Vg ot
. 1

0
. 2, ]
E(&ﬂ o = ifa’.s ”i}:"; 2L Ofu‘iﬁ
g % C,

) : . ) % . .y o e 2N fﬁ.’\
Caloulanos entldo o ntmerc possivel de modos de vibracio ﬁg?>0‘¥
4 - ‘ E ) = < b -y ; B
entre ¥ ¢ ’V'Fii@ o Q e o volume <o S0l1do. Faz—-sée nedessi-
rio discriminar cue ‘em um so0lido as ondas elasticas nodem ger

_ R 7 _
ol ngl tudinais ou trangversals. Nada nos autoriza a suncr que

‘f\,}

w
2]
<
’D
D
()

1da de provacacao das ondas lanltU€indlS e transver-

mais. Por sinal, elas em geral sao distintas. Tal co-

in
a3
I
n
3]
3
O
fo)
Cﬂ

ra o caso-das ondag: lonoktudlnrls a 6e¢1ex30 se

-

gab

=
oo

e
=3

0%

Q:
s

D
na mesma dlragao de prodvagagao endqu ”qto que para o Caso 4a2s
'onrns trans versais essa cefle Ao sé da perpvendicularmente A i~
regao de provagagic das ondas enm @ues'ao.-Tal como @ oEvio, DE-
ra Cndp freﬁvgncﬁa, ou. comdrlm ento de onda, existe deis modos
transversa 1P'e um wodo 1onﬂlLu€1n 1. )
Agsim, © vmn\_ﬁo de modos possivels de v1aragao EW)O['V‘ enire ’1/‘

%V+d?}nod@ ser escrito como: _ . :
‘ g zci o
a:.l(fv)cl'v*: 4"TV(“%"" +—) Y v
¢ ¢ oo

: t £
3¢ admitirmos um o°3ectro ae Freﬂuen01us NeErcorrendo um 60%1410

.qe_o a Oo obteremos a@o 1mceg:mr{2(‘if’)d‘\“ } _Vuma le@I‘gC.‘:nClm
qﬁe_precisa-ser removida uma vez que a eaergia vibracional con-
tida num sblido deverad ser finita. Tal fato é semelhante 2o caé
- s0o do.cham&do "paradoxo ‘da Catastrofe Ultravioleta" onde essa di- .
“gancia foil removida por ﬁl?nk com © postulade da quantlzagﬂ

da ene‘"glq a0 explicar o Famoso problema da r(d1agao do corpo’ ne—

QTOO
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O procedimento usado nor Debey a fdm de remover esss divaerge-
cia Foil o seguinte:
S Admitiu ele o postulado segundo o qual a energia vibracional de
i . ‘. . 17 i . ) . .
vm solido, contendo N atomos, pode ser descrita como eoniva-—
ste 3s energizs de 3N oscilados im, a finm
lente as energies de 2 oscilladores harmonlcos. Assim, a fim
de obter um resultado finito, Debey normalizou a integralggf#9CAv
i
enm Ss\’é .

. ~ . [ Lo . -~ ‘
& Frequenciz mexima vtilizada nessa normalizacgao damos o nome

S 2y dy = 3N
5 |

s
Vﬁ v} » N
‘ mi-)wcm:-mf(qum = 3N
%l\ﬁu\\r(c’i CE | i:S cg?s z ,
O - .
: - 3
4oV (2, A\N = 3N
3 .C:. Aqg »

: | Nt
SR 1 N NS

_— " . 3
R L AT

~Tal como sabemos, para um meio Cpntinuo:a vélocida&e de propa-
gacao nao depende do comprimento de onda. Esse procedimento, u-
sado aqui, e tal que conéidera as velocidades Ct e CE indepen-
dentes do comprimento de onéé. No entanto, peré_o.casb de um
arranjo unidimension2l de massas punfuais discretas (rede de
Born von Karman),_as veiocidades dae propagaQEO'sao depegdenn
tes do comprimento de onda. O procedimento usado para a fre-
gquencia de corte & diferente do de Debey. No caso da rede de
Born von .Karman faz-se necessario duas frequencias de corte,
umé delas péra as ondas longitudinais.é-a outra para as on-
das transversais, fazepndo-se.comum apenas O menor comprimen—
to_dé'onda possivel, cbrrespondente respectivamente a uma fre-
'_quencia méxima de corte para os modos loagitudinais e uma outra
para modos transversais.

*
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S Ppodamns Adora, avalisy criticamente a teoria de Debey cue ¢
S CONSTYULAT SUDONA0 um conliaue.
L ' by o 3
avaliando S A 1077 por om

W ‘ 5 .
e a velocidede do som g 107cm/seq

>

ﬂﬂuﬁg>%} == v A

3 .

. A 13

Ubtemos ﬂ}ﬁflO pDor socundo
1 - -

De acordo com essa avaliagio a teoriz sunondo wnm continuo pode

D

cades na regiado de altas freguéacias.

rt

‘anresentar cificu

4

3

1
Assocliando com cada modo vibracional o oscilador harmbnico de

mesma Freaguenciz

conmn

APosn [2 . L

A energla vibracional do s6lido cristalino sera:
' A .L S
N

©
he/ier
| 2T
Pazendo as substituighes devidas: . L
_.i_ﬂ\i;h/"’ dw
3 3 "3 :
%/ 2" -4

+]

Ko
E =\ 4V

°

b

Manipulemos mais pormenorizadamente esse resultado a fim de
~trabalharmos mais comodamente: _
Com efeito, multivplicando ambos os membros do integranco por
l(\2 3T3 . . . . L. y T . ; -
‘ k 0 que e perfeitamente licito tendo em vista tratar-

~se de constantes
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e 7 —kc"s
S - pa
N ‘ -

Definemos a nove variavel ¥ como

W oy ow =xKIT
| | |
. Aoz KT dx

Tal como sabemes, a mudanga de variavels Ffrz tambem variar os

limites de integracfo; o0s nosso novos limites serfo, 0 e %p
| X

RSV G S S X k'I")
Ee oV (F) ) (2-1) iy

0. KT ‘Q."i

b= Ay ,a) Kt (
g L I: c_§+c;’ ..Lf ) (,q—i)

Tenco em vista gue

A energia vibracional E Ficara:



1V g

| X .
ooan ok x s
E - r!‘ifﬁ\f \‘ég . ngw . 3 ¥ 4
| ;ou’ o )
AN 4 l“s AN _
v _ ‘ﬂ fy%j)
onde Ry = kT

- - . 3 '_-_3 \
e\ v X ol
) YT

E o= an

w

/“‘”"‘

L, ‘ R v R . )
A temperatura de Debey e definide como:

Com esta_definiggb
. . R
[ = 9N[KT\ KT dx

h4 | <£ -~ >

Par:ﬁ Pl'EE‘S Temperaturas ‘T>> ep ou Q0 que o mesmo kT >> L\M

Parz esse dominilo :

bﬁ; 42"1 on ><<éz14
&ssim, poderemos ver Ccomo Eica a funﬁAB de denominador (;l - 4')
quando eXﬁﬁndld; em série de Taylox em torno do Donto =0

{ serie de MacLaman)
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.€@@ = &f*‘é) g §@}3‘0
eQQEV&

foy= &

,E%ﬁ) = _ﬁf
| 1] 2
Loy (-0) 4 e
: 5T |

. 1 ) 0 4L
.,g(:x) = .g{e:}) 4 .ﬁo) (X*G*) 4 _.-,g__f&),,(’é;?_l A
' o 2l N

oy .%?6) =4

2
O X ¥ 2o, oo
| 27

(. g} -

Ky =g A -
HORIED
om orimeira avroximacio

'- (£~ 1) %X

Aggim, Dara o limite de altas temperatures m>> 6335
% _

=

b

E= %ﬁé&.};j ko Siéx

3 3
E:_g_@(“"") kr (e,
3\h% ) \ kT
CV:3NK_

que & o resultado classico
Agora passemos a analise para baixas temperaturas ou seja, pa-

ra L &K Elb . Para esse caso, o limite superior de integra-

-ggb(xpz QE/Tf)Dode sey considerado comq_infinito.

E conhecido da andlise matematica o resultado :
' . oo 4
o - 3 | | -
X <J)< - 6 | {14 = r |
- Lo 15

RRNPEY :
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fssimosendo, Teronos ums enérncia vibracicnal douzl a2t

3 Y
E = 5N fiz.\ KT %ﬁg
hat, 45

T
t
‘if.)
Z
e
TN
H
R
=
=

o
' 4 3
Cy =25 N (L
5 3
>
C, rnv T o
‘. - . . A 4
que e 2 famosza lei de Debey Dpara balxas temderaturas 4 <<?i E%;
- o . . . ' . .
B tembem facil mostrary gue a derivada com respeito a temoeraltu-
ra de 3

v x ol
S. @x_m.i).

v

= 3N<-.--.‘<'1’> kT
' _ h# |

nos conduz a

| onde'E; g a fﬁnca@ de Debey.

0 modelo de Debey funcionou muito bem para o dominio de bazixas

_temperajturas iy £ 6;0/?0 .



GContudo com as sucessivas melhoras na nrocmgao Cas MOCiC'

o C’ '~ > Atribuiv-s

) ) : . R . R L .. .
cases cosvios a insuficiencia do modelo de 1OD‘V fque admite o 01l

/

Foram anotrdog deavios na

et

toenmoraturas

do -eomo’ um cqnanLOGJ he-sa porém que asta hlpotese tém seus limi-
fes Dols o ﬁelo cristalino & nio continuo. Noﬁas melhoras foram Dro-
'poétaé poyr Rleciman e Yellerman. :

Born 2 YVon Karman cessnvolversnm uma teoria e brom*Q' ram um modelo soe

~ r'd ::
nEo ¢ supoesto um COﬂT o tal como a2

taed
O
i
oy
)
&
2
3
fede
9]
s
e
=<
Il
o
O

gundc o qual

teoria <o Debey. De 2eo0rdo con o modelo de Born e VYon Karmen 0s ato-

. . ) - N & .
mos no cristal iateragem entre sl como osciladores harmonicocs.i escrl
i CERINLY hd T o £ T -~
ta a enuacac diferencisl de movimenlto para cada um dos atomos ce unm#
rl . rl . ~ - . Pl - ~ [
celul unitfrla.ﬂao sunostas comd solugoes Cessas eduacoes gLielidn-

L 4

cials ondas planas que nog ievem as relacdes de dispersao.ite al,um

]
L

problema puvramente mecanico pois anenas estamos lateressacos nos mo-

£ . [
pecifico cdos s0lidos

=
[
D
93]
=3

. ~ s - - .
dos de vibrag¢ao.FPorem o Droplema CO Ca 5
estatistico, ben como o & o.da energia Vlbf‘ ional ¢o cristal. A cher-

“gia vipracional do cristal & & vma temperature Y :

L= S ‘NYCN*)‘_E@) oL

. : : . . N . . : . )
onde %CV) e 0 ecoeciro vibracichnal do cristal gque no caso particular

o *noceié C@.D ebey o1 {@\)AV f\/"V"“o{’V‘
ha
Ly

: E ez <>

a energia media do oscilador a uma temperatura AR .
0 eSP€CLrO de f?eﬂuenciac no modelo de Born e Von Xarman para un ar-
rango un1c1menJlonrl de atOﬁOS ce massa Y dgualmeonte espagados, ten-

do em Vlgta a 1ﬂterﬁgao de um Aatomo generico Com seus 601q DTLVclTOS

QJ==/ ﬁ%; Lnfq &

oL~ constante de "mola" atdmica

vizinhos e :

. - - . ) R n £
% - vetor de onca da rede recliproca
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R PR REDE GHITDIMENGTON L
2 . . - ' ] .
B intercsgante eaul desenvolvermos a teoria do calor oo .
- e . . i
atomos 1ldentlcos SCGUES ©

uns rede unlcimeﬂsional de
“ o o ) .
as condigoes do contorno { cris-—

ﬁmvi@o as :
mitidos valores do vetor

modelo Jde Born
2 seguinte rel avao-

Decifico'dé
"qn Kﬁrman.

tﬂi unidimensional FTWILQ ) s serfo per

dee onda de rode 1 '3 que obedegan & seg

ie uvnidimensional
de Brilowin estzo cope

i
il
9
r\\)
o,
m

) )
Q* e .0 comprimento
z2ce da zona

Como Sanees, i
08 05 modos_vibracion&is da cadeia,.
Z uma lLempera—

encrgiz2 vibracional CO”CTlStul unldwmeas*onal“
L

L.L:Lr-’.n T 5% "fC—L.

E:% (,;;“‘47 )

°R

como o -
| Cderbde 0w

Tomemos a relagdo de dispersio

6

E;_

o
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ot - hw de
- «»?JL S - :
— ; (3 —U\-)Z)E

~
o 2z

- 22 ; ] s . <
Claro ests que a obtensrso da ‘“)T@wSQO que da o ¢2lor especlifi-

Co em~fung§o cA LembDerd Lb@? & obtic "2 pela - difere ”Fi““do em relioe
cfo a2 L.

CTomomos A expressAo que 73 2 fnergia Vibricional e derivemo-la
em relecig e temneratura

w Aw
ALY . kT ’
&lw %lu:é»u L ' %luJ

P

T ) (et (“‘V‘” SR

.V “ ’h
"Tﬁé‘_¢>
o (£

_— - . R . . a2 . f‘
Se & distribuilgao de fresuencias e conhecida nos podemos calcli-

< . . N
lar o calor especlfico de seguinte manei

o : Coa ) : - - ) . L
- Cumpre—-ncs dizey que o problemz c¢o calor especiflco.dosrsolldos
2 . . - . ,. : : . ~
e estatistico, 13to e, O seu estudo envolve discussoes acercs da
~s .. . ‘ . . : 3
Mecanica Estatlistica. Ainda cumpre salilientar dque o0 c2lor espeCl-

fico pode ser estudado sem pormenores, pela TermodinAmica.
I P r ;
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Lo ealontarmoe Ae cnvves de dignevaro, aciam olas atravea Ao mo-

. - . ) A S Ty
DoY oxempls, ostonoes resolvendo un DYo-

blema duramncey NmO faz sentido a pefgunta : a que a

Tempare tura ¢ obtide (W versus % ) 2

‘ de éispersio estamos t50 somente inte—
e vib“'q(o ( problema puramente mecanico)
ido a temperatura n%0 se coastitui em varifvel
darmos coatudo o problema dos Calores Hspecifi-

. . # . . -
que saibamos & energlz media de um oszcilador

. . £ .
problemz esse exmlnentemente estatlstlco,

”» - *»
Ja adiantamos cue o calcule da Fnergia de um G 5 de
: . ) S N
< - . . . ——— ~
particulas 1livres condu21nﬂo 2 um valoer E= 2 K sy &0 nos

: £ . - : ~
Fornece um uom caminlho para 311c r 0 calor espeC1£1co eletro-

-
5

o la o 3o - 'l“ ‘ . A - )
nico. Com eresito, a ﬂlpot@:e de particulas livres & mantida; so-

mente veriemcs o tratamento uma ves que os @l@tfons-ob decem
. : . i : . ; . . . . a
estatisticae de Ferml Dirac. Deveremeos bassar pols para uma des—

~ ”~ .
G Modelo Cuanto-Mecanlico

5 ~ ’ : 2 L
0 mecdelo gquanto-mecanico sera o da particula livre con-
o ‘ - '. ’
finada & uma calxe de volume V.

0 ¢e Schrodinger para uma

e

Enicileonte vamos resolver a EQuag

D fthUlE livre confinacda a vm segmento.

A equacfo de Scaroﬁlnger}*ﬁy-tﬂgfnos dard i

A = ~ . g | AOQ;:_,LZ'DZ_
'é&ﬁf%,f iﬁ%&; B AP“ "Atlgg 4 R O

2 _
4 Y E\l’ ol, Y amE ~p
lww ax* . dx . '¢ﬁ-
Esta & uma equagﬁd diferencial linear ‘homogenea, a coeficientes
constAAtnd, de seaunda'ordem nue & recolvida através de VNS Q1=
gao B Dollnomlo3 c(rﬁcterlstlco. |

Conflnemo~nos pozs a solugao:



-\1:" w--A ___il:sl <;E:n:\~ {’1.{‘_‘1( —l:nc.:;)\’ C . S - D

e T

' ) ) i_,_ .;a‘,"lvw E 4
_ﬁ%g;A_QMACkx3-. K= e A/

N'= © né intervalo 0 <KX <L
i .- - _ i 2 .. .\ . ¢ .
0s pontos X70 ¢ X7l s%o "nontos rigidost e "iatransponlveis',

1 . N ‘ . " s A -
loge a perticula dz massa M nesses bontos, devera tef-funﬁ*o de

‘onds nule por um reculslito de continuidade uma vez que Fora do
rl . . & ’ ~ - - )
interv: o<?<}<<_L a partliculs tera fu&gao ‘e onda nula. Fm ou~

. - ’ : £ L4
Tras 2alavras, & darticuls esta confinada ao intervalo O <x < L

s 5tw :“ 3bh,(k:ﬁ)1é O e=> F:L_Tfmﬁr'

| . i - Mt'ﬁ’a
= M} ) Iy - 2
(meonay o) KTEE X (>'

logo

que s@o oS autovéiores de knergia para o €aso unidimensiohal.
Para o.caso tridimensional 2 generallzagao & imediata uma vez
que as Aungoes de onda para cada uma das direcoes linearmente
1ndevendeaLeS-{X ?;}sao CulCUlcCrS indep encentemente das de-

‘ﬂ&/(x:31%> :: ﬂﬂffx) Aj/(%)‘\i?#)

mais.

0 que equivale a dizer .que as auto-energias

= R E+ E

s o) T PO - ®



Toams 880 A5 A0SSAS ALTO-onergias o Sistemas -3 nossds auto-

COXTTEE r""/""C nteg ..)’509

Yy, ) Conit W(\w%)m@w )vg, ﬁw%\

auaANLICh-

funclan

2 fim Ce cue [POS3AN0S tTmLJf

& . . N oy - -
AOOora YAl Bes LnTeressdl

~ *
. ’ S - 1 g P 3 - P . -7 ~+ 1 il
mente o Droblerns do gzlor 2sDeCliiico eletroalco, ¢ c2loculo <O
g 2 A, P mndr maTYoSD I 3 s aaT e As
numera Dezasivel de Suncoss de Snah corresloadsates as ruaatidn -

'dpﬂ Faopiovimento linezryes entr@'4> o ﬁ:%df.
| S
T oam

. .. . "
A . - -
Soenergla ClneTico g

. . . ' : e £ .
C ﬁ’&mel"o da distintos {MX|NLLA'MZ}COTT 28D ondentes a0 Cominio ef

’ ’ s o .s_- F R ’ -
tre 52 e Rr* R 2 evidentemente um olitavo da esgfera

. : 4 ~
: R UMma VezZ cue 0SS nossos numercs ZuUanticos Ssq
Ctivos,

g 4’T{{ dR = ”g““ .fka$3

dR=E

T h

| ‘ y AELS L
1 dngt AR L4l ﬁo{%

. . . - B s % -
o ks ™~ 1 = e
llg ‘[""L ( fv\x 4 MKL"_M?‘} ) KN\_F!M M .l ) ’ i
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Ate enlao n=o Fizemos I‘GS‘C;‘;;EJ .‘:-_f_gU.ma &

o]
~ B ~ . . ‘
= 120 ADENAS D1 Zemos quanto mecsnica paRra o Proe-

,
C a.um receptecvlo, indevenden—
. P ” .‘ ”’ . _ . Fl e
temente da narticula ser fermion ou bdson. No caso de bdsons nio
’ : . ~ . ’ ~
na restrigeao alguma ao numero de part fculas dJue ocupam ¢ mesmo

b ‘. O . - 1 jing
estado porem se estivermos trabalhendo com Fférmions a introcucao

+ L . . . . L3 . * '

da restrigao cue se constitui no pr;nc1p10 de Paull faz-gse neceg-
£ : < . _ - . . ‘ B .

saria. De acordo com.-o vrincipic de Pauli dois eletrons em um sig-—

tema nfo0 podem ter todos 0s quatro aumeros quiaticos iguais —--
- 8e sdo iguals seus tres nlmeros guinticos espaciais (- OTDltFlS)
eles necessariamente tem gue DossSULY ALmMeros quanticos de spin
distintos entre si ——-- Um sera 531n pr'a cima ("°01q up") o ouiro
spin H5r’'a baixo ("5)1n doﬁn') A funcio de onda dcscrevmnﬁo un
‘ sisté 1 de fcrmlons devern ser antissimetrica a fim de que & res-—
‘trlyho Fundamental aue & o D“lﬂCiPld de Pauli seja inclulda.
Se quizermos incluir o »riancipio ce Pauli no nosso resvltado ob-

tido antericrmente deveremos incluir dois valores possiveis de
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spirn AR g Codo volwse unitario <o espago de fase.dcsim,0 ninoo2o
. - § . ) N N N . . 3 ' . - . .
2ogs1vel do estados correcseondoatos 2 oum domialo ¢: o ilgual

§(4y dp = B Mﬂ';j;- V=)

/

Vejamos ~core a distribuigao de Fermi-dirac a fim de que fiqucmos
. ’ ' L v
com & iafrasstrntura necessaria para atacarmcs o problema color

& . B X ~ . - . F
cspeclfico eletronico.Podenos tambem trabalher com um ;g(t)

S(E) - f.qu\r‘*ﬁ.E dF "v/lf.
1 : | \ :

£ = ﬁXE}Q“’“ FrdRE '_g(E)o!E-_-:Cmf. =olE
he o S

&

onde constante = -

% o < B P
Dentre o numero nossivel de estados aum-dominio de epergila entre
E e t“'?'C’U*ccm;::ac‘o ﬁargv«>eX1ste wna cusnticade de electrons
ocusando estados entre = e ’_+ AE de tal manelra oue

que & a lei de distribuicdo de Fermi qﬁe decorre da contagem admie-
tlndo que as particulas sao 1dent1ca5 1ndlst1ngulvels e obedientes

ao r1mc1plo de Pauli.:

Definamos :é DOY { kF//kCUT} k "energia de Fermi.ﬁ
_ 4; : |

E = — =

FfC ) Jgf'hp)/%I',f 4

depoic discutiremos a conveniencia da definic2o e principalmente

0 sentido que ela encerra.
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A Dungeo de Faral podo ser dntorpreiads naturalmento Como & DroLae

—

¥
LG Joe oo preno fos olectrons livies 4 ume Ltomporaturs B

ﬂomiﬁic~%£¥ } ?"G‘E j

Fag-ne Convonionte & an se da fungao de Fermil 2 vma tempersturs

. : . . - —_
T =0 ¥ ; (o subscrito 0 Faz referencia a temperatura T-0'K )

1 R

e E\>tpb':f7 F(t)‘hiw_—m%%fi F/q_m—ki o

|

SF(E)zo

c/F S N
s Y A o~ = T, T
: pﬁ) g,,;;} ‘ <E) MA‘W———-—*-‘%-——"”": %nw*w /i g,w+ 4 f‘;;_'\' i

em resumo : . (pars A T0 k)
| se EDE, = F(E)=o
SCL-<‘£:F ' F(t) 1

Podemos iﬂterp“e+é% da segulnte maneira: A O°K a probabilide de de
" que achemos um ¢ado e"@ct*on numa faixa de energia suoentﬁnﬁ az rpe«
1o 1ntervald (D <it-.' E& e 1, Dortﬁnao certeza.Por outro lado,
a orobabilidade de gue encon t“emos um dado elcctron numa faixa’de
énergia subehieﬁéida pox E:>k¢; , & ?ortanto zerc. Na temperaztuvra Jo
zero zbsoluto todos os alveis abzixo do nivel de Fermi sfo nreénchi~
dos e toéos 0s outros acima do Alvel ée,F armi s20 vagos. Em ouiros

~ - ) . 2 . ~ .
termos, todos 0s estades possiveis s30 pavoravels.

EF. .
&‘_’N@)AE = S g(&:)F(E) JL

. . e, 71 R " : 49y V(Q.'\'n)
N = S _Cmns—t._ Ea o" k ‘ Co“;t': . l’\,;

o

E.

‘ - i Fo E 4{T_V(&Th)ﬂ
N:A%V%\)SL N h.._g_.,:o

-




_— sﬁ, nimero do elociroas por unidade de. volume

T L (30N

% awm \ gT
A energia de Ferml depende do numerso ¢e elecirons por unidade de
] - . L. . b
volume.Podenos calcocular & energla ciznetica media dos electrons 2

tenperatura do zero abscluto:

@- ZEO> :""‘-"%-'—' %

L
- - Cone
SRR

o
Eg(e>4E

EEAE -

-+

<]:O> ==

" &
~ 0 o LA™ ‘1‘7__ ' s
Até entio dedicemo-nos 2 analise para uma temperatura v—[)K —— Dedl-

) . . r . . N . . N
quemo-nos Dois & analise do problema tendo em vista uma temperature

. T .tal que: KT(Z EF

oo ~ . . . bl
Inicialmente pera L # 0 ; A funcfo de Fermi serd para S LF_-:

~ R S G

: A _
| F(_t)r éE'EF)/k¢+?_‘ ”ﬁi-‘}_ i- ,Qo+_i S 444

Deéiquemoﬂnos'agofa 2 énéliSe do céso: EF‘" E::>:> ¥<Q7-”
cApliquemos © pProcesso comparativo

{ EF:-SO
. k= Ao
N I KT = .~ 4o.000

A fgﬁggo de Fermi | ZIF'( E) -

Sejam '
T
,éE*tF)/‘(T v\" i

Al

ficarsa:
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. s (E”liz* £ - Je-5¢ o -4 T T
‘Qm' ‘): K'I_' 4 d . 2 /"‘v.ODU + :{ ’O_' c%%mwo . :i . Q/i(w:, /

CFex e RHOxA

o+ 14

Quande . POr se aproximando de E% ' ‘%}) vai crindo lentemento;
o s

Quando for igual a F

s

~ o~ - . -~ i - A
Puncro de Fermi F(E)=z =7 - Ficara F( N S

57 ' Q ); (E-Fe )k 4 ¥ E-Fe /T

£ 4+ 3 VAR
Y . 2
AR F) R i

pois . g >>
o cue justifica o Fato de Cesprezzrmos O 1 que abarece pno denominz-
3 4 g [—E) . B Cysim T4 T : ¢ P by S
dor de .Dess@ - modo,a Funceo de Fermi cal na fungeo clage
sica da distribuicdo de Mexwell:Boltzman.No Ccaso acul analisezcdo por

-’

n03, \CTAZr¢ , 0 nivel de Fermi deverad sey dado por
= V5® ——5
'é}ftF)A<T
enquanto ~ue a energia mécia cos electrons e dada
<E>-— % .KL) ﬁ\:f“: —
(F'tF)Aéjf.+ 1{

Resta-nos pols resclver £ss5as dha, ulle s integrals; sommerfeld as

g,
O
s

resolveu obtendc og seguintes resultados:

oy 5 [4-2 [ )l
<E> <t>[i* ( >]

Ja 61500105 e todos o0s elemantos necessarios Dara o calculo do ca__
- E //’
lor especifico eletronicoj;Como sabemos, J*< 2 GL

Assim,
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Deste modo Fice completomente inteliglivel,alraves degse modelo Tudn~

. . . < . . “u
tomecanico,o resultado experimental Dara ¢ calor especifico eletro-

- = AT £z Ani ; t
A1Co P LN ZS.N 5 calor es DeCclfico eletronico a2 temperaturas ome—
bientes & em torno de ky&a,'blLO menor que o calculado admitindo-se

Passencs agera 2 uma colocagao sohreé o calor esnec1flco co sdlido
como.constituido de,rede e electrons; Secundoc a teoriz de Debey,que
descreve a parte da Yede como um melo continuo,o calor especifico
‘na regizo de.baixas tém?eraturas obedece 2 relagio funcional
| C, ~v TP
Por outro lado,o calor especifico eletrdnico no esauema aquil exoos-
to,nos Fornece wn resultado: C:v-f\’.vj? '
Para o meterial todo, com?ut ndo-5e as part cs atomica e eletrénicé:
Cf =~ AT —-ES?V

onde A- e um comflc1ente a ser cdeterm 1&?60 atraves da experieﬂcia.
Cumpre-nos dizer cue em certo dominio de Temperatura, 0 calor azpe-—~
cffico eletrSnng_referente ao. termo linear contribul pare o ca-
“lor especifico total com maior DOndarabiiidade que o. termo de plets
tenc1q cubica f@Watlvo &s Vﬁbra&oes da rede,calculada deniro do
esquens tedrico de Debey. Cumpre-nos agora ﬁha critica a ésse
modele no sentido em cue as hipdteses envolvidas sZo deveras sim-
plificadoras. Mais razoavel sefia, do ponto de vista de uma hipd-
tise,mais'realista; que 0s eletrons nfo fossem considerados livres

mas sujeitos a2 um Dotenc1 11 pe*1001co caso .0 material esteija na
formz cristalina ou-mesmo sujeito a um potencial aperiodico se o
caso for de um material amorfo. ainda com reiagﬁq 205 materiais
faméffoskd@veremos colocar que ©s esauewac de abordagem a fim de

1

que se¢ estude suas wroprleﬁeéﬁs fisicas (cqior esp ico por e-—
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womnlo ) outres Dois nAo seris justo o uso
de conceltos nue aenvolven gimetriz como o de zona de Brilloin,
t

5 s A . 5 i
nem doodnstrunentals matenaticos como & teoria de grupos, tonto

quanto sabomos somente aplicada a

L - . R - P R [
icadors 2 oourl nos referimoz,s situacao  pode

2 hivotese

e e v e PPN BN P b . [ — b N N f_ - a 1 f

i oouce odmatinde-se e ¢ interagaso o incluids
voo do ftudo so nasasa cono se fossce® eletron "livre porem conm
umz cada messa efetive meior aue a massa pars o eletron livre,

I I . -
DOTque e pefusno. O numerc de eletrons que

- . £, o N . ~ . '
do principic de Pauli; assim somente sae aceitavels exciteacoes
. #
&

t
M
8]
o
(9]
;
%]

de eletrons dentro de estados nac ocupa <os © que
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g
]
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853
O
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pera eletrons na vizinnanga <o nivel de Fermi. 0s ele-~

ot
150 de
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trons na reg
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aixas energlas.: nece951t am - tamben ce ¢grande

energia de excitacho.
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ag cristelinos. Fm rolecho

fico. Muitos dos eletrons tem consi
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notudo de nrooriodades Jde oum gas o de elecirons (4as cecenor ru,

’ ~ PE A ~ o~
Nesenvolverenos agul neste canitulo,algumas consideragoes sobre
um ghs dogeneracdo de electrons.Para un gas de clectrons a bal-

< . - ~
¥Aas temveraturss,a esitatistica de Maxwell-Bol tzmann nao ?odo 5er

aplicaca.iosse dominioc Ce temperaturas,soasrccen feaomenos 7ue S0-

e
< .
6]
5_.‘

v . £
meate sao razoa nente exdlicados se Ffigermos intervir a estailse
sendo os electrons Dartlculas de Fermi,o C&F“fﬂ: F1i% e

tural & a aplicacio-cda leil de distribulcao de Fermi-Dirac para o

ju]

estudo de tals fenomenos pols das duas estatlisticas fundades no

,,..

o <. .o Cy s = o - A . '
Principlo da indiscernibilidade,sOmente a de Fermi inclul 2 res-

tricio fundamenta2l aque se constituil no orincipio de Pauli.

5 energia livre F o= k; -_T S de um gas degenerado de eloc-
trons se deduz tendo em s5ta a rnlagao de Boltzmann

S K fn £

once E? se refere a probabilidade de uma distribuicio. Efetivaw~

mente essa Bwobabiliéﬁﬁe é dacda poxr

Pewe /ﬂ/ m~!g6.g;:—-ﬂz.)!

que_é o resultado obtido tendomse em vista 03 Dre-supostos de Pa

g

*'_4

ticuias identicas indiscerniveis e obedientes ao principio de Pau-
1i.Evidentemente 2 lei de distribuicdo de Fermi-Dirac & concluida

a partir da distribuicdo mais provév 21, 1sto e,de p%ob bilidade ma-
kima.&ssim,fica claro da relacio de Boltzmaﬁn'que a condicao de
distribuigdo mais provavel & também condicdo de entropia maxima O .

A energia total do sistema e : U = Z ""x“-,;" ' (M,;"-E. E;.)

ou

Aqui,

S ::' _ GE“:E) g '
o B - éé //.j?}
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o~ : : lei de distrivuicfo do F=D
Mg = (:“'5,/ - .
2 4
A E{é? fﬁf 2 T entropia
g=kbe U 70 om

]
‘js

e
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cial aquimico, .
= :NE“KTZ&% Ly 2xp %%-}

Estamos interessados em tratar essa enercia livre ngo_come VL S0
matério sobre um q¢mero discreto de e%tados e sim sObre um contlinuo

- - . - - . #
atraves cde-vma intedral.Tal processo se justifica se o sistema &

(‘\

2

-composto DO um nlmero suficientemente grande de electrons e de.ggm-
tados,de tal maneira que esses ultimos Fformem um Auzsi-~continuo aue
admita tratamento por meioc de uma integral.
Fazemos Doils intervir umna densidade de estados e a expressgo

- AN L E)

F :N}-—-kTZ/fo {(H .szw\c( )

- : KT

eLt. A

dara lugar a expres s20:

Fy, = NS~ KTVS&ESLMM )}N@)Ja

onde N (€)Y &a densicade de estados eletronicos e Y &
volume do metal.
Assim, a expressa Zo acima da a energia livre para o ¢gas eletronico

degenerado de nosso_lnteresse aqul na nossa pesauisa.
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So a5 oorodpriadadeos oletronicaes 2 balxas tembeoraturas.

Vamos agora paésar a0 estudo de aigumas prépriedadeé eletronicas
a baixas temporaturss.idmitimos a aproxlmﬁgﬁo adiabatica secundo
a aqual a dinfmica do sistema pode ser diviéida nas dinamicas ele-
tronica e da rede,respectivamente.Diferentenente do dominio das

tempereturas emblentes onde a contribuiczo dos elécirons ao calor,

£ s - . I [ . ~ -
especliico ¢os metais @ notadamente pecuena face a contribuicaoc dos

L ‘_ o~
atoemos da rede,no f@ﬂlnﬁo de su£1c1entﬂmaﬂ?o baixas températuras
a contribuicio el nica & c0ﬂ51ceravelmeﬂt@ malor gue a contrie
~ LS o~
_hbl“ﬁo devido a rede.
& ) i
' - . - i . . . :
A energla livre total do sisteme e: 7

Como no dominio de bai Y“s temDCfuturas

| 3
C"’r&t ~nD

Veade nod

~ ~

as concrlau1 :0es eletronica e da rede a energia livre do sistemn
s&o resvectivamente:
: 2 4
£t L - Rade
Para o dominio de begn baixas temberaturas(abaixo de 1¢ V)

2 contribuicio eletronica & bem maior que a devido & réde,assim:

Y :
e :_E&r_+ Tt % R
A dlnamlCa do 01 tema metalico Ffica vredominantemente regida pe-
lo comaortaweﬁto dos electrons.a fim de que algumas das proprie-
dades eletronicas sejam estudadas,abordemos o assunto da dens 1€m—
de de estados. Ao eleborar um estudo’ acérca da depen@enc1a da
pressio sobre a temperatura de Curie para ligas de nlquel—cobre;
Land e Ehrenreich propuseram wn modelo segundo ¢ qual a densida-
de de estados N (&€)  era dada.por
. NE = WHg(ew?) o
por unidade de volume V  do metal. aqui W denota a largu-

ra de banda e 3,(5, \a}‘).uma funcio de & e de W™ .



\rw'-u-l [eRFEe Yretin

aondo & 1ad

na

do bonds

AoUuma coloa

Vet

decorrentoe da

trutura do mutalycla devera depender dn distancia interatdmica
R iy ch tivomente os resultados de Helne usendo teoriz do cspalho-
mento Oﬁfa mGtFlS de tran31g§o dad que a largura de bﬁndaré al qo
proporcional 20 1nvcr 20 da quinta potencia da distancia intorafﬁmim
ca WA f& .
sendos ¥ (volume) relacionado,como @ Obvio,com a distancia in-—
teratomnica R . |
4
VAPV RS ou, R AJ“J-/%
hsoim, a iargu“ﬂ'éa benda sera:
‘ Ww“\f'g/f’.
A densidade Jde esta céf Fica: 5
NeE) = V7 g(éV *)
assim admitimos cono VallLO ¢ resultado combinadc. de Land:

_Eh$enreich ! {gjne,ﬂ 7o tOTlO que a funcgao %(517 )cmver? ser con-

cluidea trnvea do f@c tado termodinimico
"av v )

faCC a Sua grande generalidade. De acordo com

a Fungao E(E‘V/)c ser inserida & umaz tal que

(V)= 5

este procedimento,

L.V, e dog 1+ ().

| , - . . A : S
Ao inserirmos esta fungao %(2\?/ana densidade de sstados f@({)

e essa,dor sua

nico, temos:
+m
Ehut.

- v

vez,na energiz livre para O nosso sistema

eletro-

= N§- 'k“rv )Zog *”“”(m}

\f%lqir% WV:AIEL{\ ii CLE.
S ey
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suondo .. A caergia livie n2ra o sistems olotiro-
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Derivanco er relagao ~o volume temos
_ 2Fy

Come e facll de ver csse 5/3 due aparcce na expressao imecdiatamente

el

" ’ [ ’ PR e
-acima e devido ao loges ritmo  do volume que esta conticdo na fungao
BV . - z . -
g‘ (g \Yi e ) w1850 e concluldo,da em conaecxcn provriedads o
VP R
logaritmo . ' 6%ﬁﬂwg‘ = ﬁ: n ET

“A0 se fezer 2 experisncia de compressibilidade a baixas temperatu-

£}

ras tambem se supoe gue somente o sistema eletronico & comprimido
pols esse apzrece com wra contribuilgio muito mails relevante a ener-
gia livre que a contribuicao do sistema rede.

0 coeficicnte de expansho termica volumetrica ol e definido por:

%3{* T = - 9T3V>/

Xy

* ] v -
(B e a compressibllidade.

Fazendo a derivada segunda da energia livre em relacgzo ao volume

obtemos: o szlgt.! N E
' Y%

oS3

que posta em forma mals adequada nos- dara:

Ve o(a—§5
AV

2

Fﬁ

sendo E = ‘1"'(?, _ ' .
Assgim, . _
}?Fr _ - A
st - 40 (ol STCG ) —
VT 8 v
Ez_ 2 a ehergia interna eletronica enquanto - CiE Faz re-

Ferencia ao calor cooec1flco eletronlco.

POT outro 1800 ceveremos fazcr a Gerlvaaa
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V=6

DRy s E - .
Sendo *":\’;"““ T % ~ e L= L:-)E".’L
B T O O Teat, . 5 G
il - U5 ZED S L Sa o2 2R
S Y VLV v
/ 2 e O
Como - B r',g}v N\ A ol = 2 =k
el T - 2ol ) o
Stov) B ) > (V)

Em funcao do  parametro de Grune;%eﬂ obteremos:
. , ol \/ (z‘f)

‘Assim e concluildo ﬂbc O parametro de Grunelsen & o mesmo para to~- -
dos ég metais = seu valor & pois 5/3.
Hum Cuc@%O onde estio ewibidos parametros de Gruneisen para 19
metals podemos ver que experimentalmente ‘ ' 'ﬁ

0.2 5Y, £ 3.
Tendo em vistz que o resultado obtido assim,e¥plica razoavelmente
bem alguns metais,ngo'expllcaaoo contucdo,metais onde o parametro
de Gruneisen € ou maior ou menor que 5/3,uma modificacido e a cOnr'
sequente droposta de um modelo mais elaborado, fFaz-se necesshria
Deveramnos mostrar que se Fizermos '

Y- @ y 2 NE
e

rY.CA'2

' . - : : El'-‘ . :
com a condigao _:,)- S N (8.) oLf, —
' ' SV &

0 resultado obticdo ndo & '5/3 e sim 1 . . ' o

Com efeito, : ' . 1 - o

g, : .5 tl o
2 V V3V Xn\] £ = 0
W E | o kvt U"“*”(j")}
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crande
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condigao de vinculo com
aue o
N1 . 2

Vinculo e & um seu Caso

teressa,mesmo poOraUe e 0

. . s . . P . )
ram apepss levaptados com o intuito unice de verificer a consigter

noagsos resultad
e difcrente de zero. is5sim,
2. T
e 4_)£nxfk£QrO
———— LoFSNRY il 3

R}

=

dbteremnos a condicao:

omo

Pasgsencs

)

’ ’ PR . ~

agora & analise éa expressio

neigen -\[ A _*
e (r

DAmY
Fazendo os calculos:
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DrCcCclia/aos nes RreeoubdaAr om resolver exnlicitamcnte a

. T ) . ) | 2 . L
nacoene nronngitoe hagta aue A conelderamns Findia.
poeag DEONDalIToa sTA que M Cconelderamos rind :

tnico caso;o0s outros casos Hipotéticos fo

. 3 a
los.Fm sintese,a integral

¥ au
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Oressarlt U
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Amo S

m

arbitrariedade de tal maneirea
recsultado finito e diferente de zeére nos d2 uma condigac de

. ’ b .
particular.lisse e Ppis 0 Caso Jque nos in-

-

st

~ L - “
em questao e rfinitsa

Q#o

que da o parametro de Cri-
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Em resumo,o resultaéo"ﬁéx i & obtido deste modo eﬂquaﬁto o résul«

taéo}gzi/B & obtido se fizermos: ' . '
(—F . b

(' Neyde =

Uma anallse CTltha c¢a teoria srovosta por Shimizu. faz —-582 Necess saria.

- Com erelto,ao se admitir o nodelo de Land-Ehrenreich enm comblnaggg
com os resultados de Heine, & proposta uma densidade de estados qué
_é igual 20 produto do iﬂvers§ da largura Ce banda por vma Funcio %
que por sua vez & Ffungido somente da énergia e do inverso da largura
de banda.vimos'também'ﬁue 0s resultados de Heiﬁé £ornecem A 5ee
Vguinte sintese W V"“.}/3 |
Queremos'mostrar_eue-ngo'é'de'forma alguma necessaria uma dada depen-
dencia- runc1onal particular entre a largvra de banda VV' e o volume

- do metal,para que o res ultado uermodlnamlco

- DDFE\?L- ~

seja obtido.Efetivamente se admitirmos uma relagao funcional mais ge-

‘ral entre a largura de banda W e o volume Y/ ,0 resultado termodi--

nemicos Acimz2 e tambén obtido. Seja poig WA VvV
- . . ) - - A ¥

v



Ty

onde Y4V & un nhmoro recl.em princinio auslauer.d deasidade do oo

. ¥ Hon i
tacos cers doda DT Eﬁ(# = ‘ﬁa.g (a\! );

. o \!“’”‘ YU Mavs 3:5
qfevt) = - -

onde ezse Dﬁ. teait da potencia a que é elevado o N

Exﬁ&s/aw vE oz XPfggﬁg .Substituinde essa hova densidade de estar

1vre Oobitemos: : .

- - 3 . .' 4 ( A . n b
bl = Ni- Koy Sfoﬁ%-& @iVt v &-«“‘fx de/icr wguu*‘*}
1 ] q !

3 F:{ﬂ,,’ - ¢ E
‘ v v

3TV P
obtemos
&l = D£~fai_
) BV

B
teremos X = %
Assim cacda méﬁal acmite um valor diferente de X 2 8 fungA%<¥%V )
para cadsa mefal serad tal que coteﬂhafem sua expres sao um %Hi

’ £ . - . ~ 5 )
que e cara ct ristico de cada metal.hBssa & Uma expressao globzal e

termoﬂinamlca ca complicada estrutuvra eletronica de cada metal bem

‘como um reflexo de suas interacdes a baixas-temoeraturas mosto que

as experiencias de compressibilidade nos permitem estudar fenomoaoﬂ

logicamente a cdinfmica das 1ﬂteragges do sistema eietronlco.m351m,

é proposta uma modificacgao no modelo de ﬁandmﬁhrenreich que atende

m@lnor aos resultados exucrlmentals. ” ' |
(g) x V" 3(2\{)

Também o resultado para Ye & obticdo se

'){,__:(:wm— A NEyy _9.. _S{F'N(L)Jz = O

O BV ’

'Sendo uma coisa termodinamica QO valor de n n3o e a coisa mais rele—

vantemmm a c01da relevante €. a pot “encia a ser elevada ao ’EW
;slm,' ‘ '

3 (£v)- (. ) v

MLl

X caracterilstico do metal.
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FoenomnanaolodiLeo

Sruneilecn Cos men

8 possiv@l a pro ﬁ?vti de uvm modelo em due o 3¢ dgue aparece na npotern-—

cin do logaritmo da fungdo g :{~~~~-~~ ~-).£'h_ acmita uma ip-

- L4 - " . .
A com carécter Ffencmenoldgico.As ideias centrails que
nos guiam a fim de gue PosSsSEMOS DTODOr um modelo fenomenoldgico para
calcular virametro de Grunelsen eletronico de metais gao as soguine

PEm opraimelro lugar doveraemces dlZQT aue a copender do tipe de matal

. T . . 2
se nobre,de transigac,ferromagnetico,etce.,0 haniltoanisno conterz ou
nfo certos tormos rebresontativos de interacgoes.issim sendo,a evtuagag

hamiltoniané Dara ¢ada ﬁotal envolve um problema de autovalores

HYN = 4 diferente cos demals problemas de éutovélores para os
derals metails, Tendo notado,atraves de uma tabela contendo valor@g-e‘m
périmentais do varametro de Gruneisen pa 208 19 metals, cue esse era
maior que 2/3 pafa a grande maioria dos metais estudacos,e aléem disso

o
tendo em vista ave © valorAWQ:Q/S ¢ in ellalvcl do ponto de vista Tmes-

D
n
M
|
(e
3
O
o]
U3

mo <o mecelo do gas ce iivres de Sommerfeld,chegamos a Con-
clusao dus ess2s O““FTV69565 ﬁOS sugerem gque o valor meior que 2/3 pa-—
ra o p;rametro c¢e Grunelsen de grande maloria dos wmetals & A éxpresS§Q
duma serie de intFTGQSGS cde tal menelira que o parametro estudado sejﬂ
algo carécteristico de cada ‘metal.0 mocelo a ser pronosto repousa nos
preveauisitos da aproximacgio adizbatica e nio pode ser usado DATE Siw-
tnagoes em due tel aonroximaczo esteja serizmente compfometida.@utra
ideiz norteadora foi a reiativa & esfericidade da suverficie de Fermi

.em se trateando co modeloﬁéo gas de electrons livres de Sommerfeld..
. _ . : 2 3

Lembr@r 10—~10% dc. : _ﬁ_ _ A‘an-'R'ﬁ‘ gt\ R - 4¢1? o(/(? L

. | | g h3

. ) £ A - * - - . .o
Como a superficie de Fermi e algo relativo ao espaco d¢inamico, fica cla .

ro que 2 esfericidade da superficie de Fermi & a expressio formal de

nio interagao, para um Sistema de férmions nao interagentes.Com efeito,
esse resultado e obtido ao 1evafmos em conta sémenfe a.pérte cinéetica \j
na eguagiao dé'Schrodinger;deste moco,

T S

4 v

VY- 2m EY =0




Vel 1,

-.‘. . Ly B . . ~ . .
At Uil oo dafra-estrotura oroticamente pronta pora Dro-

/\' ’ . 'l ' )
DO TS On efeitos doeoan Leracad nogsam son descritos atraves doo oo

distorcno ¢rp esfericidade da gsunorficie de Fermi.Poderemos estudar
~ . ‘- e Y 5 eim T A TN AT Ay
acores de nue distorgao relativa a flutuagao da densidade eletronica.

.. ) ' . . - e . o . :
egta do acorco com 03 valores exXporimentals Co parameliro eletronico

de Cruneisen <¢os. methis no dominio de mulito balxas temperaturas.

-

: . 0 - € L. —
arencs ag parametro ce Grunelisen, e ainda,como efetuar os calculos. s-
te e uma dag terefas a que nos provomos nesta pesquisa.

b primeiro lugrr @ sapido da literatura cue o parameiro-de Grunelson

pode ser calculsdo pels formula ‘Ei Vo ( )
. 4 Cw LUK

- <fan - _iﬁg%s oé;ﬁnédaﬁ
> Z C, (WK)

A5dos e \nodos

.

{

onde,
v I hew,
‘YZ se refere ao parametro de Grunelsen parea cada modo K e CL(%%)

N = Dy . - . - - 3 Lo [ L . '
a fungao calor especifico.fo admitirmos a aproximagao aciabatica,z e-

nergie livre totzl do metal e composta é separada em duas dartes:a

primeira a eletronica e a seguada a parte da rede.Para cdominios ce
temperaturas relativamente altas,os modos de vibragao da rede contri-

buem para a energia vibracional total do.sistema com uma paycela bem

‘mais ponderivel que a devido a parte eletronica.Para o dominio de.su-
. . . ) . , )
ficientemente baixas tembDeraturas O iAVerso € 0 que ocorre:a parte e-

. letronica contribui com um fator ponderal bem maior. Assim,

B Eml = Fre  + Feode

Etet ‘>> “.m.J.; E = 0 a4 Fﬁ&t.

- Te

_As Pormulas para_<:\(:> e ‘Yﬁ sdo provostas para o sistema rede .

‘cristalina.Para o Sistema.eietron;co% due € o que'presentemente .

nos interessa,aparece entéo 0 segulnte problema:

Resta-nos agora saber como & ©ssa distorgio,e alem disso,como a ASSOCL
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e Jue o manclira se rodo fgsocisr rg frecduencias dos "modost eletroni-
cos A faim de aye nessd mesno SSauems 8¢ ¢coisass tomem um ocaracter de

inteligibilidace?

Lentro <o csauend ¢o g55 de electrons livres de Jommerfeld podemos
pProdor a soguinte reﬁres&&té@?c:

Y mrnergis de  Fermi & temperatura do zero absoluto e associada uma
Preqencia &3 que @ a frequencia do 6SQilador'harmanico.'Tudo se

posza como se o mar de electrons oscile como oscilacdores harmonicos

de iguais freauenciss Q.
SN N OV

o

OJ

T

(B

slguem poderia 4 T contra ess? associagao dizendo tr r—ge
2 enercia de F@mml de ~lgo decorrente de uma Ceducio cuanto-mecani-
ca onde o ootencial envolvico & zero{eletrons livres) enguanto que

ral :cignado com o woteﬂczal tnao'whvx

acq
)

¢} oscilaéor ﬂarmOﬂlco e Al
Ums outrs contra argumentrgAo Doderia ser no nivel de nfo obedieéncia
ao'princi;io de Pzull no sentido em cuve 0s eletrons envolvidos nfo

- pocem ter 2 mesma Freduencia e Doy conseguinte ocﬁparem toéos eles
um mesmo estado. | _ .
Poderemos mostrar gue nenﬂbm desses conﬁré argumentos tem qﬁalqﬁer'
colsa de Dertlnente. | |

Em primeiro lugar nfo se trztz de forma 2lauma de tentar relzcionar

~F
-

A~ . ) - i
ums éindmica sob V= O com umz sob\fnxx . 0 cue se ruer efgtlvanante

d

o

{a
AYAY
{n
4]

£ - . ~ - . . .
e descrever 2 energia de Ferml para electrons livres 3 g;w

ante de Plank n=o se constitui

ims
b
HY

N . -~ x ’ hd
atraves de uma frequencia == 43 2 CONs

fator ce importancia. Poderemos agsocizr a Energia de Fermi a
B w K
F

EEF = ?\k;bé

que 0 resultado encontrado sera exatamente o mesmo.

< . C, - N ) o ’ .
Ate al nao ha absurdo algum -~ Se 0 cue nos interessa sao 0s Obser-

como a

vaveis, podemos representar uma dinamica qualquer .em principio, por .
um potencial Gualauer, Jue Finve na nossa lenbranga que o cue vai
.hos revelar se a revreseﬁte S0 é'boa ou mA & a sua aplicabilidade
ov. 7130 no contexto de tornar as coisas inteligiveis. -

Nuanto 3 segunda'contrz ergumeﬁtﬁggo CumpreFHOS ¢izer Tue o DTODPIO
resultado-léﬁ para a energia de Fermi GO'Qas”ée electrons livres a

temperctura do zero absoluto inclui a restricio que se constitui no



- . - ) - . A - -
' : ‘ V=173
criacieio de Prulis fdemsdls, o Fatodo ropreseplormos 0 slstoms do

~
PN - e P o e A PAEETre - o e
Mo eletronico como vmo coniunts Jo

~y

yaciladores de moesmas freasucncin

na0o sigaifico oue gada wa desses electrons eogstela an mesma freau

Cio,ou, 0 quée e mals grove ainda, que todos o eleclrons esltejan
cm oum mesipo estado. Nletiveomente , 20 coajunta todo de electrons e
. - ~ . - F . . 4 .- : : ~ 7 B
saociado ums frequencis unica o gue e o reflexo de um fenomeno cola-—

tiwvo globsl.

~
"j\"‘r‘\
CAAp

nssim, nao notamos inconsistencia teorica algums nessa acs

(L

SGC3

o~ ~
A L

J)

2lém disso, deveremos dizer nue encaramo—la abppnas como uma represen—

de Sommerfelc, temos:

i R '

V- fzw\z 4 _ N
SERLSY S = W LD e
&a %‘i” < ;‘,

’ o} T A ] ~ 1
onde YL e & densidade eletronica
N = nimero de electrons no metal

V= volune

- e !’“Q'L\ %Y\ %

VAN P

Teando em vista Y Ry

e =~

B VXAV

Y= ’g,mLM ‘L)%N/ZV%]} Yk'%

K
para todos 0§ '"modos XK' e alem Cisso para_toros'os metals

. e . - £ . - .
Tendo em vista gue 0 ¢a2lor especifico no dominio e bem balxas lembe-

rat-gras ‘e: ' - Cv Y, T’ .

z R

C() &Epiw) .- ,

0O pa remetro de CGruneisem eletronico eré'

JoYoC(w), LiieT

onde

y - | OJ-OS g% Mo 05 . — o a {w}k
| fzkg
G, (w) . Z %&"‘{‘;‘?T
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) Assimt

Y-l a

0 resultsdg axperifontal pere o potissio () ¢ concorde com o modow

. ) .
lo cdo o gos ¢ oloctrong Livrece de Somm ala
: N ¥
. . ' £
CGara on poiinaaoio X } ~ > . a? i
: . i v L, i

Pari a ghonde maicoria dos metais esse resvltadd tedrico nao satisfaz
. : N - . ™ . . “ L .

nem o observhovel d= cxperiencia e assim, faz-se necessirlo uma  teo-

via meis eliborada,

- ) ’ L~
Olh=ndeo-se mais concrotamente Dara ¢ drowvlema notnvel qJve 0 medelo

b T

o~

. - -~ . s . .
ae Sommerf&lc nao Lrecncne as con<1¢060 realg JOl% og electrong de
condugio somente sio livres numa primeire aproxim=cio =- Admitindo
pressuncstos mals realis deveremos dizer due 0s electirons estao sujei-

tos a potencinsis pericdicos {(no caso de cristais) e azlem disso 2 um

}

conjunto de efeitos ocuiros teis comoe de correlagrotexchange® (trocal,

etCn
' ~ . . 7~ ~. . -
Em nosso modelo os efelfos de interacac sao representacos 20T unaz

fungao da d€ idade eletronica que distorce e torna a suvcrilc1€ de

‘Fermi ndo eskerica.

. . . . . £ . - '
A nova energla, Jz incluidos fen omenoloﬂlcaﬂentc 0s efﬂltos de inte-

racao, pode ser representada

E e APV UG

Onde?( & uma Fungao de g (Gen57m<de eletrdnica)
]
Vamos assoclar essa eﬂergla a uma rr@”heﬂC1aLUK de vma tal manelira
que R ' ' - %_uJ}
_ \'ﬁ

|

7

K Vo Yo - wh
rywy 3“3 V +%(§> -2

VN A |
L VvV P =
\ . k ?{(?)

- “ ™ - Sﬁ'

.. ’ .7 ) ~ . ‘ "'
.Pela formula 'que da o parametro de gruneisen para cada K-esimo modo

1

M,
Y‘« YA,

- ()

onde
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Lévsnio¥h0"" selz sugis Rt seguncdo A cu2l a densids

Vel 5

. ,.«z_;,w@g@f_ 2V S /V ee)
AR s L v\ 84T 5 |
£ ?i<§>}

de e inversamente

proporcional 20 volume a2tomico, podemos tambem sugerir

X(S’) s ——%— = o

-enteo,

4 +
Se nos sugerimos

:ge de uma meneira gérﬂl n0S ProPUSermos uma _
| < |
N\ ¥ 247
{w'z.-_.__\:it 3NN .‘._______"\/"
IR wm \ 84 o

$ pertencente ao corno dos reais
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PENRE

7
{’;L 3’{}—;\ (a2 i:’

e ]

L7 =y
el A \f

ced gl
v

nritting”

ascim, podemos,atraves de um imediato e simbles com 0%
resultados experimont?is-ﬁo p:rrﬁetro de Cruneisen,concluir gual
2 distorgao S' na superficie de Permi de cada metal. DIO-

wina pagina e mostrada wma tab
tedis o varametro de Gruneisen
o . .
“da da‘Oagrle-o ca ey, « Re

dos, 17 egtao razoiveln

que o CAdmio e o Tungstenic no
sugerem uma discussao :de fato

a
3 R o I T g
Cce unas raviuagal
o

neira que quando-a interag2o f

- - dm 4 ) ] _e )
}g& 2/3 tal.como & concluido
ommerfeld.Acdnte yorém Tue

_ . o N )
menor Jue 2/3 a "distorgeo” e
a interpretacio deste & como
4 Feita

va di- £

Essa discussio nio ser
ulterior e talvez seja
lo.

t

0
oY
r
y
<
¥l

Procurando uma justificat
?{ (gl) ,deveremnos diz
admite uma 1nternwet9vao cue t
a_seguinte& Efetivamente fizem
. L4 .

metro de Gruneisen e tanto mal

das interagoes.Admitindo uma

UN'—*‘

NV
Y%

a forma

Tendo em vista aue

A
L = 3

nte des

nT
Nal

ela contendo resulitados exverimen-
,bem como, da ClSLO”gaO 4 conclui-
almente dentre os 19 metzils estuda—
critos nesse modelo,més acontece

s @presentam “@%thPCOS tais que nos
rensresentanos 05 efeitos de inte-
na ﬁeﬁs]d e elct”OﬂlC e tal ma-
Jsse zero Cﬁf 0) seria zero e

Gfelo do electron 1ivre'ée'ﬁ,

mo
: . F
uando consta Grupnclsen e©

o

ntp de

re:reSC' ada por um B negativo e
ito de 1qheragﬁo reguer <iscussa oa
una vez aue ela exige pes "ai”a

ictildade do preserite ¢ simples mode-

ebrica para a forma da fungao Flutu-

er gue

%@NV%

omaremos,com.as~devidas reservas,
08 & hipétese segundo a qual o para-
or dquanto maior for -o efeito global

nterag?o coulombiana Duntual teremos

como
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- A
4 “\J %
- & - 3 . 1 Fv’\
\()‘C_JL"“L? ij fv .,...‘-mg:' ,.,’V J
Y3

Admitindo ainda ‘ij ?i(§>
h CRE = NS
fgéyb = constanto

1o modelo de Land Threnreicn como re-—

: 2 4 £ . o
tacionada de sletronlca da superficie c¢e

NOs Propomos aqul egt;o a2.mostrar a sintese entre o modelo de Land
Ehrénreich moelflca@o e Droposto vor (Bastos Filho e Jnuklam~ﬁc91n
to para DUJllC acio em Physics Letters ) com o modelo fenomeno$og1co_'

exposto na seccdo anterior (Bastos Filho e Shukla — a

do a Solid 3tate Communications).

Da nossa analise,mostamos cue o resuitado t@meOlﬂ?TlCO

VFea ., E
: A . OV ~ N . )
& obtico da energia livre § admitindo um N@-) V 8,(5\/

( m= gualoguer real) ac se usar 2 fungao 2; na forma

VAV x
i sz&%{“_mr%

2¢, = constante. “
potencia a que é elevado o logaritmo do volume

‘ ,
‘Fega constante e a

m01to bem conh@c1de propriedade dos logarltmo
Ii\\f ] 3&/Zw V

O parametro de Gruneisen sal,Como v1m05,também

_(x_ L _adNe

a

e aparece devido
da relagao

a0

se admitimos

:-D* | o :_ ..
,av ‘\l@)ci O
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A

CL " A . . ~ ¢ . - . -
fAggim A poloncin M ~ue QDETQoe no LOgu Limo Co voluwne na fUﬁCQO

Jiu Jia S 4
L . .. . . .
? ¢ Civotamente ligade ao poranctro de Gruneicen.Melhor dizen-—
5 . - . .
do, con ‘ CLJZ’\ N (£

. .
se acmitimos a condicao

ng" N() d& =

o, ’

entzo essa potencis = 6 O drodrio parametro de Gruneisen que

I

o>
4
E

g 3 . 3 . i
caracteristico ﬁe cada netal.,
Vetet NS e
Aggim Yo

FEEEEN 4

Por outro lado,no medelo ¢xdosto na secgao anterior,o parameiro de

"Gruneisen & obtido de «Yf {AZ\Q)
e e
ot/gw"f

]

-Qnde{ng}

M
{2
L,U
[an
Q
g
8]
5
v

S pertencente ans reais.

R o
Dos calculos & obtido
Assim a slotese e a concordan

i ¥

. - - . ElE rd
1z <0s Cois aspectos sao ambas conclule

das se: ' S

Desta forma,a potencia 1 1tm1ca da fungac> %. -do modelo- de Lanc
Ehrenreich modificado, fica 1nte11g1vel do ponto de vista do modelo
fenomenoldgico que suple os efeitos de interaclo como uma distorcdo

f‘

da esfericidade da superficie de Fermi.
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